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INTROBUCTION

Charles EHRESMANN s'est intéressé 4 des domaines trés variés des
Mathématiques. Il a profondément influencé le développement de la Topolo-
gie Algébrique, de la Géométrie Différentielle et de la Théorie des Catégo-
ries. Ses travaux (de 1932 a 1979, plus de 2.500 pages) sont souvent pas-
sés dans le domaine commun, mais beaucoup ne sont plus accessibles ma-
tériellement. C'est pourquoi, depuis plusieurs années, nous avions l'inten-
tion, Charles et moi, de publier ses ceuvres complétes.

Pour ne pas faire seulement un travail de compilation, nous voulions
profiter de cette occasion pour mettre en évidence la genése des idées et
les motivations, pour améliorer certains résultats, pour relier les articles
entre eux et avec ceux d'autres auteurs, pour indiquer les développements
ultérieurs et, éventuellement, des voies non encore exploitées.

Désirant étre indépendants et n'engager que notre propre responsabi-
lité (Charles a toujours été trés individualiste ), nous comptions éditer ces
«Oeuvres complétes et commentées» sous forme de Suppléments 3 notre pé-
riodique « Cahiers de Topologie et Géométrie Différentielle». C'est pour réa-
liser ce projet tel qu'il avait été congu que j'ai décidé, aprés le déces de
Charles, d'entreprendre seule (contrairement 4 1'usage) cette publication. Je
remercie tous ceux qui m'aident, par leur soutien moral ou leur souscription,

4 mener 3 bien ce travail dans cet esprit, comme 1'avait souhaité Charles.

PLAN GENERAL.

Il est tres difficile de classer les ceuvres de Charles. L'ordre chro-
nologique est loin d'étre satisfaisant (ainsi les travaux de Géométrie Diffé-
rentielle s'échelonnent de 1939 a 1973); une division par matiéres laisse a
désirer, beaucoup d'articles contenant des parties trés différentes.

Le plan adopté (sans doute peu convaincant) tient compte a la fois
de la date de parution et du sujet. Il comporte quatre grandes parties:

1. Topologie et Géométrie Différentielle.

II. Structures locales et catégories ordonnées.
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INTRODUCTION

HI. Catégories internes et Fibrations.
IV. Esquisses. Complétions. Enrichissements.
Chaque partie, divisée en deux volumes, contient:

- La liste des publications de Charles et une courte biographie de la pé- -
riode correspondant en gros a la partie,

- Les travaux originaux, reproduits par procédé photographique (et je
remercie tous ceux qui m'ont accordé leurs droits de reproduction) ou recom-
posés lorsque la présentation n'était pas assez nette ;

-Des commentaires fragmentés (en anglais) avec renvois aux textes,
suivis d'un Synopsis guidant dans la lecture des articles et commentaires;

- Une bibliographie relative aux commentaires et un index dans chaque

volume ; parfois des documents annexes éclairant tel ou tel point.

SUR LA PARTIE IV,

Cette partie s'enchaine logiquement avec la Partie III qui porte en
germe la plupart des idées développées ici. Elle regroupe une vingtaine d'ar-
ticles sur les catégories, écrits entre 1967 et 1979 a I'exception d'un article
de 1961 trés lié. Ce sont surtout de long mémoires (cinq ont plus de 60 pa-
ges et 'un a 150 pages) contenant des résultats fins sur les sujets suivants:
Existence et construction de complétions «optimales» d'une catégorie ou
d'un foncteur concret; théorie des esquisses et de leurs modegles ; construc-
tion de structures monoidales fermées sur les catégories de structures algé-
briques, en particulier de catégories intemes ; érude des catégories n-uples.

Les nombreuses publications récentes sur ces problémes ont attiré
l'attention sur les articles de Charles dont bien des passages sont encore
actuels, C'est un peu pour les rendre accessibles (ils sont aujourd'hui épui-
sés) que j'ai décidé de publier rapidement la Partie IV-1. De plus il m'était
facile dans les commentaires de retracer la genése des idées et les dévelop-
pements ultérieurs, car Charles m'a fait participer a4 son travail a cette épo-
que et plusieurs théses ont été préparées dans notre équipe sur ces ques-
tions, La parution de la Partie IV -2 est moins urgente, les demiers travaux

étant encore disponibles et trop récents pour étre utilement analysés.

Andrée CHARLES EHRESMANN

Amiens, Juin 1981
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CTGD se lit «Cahiers de Topologie et Géométrie Différentieller.
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BE 1970 A 1979

Jusqu'en 1975, Charles est Professeur 3 1'Université Paris VII; il
y enseigne divers cours de Maitrise ( Topologie ; Topologie algébrique; Va-
riétés différentiables) et de troisieme cycle (Catégories intemes; Théorie
des esquisses; Géométrie différentielle), Il doit prendre sa retraite en Oc-
tobre 75, ce qui lui paraft d'autant plus difficile qu'il se sent encore jeune,

Une de ses préoccupations essentielles est le développement de
I'équipe de recherche «Théorie et Applications des Catégories» (Paris=
Amiens), Un grand nombre de théses y sont soutenues: une cinquantaine
de theses de Doctorat de troisieme cycle 3 Paris VII; les theses de Docto-
rat d'Etat de Yuen (70), Machado (70), Foltz (73) a Paris; de Pradines a
Toulouse (en 75, qui a été 1'occasion du seul voyage fait pendant ces der-
nigres années) ; a Amiens de Chacron (70), Lair (77), Coppey (78), en-
fin Guitart (dont la soutenance en Juin 79 se déroule 3 notre domicile pour
permettre 3 Charles, trgs malade, d'y assister), La plupart de ces theéses
sont publiges dans «Esquisses Mathématiques», créé comme organe de I'é-
quipe en 1970, avec l'aide de quelques chercheurs, surtout C. Lair et R,
Guitart,

Beaucoup d'étrangers et la plupart des catégoristes participent un
jour ou l'autre au Séminaire hebdomadaire «Catégories, Topologie et Géo-
métrie Différentielle» a Paris (jusqu'en 76), aux «Joumées Théorie et Ap-
plications des catégories» 3 Amiens (de 72 a 78), aux trois grandes ren-
contres intemationales organisées par 1'équipe: le premier et second Col-
loque sur les Catégories 3 Amiens (73 et 75), les «Joumées de Chantilly»
en 75. L'ambiance y est détendue: Charles, par sa personnalité etson ac-
cueil, contribue fortement & la qualité des liens qui s'établissent entre les
participants; apres l'installation 4 Amiens en 75, les réunions ont partiel-
lement lieu a notre domicile, ce qui en souligne le caractare amical.

Mais si 'équipe a été créée en 70 dans l'enthousiasme, bien des
problemes se soulevent peu 3 peu: refus d'inscription de chercheurs sur les
listes d'aptitude ; pressions externes sur les chercheurs pour les faire chan-
ger d'orientation ; refus de création d'un troisieme cycle a Amiens (qui au-

rait été dirigé par Charles) en 75; sans compter diverses vexations au mos

X X1



DE 1970 A 1979
ment de la retraite, Charles n'arrive pas 3 comprendre cette hostilité, dont
il souffre plus qu'il ne veut I'admettre ; sans doute notre isolement par rap-
port aux milieux mathématiques frangais (d'abord pour raisons personnelles,
plus tard 4 cause de cette hostilité m&me) ne facilitait-il pas la compré-
hension réciproque.

Mais il surmonte cette crise, voyant dans le refus du troisieme cy-
cle plus de disponibilités pour d'autres activités, Tout d*abord, il accepte
avec plaisir de poursuivre son enseignement 3 Amiens (de 75 a la veille
de sa maladie en Décembre 78), oy il est chargé d'un cours «Histoire et
Fondements des mathématiques» (Maftrise) et d'une partie de la prépara-
tion 3 I"*Agrégation, L 'attitude de tous 3 Amiens le réconforte, et il s'inté-
resse a de nombreuses tiches administratives, nouvelles pour lui: il est re-
présentant de I'U. E.R. au Conseil Scientifique de 1'Universit¢, Directeur
du Conseil Scientifique de I'U.E.R., enfin Directeur Suppléant de cette U,
E.R.. Il se remet avec une nouvelle ardeur 3 la recherche; il passe de lon-
gues heures 3 la bibliothéque, se tenant au courant des publications les
plus variges; et les années 77-78 sont trgés fécondes, comme en témoigne
notre demiere série d'articles, Enfin, il est particulierement fier des «Ca-
hiers de Topologie et Géométrie Différentielle» (qui fétent leur vingtieme
anniversaire en 77), que nous éditons aussi nous-mé&mes depuis 72, d'a-
bord A Paris, puis 4 Amiens apras 75.

Ayant joui d'une merveilleuse santé toute sa vie, Charles n'accorde
pas d'importance 3 la faiblesse qu'il ressent vers la mi 78; mais elle stac-
centue rapidement, rendant ses demiers cours trés pénibles, jusqu'a sa lon-
gue maladie (Décembre 78 & Septembre 79). La sympathie de ses anciens
¢léves et collegues et le dévouement de ses médecins (en particulier les
Docteurs J.-F, de Frémont et J.-P. Vanbremeersch) 1'aident a supporter
cette épreuve avec beaucoup d'énergie, de philosophie et de dignité, sans
jamais une plainte,

Apres son déces le 22 Septembre 1979, de nombreux hommages lui
sont rendus par les mathématiciens du monde entier, et le «Troisieme Col-
loque sur les catégories, dédié a Charles Ehresmann» ( Amiens, Juillet80)

réunit toutes les écoles catégoristes,

A.C.E.
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Les mémoires originaux faisant l'objet de cette Partie V-1
sont reproduits par procédé photographique dans les pages 1 a 321 ;
le fommat initial des textes contenus dans les cent premiéres pages
a du 2tre réduit, ce qui explique que I'ordre chronologique n'est pas
entiérement respecté, Les articles /108, 114/ avaient seulement été
prépubliés; ils ont été recomposés sur machine Varityper pour inclu-
sion dans ce volume, ainsi que les deux textes de conférences inédits
qui les suivent.

Les numéros rajoutés dans les marges extérieures référent aux

Commentaires situés 3 la fin du livre,






C. R. Acad. Sc. Paris, t. 263, p. 655-658 (7 novembre 1966). Série A

/ 88/

ALGEBRE DES$ CATEGORIES, — Adjonction de limites aux catégories structurées.
Note (*) de M. Cusries Enresuasy, présentée par M. Jean Leray.

Théoréme de plongement « universel » d’'une catégorie dans une catégorie a
J-limites projectives. Théoréme de plongement « universel » d’une catégorie ou
d’une catégorie structurée dans une catégorie ou unc catégorie structurée &
J-limites projectives et [J-limites inductives, en conservant certaines limites projec-
tives et inductives. La terminologie est celle de (').

. Norarrons. — Désignons par I, un univers, par I et F respec-
tivement la catégorie pleine d’applications et la catégorie des foncteurs
associces & Ji,, par p, le foncteur projection canonique de F vers T
Soit Jit, un univers tel que I, €I, et soit de méme P, le fonctear
projection vers N de la catégorie S des foncteurs associée a JiL,. Soit M
la saturante (') de I dans M. Nous supposerans que < est une partie
de F, telle que J€IN,.

Soit II" une catégorie. Nous appellerons application J-limite projec-
tive (vesp. projective pariielle) sur H' une application v associant a tout
‘resp. a certains) foneteur @ = H, &, T, ot T'€JI, un couple

LpY iy linedry,

tel que lim*® soit une limite projective de P et p’ ‘@) sa projection cano-
nique vers (7}, pour toute unité { de I'. Si v est une application J-lmite
projective sur H', il lui correspond nun foncteur J-limite projective sur I
noté hm”.

2. COMPLETION J-PROJECTIVE D UNE CATEGORIE. — Soit T la classe
de tous les couples (H', v), ot H'€F, et oi v est une application J-limite
projective particlle sur H'. Soit ' la catégorie dont les éléments sont
les triplets

P ( fl', DIR L‘ (H vy

vérifiant les conditions
© (H,v)esy, (H,5)€77 et F = H,F, H)e7:
20 Si v(®) est défini, 3(F.®) est défini et I'on a
P(F.@) == ((F{p; (®))er;. ¥ (lim? b))

elle admet un foncteur fidéle ¢'* vers &, associant F & F. Nous identifions
a la classe des unités de F'4. Soit F7 la sous-catégorie pleine de F'¥ ayant
pour unités les couples (H', v) tels que v soit une application J-limite
projective (partout définie) sur H’, et soit ¢” le foncteur restriction de g'*

X

a F9. Soient F7, F1, Q7 et Q7 les catégories et foncteurs construits
de méme A partir de IN,. Soit X la classe des P,.(Q?-monomorphismes.



()

Supposons (C] ‘/)G:a’{: et McC. L’intersection M’ des sous-catégories
de C stables pour v et contenant M définit une (X, #¥)-sous-structure
(M, v") de (C', ) engendrée (*) par M. On appelle M la complétion J-projec-
tive (') de M dans (C, v).

TutoriMe., — Si MEM,, on « M& M,. Si v est injective el si M’ est
une sous-catégorie de C, elle est pleine dans M et tout h€ M — M, est de la
forme m”".m.m’, aec m&M: si de plus U =p_ () est un univers et M’
une ‘U-catégorie, W' est une AU-catégorie. P,.Q7 est —- engendrant (*) pour
M et a M,-limites projectives.

En effet, on montre que M est la sous-catégorie My de C définic par
récurrence transfinie comme suit :

1°© Pour tout I'€.J, soit 7, Pordinal associé au cardinal de I; soit

7.,= sup #; dans la classe ordonnée des ordinaux. Alors 7 est 'ordinal
' ey

initial régulier w, _, d’indice 2,41 (*).
a h
20 M est la sous-catégorie de € engendrée par M et, si 2 est un ordinal

inférieur & 7. et n’admettant pas de prédécesseur, on pose
\l\::‘\ ’ M:.
E)

30 Soit 7 un ordinal de la forme A" 41 < 7.; alors M5 est la sous-catégorie
de C engendrée par la classe My, UN,, ot N; a pour éléments :

a. les p/{®) tels que ® soit un foncteur de '€ J vers €, que (€[] et
quon ait P/ I} M, ;

b. les Im'W, ou W= ——C, W, I') est une transformation naturelle
vers ® d'un foncteur constant E sur une unité E de M, telle que

W(l)crM;, ot l'es.

3. ApsoxcrioN pe J-LiMITES PROJECTIVES. — A DPaide des résultats
du n° 2 et des critéres d’existence d’adjoints de (*), on déduit :

Tutorive. — Le foncteur ¢° admet un adjoint; st HEF,, alors H
engendre la q°-structure ltbre (A, 3) ayant les propriétés suivantes :

19 H' est une sous-catégorie pleine de ' et 5 est injective;

20 Si p () est un univers U et si H' est une Al-catégorie, H est une
AUl-catégorte.

Remarques. — En général, H' n’est pas isomorphe a une sous-catégorie
de la catégorie M(M, H*). Lorsqu’elle Dest, elle est généralement iso-
morphe 4 une sous-catégorie non pleine de la catégorie Virt, H' définie
dans (°).

TatorimME. — Pour tout (H', ) €FY7, il existe un (FI, F)-projecteur
de la forme (', i), 1, (H, ), ot . est une injection canonique et (FI', i)



€3)
une pg.q’-structure quast-quotient (*) de la gq7-structure libre engendrée
par H'.
Ainsi H' est « universellement » plongée dans une catégorie a J-limites
projectives, avee conservation de certaines limites données.

4. ApsoncrioNn DE J-LIMITES PROJECTIVES ET DE _J-LIMITES INDUC-
1IvEs. — Soient J €M, et JE€M, deux parties de F,. Si v est une
application J-limite projective sur la catégorie H* duale de H', nous
appellerons »* une application jJ-limite inductive sur H'.

Soit F'V la catégorie dont les éléments sont les triplets

Fem o1y, v, vy, FuoHy, v, vl
tels que
(G, v, By O, wypeda et Gl v, B (L v ) ed s

Soit ¢'“7 son foncteur projection canonique vers F et soit F la sous-
catégorie pleine de F'"4 ayant pour unités les (H', v, v} tels que
(B, vwyeFy et (. vHe sl
Soil ¢** le foncteur restriction de ¢'"% & F93. A W, correspond F°1.
S5i (G, v, v1eF37 et si MCC, appelons (7, J)-complétion (') de M
dans (C, v, v") D'intersection de toutes les sous-catégories de € conte-
nant M et stables pour v et pour V.

Tukoreve. — St () v, v’)e:’ﬁﬁ"" el si McC et MeM, la (J,T)-
complétion N de M dans (C. v, ¥} est telle que Medlt. Le foncteur g7
admet un adjoint; si '€ F, et si T, 3,3 est la ¢"I-structure libre engendrée
par YW, alors H' est une sous-catégorie de H'. La catégorie F'71 est une
catégorie & F73-projections (‘).

Exemples. — 1° Toute catégorie H' € F, peut étre « universellement »
complétée en une catégorie HedF, a produits finis et sommes finies
(resp. & produits dénombrables et sommes dénombrables) en conservant
certains produits ou sommes.

20 Appliquésalacatégoriedes couplesassociée duneclasse ordonnée (A, <),
ces résultats permettent d’adjoindre canoniquement a (A, <) des inter-
sections ou des agrégats d’un certain type, sans modifier ceux qui existent
déja. Ainsi on pourra plonger une classe ordonnée dans une classe sous-
préinductive (resp. f-sous-inductive) (*) en conservant les intersections
des parties finies majorées qui existent.

5. CaticorieEs sTRUCTUREES (J, J)-compriTES. — Solit p= (311, P, JC)

un foncteur d’homomorphismes saturé, & produits finis et résolvant a

droite ('). Nous supposons que p est la restriction d’un foncteur d’homo-
-1

morphismes saturé Pi(ﬁl,_P, €7€> a4 la sous-catégorie P (M) = &,



4
et que P est & JW,-limites projectives (cas auquel on peut se¢ ramener
d’aprés le n° 2).

Soit A l'ordinal associé au cardinal (inaccessible) de M, et soit I <\
un ordinal sans prédécesseur. P sera dit {-—-engendrant pour N siP est —-
engendrant pour JI et vérifie la condition :

(D;) Soient Sed, et (s)e , une classe de P-sous-structures de 3
telle que

Pis)edm el PiscP (s < E<E

alors il existe une P-sous-structure s de S telle que P(’s')zu P lse).

i La condition (D) de {*} est identique a la condition (D).’

Soit 7 (p) la catégorie des foncteurs p-structurés (7 et soit p son foncteur
projection canonique vers F. Soit Fi(p) fresp. soit F73(p)] la catégorie
produit fibré p\/¢“# (vesp. pV ¢'7). et ¢"3(p) le foncteur projection cano-
nique vers F de T3 (p).

Tatorive. — Supposons que P soil l-—engendrant. Si U, s) est une
catégorie p-structurée et si r est une relation d'équivalence sur C, il existe
une p,.p-structure quasi-quotient de (U, sV par r. Le foncteur ¢"3(pi admet
un adjoint et F'7I(p) est une catégorie ¢ FV{pj-projections.

Exemples. — Ce théoréme s’applique lorsque p est le foncteur projec-
tion canonique vers N de 'une des catégories : F; U des néofoncteurs;
& des applications continues; Q des applications ordonnées: 7 des appli-
cations sous-préinductives, ete. Il s’ensait en particulier qu'une catégorie
double {H', HT) &€ F(p,) peut étre universellement plongée dans une
catégorie double A e F(p,) telle que fre g3 {(Fn et PAITGq*"ﬂf:‘W?‘\,.
avee conservation de certaines limites.

(*) Séance du 24 octobre 1966.

(") Calégories et structures, Dunod, Paris, 19653.

(*) Comptes rendus, 261, 1965, p. 1577.

(") N. BourBaxki, Théorie des ensembles, chap. Il1I, Herinann, Paris.

(*) Cette définition précise une notion définie dans J. IsBeLL, Bull. Amer. }ath. Soc.,
72, 1966, p. 619-655.

(*) Structures quasi-quotient (multigraphié, Paris, 1965, g2 pages, 4 I'impression dans
Math. Annalen); ces critéres sont généralisés dans un article & I'impression dans Cahiers
de Topologie et Géomélrie différentielle, IX, ol sont développés les résultats de cette Note.

(%) J. BinaBou, These, Paris, 1966 (4 'impression dans Cahiers de Topologie et Géométrie
différentielle, 1X).

(?) Ann. scient. Ec. Norm. Sup., 80, 1963, p. 349-426.

(Institut Henri Poincaré, 11, rue Pierre-Curie, Paris, 5e.)

173508, — Imp. GAUTHIER-VILLARS. — 55, Quai des Grands-Augustins, Paris (6e).
Imprimé en France.



C. R. Acad. Sc. Paris, t. 264, p. 273-276 (6 février 1967). Série A

/91/
ALGEBRE DES GATEGORIES. — Problémes universels relatifs auv catégories
n-aires. Note (*) de M. Cuamirs Enresmans, présentée par M. René

Garnier.

Plongement « universel » d’une quasi-catégorie n-aire non associative dans une
catégorie n-aire. Quasi-catégorie n-aire non associative libre engendrée par un
n-graphe; toute catégorie n-aire est un quotient d’une catégorie n-aire libre.
Existence et construction d’une catégorie n-aire quasi-quotient d’une catégorie
n-aire par une relation d’équivalence.

Sott n un entier, n>1. Pour les définitions des structures s-aives,
votr (*). Soit I la catégorie pleine d’applications associée & un univers M,
Nous désignons par ) la catégorie des n-quasi-néofoncteurs entre quasi-
graphes multiplicatifs r-aires associée & I; par 3T, (vesp. par 5 T
F., ) la sous-catégorie pleine de I, formée par les morphismes eutre
graphes multiplicatifs rresp. entre quasi-catégories non associatives,
catégories non assoclatives. quasi-calégories, catégories) n-atres. Le
symbole L, désignera 'une quelconque de ces catégories. Le foncteur
projection de U, vers N est noté pj. Les lettres ¢ ', 17 et J représentent
des entiers. N Pensemble des entiers. «f;: ¢ - n) désigne la famille [,

:72,’,’, = 153 e [F;‘
L
N, F T,

l. EXISTENCE DE STRUCTURES QUASI-QUOTIENT.

TutorEmMe. — Si G, €., el si r est une relution déyuivalence sur
G, il existe une iU,, py.)-structure quasi-quotient *} de G, puar r.

Ce théoréme résulte du théoréeme général d’existence de structures
quasi-quotient {*}, car on montre que le foncteur P associé & un univers RIS
tel que N, €, est dénombrablement engendrant pour AN résolvant
a droite et a Jft,-produits.

Soit G,=(G,U. K€ (IT,).. On pose U=[ul,. iG,r.=wG et
*G, = alk).

Définition. — Nous dirons qu'une rvelation d’équivalence r sur G est
n-compalible sur G, si w; est compatible avee » pour tout 7 < n et si les
conditions

Enfiliomyexl,. P filiznyext, et fieu fimodr

pour tout i~ n entrainent k(E)~k(t’) modulo r.

Si r est une relation sur G, 'intersection de toutes les relations d’équi-
valence n-compatibles sur G, contenant r est appelée relation n-compatible
sur G, engendrée par r.

1+



(2)

ProrosiTion. — Pour qu’il existe une pj, .-structure quotient G,fr de G,
par la relation d’équivalence r sur G, il faut et il suffit que r soit n-compa-
tible sur G,.

CororLratre. — Si G, €U, et si T est la relation n-compatible sur G,
engendrée par une relation (G, A, G) telle que e = ¢’ lorsque

e (G e i) et (¢, e'TEAN,

il eaiste une pl -structure quottent de G, par r et (G [r), s’identifie a (G),.
l\l q n 1 Ao L

PROJECTIONS DES QUASI-CATEGORIES A-AIRES NON ASSOCIATIVES. —
Supposons C,=(C, U, k)€:1,),. Soit r,. la relation (C, A_,; C), ou A,
est la classe des couples (h, ') vérifiant les conditions : 1l existc feC
pour tout j.olon— 1,0 < n et 17 n tels que ff={f; i Zj<i+ ntexC,

pour .- n.
fozm hoel d L ! o= hoe” (s,

. s MY 4
o, pour m==1 el 1", on a posé
gl = f, sl i< o F— AN A 4= franer Stom TS

Notous {f .5 ou jn, da famille fi.i_ni lorsque f;=fe€C et
fi=uw /fi=¢ pour tout (=£]. Soit A, la classe des couples (f k(" f 1)),
o f e,

- =, A, (D) et re==iU, Al UAL, O

E S i3

On a Cr = €U E €U, en définissant & par
ooy zekb 3y si e %0 et Ko f~p=f ~t f %,

Tugorine. — C, admet powr (U, IU)-projection la  pl.-structure
quotient de C,, par 7, si C, € F% et W, C T4 {resp. de Ct par 7, si U =),
en désignant par v, la relation n-compatible sur C, 'resp. sur C*' engendrée
par ry.

3. CATEGORIES n-sIRES LIBRES. -— Soit ¢, la catégorie des morphismes
entre n-graphes (). Soit ¢7, le foncteur de ‘W, vers ¢, associant (C, U)
a (C,U, k). A tout n-graphe [Ci=(C, 1), ou U=Tuwil ., est associé
canoniquement (') un foncteur Fi: nous posons %[CI =l nP et nous
notons [CJ, la classe u;(C) des sominets de [C].

TrtoriME. — g admetl un adjoint & gauche L. Soit [C]=(C, U)€q,;
le n-graphe sous-jacent a Ly [C] admet [C] pour n-sous-graphe, [C], pour
classe de ses sommets. LMLC] est une (W, U )-projection de 1.7,.[C] = (C, U, ).

La g¢gy-structure libre LZ:[C] est construite comme suit : Définissons
par récurrence le n-graphe [L,]=(L;, U"), ot %.&€N et U'=[u/],_,
en posant

[L']::l(.:]; L).+('TTLXU*[I*7‘]:
U+t (h) = Uk (A) si hely;
u}*'(/liit'éll):ll?(h/) si (Ili‘lén)e*[l‘)'] et Juem.



On a L[Cl=(L, U, k), ou

f‘fUL): Cimy= Um) simely:
reN
z(m, L n) == imy |7 = m s (’_m,ﬁi‘vﬂ/:n)e*(f;, ‘\,
On obtient L. [C] de la facon suivante : Pour tout 2€&€N, soit
[Lil=/{I4. U™ le n-sous-graphe de [L,] défini par récurrence en posant

(L7 =16 Tia=—LiuMh DI

M. étant formée des (hji="n)Ex[Lil tels qu’an moins deux des h;
n’appartiennent pas a [Lyl,. Alors

LoiGy = (0, T, %y, oo t':_Ul.q, =0T

et ont, st E€XL. TV on a
k"lé! moosi g moy -l /..:’r&\ -£  aulvement,

LyiCooest la & 9T )-projection de LG pour U — F' et V= 71
resp. pour U —F ep V= F)

Définition. 151 €7 est appelé quusi-catégorte nor assoctative  resp.
calégorie non ussocialive, resp. quasi-calégorie, resp. catégories n-aire lihre
des dédales de G, i W= F {resp. = T F ou F). Une ¢y-structure
libre engendrée par un n-graphe sera appelée structure n-acre libre,

4. CONSTRUCTION D UNE STRUCTURE H-\IRE QUASI-QUOTIENT, - N0
U B e O - ~ I e e q : . T
C,={C.U. ke, et € = C lUleg, Nous supposons U, CTI ot

" 41

.+ la relation n-compatible sur 1.5 C, | engendrée par
G B LG

.

désignons par r, C
Lo ). ofi B est la elasse des couples ((f 71 n .
kifito. n)) tels que fii mex(,.

TrEOREME. C

la relation il

L admet pour W, N -projection NG (Co o pl-structire
quottent de LI C, 0 par v (C)). On « N3Gy = (C .

COROLLAIRE. St C, €U, alors C, est une pl-structure quolient

de 17[C. 1. St r est une relation sur C et si ¥ est la relation d’équivalence
n-compalible sur C, engendrée par r, la pl-structure quasi-quotieni de (7
par rest C 7 st V= IV (resp. est N (CjF) si C, €, et V=1,

Tutorime. -~ La classe ), des F €, tels que 3(FYC 8(F), est un pi-idéal
et pl, esl propre pour la quasi-cohomologie (*).

Soit F (py) la catégorie des foncteurs p)-structurés. pl son foncteny
projection vers I {2

Tutorime. — St (C, C,)€Fipy)o el st rest une relation d’équivalence
sur C, il existe une pj-structure quasi-quotient de ((C. C) par r: de plus p!,
est propre pour la quasi-cohomologie.

5. Cas pARTICULIER. — Supposons n = 2. Un quasi-graphe multipli-
catil binaire s’identifie & un quasi-graphe multiplicatif (C, 3, 2) au sens
de (*); une quasi-catégorie (resp. une catégorie) non associative () est



(4)
un quasi-graphe multiplicatif (€, 3, %) (resp. un graphe multiplicatif C7)
tel que Cx C'=a \y 3. Les quasi-catégories (resp. les catégories) binaives
s’identifient aux quasi-catégories (resp. aux catégories).

D’aprés le théoreme du paragraphe 2, toute quasi-catégorie non asso-
ciative admet un plongement « universel » en une catégorie non associa-
tive, en une quasi-catégorie et en une catégorie. Le théoreme du para-
graphe 3 assocle & un graphe [C] la quasi-catégorie (resp. la catégorie)
non associative libve de ses dédales: par exemple, si [ C] est formé d’un
seul sommet O et d’une seule fleche f==0, la catégorie non associative
libre correspondante est le magma libre des entiers non associatifs (%),
LITCT fresp. LLICT est la quasi-catégorie (resp. la catégorie) libre des
chemins de "C] considérée dans (*) [vesp. dans (')]. Le paragraphe 4 étend
aux quasi-catégories non associatives les théoremes de construction de

catégories quasi-quotient de (7).

) Séance du »3 janvier 1y67.
)} V. TorENTcHAROV, Comples rendus, 264. série A, 1967, p. +0y.
) Structures quasi-quolient (a Yimpression dans Math, Ann.: multigraphié, Paris
1965, 93 pages); Comptes rendus, 261, 1965, p. ;338

(*) Infroduction to structured cautegories (University of Kansas. tech. report 10, 1966,
u3> pages).

(*) Catégories et structures. Duned, Paris, 19v5.

(®) J. BExaBou, Structures algébrigues dans les calégories (T hése, Paris, 1¢g66): a 'impres-
sion dans Cahiers de Topologie el Géométrie différentielle. 1967,

*

1
>

(
(
(

(Institut Henri Poincuré,
11, rue Pierre-Curie, Paris, 3¢.)

174351. — Imp. GAUTHIER-VILLARS. — 55, Quai des Grands-Augustins, Paris (6¢).
Imprim¢é en France.
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C. R. Acad. Sc. Paris, t. 264, p. 840-843 (17 mai 1967). Série A

/98/

ALGEBRE DES CATEGORIES. — Sur les structures algébriques. Note (*)
de M. Cuaries Euresmayy, présentée par M. René Garnier.

La définition des esquisses donnée dans (2) est précisée ici, a aide de la notion
de limite projective. Type associé 4 une esquisse algébricue projective. H'-struc-
tures algébriques projectives; étude du foncteur d’oubli de la catégorie des
morphismes entre structures algébriques vers la catégorie des applications. Les
notations sont celles de (').

Soient M, et 3’1\10 deux univers tels que J]loeﬁlo. Nous désignons
par D et I les catégories pleines d’applications, par F et & (resp. par
I et JU) les catégories des foncteurs (resp. des néofoncteurs) associées
a N, et a I, Le foncteur (F, JU')-projection naturalisé canonique
[chap. III, th.10(")] est noté (N, 3).

Dans toute cette Note, J désigne une partie de &, appartenant a la
saturante de M dans OR. Si K'€ J, nous notons 1y le foncteur canonique
de JU vers U associant a U'€F, le graphe multiplicatif longitudinal
nu, K')I' des transformations naturelles entre néofoncteurs de K’

vers U [voir (*)]. Nous identifions la classe des unités de WM. (U" a la
classe des néofoncteurs de K vers U

1. EsQUISSES ALGEBRIQUES PROJECTIVES.,
Deérinition. — On appelle esquisse algébrique J-projective un triplet

= (L". M, (AK-)K-GJ)

vérifiant les conditions suivantes :

10 U et 5(UY est injectif;

2% M est une partie de U formée de monomorphismes de U';

3% Ag est une partie de (U dont les éléments sont des transfor-
mations naturelles & définies par des triplets (®, 4, 2), ol ¢ est le foncteur
« constant » sur e€U}; de plus H9(U").4 définit $(U") (e} comme limite
projective de ¥(U").d.

Alors 5 est une (Idﬁ,, (Wx.)x-e4)-esquisse particuliére de la forme consi-
dérée dans (*) (exemple b, p. 2). On obtient aussi une esquisse algébrique
J-projective

R(e) = (R (U, 5(U") (M) (Br)keey)
en désignant par B. la classe des [%(U").¢, ou L€ A,.

Un morphisme m entre les esquisses algébriques J-projectives o et
8=(ﬁ', M, (AKJK.EJ) est un triplet (5, F, 5) vérifiant les conditions :

12 F = F(m) est un néofoncteur de U" vers U’ et F(M)c M;

20 [ F.{ €A pour tout L €Ay

11



(2)

ProposiTioN. — Soit 8 la catégorie des morphismes entre esquisses
algébriques J-projectives; Uapplication m — F(m) définit un foncteur
fidéle £ de § vers U, qui est a F-limites projectives.

2. TyrE D'UNE ESQUISSE ALGEBRIQUE. — Soit- H une catégorie et v
une application J-limite projective partielle (*) sur H'; soit uy la classe
formée des u.(®), on PeH.F.K. Le triplet (H, R,(H), (Up)ree,) est
une esquisse algébrique J-projective, que nous noterons 7(H, u) [le
symbole R,(H’) représente la classe de tous les monomorphismes de H.

Soit F7 la sous-catégorie pleine de § ayant pour objets les esquisses
7(H', u) telles que H' € F, et que 1 soit une application limite 7-projective
(totale) sur H'. La catégorie 7 s’identifie & la catégorie désignée par la
méme lettre dans (*), en identifiant s(H', u) a (H', u).

TutoremMe. — Soit 9= (U, M, (Agx)we,) une esquisse algébrigue
J-projective telle que U&€ N, et que les relations

S R s

-
=75
i T h

V. deArn et VeAg

. . . [ N . - L.
entrafnent v ="', Alors il existe un (F7, &)-projecteur 1.(5) tel que X(1(3))

sott une injection. On a T(3) = T(N(G)), en désignant par T(s) la catégorie
but de X(7.(3)).

En effet, ce théoreme résulte du théoréme de complétion J-projective (V) :
si u est Iapplication J-limite projective partielle sur N(U") telle que

171

w(d)y =12 silebdy et o= L.

W

on a 3(#(a))=13(T(s), i) en notant (T(7), ) la (FI F')-projection
de (N(U", 1) construite dans (7).

Derinitron. — Avec les notations du théoréme précédent, on appellera
T{s) le type de .

St (s(H', u), F, 5) est un morphisme, il résulte du théoréme que F
s’étend en un foncteur de T(7) vers H', compatible avec les -limites
projectives.

3. STRUCTURES ALGEBRIQUES J-PROJECTIVES. — Soit H'€F, une
catégorie; nous noterons o{H’) Desquisse algébrique J-projective
(H', R,(H), (Hi)xe,) telle que Hp. Wy (HY) soit la classe de toutes les
transformations naturelles définies par un triplet (P, 1, €), ot e est une
himite projective de ® et 7(t) sa projection canonique vers ®(7), pour
tout 1€ K,. Supposons donnée une esquisse algébrique J-projeciive

o= (U, M, (Ag)regy)-

DeriNition. — On appelle H'-structure algébrique &J-projective d’espéce o
un néofoncteur F de U vers H' tel que (o(H'), F, o) € 3. Une M-structure

12



(3)
algébrique J-projective est simplement appelée struciure algébrigue
J-projective.

Nous désignons par S(H") la sous-catégorie pleine de W(H, U')'I
ayant pour objets les H'-structures algébriques d’espéce 7; un élément
de S(H") est appelé un morphisme entre H'-structures algébriques. La sur-
jection I' = (v{w)),cu;, o0 TE€S(H) et T(u):*{(u)tJ pour tout u€U,,
définit un foncteur n,(H") de S(H") vers (H)",

Tutorime. — n.(H') est un foncteur d’homomorphismes saturé. Si H
est une catégorie & F-limites projectives, $(H'} est une catégorie a F-limites
projectives.

4. FoncteUr ProJECTION DE S(H) vErs M. — Soit p= (M, p, H)
un foncteur compatible avec les J-limites projectives et tel que p soit
la restriction a H:E(JR) d’un foncteur P = (i, P, ﬂ) compatible
avec les J-limites projectives. Désignons par 1l le foncteur { U, |-produit
canonique sur Jt, par P, le foncteur . P =, (H').

TugortMe. — St P est un foncteur d’homomorphismes saturé dénom-
brablement engendrant (*) pour M, P, est (M, X, S(H))-engendrant {*),
X étant la classe des transformations naturelles Ue$(H) telles que < u)

H pour tout u€U,.

La construction se fait par récurrence : Soit Fes(H), et CCP,(F).
On se raméne au cas ou C=I{C(u)),ev;. Pour tout ue€ U, supposons
définie, pour tout entier 1 =~ n, une partie C,iu) de P. Fiu), de sorte que

sott un P-monomorphisme st U{u) = viu)

Cy Gy = C (1) el Cila) CCapi ().

Soit € (u) la classe réunion des classes P.F k' C, u' %, lorsque h€u. U/
Alors C'(u) engendre une P-sous-structure s,'u’ de F ul: posons
Co.vie)=Pis,'uw)). I existe une P-sous-structure Fiu) de F.u) telle que

Pl (u)) = U Cp (1),

21E€N

On montre que application u - F{u) se prolonge cn une H'-structure
algébrique F d’espéce o, et que F est 1somorphe a la (X, $(H"))-sous-
structure de F engendrée par C.

Tutorime, — Avec les hypothéses du théoréme précédent, si He M, et

si P est a F-limites projectives, p; est un foncteur & structures quasi-quotient (%)
el la catégorie S(H') est 4 F-limites inductives.

Exemples : Si P est le foncteur identique de it ou 'un des foncteurs
projections vers M de la catégorie ﬁ"(resp. e resp. Q des applications
ordonnées, resp. & des applications continues), alors les théorémes pré-
cédents s’appliquent, puisque ces foncteurs sont dénombrablement engen-
drants pour JI.

13
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C4)

Les notions de sous-esquisse et d’idée d’une structure données dans (*)
se précisent pour les structures algébriques. Nous reviendrons sur cette
question dans un autre article.

5. EXEMPLES DE STRUCTURES ALGEBRIQUES. — Les esquisses des graphes,
des quasi-catégories et catégories non associatives, des quasi-catégories
et des catégories, construites dans (?) sont des esquisses algébriques pro-
jectives. Plus généralement, les structures n-aires (*) sont des structures
algébriques d’espéce 7, ou I'esquisse 5 est obtenue par généralisation immé-
diate de Pesquisse de la structure binaire correspondante. Il s’ensuit que
les théoréemes d’existence de limites projectives, de limites inductives et
de structures quasi-quotient pour les structures n-aires (°) se déduisent
aussi des théoremes du n® 3. Nous montrerons ailleurs que les constructions
de projections faites dans (°) s’étendent au cas des structures algébriques
projectives.

En particulier, les structures algébriques au sens de (7) sont des H'-strue-
tures algébriques J-projectives, ot < est la classe formée des catégories
discrétes finies; leur type a été défini dans (7), et les présents résultats
généralisent ceux de (7).

On pourrait aussi définir des structures algébriques inductives et pro-
jectives, mais il faut imposer & H' des conditions supplémentaires pour
que les théorémes précédents restent valables.

(*) Séance du 3 mai 1967.

(") Catégories et structures, Dunod, Paris, 1965.

(?) Introduction to the theory of siructured categories, Department of Math., University
of Kansas, Technical Report 10, 1966, 95 pages.

(%) Comptes rendus, 263, 1966, série A, p. 655; Sur Uexistence de structures libres (Cahiers
Top. et Géom. diff., 1967, 147 pages, sous presse).

(*) Comptes rendus, 261, 1965, p. 4538; Math. Ann., 171, n° 4, 1967, p. 293-363.

(¥) ToPENTCHAROV, Comples rendus, 264, série A, 1967, p. 269.

() Compfles rendus, 264, série A, 1967, p. 273.

(") BeENaABouU, Structures algébriques dans les catégories (Thése, Paris, 1966; Cahiers
Top. et Géom. diff., 9, 1967, sous presse).

(Institut Henri Poincaré, 11, rue Pierre-Curie, Paris, 5¢.)

175103. — Imp. GAUTHIER-VILLARS. — 55, Quai des Grands-Augustins, Paris {6°).
Imprimé en France.
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C. R. Acad. Sc. Paris, t. 265, p. 296-299 (4 septembre 1967). Série A

/99/

ALGEBRE DES CATEGORIES. — Adjonctions de limutes ¢ un foncteur fidéle
ou d une catégorte. Note de M. Cuamies KEuresmann, présentée par

M. Maurice Fréchet.

Théoréemes de prolongement universel d’un foncteur fidele en un foncteur
fidéle K’-étalant ou a J-limites projectives : solutions minimales et solutions
maximales. Solution minimale 4 une équivalence prés du probléme du plongement
d’une catégorie dans une catégorie a J-limites projectives. Cette Note fait suite
a (*); la terminologie et les notations sont celles de (*). Les démonstrations seront
données dans (%).

Nous supposons donnés deux univers I, et ﬁl{, tels que Jll(.eﬁlu.
Soient T et T les catégories pleines dapplications, F et F les catégories
des Toncteurs, associées respectivement a I, el a J,. Nous désignons
par < une partie de F, telle qu’il existe une bijection de 7 sur un élé-
ment de N,

Sort. K une ecatégorie, K'€ F,. Soit 8¢, la classe des foncteurs fideles
p vers K dont la restriction p, au groupoide des inversibles de H
source de p, soit bien fidele ). Soit & la catégorie formée des tri-
plets (p’, I, p1 ool

PE N, ) eX, ot R SN

la loi de composition étant
(p g Yoy e et FE,

la classe de ses unités est identifiée a #€,. Soit Z le {foncteur fidéle de a
vers I associant & (p’, F, p) Papplication sous-jacente & F.

1. PROLONGEMENT MAXIMAL D'UN FONCTEUR EN UN FONCTEUR K'-E1a-
LANT OU M-coMPATIBLE. — Soit K une sous-catégorie de la catégorie K.
Si p est un foneteur de but K, la classe des (K’) p)- injections (') est
notée (K’, p).

Dérinition. —  On appelle  foncteur K’-étalant un  foncteur
p=(K,p, H)e#, tel que la restriction de p & e.(K’, p)” soit une
surjection sur p(e). K’ pour toute unité e de H' (¢’est alors une bijection).

Ezemple. — 51 K’ est une catégorie pleine d’applications et s1 K’ est
la classe des injections canoniques, un foncteur K'-étalant est un fonc-
teur —-étalant (*).

Soit K*® la sous-catégorie de JC formée des triplets (p’, F, pjex
vérifiant les conditions

paph)cK et FUK, )Ty (K, phH™.

Soit #° la sous-catégorie pleine de K* dont les unités sont les foncteurs
K'-étalants et soit 7¢ la restriction de Z & &,

15



(2)

Par ailleurs, si K est une catégorie 4 J-limites (limite signifie ici limite
projective) et si nous nous donnons une application J-limite naturalisée
multiforme @ sur K'[i. e. une surjection p. associant & tout foncteur ¢
de I'€J vers K" une classe w(p) de limites naturalisées de but ¢], nous
utiliserons les catégories suivantes : Soit K* la sous-catégoric de &K
formée des (p’, F, p)€H tels que, pour toute limite naturalisée ® véri-
fiant pO = []p.®€ (o), la transformation naturelle F® soit une limite
naturalisée. Soit H* la sous-catégorie pleine de K* ayant pour unités les
foncteurs u-compatibles, c’est-a-dire les foncteurs p= (K, p, H)€ X,
tels que, pour tout foncteur ® de I'€d vers H et tout f€u(p.d), il
existe une limite naturalisée © de but ® appliquée par p sur 9 (elle est alors
déterminée d’une facon unique).'Soit Z* la restriction de Z a H¥.

Posons ¢ = ¢ ou & selon que nous nous donnons une sous-catégoric K”
de K' ou une application J-limite naturalisée multiforme v sur K.
Soit Z¢ le foncteur défini comme Z¢ en partant de Punivers I, (mais en
supposant toujours K'€F,). Soit X la classe des monomorphismes
(p, F, p) de 3¢ tels que F = (H”, F, H') soit un foneteur injectif et F(HY
une sous-catégorie pleine de H".

TuEOREME. — ZF est un foncteur —-engendrant pour NU et engendrant (*)
pour (N, X&, I). St p€ XK, alors p admet une (I, HK=)-projection py
et p engendre une (K, v, 3*)-structure libre p%, telles que p soit une restric-
lion de pi et de ps,.

On montre que, st P = (K, P, H) e &, toute partie L de i1 engendre
une Zé-sous-structure de P et une (X, {Ait’ﬁ)-sous-structuro de P qui sont
des restrictions de P construites explicitement (par récurrence trans-
finie si ¢ = u); leurs sources sont appelées respectivement la sous-catégorie
et la sous-catégorie pleine (z, P)-stables engendrées par L. L’existence
de p% et de p3, se déduit du théoréme 1 (7).

2, PROLONGEMENTS MINIMAUX D UN FONCTEUR EN UN FONCTEUR
K’-ETALANT 0U 4-coMPATIBLE. — Les notations sont celles du paragraphe 1.

Soit H (resp. Ky) la classe des couples (¢, C), ot ¢g= (K, ¢ C)EJCf,
et ot C est une sous-catégorie pleine de ¢ telle que ¢ soit la sous-catégorie
{resp. sous-catégorie pleine) (e, g)-stable engendrée par C. Pour £ = 3¢’
ou #K”, soit £¢la catégorie formée des éléments F vérifiant les conditions :

19 B = ((gs, Ca), F', (qs, C)), (qi, C) € L5 pour i =1, 2 et (qa, F', ¢q,) € 5%

20 La restriction F = (C;, F't, C;) de I’ est un isomorphisme.

Soit Y%, le foncteur de £* vers le groupoide K5 des éléments inversibles
de K¢, associant a I le triplet (p., F, p1), en notant p; la restriction
de ¢; a C.

TutoriME. — 1° Y, admet un adjoint a droite : tout p& X, engendre
une Y.-structure colibre de la forme (p5,, H), telle que H' soit une sous-
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i)

)

catégorie pleine de H: = «(p%). Il exviste un foncteur G, de HS vers la
catégorie WML, H*) des transformations naturelles entre foncteurs de la
duale H* de H vers O,

29 St de plus K est une catégorie pleine d’applications, si p est équivalent
au foncteur associé a un générateur a de H et st pla) est un alome,
G est injectif et G,(HS,) est une sous-catégorie pleine de W{NT, H*).

Donnons quelques imndications sur la construction de p5, : 19 Cas € ==e:
Soit A la classe des couples (s, k), ou s€ H, et k€ p(s). K': pour tout § € I,
notons E.(s, k) la classe formée des (f, §), on fe€z(k). K, pour lesquels
il existe un hes. H.§ vérifiant prh) = k.f. Soit r la relation d’équivalence
sur A

(s, Ky~ (', K'Y i, et seulement si, Eqis, k) = E ', 1Y) pour tout s€H,.

La catégorie Hj, a pour éléments les triplets g = (7,, g, 7.} tels que

e (s b)) modr pour i1, 0, g€z (kyy Woaihy)

et oque (f, 51€ E;(s,, k) entraine ig.f, 5| € E; $a, k) pour tout S€ M,
On a py.igr=g Le foneteur Gj. associc a 7, le foncteur G.7:0 tel
que Gi7) (8) = E§ iss, hiy; en général Go, n'est pas imjectif. — 20 Cas 2= 0.8

Soit A le plus petit ordinal régulier supériewr a Pordinal sup 741,
ey

ou 7., est le plus petit ordinal équipotent a 1. On montre que I, = U [
Ne A

ot (Li) A est une suite transfinie croissante de sous-catégories pleines
de HY%,, la restriction ¢n du foncteur pl. a Ly étant obtenue par vécurrence
transfinie en posant ¢, = p ct en construisant comme suil ¢, a partiv
de g, pour tout ordinal 7. <<\ : Soit JK'i la catégorie admettant K
vt_\,:lf((K', I) pour sous-catégories plemes et dont les autres éléments
rey

sont les triplets g:(% ,s), ou B est une transformation naturelle
d’un foncteur constant sur s vers $€K'.F .7, alors # est une limite
naturalisée si, et seulement si, 8 est un (JT(K), K)-éjecteur. Soit J (¢
Je foncteur de J(L;) vers J(K") prolongeant canoniquement ¢, et soit K”
la sous-catégorie de J(K') engendrée par la classe des &K' tels
que D€wu(3). On désigne par g, le foncteur K"-étalant J(q)}., associé
a J(qp) par le procédé précédant; qu., est la restriction de ¢ &
Faoi= (@) (K). — 3° pj. est la restriction de p% a la sous-catégorie
(g, p5.)-stable engendréc par H.

Ces théorémes montrent que tout foncteur p&€ &, admet des prolonge-
ments « minimaux » ps et un prolongement « maximal » p}. ¢n un foncteur
K’-étalant avec conservation des (K’, p)-injections. Si K’ est a J-limites
projectives, p admet aussi des prolongements « minimaux » p% et un pro-
longement « maximal » p% en un foncteur u-compatible appartenant
& M,, avec conservation des J-limites projectives existant dans p-
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(i)
Par exemple, on peut ainst prolonger le foncteur canonique de la catégorie
des applications r-différentiables vers T en un foncteur d’homomorphismes
& noyaux ou & F,-limites projectives.

3. CoMPLETION MINIMALE D UNE CATEGORIE. — Soit & (resp. ¢, la
classe des couples (€, C), ou C'€F, et ot € est une sous-catégorie pleine
de C telle que C soit la sous-catégorie (resp. sous-catégoric pleine) de oy
stable par J-limites engendrée par Cli.e. (u, <(A‘, 1, C))-stable engendrée
par G, ou u{®) est la classe de toutes les limites naturalisées de but @,
Soit 7 la catégorie quotient de & par la relation d’équivalence ¢ : F~~ T
si. et seulement si, 1l existe une équivalence naturelle de F sur F'. Pour
G =" (resp. = '), soit ¢ la catégoric formée des triplets

m=0Cn ) T e (& Cheg, e Telsl6
tels qu’il existe un F'€F’ compatible avec les J-limites projectives et
dont la restriction F = (C;, F"., C) soit un isomorphisme. Soit Vg le
foncteur de ¢ vers le groupoide & ., des inversibles de F_ défini par
m -~ Fmod p.

Tout H'€F, est canoniquement identifié a4 une sous-catégorie pleine
de TON, H*): soit ﬁ” la sous-catégorie (resp. sous-catégorie pleine
de BN, H*) stable par J-limites engendrée par H.

TutortyMe. — Le foncteur V. admet un adjoint a droite. La catégorie
'€ #F, engendre une V-structure colibre <Ha H) telle que HéE:‘T” soli
une catégorie équicalente d DL(,

La démonstration repose sur une ¢tude approfondie de [_)%

Ce théoréme montre que la catégorie BL’, considérée par plusiewrs
auteurs comme « la complétion » de H’', est une solution minimale du
probléme du plongement de H', & une équivalence prés, dans une caté-
gorie & J-limites. Ce probléme admet aussi des solutions « maximales &
une équivalence prés » [(*), ()] et des solutions « maximales a un iso-
morphisme prés » [ce probléme est résolu dans (*)].

Tous les résultats de cette Note sont encore valables en remplacant
limites par limites inductives, par passage aux catégories duales.

(') Catégories et structures, Dunod, Paris, 1965.

(*) Cahiers de Topologie et Géométrie différentielle, 9, n°s 1 et 2, Dunod, Paris, 1967.
p. 33-181.

(®) Math. Ann., 171, 1967, p. 193-263.

(¥) Prolongements universels d’un foncteur par adjonction de limiles (a paraitre; provi-
soirement multigraphié, 6o pages).

(%) TenxkovA, Comm. Math. Univer. Carolinae, 7, n° 1, 1966, p. 1-73.

(Institut Henri Poincaré,
11, rue Pierre-Curie, Paris, 5¢.)

176004. — Imp. GAUTHIER-VILLARS. — 55, Quai des Grands-Augustins, Paris (6¢).
Imprimé en France.
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ESQUISSES ET TYPES DES STRUCTURES ALGEBRIQUES
PAR

CHARLES EHRESMANN

1. Introduction

Une esquisse & est la donnée d’un graphe multiplicatif U et de cer-
taines transformations naturelles entre néofoncteurs a valeurs dans U, vérifiant

quelques axiomes. Une structure algébrique d’espece o est une ,,réalisation‘
de U, c’est-a-dire un néofoncteur de U vers une catégorie d’applications
qui applique les transformations naturelles données en des limites projectives

ou inductives naturalisées. Il existe une ,,plus grande* esquisse 7 (5},
appelée type de o, prolongeant o et telle que les structures d’espéce -~
s’identifient aux structures d’espéce T (s).

Dans le § 2 sont définies les esquisses des graphes, des classes multiplicatives et des
catégories; ’é¢tude des catégories er des catégories structurées comme réalisations d'esquisses a
fait 1'objet du mémoire [3]. Le § 3 généralise aux graphes multiplicatifs les theéoremes de
complétion des catégories de [2]. Les notions d’esquisse, de prototype et de type d’une
esquisse sont introduites dans le § 4; les définitions adoptées ici sont un peu différentes de
celles proposées dans [4], mais elles permettent d’obtenir des résultats analogues a ceux de [4]
et aussi de résoudre les problemes indiqués a la fin de cet article.

I.a terminologie et les notations {en particulier relativement aux transformations natu-
relles) sont ceux du livre [1].

2. Exemples de définition d’une structure
comme réalisation d’une esquisse

Rappelons qu’un graphe multiplicatif est un couple (C, x) d’une classe
C et d’une application x d’une partie M de C X C dans C vérifiant les
axiomes suivants, ol ’on pose % (g,f) =g.f:

1. Pour tout f¢€C, il existe une et une seule unité a droite, notée
a(f), telle que (f, «(f))€M et une et une seule unité & gauche B (f) telle

que (B(f),f)eM.
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2 CH. EHRESMANN 2

2. Si (g,f/)¢éM, on a
x(g) =B{f), wlg.f)=a(f) et Blg.f)="B(g).

Les applications «, 3 et » sont appelées source, but et loi de composition
de (C, %) et le couple (C, ») est souvent noté C-; dans ce cas, on écrit
M=C" % C, et on désigne par C; la classe »(C) =3(C) des unités de C".

Remarquons que certe définition utilise seulement la composition des

applications.  _
Si C* et C' sont deux graphes multiplicatifs, on appelle wndofoncreur

de C* vers C' un triplet (C°, o, C'), ot = est une surjection de C sur

@(C)CC‘, tel que: . R
L Sif(g, f)€C % Cona (p(8), 2 (/NEC* C et 5(g).o(f) =2(8.f);

2. 8i e2C;, alors 9(e)€C;, .

a) Esquisses des graphes et des classes multiplicatives

Un graphe est un triplet (C, 8, «) = [C], ot C est une classe, = et 8
deux rétractions de C sur une partie [C], de C. Cette définition est équi-
valente a la suivante: Soit U(‘% le graphe multiplicatif ayant deux unités

@ et u, et 3 autres morphismes a et & de u vers u, et ¢ de u, vers u (fig. 1),
les composés autres que le composé d’un élément avec ses unités a droite
et & gauche étant

a.i=1u, et b.i=u,.

Si [C] est un graphe, la surjection

u—C, uy—>[Cly, a—o, b—>38 et 1—(C,:, [C],)
définit un néofoncteur F de U, vers la catégorie M des applications.
On voit que Papplication (C, 3, »)— F est une bijection de la classe ¢

A
d SN
u S uxy
2 fa
Fig. 1 Fig. 2
des graphes (G, B, o) tels que C¢91, sur la classe des néofoncteurs F de U’
vers oM tels que F(i)€ M* = classe des injections canoniques. Cette bijection

s’étend en un isomorphisme de la catégorie § des morphismes entre graphes
sur la sous-catégorie pleine de la catégorie longitudinale T (M, U)P des
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3 ESQUISSES ET TYPES DES STRUCTURES ALGEBRIQUES 3

transformations naturelles entre néofoncteurs F de U’ vers SN tels que

F(7)ean. Done la , structure de graphe® est obtenue comme , réalisation® U@t .
De méme, on peut définir une classe multiplicative comme une ,réa-

lisation® du graphe multiplicatif Uy ayant 3 unités u, u ¥ u et u Yl u, les
autres morphismes étant (fig. 2)
v, v, et k de u % u vers u,

P> P, de u X u vers u,

’

7 de u¥u vers u X u,

les composés de deux éléments différents d’une unité érant
pi=w, et pi=u,.
Si (C, ») est une classe multiplicative, soit F le néofoncteur de Ug;

vers I tel que F(p,) soit la i~me projection canonique de CX C sur C
et que

F(ky == et F({)=(CxCGC,.,,C +C)

La surjection (C, ») — F définit une bijection de la classe &, des classes
multiplicatives telles que C¢% sur la classe des néofoncteurs F de Uj;

vers W tels que F(7')<&: et que F(p) soit la projection canonique de
F(u) > Fu).
b) Esquisse d’une carégorie

Soit [U;] le graphe ayant 4 sommets wu, u,, © % u, (4 % u) ¥ (u % u)
et dont les seules fléches sont

a et b de u vers u,,

i de u, vers u,

vy, v, et k de u ¥ u vers u,

v(u, 1.a) et v(i.b, u) de u vers u ¥ u,

Wy, Wy, ky et ky, de (U3 u) % (u 3 u) vers u ¥

Nous désignerons par Uy le graphe multiplicatif défini comme suit:

{U]] est un sous-graphe du graphe [Uy] sous-jacent a Usg, contenant
toutes les wunités de Ug (fig. 3); les éléments de Usg sont ceux de U,

et 11 autres morphismes g, ou 1 i 11; la loi de composition est
telle que les seuls composés soient les composés d’un élément avec ses
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4 CH. EHRESMANN 4

unités 4 droite et a gauche, et les composés explicitement indiqués
dans les formules ci-dessous; de plus deux composés sont égaux si, et
seulement si, 1’égalité figure parmi les relations suivantes:

(1) Uy=a.i=b=b.i,
(2 g=a.v,=b.v,g=av,=a.k g=bv =0k
@ u=v,.v(u,i.a)=v,.0(.b, u),g,=1.a=v,.0(u, i.a), g=i.b=v,.0(.b,u),
(4) koo ia)y=u=~k.v{.b,u),
& =0y W =V, . W,, £, =k. W, =0 .k, g =0,.0,=7v,.k ,
(5)
&=k.w,=v,.k, g, =0v,. 0w =v.k,,

(6) gy =k b =k k,.

viu,i.a)

»upx(uru)

Ainsi Ug est engendré par [U|] et une relation, i. e. c’est un quotient

d’un sous-graphe multiplicatif de la catégorie libre des chemins associée a [U;].

Soit v = (H", v, H*) un triplet formé d’une catégoriec H', d’une classe
H' de monomorphismes de H" et d’une application produit fibré naturalisé
fini w sur A* [1, déf. 10-IV]. Désignons par & (1), la classe des néofonc-
teurs F de Ug vers A vérifiant les conditions suivantes:

1° F(i)eH",
2° ((F(a), F(vy)), (F(b), F(vy))) =1 (Fl(a), F(b)),
3% ((F(v2), Flay))y (Floy), Flwy)) = n( F(vy), Floy)).

On montre que deux éléments F et F’ de & (1), ayant mémes res-
trictions 4 Pensemble {a, &, /, £} sont égaux. Un élément de F(y), est
appelé catégorie r-structurée. En particulier, supposons gy = (3, pyy, ),

olt pgpn est Vapplication produit fibré naturalisé canonique sur SN (i. e.on a
%Lgm (fls fg) = ((fl, le), (fzs 7)2))3

si f, sont deux applications de méme but et si v, est la restriction de la
projection canonique du produit «(f,) XX « (f,) vers «(f) a la classe des

)
(
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5 ESQUISSES ET TYPES DES STRUCTURES ALGEBRIQUES 5

couples (x, x,) tels que f, (x,) = f, (x,)). Soit F(qgp) la sous-catégorie pleine

de la catégorie W(I, Ujz) @ des transformations naturelles ayant F (ygp)o

pour classe de ses unités. On montre que F (ng.} est isomorphe a la caté-
gorie F des foncteurs, Pisomorphisme associant a F&F (nq;), la catégorie

C = (Flu), F(k)).

Si p est un foncteur d’homomorphismes saturé de H* vers &, résolvant
a droite et 4 produits finis [1, déf. 19-11I, 8-III, 6-IV] et si = (H", u,
—1
p (M) ou p est Papplication produit fibré naturalisé sur H- appliquée
par p sur pg. [1, déf. 3-IV], on prouve que la catégorie F(p) des foncreurs
p-structurés est isomorphe a F () (voir [3]), ce qui justifie la terminologie.

Remarque. L’esquisse d’une catégorie définie dans [3] est légére-
ment différente de celle constraite ici, ’axiome d’associativité n’étant pas
,,représenté de la méme fagon. Les structures associées aux deux esquisses
(i. e. les catégories) sidentifient, car les deux esquisses déwerminent le méme
type (voir plus loin).

Pour définir d’une maniére générale les notions d’esquisse et de
structure associée, il nous faudra utiliser certains résultats sur la compié-
tion des graphes multiplicatifs.

3. Complétion d’une base de catégorie

Dans la fin de cet article, nous désignons par i, et par 3, deux

univers tels que M e, et M, CH,, par I et M, par N et &, par T

et F respectivement les catégories pleines d’applications, les catégories des

néofoncteurs et les catégories des foncteurs correspondant & oK, et a 3% .

Soit U un graphe multiplicatif. A U est associée ,universellement®
une catégorie N (U') et un neofoncteur v(U) de U™ vers N (U vérifiant
la condition: Si Fest un néofoncteur de U vers une catégorie C-, il existe un
et un seul foncteur F de N(U') vers C tel que F=F.v(U"). Autrement
dit: v(U") est un (F, &' )-projecteur, si U £ [1, théoréme 10-III].

Définition. Si v(U’) est injectif, on dira que U" est une base de
catégorie.

Dans ce cas, on identifie U* & un sous-graphe multiplicatif de N (U
Les bases de catégories sont les sous-graphes multiplicatifs des carégories,

a) Complétion I-projective
Nous partons d’une partie f de la classe F, telle que ¥ appartienne
3 la saturante 9% = 9%, 9. 90, [1, déf. 16-1] de o dans SN, Soit §, = §, ()

la classe des couples (U, p), ot U €2 et ol p est une surjection asso-

&
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6 CH. EHRESMANN 6

ciant A certains néofoncteurs © de I'¢7 vers U une transformation natu-
relle u(®) définie par un triplet (D, , 2), ol ¢ note le néofoncteur ,,CON-
stant® sur e€ U, . Soit & — &' () la classe des triplets
F= ((U, —Fl)a 5 (U w)
vérifiant les conditions:
1°On a (U, p)€s, et (U, w)es);
2° F= (U, f,U)e;sip(P) est défini, Q(F.d)) est défini et [1, prop. 46-1I]
w(F.®) = = HF. u(

$’ est une catégorie pour la 101 de composition

(@ s S (T ) (T ), £ (U ) = (T ), S, (U )
si, et seulement si, U" = U et p = p. Nous identifions §, & la classe des

unités de $'. Soit p"'j le foncteur de §' vers 9’ associant F & F.

$' admet pour sous-catégorie pleine la catégorie 7' dont les unités
sont les couples (U, u)¢8, tels que U'€F, et que y soit une application
J-limite projective partielle sur U". Cec1 signifie que, si % (®) est défini
par le triplet (¥, =, E), alors e est une limite projective de @ et la pro-
jection canonique de ¢ vers @ (¢) est = (i) pour tout 7€« (D),. Soit F'
sous-catégorie pleine de 7! ayant pour unités les couples (U, ;L)G?I,“{

tels que u soit une application J-limite projective (totale) sur U’, c’est-a-
dire tels que u ((D) soit défini pour tout neofoncteur P de I'eJ vers U,

Soient p” et p les foncteurs de F7 et de F' respectivement vers U

restrictions de p™ 5
Proposition 1. p™ est un foncreur fidéle a F ~limites projectives,

4 < J
et F9 sonz des sous-catégories saturées de §', et les foncteurs (3', 1, F')

T/(

et (8,1, F* ) sont a F y-limites projectives.
La démonstration est analogue a celle de la proposition 20 [2].
Soit pg:: le foncteur canonique de ' vers IN et posons

/i‘,/ IK/I (7
¢ =por 2’7 et ¢T =por 7.

Désignons par &, par G et par F les catégories, par Q et par Q" 7 les
foncteurs, obtenus de méme & partir de Punivers 9i,. Soit X7 1a classe

des Q"7—monomorphismes [1, déf. 5-I1II] (&', w), £, (C5 p')) tels que f(C)
soit une sous-catégorie de H- stable pour y., i. e. vérifiant la condition :
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7 ESQUISSES ET TYPES DES STRUCTURES ALGEBRIQUES 7

Si w(®) est défini par (D, 1,, e) et si le néofoncteur ® de I' vers H*
applique [ dans f(C), on a 7, (i) € C pour tout i€/, ; si de plus ¥ est une

transformation naturelle définie par (P, ¢, E’) ot W(I)Cf(C), on a
lim* W ¢ f(C), en notant lim*'¥ Punique h¢ H tel que =, (2) .7 = ¢ ({) pour
tout 7. . .
Théoréme 1. Le fonctewr O° est (9. ,, X, F"') -engendrant
et les foncteurs QJ et Q’J sont ,— - engendrants pour MN[2, déf. 2-IJ.

~ i~

Preuve. Soient (H', u) E:W(')J et K une partie de H appartenant a 3.
L’intersection de toutes les sous-catégories de H' stables pour u et con-
tenant K est notée K ; évidemment K est stable pour u, et la (X, 5')-
sous-structure de (H', @) engendrée [2, déf. 2.I] par K est (1‘<‘, zl),

{
ot u est Papplication ,,induite par p sur K°. On montre que K¢ 9%, en

construisant K par récurrence transfinie. Cette construction est en tout
point analogue a celle faite dans la démonstration du théoreme 5 [2] (pour
prouver que Q" est ~— -engendrant pour ). La premiére affirmation

. o - . A . P-4

en résulte. Comme (K-, u) appartient a F ! si (H', p)€F <, et comme

tout Q‘I -monomorphisme appartient & X“, il s’ensuit que Q° est ~— -
. . . . . . e f

engendrant pour M (résultat démontré dans [2]). Enfin, Q" est _— -

engendrant pour M en vertu de la proposition 12 [2], puisque Q"' est a

a) est une Q"'—sous—structure de (H:, u)

b ¢

J,-produits fibrés et que (K-,
vérifiant K ¢ 9L, .

Théoréme 2. 8 est une catégorie a ' -projections et ume caté-
gorie d 9J-pr0jeczians [t, déf. 16-III]. . X

Preuve. Soit ¢ = (U, p}£38 . Posons ¥ = e (resp. = :%") et
Y=1%,.5.6. La surjection associant (u, f} a ((H',w), f,6)&Y définit
une bijection de Y sur une partie de {J Y, X Y, ou

H €7,
YH:I‘LéJ’[(E{H‘.ﬂ‘.l').311.(H‘.:“F.I‘))Eﬁﬂl0 et Y, = H. M. UEMN,.
Comme F €51, et que S, est un univers, on a Y€3,. Le foncteur p’
relatif 3 8%, érant a S,~produits (d’aprés la proposition 1), il existe un produit
S=(H", p)= [| B(F) et [Fl,=(H" W),/ o)

. . FEY . o~

dans &, et 'on a S€#. D’aprés le théoréme 1, f(U)€EIM engendre une
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8 CH. EHRESMANN 8

(XJ , %)-sous-structure S’ = (C*, v') de (H', u) (4 savoir C" est la sous-caté-
gorie stable pour " engendrée par f (U)), et il existe un G=(s,8 S)EX,. ‘JtA’Y .
Alors [ = (S, 1, 8').G™1 est (Q"“, X"r, ¥)-engendré par [F].., et, a for-

tiori, 7 est (P”J, x7. %,, ¥)-engendré par [Fley - Du théoreme d’existence
de structures libres [2, théoréme 1] il résulte que s est une (¥, §')-pro-
jection de o, car tout noyau dans 7 appartient a x7.

Corollaire, pﬁ admet un adjoinz.

En effet, pour que (H°, p) soit une p"r—structure libre engendrée
par U € &, il faut et il suffit que (H', 1) soit une (%g’ §')-projection
de (U, @), ou & est la surjection vide. Donc le corollaire résulte du
théoréme précédent.

Définition. Si U'€9, une p‘,/—structure libre engendrée par U-
est appelée une complétion J-projective libre de U-.

Théoréme 3. Soit U une base de catégorie. Alors U admet une
complétion J-projective libre (H-, 1) telle gue H - admetre N{(U") pour sous-
carégorie pleine et que le fonctewr limite projective associé a p. soit injectif.
H* est solution du probléme universel du plongement, & une équivalence prés,
de U* dans une catégorie 4 J-limites projectives.

Preuve. N(U') étant le plongement universel de U’ dans une
catégorie, la complétion J-projective de U* est identique a celle de N (U"),
d’apres le théoréme 7-III [1] de transitivité des projections. Par suite la
premiere affirmation se déduit du théoreme 6 [2]. Soit M la catégorie

quotient de &’ par la relation d’équivalence »: F~F' ¢l existe une équi-
A
valence naturelle de F sur F’. Notons F _ et :’Fj{ les sous-catégories de &t
dont les éléments sont les classes Fmod r, ot F est un foncteur et un
2

Iy

foncteur & JJ-limites projectives respectivement. En vertu du théoréme
8 [2}, H® est une (:‘Ff, % _)-projection de N (U"); comme N (U') est aussi
une (F _, J_)-projection de U-, il s’ensuit que H° est une (5“2, N )-
projection de U’, ce qui précise la derniére affirmation.
b) Complétion J-projective er J'~inductive

Nous supposons que J et J’ sont deux parties de #F, appartenant a
la saturante 9 de M dans Sit.

Notons S(;J 7" la classe des triplets (U, u, u') tels que:

1° (U u) €8 =5,(9);
2° u’ est une surjection associant 4 certains néofoncteurs ®© de /° €7’ vers
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U une transformation naturelle u’'(®) définie par un triplet (2’, T, D),
ou e U, .

Si (U, u, p') vérifie ces conditions, soit w'* Papplication associant
au néofoncteur ®* dual de @ la transformation naturelle p'* (®*) définie

par (®*, =, ¢), lorsque o’ (®) est défini par (¢, =, @). Alors (U*, u'*)
appartient & la catégorie & (J™) construite 3 partir de la classe J'* des
catégories duales des éléments de 7. Soit s77 1 catégorie dont les élé-
ments sont les triplets F = (U, u, u), f, (U, u, u')) tels que

31] 3
22 (U, W), f, (U, 2)) €87 (0) et (T%, w™), £, (U™, w)Es (7).

: ned T’ : ; . Ot
Soit p son foncteur projection canonique vers (.
o T . . . . st

s admet pour sous-catégorie pleine la catégorie F’
ayant pour unités les (U, u, ;L’)ES(;"m
o gt o S PR SN
(U, w)&F'™ (resp. £F) et (U*, u™)eF {resp. €F° );
pour un tel élément, on appelle »' une application J'-limite inductive par-
. . . : T el .
telle (resp. inductive) sur U'. Soit ¢ le foncteur de & vers S
P H

. = L . e 2T .
associant (U, f, U) 2 F et soit ¢*¢ sa restriction a % 7. Soient Q'
i . . ~ N . ~ .
et Qv les foncteurs associés de méme a Punivers &%,. Nous désignons

par X7 1a classe des Q’J‘T—monomorphismes de la forme ((H', u, @),
f> (Cy v, V'), ol f{C) est une sous-catégorie de H' stable pour u et pour

1° (U, u, w) et (U, u, o) appartiennent 2

I i - ~r
' (resp. ¥ I

)

tels que

N . KL .
u'. La classe Xv“ N F* est formée de tout les Q¢ -monomorphismes.
‘ a0 1 g g
R 77T v S 7!
Soit p le foncteur de 777 vers 9’ restriction de Pl
. N e e . RS P L. e
Théoreme 4. 37 o5 une catégorie a F' J ~projections et @ F*

L T .. . s
projections. Le foncteur p*’~ admet un adjoint. Si U* est une base de caté-

gorie, la p"m/-structure libre (I:I‘, i, z;.’) engendrée par U" est telle que U’

v h

soit isomorphe 4 un sous-graphe multiplicatif de H er que H* soit solution du
probléme universel du plongement de U', a une équivalence prés, dans une
catégorie a J-limites projectives et a J-limites inductives.

Preuve. Si o= (H, u, ;L/)Eti(;'j'j et si KCH appartient 4 &N,

’ ~ ’ ~ -~
on voit qu’il existe une (X a3 ,:T’JJ )-sous-structure (K-, u, v’) de oengen-

drée par K, ou K est Pintersection de toutes les sous-catégories de H* conte-

nant K et stables pour u et pour w'. En construisant K par récurrence
transfinie comme dans la démonstration du théoréme 12 [2], on obtient
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Kedt. Il sensuit que Q’J"I est un foncreur (5K . 9T, , x4 s :F"'ml)-en-

’
gendrant et que QJ':r est ~—~ engendrant pour M. La premiére affir-
mation se prouve d’un facon analogue au théoréme 2, & I’aide du théoréme

. . o . iy A
d’existence de structures libres et en utilisant le fait que Q 17 et Q &

N

sont des foncteurs a % -limites projectives. Les autres affirmations se dé-
duisent des théorémes 13 et 14 [2], appliquées a N (U").
Remarque. Les résultats du § 3a) peuvent étre déduitsdu § 3b), en

identifiant (U", u) €5,(7) a (U, p, &) eé’&(;‘q‘m’ ol ¢ désigne la surjection vide.

4. Type et prototype d’une esquisse
Les notations sont celles du § 3. On suppose encore que J et J’

sont des parties de &, appartenant a la saturante 9% de M dans AN
e . . P, 5 P
Définition, Sio= (U, u, p)€3, et si U’ est une base de
catégorie, on appelle o wune préesquisse J-projective et J'~inductive, ou une

(J, I)-préesquisse. Une (¥, &' ) projection de o est appelée (1, JI)-pro-
torype de o si (= I {resp. (I, T )-type de 5, si ¥ == 7T B
Le prototype et le type de o sont définis & un isomorphlsme pras.

: +T. , . . 5 - "
Siced® 7" son (J, J')-prototype est identique & ~; par suite les éléments

de :‘?’J", seront appelés des (J, J')-prototypes et ceux de F' des
(&, J")-types.

Soit ¢ = (U, 1, u') une (J, J')-préesquisse et v(U") le néofoncteur
injectif de U’ vers N (U’). Soit 2 =u (resp =u'); désignons par » la
surjection obtenue en associant HV(U) (®)a tout @ tel que % (P) soir
défini. On voir que N (5) = (N(U"), u, ') est une (J, J')-préesquisse, qui
admet méme (J, J')-prototype et méme (J, J')-type que c.

Théoréme 5. Sozt o= (U, u, &) une (J, I )*preesquzsse er 6=

w, ) un (4 -type de o. Alors c est une ¢ VY structure quasi-
> V. q

v

(H-,
4 il ~ .
quotient d’une p"'T I structure libre 5 = (", y., w') engendrée par U'. St
est un (J, J')-protorype, U* s'identifie & une sous-catégorie de H".
Preuve. La premiére affirmation se démontre par un raisonnement
analozue a celui utilisé pour prouver le théoréme 15 [2]. D’aprés le théo-

réme 4, U’ peut étre identifié 3 un sous-graphe multiplicatif de H*. Dans

II_structure quasi-quotient de & par la relation d’équi-

ce cas, ¢ est la ¢
valence engendrée par la classe des couples (t, (i), ;'<1> (1)), ott w(P) (resp.

p’ (®)) est défini par le triplet (@, 7, é) {resp. (e, Tes @) ol i€a (D),
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et w(®) (resp. w (@) est défini par le triplet (®, §(l), &) (resp. (4, Zps D))
La deuxiéme affirmation est une conséquence du théoréme 15 [2].

v N N

Soit o= (U*, u, w') une (J, J)-préesquisse, o= (U, p, u’) son

—~ — —~ ~ ~/
(I, J')-prototype et o= (H', u, n') son (J, J')-type. Le type de o est
-~ ~ o~
isomorphe 4 ¢ et U’ peut ére identifié & une sous-catégorie de H' d’apres
le théoréme 5. Maissi G = (o o) est un (F " g )-projecteur, en
U 51 U —={0, &, A 5, S Proje s
général g n’est pas injective. On est conduit & considérer les préesquisses
particulieres telles que g soit une injection, c’est-a-dire telles que U-

f’identifie a un sous-graphe multiplicatif de U (et par suite de H); dans

Iy

ce cas, nous dirons que U" s’identifie & un sous-graphe multiplicatif de -
Définition. On appelle (JJ)-esquisse un couple (s, M) vérifiant
les conditions:
1° 6= (U, u, u') est une (J, J)-préesquisse et MCU;
2. U’ s’identifie & un sous-graphe multiplicatif de son (J7)-prototype.
Soit s la catégorie des morphismes entre (J, J')-esquisses, dont
les éléments sont les triplets F = ((s', M"), f, (5, M)) tels que

. , AN .
1(F):(G’f, c)gs etf<M)CM
; NN N freyes ; selt
 Soient ¥ et F les sous-catégories pleines de $ ayant pour
unités les (J, J)-types et les (J, J)-prototypes pointés respectivement,

a7 s .
-~ . Des théorémes pré-

: - AT g I £ e
i.e. les (o, M)g3; tels que s¢F et o&F
cédents, on déduir:

Théoréeme 6. ( A
et a F-limites inductives. s7
Fr I

T P o ges Lo
s 87 ) est un foncteur a F ~limites projectives
’

est une carégorie a FII projections et a
~projections. )
On peut choisir deux foncteurs (;7"7"11, é,‘r’l)-projecﬁon T et (:735/,
)-projection 7 de sorte que, si (s, M) ESUJJ’ et o = (U, u, u'), on ait :
I (G, M) = ((U, Hs P‘I)J M) et T(G: M) = ((H: 4y [j',)’ M)}
2° U est un sous-graphe multiplicatif de U et U une sous-caté-
gorie de H';

3° T(T' (6, M)) =T (6, M).

Définition. T'(c, M) et T (s, M) sont respectivement appellés
(T, I)-protype et (J, J')-type pointés de (s, M)

Remarque. Une esquisse (o, M) telle que ¢ = (U', p, @), ou &
est la surjection vide, peut étre appelée esquisse J-projective et représentée

RV
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par le couple ((U', u), M). Les esquisses algébriques projectives auxquelles
un type a €ié associé dans [4] correspondent aux esquisses <J-projectives
(en ce sens) o = (o, M) telles que N (5) soit un (J, J')-prototype et que M
soit formée de monomorphismes.

Supposons donné un (J, V')-type pointé o (H') = ((H", 1,, ¢, ), M,) et
une (I, J)-esquisse & = (o, M), ob o= (U", u, w).

Définition. On appelle o (H)-structure d’espéce o un néofoncteur

Fde U vers H' tel que (5 (H°), F, %) & 57 i 5 (91) = (o7, Baps Wans W),

ol u,. et w. sont les applications J-limite projective et J’-limite inductive

I KR
usuelles sar la catégorie M des applications, une o (SM)-structure d’espéce o
sera appeliée structure algébrique d’espéce o.

Soit $ (s (H'), &) la catégorie des morphismes entre o (H')-structures
d’espece o, c’est-a-dire la sous-catégorie pleine de la catégorie W (H, U@

des transformations naturelles ayant pour objets les o (H)-structures d’es-

péce 5. On définit un foncteur fidele X de 5 (s (H), &), vers la catégorie
produit (H-)U en associant a la transformation naturelle ['¢ S (s (H"), o)
définie par le tiplet (F', v, F) la famille (v (#)), ¢ .

Théoreme 7. St Papplication somme de oy ‘er de BTy est njective

et st M, est saturée dans H' (1. e si H ..MH.H;C‘M les carégories

\
H H»

(Hy v,y 0, M)eF T Les carégories 3 (5 (HY), ), $(5(H), T' (o)) et
S{a(H"), T (o)) sout roujours isomorphes.

La derniére affirmation résulte du théoréme 6. Nous ne démontrerons
pas la premiére affirmation.

5. Cas particuliers. Problémes

c / I e g I
17 Supposons T = T == ¢. Comme § ¥ eidentifie 4 U et que F

O [ Py
et 7 Pidentifient alors a F, une (¥, ¢ )-esquisse ’identifie 2 un
couple &= (U, M) d’une base de catégorie U~ et d’une partie M de U.

Ainsi, avec les notations du § 1, le couple 613 = (U'@J, {1}) est une telle
esquisse. Les structures algébriques d’espéce oo s’identifient aux graphes.

2° Supposons que ' soit la classe vide et que J soit la classe formée
de la catégorie discréte I° ayant deux unités 1 et 2. Soit U, la catégorie
ayant deux unités u et u X u et trois morphismes &, p, et p, de source
X u et de but u Soit 5 = (U, p), ot wu(P) existe pour le seul fonc-

n

teur ® de I' vers U, constant sur u, le triplet définissant u(®P) étant
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N\

(@, =, u Xu), avec (i) =p, pour i=1et 2. On voit que o, est un
(J, J')-prototype (mais non un (J,J’)-type). Une structure algébrique
d’espéce (c,,, @) ¢identifie & un magma (= classe munie d’une loi de
composition partout définie). Plus généralement tout type au sens de [7]
est un (J, J')-type.

3° Supposons encore J'= @ et J = {[9}, ot I ={1, 2}, A partir de
la catégorie Uy du § 1, on définit comme dans I’exemple précédent Pap~
plication u et P’on obtient une (J, J')-esquisse Ec’l = (U, u), ). Une
structure algébrique d’espéce &—m s’identifie a wune classe multiplicative.

4° Soit I la catégorie ayant trois unités O, 1 et 2 et deux morphismes
d, et d, de source 0, de but 1 et 2 respectivement. Supposons = {[} et
J' ==z . On définit une {7, J')-esquisse o =((Uz, pg), {}) comme suit:
sojent @, et @, les néofoncteurs de [' vers Uiz tels que @ (d)) = g,
O, (do) == b, O (d}) = 0., D,(ds) == v, ; soit x (¥} la transformation naturelle

définie par le triplet ({0, =, &), 01 7, (J) == v, €t = {j) =: w; pour /== 1 et 2,

Une structure algébrique d’espice o4 s’identifie 4 une catégorie (voir § 1.

57 Les quasi-catégories (resp. les catégories non associatives) [3] sont
les structures algébriques d’espece o, lesquisse - étant la sous-esquisse de
og obtenue en supprimant de Uj les éléments ¢ (7.5, et wlu, ¢.a:
{resp. tous les morphismes de source (# ¥ ) + (¢ + u)). D’une fagon ana-
logue, on peut construire des esquisses dont les structures n-aires (définies
dans [6]) sont des réalisations.

Ces exemples monrtrent que les structures algébriques usuelles peuvent
étre définies comme des structures algébriques au sens précis indiqué plus
haut. Par suite, on obtient une méthode de construction des structures de
méme espece ,relatives a une catégorie H' ¥ (exemple: les catégories 7-
structurées du § 1).

Nous n’avons pas la place d’étudier ici les propriétés catégoriques des
structures d’espéce o. Dans un prochain article nous considérerons les
problémes suivants :

1° Construction et étude d’un foncteur ,,d’oubli* de $(s(H"), o) vers
M, qui est ,— -engendrant pour M et A limites projectives (généralisant
les résultats de [4]). Autres foncteurs d’oubli obtenus en ,jisolant™ certaincs
unités de U'. Application a Pexistence de structures quasi-quotient et de
problémes universels.

2° Définition d’esquisses ,,minimales’® ayant méme type qu’une esquisse
donnée; ceci conduit a la notion d’idée d’une structure, qui précise les
idées définies dans [3]: P’idée d’une catégorie est formée des éléments
a, b, k, 1.
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3° Comparaison des structures d’espéce o et d’espéce o', oll o est

une sous-esquisse de o: ceci méne & des théorémes de projections entre
structures de diverses espéces, analogues aux théorémes de projections
entre structures n-aires considérés dans [5].

Recu le 26 X 1967 Faculté de Sciences, Puaris,
France
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SCHITARI SI TIPURI DE STRUCTUR! ALGEBRICE
(Rezumat)

Se arati modul in care teoremele de completare [2] ale unei categorii prin adjunctia
unor limite proiective si inductive pot fi utilizate pentru construirea anumitor structuri, nu-
mite ,,algebrice*, care cuprind de exemplu structurile algebrice uzuale (definite de legile de
compozitie peste tot definite) precum si cele definite de legi de compozitie partiale (clase
multiplicative, cvasi~categorii, categorii etc.).
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INTRODUCTION

Soit p un foncteur d’une catégorie H vers une catégorie K; une
unité de H est alors appelée une p-structure. Nous dirons que p est un
,,bon” foncteur s’il est fidéle et si sa restriction au groupoide des éléments
inversibles de H est bien fidele (i.e. si, pour toute p-structure s, la restric-
tion p, de p a la classe des inversibles de H de source s est injective).
En particulier il en est ainsi pour les foncteurs d’oubli usuels vers la
catégorie des applications, car ce sont des foncteurs d’homomorphismes
saturés (i.e. des bons foncteurs tels gque p, soit une bijection sur la classe
des inversibles de K de source p(s) pour toute p-structure s).

Beaucoup de résultats faisant intervenir le foncteur p (par exemple
les critéres d’existence de p-structures libres (théoréme 1 [1]), de p-quasi-
surjections ou de limites inductives dans p (théoreme 2 [41]), la condition
suffisante pour que p soit propre pour la quasi-cohomologie (théoréme {
[4]) ou, lorsque K est la catégorie des applications, les théorémes d’exis-
tence de catégories p-structurées quasi-quotient (théoréme 1-3 {2], etc...)
supposent que p est la restriction d’un foncteur & limites projectives
d’un certain type (noyaux, produits finis ou non,...); de plus ces ré-
sultats se précisent si p admet ,,assez’ de p-sous-structures (en particulier
si p est [~ -étalant). Bien que ces propriétés soient vérifiées par un grand
nombre de foncteurs d’oubli usuels (foncteur d’oubli de la catégorie des
applications continues ou ordonnées, de la catégorie des foncteurs, de la
catégorie des homomorphismes entre structures algébriques d'un certain
type [5),...), des exceptions notables se présentent, tel le foncteur d’oubli
de la catégorie des applications r fois différentiables, qui n’est pas &4 noyaux.
Il est donc naturel de chercher si 'on peut prolonger un bon foncteur p
en un bon foncteur P de méme but K, en ajoutant & H ,,assez’’ de limites
projectives compatibles avec P ou ,assez” de P-sous-structures. Ex-
primons ce probléme en termes précis.

Si K’ est une sous-catégorie de K, disons que p est K'-étalant si toute
p-structure appliquée par p sur le but d’un élément &’ de K’ est but d’une
p-injection [1] % telle que p(k') = k’. Si # est une classe de catégories,
appelons application #-limite projective multiforme partielle sur K
une surjection z associant & tout foncteur ¢ de Ie# vers K une classe
(éventuellement vide) de limites projectives naturalisées de but ¢ (i.e. de
transformations naturelles d’un foncteur constant sur une unité ¢ de K
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vers ¢, définissant e comme limite projective de ¢); le foncteur p est dit
p-compatible s’il existe une application #-limite projective multiforme
partielle u sur H telle que, pour tout foncteur @ de I« vers H et tout
Oep(p- @), il existe un @ep(P) appliqué par p sur 6. Remarquons que,
si K est & s-limites projectives (i.e. si tout foncteur ¢ de I<s vers K
admet une limite projective) et si u(p) a au moins un élément pour tout
¢, un foncteur p-compatible est & #-limites projectives, c'est-a-dire il
est compatible avec les .#-limites projectives et sa source est une caté-
gorie & f-limites projectives. Nous étudierons les problemes de proloun-
gement d’'un bon foncteur:

Etant donné un bon foncteur p de H vers K, peut-on prolonger
s,canoniquement” p en un bon foncteur P vers K qui soit K'-étalant
ou g-compatible! Nous montrerons que ces problemes admettent & la
fois des solutions ,,maximales’ (théorcme 10) et des solutions ,,;minimales’’.
Les prolongements K'-étalants optimaux de p sont construits explici-
tement (théorémes 2 et 3, proposition 13); le prolongement g-compatible
minimal est obtenu par récurrence transfinie, en utilisant la construction
d'un prolongement K'-étalant minimal d’un certain foncteur (théorémes 5
et 6). Si K est une catégorie d’applications et si p est le foncteur associé
a4 un géndratewr a de H, les sources des prolongements minimaux de p
admettent & pour générateur et sont isomorphes & des sous-catégories
pleines de la catégorie N des traysformations naturelles entre foncteurs
de la duale ¥ de H vers K (théorémes 4 et 7).

Ces résultats suggeérent de revenir & 'étude du probléme de la com-
plétion d’une catégorie: .

Plonger canoniquement une catégorie H dans une catégorie H
a #-limites projectives, le foneteur injection canonique de fI vers H étant
compatible avec les .#-limites projectives.

Ce probleme a été abordé par plusieurs auteurs(!). La plupart (entre
autres [7],[8], [9]) ont proposé comme solution ,intuitivement canoni-
que” la sous-catégorie (ou la sous-catégorie pleine) M, de M stable par
S-limites projectives engendrée par la sous-catégorie de 9 canoniquement
isomorphe & H. Nous montrerons dans le § 8 que ce point de vue est
justifié, car ’on obtient ainsi une solution ,,minimale & une équivalence
prés”: Si ¢ est une catégorie & #-limites projectives, si ¢ est une sous-
catégorie pleine de € telle que € soit la sous-catégorie (resp. la sous-caté-
gorie pleine) de ¢ stable par .£-limites projectives engendrée par C et
si I est un {somorphisme de ¢ sur H, alors F s’étend en un foncteur de
€ vers N, compatible avec les .f-limites projectives, deux tels prolon-
gements de F étant équivalents (ce qui s’exprime par le fait que (Ns, H)
est une structure colibre pour un certain foneteur).

() Voir dans [4] la bibliographie correspondante.
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Rappelons qu’il existe aussi des solutions ,,maximales & une équi-
valence prés’” du probleme de la .#-complétion de H et des solutions
,maximales & un isomorphisme prés” du probléme plus précis [4] de la
complétion de (H,v):

Une application f-limite projective partielle » étant donnée sur H,
plonger H dans une catégorie H & #-limites projectives, de sorte que
v s’étende en une application #-limite projective » sur H.

Dans ce cas, le mot ,,maximal” signifie que, si u est une application
#-limite projective sur une catégorie K et si p est un fonctewr de H vers
I appliquant » dans u, alors p s’é¢tend d’une maniére unique en un fone-
teur I’ de H vers K appliquant » dans p. Toutefois, si p est un bon foncteur,
P n'est pas un bon foncteur, et par suite ne constitue pas une solution
dua probléme du prolongement de p que nous considérons dans le présent
travail.

Tous les résultats sont énoncés dans le cas de limites projectives.
Pur dualité, on en déduirait des théorémes de prolongement optimal
d’un bon foncteur en un bon foncteur & J-limites inductives.

0. CONVENTIONS

Les notations et terminologie sont celles de [1]. Une catégorie (C', )
est désignée par C°, out . est le symbole de la loi de composition »; Ia
classe de ses unités est (7, ses applications source et but « et 3, le groupoide
de ses éléments inversibles () et sa duale C*. Si 4 et B sont deux parties
de ', on pose

A B e= 2((C#C) (M) A B),

ot C"+C" est la classe des conples composables (source de =); la classe
des morphismes de C* de source e, de but ¢, est notée ¢ -C-e. On associe
a4 O la catégorie double (1 C°, 5C") de ses quatuors (chap. I [1]).

Un foncteur £ de C* vers une catégorie C* est représenté par le triplet
(C°y F, ), ot F est la surjection de ¢ sur F(C) = ¢ définissant F. Le
symbole F, dénote la restriction de F & C; pour que F, soit bien fidéle
(chap. TI [1]), il faut et il suffit que les conditions ge C, et F(g)e05 en-
trainent geC;. Le foncteur (C¥, F, 0*) dual de ¥ est dénoté F*,

Soient € et (* deux eatégories. Une transformation naturelle entre
foneteurs de ¢ vers ° est considérée comme un foncteur ¥ de ¢* vers
la catégorie = C°; si ¥ est une transformation naturelle de @ vers @',
le triplet définissant ¥ (chap. I [1]) sera noté, sauf indication contraire,
(D', 1y, @) et 'on pose a®¥ = D et % = &’; on a done

Y(k)y = (@’(k), e(e’), Tw(e), @(k)) si keC,a(k) =e,p(k) =¢'.
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8 Prolongements universels d'un foneteur

(Classiquement [6] c’est le triplet (?', Ty, @) qui est appelé une trans-
formation naturelle.) Un foncteur de € vers ¢° constant sur eeC; sera
noté é, sans préciser sa source ni son but (qui résulteront du contexte).
La catégorie longitudinale des transformations naturelles entre foncteurs
de ¢° vers 0° est appelée N(C", C)?; 1a classe de ses unités est identifiée
& la classe des foncteurs de O* vers €. Rappelons (chap. I [1]) que, si ¥
et ¥’ sont deux transformations naturelles telles que a®(¥’') = %(¥),
on a P"o¥ ="", ou
Ty () = Ty (€) Te(e) pour tout eeCy.

La catégorie duale C* opére sur la sous-classe de R((", (") formée des
transformations naturelles ayant pour source un fonecteur constant, pour

la loi de composition

—_—

(g, V) > Vg =¥~ q~5 si, et seulement si, a®(¥) = 3(g),

—
ot g® est le foncteur de (" vers = (* constant sur le quatuor unité

B

g~ = (ﬂ(g)ygy s a(g));
en d’autres termes, on a Ty,(e) = tw(e) ¢ pour ecCy. Si q est un foneteur
de K' vers ", on note N(g) le foncteur de NR(C", O°)° vers N(C", K*)®
associant & ¥ la transformation naturelle ¥-g. Si p est un foncteur de €
vers K" et si WeR(C", C7), on désigne par p¥ la transformation naturelle
ap-¥, telle que 7,0 = pry. .
Supposons que C° soit la catégorie pleine d’applications .# associde
& un univers ,//20 tel que Ce /Z/O. Si ¥ et ¥’ sont deux éléments de ‘ﬁ(//;, ")
tels que 7y (e) soit une restriction de 7,(e) pour tout eeCy et «® ¥'(f) et
BT ' (f) des restrictions de o™ P(f) et de ™ ¥(f) pour tout feC, on dira
que ¥’ est une sous-transformation naturelle de ¥. Nous désignerons par ¢,

(ou simplement &) le foncteur canonique de ° vers mw? , C*)T aéfini
comme suit: Si e<C;, le foncteur é¢.(e) associe & keC Vapplication d¢.(e)(k):
f—>fk de e C-p(k) dans e-C-a(k);

Ia transformation naturelle d¢.(h), ol heC, est définie par le triplet

(60.(/3(h)),1h, 60.(a(h))), oll 7,(e') est, pour e'eCy, Vapplication

fhf de a(h)C-¢ dans B(h)-C-e.

On sait que &..(C) est une sous-catégorie pleine de N(.#, C*)T et que
d¢. est compatible avec les limites projectives.

Soit ¢ un fonecteur fidéle de L vers C° et d. le foncteur canonique
de L* vers la catégorie m(‘lf , L"), ou Jfo est un univers auquel appartient
L. Pour tout seLg, il existe une équivalence naturelle I'(s) du foncteur
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0. Conventions 9

61.(s) vers un sous-foncteur de o¢.(q(8)):¢%, noté d,(s), telle que 7,4(s")
soit la bijection
f=qlfy de s-L-s" sur gq(s-L-s)
pour tout s'e¢L;. On en déduit un foncteur 4, de L° vers N(.A, L*)®
équivalent & dz., 'équivalence naturelle étant définie par le triplet
(84, I'y z.); la transformation naturelle 5,(k) est, pour tout heL, une
sous-transformation naturelle de 6¢.(q(h))-¢*. Soit H' une sous-catégorie
pleine de L'. Nous désignerons par o, le foncteur R(L*, ¢, H*)-0, de L’
vers N(A#, H*)T: Pour tout e Ly, le foncteur d, (o) de H* vers .# associe
a heH Yapplication
f-fqh)y de glo-L-p(h)) dans glo-L-a(h));

si geL'o et fi(g) = o', la transformation naturelle J,,(g) est définie
par le triplet {8, ("), 75, éq,”(o)), olt 7,4(s) est, pour seH;, Papplication

f—qlg)-f de g¢(o-L-s) dans g¢(o'-L-s).

Rappelons la définition suivante: Soient M et # deux catégories
pleines d’applications [1] telles que Mo A Supposons que 7
= (J/A,y, )if) soit un foncteur fidéle, que Se .'i'(, et M < U(S). Sihe A
nous désignons par h la surjection définissant Dapplication U(h). On
appelle U-sous-structure de S engendrée par M [4] une U-sous-structure
(déf. 7-III {1]) s de S telle que M < U(s) et que Von ait U(s) = U(¥")
si 8 est une ['-sous-structure de 8 et si M < U (S'). Soient X une classe
de U-monomorphismes (déf. 5-1II [1]) et 4" une sous-catégorie pleine
de ¢ appliquée par U dans .#. Si se ¥, et s'il existe un jeS-X-¢ tel que
M cj(U(s)) et j=j-j;, lorsque j'eS-X-%, et M cj’(' l'((i(j’)}),
on dit que s est une (X, #)-sous-structure [2] de S engendrée par M. Le
foneteur U est (Jli-déo,X, A")-engendrant [4] si, pour tout Se .)z}'[, et
tout M < U(8) vérifiant Me .#,, il existe une (X, .7’)-sous-structure
de § engendrée par M, en notant A la saturante de .# dans .# , ¢’est-a-dire
(déf. 16-111]) M= ./2.; J} . J{}. Le foncteur U est [ -engendrant pour
A il est (J? . J?O, X, o)-engendrant lorsque X est la classe U™ des

-
U-monomorphismes et #" = U(#). Si U est un foncteur d’homomor-
phismes saturé (déf. 19-11 [11}), U est [~ -engendrant pour .# si, et seulement

i, pour tout Se ., et tout M < U(S) vérifiant M .#,, il existe une
U-sous-structure s de § engendrée par M et pour laquelle U(s)e 4.
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olongements universe un foncteur
10 Prolong ts ersels d'un fonct

1. FONCTEURS K'-ETALANTS ET K'-RESOLVANTS A DROITE

Nous désigons par .#,, .4, et .4, trois univers (?) tels que

Moe Moc My, My My My

Soient .#, //{A, M et f,ﬁ:',é" les catégories pleines des applications
et les catégories des foncteurs associées respectivement a .#,, a V/Z et
& /l Les foncteurs canonlques de F vers .4, de F 7 vers u// de/ vers /{
sont notés ps, s et Py Nous supposons toujours K* e/o Par exemple,
on pourra prendre K° = .# et K’ = .#' = classe des injections canoni-
ques (M, ¢, M') d’une sous-classe M’ de M dans M.

Soit VK.QE} la catégorie des triangles de foncteurs au-dessus de K-,
dont les éléments sont les triplets (¢', F, ¢), ol

q’eK‘-fA, FeF et qg=¢q" F,
la loi de composition étant

@ F ) (¢, Fyq) = (¢, F'-F,q) si, et seulement si, ¢ = g.

Nous identifions K'-# & la classe des unités de V —-"”. Soit #(K") (ou
plus brievement l) la SOUs- catégorie pleine de Fgi # ayant pour unités
les foncteurs fideles qa/ et soit #(K') = # la sous-catégorie pleine
de # dont les unités sont les foncteurs fidoles qg= (K, q,C") tels que
q, = (K, q, ;) soit bien fidele (déf 3-I1 [1]). a

Proposirion 1. Soit qg=(K,q,C )s/0 un foncteur fidéle; alors
q admet pour (H,H# )pmjectwn le fon(’teur q={(K'yq, L), ot L' est ia
catégorie quotient de C* par le sous-groupoide J* de C* formé des jeC tels
que §(j)eKy; de plus L' est isomorphe & une sous-catégorie pleine de ¢ dont
C est un élargissement.

Preuve. J* est évidemment un sous-groupoide de €"; comme ¢ est fi-
dele, il existe au plus un élément de J de source et but donnés. A fortiori,
J* vérifie la condition (0*) de la proposition 43-III [1]. D’aprés cette pro-
position, il existe une catégorie L' quotient de §* par J°, et cette catégorie
est la catégorie quotient strict de ¢* par la relation d’équivalence 7:

I~k si, et seulement si, il existe jed et j'eJ tels que b'-j = j'-h.
Puisque ¢ est fidéle, la relation » peut aussi s’exprimer comme suit: Soit
7y la relation d’équivalence induite par + sur C;; on a

e ~e¢'modr, si, et seulement si, il existe jee'-J-¢;

(3) Voir Note p. 66.
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1. Foncteurs K’-étalants et K’-résolvants & droite 11

alors
h ~h'modr si, et seulement si,
a(h) ~ a(h')modry, B(h) ~ (%) modr, et g(h) = ¢(h').
Soit 7 le Pz-épimorphisme canonique de ¢° sur L'. Le foncteur ¢ étant
compatible avec r, il existe un unique foncteur ¢ de L° vers K° tel que
¢ = ¢; ce foncteur est défini par la surjection: kmodr -~ (k). Commne
q est fidéle, on a
m o= (q,7,q)e H.

Montrons que ¢, est bien fidéle. En effet, soit GeL; si ged et si g'ej™ ',
les relations a(g) ~ f(¢')modry et f(g) ~ «(¢’)modr, assurent Iexistence
d'un jea(g)-J-plg’) et dun j ea(g’)-J-f(g). Les égalités
1079 =d(g) =q@ et aJg) =qly) =g

entrainent que j'-g est linverse de j-¢'; ainsi ¢ (et tout élément équi-
valent modulo 7) est inversible. Si de plus ¢(7) = eeK;, on a ¢(g) = ¢
et ged; par construction, § = 7(g)eLy. Done ¢, est bien fidéle et ge Ay, —
Soit #, une section de la surjection canonique ¥, de €y sur Ly; si gel, il
existe un et un seul

gevo(B() Covolald)) tel que  ¢lg) = q(7).

La surjection § — ¢ définit un fonctewr v section de 7 et ¢(L)" est une
sous-catégorie pleine de €' isomorphe & L°. Si 0e(;, ona ¢ ~ v7(a), de
sorte que o appartient & la saturante de v(L)' dans €', En Q’autres termes,
(" est un élargissement de v(L)" (déf. 10-V [1]).

— Supposons m' = (¢, ', §)e ¢ #, ol a(q') = M. Si jeJ, on a
Jo=F(edl; et () = q(j)eK;.

g, étant bien fidéle, il s’ensuit F(j)e M;. Ceci prouve que F est com-
patible avec ». Par conséquent il existe un et un seul foncteur ¥’ tel que
F'-7 = F. Evidemment (¢, ¥, q) est 'unique élément m’" de # vérifiant
' -m = m’; autrement dit, m est un (2, J}')-projecteur. n

COROLLAIRE 1. Awec les notations de la proposition 1, q est aussi une
({j(fk; 3‘;, Hy), zﬁ)-projeetion de ¢ (chap. T [1]).

Preuve. On a, avec les notations de la démonstration précédente

fn:(q,K',?,q)sDﬁ‘ et geH,.
Supposons

m = (¢, ¢ G, e0F et ¢ = (M q, M)ex.
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12 Prolongements universels d'un foncteur

Si jed, on a
F=0GeM; et q(j) =q G =6 g(j)e M.

Fig. 1

11 en résulte j'e M;, car ¢, est bien fidéle. Ainsi G est compatible avec
r et il existe un et nn seul G’ tel que G = G''-7. Les égalités
G qgF=6Gq=q G=¢ G F
entrainent G'-¢q = ¢’ -G, puisque 7 est un épimorphisme, d’ol
m’ = (¢, @, G, q)e oz .

m’ étant Punique élément tel que s’ -m = m’', le quatuor m est un
(O(F; F, H,), 0F)-projectenr. m

COROLLAIRE 2. Vi.# est une catégorie & H'-projections et & #-pro-
jections.

Preuve. Soit @ = (K',Q, H')e#F,. Soit C° la catégoric quotient
striet de H® par la relation d’équivalence élémentaire [4] o:
h ~ k' si, et seulement si, a(h) = a(h’), S(h)=B(R') et Q(k) = Q(h').
¢ sidentifie & la classe des triplets (8, f, s) tels que seH;, ' <H; et
feQ(s’-H-s). La surjection (s, f, s) — f définit un foncteur ¢ de * vers
K*, qui est fidéle. Le triplet (¢, g, @), oil p est le Ps-épimorphisme de H*
sur C°, est un (#, V. %)-projecteur. Puisque ¢ admet une (¥, #)-pro-
jection ¢ construite dans la proposition 1, d’aprés le théoréme de transi-
tivité des projections (th. 7-I1I [1]) ¢ est anssi une (#, V'x.#)-projection
de Q. m

42



1. Foncteurs K’-étalants et K'.résolvants & droite 13

DEFINITION. On appelle foncteur bien surjectif & gauche un foncteur

F = (H',F, (") tel que, pour tout heH et toute unité se F(ﬂ h)), il
—1
existe kes- F(h).

Si F est bien surjectif &4 gauche, F(C) définit une sous-catégorie
de H' qui est une catégorie quotient strict de C°, d’aprés la proposition
14-I11T [1]. La classe des foncteurs bien surjectifs & gauche définit une
sous-catégorie de la catégorie des foncteurs.

Soit ¢ = (K°, ¢, C") un foncteur et K'* une sous-catégorie de K°.
Nous notons (K', 1.;)[_ la sous-catégorie de C° formée des (X', g)-injec-
tions (déf. 2-III [1]).

DErFINITION. On dit que g est K'-étalant si g(C5) « K' et si la res-
triction (K'*, qi, (K', ¢)") de ¢ est un foncteur bien surjectif & gauche.
On dit que q;st K'-résolvant a droite si ¢(C}) = K' et si, pour tout couple
(hy k'), ol heC et W ef(h)-C-a(h), et tout novau j de (q(h (W) tel
que jeK’, il existe une (K', g)-injection § vérifiant ¢(j) = j et h § o= h'].

Ces relations signifient que 7 est un (XK', ¢)-noyau de (k, k') appli-
qué par ¢ sur j (déf. 6-III [11); a fortiori § est un noyau de (k, ') dans C*
(prop. 1 [4]). Si de plus ¢, est bien {fidéle, deux (K’, ¢)-injections de
méme but et telles que ¢(k') = ¢(k) sont égales (th. 1*-IIT [1]), de sorte
que ¢ est K'-étalant si, et seulement si, le foncteur dual de (K",qz,
(K', )"} est un foncteur d’hypermorphismes et ¢{(K’, )7 ) = q(Cy)- K’

ProposITION 2. 8i ¢ = (K", q,C") est un foncteur fidéle K'-étalant,
q est K'-résolvant a droite. -

Preuve. Soient heC et k' ef(h)-C-a(h); sij est noyau de {(g(h), ¢(#'})
dans K° et si jeK', il existe une (K’, g)-injection jea(h)-H telle que
q(f) = j, car ¢ est K'-étalant. On a h-§ = h’-j, étant donné que ¢ est
fidele et que

g(h-J) = q(h)-j = q(')j = q(k"]).
Donc ¢ est K'-résolvant a droite. m

PropositioN 3. Soient p = (K°, p, H') un foncteur fidéle, ¥ = (H",
F, C*) un foncteur bien surjectif a gauc%e et ¢ = p-F. Le foncteur F trans-
]Torme une g-injection en une p-imjection.

Preuve. Soit k une g-injection et posons k = F(k). Si hep(k)-H
est tel que p(k) = p(k)-f, il existe hep(k)-C appliqué par F sur h, et les
égalités

¢(h) = p(h) = q(k)-f

assurent ’existence d'un et d'un seul A'e¢C tel que

gy =f et kb =h.
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14 Prolongements universels d’un foncteur

11 s’ensuit que F (k') est Punique élément &’ de H satisfaisant les relations
ph'y=f et kB =h.

Done F((K',q) ) = (K',p) . =

COROLLAIRE 1. 85 (g, 7, ) est un (#,#)-projectenr et k wne q-in-
jection, #(k) est une g-injection.

En effet, ceci résulte de la proposition 3, car, d’aprés la démonstration
de la proposition 1, 7 est un Px-épimorphisme bien surjectif & gauche. m

COROLLAIRE 2. Soient p = (K", p, H") un foncteur fidéle, F un foncteur
bien surjectif & gauche et g = p-F. Si q est K'-résolvant & droite, F trans-
forme un (K’', q)-noyau en wun (H', p)-nonau.

En effet, si (k, ') admet § pour (A", ¢)-noyvau, F(7) est une (K’, p)-in-
jeetion en vertu de la proposition 3, done un noyau de (F(k), F(h))
dans H', et un (K’', p)-novau. m

Soit #° (resp. #") la sous-catégorie de .# formée des triplets
(¢'y ¥, q)e # vérifiant les conditions:

1° ¢ et ¢’ sont K'’-étalants (resp. K’-résolvants a droite);

2° F(K',¢) ) = (K'y¢')" (vesp. F applique un (K, q)-noyau
sur un (KH’, ¢')-novan).

La surjection (¢, F, ¢) -~ Pz(F) définit un fonecteur fidele Z de
e F vers .. Pour ¢ = ¢ ou n, soit Z° la restrietion de Z &4 #”. On dé-
finit de méme les eatégoriex JA,/, #° et les foncteurs Z et Z° associés & 'uni-
Vers .//0 (sans changer la catégorie donnée K* 5370). Soit X la classe des
2F-lll()n011101‘p11i,\'l’lles de la forme (¢', I, ¢), ot I est un foncteur injectif
et Fla(g)) une sous-catégorie pleine de a(¢’).

Tugorinm: 1. Z° est un foncteur ["-engendrant pour M el (//2-/;,,,
X¢, H%)-engendrant [4], pour ¢ = e on n.

Preunve. Soit P = (K°, P, fl')e 9?’0 et soit M une partie de H appar-
tenant & la saturante .# de .# dans .#. Alors M engendre une Z-sous-
structure [4] de P, 4 savoir la restriction p de P & la sous-catégorie H*
de H' engendrée par ). Comme He/; (th. 1-5 [3]) et que 7 est un
foncteur d’homomorphismes saturé, il existe une (Z‘_ S)-sous-structure
de P engendrée par B3, isomorphe a p, i.e. 7 est [T -engendrant pour M.

1°) Supposons aussi Pe %’0. Pour tout seH;, soit B, la classe
s-(K', P); la surjection j — P(j) définit une bijection de B, sur P(s)- K’,
car P, est bien fidéle. Comme P(s) K’ = Ke jl,,, il ¢’ensuit

Bee s, e B=alHy(K,P))=U a(By)e Ay,

8cH °
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1. Foncteurs K’-étalants et K’'.résolvants & droite 15

car ./l{ est un univers. Soit H'* la sous- oategorle pleme de H* ayant B
pour classe de ses unités. P étant fidele, s “H-se /Ilo, pour tout couple

(s'y 8) d’unités de ik ; en utilisant le fait que Be/// et que 44’0 est un
univers, on obtient

H = U (3"[}.3]3’€B, SeB)edi;o.

Montrons que la restriction p’ de P & H'* appartient & J/A'g; il en résultera
que p’ est la (X% }%ﬂ-sous—structure de P engendrée par M, et a fortiori
que Z° ost (,/;i ~jlo, X°?, #°)-engendrant, Z¢ étant un foneteur d’homo-
morphismes saturé. Or p’ est fidéle et p. est bien fidele. Soit s ¢B et
leP(s')-K’. Par construction il existe une (K', P)-injection FeH-s de
but seH;. Le foncteur P étant K'-étalant, il existe une (K', I’)-injection
I'es H telle que
Py =1 keK’, ou L =P).

D’aprés le théoréme 1-II1 [1], il existe aussi une (K', P)-injection Les’- i
vérifiant P(k) == L et I+ % = I". Done p’ est K'-étalant, i.e. on a p’e #7.

2°) Soit A (H") la classe des sous-catégories ¢° de H* contenant H
et telles que (P, (H, 1,6, Pg)e #°, o0l Py est la restriction de P a G )
Désignons par H''" la sous-catégorie intersection de A(H"), par p'' la
restriction de P & H'". 11 est elair que H'"” eA(H ); comme H e A (H'),
on a H'" <« ', d’oiv H" ¢ ,// Ainsi p'’ est la Z‘-sous-structure de P
engendrée par 1, et Z° est [ -engendrant pour .#. Nous allons construire
H'' par récwrrence: Posons H, = H et, si H; a été défini pour tout entier
+ < n, notons H, la sous-catégorie de H engendrée par la classe des
(K', P)-sous-morphismes des ¢léments de H, ,. On a H,_ , « H,, puis-

que P(H;) « K'. Soit ¢ = U H, et montrons que ¢ = H". En effet,
nelN

G est une sous-catégorie de H'* contenant H, et 'on a @; « Bet G « &
pour tout G*eA(H"), dest-d-dire @ = H”. Si keB,, oil seH;, alors k est
un (K’, P)-sous-morphisme de s de sorte que ke@ et a(k)e@, Aot B = G;.
Au total B = G, clest-d-dire Gy = (H,);. Si §'efy ot L' eP(s')- K, il
existe une (K’, P)-injection &'es’-H telle que P(%') = k’. Etant donné
que %’ est un (K’, P)-sous-morphisme de s’ <H,, on a k'<H, = G. Suppo-
sons de plus fes’-G et ,P(f) = k'-f’; il existe un entier »n tel que fAeHnﬁ1
et il existe un et un seul f’sff vérifiant

P(fy=f e k- =f
ear &' est une (K’, P)-injection. Or f’ est un (XK', P)-sous-morphisme

de f"‘eH,,_l; il s’ensuit f’eHn e G. Ainsi &’ est une (K’, Pg)-injection,
et Ps est K’-étalant. On en conclut G <4 (H'), d’ot G = H”'.
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16 Prolongements universels d’un foncteur

3) Supposons P = (K, P, H ye #7 et soit H' la sous- catégorie
de H engendrée par M Ea/{ Nous savons que H Evﬂo et que

c,=U (s’-H-si seHy, s'eHy)e J{O,

car P est fidéle et Jf est un univers. Or C, est la sous-catégorie pleine
de H' engendrée par M. Supposons définie une suite croissante (Cp)i.n
de sous-catégories pleines de H* telles que C; eJ/ et prenons pour C
la sous-catégorie pleine de b8 ayant pour unités les sources des (K', P)-

”

noyaux j des couples ()A‘,f"’), ol
.f((/ywt—ly f ‘ﬂ(f) n—1 a(f)

Evidemment C,_, < C,, puisque P(H;) <« K’'. La surjection (j:’,f, P(]‘))
> a(f) apphque une partie de C,_, xC,_, xK'e . #, sur (C,L)[,, par suite

(C “)06-/// et, pour la méme raison que plus haut, C,« J/O Ainsi nous
construisons par récurrence une suite (C;)..y de sous-catégories pleines

de H", , pour lesquelles C, ¢ ull Soit ¢ = | C,e.#,; notons p la restric-
nelN

tion de P & la sous-catégorie pleine (* de H'. Un (K'’, P)-noyau étant une
(K’ P) injection et un composé de (K', P)-injections appartenant

v (K’, P)", toute unité de €" est source d’une (K’, P)-injection dont le
but appartlent a H. Si feC et si f ep( f C a(f), il existe un entier n tel
que fe C, et f «C,. Pour tout noyau j de {P( f f )) tel que je K', il existe
un (X', P)-noyau j de ( f,f ) tel que P(j) = j, car P est K’-résolvant & droite;
comme jeC, , = C, ¢’est aussi un (K', p)-noyau de (f,f). Done p est
K'-résolvant & droite et on a (P, (H", ¢, ("), p)eX™ Tl en résulte, Z"
étant un foncteur d’homomorphismes mture, que M engendre une
(X", #")-sous-structure de P isomorphe i p.

4") Avec les mémes hypothéses, montrons que M engendre aussi
une Z"sous-structure p = (K", P ,0") de P vérifiant ('« En
effet, soit A’(H") la classe des sous-catégories G° de H contenant H et
telles que (P, (fl', t, @), Pg)e #", Lintersection ('* de A’ (H') appartient
a A'(H') et la relation (' = Ce 4, entraine que Z" est [ -engendrant
pour ./”A, la (Z"r‘, #")-sous-structure de P engendrée par M étant iso-
morphe & la restriction Pg. de P. Nous allons construire par récurrence
¢’ par un procédé analogue i celni utilisé pour obtenir la complétion
J-projective relative d’une sous-classe d’une catégorie munie d’une
application .#-limite projective naturalisée [4], Posons C; = H et suppo-

sons définie une suite croissante (OQ')K,‘ de sous-catégories de H'; défi-
nissons C,; comme la sous-catégorie de i engendrée parla classe Y, (U Y.,
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1. Foncteurs K’-étalants et K’-résolvants A droite 17

ol ¥, est la classe des (K, P)-noyaux des couples (f,f)eCn_;xCh_,
et oit Y, est la classe des JeH tels quil existe je Y, vérifiant §-§eC,,_,.

Eerivons ("' = {J Cy; on a "' < @ pour tout Ged’(H"), dott ("' < (.
neN

Soient (' et ' ¢p(f)- 0" - a(f); il existe un entier u tel que feC), et f'<Cl,
et tout (K’', P)-noyau de (f,f’) appartient & C,,,. Soit jeK’ un noyau
de (P(fA),P(fA’)); il existe un (K’, P)-noyau jeC, ., de (f,f) appliqué
par P sur j. Si §eC et si f-§ :f’-g, il existe un entier »' = n tel que
GeC,; alors Pélément §'eH tel que j-§' = ¢ appartient & ¥, ., = O';
ceci montre que j est un (K’, Pg.)-noyau de (f, f') et que Pa- est un
foneteur K'-résolvant & droite. Done €' e A'(H') et (" = (. Au total
(" = (" et la rvestriction p’ de P & ¢'* est la Z"sous-structure de P en-
gendrée par M. m

DErINITION, Soit I’ == (K, P, I-f') eJ/Afj et M < H. Avec les no-
tations de la démonstration dun théoréme 1, on appelle H" la sous-caté-
gorie pleine (vesp. I la sous-catégorie) stable par (K', P)-injections en-
gendrée par M ou (K', P)-stable engendrée par M. On appelle C* la sous-
catégorie pleine (vesp. €’ la sous-catégorie) stable par (K', P)-noyauxr
engendrée par M, ou (K', I"Y'-stable engendrée par M.

Remarque. Le fait que P est fidéle et P. bien fidele n'a été utilisé
dans la démonstration précédente ue pour démontrer que H.’ev/;(, et
f'e./;[,; dans tous les cas la méthode indiquée permet de counstruire les
sous-catégories (resp. xous-catégories pleines) (K, P)-stables engendrées
par une sous-classe de H.

PROPOSITION 4. Soit P = (K', P, H')e #}. Soient (II,7) et (I, )
des foncteurs {I}:-produit naturalisé (déf. 1-IV [1]) sur H' et K* tels que
P appligue 7 sur z. Si K' est stable powr IT (Cest-a-dire [T(K'7) = K')
et si H' est une sous-catégorie pleine de H* stable pour 1?, la sous-catégorie
H** pleine (K’, P)-stable engendrée par H est stable pour Hsie=e (resp.
st e =n et si I est fini).

Preunve. Nous reprenons les notations de la démonstration du thé-
oréme 1; done H® = H' et H" = (. — Soit sjeH,' pour tout iel. 11 existe
des (K', P)-injections jieH s}, ot s; = f(j)eH. On a

8 =1II(s)igeH et  I(P(j))reK’.

D’aprés la proposition 15-IV {1], j = IAI(ji)k,- est une (XK', P)-injection
de but SeH. Par construction de H’ (th. 1), on obtient 8’ = a(j)eH’.
Puisque 8" = ﬁ(s%)id et que H™ est une scus-catégorie pleine de ﬁ’,
cette sous-catégorie est stable pour II. — Soit ¢ = n et supposons montré
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que C;, (th. 1) est stable pour Jig pour tout m << »; soient s; des unités
de C,; il existe un couple (fi, fi)eC,_; xC, ; admettant un (K’, P)-noyau
ji de source s; pour tout iel. La sous-catégorie (;_, étant stable pour
fl, on trouve

F=T(fdiaeCoy et f =I(f)ixeCuy.

Le couple (P(f),P(f)) admet pour noyau le produit /7(P(j))eK’, de
sorte que la (K’, P)-injection j' = f[(j;),»d est un (K’, P}-noyau de (f, f).
Par suite j'¢C, et «(J’) =fI(s£'),-de(7,L. Ainsi la sous-catégorie pleine
¢, de H* est stz}ble pour T et, par récurrence, ceci est vrai pour tout
entier n. Si k;eC pour tout ¢el et si I est finie, il existe un entier » tel
que k;eC, pour tout iel, et par conséquent on a f[(k[),‘decn < (. Ainsi
(" est stable pour IT et la restriction p de P & (' ost un foncteur z-com-
patible. m

2. CONSTRUCTION D’'UN PROLONGEMENT FK'-ETALANT
D'UN FONCTEUR

Soient ¢ un foncteur fideéle de L' vers K et II' une sous-catégorie
pleine de L°.
DériNrrioN, On dira que L° est g-engendré par H si, étant donné

ceLy, o'eLly et geqlo) -K-q(o),

on & geq(o’'-L-o) lorsque ¢g-q(o-L-s) < q(a’'-L-s) pour tout seHj.

Si g, est bien fiddéle, cette définition entraine que, si oeLj, o' el
et i q(o"-L-s) = ¢(o-L-s) pour tout seH;, on a ¢ = ¢'. En effet, il existe
alors jeo'-L-o et j'eo-L-o’ vérifiant q(j) = ¢(j’) = ¢(a); il s’ensuit
' =4""eL;, A0l jeL;. )

Désignons encore par 8,x le foneteur canonique (voir §0) de I°
vers SVt(,//ZA, H#)" associé &4 ¢ et & H. On voit que L' est ¢g-engendré par I
si, et seulement si, on a ¥ed,x(L) lorsque

oely, d'ely, geq(a’)-K-q(o)

et que ¥ est une transformation naturelle de 46,5 (o) vers &g pn(0’) qui
est une sous-transformation naturelle de dg.(g9)-¢* (notations §0); dans
ce cas et si g, est bien fidele, la restriction de 8, z & Lg est injective. D'une
maniére intuitive, L est g-engendré par H si d,x (L) définit une sous-
catégorie ,relativement pleine’” de m(jz , H*)D,

PROPOSITION 5. Supposons que L' soit g-engendré par H et soit
p=(E",q,H"). 8i ® est un foncteur de I' vers H* admetiant 8 pour limite
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projective dans p [4), alors © = (L', @, I') admet s pour limite projective.
En particulier, si p est compatible avec les I"-limites projectives, (I.°y ¢, H")
Uest aussi.

Preuve. Soit (@, 7,5) le triplet définissant la limite projective
naturalisée @, ol s est le foncteur constant sur s et olt 7(¢) est, pour tout
iely, la projection canonique de s vers @(i); soit (¢, 7, €) le triplet défi-
nissant la transformation naturelle 0 = p@; par hypothése 0 est une
limite projective naturalisée. Le triplet (@, 7, §) définit la transformation

naturelle @ = (=L, ©,I"). Soit ¥ une transformation naturelle définie
par un triplet (@, 7', o’), olt o’ est le foncteur constant sur o' e Ly. Puisque
0 est une limite projective naturalisée et y = ¢¥ une transformation
naturelle vers ¢ == p-®, il existe un et un seul g = limyype K vérifiant
iy =y, cest-i-dire t(i)-¢g = ¢(v' (7)) pour tout ielj; montrons que
geqls-L-o’). Fn effet, xi §eH; et si feo'-L-§, le triplet (®,7",§), olt
() = t'(i)-], définit une transformation naturelle ¥’. Comme 6 est
une limife projective naturalisée, il existe

glfy =lim, W es-H-& tel que  z{)g(f) = 7"(i)
pour tout iel); de plus les relations
Ty pla(h) = ple()-g(H) == p (7 @) = q(T () f) = ()9,

ot f— ¢(f), enirainent p(y(f)) = ¢-f. car 0 est une limite projective
naturalisée. I s'ensuit g-feg(s-71-8), d'otv ¢g-¢(a'-L-§) < q(s-L-§). Par
conséquent, il existe un ges-I-¢' vérifiant ¢(g) = g. Le foneteur g étant
fidcle, § est 'unique élément de I tel que @§ = ¥. Donc § = limgW
et @ est une limite projective naturalisée définissant s comme limite
projective de @. La proposition en résulte. m

Soit p = (K°,p, H") un foncteur fidéle tel gue p. soit bien fidéle
et que p(H) < K’, ot K’ est une sous-catégorie donnée de K°. Nous
désignons par ¥ (K, p) la classe des couples (@, ) vérifiant les conditions:

1°Q = (K", @, (') est un foncteur fidéle et @, est bien fidele;

2° F est un foncteur bien surjectif & gauche d’une sous-catégorie
pleine ¢* de C* vers H* et p-F est une restriction de ¢

3°0nad(; c a(Cs(K',Q)") et, a fortiori, Q(C;) = K'.

La condition 3 signifie que ¢ est la sous-catégorie pleine stable par
(K', @)-injections engendrée par €, si @ est K'-étalant.

THEOREM: 2. Il existe un couple (q, (Hy ¢, H‘))e%‘(K’,p) vérifiant
les conditions:

1° ¢ = (K", q, L") est K'-élalant et (K', p) <= (K', q)".

2° L* est g-engendré par H.
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3° 8 (Q, F)e€(K', p), il existe un wunique fonctewr F’' prolongeant
F tel que
¢F =Q e F(E,Q)=(K,q

Preuve. Soit i() la classe des couples (s, k), olt seH; et hep(s) - K'.
Nous désignons par Fi(s, k) la classe des couples (f, &) tels que §<HJ,
fea(k)-K-p(8) et quil existe hes-H-§ vérifiant p(h) = k-f; I'élément
h est alors déterminé d’une maniére unique, puisque p est fideéle. Soit
L la classe des triplets

g = (('5"7 ]"/)’ 4, ('?7 k))a
ol

1° (s, k) eLs, (s, k) el gea(k') K- u(k);

2° Si(f, §)eEz(s, k), on a (g-f, §) < Fs(s', ).

Si geL et 51 §' = ((s", k'), ¢, (s'y k)L, pour tout (f, §)eEs(s, k) on a

(9-F, 8 eBi(s, k), Do (gg-f,8)eliz (s, k");
il s’ensuit g'-gei, en posant
§g=A6s"%"),9"9,(s, k).
Muni de la loi de composition (§', §) — §’'- ¢ ainsi définie, L' est une caté-
gorie, dont nous identifions la classe des unités & L. Puisque p(Hj) < K',
on a (s,p(s))eL pour tout scH;, et H" s'identifie a4 la sous-catégorie
pleine de L° ayant pour unités les couples (s, p(s)), ot seH;. La surjec-
tion § — g définit un foneteur fidéle ¢ de L° vers K': on a q(s, k) = a(k).
— Soit
(8,k)eL; et K eg(s,k)K';
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2. Construction d’un prolongement K’-étalant d’un foncteur 21

Si(f, 8)eEs(s,k-k')et si hes-H-§et p(h) =k -k -f,ona (k' -f,§)<E;(s, k),
de sorte que
E o= (s, k), Ky (s, k- k"))
appartient a L. Montrons que & est une (K', ¢)-injection. En effet, soit
§=(8,0),9, (s, k)eL, ot g =qlg) =k"g.
Pour tout (fy, §) < F; (81, k1), la relation (g-f,, $) e E; (s, k) assure 'existence
d’un h'es-H-§ tel que

Py = kg fy =k k¢ fi,

ie. (g fi,8)eEs(s, ko). On en déduit que ((s,k-k'), g (51, ky)) est
l'unique élément ¢ de L tel que §(§') = ¢’ et k'-§’ = §. Ainsi &’ ext une
(K, (})-injection. En particulier, toute unité (s, k) de L* est une (K', q)-s0us-
structure de s.

— Soit g == (K7, 4, L") la (4, )%)-proje(‘tion de ¢ construite dans la
proposition 1. Nous savons que L’ est la catégorie quotient de L puar le
NOUS- 01()111)01(19 J* de L' formé des st tels que q(f)eA. On a {(s,, k),

, k) ed si, et seulement s,
(s, /‘.)fj:‘;y {$1, h)ef«", ¢ = u(k) == a(k,) et Eg(s, k) = I (s, b))

pour tout §efl;. Par suite L; x'identifie au quotient Lgry, ol 7, est Ia
relation d'équivalence:

(s, k) ~ (87, k) =i, et =seulement si, (k) — (k) et Ez(s, k) = Es(8,, k).
De plus L° est la catégorie quotient strict de L' par la relation
d’équivalence r:

b~k i, et seulement si,
Glhy = qUi), alh) ~ alh’) et plh) ~ pk'y),

et Ton a g(hmodr) = ¢(h). Soit 7 le Ps-épimorphisme canonique de L°
sar L°; la restriction de 7 &4 H" est un isomorphisme de H' sur une sous-

catégorie pleine de L', que nous identifions &4 H'; alors ¢ admet p pour
restriction & H'. Le foncteur ¢ étant fidéle, la surjection :

i = hmodr — (B(k), q(R), a(h))

est une bijection de L sur une partie (L) de la classe L’ des triplets
g = (¢/, g, o) vérifiant les conditions:

1° ¢ = (s, k)ymodry, ¢’ = (s', k')modr,, qea(k’)'K-a(k);

2° Pour tout $ecH;, on a (g-f,8)eB;(s', k') si (f,$) (s, k).
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22 Prolongements universels d'un foncteur

Bi geL’, Ia condition 2 est indépendante des représentants choisis de o
et o', par définition de r,; elle entraine
b= ((s’, E), g, (s, I\'))si, d’on  § == ¢(hmod#)e (L),
Au total {(L) = L', de sorte que nous pouvons identifier L & L'; on
a alors ¢(7) =g. Bi o= (s, H)ymodrgely, on a (o,f, 8L pour tout
(fy8)eE; (s, k), de sorte que Ei(s, k) = q(o-L-§) x{§}. La condition 2
précédente peut donc étre remplacée par:
27) Pour tout §elij, on a ¢g-q(o-L-§) < q(o'+L-§). Cecl signifie que
L' est g-engendriée pax I1.
— Soient oeLj et X eq(o)- K’. Nous avons vu que
B (s, k), K (s, o k), ol o F(s, k),

est une g-injection; d’apres le corollaire 1 de la proposition 3, I'élément

B P = (o, KT (s, k1)
est une (I, ¢)-injection. Ainsi ¢ est A'-étalant., Xn  particulier, si
o = F(s, p(s))eF(H), on trouve

B oy K F (s, k) (7 g ).
Si de plus il existe jes- (K, p) tel que p(j) = k', lnvelation (s, k') ~ (u(j),
pla(j)) entraine I’ = 7(j). Comnie JI* a été identifié & 7(I[)", on obtient
(Iflﬁl))iu < (K, (1)
— On a (q, (H*, . 17)) 6 (K7, p). Supposons que on ait (¢, F)e (K, p),
olt

0 = (K',Q,C) et I —(H,F, ().

Soit #eCy; par hypothése, il existe une (K’, Q)-injection keC-¢ telle que
e = f(k)eC. 11 s'ensuit oeLy, ot 0 = (s, k)modry, s == I'(e) et k = Q (k).
8%l existe une autrve (A, @Q)-injection k' eC-é telle que ¢ == p(k')e(,
montrons que

(', KYea, ot s = Fle) ot & = Q(k').
En effet, soit (f, §)eby(s, k); il existe hes-H-§ tel que p(h) = k-f ef,
F étant bien surjectif & gauche, il existe hee-¢ vérifiant F(h) = h. Par
définition d’une (K, g)-injection, il existe feC satisfaisant aux dgalités
Qf) =f et k-f =h. 11 en résulte *'-fee'-C-a(h); la sous-catégorie ¢*
étant pleine, on a

BfeC, dou A = F(k f)<H.

Puisque

pW) =p - F& f) = Q& f) =Fk"f,
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on trouve (f, §)eF; (s', &'). De méme, on montre que Kz (s', )< L (s, k).
Au total Eg(s, k) = E;(s', k') pour §ellg, cest-d-dire (s, k) ~ (s, /c’)nm(p'(,.
Désignons par I (¢) Ia classe o< L ainsi obtenue. Soit de plus meé; - C- ¢,
ol ¢, est Ia source 'wme (I, Q)-injection k;, de but e, eC. Posons

g Qm), o= FUE), s Fle), k= Q).

Avee les notations précédentes, on a }11‘m-fe(‘l'("'u(']) < (', el par suite
b= 1”(7;1'7Il"f‘>511’§. (‘omme
Py = pe By mef) = keygef,

on trouve (g-f, §elz{x;, b)), ce qui entraine gel, ou g - (o5, g.q).
Eerivons F'(m) = g. La surjection wm - ' () définit un fonerewr /7
de € vers LY, car ) et ¢ sont fidelex. I admet I” pour restvietion a €7
et on a ¢-F == (. En particulier I"'(I:') est la (K7, ¢)-injection (s, bl
Sik7 est une (A7, Q)-injection de but é pour la méme raison AV
est une (K7, ¢)-injection, -k étant une (K7, )-injection de but appar-
fenant a4 (. De Pégalité 1«"(/?)-.1«"(@:") = 1"'(}.“/:'”) ot du théordme 15111
[1], on déduit que 1"’(/:"’) est une (K. g)-injection. Troue F/{{R, Q) )
< (K, @b . S btait un antye prolongement de £ franstormant une
(K, Q)-injection en une (K', ¢)-injection et tel que ¢- £ == ¢, pour toute
(K', Q)-injection I de source ¢y de hut e, on a 1""(2') E 7’”(/‘\'). ear Ik
est Punique (K7, ¢)-injection de but F(e) appliquée par ¢ sur f,i(/l‘»: it
s‘ensuit F(é) == F'(é) et F' et B ont done méme restriction a €3
a(Co- (K, Q) ); Pégalité - F' == ¢ F” entraine F' — F', étant donne
que ¢ est fidele, ce qui achéve 1a démonstration. s

COROLLATRE 1. Soit @ wn fonctewr de I veis H* admellant s powr Limile
projective dans p; alors @ - (L', 1) admet s ponr wmite projectice
(notations du th. 2). 8i p est compalible acec les nwoyair, (L7 o, 1) Uest
anssi.

En effet, ce corollaive vésulte de la proposition 5, puisque L' est
q-engendré par H. w

COROLLAIRE 2. Reprenons les notations dw théorcme 2. Soit (I, =)
un foncteur {I}-produil naturalisé sur K° ftel que (K < K. 8i p est
g-compatible (déf. 3-IV [1]), ¢ est m-compatible.

Prenve. Les notations sont celles de la démonstration du théo-
réme 2. Soit

a; = (8;, ki)modreely pour tout iel.

11 existe un produit naturalisé ((p[)id, s) de (s;)ir dans H' tel que

(p(P)icr, P(8)) = a(p(s:)ict)-
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Désignons par ((pi)is, ) le produit naturalisé m{u(k))ir; on a k =

=[] kiep(s)-K’', de sorte que (s, k)eL;. Montrons que o == (s, k)modr,
iel

est le produit de (o;)i; dans g¢. En effet, si (f, §)eH;(s, k), il existe

hes-H-§ tel que p(h) = k'f; les relations

prhesg H-§8 et ppeh) = pp)-kf=1Ikpf
entrainent (p;-f, §) eE;(s;, k;), d’olt
PL’ == ((757}){', oyelL.

Supposons que 'on ait §; =: (o, ¢i, ¢')e.L pour tout iel, olt ¢ = (s', k')
modr,. 1l existe g = [g/ligee- L. Si (f', ) ellz (', 1), on a (g;-f, e
eE: (s, ki), ce qui assure Pexistence d’un Ajes; - I[-§ satisfaisant Pégalité
Plhi) = kiogi-f . Soit ' == [h;]q; alovs

p(h) = [ Yier = kg f lia == Ukigilia S
Puisque
Pp) kg = kipiog = kg

pour tout i¢el, on obtient /g == [k ¢iliy, el par suite p(h') == k-g-f.
Ceci signifie que (g-f', §)eEs (s, k), ¢est-a-dire gelL, ou § = (7,4, d').
De plus § = [§ilir, car

’

75;5 = (0’;,1);'!/, O'l) = (i, 4:;,0).
Done ¢ est un produit de (0;),.;r dans ¢. Le corollaire s’en déduit. m
Remarqgue. Supposons que K’ so0it la classe de tous les mono-
morphismes de K° et posons K = (K',p) . D’apros les vésultats du
chapitre V [1] dont nous reprenons la terminologie ¢t les notations, il
existe une extension ¢* de (K', K', p*), on p* est le foncteur dual de p
(théoréme 12-V [17): On sait que g est un foncteur K’-étalant (K°, g, L'),
la catégorie L étant le quotient striet de 3 (K’, p) par une certaine relation
d’équivalence, et I étant une catégorie & H-projections. Le couple
(@, (H', 1, H")) appartient &4 #(K’, p); d’aprés le théoréme 2, il existe
un foncteur F’ prolongeant le foncteur identique de H* et tel que ¢-I"
= §; ce foncteur n’est pas surjectif. Intuitivement le théoréme 2 signitie
que g est ,,le plus petit” foncteur K'-étalant admettant p pour restriction
& une sous-catégorie pleine. En précisant ce résultat, nous montrerons
dans le § 3 que g résoud un probléme universel moins fin que le probleme
de I'extension dont ¢ est solution (th. 12-V [1}).
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3. PROLONGEMENT MINIMAL D’UN FONCTEUR
EN UN FONCTEUR K'-ETALANT

Le symbole £ peut étre lu ¢ ou » et les notations sont celles des § 1-2.
Nous désignons par #, (resp. par #,°) la classe des couples (¢, ()
vérifiant:

1° ¢ = (K", ¢, ") e #; et ¢ définit une sous-catégorie pleine de €°;

2° (* est la sous-catégorie pleine (resp. sous-catégorie) (4, ¢)°-stable
engendrée par €.

Posons & = #’' ou #''. Soit £° la catégorie dont les éléments sont les
triplets F = ((qg, Cy), I, (qy, Cy)) tels que

W= (g C)ey  pour Q=1 et 2, (qu, F', q)e #7, F'(C) < Oy,
Ia loi de composition étant
(g, Gy ug), gy F'y )} - > (g, G F'y 1)

si, et senlement si, wy; = w,. La surjection F - (p,, F, p,), ol p; ext
la restriction de ¢; & (] et ol F = (5, F'(, (']}, définit un foncteur
Ti de 7 vers o#; ce toncteur p; est fideéle, car g; est fidele et ¢, bien
fidéle.

Soit 7, la  sous-catégorie de s formée des (¢, F, q)e # powr
lesquels F = (II"", F', H') est bien surjectif & gauche et g(H;) < K",
¢ (Hy')y= K'. Désignons par £° la sous-catégorie de Z° formée des £'e.Z* tels
que Y (F)e # et par 1% le foncteur (A, Y5 ¢, %) restriction de Y.

THEOREME 3. Pour £ == #' ou A e ¢ =¢ ou n, le foncleuwr Yo
admet un adjoint & droite: Si p = (I, p, H) est un foncteur fidéle tel que
P, soit bien fidéle et p(Hy) = K’ et si g est le prolongement de P construil
dans le théoréme 2, alors p engendre wne Y'y-structure colibre (py, H), oit
Pe est une vestriction de q et ply. = q.

Preuve. Soit ¢ la catégorie joint des foncteurs ((#,,:, #,), YY)
construite par la méthode de la proposition 36-I1 [1]: elle admet 7,
et Z° pour sous-catégories pleines et ses autres éléments sont les triplets
{pa F, (9, C)) tels que

(€, 0)eZy et (p, F, (K", Qu, C"))eH,.

Dire que pe #, engendre une Yi-structure colibre u signifie que p admet
u pour (£, £*)-éjection (app. I [1]). — Supposons p = (K, p, H')e(#1)y:
notons ¢ le foneteur (K°, ¢, ') du théoréme 2, dont nous reprenons les
notations; H* est identifiée & une sous-catégorie pleine de L°. Comme
Ly = a(Hi- (K, "), la catégorie L* est la sous-catégorie pleine stable
par (K’, g)-injections engendrée par H. Puisque /lfo est un univers et
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26 Prolongements universels d'un foncteur

que He.#, et Ke.#,, on a Lyc HyxKe.#,, Qo Lj = Lyjree .4,
et Le#,, cavr L < Lyx K X Lge.#,. 11 s’ensuit

ge #, (¢, H)eA" et % =(p, H", (g, H))e £".

Supposons F == (p, F, (@, C))s!?e et Q@ = (K0 ,0"). Alors (@, F)e
€€ (I, p) et, A’aprés le théoréme 2, il existe un foncteur unique ' pro-
longeant F et tel que

CF =Q et F(K,Q)) < (K,q

19) Soit #* = = "% le triplet ((¢, H), ¥, (Q,C)) est I'unique él¢-
ment ¥’ de #7° vérifiant j5. - F = F, de sorte que j% est une (4, #"%)-
¢jection; on posera ¢ == po.

2% Soit fe = J'°, Désignons par pi- la restriction de ¢ & la sous-
catégorie H''® stable par (K, g)-injections engendrée par H'; on a

Joer = (py H', (plery H)) e 7.
Nous d]l()ll\ montrer gue F'(¢) « H”, dolt il résultera que ((p,( , H),
(H'", F, 0, (0, C)) est l’unlque élément F' de #'° tel que j5- - F,
c’ost-mdne que jo- est un (%””‘, H''")-bjecteur, En effet, C' étant Ia
sous-catégorie stable par (K’, @)-injections engendrée par ¢, on a €

= {J H, d’aprés la démonstration du théoréeme 1, ot H, == € et ou I,
HelN

ext la sous-catégorie de ¢ engendrée par la classe A, des (K', Q)-sous-
morphismes des éléments de H, ,. On a F'(I,) = F(C) <« H < H",
Supposons prouvé F'(H,_,) « H'' et soit ¢'eAd,; il existe

(g, K, h,g)e1C', o gel, |, Ke(K,Q N, ke(K', Q) .
Par suite

(F'(q), ' ('), F' (k), F'(g'Verll”, ou F(g)eH”

et ot F'(k) et F'(k') sont des (K, q)-injections appartenant a H'’, car
ce sont des (K', ¢)-sons-morphismes de leur source qui appartient a H'';
il s’ensuit que F'(y') est un (K', g)-sous-morphisme de F'(g)eH'’ et,
comme tel, on a F'(¢)eH". Done F'(4,) =« H'; d’ou F'(H,) < H"
pour tout entier n par récurrence, et

F0) =) F'(H,) =« H".

neN
3%) Supposons ¥* = #'™, Soit p = p% la restriction de ¢ & la sous-
catégorie pleine H® stable par (K',¢)-noyaux engendrée par H; alors

e = (py H', (ple, H))e #™.
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Pour voir que jy o est un (52", #")-djecteur, il suffit de montrer que
Ton a F'(C) =« I on en déduira que

((phes ), (L7, 27, C°), (9, 0)

est Punique diément 7 de A tel que jy- I = F. Or, ’aprés le théoréme
1 dent nous reprenons les notations (en v remplagant £ par @), la sous-
catégorie pleine €' stable par (K', Q)-noyaux engendrée par ¢ est telle
que ¢ = J C,, la suite (€',)) étant construite par récurrence a partir

HeN

de () = € (car " est pleine dans ¢°). On a
() = F(C) < I < II.

Nupposons prouveé [V, ) < 1~]; pour tout ee(C,), il existe un couple
(g, ) Qéléments de ', , admettant un (', @)-noyau j de source c¢;
puisiue F'(yg) et F'(¢’") appartiennent a H et que (F’({/), F'(¢")) admet
F(j) pour (K, g)-novau [ear F'(j) ext une (K, ¢)-injection), on obtient
I"’((')ef[(). Ly sous-catégorie II' de L' étant pleine, 1 (C,) < 1~[; Ao,
par véeurrence, I (0) o 1I.

1) Entin, soit £ = 7", Notons I T sous-catégorie stable par
(K, ¢)-noyaux engendrée par I, Soit pl, . Ia restriction de ¢ A 1:!"; alors

o = py Iy (Pery H)je 27"

H nous suffit de méme de montrer que IV (C) < I’ pour prouver ue
G estun (7", ") -Gjecteur. En effet, en vertu du théoréme 2, on a
C==1JC, avee (| =(Cet PC)cH.

e N
Supposons veérifide lu relation 2V (¢, ) < . si (g, 9 ) eC %Oy adnet
j pour (', Q)-noyau, F'(j) est un (£, ¢)-noyan de (I (g), F’(g’))efl’ <1
D’apres la définition de I~1’, on a .Z'"(j)efl’. Soit de plus feC, tel que
f =3jfeC, .. On trouve

g f =g jfegif=uf
et les relations

F/(f/)ﬁ}f' ot -l‘”(,’/)'l‘”(f,) e 1,*/(‘(/./-/) e .Z’V({]I)'F/(fl)

assurent lexistence d'un et d’un seul hell’ tel que F'(f) = IF'(j) k.
Comme F'(f') = F'(j)-F'(f), on obtient F'(f) = heH'. La catégorie
¢, étant engendrée par la classe des éléments des deux formes j et f con-
sidérées ci-dessus, on a F'(C,) < bid et, par récurrence, F'(0) < .
Ceci achéve la démonstration. m
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28 Prolongements universels d’un fonecteur

COROLLAIRE. Advec les notations du théoréme 3, soit (IT, x) un fonctewr
{I}-prodwit naturalisé sur K° tel que [ (K'Y « K' et que P S0it m-compa-
tible; alovs p%p est m-compatible pour ¢ = e (resp. ¢ = n si I est fini).

En effet, py. = ¢ est m-compatible d’apreés le corollaire 2 du théoréme
2; la proposition 4 entraine donc que p’% est z-compatible. Remarquons
que P’ peut ne pas étre z-compatible. m

ExEMPLE. Soit p Vinjection canonique d’une sous-catégorie pleine /1°
de I vers K. Si K’ est la classe de tous les monomorphismes de A,
alors p engendre une Yg-structure colibre (py, H), oit p% est I'injection
canonique d’une sous-catégorie de I vers K°, les catégories a(pl-) et
a(ply) étant respectivement la sous-catégorie pleine et la sous-catégorie
stables par noyvaux de K" engendrées par H. Par contre si H' n’est pas
pleine dans I°, le foncteur py peut ne pas étre injectif. Soit # la classe
ayant pour seul ¢lément la catégorie I° formmée de deux morphismes de
source 0, de but 1. Une application .#-limite projective naturalisée s
sur K* est appelée application noyvau naturalisé; supposons que A’ soit
Ia classe des noyaux associés & un tel g. Alors p engendre une Y. -strue-
ture colibre (pl, H), oft phy = (K", ¢, fl'), la catégorie H* étant le support
de la #-complétion projective de H dans (K", u) au sens de [4]. En fait
H™ est aussi la sous-eatégorie (I, P)"-stable engendrée par I, pour

2= (K K°).

DEFINITION, Soit (py, H) une Yg-structure colibre engendyiée par p.
Bi L = A (vesp. = H''), on appelle p% le prolongement plein (resp. le
prolongement) K'‘-minimal de p, ou encore, si ¢ = e, le prolongement
plein (resp. le prolongement) K'-étalant minimal de p et, si ¢ = n, le
prolongement plein (resp. le prolongement )K'-résolvant & droite mini-
mal de p.

Supposons encore que K soit une catégorie. Soit K* une sous-caté-
gorie pleine de K* telle que K° soit une catégoric i Iv(-éjections [1]. Sup-
posons donnée une application (I[',ff)-éjection naturalisée 7 telle que
7(e) = e si eejf(;. Prenons pour K’ la sous-catégorie de K° engendrée
par 7(K,). .

Prorostrron 6. Soit P = (K°, P, H") un foncteur et 0= (j()
Pour que P soit K'-étalant, il faut (resp. il faut et il sufﬂl 8i K(J ‘K < K)
que H' soit une catégorie & i g éjections et que P soit (r, H) compatible (Aéf.
20-1T1 [1]); H" est alors la sous-catégorie-pleine stable par (K', P)-injections

engendrée par H.
Preuve. Supposons que P soit K'-étalant et que s eH,;. Puisque
(P (s ))eK’, il existe une et une seule (K’', P)- injection % es' H telle que
Pk ’ = T(P § )). D’aprés la proposition 27*-IIT [17], & est un (H°, H)
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3. Prolongement minimal d’un foncteur en un foneteur K’-étalant 29

éjecteur. La surjection s’ — ' ainsi définie est une application (H°, H )-
éjection naturalisée r appliquée par P sur 7; autrement dit, P est (v, H )-
compatible. D’aprés le théoréme 1, A" est la sous-catégorie pleine (K', P)°-
stable engendrée par H — Inversement, supposons que P soit un fone-
teur (7, I—i) compatible. Soit s'<H; et k’eP( VK’ sl k’gf([,, on a k’
= 7(P(s")}, de sorte qu’il existe un (H", H) éjecteur kes'-H avee P(K)
= k’. Soit fs? ‘H et P f) =k"-f. 8 a f)eHﬂ, il existe feH tel que
f# X f, d’ott P f) =k P(f) puisque k' est (K, K) régulier gauche.
il s’ensuit P(f = f". La relatwnf’elv((;-K entraine a(f’ )eIx, si K ‘K < K
et par suite a(f)ef[. Ainsi le cas précédent est le seul possible. Donc &
est une (K', P’)-injection et P est K'-étalant. m

Cororratre. Soit p = (K°, p, H') un fonctewr fidéle tel que p, soit
bien fidcle. Si ¢ = (K', 4, L") est un prolongement plein K'-minimal de
p et si L :E{(I;’), ln catégorie L° est béjem’ons et q est (7, i)-mmpa-
tible.

La proposition 6 et son corollaire montrent que, dans le cas du
corollaire, le prolongement plein ¢ de p résoud le probléme du plongement,
de p en un foncteur ,,minimal” compatible avec les djections.

Remarque. La proposition ¢ est également vraie si 'on suppose
que 7 est une application (K-, i\’)-éje(‘-,tion naturalisée multiforme partielle,
i.e. une application de K dans la classe des parties de K assoeiant i e
une classe (éventuellement vide) de (A7, Ii")-éjecteurs de but e,

4. CAS DES FONCTEURS VERS UNE CATEGORIE D'APPLICATIONS

Dans ce paragraphe, nous supposons que K° est la catégorie pleine
A d’applications associée a P'univers .#, et que K’ est la classe .4 des
injections canoniques. Un foneteur .#°‘-étalant est alors un foneteur
[-étalant [4] et un fonecteur .#'-résolvant 4 droite est un foncteur ré-
solvant & droite an sens de la définition 8-IIT [1].

Prorostrroxy 7. Soit P = (#,P H Je 5 un  fonctewr d’homo-
morphismes saturé et soit H' une sous-catéqorie pleine et saturée de H'. La
restriction de P a la sous-catégorvie pleine (resp. & la sous-catégorie) stable
par (A, P)-injections si e = e et par (#', P)-noyanr st ¢ = n engendrée
par H est un foncteur d’homomorphismes saturé. :

Preuve. Reprenons les notations de la démonstration du théoréme 1.
Dire quejefl est une (#°, P)-injection signifie que «(j) est une P-sous-
structure de f(j).
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30 Prolongements universels d’un foncteur

1°) Soit ¢ = e et désignons par p’ et p’’ les restrictions de P & la
sous-catégorie pleine H'* et & la sous-catégorie H'* stables par (#°, P)-in-
jections engendrées par H. Pour montrer que p’ et p’’ sont des fonc-
teurs d’homomorphismes saturés, il suffit de montrer que H'* et H'"
sont des sous-catégories saturées de H'. Or ces catégories admettent B
= a(Ill; (K', P)") pour classes de leurs unités. Soit s'eB et f'eH, s';
il existe se dont s est une P-sous-strueture; soit f une bijection
de P(s) sur M telle que N

fla) = P(f)(2) si xeP(s).

Puisque P est un foncteur d’homomorphismes saturé, il existe feH:-s
tel que P(f) = f; on a feH, car H" est saturée. Comme f' ost un (.#*, P)-
sous-morphisme de f<H, on a

fleH" " <« H-s'.

Donc H''* et H'* sont saturées.

2°) Examinons le eas oll & = n; pour voir que les restrictions p et
P’ de P i la sous-catégorie pleine (* et & la sous-catégorie €'° stables par
(.#', P)-noyaux engendrées par I sont des foncteurs d’homomorphismes
saturés, il suffit de montrer que € et '* sont des sous-catégories saturées
de II". Posons L = (! ou (' D’apres le théoréme 1, on a L= UVL'”

nel

o L, = H; ainsi L, est saturée. Supposons prouvé f{;-(L,L_I){, < (L),
et soient s'e(l,), et f’eﬁ;'s’. Il existe un couple (¢,¢')eL, XL, _,
admettant un (', P)-noyau jeL, de source s (en d’autres termes s’
est un P-noyau de (g, ¢’)). Comme plus haut on construit un fefl;w(g)
dont f' est un (., P)-sous-morphisme. I’hypothése de récurrence en-
traine fe(L,),, Q’ol

g1 =g f 'L, et g =g f L,

Le couple (g, g1)eL, XL, admettant j' = f-j-f"~' pour (.4, P)-noyau,
on a j'eL,,,. Si L = C, la sous-catégorie L, est pleine, et f'e¢L, ;. Si
L= (' onaaussifel,,,,crjf =fjeL,. Danstous les cas, ﬂ;-(L,,)5
c (Liny,);. Par récurrence, on obtient
Hy-Ly = U Hy(Lp)y < \UJ Lyyr = L.
neN neN

11 g’ensuit que I* est une sous-catégorie saturée de H.u

Soit p = (4, p, H') un foncteur fidéle tel que p, soit bien fidéle.
Si seH;, posons g == p(s) et, pour heH, désignons par b la surjection
définissant Papplieation p(h).
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Prorositiox 8. Tout prolongement plein (resp. prolongement) A -mi-
nimal de p est un foncteur d'homomorphismes saturé, pour ¢ = e on n.

Preuve. Soit ¢ = p%, le prolongement plein .#“-minimal cano-
nigue de p considéré dans les théorémes 2 et 3 dont nous reprenons
les notations. Rappelons la construction de la catégorie L° telle que
q = (A, q,L'): Soit L la classe des couples (s, (s,¢, M)}, oit sell}
et M < g5 pour tout §eliy, soit (s, M)§ la classe des hes- H-§& vérifiant
I(8) = M et soit Fi(s, M) la classe des couples

(L f,8),8)e M- -3:<48), ol (3,f, Hepl(s, M)§.

Soit r, la relation d'équivalence sur I:[,:
(v, (ser, M)~ 187, (8% 1, M) sy et senlement s,
M= M el Exsy My — Ex(s', W) pour Sell.

Liv classe o= {3, (s, r, M)ymodr, sera notée [s, M| et on posera q(n)
~ M. On w Lj = Lifry ef L est In ckisse des tripletx § — (o' g, ). olt

gely,o'eLy et geqlo') A -y(a)

tels que, si feq(o-L-§), on ait g-feq(o’-L-%). De plux ¢(g) = g. Nous
identifions 1" & la sous-catdgorie pleine de L° ayant pour unités les classes
{,s]. — Montrons gue ¢ est un foncteur d’homomorphismes saturdé,
En effet. soit ¢ = [s, M]eL; et f une bijection de M sar M. Puisque
7 est un foncteur ’homomorphismes saturé, il existe un el s applh-
qué par p sur une bijection admettant f pour restriction a M. La classe
o' == (), ') est une g-sous-strueture de g{(g) (théoreme 2): comme
gell’ et
.('/! S (/')((7)~fa ’7) - .‘7'('5)7 ly (")ETM

il existe f == (a’,f, o)eL tel que (3(7), ¢, o’} = g Il s'ensuit que le
foneteur bien fideéle ¢, est un fonetewr d’hypermorphismes saturé. Ni
de plus cell, on o f(jj) = o' et Jell, c’est-a-dire [I* est une sous-eatégoric
saturée de L'.
— Irapreés Ia proposition 7, les restrictions pop de ¢ aux sous-catégories
et sous-catégories pleines (' q)-stables engendrées par H sont des
foncteurs d’homomorphismes saturés, car ¢ en est un et II® est saturde
dans L*, Ceci achéve la démonsiration, tout prolongement plein (resy.
prolongement) .#“-minimal de p étant isomorphe dans 7" & ple (resp.
aQ pler).

Si a est un génératenr de H', nous désignons par p, le foncteur fidele
de " vers .# tel que p.(s) = s-H-asi seH; et que p,(h) soit Papplication
f—h-fde a(h)-H-a dans A(kh)-H-a.
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32 Prolongements universels d’un foncteur

DaFiNITioN. On dira que p est associé & un générateur de H® si H®
admet un générateur o tel que p(a) ait un seul élément et qu’il existe
une équivalence naturelle de p sur p,.

THEOREME 4. Supposons que p soit associé & un générateur a de " et
soit pe = (M, q, L") un prolongement plein .#'-étalant minimal de p;
alors a est un génératewr de L*, 4l existe un isomorphisme @' de L' sur une
sous-catégorie pleine W de la catégorie N(A, H*)" et (R, ¢, N') est un
foncteur & noyauzx.

Preuve. Soit a un générateur de FI* tel que a = {a_} et qu’il existe
un triplet (p,, y, p) définissant une équivalence naturelle I'. Si sell;
et 2es, montrons que x; = y(s)(x)es-H-a vérifie v;(a_) = ». Tin effet,
() étant une bijection de a sur a-H-a, on trouve y(a)(a_) = a. I’égalité

I'(wy) = (Pn(m.«i)y v(s), y(a}, (-’1"3)) e
entraine

Palws) y(m)(as) = y(s)p(as)as), Qe @y = y(s){as(al));

comme y(s) est une bijection, # == z.(a_). — Soit pY. = q == (#,q, L)
le prolongement .#“-minimal de p considéré dans la proposition 8 dont
nous reprenons les notfations. Si ¢ = [s, M]eLy, pour tout ze M, on
a wge(s, M)a d’aprés ce qui précede, et par suite zpreq(o- L-a) en désignant
par a3 lapplication a_ —x de & dans 3. Autrement dit, ¢(¢-L-a)
= M - /-, et a est un générateur de L°. — Soit ¢ le foncteur canonique
0., de L' vers ER(J/; , H*)P construit dans le § 0 & partir de g et de I;
comme L' ost g-engendré par H, la restriclion de & 2 T est injective.
Supposons

g = (0'ygi,0)el pour ¢ =1 et 2 et G(g,) = G(F.).
L’application gy, (a) appliquant @y sur gi(#)ar, ot M = g(o) et A
= g(¢’'), on a

g.(®) = g.{x) pour tout ze M, d’on §, = §,.

— Soit ¥ une transformation naturelle de G(s) vers G{s’) et soit g Pappli-
cation de M = q(6) dans M’ = q(¢’) définie par

g(@)u = w(a)(wy) pour we M.

Montrons que § = (o', g, 0) appartient & L. En effet, soient $<H; et
feq(o-L-$§). 8i ze§, de la relation

V(%) = (F(0')(#%), Twla), Te(8), G(0) (%)) e O A,
on déduit
G(")(23) 1w (8)(f) = vw(a) G(c) (%) (f)
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et, en utilisant 1’égalité G(s)(2;)(f) = f(#)u, on obtient
1o ($){()(2)ar = ¢-F(#)ar;

par suite 7y (§)(f) = ¢-feG(o')(8) = q(o6'-L-§). Donc jeL et ¥ = G(J)e
¢ G(L). Ainsi @ définit un isomorphisme G’ de L° sur une sous-catégorie
pleine N’ de N = N(#, H")T.

— Soit (g, ¢, ¢") un (A, ¢)-noyau de (7, §') dans L, ou

g=1(o9, a)sL_ et § = (0,9, 0)eL.

Le couple (G(g), G(g’)) admet pour noyau dans % la transformation
naturelle canonique de @ vers G(o), ot D est le sous-foncteur de G(o)
tel que @(8) soit, pour tout §eHg, la classe noyau de (7;(8), 73 (8)), c'est-
-a-dire la classe des feq(o-L-§) = G(0)(§) vérifiant g-f = ¢’ f. Le foncteur
g étant résolvant & droite, M’ est la classe des xe M tels que g(z) = ¢’ (x),
sioc=1[s, M]et g(¢") = M". On a[s, M"'] = ¢"" et, (s, M'')§ étant formé
des he(s, M)8 tels que h($) « M”, la classe G(o"')(8) est formée des
applications (M, f, §) associées aux fe@(a)(§) pour lesquels g-f = ¢’ f,
i.e, anx fed(§). Soit ¢ Ia bijection

F-~ (M7, 1,8 de &(8) sur G{a”)(8).

11 est évident que le triplet (G(s'), ¢, @) définit une équivalence naturelle.
Par conséquent G(o”')eM est aussi un noyau de (G(7), G(§")) dans M.
Ceci prouve que (%, , M) est un foneteur 4 novaux, les catégories N’
et N étant 4 novaux. m

CoroLLAIRE. Soil phy un prolongement plein 4™ -minimal de p.
8¢ p est associé & un générateur de H', la sous-catégorie pleine stable par
noyaux de M engendrée par G'(H) est équivalente & a(py).

Preuve. Montrons d’abord le résultat suivant: Soit §° une caté-
gorie & noyaux et §'* une sous-catégorie pleine de 8* telle que (8°, ¢ 8™)
soit un foneteur 4 noyaux; soit 4° une sous-catégorie pleine de 8'*. Les
sous-eatégories pleines stables par noyanx de 8° et §'* engendrées par A,
notées A° et A° respectivement, sont équivalentes. En effet, d’aprés
I’exemple §3, A° est la source d’un prolongement R,(S°)*-minimal de
(8,1, 4%), olt R,(8°) est la classe des monomorphismes de §°; elle est
donc construite par récurrence par la méthode du théoréme 1, et Ion
a A= U 4,, ot A, = A et olt toute unité de 4, est source d'un noyau

neN
d’un couple d’éléments de A4, ;. Supposons prouvée la relation A, ,
< 8,-4-8; et soit se(4,);. Il existe un couple (f, f)ed,_; X 4,_, admet-
tant un noyau je8-s et il existe des inversibles g et ¢’ de S* tels que

fi=g" fged et fi=g f-ged
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(car A" est pleine dans §°); Pélément s = a(j) est aussi un noyau de
(f1, f1) dans §'. Par ailleurs (f;, f;) admet un noyau j' dans 8 qui est
un noyau de (f;,fi) dans 8°, car le foncteur (8, ¢, 8'") est & noyaux.
11 s’ensuit que «(j’) est isomorphe dans 8° & s eb, comme a(j')ed, on
voit que 4, < S;-J -8;. Par récurrence il en résulte que A* est un élar-
gissement de A", de sorte que A° et A sont équivalentes a fortiori. —
Appliqué au cas oll, avec les notations du théoréme 4, on a 8 =N,
S =N et A = G'(H), ce résultat prouve le corollaire. m

5. PROLONGEMENT D'UN FONCTEUR EN UN FONCTEUR
A LIMITES PROJECTIVES

Soit # une classe de catégories et soit N, (M) la catdégorie somme
des catégories M(M", I')", ou I'e¢# (ces catégories étant disjointes, la
classe My (D) sous-jacente a N, ()" est la réunion des elasses |(M°, I'));
pour simplifier les notations, le symhole de composition est noté - au
lieu de =. Nous désignons par £(J) la catégorie définie comme suit:
M et Ny(M') en sont des sous-catégories pleines, les autres éléments
étant les triplefs (@, ¥, e), olt ec My, olt @ est un foncteur de I”e.# vers
M et ot PeD Ne(M") €; ce friplet admet dans # (") pour source e,
pour but @; la loi de composition vérifie de plus les égalités:

YD, ¥V, e) = (P, W = ¥,e) si, et seulement si, P ed - (M) D,

(P, WV, e) g = (P, Vg, alg)) si, et seulement si, gee M

(o ¥y dénote la transformation naturelle ¥ = ¢= telle que 1y, (i) = e (é)-g
pour tout iea(®P),). En particulier on a M;-.# (') = M. Pour que (@, ¥, ¢)
soit un (S (M'), M)-éjecteur, il faut et il suffit que ¥ soit une limite
projective naturalisée, i.e. que e soit une limite projective de @, la pro-
jeetion canonique de e vers @ (i) étant vy () pour tout iea(®P),. Dans
ce cas, si ¥’ est une transformation naturelle d’un foncteur econstant é’
vers @, nous noterons limy ¥’ ou lim¥’ lunique élément g de M tel que

(D, ¥,e) g =(P,¥V'e) (cest-a-dire V' = Vy).

M* est une catégorie & £-limites projectives si, et seulement si, #(M") est
une catégorie 4 M-éjections. Remarquons que, si £ a un seul élément I-,

la catégorie S (M) est le joint des foncteurs ((‘JE(M‘, I, o R(M, I7)7), c),
ol ¢ est le foneteur de M* vers N(M*, I')T associant & & la transformation

p—
naturelle k¥ constante sur A.
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On apypelle application S-limite projective multiforme partielle sur M*
une application g de N, (M), dans la classe des parties de N, (3 ’) asso-
ciant & tout foncteur @ de I°e.# vers M’ une classe u(@) (éventuellement
vide) de limites projectives naturalisées de but @; si u(P) # 9, on dira
que g est une application S-limite projective multiforme sur M°; dans
ce cas H° est une catégorie a #-limites projectives. On retrouve la notion
d’application .#-limite projective partielle (resp. projective) [4] lorsque
#{P) a an plus un (resp. a un) élément pour tout . Si u est une applica-
tion .#-limite projective multiforme partielle sur M° et si ¢ ext un foncteur
de M vers M-, on diva que ¢-est u-compalible s'il existe une application
#-limite projective multiforme partielle p sur A appliquée par ¢ sur
, Le. telle que, pour tout foncteur @ de I['<f vers H', la classe u(g- @)
soit formée dex éléments ¢ dans lesquels ¥Yeu(®). Si ¢. est bien fiddle,
la donnée de w détermine ¢ ’une fagon unique.

Supposons choisiex une catégorie K* et une application .#-limite
projective multiforme partielle ux sur K. Désignons par K* la catégorie
/(]l:'), par K., pour tout foncteur ¢ de I*e.s vers 7{", Ia classe (éven-
tuellement vide) des triplets (¢, 0, e)e K, olt feplq), la source de 0 étant
le foncteur constant & par K’ la classe réunion des K, lorsque ¢ varie,
Soit de plus p == (1}','7 I, 11"y un foncteur tel que P, soit bien fidele et p
fidele. Notons K (u)' = K’ la sous-catégorie de K engendrée par la
classe K ) j)(fI{,) U ‘Jt,;(l;")(',; les éléments de A’ nlapparienant pas
a A" sont des unités, Ni If* = /(12'), le foncteur p s'étend en un foneteur
F(p) = p de H* vers K° en posant

py = p¥ s WY,
PD, W, s) = (b B, W, p(s)).

Soit ¢ le fonetenr (K°, q, L') prolongement plein HK’-étalant minimal

de p considéré dans le théoréme 2, et notons ¢ la vestriction (K, q¢, L)
-1 «

de ¢ & = q(K)".
ProrosirroN 9. Awvec les notations préeédentes, soit @ un foncteur
@ une catégorie I* vers H et = (i', D, I°). 8i © admet s pour limite pro-
jective dans p, s est une limite projective de D. 8i I'e. et si Oeu(p D),
il existe une limite projective naturalisée @ de but @ telle que g0 = 0.
Preuve. Nous reprenons les notations de la démonstration du théo-
reme 2. Soit @ un foneteur de T* vers 12'; posonsg

p=p®=p(® e &=L, &, I.
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Si @ admet s pour limite projective dans p, le foncteur (H", D, I') admet
§ pour limite projective dans p, car IL‘,-H cH , et, d’aprés le corollaire 1
du théoréme 2, s est une limite projective de (L°, @, I"); la sous-catégorie
L' de L étant pleine, s est aussi une limite projective de ®. — Supposons
que Von ait I'cs et Oeu(p); alors il existe k = (¢, 0,¢)eK, = K’ e,
par construction, on a ¢ = (@, kymodr,eL; et ¥ = (o, k, s)e L. Montrons
que v
(®(3), 1o(3), 6)e L  pour tout iel;.

En effet, dire que (f, s)eE (P, k), ot seH;, signifie que fee K- p(s) et
quil existe me®-H-s tel que p(m) = k-f. Comme feK0 ‘K < K la

classe E (D, k) est vide si 8¢H0 Soit SEH(” alors m est de la forme (@, y, s),
ol ¥ est une transformation naturelle telle que

1,(0)e®() H-s et plr,(i) = 15(¢)-f.
11 en résulte que (v4( (9)-f, s)e Hy (@ (7), (i) et, a fortiori, que (<I)(i) 7,(1), o)
est un élément de L que nous noterons T()( ). Le foncteur ¢ étant fidéle
et 0 étant une transformation naturelle de q(a) vers ¢, le triplet (@, 74, o),
ot & = (L', ®,I"), définit aussi une transformation naturelle @ telle
que ¢& = 0. Montrons que o est une limite projective de @, la limite
projective naturalisée correspondante étant @. I nous suffit de voir
que, si ¥ est une transformation naturelle d’un fonecteur constant o,

olt ¢ sLO, vers @, il existe un et un seul jeo- Lo tel que ¥ = 0. Puisque
0 est une hmlte projective naturalisée et ¢¥ une transformation natu-
relle y d’un foncteur constant vers ¢, il existe g = limy tel que p = 0¢.
Nous allons prouver que l'on a (g, g, 6')eL. Comme L° est g-engendrée
par H, il nous faut montrer, que si feq(a -L-s) et si seH,, alors g-fe
eq(o-L-s). Or feq(c'-L-s) entraine S’e}[ et f = q(f), ol fea L-s. La

transformation naturelle ¥} prenant ses valeurs dans [ H‘ le triplet
(D, 197, 8) définit une transformation naturelle ¥’, de sorte que Yon
trouve (@, V', s)eH. De plus

qQq@,¥,8) = (‘F’ ’Pfﬁi’("’)) =kg-f,

q¥ = q(‘Pf> = pf = (09)f = 6(g-f).
Autrement dit, (g-f, s)eE:;(D, k), d’ou

car

g-feq(o-L-s) et g =/(0,9,0)eL

11 g’ensuit § = lim, ¥, le foncteur ¢ étant fidéle et ¢(g) étant __{)gal
4 limy(g¥P). Ainsi @ est une limite projective naturalisée de but @ et
é@ =0.m
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Remarque. 11 ne résulte pas de la proposition 9 que ¢ est compatible
avee les f-limites projectives; en fait, on peut construire un exemple
ott il ne Test pas.

THEOREME 5. Soit B un foncteur fidéle tel que P, soit bien fidele. Si u
est une application J-limite projective multiforme partielle sur K *, l ewiste
un foncteur P = (ii', P, Hy vérifiant les conditions suivantes:

1° II* est une sous-catégorie pleine de H' et p la restriction de P a ﬁ';
si p est compatible avee les J -limites projectives, (H', l,ﬁ') Dest aussi.

2° D est fidele, u-compatible et P, est bien fidéle.

3° H' est P-engendrée (voir §2) par H.

Preuve. Prenons pour K'* la catégorie K (u)" associde plus haut
i u et soit ¢ le foncteur considéré dans la proposition 9; nous reprenons
les notations de la démonstration préeédente. Nous allons définir par
récurrence transfinie une suite croissante transfinie de catégories (Lj)i<.q
comme suit: A toute classe / telle qu’il existe I°e.#, associons son ordinal
Ar, ¢est-d-dire le plus petit ordinal équipotent & I. Soit .1 le plus petit
ordinal limite régulier supérieur & = §u})/'., <+ 1; cet ordinal est inférieur

e
4 Yordinal initial régulier [11] d’indice J. Posons L] = H et qy = P-
Soit 2 un ordinal tel que Z={ .1 et supposons défini, pour tout ordinal

A" < 2, un foneteur ¢; de L;. vers K véritiant, pour tout ordinal A" < 2/,
la condition (C;,; ) suivante:
(Cy;): q admet g~ pour restriction & lsw sous-catégorie pleine L.
de L; et, si @ est un foncteur d’une catégorie I vers L;-
admettant s pour limite projective dans ¢;-, alors s est aussi
une limite projective de (Lj, @, I') dans ¢, .

— 8i 4 = A'-~1, désignons par ¢; le foneteur associé a ¢, , par la con-
struction de la proposition 9, en v remplacant p par ¢, et ¢ par ¢ (en
particulier ¢, = ¢); d’aprés cette proposition, ¢, véritie la condition (C:)
et, a fortiori, la condition (C;;) pour tout A’ < A, Par ailleurs, si 2 n'a
pas de prédécesseur, posons L, = | J L;; la suite (L; )y, de catégories
Med

étant croissante, il existe une unique catégorie L; admettant L; pour
sous-catégorie pour tout 2’ < 2 et un foncteur ¢, dont ¢; est une restrie-
tion; si @ est un foncteur de I" vers L;. admettant s pour limite projective
dans ¢, pour A’ < 1, et si ¥ est une transformation naturelle d’un
foncteur constant §’ vers (Lj, @, I'), il existe un ordinal 1’ tel que A" <<’
< A et 8’eL;, et par suite TI’(I) < [OL;. Le foncteur ¢, vérifiant la
condition (Cyy-), le foncteur (L;, @, I') admet s pour limite projective,
de sorte qu’il existe

g=lim(el;, ¥, I')ely c L;;
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done g =lim¥ et s est une limite projective de (Li, @,I°). Ainsi g,
vérifie dans tous les cas la condition (C;;-) pour tout 4" << 4. Ceci permet,
par récurrence transfinie, de construire un foncteur ¢, = (IE', 94, L),
Nous écrirons ‘

L,=H e g¢,=0P.

Evidemment P est fidéle, P, bien fidéle et p est la restriction de P & la
sous-catégorie pleine H* de H'. De la condition (C.1), il résulte que
(H*, 1, H') est & J"-limites projectives en méme temps que p, — Montrons
que P est p-compatible. En effet, soit @ un foncteur de I'e.# vers H°
et supposons Geu(g), ot ¢ = P @,

1° 8i @(I) = 1}, d’aprés la proposition 9, il existe une limite pro-
jective naturalisée @ de but (L°, @, 1°) appliquée par ¢ sur 0. La condition
(C4;) entraine que (=H", 0, I') est une limite projective naturalisée de
but @, que mnous notons wuy(d).

2° Pour tout iel;. il existe un ordinal 2; < .1 tel que ®(i)eL;;
comme A est un ordinal régulier supérieur a 'ordinal de I, on a

A= sup/".i <A, dot A =A41< 4.
tedg

La sous-catégorie L; étant pleine dans I, il s’ensuit @ (I) = L,. Le passage
de q; & gu,, étant analogue & celui de p & ¢ = ¢,, la proposition 9 permet
encore de construire une limite projective naturalisée @ de but (L;,,, @, I')
telle que ¢,.,0 = 0; la transformation naturelle (=H",@,I") est, en
vertu de (Cai,,), une limite projeetive naturalisée, (ue nous noterons
o (D). )
— Comme P, est bien fidéle, la transformation naturelle u,(®) définie
ainsi dans tous les cas par récwirence transfinie est 'unique limite pro-
jective naturalisée de but @ appliquée par P sur 6, de sorte qu’elle ne
dépend pas du choix de Pordinal 2 intervenant dans sa définition. Désig-
nons par u(®) la classe des limites projectives naturalisées p, (D) associées
de cette maniére aux différents feu(P-®). Si u(P-P) = U, nous posons
n(®@) = @. La surjection @ — u{P) ainsi obtenue est une application
F-limite projective multiforme partielle 4 sur H°, appliquée par P sur
si. Done P est p-compatible.
— Soit B la classe des triplets § = (¢’, g, o) vérifiant oeH;, o’ ¢ H;,
geP(c')-K-P(o) et g-P(o-H-s) c P(o'-H-s) pour tout seH;. Soit B; la
sous-classe de B formée des § tels que oeL; et o' eL;. Si

ReH, oaly=0, pHERY=0¢ e Ph)=Dh,
la condition feo-H-s, ol seﬁg, entraine

P(i-J) = h-P(})eP(o' - H-s),
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de sorte que (¢, h, ¢)e 3. Comme P est fidele, on peut identifier 7 & ce
triplet, identifiant ainsi H & une partie de 5. — Inversement, soit
7= (09, 0)eb.

1° SigeH), ona g = g-P(c) el (0" H - 5), et par suite jeH. A fortiori
B, sidentifie avec L, = .

29 Soit 1L A un ordinal et supposons que L s'identifie & B; pour
tout 4" << 4. 8i 2 n'a pas de prédécesseur, on o B; = () B, == L;. Con-

A d

sidérons le cas ol 2 = 2'-+1 et out Jel3;— B;; d’aprés la construction
de ¢, & partir de ¢; et le théoréme 2, § s’identitie & un élément de L, si,
et seulement si, pour toute unité o de L}, la relation feP(o- H-¢) entraine
g feP(o’ H-5). Or, soit Feo-H-& et f = P(J), oit 5¢L,. Pour toul xe¢H,
ot tout fel’(c-H-5), on a

ffel(o sy, dou g ffelc"H-s)

par ddéfinition de £.

ay B o'elL;, en atilisunt I'hypothése de récwrrence on obtient
(¢yg-f, 0)eH, Cest-a-dive g-fel’ (6" -H v).

b) Soit ¢'¢ L, il existe une limite projective naturalisée & dont la
source est un foncteur constant o et le hut un fonetenr @ de ["e.7 vers
L;, et telle que @ (1) < Ly et ;0 = Oep(q; D). Puisque r,(i)e D) Lo’
on a

i) y-fof (D) L - 5)
ety d'aprés hypothicse de récurrence. v(/)e L. ou
t(i) - (D) i) gy ).

P {tant fidele et le triplet (g, @, Pr, (a)) définissant la transformation

naturelle 6(g-f), le triplet (@, 7, ¢) définit une transformation naturelle
Y. 1l existe % == limy¥eo'-H o tel que

PR = limy(q, ) = lm0(g-f) = g-f,

ce qui signifie g-feP(o’- H-5). Ainsi B, s'identifie & L.

3° Par récurrence transfinie, on voit que B = B, s’identifie a Hnu

COROLLAIRE 1. 8i o¢cHp, o' cH, et P(o-H-s) = P(c’-H-s) pour
tout sJI&, on a ¢ = ¢’ (notations du théoréme 35).

En effet, ceci résulte du fait que P, est bien fidéle et que H" est
P-engendré par iI .
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COROLLATRE 2. S5 p est un foncteur fidéle compatible avec les #-limites
projectives, si p,, est bien fidéle el si K* est une catégorie & #-limites projecti-
ves, il existe un foncteur fidéle P de H' wers k', & S-limites projectives,
prolongeant p, tel que P, soit bien fidéle et (H', 1, ﬂ‘) compatible avec les
S-limites projectives.

En effet, il suffit d’appliquer le théoréme 5 en prenant sur K* une
application #-limite prejective u. m

6. PROLONGEMENT MINIMAL D’UN FONCTEUR
EN UN FONCTEUR A LIMITES PROJECTIVES

Soient encore :/}0 et J)U les deux univers considérés dans le §1, et
notons toujours # la saturante de .# dans . // \Uu\ supposons de plu\
données, dans toute cette section: une partie # de / telle que S e. //l,,
une catégorie I;"efo et une application £-limite projective multiforme
partielle u sur K.

QOi‘( A" la sous-catégorie de Vg F avant pour unités les foncteurs
q = (K ,q,, C;) tels que g; soit tidéle et u-compatible et ¢. bien fidéle;
il existe alors une application #-limite projective multiforme partielle
wi sur C appliquée par ¢, sur g (elle est déterminée d’une manicre unique);
les é1éments de 7" sont les triplets I' = (g2, 7, q)) 73 tels que

QGrety,  GQeedty, gyl =g

et que F applique g, sur x,. Evidemment #7 ¢st une sous-catégorie de
H(K) (§2). )

Soit Z* le foncteur de #" vers .# restriction de Z (§2) qui applique
¥ sur Pz (F). Définissons de méme le foncteur Z" de #" vers .4 associé
4 Dunivers /f/ (mals encore relatif & la catégorie donnée K eF o) - Soit

X# la classe des Z"—monomorphlsmes T tels que F(C,)" soit une sous-
catégorie pleine de (.

ProrosiTioN 10. Z” est un foncteur [~ -engendrant pour ./// el (.//Z <My,
X, o#")-engendrant.

Preuve. Supposons @ = (K',Q,é’)e ,%;(’,‘ et soit M < C tel que M

appartienne & la saturante M de A dans . Soit C; la sous-catégorie
pleine de C* engendrée par M ; puisque Q est fldele, on voit comme dans

la démonstration du théoréme 1 que C,e #/0 Soit A Pordinal inaccessible
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[11] borne supérieure des ordinaux Ay des é&léments Jle,/z;”; alors A
est aussi la borne supérieure des A, ot M ’e/io. Soit 4 le plus petit
ordinal limite végulier [11] supérieur i A= .311}‘)/1[ 415 on a i< /f, car
2
i < A , Vordinal de  est inférieur & Aet A est régulier. /1 vérifiant 4 < w3,
oll w; est I'ordinal initial d’indice 7 {117 et A étant inaccessible, on obtient
A< mm<w; = A. Soit 4 un certain ordinal tel que 7 -7 A, et supposons
définie une suite croissante (C}), ., de sous-catégories pleines de ' telles
que C;"Gu/io. Définissons O3 comme suit: Si 2 est un ordinal limite, ¢,

= | C; puisque 2 < .1 et que Vordinal de € est inférieur & A Laprés
Mk

Phypothése de récurrence, on a (e 7. Si 2 =211, soit T, la eclasse
des se(; tels qu’il existe un foncleur @ de I"e.” vers ¢ vérifiant @ (1) < C;
et une limite projective naturalisée @eu(P) de source 5, de but @, ou
u est Punique application .#-limite projective multiforme partielle sur
¢ appliquée par @ sur u; prenons pour €; la sous-catégorie pleine de
ayant (Cy); v V,; pour classe de ses unités. En associant 2 s le couple
(C:, @,1),0), ot =060 (si plusienrs tels couples existent, on en
choisit wn), on définit une injection de 1, sur une partie de la classe
A=U A, ot Ap=CF =K -F-T.
s
Les relations

G F I e My DK e.#, el = RUF A e,

entrainent Al,.eL/Z:, ef, .//~0 élant un univers awguel appartient .#, op
a Aet,lio et [7;_6;/2'0. 11 sensuit {(()ge .,,/;U, d'olt <f,-,e:/20, le foncteur @)
étant fidele. Par réeurrence transfinie, on construit de cette fagon une
sous-catégorie pleine (1, de € telle que ({,le,/zjo; POSONS M = . Lordinal
.1 étant régulier un raisonnement analogue & celui fait dans la démon-
siration du théoréme b prouve gue, pour tout foncteur @ de I'ef vers
I °, il existe un ordinal 2 << /1 tel que ®(I) = ¢, et que le foncteur
I = (K‘,Q;, J]') restriction de @ est p-compatible. 11 s’ensuit que P
est la (X*, #")-sous-structure de () engendrée par M et, 7" stant un fone-
teur d’homomorphismes saturé, Z" est (JZ . JZ},, X", o#")-engendrant.
— Comme le foncteur 4" est & .#,-produits fibrés, il est aussi [~-engen-
drant pour .# d’aprés la proposition 12 [4]. La source M’ de la Z"“sous-
structure de @ engendrée par M est construite par récurrence transfinie
d’une maniél*e s_emblable ?a_ la construction de la complétion .#-projective
de M dans (C", u), lorsque u est une application #-limite projective partielle
sur " (voir [4], théoréme 5 et [5], théoréme 1). m
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COROLLAIRE. Avee les hypotheses du théoréme 5 et si Ie .,/;0, Sed,
et Ke /20, on a He .//20.

En effet, ce résultat se déduit de la démonstration précédente, appli-
quée au cas ol Q@ est le foncteur P du théoréme 5, car P est alors la
(Z", ;4;”)—sous-strucmre de P engendrée par Hedlyet Pona 8 -F-1° ety
(et non seulement e JQO) pour 8'65‘;0 et I‘e.?Ao. ]

DEFINITION. Avec les notations de la démonstration de la proposition
10, on appelle i la sous-catégorie pleine (vesp. M’ la sous-catégorie)
(1, Q)-stable engendrée par M.

ExEMPLE. Avec les notations du théoréme 5, la sous-catégorie pleine
ot la sous-catégorie (K’, P)"-stables engendrées par J sont identiques
& la sous-catégorie pleine et a la sous-catégorie (u, P)-stables engendrées
par M, lorsque & est la classe formée de la seule catégorie I° ayant deux
morphismes a, et a, de source 0, de but 1, et x Papplication #-limite
projective multiforme partielle associant & un foncteur @ de I" vers K
la classe des transformations naturelles 8 de «(j) vers @ telles que j = 74(0)
s0it un noyau de {®(a,), @(ag)) dans K- appartenant a K'.

Seit #'§ (vesp. soit #7'}) la classe des couples v; = (¢;, €;) tels que
(i = (f(', i Oi)ye Ay, que € soit une sous-catégorie pleine de C; et que
7 »oit la sous-catégorie pleine (resp. la sous-catégorie) (u, g;)-stable
engendrée par (. Pour = #’ ou #'', désignons par £* la catégorie
dont les éléments sont les triplets F = (u,, I, u,) tels que:

10w = gy, 0D ey, (g, B, qi)e £% et F'(C)) < (5

20 I = (03, ¥'¢, C]) est un isomorphisme.

Sj)it‘ J?’ﬂ,vla sous-catégorie Jf(]vf‘), de Vi. F ayant pour éléments les triplets
(P2, F', py) tels que p; soit un foncteur fideéle, p;. étant bien fidéle et que
£ soit un isomorphisme vérifiant p,-F = p,.

La surjection F - » (p2y Fy p1), OU P; = (K*, qit, 1) et F e, définit
un foncteur fidele Y5 de £ vers ,.

THRORBEME 6. Y% admet un adjoint & droite: Soit P = (Iv(',éo, Lvl')e.ﬁ%o
un fonctewr fidéle tel que P, soit bien fidéle; p engendre une Yo-structure
colibre (p, H ) telle que p'. soit le fonctewr P associé & p dans le théoréme 5
el que ply. soit la vestriction de P & la sous-catégorie (u, P)-stable engendrée
par H.

Preuve. Reprenons les notations du théoréme 5 et identifions %<
au triplet

(¢'yhy0), o o =ua(h), ¢ =p(h) et h =Ph).

1°) Montrons que (P, H ) est une Y’ -structure colibre engendrée

par p. Ceci signifie que on a (P, H)e#", ce qui résulte du corollaire
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de la proposition 10, et que, si (2, C)e #,", olt ¢ = (K, Q, G, et si F
est un isomorphisme de C° sur I tel que p-F soit une restriction de ¢,
alors F s’étend d’une maniére unique en un foncteur ¥’ de ¢* vers H°
tel que (P, H), ', (), C))e ot

— En effet, d’aprés la démonstration de la proposition 10 dont nous
reprenons les notations, on a ¢ = |J C,, avee ¢, = € (car ¢ est une

Jed
sous-catégorie pleine de C°). Posons F, = (H", I, C*). Soit 1 un ordinal
tel que A << A4 et supposons définie une suite transfinie (F), .;, olt F

est un foncteur de C; vers H" vérifiant les conditions:

() PFp= (I, Qu, C3) ety si 27 <o on a Py = (', Fo, €
(h)  Fulu (- Cy) = Fp(u) f-H, pour toute unité » de ¢

e
Les foneteurs I’ et @ étant fideles, le foncteur F,. est fidéle; comune I
est un isomorphisme de ¢ sur I}', il s’ensuit que la restriction de F
& u-C-C; est une bijection sur _I";,(u)-ﬁd-vl; pour tout we;. De plus,
soit 85j15 et 4 = F~'(s); si @ est un foneteur de I° vers ('3 et si ¥ est
une transformation naturelle de s vers F,.-®’, il existe, pour tout iel;,
un et un seul 7(i)e® (i)-C-u tel que F;(t(i)) = 7,(i), de sorte que le
triplet (@', 1, ';}) définit une transformation naturelle ¥’ appliquée par
It sur ¥, Ainsi la surjection ¥’ - I, V' = ¥ est une bijection de lu
classe des transformations naturelles de @ vers @' sur la classe des {rans-
formations naturelles de s vers F,-®’. Nous allons consfruire un foune-
teur I, de C; vers " comme snit:

1° 8i 2 n’a pas de prédécesseur, F; est Lunique foncteur admeltant
F;. pour restriction pour tout 2’ < . Il est évident que F, vérifie (u;)
et (by), puisque C; est la réunion des sous-catégories pleines (..

2% Supposons A = A+ 1. Si A’ e, posons F,(h') = I.(k'). Soit «
une unité de C; n'appartenant pas & (. D’aprés la proposition 10, il
existe une limite projective naturalisée £ de % vers un foncteur b de
I"es vers € telle que 0 = QQecu(Q. d;) et (i)(l) = €. Le foncteur P
étant u-compatible et P, bien fiddle, il existe une unique limite projective
na;t}lmlisée 0 =0, de but F,.-®, on & = (C;, gb, Iy, vérifiant PO = 0.
Si ¢ est la source de O, posons I, (1) = ¢. Soit #eCy et s = F(&). Lors-
que geu-C;-4, la transformation naturelle Q¢ prenant ses valeurs dans
8y, il existe

Jo = lime Py (= Cy, Qg,T")
vérifiant gpeo-H-s ot

P(gq) = limeyQ (2g) = limy 6Q(9) = Q(9);
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autrement dit, g, = (o, Q(g), s). Inversement, si feo-H-s, nous avons
construit plus haut une transformation naturelle ¥’ de @ vers @ telle
que Fp¥' = 6Of Si g =Ilimp¥’, ot ¥ = (50", ,I'), on a geO; et

Q(g) = lim,Q¥" = limeP(0f) = P(f),
de sorte que f = g,. Ainsi la surjection ¢ - (o, @(g), §) est une bijection
de u-C,-4 sur o-H-s; nons poserons g, — F;(g). — Montrons que
o = F;(u) (et a fortiori F,(g)) est indépendant du choix de 2. En effet,
soit 2’ une autre limite projective naturalisée de » vers un foncteur @’
de I'"e.# vers 0" telle que

D) cCp et 0 =QQen(Q-d);
notons O’ la limite projective naturalisée O, associée de méme a 2 et
¢’ sa source. Soient

seHy, @ =F'(s) et fes H-s;
nous venons de voir qu’il existe gew (-4 tel que

f=1Ig) et Qlg)=DLf).
1'n raisonnement analogue au précédent a partir de Q' prouve la relation
F = (0, Qg s)eo’ Hos.
Puisque £ et £’ jouent des rdles symétriques, il s’ensuit
P(o-H-s) =P(c’-Hs) pour tout seH;,

d’olt ¢ = ¢’ d’aprés le corollaire 1 du théoreme 5. — Supposons de plus

heCi-uy,  plh) =u,, QM) =h et o =Fi(u).

Sifeo-H-s, oit seHj et F'(s) = 4, il existe geu-C,-i tel que F,(g) = f
et les relations

f=FhgeoHs et P(f)=0Q(hg) =hP(f)
entrainent, en vertu du théoréme 3, (o, h, 0)e H. Le foncteur P étant
fidele, (o,, I, o) est identique & F,(h) lorsque ce dernier a déja été défini
(i.e. si heCy o (Ch); v C;-C;). Nous poserons dans tous les cas F (}jb)
= (61, h, 5). On définit de cette fagon une surjection F,: kb — F,(h)
de ¢, dans H. Etant donné que

(K, P-F;, 0)) = (K,Qt, C,),

oL P et Q sont fideéles, ¥, définit un foncteur ¥, de C; vers H'. En parti-
culier, on a F,7, = 7. La démonstration qui précéde prouve que F,
vérifie les conditions (a;) et (b,).
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— Par récurrence transfinie, on construit par cette méthode un foncteur
fidele ' = F, de ¢* vers H’, prolongeant F (et F, pour tout i < A),
tel que P-F' = @ et que
F'(u-C-0;) = F'(v)-H-H; pour tout ueCy.

— Soit £ une limite projective naturalisée de source # de but @e(*-F-I %
ot I'e#, telle que 0 4Q.Qsp, Q- (D) posons o =T, ( ). Il existe une
limite pm]eo’m e naturalisée @ de source o, de but F'- @ vérifiant PO = 0
et l'on a (o, t, 6)e H. Soit 9sH0 et feo- H-3; le début de la démonstration
(qpphquee 1)0111 A= A) affirme qu’il emste une transformation naturelle

¥ de 4, olt F(#) ==s, vers @ appliquée par F’ sur Of, si g = limg ¥,
on a F'(g)ec-H-¢ et

P(F’(_q)) = Q{g) = Hm; Q¥' = 1imal’((:)f) = I(f).

On en déduit (4, 1, o) e H et, P, étant bien fidele, ¢ = 5. Done 6 = F Q.
Par conséquent .

(P, H), I, (Q, O)) e #".
— Soitt /7' un autre foneteur prolongeant I et tel que

(P, 1), B, (@, C))e 27"
Notons F;' Ia rvestriction de F” & €7, Ona Fy = F; = F; supposons
prouvée la formule F,. = F;,, pour tout A’ < 2, o 2 < A. Soit we(; —C;
une unltu, 11 e\hte une limite projective naturalisée 2 de source w, de
but P71 < F- 7, telle gue

fI)(I) c=C, et QQeu(Q- (D
La transformation naturelle 7' 2 étant I'unique limite projective natura-
lisée appliquée par P sur @£, on trouve F'' Q2 = F’' Q et, a fortiori, "' ()
= I'" (u). Ainsi les foncteurs F; et }; ont méme restriction & (C;);; le fone-
teur P étant fidele, il sensuit F} = F; car PF; = PF}’. Par réeurrence
transfinie, on obtient ¥’ = ¥, = F/| = F"".
2°) Soit, H* la sous- -catégorie (u, P)-stable enwndroe par H et soit

P 1a restriction de P & H'. Soit (Q, ()« .//(',"‘, o Q = (K, Q, (), et soit

F un isomorphisme de ¢* sur " tel que p-F soit une restriction de Q.
D’aprés la proposition 10, on a € = |J O, ot €y = (! et ot C; est con-

A<
struite par récurrence transfinie: 8i 2 = 4’1, la sous-catégorie 0 de "
est engendrée par les éléments de C;, par les projections 7,(i) et par
les lim, ¥, ot ©Q est une limite projective naturalisée de but @' -F-I°

F-F£ telle que

QQeu(Q-@) et B(I) = Cr,
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olt 7¢I, et ol ¥ est une transformation naturelle d'un foncteur constant
vers @ prenant ses valeurs dans (] €y . Il s’ensuit que toute unité u<C;—
est la limite projective d’'un tel @ et tout geu-C;-C; est de la forme lim, ¥
avee ¥ = Qg et ¥(I) c« (1C; . Par suite le raisonnement par récurrence
fait pour construire ci-dessus F’ permet de prolongel F en un foneteur
" de O vers H' tel que (P, 1:" Q)es". Comme () et P sont 1‘0%peetn ement
les Z"-sous-structures de @ et de P engendrées par € et par = F(O),
on o I ((7) cH (appendice [£]), d’ou
(P,F”,Q)e K7 ol B = (I[ F’ (")

On voit aussi que ((j), H), F", (@, 0)) est Punique élément de 7" appli-
qué par Y% sur I. Done (A Y) est Ia Y. -—strueture colibre engendrée
par p.m

COROLLAIRE. Soit U wne classe de classes telle que l JioeW si Tew
et Jie W pour tout iel, Supposons que ¥ soit la classe des (L’Ztéym'ies discretes
10 telles que L€ U et que, pour tout foncteur ¢ de I%¢.9 vers IL", la classe u(q)
soit formée de tous les produits naturalisés de ¢. Si pe #'y et si ¢ est le foncleur
associé & P dans la proposition 9, (q, 1}) est une Y -structure colibre engen-
drée par p.

Preuve. D’apres le théoreme précédent, il nous suffit de voir que
P = §. Or, soit @ un foncteur de I%.# vers L' et Geu(q), ol ¢ = ¢-d.
Puirque I°e.# est discrete (i.e. 7° = I3), la donnée de @ revient i celle de
la. famille 1<13(7'));E,; dire que la transformation naturelle /0 de source é
est une limite projective naturalisée de ¢ signifie que ((ro( Dier s 0) est un
produit naturalisé (déf 1-1V [t]) de ((I)(i))k, En vertu de la proposi-
tion 9, & tout P(i )eL est associé un produit naturalisé ((p}),-s,,i, @(i))
d’une famille (s /)/5; , ol s,sH et Jie#. Posons

e =p(s) ot J= Z Ji
el
Le théoréme de transitivité des produits (th. 1-IV [1]) affirme gue
2= (v, Noaar €y OU T8 =p(p)-Te(d),

est un produit naturalisé. La transformation naturelle ¢’ définie par le
triplet (y, 7, €), oit x est le foncteur de la catégorie discréte J%e.# vers K
tel que z{(j,4) = ¢}, appartient & w(y). I existe, par eonstruction de L
un prodnit naturalisé ((7 (j, i), 8) de (s)y, i appliqué par ¢ sur 9.
11 en résulte que (7 (9))ier, 8), 00 7(2) = [ 7(j, %) Jjes,, €8t UN produit naturalisé
dans i‘, car 7(j,4) = pi-7(i). La transformation naturelle définie par
le triplet (@, 7,§) est une limite projective naturalisée appliquée par q
sur 6. On en conclut que g, = ¢, = ¢ et, par récurrence transfinie, P = {§.
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DEFINITION. Avee les notations du théoreme 6, on appelle P le prolon-
gement plein (resp. on appelle P = (k "y P, H ‘) le prolongement) & #-lim.i-
tes projectives p-minimal de p.

Remarques. 1° Sous les hypotheéses de I'exemple précédant le theé-
oréme 6, le prolongement plein (resp. prolongement) & £-limites projecti-
ves p-minimal de p est identique (par comstrucfion) au prolongement
plein (resp. prolongement) K’-résolvant & droite minimal de p. Toutefois
les résultats du théoréme 3 relatifs aux noyaux ne se déduisent pas du
théoreme 6; en effet, dans ce dernier, nous montrons seulement que,
si (@, Q) eZLy = 2”(1&')0, tout isomorphisme (et non tout foncteur bien
surjectif & gauche comme dans le théoréme 3) de € vers H' se prolonge
en un foncteur de «(Q) vers H" (resp. vers f{'). La méthode du théoréme 3
ne §’6tend pas dans le cas des limites projectives quelconques, puisqu’elle
utilise le fait qu’nun neyau dans p est une p-injection, alors que les pro-
jeetions canoniques d’une limite projective (par exemple d’un produit)
ne sont généralement pas des p-injections.

2" Supposons que E* soit la catégorie .4 d’applications relative
a4 P'univers .r/loevlio. Soit p un foneteur d’homomorphismes saruré de
II* vers .#. Un prolongement plein (resp. un prolongement) a £-limitex
projectives u-minimal de p peut ne pas étre un fonctenr A’homomorphisines
saturé; par exemple si # est la classe formée des catégories discréfes
finies et u lapplication produit fini naturalisé canonique sur 4.

THEOREME 7. Soit p = (H, P, H*) un fonctenr associé & wn géuéraicnr
« de H' (§2); soit P = (4, P, H') le prolongement plein & I-Tinites pro-
jectives p-minimal de p, ol u est Papplication S-limite projective canonigite
sur #. Alors a est un génératewr de H°, il existe un isomorphisme G de II°
sur une sous-catégorie pleine N’ de 91(.//, fI*)D et (M, ¢, M) est un fonetenr
a F-limites projectives.

Preuve. Soit a un générateur de i tel que p(a) = a = {a_}. Repre-
nons les notations du théoreme 5 et montrons d’abord que, pour fout
ceH;, on a -~

P(o-H-a) =DP(o) - #-a.
En effet, le début de la démonstration du théoreme 4 prouve que cette
relation est satisfaite lorsque oeH. Supposons-la prouvée pour tout cel;.,
oll I’ << A et A est un ordinal donné, 4 << A. Si A n’a pas de prédécesseur,
la formule est aussi vérifiée pour oel;. Soit 2 = A'+1 et gel;— Ly.
Si feP(o) - A - a, Papplication f est une application w,,, ot xe M = P (o).
Par construction de H, il existe une limite projective naturalisée @ de

source ¢, de but un foncteur @ de I'e.f vers H' telle que
PO = 0ep(P-®) et PI)c L.
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D’aprés Phypothése de récurrence, il existe un v(i)e®(i)-H-a vérifiant
P(z(8)) = 7,(é)-f pour tout iel;; le triplet (@, 7, d) définit une trans-
formation naturelle ¥ appliquée par P sur 0f, car P est fidéle. Donc il
exigte

f =limp¥Peo-H-a et P(f)=1limP¥ =f.
Par réeurrence transfinie, on en déduit ’égalité annoncée pour tout o<H;.
— Désignons par G le foneteur canonique Jp z associé a P et & H dans
le §0; comme H' est P-engendré par H (th. 3), la restriction de G & H;
est injective. Un raisonnement analogue a celui du théoréme 4 prouve
que G définit un isomorphisme G de H" sur une sous-catégorie pleine
N de N= 92(0//2, Ii*)“". Avec les notations précédentes, montrons que
(o) est une limite projective de G-®. En effet, G- P admet pour limite
projective le foncteur F de H* vers .4 associant i seH; la classe des
§ = (T’(i’))idba ol

T (@) eP(O(i) Hs) ot POk (i) = v (j)

—

si kej-I-4, cest-a-dire (P- @, 7', P(s)) définit une transformation naturelle
¥, Soit 7'(4) Vélément véritiant P (7'(i)) = v (i) et v/ (i)eD@ (i) - H-s; le
triplet (@, 7', s) définit une transformation naturelle ¥’ telle que P¥" =y’
et il existe § = limp, ¥ o~ H-s; la surjection & — P(j) est une bijection
v(s) de F(s) sur G(o)(s) = P(o- Hs); le triplet {G(c), v, F) définit une
équivalence naturelle, de sorte gque G(¢) est aussi une limite projective
de G- @. Par conséquent (M, ¢, N') est un foncteur & #-limites projectives,
H' étant & #-limites projectives. m

COROLLAIRE. Avec les hypothéses du théoréme 7, la source H* du pro-
longement & S-limites projectives u-minimal de p est une catégorie équi-
valente & la sous-catégorie de ‘ﬁ(./; , fI*)m stable par .#-limites projectives
engendrée par G(H).

En effet, 1a démonstration utilise la méme méthode que celle du
corollaire du théoréme 4, en y remplacant noyau par limite projective
et en remarquant que, si @ est un foncteur d’une catégorie I vers une
catégorie 8° et si 'on a 7(i) e8P (¢) pour tout iel, il existe un foncteur
@' équivalent a4 @, 'équivalence étant définie par le triplet (@', 7, D). m

7. PLONGEMENT MINIMAL D'UNE CATEGORIE
DANS UNE CATEGORIE A LIMITES PROJECTIVES

Le théoréme 6 montre que le probléme (P) du prolongement dun
foncteur fidéle p tel que p, soit bien fidéle en un foncteur & -limites
projectives jouissant des mémes propriétés admet des solutions ,,mini-
males”. Nous verrons dans le § 8 que ce probléme a aussi des solutions
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,,maximales”. Comparons ce probleme avec le probléme (P’) du plon-
gement de la catégorie H' dans une catégorie & £-limites projectives.
Le probléme (D) est évidemment plus précis, puisqu’on cherche & pro-
longer H* en une catégorie & .#-limites projectives, mais de telle sorte
que p se prolonge en un foncteur u-compatible et fidéle. Les solutions
des probiémes (P) et (P’) sont donc différentes. Dans [4], nous avons
prouvé que le probléme (P’) admet des solutions ,,maximales & une équi-
valence prés” (voir aussi [10]). Mais nous n’avons pas cherché s’il admet
des solutions ,,minimales”. Le théoréme 7 affirmant que, si p est associé
& un générateur de H *, 1a source d’une solution du probléme (P) est équi-
valente 4 une sous-catégorie de ER(,///: ) H *JZ suggére que le probléme (P')
pourrait admettre nne sous-catégorie de SR(/Z , IVI"‘)D pour solution ,,mini-
male i une équivalence pres’. Nous allons établir ee résultat sous forme
précise. .

Soient. L° une eatégorie, Le #7,, et II* nne sous-catégorie pleine de L°.
Notons d.- ;5 le foncteur canonique de L° vers ‘ﬁ(./z;, H*)% associé (§0)
au fonctenr identique de L et & H: si o< L;, le foncteur dz. 5 (o) associe
a hell Tapplication

ffh de o L-g(h) dans a-L-a(h);

ponr geo’- Lo, la transformation naturelle o, (g) est définie par le
triplet (87 14 (0’), 7., 840 i (0)), 01t 7,(8) est, pour tout seH;, Papplication

f-~qf de oLz dans o' -L-s.

DEFINITION. On dira que L° est pleinement engendré par H si 6z 5
définit un isomorphisme de L° sur une sous-catégorie pleine de ‘R(/}, one,
Autrement dit: L° est pleinement engendré par H si, étant don-
nées deux unités o et o' de L°, les conditions suivantes sont vérifides:
1° 8i gea’-L-o,g'co’-L-o et si g-f =yg¢'-f pour tout feo-L-Hj,
alors ¢ == ¢’ (c’est-i-dire H; est nune famille de générateurs [12] de L°).
2% 8i ¥ est une transformation naturelle de 4 z (o) vers oz g(o'),

il existe ges’-L-o tel que ¥ = dz z(g), c’est-d-dire tel que

14(8)(f) = ¢g'f pour tout fes-L-s, ot seH;.

Si L* est pleinement engendré par H, toute sous-catégorie pleine de L°
contenant H est pleinement engendrée par H; si de plus U est un isomor-
phisme de L® sur M*, la catégorie M" est pleinement engendrée par U (H).

Soit H' %, o- Pour simplifier Pécriture, désignons par N la catégorie

RN(A , H*)® et par 6 le foncteur canonique 6y de H* vers R; nous savons
que §(H) définit une sous-catégorie pleine DT de M (voir §0). Comme
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M e Jio, on a Ne u/l;o; soit J le foneteur injection de M vers 9?(.//}, e
associant & ¥ la transformation naturelle (»:./IZ , ¥, H"). Notons 7 le
foneteur N(6%)- 8y, p canonique de N vers ﬁt(..// , H*)® associé an fonctenr
identique de N et a D.

Proros1IrioN 11. Il eriste une équivalence naturelle T de .J vers y el
la catégorie M est pleinement engendrée par D).

Preuve. Soit ¢ une unité de N et soit scIj. Pour 2¢a(s) et pour
&' «Hy, notons 7.(s’) Vapplication

ho-=c(h)(r) de oO(s){s') —=s-H-s dans o(s').
Si Wes' H et a(h’) = 8", on a
a(hW) (8 (B) = oWy a(h)(r) = a(h-W')(r) = (") (h-}')
= Te(s”) - B(s)(H') (),

de sorte que le triplet (o, v:, 6(8)) détinit une transformation naturelle
fen(o)(s). Soit y(s) lapplication & ~ & de o(s) dans #(o)(s). I égalité
7:(8)(8) = a(s)(r) = @ entraine

P(8) T () (5) = () ) = 8
L’application »(s) est injective, car, 8si ' ea(s) et & = 3 (s)(x’), on trouve
r') = 1s(s)(s) = .
fe

7 (m)(s) étant limage par yp(s) de

’

€ o= ()'(8)(
Elle est aussi surjective, tout
u == 13(8) (%), en vertn des égalités
T (8) () = o () (y) = (k) z()(s)
= 1:(8") 0 (s) (M) (8) = 72 (s") (),
olt & = v(s)(y) et hes-H-s'. 11 s’ensuit que y(s) est une hijection de a(s)
sur 75(a)(s) et {n(o), v, J (o)) @éfinit une équivalence naturelle i(s). -— Si
[eM ao pour source, o' pour but, on trouve ()= t(s) = {(¢")Z=J(J),
car, avec les notations préeédentes,
Togymte (8)(2) = T E = Ty (8) Toqs (8)(8) = Ty (8) 7(5)(8)
= Tyeypi($) (@), ou ¢ =J(),

pour tout zeo(s). Done (y,?,J) définit une équivalence naturelle 7.
La restriction de % &4 N, est injective; puisque J est injectif, il en résulte

que le foncteur u équivalent & J est aussi injectif. De plus, si ¥ est une
transformation naturelle de 5{o) vers z(c¢’), il existe [N tel que J({)

=t{¢') o ¥Yoi(c), la sous-catégorie de i)t(e//?,H*)m définie par J({)
étant pleine, et Pon a 5({) = ¥. Ainsi RN est pleinement engendrée par D,
de méme que toute sous-catégorie pleine de N contenant D.m
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Soit & . la catégorie quotient de la catégorie F des foncteurs par la
relation d’équivalence ¢:

F ~ I &i, et seulement si, il existe une équivalence naturelle de I’
sav . .

Soit .F,_ Ia sous-eatégorie de.# _ formde des classes T telles qu'il existe
un isomorphisme FeT. Cette sous-catégorie admet (#_), pour saturante.

Soit %,° (resp. soit %;”") la classe des couples (C°, €) tels que e,
soit une catégorie & f-limites projectives et C° une sous-catégorie pleine
de (°, 1a sous-catégorie pleine (vesp. la sous-catégorie) stable par .#-limites
projectives de (' engendrée par ¢ étant 0 (c’est-a-dire §* est 1a sous-catégorie
pleine (resp. la sous-eatégorie) (u, (0, ¢, (")) —stable engendrée par C,
en notant g I'application /-limite projective multiforme sur ¢° associant
& @ la classe de toutes les limites naturalisées de but @. Pour 4 - %’
on %", soit ¥* la eatégorie dont les éléments sont les triplets

T = ((0;’ 02)7 T,’ (OI, /,1))
ot (7, C)e%? ol T'e Gi-F_- 0, tels quil existe un F'eT" qui soit com-
patible avee les £-limites projectives, qui applique ; dans (!, et dont
Ia restriction ' = (€3, I'" ¢, C]) soit un isomorphisme. Soil, 15 le foncieur
de % vers ‘¢1'~ associant F'mod o o T

THEoREME 8. Pour @ = %' on 9", le foncteur Vi admet wn adjoint
a droile: Il'e.}%a engendre une I'é-sh‘u(‘lure colibre de la forme (H'y, H),
oit 115 est wne catégorie pleinement engendirée par H et équivalente & la sous-
catégorie pleine (resp. a la sous-catéqorie) de ‘JI(«//A, %)= stable par #-limiles
projectives engendrée par Sy (I1).

Preuve. 1°) Supposons qu’il existe un couple (I°, H)e%;  tel que 1
soif pleinement engendré par H (existence d’un fel couple sera prouvde
ultérieurement) et choisissons une application #-limite projective I sur L',
la limite projective o de ¢ telle que l(¢) ait o pour source étant notée
Limg. — Soit (§*, €)@, et F un isomorphisme de €' sur H*. Montrons
que F g’¢tend en un fonetenr ¥’ de €* vers L' compatible avec les.#-limites
projectives, deux tels prBlongements étant équivalents. En effet, d’aprés
Ia démonstration de la proposition 10, on a ¢ = |J €5, oi A est le plus

: AzA
petit ordinal régulier limite supérienr & Pordinal i; de I pour tout I"e.#,
ot 'y = C et ot C;,, est la sous-catégorie pleine de C* ayant pour unités
les limites projectives des foncteurs @ de I' . vers (" tels que é)(l) < O;.
Posons I",=(L*, F, C*). Soit 1 un ordinal tel que A< /A et supposons défini,
pour tout ordinal 2’ << 4, un prolongement F; de F ayant les propriétés:
() 1" est une restriction de F, pour tout A7 << 1';
(by) Si e est une unité de €y, la vestriction de F,. o e- €+ C; est une bijection

sar F;.(e)-L-H;.
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8i A n’a pas de prédécesseur, le foncteur F, de C; vers L° admettant
F, pour restriction pour tout A’ << 4 vérifie les conditions (a;) et (b;).
— Considérons le cas ou 2 = A’ 1. Ecrivons

F}(h) = F;g(h) si hEC'A'

et ch01s1ssons, pour ehaque unité eeO;——C , une limite projective natu-
ralisée @(e) définie par un triplet (115 75, &), ol @ est un foncteur de I* .5
vers O tel que @(I) = (,; soient

O =(C;,®,I') et ¢=Fp®
Posons Fj(e) = Limg; si fee-G-C;, soit
Fi(f) = limy, F(O(e) f)e Fi(e) L- F(a(f),
ot B(e)] =(a0:,0(e)f, T').
Si fea(f):C, on a T
Fi(f-F) = Yy, Fr (O(e)(f- 7)) = Fa(f)- Filf).

Si p est une transformation naturelle d’un foneteur constant sur seHg
vers ¢, le triplet (@, 7, @), oit s = F(u) et ol 7(i) est unique élément
de @(¢)-C-u appliqué par F, sur v,(i), définit la seule transformation
naturelle ¥ telle que F, ¥ = vy, car, si kej-I¢, on a

Fp (@ (k) T(3)) = ¢ (k) 1, () = 7,(j) == Fx(r(j)),
dott P(k)-T(i) = 7(j). Si de plus feFi(e)-L-s et y=l(g)f, 'élément
hm@w'}’ ol ¥ = (=, v, I,

est l’umque ee- O-u vérifiant F,(f) = f. Ainsi la surjection f-»F.(f),
ol fee-C-C;, est une bijection de e-C-C; sur F,(e)-L-H;. — Supposons

geCp-e, 8" =p(3), o=2DF,(e) et o = Fy).

Pour tout sc<H;, associons & feo-L-s Vélément f* = F,(§-f) ol

fee:C-F-1(s) et Fi(f)=F.
Nous obtenons de cette fagon une surjection v(s) de o-L-s dans o'-L-s.
En désignant par » le foncteur canonique dz. 5 de L' vers m(jz , H*)®
associé au foncteur identique de L' et & H, le triplet (n(o'), 1,%(6))
définit une transformation naturelle . La catégorie L' étant pleinement
engendrée par H, il existe un et seul geg’-L-o tel que n(g) = v, ie. tel
que
g-Fi(f) = Fi(§-f) pour tout fee-G-C;.
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1l s’ensuit que g == F,(7) lorsque ce dernier a déja été défini. On peut
donc poser dans tous les cas g == F;(F). Si §'-§ est défini dans O}, pour
tout fee-C-C;, on a

Fi(g') Filg) Fu(f) = Fu(@) Fig-f) = Fulg" G-,

’

de sorte que F;(7)-F,(§) est P'unique élément ¢’ vérifiant ¢ -F,(f)
= F(§ G F), Polt ¢' = F,(§'-7). Ceci prouve que la surjection § —- F;(7)
définit un foncteur #, de (; vers L° remplissant les conditions (a;) et (b;).
— Par récurrence transfinie, on construit un foncteur F’ = I, de "
vers L' satisfaisant (a,) et (b,). — Montrons que I’ est compatible avec
les #-limites projectives. En effet, soit @’ un foncteur de I"e. vers c
et @ une limite projective naturalisée de source é et but @'. Posons
0" = F'@' et supposons que p soit une transtormation natwrelle d’un
foncteur constant sur ¢’ vers ¢’ = F' &' Sifeo' L-s, ot se et F'{u) == s,
le raisonnement utilisé plus haut appliqué au cas 2° == .1 assure l'existence
Q’une unique transformwation naturelle ¥ de 7 vers @' telle que F'Y¥ = pf;
on a
[ FrlimyY)eF ' (e)- L-s.

Ri #(s) désigne Papplication f - " de n(o’)(s) dans n (L7 (¢)j(s) ainsi con
struite, le triplet (n([f"(e)), ‘, n(o’)) définit une transformation naturelle
y'. La catégorie L' étant pleinement engendrée par H. il existe un et un
seul gel'(e)-L-o’ vérifiant q-f = 1(s)(f). Les égalités

' f = 0 (g-f) — (FOYVF (limg¥) == 'YV = yf

entrainent
n(re (1)) = nl{r, (i)  pour tout  iel;.

d’olt H'g = y. Ainsi 6’ est une limite projective naturalisée et I est com-
patible avec les .#-limites projectives.

— Soit ¥ un autre foncteur de €* vers L' compatible avec les .#-limites
projectives. Soit A’ << 4 un ordinal et supposons donnée une équivalence
naturelle 2, de F; vers la restriction Iy, de F'' i ;.. Montrons que 2,
se prolonge en une équivalence de F' vers F''. Il existe un foncteur &

et une équivalence £’ de G vers F’’ définis par

Ty (e) sl eeCy,
Ty (6) = R fe v e
e si e —(Cr)s-
Soit G, la restriction de @ & C; pour tout ordinal A << 4. On a Gy = Fy
si A" < 2. Supposons A = A +1. Si ee(; posons m{e) = e. Soit ¢ une
unité de C; n’appartenant pas & C,. Les foncteurs F' et G étant compa-
tibles avec les .£-limites projectives, les transformations naturelles

~

0=FE6O() et 6 =GO()
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(avec les notations introduibes plus haut) sont deux limites projectives
naturalisées de but F,-® = G, D, de sorte qu’il existe un w(e)eL;
vérifiant 6 = 0" w(e). Si Jee-C et u(f)e s, Dégalité f = limgy,(O(e)f)
entraine
Fo(f) = Limg 01, (F) et Gu(f) == limg 0'G,(F).
La transformation naturelle ¥ = é(e)f prenant ses valeurs dans OC},
on trouve
OF,(}) =1'¥Y =GY¥ = 0'G,(]).
10 en vésulte, si p = 6F,(F):
Gi(f) == limgyp = w(e)limsy = o) Fi(f).
Cette égalité ost aussi formellement valable si p(f) = ee(', car, dans
ce cas,
feCs, Fiylf) = G:(f) el or{e) — e.
Supposons jeC e et ¢ = ). Bi feo LMy, il existe un unique fee-C-C;
tel que F(f) = f; en utilisant les relations
Gi(f) = mle) Fi(]) et AGf) = o) Fa(gf),

on en déduit

(€'} Fo(g) f == o () il ]) = GG f) = Gi(§) o (e) Fu(f)
e)f.

L étant pleinement engendré par 71, on obtient w{e’)- I, (§) = G,(i) wle).
Ceci montre que le triplet (G;, o, 1‘,_) définit une équivalence naturelle .
A fortiori, le triplet (Fy, v;, F;), oit

w= @) of

To,. (€) si ce(’y,
w(e) == § 7 .
m(e) st oee(y— Oy,
définit I'éguivalence (5L°, 2'¢, ¢;) = 2 qui admet (2, pour restriction.
Par récurrence transfinie, on construit une equivalence 2, de ¥’ vers
Foadmettant 0, (et ;) pour restriction. Ce raisonnement appliqué
au cas ot A’ == 1 signifie que, si F, est un foncteur équivalent & ¥, c’est-a-
dire si F,eFmodo, tout prolongement de F, en un foncteur F, de ¢
vers L compatible avec les S-limites projectives appartient a la classe
F'modo.
2°) Soit 8° la sous-catégorie de L° stable par -limites projectives
engendrée par H. Soient (C°, )%, et F un isomorphisme de ¢° sur H".
On a (G, 0)e%, (car %, = %,) de sorte que, d’aprés ce qui préceéde, F
s’étend en un foncteur F’ de ¢ vers L' compatible avee les .#-limites

projectives et défini &4 une équivalence prés. Montrons que F'(0) < 8.
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En effet, d’aprés la proposition 10, on définit une suite transfinie croissante

de sous-catégories (€7'),.; de C° telle que € :;U ¢, ot 0 =0C et ol
s ]

(.5 est engendrée par la classe formée des éléments de C;, des 7,(i) of

des lime ¥, olt @ est une limite projective naturalisée de but D71 5

o I'ef et @(I) < (;, ot icl; et o ¥ est une transformation naturelle

@’un foncteur constant vers @ prenant ses valeurs dans (1C;". Par hypothése

F(U) = F(C)=H < S.

Supposons prouvé F'((7) = &; alors, avec les notations précédentes,
) = F'6 est une limite projective naturalisée de but F’'-® et l'on a

F-o)cS e FWYI) s

d’ott, par définition de S,
(i) e et F'(limg¥) = limg F"WeN.

Par récurrence transfinie, on en conclut F'(€) < 8. Ainsi le foncteur
v; — (S', E/, 0.)

est un prolongement de F compatible avec les .Z-limites projectives.
8i F\ est un tel prolongement d'un isomorphisme F, de ¢ sur H' équi-
valent & F, le foncteur (L', F,', ") est équivalent & F’ (partie 1°), et
par suite F; est équivalent a F|.

3% Posons Hy = L et Hy. = S et montrons que (Hy, ) est une
V-structure colibre engendrée par H. En effet, soient

(O, C)e%, ot TeH -F._-(",

Par définition de #,_, il existe un isomorphisme Fe1'. D’aprés ce qui
précede F s’étend en un foncteur F, de C* vers Hi compatible avec les
S-limites projectives; en posant 7° = Fymodoe, on trouve

T = ((Hy, H), T, ((", C)) ¥, et VHT) =T,
Par ailleurs, si
T, = ((Hy, H), T}, (C, O))e%, et si  VH(T) =T,

il existe un F;eT; dont la restriction ¥, = (H", Fy, C*) appartient & T
et est un isomorphisme sur H°. Les deux premiéres parties de la démon-
stration prouvent que les prolongements F; et Fy des foncteurs équi-
valents F, et F sont équivalents, i.e. on a T = T, d’ol T, =T. Lattir-
mation est ainsi démontrée.

4°) 11 nous reste encore 3 prouver Pexistence d’un couple (L', H) <%,
tel que L* soit pleinement engendré par H. Or, désignons par R 1a catégorie
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N(A, H*)T et identifions H* & la sous-catégorie pleine de R définie par
dg (H). D’aprés la proposition 11, toute sous-catégorie pleine de R con-
tenant H est pleinement engendrée par H. Choisissons une application
S-limite projective I sur N (par exemple 'application #-limite projective
canonique [4]) et montrons que la sous-catégorie (I, (9, ¢, N))-stable N’

engendrée par H appartient & la saturante de & dans #. En effet, remar-
quons d’abord que, si o et o' sont deux unités de N, la classe des [N

de source o et but o’ appartient & JZ.,, puisque la surjection ¢ > (r; (8))3511;,
est une bijection de o' m M 1o sur une partie de
A= ][]l Hoa(s)), et Ae.A,,

SEH(;

car o' (8) M -0(s)e. .y, He f, et 4, est un univers. En vertu de la pro-
position 10, on a N = (J N,, ot Ny =He. .4, ot oy, si A =21, la
A< A

classe N, définit la sous-catégorie pleine de 9 ayant pour unités les
o,eM vérifiant la condition: il existe un foncteur ¢ de I'es vers 9, ol
@(I) = Ny, et 6, est la source de I{p). Supposons que la formule N e .7,
ait été prouvée; pour toute unité o de N; choisissons un ¢ tel que o = o, ;
en associant & o Papplication (N, ¢, I), on définit une bijection de la
classe (N,)® sur une partie de Ny .#-Ie.#,, de sorte que (N,)§e¢.4Z,.
Comme N; est la réunion des classes

o mRuoe My, ot ce(N)P et o' ¢(N)T,

il ’ensuit N;e.#, et, par récurrence transfinie, N e .#,, car lordinal 4
est inférieur & I'ordinal inaccessible associé & l'univers .#, (voir le début
de la démonstration de la proposition 10).

— Par suite on peut construire un isomorphisme A4 de M’ sur une catégorie
Hi e #, dont la restriction & H" soit le foncteur identique de H'. 8i ¥ = ¢/,
la catégorie Hy est pleinement engendrée par H (puisque N’ est pleine-
ment engendrée par H) et la partie 3 de la démonstration montre que
(Hy, H) est une Vig-structure colibre engendrée par H. Cette méme
partie affirme que (Hg., H) est une V4.-structure colibre engendrée
par H, en désignant par Hy. la sous-catégorie de Hy. stable par #-limites
projectives engendrée par H. — Par définition de la catégorie ?,A toutie
V§-strueture colibre engendrée par H est de la forme (ﬁ;;, H), o HyeF,
est une catégorie équivalente & Hy. Comme 9’ admet pour saturante
dans N la sous-catégorie pleine Ny de N stable par .£-limites projectives
engendrée par H, elle est équivalente 4 RNy et, a fortiori, Hy est équi-
valente & M,. Enfin Hyo est équivalente 2 la sous-catégorie Ny de N
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stable par #-limites projectives engendrée par [, car My est un élargis-
sement de la sous-catégorie de N’ stable par .#-limites projectives engendrée
par H, laquelle est isomorphe a Hg-. ®m

Remarques. 1° Comme 5%~;, est lu saturante de #._ dans #_, il
résulte du théoréme 8 que le foncteur (%, 14 7;, %%y admet aussi un adjoint
& droite.

2% Soit JI° une catégoric; identifions 11° a la sous-catdgorie o, (1Y
de N(.#7, H)? et soit encore N, la sous-catégorie pleine stable par .#-limites
projectives engendrée par H dans N(.#, H*)7. Plusienrs auteurs ont
considéré Ity comme ,la complétion” de H® par adjonction de #-limites
projectives (voir par exemple {7], ot J est formé des catégories diserétes
finies, [8] ¢t [9], oit # —= #,). Le théoréme & justifie ce point-de-vue
(ainsi que la remarque finale de [H]), en montrant que N, est une solution
,Hhrinimale” du probleme du plongement, a une équivalence pres, de [f°
dans une catégorie a #-limites projectives, avec conservation des lmites
projectives existant dans H'; la catégorie R n'a éé introduite dans le
théoréme 8 (ue pour montrer Uexistenee d'une telle solution H vérifiunt
de plus Hyoe /7,. Comme nous Uavons prouvé dans {11, 9 n'est pax Ia
solution ,,maximale’” de ce niéme probléme, bien qu'il existe aussi des
solutions ,,maximales” ({4] et [10]). Remarquons que v recherche de
solutions maximales peut étre préeisée par lo donnde d'applications
7 -limites projectives, de sorte que le probleme soit solvable a un isomor
phisme (et non a une équivalence) pres (voir [4]).

3° Soit A" une catégorie a .7-limites projectives et p un fornctewr de
e, vers K, fidéle tel que p.. soit bien fidéle. Nous savous (théorenie 6
que p admet un prolongement minimal P en wn foncteur fidele de f1°
vers A, o S-limites projectives el tel que P soit bien fidole. Sip ext associé
aun générateur de H*, 1a catégorie H* est isomorphe i une sous-catégorie
pleine de R(.7, H)Y (th. 7). 11 ne résulte pas du théorcme 8 quil en
est toujours ainsi (et Pon peut donner facilement des contr’exeimples)
car, en identitiant H et 0, (H), le foncteur p ne peut pas nécessairement
s’étendre en un foneteur vers K° (une sous-catégorie de (47, 117)-
équivalente a Ny,

4° Supposons donnée une catégorie H' e#, et une classe 4 de foucteurs
¢ de I"ef vers H'. Soit M, la sous-catégorie pleine de N, ayant pour
unités les éléments o, tels que ¢ = (N, ¢, I°) et ¢eA (les notations sont
celles de la fin de la démonstration du théoréme 8). Une déinonstration
analogue & la deuxiéme partie de celle du théoreme 8 montre que N,
est une solution minimale du probléme du plongement, i une équivalence
pres, de H* dans une catégorie telle que tout foneteur appartenant i A
admette une limite projective (lorsqu’il est considéré comme foncteur
4 valeurs dans cette catégorie prolongée).
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8. PROLONGEMENTS MAXIMAUX D’UN FONCTEUR

Soit K° une catégorie appartenant i #, et # =— #(K') (resp. et
H = A (K")) la sous-catégorie de }' . F ayant pour unités les foncteurs
fidéles p vers K° (resp. vers K° tels que p, soit bien fidéle); ces catégories
ont ét¢ définies dans le § 1. Nous considérerons les sous-catégories suivantes
de £ :

19 Ni K’ est une sous-catégorie de K°, soit #™ la sous-catégorie de #°
formée des triplets (p', B, p)e #, ou F = (H", ¥, H") tels que

pH) <K', p(Hy) <K et F(H,p) )< (K,p).
A (considérée au §2) est la sous-catégorie pleine de X ayant pour
unités les foncteurs K’'-étalants.

2¢ Si u est une application #-limite projective multiforme partielle
sur A, désignons par 47 la sous-catégorie de ¥ formée des triplets
(p'y I, pyest”, o F = (H",F,H"), vérifiant la condition sunivante:
Ni @ est une limite projective naturalisée dans H' telle que pOeu(P)
pour un ®e K- -#, alors FO est une limite projective naturalisée dans
I, Soit #" = #“(K') (voir §86) la sous-catégorie pleine de #* ayant
pour unités les foncteurs w-compatibles.

Nous posons ¢ = e lorsque nous nous donnoens une sous-catégorie
K" de K et ¢ = u lorsque nous nous donnons une application #-limite
projective multiforme partielle ¢ sur K°. Remarquons que 'on a #y = A7
pour ¢ = u et que ¢y est formée des p = (K°, p, H')e A, tels que p(H;)
< K'. Soit encore Z le foncteur de # vers .4 associant Ps(F) & (p’, F, p),
et Z° sa restriction & #°.

PROPOSTEION 12. (A, 1, H°) est un foncteur a F,-limiles projeciives
et (A% 1, H7) est un foucteur & My-produils, compatible avec les limites
projectives.

Preuve. 1°) Soit (p;);,s une famille de foncteurs

Pi = (K.’ Qj) H;)‘ Ho,
oit J e A,. Soit H* la catégorie produit fibré V p; et v; sa projection cano-
Jed

nique vers H;. La surjection (f;).; — p;(f;) définit un foneteur p de IH°
vers I{°. D’aprés la proposition 35-IV [1], p est un foncteur fidéle et p,
est bien fideéle, de sorte que lon a

7y = (P, 0y, P)e H.
Soit m; = (p;, Fs, p')e # pour tout jeJ; les relations p; F; = p’ en-
trainent ’existence d’un et d’un seul foncteur F tel que v;-F = F; pour
tout jed; il s’ensuit m = (p, F, p')e #, et a;-m = m;, car

P =p;F; =pyoF =p-F.
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Ainsi (@), est un produit naturalisé de (p;);, dans #. — Soit ¢ = ¢; -

le foncteur v; ¢tant bien surjectif & gauche, d’apres la proposition 3 il
7 ] bl

transforme une p-injection en une p;-injection; par suite m;e 4" si pje 7"

your tout jeJ, et p est un produit de (p;);., dans % Si de plus p; est

I y jies j

K’-étalant pour tout jed, soit

¢ = (¢)jsely ot kep(e) K.

11 existe une (I, p;)-injection kjee;-H; telle que p;(k;) = k pour tout
jed et k== (k) ee-H est une (11 ,p) m]ection (covollaire du théoreme
9-IV (Y [1]). Puisque p(k) = k, le foncteur p est K'-étalant. Ceci montre
que p est un produit de (p;)y, dans #°. — Soit & = p; avec les notations
précédentes, soit @ une transformation naturelle de ['es vers H° telle
que pOeply). Alors @ est une limite projective naturalisée si, et seulement
s, ;6 en est une pour tout jeJ (prop. 20 [1]}; il en vésulte que a6 57
et que p est un produit de (p));., dans #75 de plus pe £y sipie#” pour
tout jeJ. — Au total, nous avons montré que (#, . #5) et (5700 A
sont des foneteurs i ./)‘rpro(luits‘
29 Soient o= (P pye el o’ s (P I P e ol
(W, p', ). Notons H® 1o sous-catégorie de H'™ novan de (/.17
et p la restriction de p’a H'. Toute restriction d'un ¢lément de # , uppar
tenant & Sy, p est source d'un novau x de (woom') dans A -~ Supposons
eo=e,me A et m'e A Soit eeHy et kep(e) K'. 11 existe une (K7, p')-in-
jeetion kee-H’; comme F(F) et F'(E) sont deux (K’, p’')-injections de
but F(e) = F'(¢) et que p. est hien fidele. on a

Fly — £k, Qo kedl.
Sifee I et si p(f) = k- f il existe f’ eIl vérifiant

Ef==f et  p(f)=f.
Les relations
F(L)y F(J) = F(]) = FUf) = F(ly Ff)
et

B ) P = ET)
ont par conséquence F(f (F, ear F(L) est une (K7, p')-injection.
On en déduit j'eH, de sorte que T est une (K', p)-injection. Ainsi p est
K’-étalant. Soit my = (p', G, p)e # m-miy == m/ ~u . Stk (K, p) est tel
que p;(k;) =k, Vélément G(k;) est une (L', p')-injection appartenant a
H et, d’aprés ce qui précede, G(k,) est une (A’, p)-injection, c’est-a-dirve

(pv (H'r 4, a(Px)); p1) AN

(') La démonstration de ce corellaire prouve que 'hypothése fe R (C*) de son
énoncé est superflue.
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Par suite z est un noyau de (m,m’) dans (#° ¢, #°). — Supposons
e =y, meH" et m'e #". Soit & un foncteur de I'esf vers H' et soit
Oeun{p-P). Le foncteur p’ étant y-compatible, il existe une limite projective
naturalisée @ de but (H'", @, I"), ou p’® = 0. Les transformations naturelles
FO et F'O sont deux limites projectives naturalisées de but ¥-(H'*, @, I"),
appliquées par p” sur 8, par définition de #“. Tl s’ensuit FO = F'0,
car p;' est bien fidéle, d’ou O(I) =« [J.H'. On sait (prop. 21 [4]) que
(zH*,0,1") est une limite projective naturalisée appliquée par p sur 0.
Ainsi p est p-compatible. Soit

wy = (P, Gy p)e A’y alpy) = Hi,  wmemy = m .

Si @, est une limite projective naturalisée dans H; appliquée par p, sur 0,
la limite projective naturalisée © = GO, prend ses valeurs dans 1H'; Ia
démonstration précédente entraine que (= H', @, I') est une limite pro-
jective naturalisée, i.e. a

(p7 (11'7 Q7 }l;); p1)€<}{”-

(‘eci prouve que & est un noyau de (m, m') dans (47, ¢, 5#*). On en conclut
que (A, ¢, #°) est un foneteur & noyaux et que (£, t, #°) est compatible
avec les noyvaux. — Le foncteur (#°,(, #°) étant a /Zo—produits et
i noyaux, il est & #,-limites projectives (prop. 1 [4]); le foncteur (47, ¢, )
est compatible avec les limites projectives, car il est compatible avec
les produits et les noyaux.m

TuroriyE: 9. Soil p = (K*, p, H')e S, el + nne velation d'équivalence
sur H telle que p soit compaiible avee v. Alors il existe une (H°, Z)-structure
quasi-quotient de p par 7.

Preuve. Soit #" la catégorie formée des triplets (v, m,»’), oll

wo= (p", ¥, pleH,
et " étunt des relations d’éguivalence sur «(p’) et a(p’’) respectivement
telles que Z(m) soit compatible avec (i, '), la loi de composition étant
(rym ) my ) = (1), m w7

Nous identifions au couple (m, ) un triplet (¢, m, r)e #", lorsque i est
une relation identique. De plus 5 est identifiée & la sous-catégorie pleine
de " ayant pour unités les couples (g, ¢), oL ge #y et ¢ = relation identi-
que sur Z(g). Nous savens [2] que p est une (#°, Z)-structure quasi-
quotient de p par # si, et seulement si, p est une (#°, #)-projection de
(ryp,7). — Si ¢ est un foncteur, nous désignons par ¢’ Papplication Pg(p)
sous-jacente. Soient p = (K', p, H'}e #, et v une relation d’équivalence
sur H compatible avec p; autrement dit, on a p’ = g-7, en désignant
par # la surjection canonique de H sur H/r. Soit M la classe des

M = (Pmy By p)e H° - Hp

90



8. Prolongements maximaux d’un fonecteur 61

tels que (m rye H° (r p,7), i.e. pour lesquels F,, = f,,-#. Comme
H < ¢0e /ﬁ’o, on a Me J/ et, d’aprei la proposition 12 appliquée au
foncteur (/f’ ty H *) relatif & 1univers J/O, il existe un produit naturalisé
((nllL))rleﬂ,7 P) de (pm)meﬂl dans (’%7 Ly WE)? a savoir T = (pmy Doy P)y ol
v, est la projection canonique vers a(p,) de la catégorie H' produit
fibré de (P, ). Soit

:l”:( ]"7}’) A E T SYH

on a v, F' = F, pour tout me M. Les relations
e = P =y —
Pm fm ¥o= P Ay =P o= 7

entrainent p,,-f,, == g pour tout me M; la classe H étant le produit {ibré
de (Pr)uers 1l existe un et un seul f' tel que v, f* = f,, pour tout me M;
il s’ensuit

’ ~ - ’ ’
o J'o# = [ == Fy = 0, 1

pour tout me M, ol f'-7 = F'. Ainsi, en désignant par #" la catégorie
associde & A pour définir les Z-structures quasi-quotieni, on frouve

(Tyrye #" et @, (m,r) = (m,¥) pour tout me I.

1

Ceci signifie que e = (r, p, ) vérifie la condition (IAT;) du théoréme 1 [
relativement au fonetenr U = (n;f". t, ::fe) Par ailleurs, il résulie de I
démonstration du théoréme 2-2 [2] que U est un fonctenr & noyanx et
que tout 7-m0nomorphlsme est un z -monomorphisme, 7" dénotant
le foncteur canonique de AT vers J/ (qui applique (', m, r) sur 7 (m)).
Soit p la restriction de P & la xous-ecatégorie (K, P)*-stable si & == ¢ (vesp.
sous—eatégorie (u, P)-stable si ¢ = u) H® engendrée par F(H). Le triplet
m = (P, (H*, o, HY) ), D) est un morphisme (kf, R, (#"), #*)-engendré [ |
par P o= A(~z) et pe. 4. Comme Z* = 7" f’, ot Z" est fidele, la propo-
sitionA 7 [4] assure que # est un morphisme (i’, Ix’g(.f/} ), #*)-engendré
par (z, r). Done toutes les conditions du théoreme 1 [4] d’existence de
struetures libres sont vérifies par U et e, de sorte qu'il existe une
U-structure libre ¢ engendrée par e, c'est-d-dire une (#°, #7)-projection
q de e ou encore une (#°, Z)-structure quasi-quotient de p par r; de
plus ¢ est isomorphe a $ dans #*. m

COROLLAIRE. J el # sont des catégories . A -projections.

En effet, pe 5, admet pour (#*, #)-projection la (H#°, Z)-structure
quasi-quotient de p par la relation d’équivalence identique sur H, qui
existe d'aprés le théoréme 9. Le théoréme de transitivité des projections
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62 Prolongements universels d’un foneteur

entraine que 2 est une catégorie & #"-projections, car elle est & #-pro-
jections (prop. 1). m

TuiorEME 10. %" est une catégorie & H'-projections. Soit peX;
alors p admet une (H*, )-projection Pl et une (H*, A™)-projection p'y
admettant p pour restrictions; de plus p%y est une Z'-structure quasi-quotient
de p%y.

Preuve. Pour pe o7y, Ia démonstration de I'existence de pfy est
analogue & celle du théoréme 9, remplagant U par le foncteur (#7, ¢, #7)
et en utilisant encore la proposition 12. — Supposons de plus p
= (K, p, H')e H5; soit my = (py, Fi,p) un (#°, #°)-projectenr et
iy = (1};, Iy, p) un (#7, #)-projecteur (il en existe d’aprés le corollaire
du théoreme 9). Soit

m' == (pgf” ((“(/’fﬂ”’)f Ly H.,'a p)y
ol pSy. désigne le prolongement plein K’'-minimal si ¢ == ¢ (resp. plein
a-minimal si e = x) de p; par construction de wm® (th. 2 et th. 6) nous
=avons que m’ appartient & #% -, Par suite, il existe des
mi = (P, Giy pr) tels que " = mi-m;
pour [ —= 1 et 2, L’on (u(p}f),z, ') = G- F;. Cette égalité entraine
que F; est injectif. Le fonctenr Z° étant un foneteur d’homomorphismes
saturé, il existe des ¢léments p et p isomorphes respectivement & p, ot p,
dans #° et qui admettent p pour restrictions; ce sont respeetivement
une (", #)-projection et une (¥, #°)-projection de p.
Soit m = (p, i, p) un (#', #)-projectenr, oit p = (K, p, I1*) adme
p pour restrietion & H* et ol ¢ = ([l', 1y, 1), Soit # Ia relation @’équi-
valence sur H engendrée par Ia classe B des couples (k, l:') tels que p(k)
— B(R), p(k) = B (k) et que:

1° 8i & = e, & est une (K, p)-injection et L une (K’, p)-injection;

2% i e = y, il existe un foncteur @ de I'e.# vers H' ot un Oep(p-P)
tels que & = p;(0, D) et ko= @, (0, @), ot p;(0, D) et x,(0, @) désignent
pour tout iel; les projections canoniques vers @(i) correspondant res-
pectivement & une limite projective naturalisée @ de but @ et & une limite
projective naturalisée @ de but (2 H', @, I*), appliquées par p ot par p

sur 0.

— La relation » étant compatible avee p, d’aprés le théoréme 9 il existe
une Z'-structure quasi-quotient p de p par s; soit m' = (p,i,p) la
Z*-quasi-surjection correspondante. Montrons (ue

o= m = (p,ji,p)

appartient & £, En effet:
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8. Prolongements maximaux d’un foncteur 63

1° Soit & = e; si ke(K',p) et e = p(k), les relations eeH; et
p(k)ee- K’ assurent Dexistence d’une et d’une seule (K’, p)-injection
kee-H telle que p(k) = k; puisque (k, k)eB% on a j(k) == j(k)e(K"', p)',
d’olt

(K, p) ) < (KW p)~ et me s,

2° Soit e = u, @ un foncteur de I' «.# vers H* et 6 une limite projective
naturalisée de but @, telle que Beu(p- D), ol 6 = p@. Le foncteur p étant
w-compatible, il existe une limite projective naturalisée @ de hut (fl‘, D, 1)
appliquée par p sur 6. Pour tout ielf;, le couple (k, %) des projections
canoniques p;(f, ?) =k et k= (0, P) correspondantes appartient
4 B'; par suite j(A) = j(k) est la projection canonique vers j(@(7)} corres-
pondant 4 Punique limite projective naturalisée @, de but (j-i) @ appli-
gnée par p sur 6. Done

(j-0)0 = 0, ot mex".
— Prouvons que m est un (#°, #”)-projectenr; supposons
m o= (q, Fyp)e # - 47",

1 existe m' = (¢, @, p)e #° tel que m = w’-m, car m est an (A, # )-pro-
jecteur. Soit (%, l;)eBa un des couples considérés plus haut:

1° si & = e, Pélément G (k) = F(kF) est une (K', ¢)-injection, étam
donné que F((K', p) ) = (K, ¢), et G (k) en est une, puixque G((K’ py |
c (K, ¢)f par définition de #7; le foncteur ¢. est hien tideéle et /(L)
et (1(1\7) sont deux (K, ¢)-injections de but G{3(k)) telles que

g6 (1)) = p(k) = p(k) = q(G():
il fensuit G(k) == G({L).

2" s e = p, G(pi(0, D)) = Fp;(0, D)) et G(x;(0, ®)) étant les pro-
jections canoniques correspondant i 'unique limite projective naturalisée
appliquée par ¢ sur 0, elles sont égales.

— Ainsi G(k) = G(k) si (b, k)eB’, de xorte que G est compatible avee ».
Comme o' est une Z-quasi-surjection, il existe

my, = (g, Fr, P)e H* ot mym' =m'.
On voit que m; est Punique ¢lément de .#° vérifiant

My = My o = m' m = mn.

Ceci prouve que m est un (#°, °)-projectenr. Toute (#°, ¥")-projec-
tion de p étant isomorphe dans #° & p, ¢’est aussi une Z'-structure quasi-
quotient de » par 7. m
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DEFINITION. S0it pe X5; une (#°, #)-projection (resp. une (#°, A°)-
projection) de p admettant p pour restriction est appelée, selon que
& — e ou w, un prolongement K'-étalant ou p-compatible libre (vesp. K'-éta-
lant ou p-compatible marimal) de p.

ProrosiTioN 13. Soit p = (K, p, H')eHq; on peul constriive ex-
plicitement wn prolongement K'-étalant libre de p.

Preuve. Soit M; la classe des couples (s, k), ot sellj et Lep(s)-K'.
Désignons par M la classe des triplets

q == ,((32, ka)y g, (8, 7“1)}

vérifiant les conditions:
10 (85, kj)e Mg pour ¢« =1 et 2, geu(ky) K-a(k));
20 il existe fes,-H s, tel que p(§)-ky = Ly g.
M est une catégorie pour la loi de composition
((8;, k:/’)) g’ (81,9 ”‘i)’ ((82’ k2)s gy (81, /"1)’ = ((‘;7 ]"é)’ g (81, ]‘;1))
si, et seulement si, (s,, ky) = {81, k)3 la classe de ses unités est identifice
avec M, et la surjection j — g définit un foncteur fidele ¢ de " vers K°.

On identifie H" & la sous-catégorie pleine de M avant pour wnités les
couples (s, p(s)), ot selly. Si (s, M)e Mg, on a

Eo= (s, &, (s, B M

et B oest une (K, g)-injection; en effet, les relations
fepk)- M et g(f) = qlk)-f = k[’
enfrainent que, s «{f) = (8', k'), il existe §es-I[-s’ vérifiant
PG = q(f) = kf;

par suite {(s, k), f’, (s, )} est 1unique délément [/ de a(k)- M -a(f) tel
gque k-f = f. — Puisque

M e (HyxEY<Kx(Hyx K'Y e My,

on a Me.#y, d°00 e #,y. D'apros la proposition 1, il existe un (#, #)-
projecteur (q, 7, q), ot q = (K°, ¢, L"), le foncteur 7 étant le Ps-épi-
morphisme canonique de M° sur la catégorie L quotient striet de M°
par le sous-groupoide de M* formé des ge M, appliqués par ¢ sur une
unité; de plus M* est un élargissement d’une sous-catégorie pleine de M*
isomorphe & L' et, en vertu du corollaire 1 de la proposition 3, 7((K’, ¢)")
c (K, ¢ . — 8i ¢ =7(s, k) et si ¥ eq(o)-K’, nous avons vu que les
éléments
E=(s,k,(s,k) et & =(s,kF¥,(s,kFE))
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sont des (K’, g)-injections, et 'on a
Eo=((s, k), K, (s, k) eM ot k' =Lk,
Des relations
FR e, ), FE)(E, g et F(E) = F(E)F (),

on déduit (th. 1-T1T [1]) que 7(&') est I'unique (K’, g)-injection de but
o appliquée par ¢ sur &’. Done ¢ est N'-étalant. — Montrons que

(g0, mes, o j = (L°, 7, II"),
est wn (¥, #)-projecteur. En’ effet, soit
= (Q, F,p)ed” - A#, o Q= (K,Q,(").

Si (8, F)e W, désignons par I (s, k) la source de 1'unique (K7, @)-injection
I de but F(s) appliquée par @ sur k. Si

7= ((s’, Y, 0, (8, 7.'))6 M,

il existe un des" 1 -s tel que p(§)-h =k -g, et Von a F(§)e F(s')- - Fis).
Puisque ky et L sont des (K', )-injections, il existe un et un seul (K. (i)
sous-morphisme A de F(g) tel que F(F)-ky == ki -7 et Q) - ¢; U'élémen:
I ne dépend pax dir ehoix de g, le foneteny @ étant fideéle; poxons I o J7 (.
La surjection 7 -~ I7 (g) ainsi obtenue définit un fonctear F7 de 37 vers ¢,
prolongeant 1" et vérifiant Q-F' — g5 on a (Q, F', qye #" - 7. lav dé
nition de ¢, il existe un et un seul

»~

Q. F"' qyet  tel que  (Q.F . q) — (O, I q)(q. 7, ),
d’on
P FE et B o= (CL F I - R
827 est une (K", g)-injection de bul o = F(s, ) et =i r/(/;’) - L'y nous
avons montré plus haut que &° = #(E), ot ' ext la (K', ¢)-injection
((sy k), Re07y (s, ko k) Pégalite (ke k') = Ly FO(E) enteainant F7il)e
(K, Q), on obtient

Uy = TR (KL Q) de. (Q, F, q)e 7.
T1 8’ensnit que (Q, F', ¢) est Punique élément m’ de #° satisfaisant Pégalil¢

== {g, J, ),

de sorte que (g, j, p) est un (#°, #)-projecteur. Soit v, une section de Iz
restriction 7, = (Lj, 7e, M3} de 7 telle que v, (7o(H)) = H. La démonstia-
tion de la proposition 1 permet @’¢tendre ¢, en un foncteur » section
de 7; on a 1;(7(11)) = H ot M’ est un élargissement de v(L)’. En notant
v’ Pisomorphisme (¢(L)", v, I") et p la restriction de ¢ & v(L)", on trouve
(P, v, q)e #. On en conclut que p est un prolongement K’-étalant libre
de p. =
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Note ajoutée a la correction des épreuves

Le mot univers a ici le méme sens que dans [2] et [4]; ¢'est-a-dire,
contrairement & la définition de Grothendieck (ou de Sonner), on ne
suppose pas un univers transitif, hypothése inutile pour la Théorie des
Catégories. Un univers est done un ensemble (d’ensembles) .#, vérifiant
les conditions:

1° Ee, entraine #(E) e, el Z(E) c My

2° Ted, et E;etly pour tout iel entraine \J I e.#,;

Tel

3° 11 existe un ensemble infini appartenant & #,.
Il en résulte que, avee des définitions convenables, le couple (F, F) et
le produit F < F de deux éléments d’un univers appartient & 'univers,
ainsi que ensemble canonigue N des entiers naturels (voir: A. Bastia-
ni, Théorie des Ensembles, cours multigraphié, Amiens, 1968, ol est prou-
vée aussi Péquivalence des “Axiomes des univers” relatifs a ces deux
notions d’univers).
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CATEGORIE DES FONCTEURS TYPES

par CHARLES EHRESMANN
(Université de Paris)

Le but de cet article est de donner la construction explicite d’une catégorie de

foncteurs servant & définir les espéces de stractures mathématiques du genre
usuel. Cette construction a été esquissée déja partiellement dans [1], p. 57. Elle
précise la construction de l'échelle des cnsembles [3].

Cet article reproduit des conférences faites 4 Buenos Aires, Sdo Paulo et Cara-
cas en Septembre, Octobre et Novembre 1960.

I. Foncteurs naturalisés.

Ftant données deux catégories @ et @/, soient ® et ¢’ deux
foncteurs covariants de (@ vers (@’ (nous dirons simplement fonc-
teur pour foncteur covariant). Pour tout élément (ou morphis-
me) f d’une catégoric, 'unité & droite sera désignée par «(f),
Punité & gauche par ¢(f); «(f) et 3(f) (ou les objets correspon-
dants) sont appelés aussi source et but de f. Rappelons qu’une
transformation naturelle de ® vers ®' est un triplet (@7, €, d),
oll ¢ est une fonction associant 4 toute unité e de (¢ un morphisme
w(e) ¢ (@ de source ® (e) et de but &’ {¢) tel que, pour tout f = &,
on ait

<€) () =D (f) <o), owe=al(f), =00

Soit K (C’, @) la classe des foncteurs de (@ vers (@ et soit
7 (P, @) la classe des transformations naturelles (&7, 1, ),
ot @’ et & sont des foncteurs quelconques de @ vers (@’.

Proposition: OF (@', ) est une catégorie pour la multiplication
suivante (appelée longitudinale):

(@7, <, &) (', 7, ) = (", /.5, D)

st et seulement st @, = @', la fonction <" . « étant définie par:
(' . 7) (e) = 7'(e) <(e).

Une unité de 97 (C’, ) est un triple. (@, &y, ), ot b,
est la restriction de ® 2 la classe des unités de (2; les foncteurs @
correspondent ainsi d’une maniére biunivoque aux unités et
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peuvent étre considérés comme étant les objets de la catégorie
O (@', @). Une transformation naturelle inversible (®’, «, &)
est appelée une équivalence naturelle de ® vers ®’. Pour toute unité
e de @, t(e) est alors un élément inversible de (?’; I'élément in-
verse de (&', 7, P) est (P, <1, P'), o0 771(e) = (e).

En particulier soit F () la classe des foncteurs de @ vers .
Cette classe est une catégorie pour la multiplication définie par
(®'D) (f) = & (P(f)), pour tout f ¢ (; elle admet une seule unité,
le foncteur Id tel que Id(f) = f. Désignons par 97 () la caté-
gorie des transformations naturelles 97 (, @).

Proposition: La catégorie F ((O) opére a droite et & gauche sur
la catégorie OF ((®) de la maniére sutvante:

(@, 2, ®) &, = (&' &y, = &y, O Py,
) (D, 5, D) = (D) D, @5, B D).

(Dans la premiére formule nous écrivons t®, & la place de t© Py,
cette convention n’entrainant pas de confusion dans ce cas).
Remarquons que la multiplication par ®; ou par ®,” est com-
patible avec la loi de composition de la catégorie J7 (). En
effet,
(", <, ) (D', <, 2)] Dy, = [(D", </, D) &,] [(P', 7, D) D] =

= ((I)” (1)1, ("E/ . T) (I)l, (I) (bl)

d’aprés la relation (¢' . 1) ®; =1 ®&; . t®P;. Il en est de méme
pour la multiplication par &, d’aprés la relation &, (¢/ . 1) =
- @1’ ’./ . (1)1/ .

Proposition: OF () est aussi une catégorie, qui sera appelée
catégorie latérale des transformations naturelles, pour la lot de com-
position suivante, appelée multiplication latérale:

(@, 7, ®) X (P, =, ®) = (¥, 7, D) ®'] [® (P, <, ®)] =
= (® &, 7T D . D, & D).
Ce produit latéral est aussi défini par:
[ (@, =, )] [(P, ¢, B) @] = (&' &', 'z . 7D, & D),
en vertu de 'égalité =@’ . &= = &’< . Td, qui résulte de V'iden-

tité = (B(f)) @) = () 7 («(f)) caractérisant la transformation
naturelle (®’, 7, ®) lorsqu’on 'applique & f = z(e).
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Pour la multiplication latérale il n’y a qu’une seule unité
(Id, Idy, Id). L’associativité de la multiplication latérale résulte
de la formule:

T D EP D) = GO . D) B D D

Proposttion: Les deux multiplications définies sur 97 () véri-

Sient Uidentité de permutabilité:
V'XY) (X' XX)y=Y X XYX,

on X, X', Y, Y ¢ 97 (@) tels gue Y'X' et YX soient définis.

Définttion: Une transformation naturelle (&, ¢, Id) ¢ 97 (C), que
nous représenterons simplement par (O, ¢), sera appelée fonctewr
naturalisé.

Proposition: La classe K, () des foncteurs naturalisés est une
sous-catégorie de la catégorie latérale 97 ((°).
La multiplication des foneteurs naturalisés s’éerit simplement:

(P, ) X (P, 9) = (PP, gD . ¢) = (PP, D" 5. ¢)

Proposition: La catégorie longitudinale OF ((P) opére sur G, ()
de la maniére suivante:

((I)l} ) cbl) ((1)) @) = ((I)/’ 7. O)
st el seulement si ®, = .

Définition: Un couple composable [(D', «, @), (P, ¢)] sera repré-
senté par le triplet [(®7, 7. @), =, (P, ¢)] et sappellera transformation
naturelle du foncteur noturalisé (O, ¢) vers (¥, « . ¢). Soit 07, (®)
la catégorie formée par ces couples composables.

La loi de composition dans O7, (@) s’6erit:

[((I)”y ‘P”)y T,7 (cbl: @1)] [(CI)/: CP’)’ ) ((f)z (P)] =
= [(®7, "), 7 . 7, (D, @)]
oll o' = .9, ¢/ =<' . g1, si et seulement si (P, ¢1) = (P, ¢').
La classe £, () X &£, () des couples de foncteurs naturali-

sés [(®/, ¢'), (P, ¢)] forme une catégorie pour la loi de composi-
sition suivante:

(D7, ¢), (Py, )] [(D', o), (P, 9)] =
= [(®7, ¢') X (2, ¢"), (D, ¢)]
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si et seulement si (P4, ¢1) = (P, ¢') X (¥, ¢). (Remarquons que
pour toute catégorie T la classe T' X T' devient une catégorie
en considérant I' comme une catégorie d’opérateurs [1] & gauche
ou 3 droite sur T.)

Proposition: Soit © la fonction qui associe aw couple [(D', o),
(P, ¢)] la transformation naturelle [(®', ¢') X (®, ¢), ¢'®, (P, ¢)].
Alors © est un foncteur biunivoque de K, () X F,(P) sur une
sous-catégorie de OF,((P). A toute sous-catégorie FF,' de Ko ()
correspond par © wune sous-catégorie de O7, () admetiant &K,’
comme classe d’objets.

I’identité de permutabilité entraine:

Proposition: 97, ((®) est une catégoric pour la loi de composi-
tton suivante, appelée multiplication latérale:

(@, ¢, =, (D, DI X (P, ¢), 7, (D, 9)] =
= [(®, o) X (¥, ¢), =P . D=, (B, 9) X (D, )]
correspondant & la multiplication latérale des transformations natu-

relles.
Dans la suite nous considérons le cas ol la catégorie @ est

la catégorie 2’ des applications d’'un ensemble quelconque dans

un ensemble queleconque. A un élément f de g est associé un
ensemble E = a(f) et un ensemble E' = 3(f); f(x) est défini pour

tout © e £ et on a f(z) : E'. Un couple (g, f) d’éléments de &
est composable si et seulement si a(g) = B(f), le composé gf étant
défini par (gf) (z) = g(f(2)) pour z ¢ «(f). Les ensembles forment

la classe des objets de @‘?, chaque ensemble correspondant & une
unité i(E), application identique de E. Les catégories g(g),
Fi (), 9 (&), 9T ,(&) seront désignées par F, K, O, I

respectivement.

Une transformation naturelle (&', <, ®) : 97 sera appelée
injection naturelle de @ dans @’ lorsque, pour tout ensemble E,
Papplication <(E) est une injection de ®(E) dans ®'(E) (c’est-a-
dire ©(E) (y) = ©(E) (y') entraine y = y’).

On désigne ici © ((E)) par t(E) et  (¢(E)) par ®(E).
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11. Construciton de foncteurs naturalisés.
1. Foncteur 2.

Soit f ¢ g’, «(f) = E, B(f) = E’. Désignons par F2(&£) 'ensem-
ble des parties de E. Pour tout U ¢ 22(E), désignons par f(U)
I'ensemble des éléments f(x) pour z ¢ U. Soit P (f) 'application
U —f(U) de P (E) dans (2 (E'). L’application 2: f—> 2 (f)

est un foncteur de gdans c§

En posant fPY=1Id et P"= 0Pt P, on définit par récurren-
ce le foncteur 2P pour tout entier naturel.

Le foncteur 2 est naturalisé par la fonction y telle que y(E)
soit 'application z — {z} de E dans (P (K), o {z} est la partie
de E dont z est le seul elément. Le foncteur naturalisé (<2, y)
admet les puissances (LP,7)"= (P Yn), 0U Yn(E) =1 (LP(E))1(E),
(P, 1) = (Id, Idy).

2. Produit paralléle d'une famalle de foncteurs naluralisés:

Définttion: Soit (9.1 une famille de foncteurs de gdans @S’N,
ou I est un ensemble d’indices. On appellera produit paralléle
T 19; de cette famille le foncteur associant & f ¢ @57 Uapplication
el
{_Il‘bi(f)i (dier —> (Pi(f) (7)) ier de I_j E; dans I_; E/, ou E; =
= ®;(E), B/ = ©,(E"), E =a(f), B =R ().

En particulier, soit TJ¥ le foncteur [7] ®,, olt ®; = Id quel que

el
soit 7 e I. [T (f) est Vapplication: (2:)ier ~—> (f (25))i.1r de ET dans
E’'T. Ce foncteur est naturalisé par la fonction 3 telle que 31(E)
soit 'application diagonale z — (2y)i.7, o0 ¢ E et z; = z pour
tout 7 ¢ I.
Soit (P;, ¢:)i.r une famille de foncteurs naturalisés. On a la

transformation naturelle (] ®;, T o [ ), ot T]¢: associe & E
el el 1el

Papplication [ ]e¢; (E).
el

Définition: On appellera produit paralléle ]j(d),-, ¢;) de la fa-

mille (®;, ¢:)i.1 le foncteur naturalisé:

[T]%s [Joo TH TF 30 = ], [Je:- 20,

tel 1

~
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Si¢ I ne contient qu'un seul élément 1, le produit paralléle de la
famille sera par définition le foncteur (P, ;) lui-méme.

T19:i. 8 associc & E Vapplication x —» (¢;(2))ier, o0 z e K.
rel

Si on pose [ [(®;, 9:) = (P, ¢)f lorsque (P;, ¢ = (P, 9)
tel
pour tout ¢ I, on a (T, &) = (Id, Idy)’.

3. Foncteurs limites:

Pour tout ensemble I, 'ensemble I X I est muni d’une struc-
ture de groupoide par la iol de composition (7', ') (5, 1) = (§', 7)
si et seulement si ¢’ = j. Les unités sont les éléments (¢, 7) de
la diagonale de I X I. Une structure de préordre sur I est définie
par la relation (j, 7) ¢ £, notée aussi j< 7, ou Q est une sous-
catégorie de I X I contenant la diagonale. Une structure d’ordre
sur I correspond au cas oll Q n’admet pas d’autres éléments inver-
sibles que les unités.

Définition: Une famille préordonnée (resp. ordonnée) d’éléments
d’une catégorie (° est un foncteur covariant de Q dans @, ou Q
est une sous-catégorie de I X I définissant un préordre (resp. un
ordre) sur I.

En particulier, soit 6 un foncteur de Q dans 3’, l'application
correspondant & (j, ¢) ¢ Q étant désignée par 6;;. Supposons
que le préordre sur I soit filtrant & gauche, c’est-d-dire pour
(G, ) el X I'llexistek =1 tel que k& <4,k <j. Soit E; ’ensem-
ble correspondant par 6 & (7,7). L’ensemble somme 2 E; est 'en-
semble des couples (¢, z),ol7 ¢ I,z ¢ E; Soit ¢ la re‘lea{tion d’équi-
valence définie dans .2 E; par: (4, 2) ~ (4, 2') (mod p) lorsqu’il

sel
existe k el tel que k <4, k <j et Oz (x) = b4 (z’). La classe
d’équivalence de (7, ) sera notée (z, x).

Définttion: On appelle imaite inductive de la famille préordonnée 6
Vensemble lim 6 = (X E;),.
tel
Proposition: Sotent 0 et 8" deux foncteurs de Q dans é’N A toute
transformation naturelle (9, t, 0) correspond wune application
Y (9, %, 8) de lim 6 dans lim 6" définie par (z, x) — (1, =(2) (),

ou z ¢ E;. La fonction ¥ est un foncteur de OF (5’, Q) vers g
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Considérons une famille préordonnée de transformations natu-
relles définie par un foncteur de Q dans 97 et soit Oy =
(®;, 151, P3). Pour tout ensemble E les applications tj; (E) forment

une famille préordonnée <= (E). A tout f e % correspond la trans-
formation naturclle (z(E’), ®(f), «(£)), ot E = «(f), E' = B(f),
D(f) estla fonction 7 —> ®,(f). La fonction f — (z(E"), ®(f), ©(E))
est un foncteur ®. Le foncteur ¥ de la proposition précédente
associc & ((E'), ®(f), =(E)) application (im ©)(f) de lim <(&)
dans lim <(E’), ot lim © est le foncteur composé ¥ @.

Définition: Le foncteur lim © est appelé limite de la famille de
foncteurs (Dy);.r par rapport & ©.

Supposons que © soit un foncteur de Q dans ©7,, définissant
une famille préordonnée de transformations naturelles de foncteurs
naturalisés. Posons 6ji = ((P;, 0;), <5, (Ps, 00)) OU @5 = i . @i
et ©;; = (®;, =5, ®;). Pour tout z ¢ E, les éléments (¢, ¢;(&) (x))
appartiennent & une classe d’équivalence dans E &, (E) définissant

un élément de hm <(F) que nous désignons ptgi o(E) (z). Nous
définissons ainsi une application ¢(E) de E dans lim <(E). L’appli-
cation lim ©(f) applique o(E) (z) sur ¢(E") (f(x)), car (7, ¢;(E)(x))
est appliqué sur (7, ®;(f) ¢;: (&) (v)); or @(f) ¢:(E) = ¢;(E') f,
relation qui exprime que (®;, ¢;) est un foncteur naturalisé. Par
suite (lim @, ¢) est un foncteur naturalisé, ol ¢ associe & K Pappli-
cation ¢(H).

Définition: Le foncteur naturalisé (im ©, ¢) est désigné par
lim © et Sappellera limite de la famille de foncteurs naturalisés
(®P;, 95)icr par rapport & ©. St I ne contient qu'un seul élément i, le
foncleur limite de la famille sera par définiltion le foncteur (®y, ¢i).

Pour tout 7 ¢ I, on a la transformation naturelle canonique de
(P, ¢;) vers (im ©, ¢) définie par la fonction ; qui associe a
’ensemble E Vapplication <(E): y —>(z, y), ot y ¢ ®(E). On
vérifie, en effet, les relations:

% (E) ©;(f) = lim O (f) w (E) et
¢ =1;. 0. O3 <1, o0on a 9 = 95 « Tii
4. Limate d'une sutte finie ou transfinie de foncteurs naturalisés:

Soit (®;, ¢7)i.7 une suite (finie on transfinie) de foncteurs na-
turalisés, ¢’est-a-dire une famille o) I est une section de la classe
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des ordinaux formée par I’ensemble des nombres ordinaux 7 tels
que 7 < u, ¢ % w. Nous allons y associer une suite de fonecteurs
naturalisés (¥';, ¢,);.7 et pour chaque couple (7, j), ot ¢ < j, une
transformation naturelle 0%; = [(¥), ¥,), =i, (¥ vl vérifiant
les conditions suivantes:

1. La fonction ©7: (4, j) —>©%; est un foncteur contravariant
de Q dans O7,, ol Q est la catégorie des couples (¢, j) ol ¢ < J.

2. (Do, 90) = (Wo, o).

3. (Wine vin) = (P, 901) X (W9 ) = (i Wy, g Wit 40,
Tirld = Pt v,

4. Six < uetsian’admet pas de précédent, soit J 'ensemble
desj tels quej < A,7 = A. Soit © la restriction de @ aux couples
(G, 7'), o0 j = J, 7 ¢J. Enfin soit (lim @7, ¢7) le foncteur natu-
ralisé limite de la famille (¥}, ¢;);.s relativement 3 @7 et soit
[lim @7, ¢7), 1;, (¥, ¢)] la transformation naturelle canonique
de (¥, 4;) vers (lim @7, ¢7). Alors (W5, 4,) = (D, ¢) X (lim ©7, ¢7)
et Ty = ox lim ©7 . 7j; ¢’est-d-dire L, est le produit longitudinal
de la transformation canonique de (¥, ¢,) vers (lim ®’, ¢7) par
la transformation naturelle canonique (voir § 1) de (lim ©&7, ¢7)
vers (D, 9x) X (lim @7, ¢7).

Proposition: Par induction transfinie, ces conditions définissent
d’une fagon unique O

Définition: On appellera limite de la suite de foncteurs naturalisés
(Dy, 9)ier le foncteur limite de la fomille (¥, ¥)i.r relativement
& ©L. Nous le noterons lim (®i, 9)i.r.

On définit d’une fagon analogue la limite de la famille (®;, ¢:);.1
lorsque I est un ensemble bien ordonné quelconque.

Exzemple: Par induction transfinie, on associc & tout ordinal w
le foncteur naturalisé (£P+ v,) de telle fagon que les conditions
suivantes soient réalisées:

D (P v = (Id, Idy).

2) (P o) = (P ) X (P, )

3) Si u n’a pas d’ordinal précédent, considérons la famille
(P4, ¢)ier, o I est ensemble des ordinaux 7 tels que 7 < g, 7 # p
et ot (P, ¢;) = (P, v) pour tout iel. Alors (2% v,) est la limite
dec la famille (®;,9:):.7- En particulier, on a ainsi le foncteur
(P® vo), » étant le premier nombre ordinal transfini.
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I11. Catégorie des foncteurs stypes.

Définition: Appelons catégorie des foncteurs types la plus petite
sous-catégorie F . de K , vérifiant les conditions suivantes:

1) SF . contient (P, v).

2) F . contient le produit paralléle dune famille quelconque de
foncteurs naturalisés appartenant & F ..

3) Etant donnée wune suite (finie ou lransfinie) (P, ¢y o0
(D;, 90) ¢ F . quel que soit 1 e I, alors F . contient ausst la
limite de cette suile.

Pour tout ordinal y on définit par induction transfinic une sous-
catégoric F ¥ de &K . de telle fagon que les conditions suivantes
soient vérifiées:

1) F ! est la sous-catégorie de F . engendrée par (2, v) ot
(TH, 2D, ot I est un ensemble quelconque.

2) F ¥ pour u # 1, est la sous-catégoric de F . engendrée par
la réunion des F 2 ot A <, A # p, ct des éléments suivants:

a) Le produit paralléle d’une famille quelconque (P, ¢;),.7, ot
(P;, o) e U F 2 pour tout <21, I étant un ensemble quel-
conque. %;i

b) La limite d’une suite (®;, 3007, o0 (P, ¢) e U F 2, pour

tout 7 e 1. v, '

Si on suppose de plus dans a) et b) qu’il n’existe aucun » < y,
A= wotel que (Py ¢) ¢ F 2, k41 < &, pour tout 7 ¢ I, le pro-
duit paralléle de 1a famille ou la limite de la suite (P, ¢;);.1 sera
appelé générateur canonique de type p. Les foncteurs (2 v) et
(|75 2% seront appelés générateurs canoniques de type 1.

Proposition: . est la réunion des F .

En effet, &£, contient F ¥ pour tout w, car K . contient F .1,
d’autre part, si & . contient G pour tout A < p, A = u, alors
F . contient F L. Inversement, soit une famille (P, i) telle
que (®;, ¢;) ¢ F ¥ pour tout ¢el. Alors 'ensemble des nombres
transfinis %; admet un majorant p. Donc (®; ¢;) ¢ L+ pour
tout ¢ ¢ I et le produit parallele ou la limite de (P, ¢;);.7 appar-
tient & F*HL

A
On définit une catégorie restreinte £ . de foncteurs types en
ajoutant dans la définition de £ . les conditions suivantes: I'en-
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semble I de la condition 2) est dénombrable; de plus la section I
de la condition 3) est la section des nombres finis n < w. On peut

A
définir alors les sous-catégories 2, ol A est un ordinal quel-
conque de la deuxiéme classe (correspondant au ecardinal No).

A A
S . sera la réunion des & » parce que tout ensemble dénombrable
d’ordinaux de la deuxiéme classe est majoré par un ordinal de
la deuxiéme classe. Les générateurs canoniques tels que I vérifie

A
la condition restrictive sont les générateurs canoniques de F ..

Propositron: Pour tout fencleur type (®, ¢) ¢ K., on a les pro-
preétés suivantes: a) L’application ¢(E) est une injection de E
dans ®(E), pour tout ensemble E; b) ® est un foncteur biunivoque
de & sur une sous-catégorie de g; c) (P, ¢, Id) est la seule injection
naturelle de Id vers ®.

Si (®;, ¢:)i.r est une famille de foncteurs naturalisés tels que
0:(E) soit une injection pour tout E, alors le produit paralléle
(I'—IT D, ]_; ¢: . 1) posséde encore la méme propriété.

S1 de plus on a une famille préordonnée de transformations natu-
relles ®; = [(D}, ¢), tj5, (P4, 00)], alors la limite de (P, ¢).r rela-
tivement & @ cst un foncteur naturalisé (lim @, ¢) tel que ¢(E) soit
une injection pour tout E. De plus si =;;(E) est une injection quels
que soient 7, j, F, alors dans la transformation naturelle cano-
nique [(lim ©, ¢), 7;, (P, ¢:)] Vapplication = (F) est une injection
naturelle.

Soit (s, ¢i);.7 une suite de foncteurs naturalisés et supposons
que ¢; (E) soit une injection pour tout E et pour tout ¢ « I. Par
induction transfinie, on démontre que pour la suite associée
(¥';, ¥9)¢cr définie plus haut, ¢, (E) est encore une injection. On
considére alors la famille ordonnée de transformations natu-
relles OF;= (W5, 45, w5 (¥, o). Le foncteur lim (P4, ¢0)iz, qui
est la limite de (¥, Uy);.7 relativement & @f, est un foncteur (@, ¢)
tel que ¢ (E) soit une injection. Remarquons de plus que t;; (E)
est une injection naturelle.

Par induction transfinie, on démontre que (®, ¢) ¢ F > posséde
la propriété a) quel que soit I'ordinal x. Il en résulte que tout
foncteur type posséde la propriété a).

D’une maniére analogue, on démontre la propriété b).

Pour démontrer la propriété ¢), on vérifie d’abord cette propriété
pour les foncteurs (Id, Idy) et (2, v). La méme suite de raison-
nements par induction transfinie démontre alors la propriété pour
un foncteur type quelconque.
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Proposition: La catégorie SF. est une catégorie libre ayant pour
systeme libre de générateurs la classe des générateurs canoniques
définis ci-dessus.

La notion de catégorie libre est définie de la maniére suivante:

Définition: Soit @ une catégorie, &y la classe de ses unités, B
un systéme de générateurs ne conlcnant aucune unité non isolée
(c’est-a-dire la plus pelite sous-catégorie contenant 8 est identi-
que & ). Alors (@ est une catégorie libre par rapport & 8 lorsquw’
aucune unité de (@ nest le composé de deux éléments distimcts de
@ et que tout élément f de (@ qui n'est pas une unité se décompose
d'une maniére unique sous la forme f = fufur...fr ou fie 8.
Dans ce cas (B est appelé systeme libre de générateurs de (. B est
la classe des éléments “premiers” de .

Remarque: G peut étre considérée comme un graphe orienté, un élément f e ¢
étant appelé fieche (ou aréte orientée) si f Test pas une unité et sommot si f est
une unité, B détermine alors un sous-graphe orienté. Une suite finic de fléches
(s Tty -y o). telle que a(for1) = 8(fp), pour p <, sera appelée un chemin
sur le sous-graphe orient¢ 8. La classe des sommets de I8 ot des chemins orientés
de S8 définit une catégorie LB ) pour la multiplication:

Gpr s 90 90 o o s 2 D) = G s 06 e 0 SO
si et seulement si ¢:f» est defini.

(o oo T e=Un oo S
e (fm ooy f‘lr fl) = (f'h sy fl):

si et seulement si ¢ = 2(/1), ¢ = 8(/.).

Si (@ est libre par rapport & B, ost isomorphe 4 la catégorie LB

On voit aisément qu’il cxiste des eatégories non libres; en particulier une sous-
catégorie d’'une catégoric libre n'est pas nécessairement libre.

Si (@ est une catégorie engendrée par une partie B de @ ne contenant aucune
unité, alors © est une catégorie quotient de la catégorie £ (Q ) des chemins
sur le graphe 3 .

Etant donné un graphe non orienté T , on en déduit un graphe orienté 9B en
faisant correspondre & chaque aréte de F deux arétes orientéf_s_, c’est-a-dire deux
fléches désignées par f et f7L On définit le groupoide libre LCFE) swr Fen
considérant la eatégorie libre (@ = L2 (8). Soit ¢ la plus petite relation d’équi-
valence sur (© ecompatible avee la loi de composition et telle que [t f ~ aff),
1~ 30, «(f) et B(f) désignant Vorigine et Uextrémité de la fléche f, considérée
comme chemin élémentaire. Par passage au quotient, on définit sur ¢ /o une
multiplication pour laquelle c Jo. est un groupoide, appelé groupoide libre sur

K. On démontre que tout sous-groupoide d’'un groupoide libre est un-groupoide
libre,
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Pour démontrer que la catégorie & . est libre, on montre d’abord
par induction transfinie que tout foncteur type est le produit
d’un nombre fini de générateurs canoniques. Supposons démontrée
la propriété suivante, pour deux générateurs canoniques distincts,
(P, ¢) et (P, ¢') detyperet X telsque A + 1 <y, M 4+ 1 < p:
Les ensembles ®(K) et ®'(E’), correspondants & deux ensembles
quelconques E et E’, sont distincts. Alors on voit que cette pro-
priété est encore vérifie pour deux générateurs canoniques dis-
tinets de types u ou < p. Done par induction transfinie la pro-
priété est vérifiée pour deux générateurs canoniques distincts
quelconques. Il en résulte facilement que deux produits dis-
tinets finis de générateurs canoniques sont distinets.

On démontre de méme que la catégorie restreinte de foncteurs

A .
types & . est une catégorie libre par rapport 4 la sous-classe des

générateurs canoniques de (7/\' o

D’aprés la derniére proposition du §1, & la catégorie F . est
associée une sous-catégorie J7 ;. de 07 ,, formée d’injections natu-
relles d’un foncteur type vers un foncteur type. Nous les appellerons
injections naturelles types. Si [(d’, ¢'), =, (P, ¢)] est une injection
naturelle type, nous écrivons (®, ¢) < (®’, ¢’). On définit ainsi
une relation d’ordre dans & .. Celle-ci peut aussi étre définie de
la maniére suivante: (@', ¢') = (¥, ¢) X (P, 9), ou (¥, ¢) est
un foncteur type. La fonetion 1 est déterminée par la donnée de
(®, 9) et (9, ¢').

IV. Catégorie des transformations naturelles canoniques.

Nous allons définir un groupoide d’équivalences naturelles d’un
foncteur type versun foncteur type. Les générateurs de ce groupoide
sont les sulvants:

1) Soit (¥, ¢:)ir une famille de foncteurs types. Soit (I;);.s
une famille de parties de I qui forment une partition de I. Soit
T1(®s; ) = (¥;, ¢;. Considérons l’équivalence naturelle de

sel;

T1(Ps 9) vers T | (), ¢;) définie de la maniére suivante: A V'en-
ted jeJ

semble E sera associée I'application biunvoque <(E) de T | ®:(E)
sur ﬂ‘I"j (B) qui applique (2i)ier, o0 xi e By, sur (yj)jer, 00 y; =

jed
= (@)icg On vérifie que [[ ] (¥ ¢, =, ]"‘I](dn, ¢:)] est bien
. jeJ

ie
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une équivalence naturelle. En particulier, soient (®; ¢:)icr et
(®,, 9,)j.s deux familles de foncteurs types. A toute application
biunivoque de J sur I correspond ainsi une équivalence naturelle
de T7(®s ¢:) vers [ [ (D), o).

tel jed

2. Soit (P4, ¢5);.1 une suite de foncteurs types, ou I est la sec-
tion de la classe des ordinaux 7 < u et 7  w. Supposons qu’il
existe une suite transfinie d’ordinaux A; ot j ¢ J, section des ordi-
naux, telle que u soit la somme de la suite (};), ol %; est Pordinal
correspondant & la section I;. Alors pour tout j ¢J on a un iso-

morphisme ;de I; sur un intervalle I/ de I de telle fagon que les
Iy forment une partition de I, un élément de I étant plus petlt
qu'un élément de I'; si j < j’. Posons (&, (p]) = lim (&%, ¢})i. I;
ou (¥4 ¢ = (@7, 97w) pour ¢ e I;. On a 'équivalence naturel-
le de lim (®;, ¢g);r vers lim (5,-, @)jez définie par la fonction <
qui associe & E application biunvoque t(E) qui applique la classe

d’équivalence de (i, y), ot i’ = (i), i<l; ye ¥u(H), sur la
classe ¢ equivalence de (j, 2), ot ze ¥';(E) correspond & la restric-
tion de (7 ,y) a 2 'If' (E).

3) Si (¥, q;,),<n cst une suite finie de foncteurs tvpes, on
a V’équivalence naturelle de lim (P, ¢;);.1 sur le produit (P, ¢,). ..
(@,, ¢0) qui associe & 'ensemble E l'application biunivoque <(E)
qui applique la classe d’équivalence de (7, y) sur z ¢ ®,... P (E),
ou y eW;(E) et o0 z = =, (E) ().

4y Si (D;, 9i)ie1 est une suite finie ou transfinie de foncteurs
types, ol (®;, ¢;) = (Id, Idy) pour tout ¢ = I, on a une équivalence
naturelle de (Id, Id,) vers lim (P, %)uz en associant & 'ensemble E
Papplication: z — (0, z), z ¢« E, (0, (0, z) étant la classe d’équiva-
lence de (0, 2) correspondant & la famille d’applications =;;(E)
qui interviennent dans la définition de lim (@4, ¢5)ser.

Les équivalences naturelles ainsi définies seront appelées équi-
valences naturelles élémentaires.

Soient (@;, 0)ir et (®f, ¢/)sr deux familles de foncteurs
types tels que l'on ait une équivalence naturelle [(®/, ¢/), s
(®;, ¢:)] pour tout 7 ¢ I. Alors on en déduit une équivalence na-
turelle (]"]I(CI),’, @), T, [_](fl)., ¢:)), ot =(E) est V'application

biunivoque: (x;);er —> ('c,(E) (&) ;er, 5 ¢ P;(E). Cette équivalence
sera appelée produit paralléle de 1a famille des équivalences données.
Supposons de plus que I soit une section de la classe des ordi-
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naux. Alors on a une équivalence naturelle: [lim (®J, ¢/)eer, =,
lim (®s, ¢5)ir]l, ol t{E) est Papplication biunivoque: (i, y) —>
—> (1, 7 (E) (y)), ot y ¢ ¥;(E). Cette équivalence sera appelée
limite latérale de la suite des équivalences données.

Soit I I"ensemble des nombres 0 et 1. Soit T' 'équivalence élé-
mentaire de lim (@, o:)eer vers (®q, g1) X (P, g0). Soit 77 Véqui-
valence élémentaire de lim (P, o)1 vers (P17, o) X (Do, ).
Posons T: = [(P), 1), 11, (P, e)] et Ty = [(DP, 9”), 70, (Do, 90)].
Soit Ty O T la limite latérale de (T, Ty), T:1 X T, désignant
toujours le produit latéral de T¢ et 7). Alors on démontre la re-
lation:

T'aTo=T (T XTy) T.

Définition: Sott OF ¢ le plus petit sous-groupoide de OF ,, relati-
vement & la multiplication longitudinale, conionant: 1) les équiva-
lences maturelles élémentaires; 2) le produtt paralléle d’une famaille
d’éléments de 7., 3) le produit latéral de deux éléments de. O .;
4) la limite latérale d’une suite (finie ou transfinie) d’éléments de
O .. Soit 97, la plus petite sous-catégorie de OF ,, relativement
la multiplication longitudinale, contenant; 1) les élémenis de OF -;
2) les éléments de OF ¢; 3) le produit paralléle d’une famille d’éléments
de O7 ¢ ; 4) la limite lotérale d'une suite (finie ou transfinie) d’élé-
ments de O, . Un élément de OF , (resp. OF.) sera appelé équiva-
lence naturelle canonique (resp. injection naturelle canonigue) d'un
foncteur type vers un foncteur type.

V. Foncteurs lypiques.

Soit (P, ¢) un foneteur type. Rappelons que & est une caté-

gorie inductive [2], les éléments induits par f ¢ %étant les restric-
tions de f. Si f' < f, c’est-a-dire si f’ est une restriction de f, alors
on a: ®(f) < ®(f), ¢ (x(f)) < ¢ («(f), ¢ (B < ¢ (8(f)). Mais,

en général, on a:

o (U fﬂ # U (I)(f@)
iel il
Les propriétés précédentes ne suffisent pas pour . caractériser
les fonecteurs types. Il serait intéressant d’avoir une définition
axiomatique des foncteurs types ne faisant pas intervenir les
générateurs explicités.

114



— 208

Définition: Un foncteur @' de & vers @‘:" sera dit déduit du fonc-
teur ® lorsqu’il existe une injection naturelle (@, 7, ®') telle que, pour
tout ensemble E, on ait ®'(E) c ®(E), «(E) étant Uinjection cano-
nique de ®'(E) dans ®(E); c’est-a-dire ®'(f) est une resiriction de

®(f), pour tout f (:5\5; on écrira ¢ < P,

Un foncteur naturalisé (®', ¢') sera dit déduit de (@, o), st D'(f)
est une restriction de ®(f) et st o(E) = <(E) ¢ (E), () étant encore
Uinjection canonique de ®'(E) dans ®(E); on écrira (97, ¢') < (P, ¢).

Les relations ainsi définies sont des relations d’ordre compati-
bles avec la multiplication. Ainsi F est une classe inductive [2]:
le plus petit élément de & est le foncteur 0 qui applique tout

fe @N; sur I'application identique de l’ensemble vide. En adjoig-
nant & &, cet élément 0, &, devient une classe inductive. Les
foncteurs naturalisés déduits d’un foncteur naturalisé (P, 9) ont
pour intersection le foncteur naturalisé (®', ¢') tel que P'(E)
soit 'ensemble des points ¢(x), olt x ¢ E.

Définition: St (P, ¢) est un foncteur type, tout fonctewr déduit
de  sera appelé fonctewr typique. St (P, ¢') < (P, ¢), alors (D', ¢')
sera appelé foncteur typique naturalisé. Soit F . (resp. F ') la
classe des foncteur typiques (resp. lypiques naturalisés).

Proposition: 1) K. (resp. F ') est une sous-classe de F (resp.
F ) contenant avec un élément tout élément déduit.

2) S est une sous-catégorie de K. Pour toule famille (;);,
ov ®; e K. pour tout iel, le produit paralléle de la famille
appartient ¢ F ..

3) K est une sous-catégorie de GF , contenant avec toute famil-
le (resp. suite) d’éléments de F ' son produit paralléle (resp. sa
limite).

Soit & le groupoide des applications biunivoques. Chaque
foncteur type admet une restriction & &, que nous appellerons
encore foncteur type de & vers &. Soit K . (&) la catégorie de
ces foncteurs types. Dans G (&) (resp. F.(&)), on définit
encore la notion de foneteur déduit (resp. foncteur naturalisé
déduit). En particulier, on définit comme précédemment les
foncteurs typiques (rvesp. typiques naturalisés). Ils forment unc
sous-catégorie F . (&) (resp. K. (&)) jouissant encore des
propriétés indiquées dans la proposition précédente.
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D’aprés les définitions de [1], un foncteur &’ ¢ & (&) définit
une espéce de structures sur &. Le procédé régulier de définition
d’une espéce de structures sur E consiste & prendre pour @’ un
foncteur typique; un tel foncteur sera, en général, déduit d’'un
foncteur type donné par un systéme d’axiomes. Chaque axiome
du systéme définit un foncteur déduit et le systéme définit Pinter-
section de ces foncteurs déduits.

Le procédé de définition peut aussi faire intervenir des ensem-
bles auxiliaires. Par exemple, soit A le foncteur de & dans &
qui applique tout f ¢ & sur Papplication identique de 1. Soit &,
le produit paralléle de A avec Id. On considére alors les fone-
teurs déduits de @ 4, ot (®, o) ¢ F . ().

Soit (®; une catégorie munie d’un foncteur P, vers g’ pour
¢ ¢ I. Soit 7] la catégorie produit et p; le foncteur projection

1l
de T]; sur ®;. A Paide des foncteurs ®;p; et des foncteurs
vel
typiques on définit [1] aussi une classe de foncteurs de 7]

~ el
vers & qu’on pourrait encore appeler foncteurs typiques.

Remarque: Pour une suite de foncteurs naturalisés, on peut
définir la limite projective de la suite. Nous ne I’avons pas intro-
duite comme générateur de la catégorie des foncteurs types, car
elle se déduit d’un foncteur type.
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INTRODUCTION

Les «problémes universels», qui interviennent dans tous les domaines des
Mathématiques (construction de structures algébriques libres, complétion d'un es-
pace uniforme, etc...), peuvent se formuler dans le cadre de la théorie des caté
goties a 1'aide de la notion de p- structure libre, ol p est un foncteur. Il est done
important d'avoir des critéres «maniables» d'existence et de construction de p-
structures libres.

De tels ctitéres sont connus : Le théorédme de Freyd [ 4] assute I*existence
d’un foncteur adjoint de p si p est a limites projectives et si les catégories sont
«assez petites»; le critdre de Lawvere (plus général [7]) prouve qu'il existe une
p - structure libre lorsqu'il existe une p- structure semi-libre (définie comme une
p - structure libre, mais sans la propriété d'unieité) et certains noyaux; les propo-
sitions d'existence de projections de [ 1] dont I'idée est reptise et systématisée
dans le présent travail.

Dans la partie I, nous supposons que p est la restriction 3 H d*un foneteur
P . Le théoréme 1 lie la notion de p - structure libre a celle de morphisme (P, X, H)-
engendré de but une (H, P )- structure semi-libre. Les motphismes engendrés sont
étudiés dans les § 1 et 2; en choisissant judicieusement la classe X, des con~
ditions faciles A vérifier entrainent 1’existence de morphismes engendrés, et par
suite de p-structures libres. Les théorémes de Freyd et de Lawvere sont ainsi
«relativisés» et plusieurs critéres d*existence d'adjoints sont indiqués. Comme
application, nous généralisons les théorémes d'existence de structures quasi~
quotient et de limites inductives de [ 1] et, dans le §4, nous étudions le probleme

de la quasi-cohomologie a valeurs dans une catégorie dominée.
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La partie II, qui contient les principaux résultats de 1'article, est consa-
crée a la complétion des catégories, probléme abordé récemment par de nombreux
auteurs. [ci nous utilisons le théoreme d'existence de structures libres, le point
délicat €tant de prouver que certains foncteurs sont « engendrants» (th. 5,12, 16).
Le §1 contient la (longue) démonstration du théoréme de complétion projective
(th. 6 dont le th. 5 est un auxiliaire) : Plongement universel, a un isomorphisme
prés, d'une catégorie H dans une catégorie admettant H pour sous-catégotie pleine,
munie d'une application §- limite projective univoque, et appartenant au méme uni~
vers. Par «abstraction» de cette démonstration, nous construisons par récurrence
transfinie une complétion projective canonique de H (th. 7). Le théotéme 8 montre
que cette complétion est aussi une « complétion projective libre», i.e. une solution
du probléme universel du plongement, a une équivalence prés, de H dans une caté
gotie a limites projectives (c'est ce dernier probléme qui avait été considéré aupa-
ravant). La construction se simplifie lorsqu'on veut seulement ajouter des produits
{th. 9) et montre qu'il n'existe généralement pas de complétion projective libre qui
soit une sous-catf€gorie de la catégorie des transformations naturelles entre fone-
teurs de H¥* vers une catégorie d'applications (une solution de cette forme a été
cherchée par différents auteurs). Le théoréme 10 résoud le probléme de la com-
plétion projective aveec consetvation de certaines limites : Etant donnée une appli-
cation limite projective partielle ¥ sur K, il existe une structure quasi-quotient
de la complétion projeetive de H admettant H pour sous-catégorie et munic d*une
application limite projective prolongeant v/,

Des résultats analogues relatifs a la complétion de catégories (adjonction
a la fois de J-limites projectives et de ﬂ-limites inductives) sont obtenus dans
le § 3. La complétion « structurée» des catégoties structurées fait 1'objet du §4,
avec application aux catégories ordonnées et multiples. Par exemple la complé

tion des catégories doubles intervient dans la construction des foneteurs types[8].
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CONVENTIONS. La terminologie est celle du livre «Catégories et structures»
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ses applications source et but, Cq la classe de ses unités, C:, le groupoide de
ses inversibles, C* sa duale. T désigne une catégorie pleine d'applieations, 7(,
To et F les catégories des homomorphismes entre classes multiplicatives, des
néofonecteurs et des foneteurs associées, DY PYe €t PF leurs foneteurs projection
vers m‘.‘ Pour une catégorie pleine d'applieations M telle que Mec M, nous notons
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fiant les conditions d'un univers au sens de Grothendieck, a 1'exclusion de !'axio-
me:Si x EM et M 63“0, alors x€mo.
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I. EXISTENCE DE STRUCTURES LIBRES.

1. Motphismes engendrés.

Si P=(K*,P, H*) est un foncteur, désignons par p" la classe
de toutes les P - injections, par P'.r- la classe des P - monomorphismes; on
a P:-C Rg(H'), en notant Rg(H') la classe des monomorphismes de
H*. Si (j;7;); e €St un produit fibré naturalisé dans H* (C.S. déf. 9,
chap. IV) tel que (P(j,.), P(f;'))x'el soit un produit fibré naturalisé dans
K*, nous dirons que (ig 731)i e; €St un produit fibré naturalisé dans P.On
définit de méme un produit naturalisé dans P. Nous dirons que P est un
foncteur & 1- produits (tesp. A |- produits fibrés) si toute famille (ex')i el
ol e; € H; pour tout i €] (resp. toute famille (fi)x'cl’ 7;€ €.H pour tout

i €1), admet un produit (tesp. un produit fibré) naturalisé dans P.

A. NOYAUX.

Soient H* une catégorie, b et b’ deux éléments de H de méme
source et de méme but. Si X CH, on dira que 7" € X est un X-noyau de
(b,bh") dans H* siona b.;= b'.j- et si les conditions j € X et bh.j=
= b',j assurent I'existence d'un et d'un seul f€H tel que j = ]‘/ Si
X =H, un H-noyau de (b, bh’) est un noyau de (b, h’) dans H* au sens
de [2], aussi appelé égalisateur de (h,h’) dans [3] ou « difference
kernel» dans [4] .

Soit p = (K*,p ,H"*) un foncteur et X une sous-classe de H.

"DEFINITION. Si b €H et b' € 3(h).H.a(bh), on dita que § est un X-
noyau de (b, h') dans p si:
1)j est un X-noyaude (b, 5') dans H";
2)p(j) estun noyaude (p(h)}, p(h')) dans K*.
S'ilexiste un X -noyau de (b, »') dans p pour tout couple (b, h’) tel que
a(h)=a(hb’) et B(h)=[B(h'),
on dira que p est un foncteur & X-noyaux (resp. @ noyaux si X = H).
En particulier, si p est le foncteur injectif canonique (K*,1,H*),
alors j est un X-noyau de (b, ') dans p si, et seulement si, j est un
(H,X,K*)-noyaude (b,h’') ausensde[1], od XCRg(K')-
PROPOSITION . Soit h €H, a(bh)=s et b' €B(b).H.s. Si H* est
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une catégorie a produits fibrés finis et s'il existe un produit naturalisé

((,7'),s Xs) dans H*, alors (b, b') admet un noyau dans H".

DEMONSTRATION. Il existe un produit fibré naturalisé ((h,k}, (h', k%)
dans H* et un produit fibré naturalisé
(Us.slov) (Lh, &Y, 09
dans H ‘. Montrons que v est le noyau cherché. En effet, posons d = [ s,s],
et g=[k.k'}.Onamg.v'=ndv=v=n.dv=7n".g.v et
bhov=hbh,7m.g.v'=b k. v =b k. VvV =b.T,g.v=h". v
Puisque g est un monomorphisme, il en est de méme pour v. -
Si, par ailleurs, nous supposons j € s.H tel que h.j=h'.j, il existe
7' € H vérifiant
k.j'=j=k".}",
car ((h, k), (h’,k’)) est un produit fibré naturalisé. Les relations
g =Lk k] =Lk kit =j. i1 =d.;
assurent |'existence d'un et d'un seul " € H tel que
v.j" =7 et v'.j" =7,
car ((d, v ).(g,v’}) est un produit fibré naturalisé. Il s'ensuit que v est
un noyau de (5, b') dans H*'. m
COROLLAIRE. Si p est un foncteur a produits finis et a produits [ibrés
finis, alors p est a noyaux. Si § est une classe de classes telle que l'on
ait { 1,2} €9, et que p soit un foncteur & §-produits, p est a noyaux si,
et seulement si, p est a §-produits fibrés, ou encore si, et seulement si,
p est al’-limites projectives, pour toute catégorie 1* telle que | el et
1; €4.
DEMONSTRATION. La premiére affirmation résulte directement de la pro-
position 1.-Réciproquement : Soit (bi)iel une famille d'éléments de H
de méme but s et supposons qu'il existe un produit naturalisé ((p;);  ;»S)

de (a(h;));; dans H". Si I={1,2} etsin estun noyau de

(byupyh,.p,) dans H*,
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alors a(n) est un produit fibré de (bx' b2 )} dans H*. S'il existe un pto~

duit s! dans H* ainsi qu'un produit fibré naturalisé

(([s]'.sl,v'),(illlbi,v)) dans H°*,

ot [s ]iel est le morphisme diagonal de s!, alors (bjrpjev)j ey €St UN
produit fibré naturalisé. De plus, on sait[ 4] que, si H' est une catégorie
A noyaux et 3 g-produits, H*® est & I‘-limites projectives. En effet, soit
F=(H*,F,I*) un foncteur, ou I 69; soit ((pi)ielé‘ S) un produit
naturalisé de (F(i))iel; et, pour tout [ €[, désignons par n; un noyau
de (pﬁ(/), F(/).pa(/)); alors F admet pour limite projective un produit
fibré de ("/)/el dans H*. -Cette construction montre que p est aussi 2

I*-limites projectives si p est & noyaux et a 4-produits. m

PROPOSITION 2. §i j € H esttel que bh.j=h'.j, que p(j) soit un noyau
de (p(h), (b)) dans I% et que j 6[1’—, alors j est un noyau de (b, b')
dans p. Si j' est un noyau de (b, h') dans H*, si p(j') ERg(K’) et si
p est fidéle, on a j' ep’,-_, et par suite j'.pi’_C pi’—.
DEMONSTRATION. Montrons la premiére affirmation. Soit k € H tel que
b.k=h'.k. Comme p(j) est un noyau de (p(h),p(h')) dans K*, la re-
lation

p(h).p(k)=p(b').p(k)
assure l'existence d'un [ € K tel que p(k} = p(j).f. Puisque j est une
p-injection, il existe un et un seul k&’ € H tel que

=7j.k" et p(k')=/].

Par suite, j est un noyau de (b, »') dans H* .-Supposons que j' soit
un noyau de (b, b’) dansH * et soit k €B(j').H tel que p(k)=p(j").f.
Les relations a({b.k)=a(b'. k), B(h.k)=LB(b'.k) et

plb.k)=p(h).p(i').f=p(h").p(f").[=p(h".k)

entrafnent b.k = h'. k, si p est fidéle. Par suite il existe un et un seul
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k' € H tel que k = ¢' .k’ Il s'ensuit
ol ) (R )=p(k)=p(f").],

d'ot p(k’') =/, si p(7') est un monomorphisme. Donc j' est un p - mono-

morphisme . m

COROLLAIRE 1. Si p est a pt.’--noyaux, p est @ noyaux. Si p est fidéle
et @ noyaux, p est a p‘.'—-noyaux.

COROLLAIRE 2. §i p est & p:.-noyaux et & Q-p’roduits, oi § est une
classe de classes admettant { 1,2} pour élément , p est & §- produits
fibrés, et par suite a I*-limites projectives, si | €d et I ed.

Supposons que M soit une catégorie pleine d'applications et p =
= (m,p , H*) un foncteur. Nous désignons par M la classe des injec-
tions, ;ar Mt la classe des injections canoniques (M, (, M'), par p:— la
classe des ()¢, p)-injections. Soit h €H et b’ € S(h).H.a(h). Pour
que j soit un (M¢, p)-noyau de (b, h') au sens de la déf. G, chap.II],
C.S., il faut et il suffit que ; soit un p, -noyau de (h,b’) dans p. Si p
est un foncteur d'homomorphismes saturé (C.S., déf. 20, chap. II), il est
résolvant & droite (i.e. & p:—- noyaux) (C.S., déf. 8, chap. III) si, et seule-
ment si, p est a p:_- noyaux, donc (corollaire 1, prop. 2) si, et seulement
si, il est 3 noyaux. Soit M une catégorie pleine d'applications contenant
. Un couple (f, '), ot f et f* sont deux applications de M € mo dans
M’ 63]10, admet pour noyau dans M l'injection (M,(,N), ot N est la

classe des x € M tels que f(x) = f"(x).1l s'ensuit que M est & noyaux. -

Comme (M, ¢, N) est aussi un noyau de (f, f*) dans m, je foncteur (m,c ,m)
est A noyaux. Supposons que p soit une restriction d'un foncteur P =
= (m,P , H*). De la proposition 2 résulte que, si p est a p;_- noyaux et
. - . ~ - : .
si X est une partie de P, contenant tout p, -noyau, H* est une catégorie
3 (X,H')-noyaux; ceci généralise la proposition 1-2 [1] relative au cas

ol p est résolvant & droite .

Supposons que mo soit un univers. Nous désignons toujours par :
1) 7 l'application mo-produit canonique dans M telle que (C.S.
chap. IV)
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TUMD; e )= U0 ,-Izsz‘)’
ol pr estla i-eme projection canonique du produit cartésien Il M; sur
M ie]
2
2) v I'application mo-produit fibré naturalisé telle que (C.S. chap.
V)

v((fiier) =Uviieyp ,.\!I fi):

ol VI /4 est la classe des

ie
(x;);e1 € il;lla(/i) tels que f;(x;) =/;(x-‘:) pour tout i,i €1,

et od vy est la restriction 3 V f; de lai- éme projection canonique de

¥ . iel
iel (13

Le corollaire de la proposition 1 entraine que, si p est un foncteur
d'homomorphismes saturé 77 - compatible, il est v- compatible si, et seule-
ment si, il est résolvant & droite. Dans ce cas, il est & [*-limites projec-

tives, pour toute catégorie [* telle que I €mo.

B. EJECTEURS STRICTS ET COEJECTEURS.

Soit C* une catégorie. Nous désignons par < la relation de pré-
ordre sur & définie par (C.S. déf. 21, chap. 1 )
g<g' si, et seulement si, il existe b € C tel que g =g'.h.

Si ACe.C, 00 e eC;, on dit (C.S. déf. 21, chap. I) que g est un C*-
minimum de A si g €A et si g < g pourtout g € A,et un C*-maximum de
A si g €A etsi g< g pourtout g €A.

DEFINITION. Soient Y et Z deux parties de C. On dira que g est un
éjecteur (tesp. un coéjecteur) relativement a (Z,Y,C*) si g €Y et si,

pour tout g € B(5).Z, on a
g<g& (resp. §<g).
On appelle projecteur (resp. coprojecteur) relativement a2 (Z,Y,C*) un

éjecteur (resp. un coéjecteur) relativement 3 (Z, 7Y, &*), ou C* estla

catégorie duale de C* .
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Ainsi § est un projecteur (resp. un coprojecteur) relativement 2
(Z.,Y, Ef') si, et seulement si, § €Y et si, pour tout g €Z,a(g), il
existe

b eC tel que g=h.§ (resp. que g=h.g),
Lorsque Y = Z, un éjecteur {resp. un coéjecteur) § relativement a (Y, Y,é 9
est simplement un C* -maximum (resp. un c -minimum) de 8(g).Y.
EXEMPLES. %i C est une sous-classe de'é, nous notons Rg(&‘, c)
(resp. Rd(C' C*)) la classe des éléments C-réguliers & gauche (resp. C-
réguliers 4 droite) dans C*', i.e. (C.S. déf. 17, chap. ) des g € C tels
que b=5h" si h€C, b' €C et g.h=g, b’ (resp. et h.g=h',g). Soit
C* une sous-catégorie pleine de C*. Alors g est un éjecteur relativement
a (é.C;,Rg(&', C).C!;, é‘) si, et seulement si, g est un (&', c)-
éjecteur (C.S. déf. 15*, chap. III). Pour que g € C soit un projecteur rela-
tivement & (C;.C, CJ.R,(C, C*), C*), il faut et il suffit que g soit un
(C,C")-projecteur. Si de plus C' définit une sous-catégorie pleine de
C*, alors g est un projecteur relativement &

(Cl+.C,CL.RCLr.C, C), C)

si, et seulement si, g est un (C', C, &‘)-projecteur au sens de la défi-
aition 5-2[17.

Il est souvent utile de préciser les définitions précédentes comme
suit :

DEFINITION. Soient Y et Z deux parties de C. On dira que g est un
éjecteur strict (tesp. éjecteur costrict) relativement & (Z,Y, &‘) si g
est un C*-maximum (tesp. un ok - minimum) de la classe des éjecteurs
relativement 3 (Z, Y, é‘) de but B(g). On dira que g est un coéjecteur
strict (tesp. coéjecteur costrict) si § est un C* -minimum (resp. un C:-
maximum) de la classe des coéjecteurs relativement 3 (Z, Y, 6‘), de but
B(g). Si § estun éjecteur strict (resp. un coéjecteur strict, resp. un éjec-

teur costrict, resp. un coéjecteut costrict) relativement 2 (Z,Y,C*), on

dira que g est un projecteur strict (tesp. un coprojecteur strict, resp. un
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projecteur costrict, tesp. un coprojecteur costrict) relativement a (Z, Y,C )

Lorsque Y est formée de monomorphismes de C', la classe des
éjecteurs stricts (resp. éjecteuts costricts) relativement 34 (Z,Y, C *) de
but e est la classe YN g‘C_;, , ol g est un éjecteur strict (resp. costrict)
relativement & (Z, Y, C ).

De nombreux problémes reviennent & chercher des éjecteurs, co-
éjecteurs, projecteurs ou coprojecteurs stricts ou costricts, i.e. des élé-
ments «optimaux» en un certain sens. De tels problémes peuvent étre appe-
lés problémes «universels», en généralisant un peu la définition de ([ 2]

et C.S., appendice IT).

EXEMPLE. Soit ZC e.C, ol e € Co Si (i,v;); 7 est un produit fibré
naturalisé dans C*, alors v _=i.v; est un coéjecteur costrict relative-
ment & {(Z, C C ). Si Z est formé de monomorph1smes et si v Ee R(C )
est un coéjecteur costrict relativement & (Z, C c ), alors a(u ) est un
produit fibré de (i), ., dans C

C. MORPHISMES ENGENDRES.

Soient. C* une catégorie, C* une sous-catégorie pleine de C* et
yec.
DEFINITION. On appelle (C *, Y, C)-coéjecteur (resp. coéjecteur strict) un
coéjecteur (resp. coéjecteur strict) relativement & (Y, C‘;, Y, C').

D'aprés le § B, ¢ est un (C*, Y, C)-coéjecteur si, et seulement
si, § €Y et si § < g pour tout g e,B(g).Y.C(;. C'est un (C', Y,C)-co-
éjecteur strict si §< g’ pour tout (C*, Y, C)-coéjecteur g'. Si e € C. et
si e.Y,. Co= @, tout g €e.Y estun (C Y, C) coéjecteur et s'il existe
un C -minimum de e.Y, cet élément est un (C Y, C)-coéjecteur strict.

Si YCR (C ) et si § et §' sont deux (C', Y, C)-coéjecteurs
stricts, de méme but onag€g, C .SiY'CY, un (C‘ Y, C)-coéjec-
teur g tel que g € Y’ est un (C Y c)- coé]ecteur mais g € Y’ peut
&tre un (C » Y, C)- coéjecteur strict sans étre un (C ,» Y', C)-coéjecteur
strict. Un (C', Y,C)-coéjecteur g tel que a(g) € C est un (C ‘,Y.C(;,C)-

coéjecteur strict.
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Si g estun (é‘, Y, C)- coéjecteur et si g’ Ea(g).a. alors g.g’
est un (é', Y, C)-coéjecteur lorsque g.g’' €Y. Si de plus g est un
(6-, Y, C)-coéjecteur strict, g.g' est un (&', Y, C)-coéjecteur strict
et on a g<g.g'€<g, d'od g=g.g'.g"; si g ERg(&'), cette égalité
entraine que g’ admet un inverse A droite.

Soit Zi = S.Y.C; et soit Zz la classe des (é', Y, C)-coéjec-
teurs de but §. Si A!.=¥ @, si A;CA,C Ai,C_;, et s'il existe un produit
fibré naturalisé (g,v )

g'g€A;

dans C- tel que g, = gV, €Y pour =1
ou 2, alors g, est évidemment un(é',Y.C)-coéjecteur, g€, un(C"Y,C)

coéjecteur strict.

Soit P =(K*,P,H") un foncteur, H"une sous-catégorie pleine de

—~—

H* et X une partie de H. Soit C* la catégorie ayant pour éléments les

triplets
(f, b, ') telsque b €H, [€K, ' €K et [=P(h).f,
la loi de composition étant
((f by O (b P> (f by b )
si, et seulement si, /'1 =/{ et a(bl) = (k). ldentifions les unités de Ef

aux couples (s, /) tels que s €H; et f€P(s).K. Soit Y (resp. C ) la

classe des
(f, b,/')E& tels que b €X (resp. b € H).
Pour que (/f, j‘, f") soit un (é‘ *, Y, C)-coéjecteur, il faut et il suffit que
I'on ait
jex, f=P().f
et que, si j 6,8(7").X.H; et f=P(j).f", il existe b € H vérifiant
i=i.b et [P =P(h).f.

Pour que (/f, j‘, /") soit un (6 *,Y, C)-coéjecteur strict, il faut et il suffit
que, de plus, pour tout (C*, Y, C)-coéjecteur (f.i', ") tel que B(j)=
= B(j'),il existe b* € H vérifiant

j:,‘"'b' et /"=P(b').f'.
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DEFINITION. Si (f, j‘, /") est un (&', Y, C)- coéjecteur (resp. - coéjec-
teur strict), j‘ estdit ( P, X, H)-distingué pour (resp. dit (P, X, H )-
engendré par) (f, /"). Soit f € K; on dira que 7" est (P, X,H)- distingué
pour (resp. -engendré par) [ s'il existe /" tel que 7'- soit (P, X, H)-
distingué pour (resp. - engendré par) (/, f").

EXEMPLES.

1) Soit P le foncteur constant de 1:1 sur la catégorie | @}’ admet-
tant un seul élément, @ . Pour que ] soit (P X,H)- d1stmgué pour (resp.
-engendré par) @, il faut et il suffit que ] soit un (H X, H)-coéjec~
teur (resp.-coéjecteur strict).

2) Supposons que l'on ait P(X)CR (K ). Pour que; soit (P, X,H)~
distingué pour f € K, il faut et il sufﬁt que l'on ait j €X, f< P(/) et
que, pour { GB(]) X.H; tel que f<P(j), on ait 1<] Pour que j soit

(P,X, H)- engendré par [, il faut et il suffit que j soit un H '-minimum
de la classe des éléments (P, X, H)- distingués pour f.Dans ce cas, si 7"
est (P, X, H)-distingué pour .k et si [< P(j‘), alors j‘ est (P, X,H)-
distingué pour f.
3)Si XC P , un élément 7 est (P,X.H;, H)-engendré par f

si, et seulement si, ] est un (X, H)- sous- morphxsme de ,5(7) engendré
par f ausensde{1].

4)fj est(P, Rg(l‘-‘l'), I-‘I)-engendré par [ € K si, et seulement si,
a(j) est une «sous-structure de S3(j) engendrée» par f au sens de[3].
PROPOSITION 3. Si j est (P,X.H_, H)-distingué pour ({,[*), il est
(P,X.H,,H)-engendré par (f,["). Supposons que j soit (P, X, H)-
distingué pour (resp. - engendré par) (f, ') et que j soit tel que j“.j € X
et "< P(j); alors j‘.j est (P, X, H)-distingué pour (resp. -engendré
par) f.

En effet, la premiére affirmation est évidente.-Si g = (/, j‘. ') est
un (&‘, Y, C)-coéjecteur (resp. - coéjecteur strict) et si g’ = (f',7. /") EE.'

nous avons vu que

=(f f.io ")
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est un (C*, Y, C)- coéjecteur (resp.-coéjecteur strict), donc i‘.j est

(P,X,H)- distingué pour (resp.-engendré par) ([, f").®

DEFINITION. On dira que X est V-stable dans H* si X est une sous-

classe stable dans 1:1‘ et si les conditions
j€EX,j"€EX, hbeEH et j b=

entrafnent b € X. On dira que X est §- V-stable pour (P, H) si X SXJHCX,

si § est une classe de classes et si les conditions
led, j,eX.H; et B(j;)=e pourtout i€l

assurent ['existence d'un produit fibré naturalisé (ii' j;.) dans P tel

fel
que j; €X.Si X est {1 1,21}-V-stable pour (P, H), on dit aussi que X
estV - stable pour (P, H).

Soit VH* la catégorie des triangles de H*, i.e. la sous-catégorie

de B H* formée des quatuors
(e.f'.[.h) tels que e ef‘lc"

(C.S., p. 85, exemple 4, ot [I] doit étre remplacé par B ). Si X est sta-
ble dans H*, alors X est V-stable dans l} * si, et seulement si, la classe

des
(e, f'. [.h)eVH" telsque f€X, /' €X et h €X
définit une sous-catégorie pleine de V He.

EXEMPLES. Rg(;I') est V-stable dans ;{ et, si P est A g-ptoduits
fibrés, §- V- stable pour (P, H).

PROPOSITION 4. Soff X = P'p,- alors X est V-stable dans fl et, si P
est & §- produits fibrés, §-V-stable pour (P, H).

DEMONSTRATION. X est V-stable, car c'est une sous-catégorie de H-
(C.S. prop. 1, chap. II1) vérifiant la condition supplémentaite voulue (C.S.
théo. 1, chap. II1).Supposons donnée une famille (iz‘):‘ el d'éléments de 1‘1
vérifiant les conditions : on a

f

s 6[}; et j; €s.X pour tout iel-{i};

il existe un produit fibré naturalisé (7,.f4); oy dans H* tel que
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(P P(j})); ¢y soit un produit fibré naturalisé dans K*'. Nous allons
montrer que I'on a ITEP , d'od résultera la proposition. En effet, soit
b E,B(]T) H tel que P(h)=P(j}).f. Etant donné que iq eP”, les
égalités
P(jz.b)=P(j;).P(j}).f pour tout i €I-{i}
entrafnent qu'il existe un et un seul h; € H tel que
b =iy et P(h)=P(.L
posons de plus b=hy. 11 s'ensuit, (f,,j3); ¢; étant un produit fibré natu-
ralisé dans H° , qu'il existe un et un seul 5’ €H tel que
fioh' = by et jr b’ =hy=b.
Comme (P(ji), P(j;))“” est un produit fibré naturalisé dans K*, les
relati ons
P(ii).P(b')=P(b)=P(i).f,
pour tout { €, assurent que l'on a P(5') = {.- Supposons aussi
bh=ijnbh" et P(h")=/.
On a, pour tout 7 €1-1{7} i ep”,
fgedyo b = jp i b = b =j b, et P(j4.b")=P(j}).[=P(h,),
d'otx j3oB" = b,;. Par suite b’ = b", car
J3eb" = h;=j;.h' pourtour iE€l.
Ainsi b' est l'unique élément de H tel que
jpb'=h et P(h')={,

de sorte que j'reP’— -

Dans la suite de ce paragraphe, C* désignera toujours la catégorie

associée plus haut & P et le mot coéjecteur (resp. coéjecteur strict) signi-

fiera (& *, Y, C)- coéjecteur (zesp. - coéjecteur strict).

PROPOSITION . Soient § eP‘I‘;, JESX.H,, f=P(j).f" et j" €a(j).X.
Supposons que j.j" € X, que X.H; (resp. X ) soit \ -stable pour (P, H)
(resp.(P,H) et que,si s €H_ et [\ €P(s).K.a([), il existe j*€s.X.H;

130



SUR L'EXISTENCE DE STRUCTURES LIBRES 13

tel que [ <P(j')). Si j" est (P, X,H)-distingué pour [, j.j" est
(P,X,H)- distingué pour f. Si ;" est(P,X,H)- engendré par [', si X
est V-stable dans H* et si j eRg(H'), alors j.j" est(P, X,H)-engen-

dré par f.
DEMONSTRATION. Posons g=(f,7,/') €Y. Soit g' =(f", j", f") un
coéjecteur. On a
i=i. ] €EX.XCX e g=g.g'=(f,7, [")€Y.
Supposons
i €B(i).X.H, et g,=([,j.f)€Y.C;.
Puisque X H (resp. Puisque X)est V- stable pour (P, H) , il existe un
produit fibré naturalisé ((j,v),(jl, ”1)) dans P tel que v €X.H; (resp.
€ X). L'égalité
P(i)fy=/=P(i).f
assure l'existence d'un [ € K tel que
P(v )./y=1, et P(v).fy=1/"
Il s'ensuit g'l = (f’ ,u,[’l) €Y, C; (resp. € Y et, par hypothése, il existe
un
g" =1y 7' ) €B(g). Y. Cls
on a g\, =g'.g" €Y.C}) de sorte que, &' étant un coéjecteur, il existe
k €C tel que &' = gi.k, od =1 (resp. = 2), par suite
§=g.8'=g.g;. k.
Comme
g.gy=(fijv.f)=(fjv ) =8,k
ot k' =(f,v,,f\), onobtient g=g, .k'.k (resp. §=g,.k'.g". k).
Donc § est un coéjecteur, i.e. j est (P, X, H)-distingué pour (f,f" ).
-Nous supposons de plus que g’ soit un coéjecteur strict, que j € Rg(H')
et que X soit V-stable dans H*. Soit g"=(/,i".f") un coéjecteur de
but S(g). Puisque a(g) €C, il existe k=(f", b, [")€C tel que g" =

= g.k. Etant donné que X est V-stable dans H*, les relations
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"=j.h, j"€X etj€X
entrafnent b € X, et k € Y. Montrons que %k est un coéjecteur. En effet
soit g, €B(k).C.C;. Onag.g, €B(§").C.C; et,g" étant un coéjec-

teur, il existe g7 € C tel que §”" = g.g, . g . Les égalités

8:8,-817 LENW
ont pour conséquence g,.gy =k, carj étant un monomorphisme, g €Rg (&'),
Ceci montre que £ est un coéjecteur. ¢’ étant un coéjecteur strict, on en
déduit I'existence d'un k' € é tel que g' = k. k", d'olt

Le

E=g.g =g k. k= g" k.

Par conséquent § est un coéjecteur strict, i.e. § est (P, X, H)- engendré
par /. ®
PROPOSITION 6. Supposons que ]’A soit (P, X, H)-distingué pour ([, %)}
{resp. -engendré par ([, [") et X H; soit V. stable pour (P, H}}. Soit
j'e€X et jEX (resp. j €X.H) tels que j=j.j" et f=P(j).f" oi
[r=P(i). " Si ;‘ng(ﬁp) et jIX.H CX, alors j* est(P,X H)-
distingué pour (resp. -engendrs par) (', ") .
DEMONSTRATION. Far hypothése g =(, j‘, f”} est un coéjecteur,

g=(fj ")€Y et g =(['][")€afe).Y.
Montrons que £’ est un coéjecteur. En effet, soit g' € 85(g').Y. Cos
on a g.g' €Y.C; et, § &tant un coéjecteur, il existe & € C tel que g =
= g.g'.k. Puisque j est un monomorphisme, g est un monomorphisme de
é', de sorte que l'on déduit g' =g’ .k de g.g' =g=g.g'.k. Donc g’
est un coéjecteur.
-Nous supposons de plus que ¢ soit un coéjecteur strict, X .H soit V-

stable pour (P, H) et que j € X.H;, c'est-a~dire g €Y. C . Soit
Fy= (i eBlE )Y
un coéjecteur. Montrons que
E,=8.8 = (1.jq I eBE).Y

est un coéjecteur. En effet, soit
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glz(/'jlu /'1) eﬁ(él)oY.C;.
X.H; érant V -stable pour (P,H), il existe un produit fibré naturalisé

((f.v),(jl, vl)) dans P tel que v €EX.H;. Les relations
P(i).f"=[=P(j).[,
assurent l'existence d'un f, tel que
fr=P(v)fy et fy="P(v)f,.
I s'ensuit k, = ([, v, [,) €C, gy = (/" v.[,) €B(§}).Y.C, et
g.8y=(fj.v.[{)=g,.k

&'y étant un coéjecteur, il existe k' tel que g, =g’ k', d'od

gl"'gg’. gglk_glk k.
Ainsi g, est un coéjecteur. Comme ¢ est un coéjecteur strict, il existe

- -

k'y € C telque g =g .k . Il en résulte
-8 =g=g.8'.-%,

car gER (C ). Donc g' est un coéjecteur

et par suite g' = g' .k,

strict. ®

PROPOSITION 7. Soit P""(K P’ K*) un foncteur /1dele (resp. /onc-
teur et soit P(X)C Rg(K ) sozt 7€X Sif= P(;) /* et51] est
(P'.P,X, H)- distingué pour (P'(f), P'([')),alors | est (P,X,H)
distingué pour ([, ['). Supposons P(X)CP'"; si j est (P,X,H)-
distingué pour f, il est (P'.P,X, H)-distingué pour P'(f); de plus j‘
est (P'. P, X,H)-engendré par (P'(f),P'(f')) si, et seulement si,
j est(P,X, H)-engendré par ([,["Jet f=P(i).[".

DEMONSTRATION. Soient 6" la catégorie, C' et Y' les sous-classes
de é'. associées a4 P’ P pour définir les morphismes (P’ ,P, X, H)-

distingués. L'application
(fo7. f")»(P(f)f. P'(f'))

définit un foncteur g de C vers C" tel que g(Y)C Y’ et g(C)C C".
Soit
g=(f.7.f')eC.
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Supposons que g(g) soit un (é’", Y’, C')-coéjecteur et soit
g=(1, i, [")=B(&).C.C,.
Comme q(g) G,B(q(g‘)).a'.C'o', il existe
E=(P'(f").h.P'([*) €C" tel we g(§)=q(g).k,
c'est-a-dire on a
i=icb et PU[")=PUP(h).f').

Il s'ensuit (resp. Si P(j)e€ Rg(K ), les égalités

Pi)f"=[=P(i).f" =P(i).P(b).[
entrainent) /" = P(b).[', d'od g =(f".h,[')€C et =g.g'. Ainsi §

est un coéjecteur, i.e. ;est (P, X,H)-distingué pour (f,[').
-Nous supposons P(X)C P' . Si 7"6X. /€,B(P(]"))-K‘

k=(P([).jm)eY et B({)=B(]).
il existe un et un seul [’ € K tel que
[=P(j).f* et P[")=m,
de sorte que 1'on obtient

k=q(g), oo g=(f,j, [')eY.
Si § est un coéjecteur et si k € 5(q(§)).Y'.CL;, ona k=gq(g), od
g €B(§).Y.C;, et il existe g' €C tel que ¢ = g.g'; par suite ¢(§) =
=k.q(g'), et qg(g) est un(&", Y, cr)- coé)ecteur -Supposons de plus
que g soit un coé)ecteur strict. Soit k un (C' Y', C')- coéjecteur de but
B(q(§)); alors k= q(g'), on g efB(g). c. D'aprés ce qui précéde, g’
est un coé)ecteut de sorte qu'il existe g" €C tel que g=4g'.g",; il en
résulte q(g)-k q(g”). Ainsi g(g) est un (C" Y’, C')- coéjecteur
strict. -Enfin soit g(£) un (C' , Y, C')- coéjecteur strict; § est un co-

&jecteur (/. 7, f'). Soit
=(f, 7', /") eB(§).Y

un coéjecteur. Comme q(g;) est un (C'*, Y’, C’) - coéjecteur, il existe

k= (P([") b, P'([') €C' tel que  q(Z)=q(g).ky.
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Puisque P' est fidéle et que P'(f")=P'(P(bh).[") (resp. Puisque
f=itb, P(i*)fm=[=P(i).f =P(j').P(h).L,
P(X)CRg(K')), on trouve [" = P(h).[' .1l s'ensuit g =(/", b, [*)eC’

et g = gi.g1 - Ceci prouve que g est un coéjecteut strict. ®
2. Foncteurs engendrants.

Dans tout ce paragraphe, f)Ro désigne un univers, sauf dans B, 2).

DEFINITION. Nous appellerons mo-classe une classe A telle qu'il existe
une bijection de A sur un élément de f)Ro .

Soient P =(K*,P, I‘-‘I *) un foncteur, H* une sous-catégorie pleine
de H* et X une partie d-; H. Soient C* la catégorie, C et Y les parties
de é, associées & P dans § 1-C. Coéjecteur signifie encore (é WY, C)-

coéjecteur.

DEFINITION. Si § €l}' , nous désignons par S.X/[:l,;, la classe quotiem
de S§.X par larelation d'équivalence : j A, ' si, et seulement si, j €5°, H
On dira que H- est ?II - petite pour X si §, X/H‘ est une 7R -ciasse
pour tout § GF‘IO‘.

EXEMPLES.

1) H* est localement pente [4] (ou «A sous-objets m petlts») si
elle est m - petite pour R (H ) et si §', H A} €7r lorsque ) eHo et
$'e H .

2) Soient § 61‘18 et feP(S).K;ona e=(S,/) 668. Pour que
C* soit mo-petite pour e.Y, il faut et il suffit que les conditions suivan-
tes soient vérifides :

a) soit M la classe des j € S.X tels que f< P(f); alors M/“AI_}
est une m - classe;

b) pour tout j € §. X, soit M la classe des [’ tels que f=P(j)./";
alors M, /P(H )* est une m - classe

Si H* est ?I(o pente pour § .X, la condition @ est satisfaite. Si
P(X)C Rg(K'),

la classe Mj a au plus un élément, de sorte que b est vérifiée. b est aussi

135



18 C. EHRESMANN

remplie lorsque P(s).K.a(f) est une Jl(o- classe pour tout s € a(X).

A, EXISTENCE DE MORPHISMES ENGENDRES.

DEFINITION. Soit K'C K; on dira que P est (K', X, H)-engendrant si,
pour tout S € 1‘10 et tout { €P(S).K", il existe un morphisme (P, X .H;,H ) -
engendré par f de but §.

Soient S el:\lo' et f€P(S).K. Désignons par .1-1 la classe des
couples (j,[') tels que j€S.X.H; et {=P(j).f", c'est-a-dire tels
que (f,j.f) €(S,[).Y.Cy.Sii=(j, [")€l, posons j;=j et fi=".
De méme soit Tz la classe des couples (j', f") tels que j' €5.X soit
(P, X,H)- distingué pour (f, /") et soit

g =7 et fi=[" pour tout i* = (', (") €l,.
PROPOSITION 8. Posons n=1]1 (resp. n = 2). Supposons que I’l soit
une partie de 1 telle que, pour tout (j,. f;) €1, il existe b eH,;,, ol

(i;h P(h)Ef) €L,
Sil'ona j€X, v, €H,j,.v,=] pour tout i €1, et siCP (). P(v))); ey
est un produit fibré naturalisé dans K*, alors j est (P,X,H)-distingué

pour (resp. - engendré par) f.

DEMONSTRATION. Soit i =(j,, f;)€l,;0ona g, =(f,j,[) €Y. Soient
A et A les classes des g; tels que i €1 et s €1 respectivement. Si
g; €4,, il existe par hypothése

g'=(f3 b, P(B).[}) €C, tel que g;.gi€ A,

i.e. on a AnCA”.C,;,. Comme (P(ii)'P(”i»ictn est un produit fibré
naturalisé dans K*' et que f= P(j;).[f;» il existe un et un seul /" €K

tel que
f;'—-' P(v,.)./” pour tout ieln,
d'ol w‘.=(f;..v,.,/")eC et
gﬂzgi.wiz(/'ji.vi'/.)ey'

si 1 €] .Lorsque i €] ,ona g"..gi = gy €A, et les relations

-

g" = gi..wi. = g‘-ug'-wiv< g,-
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montrent que 1'élément g“1 (resp. £,) €Y est un coéjecteur (resp. coéjec-

teur strict), Par suite j‘= j;ov; est(P, X, H)-distingué pour {(f,[") (tesp.

(P,X,H)-engendté par (f, ")) .®

REMARQUE. Cons1dérons les conditions, ol ]’ €5.X, i €1, ] €X:
a) Il existe v, €H tels que j;.v,=] et que (P(]‘) P(v, Diel

soit un produit fibré naturalisé dans K*;

b) (7, vi)i eI est un produit fibré naturalisé dans P et j =j,.v

b entraine a. Si X C P , les conditions a et b sont équivalentes.

COROLLAIRE 1. Supposons que C* soit mo-petite pour (S.[).Y.C}
(resp. pour (S,f).Y), que X.XCX et que X soit mo-V~stable pour
(P,H) (resp. (P,H)). S'il existe j €S.X tel que [<P(j}, il existe un
morphisme (P, X, H)-distingué pour (resp. - engendré par) [, de but §S.
DEMONS’I.‘RATION. Soit u une bijection de (S,/).Y.C;/&,)', (tesp.
de Az/C,;,, on A2 est la classe des coéjecteuts de but (S, [)) sur un
élément ], (resp. ], ) de mo. Pour tout m € ] , o n =1 ou 2, choisis-

sons un
= ; -1
m =i ) € (m).
L'application m =+ (j_. [ ) est une bijection de | sur une partie I de
'I_n vérifiant la condition de la proposition 8. D'aprés la ?ﬂo-V- stabilité de

X, il exxste un produit fibré naturalisé (ipvq ot n = 1 (resp.=2);

i‘iel

n
soit ]n fgovge S I =@, J€S.X est (P,X, H)-distingué pour [, si
Tl + 3, la proposxtxon 8 affirme que 7"‘1 est (P, X, H)-distingué pour f.
(resp. pour f. Il s'ensuit I, # @ et, d'aprés la méme proposition, j, est

(P,X,H)-engendré par f.)m
COROLLAIRE 2. Si les trois conditions a, b, ¢ ou a, b', ¢ suivantes sont
vérifiées, P est (K', X, H)-engendrant :
a)H* est M_-petite pour X.H; et P(X)C R (K*) (resp. et
P(s).K.e /P(Hy)*est une M -classesie €a(K') et s €H}).
b)X.H; est mo-V-stable pour (P,H).
b')Ona X X.H,CX et K"=K,a(K"). Si j,€5.X.H; pour
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tout t €l, oz § 61:18 et | Emo, il existe un produit [ibré naturalisé
(730 V)4 ep dans P tel que j v, €X.
c)Si SEH: et [€P(S).K, il existe j €S.X.H} oa [<P(]).

DEMONSTRATION. Soit § ef‘lt; et f€P(S).K'. La condition a entraine
que C* est mo-petite pour (§,{).Y.C; d'aprés l'exemple 2. Le corollai-
re 1 permet de construireun § qui est (P, X, H)-distingué pour (/, {). Si
b, c sont vérifiées, on a a(j“) € H, donc j. est (P, X.H;, H)- engendré

par f.-Sia,b' et c sont satisfaites, on a
[=P(i).f'. on f['e€K.a(f)CK.a(K')=K",

de sorte qu'il existe j Ea.(j‘).X.Hé tel que f'<P(j). En vertu de la
proposition 3, j.j est (P, X.H;, H)-distingué pour [.m
COROLLAIRE 3. Si les trois conditions a, b,c ou a,b', ¢ suivantes sont
vérifiées, P est (K’,X, H)- engendrant :

a)H* est M -petite pour X NH, et on a P(X N H)CR (K*)
(resp. et, si s €H; et s' €H}, la classe P(s').K.P(s),/P(H‘}’)*est une
fmo-classe). Y estV-stable pour (P,H), oi Y=X.H; (resp. = X et
K'=K.a(K')).

b)X.X. H € X; XNVH est M _-V-stable pour (P, H) et K’ est
V.stable dans K* (on pose PH =(K*,P.,H"*)).

B')X.XCX et K'=K.,a(K'). Si j,€s.X.H, pour tout i €l,
ou sEH; et ] Emo, il existe un produit fibré naturalisé (j, v;); oy dans
P tel que j,.v, €X.

c)Si SE€H et [ €P(S).K', il existe j €S.X.H tel que
[<P(j)et P(j)eK.

DEMONSTRATION. Soit § eil; et [€P(S).K', 1l existe jeS.X.H‘;
tel que < P(j)€K'; soit s=a(j) et f=P(j).['. Puisque K' est
V-stable dans K*, on a f' € K'. La condition a entraine que C* est f)ﬂo—
petite pour (s, f').Y.C; (exemple 2). Le corollaire 1 assure qu'il existe
j€s.X quiest(P,X,H)-distingué pour (f’, " }. D'aprés la proposition

S, j.j- est (P, X, H)-distingué pour f.-Si a,b,c sont vérifiées, on a
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a(j‘) € H, donc j.j‘ est (P,X . H;, H)- engendré par f.-Si a,b',c sont
remplies, on a f" e K.aff')C K', de sorte qu'il existe ;’ SCL(]'.).X.H‘;
tel que /* < P(j'). En vertu de la proposition 3, (j.7).j'est (P, X . H,H)}-
engendré par /. W

EXEMPLES.

1) Supposons P(X)C Rg(K *}. L'application (ji’ f;.)-» j; est une
bijection de la classe I, sur la classe B des j€S.X.H; tels que
f<P(j). Par suite, si BCECB.F-{,; et si (i'vj)jeB est un produit

. appartienne & X, alors j est

fibré naturalisé dans P tel que j = j.v’

(P, X, H)- distingué pour [.

2) Supposons H = IZI et I;6 C X ; la condition ¢ du corollaire 3 est
alors vérifiée (on peut prendre § pour j); par suite, en appliquant le corol-
laire 2 au cas od X = Rg(l} *), on obtient le résultat suivant[4] : Si H -
est localement petite, si P est a mo-produits fibrés et si e, .K.e, €mo
pour tout e, € K(;, ‘le foncteur P est (K, Rg(H *), H)- engendrant.

Soit F=(H*,F,D"*) un foncteur et (P ,F,t, G) un triplet défi-
nissant une transform;tion naturelle telle que t(D;)C K*'C K. Considé-
rons les conditions :

1)Si j€X.H, et g € B(f).H, il existe un produit fibré natura-
lisé ((7, v). (g, v")) dans P tel que v' € X. On a X CRg(H').

2y Si § EH; et [ € P(S).K', il existe j € S.X.HO‘ tel que
f<P(j).

PROPOSITION 9. Supposons que X vérifie 1 et 2, que P(X)CK' et K’
soit V-stable dans K* (resp. que K' = K.a(K')) et X.X.H;CX. Si,
pour e eDo', il existe T(e) € F(e).X qui soit (P,X.H‘;, H)-distingué
pour t(e), il existe un triplet (F, T, F') définissant une transformation

naturelle.

DEMONSTRATION. Soit k €D, a(k)=e' et B(k)=e. Posons
F(k)=h, T(e')=ji et T(e)=j.
Montrons qu'il existe 5’ tel que

(b, j.7' b')enH".
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En effet, par hypothése, il existe un produit fibré naturalisé (7, v), (b,v')
dans P tel que v' € X. Puisque j est (P, X, H)- distingué pour t(e),
il existe f € K tel que t(e) = P(j).f/. Les relations
P(j).[.G(k)=1t(e).G(k)=P(h).t(e')
assurent l'existence d'un ' € K vérifiant
[.G(k)=P(v}.f* et tle')=P(v').['.
Par hypothése (e’) €K' et P(v')€K'; on a [ €K', car K’ est V-
stable (resp. f* € K,a(K’')C K'). En vertu de la condition 2, il existe
il Ea(u').X.Hé tel que [ <P(j1).
Ona v'.j, €X.X.HCX.H; et
t(e'):P(u')./'(P(u').P(jl).
Etant donné que j' est (P, X, H)-distingué pour t(e'), il existe g €H
tel que j' = v'.j,.g- En posant b’ =wv.j .g, on obtient
jebt=jviig=h.v i g =h,
d'od g(k)=(h,j., *.h') €CH".
-Enfin si (k', k) €D*'x D", les éléments
g,=q(k".k) et q,=q(k") Hq(k)
construits par la méthode précédente sont deux quatuors de la forme
(F(R' &), TCB(R')), hl), od i=1,2.

Par hypothése, T( S(k’')) est un monomorphisme; il s'ensuit b;’ = b; ., et
par conséquent g, = g, . Ceci prouve que l'application k -+ g(k) définit
la transformation naturelle de F’' vers F cherchée, F’ étant le foncteur

défini par k= bh'. B

COROLLAIRE. Supposons que X.H (au lieu de X ) vérifie la condition 1
et que, pour tout e €D, il existe T(e) € F( e).X qui soit (P.X.H,H)-
engendré par t(e). Alors il existe un foncteur F' tel que(F, T, F')dé.
finisse une transformation naturelle. §i X = P,.r on appelle F* un (K, P,H)-

sous-foncteur de F engendré par G,
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En effet, les hypothéses sur K' et la condition 2 sont inutiles si
a(v') € H car ladémonstration précédente s'applique alors sans change-
ment, en prenant K' = K et 7" = (v'), larelation X .X.HO‘C X n'ayant

été utilisée que pour affirmer que l'on a v'.j, € X.m

B. CAS PARTICULIERS.

1) Images.
Supposons que P soit le foncteur identique d'une catégorie H°.

Soient H*® une sous-catégorie pleine de H*® et X une partie de H.

Dire que | est (H *, X, H)-distingué pour g€§. H 51gn1f1e que

7'& €5.X et qu'il existe b EH vérifiant les conditions : g =1, b oet , si
€S.X.H; et g=7.h, il existe k €H telquejzjketh"-kb Four
que 7" soit (I} *, X, H)-engendré par g, il faut et il suffit que j remplisse
les conditions précédentes &t que, de plus, si ] €5.X est (H X, H)-

distingué pout g et si g = ] ".h', il existe k' € H tel que

- -

im ikt et b =kLb.

En particulier, 7’- est une { X . H ¢ 1‘1‘ i}) image de g (C.S., déf. 30
chap III, ot l'on suppose de plus X.H;CR (H ) si, et seulement si,
;' est (H*, X. H;.H)-engendré par g. Rappelons {prop. 5-2 (11, voir
aussi & 3) qu'un critére pour l'existence de (H, H ) -projecteurs demande
qu'il existe des (X.H ., H ', fx’)—images . La proposition 8 donne les cri-

téres suivants pour 'existence de telles images de g € H.

PROPOSITION 10. Soit I la classe des i=(j;.h;) tels que j.€X.H
et j,.h;=g. Soit | une partie de Tue’ri/iant les conditions :

a)l *+ @; pourtout (j,b) ET, il existe k Ef}7 tel que
(j.k kL h)el;

b) il existe un produit fibré naturalisé (j, v.);o; dans H* tel
que ]—]i.v €X.H,.
Alors j est une (X . Hg H H) image de g.

COROLLAIRE 1. Si les conditions suivantes a',b',c' ou a’,b” sont véri-
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[ides, g admet une(X.H';,H‘, H)- image :

a')H* est Wo-petite pour XMNH et XnHCRg(H‘) (resp. et
s'.H.s/H,;, est une mo-classe st s €EH, et s’ GH;).

b')X. XCX et si j€s5.X, H; pour tout i €1, oz S EH; et

I Emo, il existe un produit fibré naturaltse (1pv;) dans H* tel que

j;ov; €X. La classe X est V- stable pour (H H). el
b" ) X.Hé est \/-stable et XN H est WO-V-stable. pour (H',H),-
il existe j €X . H: tel que g=7j.g'.
c')Sig=j.g et jeXUlfB(g)l,onag =j.g", oz iTEX.H, .

COROLLAIRE 2. Si H* est )T(o-petite pour X C Rg(H')‘et st (H e X')
est un [oncteur a fm - produits fibrés ( par exemple si H* est localement
petite et a m - proa’utts fibrés et si X = R (H ), tout g € X} H a une
(X, H* H)- image.

-~

En particulier soit H*® une sous-catégorie pleine de A telle que

1)HCH et H*® est m - petite pour H (resp. est localement petite);

2) (H yl ,H ) est un foncteur A 311 prodults fibrés;

3)Si geH H onag—] g,oﬁ;eH H (resp €R (H) H})
D'aprés le corollaire 1, tout g €H; H admet une (H H; H H) (resp.
une (Rg(H ).HO,H , H) ) image. (La condition 1 est, par exemple
vérifiée si H Emo.)

Soit p=(K*,p,H*) un foncteur et K’'* une sous-catégorie de
K* formée de monomo;;hismes. Soit X la classe des (K',p)- injections
(C.S., déf. 1, chap. III). Soit g €H. Pour que ; soit une (K',p,H)-
image de g (C.S., déf. 30, chap. III), il faut et il suffit que j soit une
(X, H*,H)- image de g. Puisque X est formée de monomorphismes (C.S.,
ptop. 1, chap. IlI), la proposition 7 affirme que j est une (K', p, H )-image
de g si, et seulement si, j est (p, X, H)-engendré par p(g) . Supposons
K' = Rg(K *). Si p esta mo-produits fibrés, on déduit de la proposition
4 que p:.— est mo - V- stable pour (p, H). Par suite le corollaire 2 de la
ptoposition 10 entrafne que, si H* est mo-petite pour p:- et si p esta

mo-ptoduits fibrés, o Dﬂo est un univers, tout g € H admet une (K',p ,H) ~
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image.

Considérons le cas ol K* est la catégorie pleine d'applications N
assoctée a ['univers Dﬁo, c'est-a-dire p = (m,p ,H*). Pour tout h€H,
désignons par b la surjection définissant l'application p(5) . Pour que
g € H admette une (mi,p ,H)-image j, il faut et il suffit que j soit
(p,pir—,H)-engendré par p(g). On a p(g)= /'_5_' ol _g-e‘my et [ =
=(p(S), ¢, ,B(ﬁ_)), S=f(g); par conséquent j est une (N}, p, H)-

- 13 . — rd
image de g si, et seulement si, j est (p,p, , H)-engendré par .

PROPOSITION 11. Soit p =(M,p,H*) un foncteur; alors H* est M -
petite pour pr. Si p esta Wo-pr;duits fibrés, tout élément de H admet
W!e(mi.p,H)-image.

DEMONSTRATION. Soit § €H; et A = S.p:. Soit r la relation d'équi-
valence sur A telle que A/r:A/H,} .S8i jaj'modr, on a /B(i.):
= 3(j '). Inversement, si

€A, jTEA et 5(7’)=/5(]")

['application x—+] iy '(x) ol x € a(] ), est une bijection { telle que

p(i).f=p(7'). En Vertu du thé oréme 1*,chap III, C.S,, il existe
gE€H, telque j.g=j" et p(g)=/{;

donc j ., j' modr. Ainsi 'application j mod r- B(j ) définit une bijec-

tion de A/r sur une partie A’ de ?(p(S)). Puisque mo est un univers,

on a ?(p(S)) Emo, d'ot A’ Emo. Ceci prouve que H* est fmo-petite

- ..
pour p, . La proposition en tésulte.®

2) Sous-structures engendrées.

A

Supposons que M et M soient deux catégories pleines d'applica-
tions telles que N C . Désignons par m la saturante de M dans M et par
MY la classe ‘)I(‘ m dont les éléments sont donc les (M, . M) eM‘ tels
que M soit une DII - classe appartenant 3 m

Soit P = (fm p, He ) un foncteur et H ' une sous-catégorie pleine
de l:} telle que P(H)C . Posons b= (W,_PL, H*). Soit X une sous-

classe de la classe des P - monomorphismes P;— sdonc X C Rg(l;’ *).
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Soit § El}é et MCP(S). Rappelons [1] que s est une i’X, H)-
sous-structure de S engendrée par M s'il existe un H*-minimum ;j de la
classe des j ES.X.H; tels que MC B(j ), et si s = a(j‘); autrement dit,
s'il existe un j‘GS.X.s qui soit (P, X.l;-‘;,H)-engendré par (P(S), .. M).

Des propositions 5 et G, il résulte que, si X est V-stable dans
1}' et X.H; V -stable pour (P,H) et s'il existe jeS.X.Ho’ tel que MCB(L ),
les (X, H)- sous-structures de S engendrées par M sont les (X, H)-
sous-structures de a(j) engendrées par j "}(M). D'apresla proposition
8, si la classe A des jE€S.X.H; tels q:e MC B(j ) n'est pasvide et

s'il existe un produit fibré naturalisé (7, vi)i ¢4 dans P tel que
ACACA.H,;, et que ].v].EX.H;,
alors a(ul.) est une ( X, H)- sous- structure de § engendrée par M.

La notion de foncteur (WU, X, H)-engendrant a été définie dans

[1] sous le nom de foncteur —-engendrant pour (W, X, H) , si [:‘1o CX.

-1
DEFINITION. P est o~-engendrant pour M s'il est (WU, Pi’_' P (M-
engendrant [1]. Une (PL’_, H)- sous-structure de S € [:Io engendrée par
MC P(S) est appelée P - sous-structure de S engendrée par M, notée S/ M.

Sauf indication contraire, nous ne supposons pas que mo ni mo sont

des univers. Soient § €EH; et feP(S).m.mo; ona f=Fk.,f, ou

fr=CB L ateR, e k=B Berp eV,
Pour que j‘ €5.X soit (P, X, H)-distingué pour f, il faut et il suffit qu'il
soit (P, X, H )-distingué pour k. Donc si P est (DRU, X, H ) - engendrant,
P est aussi ()ﬁ .ﬁlo,X,H)-engendrant ou, ce qui est équivalent, (fﬂ.fmo,X,H)-

engendrant.

PROPOSITION 12. P est (mU,X,H)-engendmnt si les conditions a et b
(resp. a et b') sont ve’ri/iéef :

a)Si SeH;, M eM_ et MCP(S), il existe j€S.X.Hy tel
que MC B(j ).

b)On a X.X.H,CX; si j,€S.X.H_ pour tout i €I, oa 1 €M
dans P tel que

et SEH;, il exis‘te un produit fibré naturalisé (7pv%)ier

Tiev € X. Enfin Bﬂo est un univers,
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b')On a X.XCX; si j,€s.X H, pour tout i €I, on 1 €M

7

et s €H;, il existe un produit fibré naturalisé (j, v;); . dans P tel
que jx"vi € X. De plus, X est V- stable pour (P, H), Wlo est un univers.

DEMONSTRATION. En vertu de la proposition 11, H* est .‘mo-petite pour
P,.r_, donc pour XCP (resp. H'est mo-petite pour XNHC pi’—)- Soient
SeH;, M Emo et MC P(S5). D'aptés les corollaires de la proposition 8,
il existe une (X, H)-sous-structure s de § engendrée par M, construite

comme suit : Si a et b (resp. b' ) sont vérifiées, soit A la classe des
j€S.XH] tels que MCB([')

(resp. soit j, € S.X.H; tel que M C B (] ,) et soit A la classe des
i Ect.(]l) X.H; tels que ]11(M) c ,3(7)) Il existe une W -classe (resp.
une M -classe) A telle que A CACA. H , un produit fibré naturalisé
(]v/]EA dansPetun]Sa(v)XH telque]I(M)C,B(])(resp
que 7 1(Ill(M))C,B(] D, ovj=jv,. Alorsonas—a(,) n

COROLLAIRE. Si P est & M -produits fibrés, il est ~-engendrant pour
M si, et seulement si, la condition a de la proposition 12 est remplie, en
prenant H = Ex (M) et X = P;—, et en supposant que mo est un univers.
En effet, Pr— est m - V- stable pour (P, 1‘-‘1) d'aptés la proposition
4 et le corollaire resulte de la proposition 12. ®
Soit "(H ,F,D*) un foncteur et G un N (MY W) sous -

foncteur de P, F. Consxdérons les hypothéses suivantes :
A) P est fidele, a produits fibrés finis et ~- engendrant pour JN.
B) X* est une sous-catégorie de ITI * vérifiant les conditions 1 et 2,
proposition 9, avec K' = MY ; le foncteur (M, P, X*) esta mo-produits

fibrés et mo est un univers.

PROPOSITION 13, Si l'hypothése A (resp. B) est vérifiée, il existe un
%(mi,P,-Pl(ﬁT())-sous-/oncteur F' de F engendré par G (resp. de F tel que
F'(e) s:)—it une (X, H)-sous-structure de F(e) engendrée par G(e) pour
e€D;) (C.S., chap. lll, déf. 37).

. .. . . (V)
DEMONSTRATION. Si la condition B est satisfaite, P est (MY, x,H)-
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engendrant en vertu de la proposition 12, par suite les hypothéses de la
proposition 9 sont vérifiées; et l'existence de F' découle de cette propo-
sition. - Supposons que A soit remplie et montrons que les conditions de la

. " spe -l - wd
proposition 9 sont vérifiées, en posant H =P (m), K* =m.m° et X =

= pr7

i + En vertu du corollaire de la proposition 12, la condition 2 de

la proposition 9 est remplie. De plus, on a

K.a(K')=K', X.X.H;CP; .P; .H;CX.
Montrons que la condition 1 de la proposition 9 est satisfaite. En effet soit
JEX.H et g E,B(j).H. 11 existe un produit fibré naturalisé ((j,v), (g.v')})
dans P; la démonstrationde la proposition 4 prouve que v’ EP;—.La pro-
position 13 s'en déduit. m

3. Existence de structures libres engendrées.

A. PROJECTEURS STRICTS.

Soient H une catégorie, H* et H* deux sous-catégories pleines
de H* telles que HC H. Rappelons [ 1] que _g estun (HH, b )- pro-
jecteur si g EH H et si, pour tout b €H H a(g), il existe un et un

seul % EH tel que k.g = bh(exemple $1 -B)

DEFINITION. On dira que g estun (H, H H )- pro;ecteur strzct si g est

un pro;ectcur strict relativement A (H H H Rd(H H H*), H ).

g€ H est un (H,H,H *)-projecteur strict lorsque g est un (H,H,H')
projecteur et que, pour tout ( H, H, H *)-projecteur g’ € H .a(g), il existe
un k' €H tel que k', g=g’.

11 est évident que les notions de (H, H, H * )} -projecteur, de (H, H,H')
projecteur strict et de (H, H *) -projecteur sont identiques. Si_g est un
(H, H H ) - projecteur tel que ,B(g) €H, alors g estun (H, H )-projec-
teur. Si g et g’ sont deux(H H H* ) -projecteurs stricts de méme source

appartenant & R (H H ), onageH’ .8

EXEMPLE. On voit facilement que les projecteurs construits dans [1],

théoréme 3-6 et 4- 7 sont en réalité des projecteurs stricts.

Soit P=(K‘,P,H‘) un foncteur et p=(K*,P. ,H*) une res-

146



SUR L'EXISTENCE DE STRUCTURES LIBRES 29

triction de P aux sous-catégories pleines H* et K* de H* et K* res-

pectivement. Soit H* la catégorie associée au couple de foncteurs
(P, (K*,¢,K"))

par la construction de la proposition 36, chapitre II, C.S. (voir aussi C.S.,

appendice I). Soit 2 la classe des couples
(s, k) telsque s 61:10 et k €P(s).f<.

Les éléments de H sontles couples (I‘{, h),on b € f‘l, les couples (12, g).
oll g 612, et les couples (2 ,(s,k)}, ob (s,k) €X; la loi de composi-
tion est telle que I'application 5 - (I:I ,b) (resp. 'application g-( 12, gl
définisse un isomorphisme de H- (resp. de k‘) sur une sous-catégorie

pleine de H* et que l'on ait
(3,(s, k) (K. g)=(5 (s k.g)) si a(k)=0(g).
(H,b) (S, (s, k) =(3 (BCh).P(b).k) si a(h)=s.

CONVENTION. Si AC 1“1, nous notons A’ la classe des couples (I‘i,b) €H
tels que b € A; en particulier H' est la classe des couples (}‘1, bh), o

b € H. Pour simplifier, nous désignerons par (s, k) le couple

(2,(5,12))6[':!.

DEFINITION. On dita que ( §,g) est un (H, P )-projecteur (resp. un
(H, P)- projecteur strict) si < s, g> est un (H', f‘l', ;1 *) -projecteur
(resp. -projecteur strict). On dira que § est une P - structure libre engen-
drée par a(g) s'il existe un (F‘I, P )- projecteur strict ($, g).

Si, pour tout e EI‘<c‘,, il existe une P - structure libre g(e)engendrée
par e, l'application e+ g(e)} se prolonge en un foncteur ¢ de K* vers
H* qui est un foncteur adjoint & gauche [ 6 ] (nous dirons seulement adjoint)
de P. Pour que (§, g) soit un (H, p)-projecteur, il faut et il suffit que

($,g) soitun(H, P )-projecteur tel que §€Hc‘)et g €K.

EXEMPLE. Supposons s el:lc; et XC Rg(H‘). Désignons par C* (resp.
par C*) la sous-catégorie de la catégorie V H* (voir 1-C) formée des

a

quatuors (s,7', 7. bh) EDI:I‘ tels que ; et j' appartiennent 4 X (resp.
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a X .H;)- Soit V'P le foncteur de & + vers V k * restriction de BP . Pour
que (jB, (P(s),P(j).f.f)) soit un (C, V'P )- projecteur (resp. projec-
teur strict), il faut et il suffit que j soit (P, X, H )- distingué pour (resp.
- engendré par) (f, f’).

Soient § EI:I; et g eP(é).k. Pour que (§, g) soitun (H,P)-
projecteur, il faut et il suffit que, si s €EH, et k€P(s).K.a(g), il
existe un et un seul b €s,H,§ tel que k=P(bh).g. De plus (§,g)
est un (H, P)- projecteur strict si, et seulement si, pour tout (H,P)-
projecteur (s', g'), il existeun b’ €s'  H.§ tel que g'=P(h').g.

Nous désignons par P une restriction (K * y,Pit,A*) de P, ot K-

est une sous-catégorie pleine de K*, par X une partie de H.

DEFINITION. Nous dirons que P vérifie N(X,F,s), ou s 61‘15 et NC[{;
si pour tout couple (b, h'), ot h €A H.s et b' € S(b).H.s, il existe
n tel que nERg(IjI',P‘I.a(n)).N, b.n=»bh.n, X.nCX et que P(n)
soit un noyau de (P(h),P(b')) dans K*. (Donc P(s) €K.)

Lorsque p esta noyaux n» etsi X.nC X.f, ob /e'H,;, (resp. Si
X.XCXCRg(I‘{') et si p esta X N H-noyaux), P vérifie N(X.Hc',. prs)
pour s €H; = N. -

Soit e GK;; notons [ la classe H;‘.H.(K,e) des éléments

(s,k) tels que

s eH; et & ep(s).k.e ;

pour tout { €] nous poserons i = <S:’ ’ki> . Considérons les hypothéses:
P,) Il existe un produit naturalisé () §) dans P de(s;)
od I =H* H.(K,e), etsoit g;': [ ki]:’el'
P% ) II existe (s. §> € H tel que, pour tout i €], il existe p, €H
vérifiant la relation (1},[7..). <S,g‘> = <s'.,k’.> =1,

Naturellement Pe entraine P'e .

iel’ iel’

THEOREME 1. Soit e €K . Si e vérifie P et si ($§,g) estun (H,P)-
projecteur tel que e = a(g), on a § = P(]").g, o j‘ est(P,f-i,H)-

distingué pour § et j € S.H.S. Supposons que e vérifie P,,, que P vérifie
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N(X.,P,5), oz N =H, (resp. =H ) qu'il existe 7€S R (H ). § qui
soit (P, X, H)-distingué pour § et que § = P(;) .g (resp. -engendre par
(g.g)); alors - .
(3,g) €R (A" .H H"),

de plus (S, g) est un (H, P }-projecteur si HéCA(resp.A et un (H,P)-
projecteur strict st X =H et A D [‘lo et si e vérifie P ).
DEMONSTRATION. Supposons que e vérifie P_ et que (S, g) soit un
(H, P)- projecteur tel que e = a(g). Si i = <si,ki> €], il existe

h;€s; H.§ tel que P(h).g=k,.

Par suite il existe 7 = bz]:el et, puisque (P(p, )xel' P(§)) est un
produit naturalisé dans K- , on a (C.S., prop. 9, chap. IV) :

P(7)=1P(h)]), . don P(i)g=[P(h)gl, o=k, =

Montrons que j‘ est (P, I:1, H)- distingué pour ( g, g }. En effet, soit
FES.H.H, et §=P(j).k.
Comme (§, g) estun (H, P)- projecteur et que <s, k> €l,ons=al(j)
il existe un et un seul
bes.H.3 telque k=P(h).g.
II s'ensuit, pour tout i = <Si'ki> el:
P(p;.j.h).g=P(p;).P(j) k=P(p).g=k;=P(h;).g.
Ces égalités entrainent p,. 7 h =bh,, puisque (3, g> €R (H".ﬁ,l?’).
Il en résulte j‘=j b, car ]_. [ 5;); ¢ ce qui prouve la premiére partie.
- Supposons que e vérifie P’ et que ] €S.R (H ) soit(P,X,H )'
distingué pour g et g = P(7).g (resp. -engendré par (g,g)) soit § = a(])
Supposons que P vérifie N(X,F,f), pour N = H  (resp. =H‘;). Soient
bes.H.§, b'€s.H.§, seA, et P(h).g=P(h').g.
1l existe »n €Rg(l}‘,1}.a(n)).N tel que

bon=bh".n, j.neX
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et que P(n) soit un noyaude (P(b), P(h')) dans K *. 1l s'ensuit g é'-l-(-,
g<P(n) et g‘=P(j).g<P(7" n).

Comme j‘.n €X.H; (resp. ] n est (P, X H) distingué pour g d'apres
la proposition 3), il existe n ' €H tel que 7 =j.n.n Utxhsant; €R (H)
on trouve § = n,n' et, puisque n €R (H‘ a.(n) H a(n)), on voxt que
n EH,}, Donc b =5h"' et <s g> eRd(A H, H ).-Par ailleurs, avec
les notations de P'e, on a pour tout { = \ Sy ki/ €l:

b=, €5, Ho8 et P(hj.g=P(p,).P({).g=P(p,).8=k,
Ainsi (§, g) estun(H,P)- pro;ecteur si H)C 4.

-Nous supposons de plus que A D H L, X = H et que € vérifie P . Alors
(S,g) estun (H, P }- projecteur et <s g> €Rd(H' H ). Soit (s . 8")
un (H, P )-projecteur tel que a(g’)=e. D'aprés le début de la démons-
tration, il existe un j' €S H.s' qui est (P, H H)- distingué pour g et tel
que g=P(j').g". Lorsque 7" est (P, H, H)- engendré par (g, g),on en
déduit

a

j:j'.b et g'ZP(b),g.
Il en résulte que (§,g) estun(H, P)- projecteur strict. &

COROLLAIRE 1. Soit e €K;. Si e vérifie P, et s'il existe une p- struc-
ture libre § engendrée par e, il existe un 7€ S. R (H ).§ qui est
(P. H. Hj, H)- engendré par g. Soit N= Hys

’

fie N(X.Ho, p .§)etsij eS.Rg(H ).$ est (P,X.H;,H)- distingué

st e uerz/ze P' , si P véri-

our g, alors § est une p - structure libre engendrée par e.
8 8

DEMONSTRATION. Soit (§, g) un (H, p)-projecteur. Alors (§, g) est un
(H, P)- projecteur tel que § € H.-Si e vérifie Pe reprenons les notations
de la démonstration du théoréme 1; il existe j €S, H.§ tel que 7 soit
(P,H.H)-distingué pour £ et que § = P(7) 8 savoir 7 ={ by dier-
Or i= (3, g>€I, d'ou hy= g, par‘ suite ‘p;-.l = b;—-— §, de sorte que 7-
est inversible & droite, et a fortiori j € Rg(H *).-La deuxiéme affirmation

du corollaire se déduit du théoréme 1, en prenant pour P et pour X respec-

tivement p et X Hy, dans !'énoncé de ce théoréme.®

150



SUR L'EXISTENCE DE STRUCTURES LIBRES 33

COROLLAIRE 2. Soit X une partie de Rg(H‘) telle que P soit (K, K X, H)-
engendrant et vérifie la condition Hy(X.H:, p,s) pour tout s €H ;. Si
tout e € K: wvérifie la condition P', alors p admet un foncteur adjoint.

En effet, ce corollaire résulte immédiatement du corollaire 1.

COROLLAIRE 3. Soit e € IZ Supposons que :

1)H* verzfze la condztzon SiH): Sios' €f‘1' et k' e P(s').K.e
il existe b' €5’ .H.H et k" €K tels que k' = P(h') . k";

2) e vérifie la condztion P'e et P la condition H(;(X, P,$);

3) il existe j €S.Rg(H').§ qui soit (P, X, H)- engendré par§.
Alors $§ est une P -structure libre engendrée par e.
DEMONSTRATION. Soit g = P(j-).g. D'aprés le théoréme 1, ($,g) est

un (H,P)- projecteur et

(3, 8) R (H', H").
Soient s’ EHO' et k' €P(s’').K.,e. La condition 1 assure qu'il existe
(S",k"> el et b’ Es',i}.s" tels que P(h’') k" = k’. Par suite 1]
existe h" €s” H.$ tel que P(b").g=+k", d'on

P(h . b").g=P(h').k"=k"

Donc (5, g) estun (f‘l, P )- projecteur. m

COROLLAIRE 4. Sup[)osons que e 6_1—\'-' vérifie la condition P, : soit M la
classe des b €S.H.S tels que P(h).§=¢ et h eX.p, pour un i €1.
Sup[zosons qu'il existe un ]EX S ayant les propriétés . j €R (H ),
]:b j pour tout b €M, P(;) est un rzoyau de P(M) dans K et P
vérifie HO(X, P ,$). Alors on a gZP(]).g, et ($,g) estun(H,P)-
projecteur, si H: C A.

-

DEMONSTRATION. D'aprés le théoréme 1, il suffit de montrer que j est
(P, X, H)-distingué pourg En effet, puisque P(7) est un noyau de P (M)
dans K on a g—P(]) g - Soxt;é? X.H: ,g P(j).g'. Comme e véri-
fie P'e , 1l existe piea(i).H,S tel que P(pi).g:g, d'ou
é:P(i)-P(pi)~é’ i.piEM

- -

et ]:]P,]<
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Puisque P(pi.j‘) .g = g', il s'ensuit que 7" est (P, X, H)-distingué pour
g. Donc (§, g) estun(H, P)- projecteur. ®

Du corollaire 1 il résulte que, si e vérifie P, si e €K etsip
est 4 noyaux, il existe une p- structure libre § engendrée par e si, et seu-
lement si, il existe 765 H $§ qui soit (P,R (H H).HS H)- engendré
par ¢. Dans ce cas, j est aussi (P, H H H) engendré par g.

B. CRITERES D'EXISTENCE DE FONCTEURS ADJOINTS.

Supposons que mo soit un univers, que Sﬂ C 'm et que W Efﬂ
soient M € N les catégories pleines d'apphcatlons correspondantes, m
la saturante de M dans M. Seit Q = (jﬁ, Q,k') un foncteur fidéle tel
que Q(K)C M, lorsqu'il en existe un. Des §2 et 3, on déduit :

CRITERE 1. Siles conditions suivantes sont vérifiées, p admet un adjoint
p'(resp. p';S est une P - structure libre engendrée par e € K, si s =p’(e)) :

I)QPest(m X, H)- engendrant; XCR(H)P(X)CQ

2)P esta f)T( - produits et, pour tout M Em »ona Hy €fmo, on
Hy estlaclassedes s €H tels que Q.P(s) =M;

3) P vérifie N(X.H), P,s), od s €H, P=p (resp. = P).

En effet, puxsque Q(K K:)c M. m et que Q.P est(?ﬂ m JX,Hj-
engendrant, P est (K K:;. X, H)- engendrant d‘'aprés la proposition 7-1.
Soit e € KO; alors H* venfxe 3. (H) (cor. 3, th. 1); 1'application

{s, g/ +(s,0(g))
est une injection de I=H] ", H (K e) dans [' = UW(HM X M., Q(e)).
Me

A

. A
Comme f)ﬂo Emo et que ?ﬂo est un univers, on trouve [’ Emo. Donc I est

A

une mo- classe et, P étant a ﬁlo- produits, e vérifie la condition Pe. Le
critére 1 résulte alors des corollaires 2 et 3 du théoréme 1. =
COROLLAIRE. Supposons P=(M, P, H+) et H-P(‘m)e'm Si P est
a Sﬂ - produits, résolvant & droite et - engendrant pour W, alors p admet
un ad]omt.

CRITERE 2. Si les conditions suivantes sont vérifiées, p a un adjoint :
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1)P esta m produzts /zbres
2) Pour tout S eH .M e?ﬂ et MCQ . P(S).il existe j €S.X . H
tel que MC B(j*), ou j’ —Q.P(]) et X=(Q.P):_n ~PI(Q:—

3) P esta M -produits et Hy €R_, B

4) P est fidele et Q est compatible avec les noyaux.

En effet, on a P(X)C Qf— et X.XCX. Les conditions 1 et 2
entrainent que Q.P est (WU, X, H)-engendrant d' aptés la proposition 12.
Si n est un noyau de (b, b’) dans P, et par suite dans Q. P, ona n €X
(proposition 2). Si a(n)=s et B(n) €H, il ex15te un ] €s.X, H qu1
est (P, X, H)-distingué pour Q.P(s) eton a ] EH , car Q. P(7) EW
Donc =n. ]€X H;, de sorte que P vérifie HO(X.HO,P,,B(n)). Ainsi le

critére 2 est ramené au critére 1.m

CRITERE 3. Si les conditions suivantes sont vérifiées, P admet un ad-
joint :

I)P est a X -noyaux et afl -produzts H CX.XCXCR (H ):

2)H estﬁ( -petztepour X et e’ I\ eem s? e €K et e eK'~

3)X estmo-v-stablepour(P,H), .

4 ) Pour tout e EKC'), il existe une sous-catégorie H, de H- telle
que H ejﬁo et que H vérifie la condition X (H ) (corollaire 3 du théo-
reme 1) .

En effet, soit e € i(o et H=H,.La classe l/[;’; est isomorphe a

re U (HXe'.k.e)Efnos
e'epP (H‘; )
de sorte que e vérifie P . Puisque P est a4 X -noyaux, il vérifie F;’(;(X, P,s)
pour tout s €(H_ ). Le corollaire 2 de la proposition 8 appliqué au cas
H = H prouve que P est (K, X, H)- engendrant. L.es hypothéses du corol-
laire 3 du théoréme 1 sont donc vérifiées, et ce corollaire affirme qu'il
existe une P - structure libre engendrée par e. Il s'ensuit que P admet un

adjoint.®

CRITERE 4. Si la condition 4 du critére 3 est vérifiée ainsi que les con-

ditions 1 et 2 suivantes, P admet un adjoint :
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1) P est un foncteur a noyaux et a mo-produits;

2)e’' K.e e?ﬂo pour tout e GKC; et tout e' EK:; et S.H.S e?ﬂo,
st S eH".

o -

En effet, soit e € Ko' et H = He. On voit comme dans le critére 3

que e vérifie Petelativement aAaH.Sts €H(; et g €P(s).f<.e, il existe
bes.H.He et g' €K telsque P(h).g'=g.

l.a relation i = <a(b), g'> €] assure l'existence de p; € a(b).l‘i.S
tel que g'=P(p;).&. On en déduit P(h.p,).§ =g, de sorte que e
vérifie P’ relativement & H. P étant 4 noyaux et & WO- produits, il est a

Wo~ limites projectives. Par suite la classe M des b €S.H.S tels que

P(h).g = g a un noyau. Le critére résulte du coro. 4 (pour X =H =H). w

CAS PARTICULIERS

1)Si on prend pour X dans le critére 3 la classe Rg([-AI‘), on
retrouve le théoréme d'existence d'adjoint dd & Freyd [5]:5i P est a
jﬁo- limites projectives, si H* est localement petite et si, pour tout e 612(;,
il existe une petite catégorie H vérifiant la condition 2 (H_) (corol-
laire 3 du théoréme 1), alors P admet un adjoint. Le critére 4 a été montré
directement dans | 7], dans le cas ot X = I:I = H (voir aussi[9]).

2) Supposons que P soit le foncteur injection canonique vers K-
d'une sous-catégorie pleine i} * de K*. De la proposition 7 et du corol-

laire 1 du théoréme 1 résultent les propositions 5-2, 6-2[ 1] et corollaires.

REMARQUES,

1) Le corollaire 1 d'une part et d'autre part les corollaires 3 et 4
du théoréeme 1 sont de nature différente, et a fortiori les critéres d'exis-
tence d'adjoints qui s'en déduisent (corollaire 2 du théoréme 1, critéres 1
et 2 d'une part; corollaire 3 du théoréme 1, critéres 3 et 4 et théoréme de
de Freyd d'autre part). Alors que dans les corollaires 3 et 4 du théoréme 1
la conclusion porte sur le foncteur P, dans le corollaire 2 le foncteur P
intervient seulement en tant qu'auxilliaire (i.e. on peut choisir P de la

maniére la plusintéressante). En particulier supposer qu'il existe un pro-
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duit de (s;);,; dans P est une condition beaucoup plus faible que de
demander l'existence de certains produits dans p,; en effet, nous verrons
plus loin que tout foncteur peut étre étendu en un foncteur A produits. Ainsi
le corollaire 2 permet de montrer l'existence de foncteurs adjoints pour des
foncteurs qui ne sont pas a produits, ce qui n'est pas le cas pour les cri-
téres 3 et 4 (et le théoréme de Freyd).

2) Supposons que p soit de la forme (K*,¢,H"*), ou H*® est
une sous-catégorie pleine de K*, et qu'il existe un foncteur d'homomor-
phismes g = (m, q,K*) tel que Kl; soit la classe des structures d'une
espéce de strucu—x_res (my y K2 K") définie par un foncteur typique F
[s1, H étant la classe des structures relative & un sous-foncteur typique
F' de F. On pourra alors choisir pour P le foncteur (k', ¢ ,l}' ), en
désignant par K* et H* les catégories d'homomorphismes relatives aux
espéces de structures définies par les foncteurs typiques F et F respec-
tivement prolongeant F et F’ 4 'univers ,Wflo . Par exemple, sip =N, ),
on prendra pour P Vle foncteur (ﬁ' L ,c}) associé 3 Wﬁ Lecritére 1 prouve

que JU’ est une catégorie & J - projections (C.S. th.9, chap. III).

3) Supposons que Q' = Q.P soit ~-engendrant pour M et que, si

M €mo, il existe un cardinal a(;i) (ot M = cardinal de M) inférieur au

cardinal sup E ot R EWO, et tel que :

a) Soit § efi(;, M'CQ'(S) et M’ < M; st s est la Q'-sous-struc-

ture de § engendrée par M’, on a Q’T?s'-) < a(ﬁ).
b) Soit M' la classe des M’ EWO tels que M < a([TU; si M* e,
= = -1 -
on a HM';S- a(M), ou HM’:_Q_'(M')n Hé.

Soit e eK;) et M= Q(e), notons H; une réduite (C.S. chap. V) deH*
- -1 A .
en posant H = Q'(M' .My, Si ny est un foncteur d'hypermorphismes

—

saturé, Q' est (M. e, X, H,)-engendrant, ou X = Q".’—, et P remplit
la condition 4 du critére 3. Donc (critére 3 et prop. 11) si P esta X-

noyaux et 3 ﬁ(o-produits, il admet un adjoint.
C. APPLICATIONS.

THEOREME 2. Soit §=(M,§,H"*) un foncteur et soit H* une sous-caté-
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gorie pleine de H* telle que H Emo et §(H)C M. Supposons que §
soit a mo-proa’uits et H* & noyaux, que XC é;— et X.nC X.H",
pour tout noyau n dans H* et que § soit (MY X, H )- engendrant. Alors :

1) Si K* est une catégorie telle que K emo et st mo et ﬁ(o sont

des univers, H' est une catégorie & K" - limites inductives.
2)8 s EH(; et si r est une relation d'équivalence sur §(s), il

existe une q- structure quasi-quotient de s par r, o q = (M, G, H*).

DEMONSTRATION. Soit K*€F . Désignons par N* la catégorie longi-
tudinale des transformations naturelles M (H*, K'Y entre foncteurs de
K* vers H". Soit P le foncteur de H* vers N* associant a b le foncteur
de K* vers B 1:1 * constant sur bB . Nous posons P(h) = b.

-Soits, 61:1‘; pour tout { €1, ou [ eﬁlo. Par hypothése, il existe un pro-
S) de (Si)

comme la limite projective du foncteur o de I° vers H* défini par :

duit naturalisé ((pi) dans H *.On peut aussi définir §

iel’ iel

i+ s;, en désignant par 1° la catégorie telle que Ig =]. Par suite il
résulte de la proposition duale de la proposition 2 (C.S. appendice II) que
S est la limite projective de (I:J',_Pg_,l°), c'est-a-dire que § est un pro-
duit de ('s;);,.; dans P.-Désignonspar N* la sous-catégorie de N iso-

morphe & N (H ", K Y™ | formée des

WeN tels que Y(K)CUOH".
Ona P(H)C N. De la méme proposition on déduit que p = ( NP (,H"*)
est un foncteur A noyaux, de sorte que P vérifie Hc;(X.HoT, p.s)
pour tout s EH‘;.-Supposons SGH(; et ¥ €S.N.N‘;; soit (M, 71,G),
ot M =4(S), le triplet définissant la transformation naturelle H G.¥Y .Pour
tout e €K, on a 'r(e)EﬁI.mo, d'or M' = eLgK;),B(’r(e)) ef‘ﬁom Par
hypothése, il existe un jES.qi’— qui est (é,X.Hé,H)~engendré pat
(M,t,M). On montre facilement que j est alors (P, X .H:,H) - engendré
patr ¥. Donc P est(N.Nt;,X,H)-engendrant.-Si )] EN‘; et si I est la
classe des (s,¥) tels que s €H et VY es.N.®, on définit une bijec-
tion (s,‘I’)-o(s,(‘I’(e))eeK.

que ® vérifie Py . Ainsi les hypothéses du corollaire 1 du théoréme 1 sont

) de I sur I' Ef’ﬁo, car H Efﬂo. Il s'ensuit
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remplies, et p admet un adjoint. Ceci signifie que H*® est 4 K*-limites
inductives. -Ladémonstration du théoréme 2-2 [ 1] s*étend immédiatement
pour démontrer la deuxiéme affirmation.-Rappelons que, d'aprés le théo-
réme 3-2[1],si F=(H*,F,K*) €¥F, alors F admet pour limite induc-
tive s une g- structure quas—i—-quotient de §S= 3% F(i), lorsque g est

i€Kg
fidéle, a savoir : si j désigne l'application canonique de

dans ¢q(S), alors s est une g- structure quasi-quotient de § par la rela-
tion d'équivalence engendrée par j(E,A,E), od A est la classe des

(x, g.F(k)(x)) telsque =xe€qg.F(i) et k€K.i,
i. e. par la relation d'équivalence image par j de la relation r telle que
Limg.F=E/r.m
-

Le théoréme 3-2[1] suggere de généraliser comme suit la notion
de limite inductive : Soit g = (M, g, H*) un foncteur fidéle. Soit I* une
catégorie, ® une application de I dans H; et ¢ un foncteur de [* vers

M tel que

q(®_(i)) = (i) pourtour i€l

o

Supposons qu'il existe une somme X ® (i)=S dans H* et soit j
iel:

I'application canonique de °

E= % (i)
iel’
dans (S ), soit r la relation d'équivalence sur E telle que Limg = E/r.
-

DEFINITION. Avec les notations précédentes et s'il existe une g- struc-
ture quasi-quotient § de S par j(r), on appellera § une g-[limite induc-
tive de (CP,CDO).

En particulier, si ‘I)o est la restriction & I; d'un foncteur P =
=(H*,®,1*) tel que gq.® = ¢ (ces conditions déterminent alors ® d'une
maniére—unique puisque g est fidele), il résulte du théoréme 3-2[1] que

§ est une limite inductive de @ si, et seulement si, § est une g- limite
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inductive de (¢ ,<I)O) . Du théoréme 2, on déduit :

COROLLAIRE. S8i les conditions du théoréme 2 sont vérifides, si @ =
=, ¢,1°) est un foncteur, ou I°* 630. et st (I)O est une application de
I; dans H; telle que q® (i)= (i) pour tout i €l:, il existe une

q- limite inductive de ( ¢, ®_ ), en supposant q fidéle.

Produits tensoriels :

Soit g = (M, g, H*) un foncteur fidéle, | emo et 2(gq) la classe

des triplets f= (s, /;'—(Si)i ¢ ) vérifiant les conditions :

1) f=(qg(s), _f—, ilglq(si)) ell, s EH(;, s, €H s

Z)Soit__;-el et | = I~1{i}. P-o_ur tout :(xj)je] € I;I q(s].),
il existe un f[¥ €s.H.57 tel que g(f%) soit I'application xl.—»/(xl.)ier
de q(szf) dans ¢g(s).
On définit une catégorie T(q), si mo est un univers, telle que

T(g)=HuUH UZ(g)

et que H* et H I soient des sous-catégories pleines, en posant :

(s fo(s)ier)(8)ier=(s. 1. I alg) ale);ep)

si (S’/’(Si)‘el) €X(qg) et giesi,H;

4
g (s, fi(s);e) =(BCg) alg) fi(s);ep)

si (s, /'(Si)iel)éz(q) et g €H.s.

THEOREME 3. Si les conditions du théoréme 2 sont vérifiées et si q(n)
est une injection pour tout noyau n dans H*, alors T(q) est une caté-
gorie & H- projections, lorsque § est fidéle.

DEMONSTRATION. Soit T(§) la catégorie associée au foncteur § et a

I. Le foncteur § se prolonge en un foncteur Q de T( §) vers M en posant

-Montrons que, si s € H pour tout AeEAN o A efﬂo et si (P enrS)
est un produit naturalisé de (S'}\)XeA dans ¢ , alors c'est aussi un pro-

duit naturalisé dans T( §). En effet, soit
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7)\—__(57\'/7\’(5;')1'61) €2%(§) pourtout A€EA.

=1 Glspd _H §(si)n e a eM.

. T _ - . _ F
Soit 1 €] et J=I~{i}l; si u=(x, ey €e) g(sj), désignons par f;x
I'élément de s, . H sy associé a f7\ par définition de la catégorie T(g).

Posons
F= T4 10 neSHash
Comme §( /%) est I'application :

x;*(-/_}’:(xf))xeA = (/X(xi)iel)%cA =/((x dier)

de é(s-;-) dans 4(S), on trouve

f*(S/(s),”)GE(q) et fa=pyp./-
Ainsi' S$ est un produit de (Sk)kej\, dans T(4). - Soit n un noyau de
(b,b') dans H*,ou h €H, a(h)=s et pb’ Eﬁ(b).H,S. Par hypothése
g(n) est un monomorphisme. Montrons que n est aussi un noyau de (5, 5")

dans T(gq). En effet, soit

[=(s. [ (s);ep) €5(q) telque bh.f=h".].
Soit iel, J=l-{i} et u=(x) ¢ lqu(s].). Les éléments h, 7%

et b'.f%, ou f¥ est 1'élément associé & f par définition, ont pour projec-

tion l'application
——»b(f(x )tEI)" "(f(x, )151) de é(slf) dans g4 (B(h));

puisque § est fidéle, ils sont égaux. Par suite il existe un et un seul

g
7% ¢ N

'.H.s.— tel que /u=n.zu,ou s'"=a(n);
on a Zu(x!r) 'l(f(x Dier) 11 s'ensuit

E=(4(s"), n Y/, n,,;(si))em et k=(s', k,(s,),
— ie

i‘ie

) ET(q);

de plus E est I'unique élément de T(q) tel que n. k= 7 Il en résulte
que 7 est un noyau de (b, h’) dans T(gq).~ Une démonstration analogue

prouve que X C O xr— . Les hypothéses du critére 1 sont donc vérifiées pour
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P=(T(@G),c,H*) e p=(T(q),¢,H").
Par suite T(g) est une catégorie a H - projections. m

DEFINITION. Avec les notations du théoréme 3, une (H, T( g))-projec-

tion de (s!.)i e] €St appelée un g- produit tensoriel de (Si)i el*

EXEMPLES.

1) Soit H* la catégorie des homomorphismes entre modules sur un
anneau A (unitaire ou non) relative a M, et soit ¢ son foncteur projection
canonique vers M. Alors (Mi)i €l admet le produit tensoriel '?IMi (usuel)
pour g-produit tensoriel. '

2) Si g est I'un des foncteurs projection canonique vers M de la
catégorie J des applications continues, {1 des applications ordonnées,
¥ des foncteurs, J' des néofoncteurs ou de l'une des sous-catégories de
Q) formées des applications sous-préinductives, [- sous-inductives [ 1] ou

f-inductives [ 1], alors il existe des g-produits tensoriels .

REMARQUE. Soient ( C*, D) une catégorie g- dominée, e €H<;, s € C(; et
DS le foncteur de C* vers H° tel que Ds(k) = D(k,s). La notion de
produit tensoriel considérée dans [ 5] (ot (C°, D) est une catégorie addi-
tive) se généralise en appelant D-produit tensoriel de (e, s) une D -
structure libre engendrée par e. On peut «relativiser» la définition donnée
plus haut, de sorte que les deux notions soient identiques lorsque C* a un
générateur. Les g-produits tensoriels «relativisés» seront étudiés dans
[10], ob sera indiquée une construction du g-produit tensoriel comme

structure quasi-quotient d'une somme.

4. Quasi-cohomologie.

A)p-IDEAUX.
Soit p = (m,p ,H*) un foncteur fidele, o M est une catégorie
pleine d'applications. Si k € H et si p(k) est compatible avec une rela-

tion r sur p(a(k)), on dira que k£ est compatible avec r.

PROPOSITION 14. Soit H*® une catégorie et r une application de H dans

la classe des relations vérifiant les conditions :
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1)r(h) est une relation sur p{ (b)) pour tout b € H;

2)Soit (bh,bh')eH wH*; si k€H,B(h) est compatible avec
r(h), alors k est aussi compatible avec r(h.b').
La classe I formée des k.b tels que (k,bh) €H ' xH"* et k compatible
avec r(h) est un idéal de H".

En effet, soit k. b EI'. Si j€H.B(k), on voit que f.k est com-
patible avec r(h), de sorte que f.k.bh €/ , dod H.I CI . Soit [' € a(h).H,
Puisque k est compatible avec r(b), il est compatible avec r(b. ')

d'aprés la condition 2, donc
kob.ff)el, et I HCI.
Ceci montre que Ir est un idéal de H* .m

DEFINITION. On appelle p-idéal un idéal | de H' vérifiant la condition
suivante : Pour tout b €pir_, il existe une relation r sur p(,@(b)) telle

que l'on ait :
k.b €] si, et seulement si, k € H.[3(h ) est compatible avec r.

Il peut y avoir plusieurs relations r ayant la propriété indiquée dans
cette définition; nous supposerons que l'une de ces relations a été choisie,

et nous la noterons r( b }.On pose encore & = p(k), si k €H.

PROPOSITION 15. Supposons que mo soit un univers et p un [oncteur &

~
mo-produits fibrés. Si | est un p-idéal, I'application b+ r(h) de p,
dans la classe des relations se prolonge en une application r définie sur

H, et | estl'idéal I, associé & r dans la proposition 14.
DEMONSTRATION. D'aprés la proposition 11, tout f €¢H admet des (mi,p,H)
images; choisissons-en une notée /: En particulier, si A Ep;—, choisis~
sons b = h. Montrons que ['application r: f~» r( f) vérifie les conditions
de la proposition 14. En effet, r([A) est une relation sur p(S(f)). Soit
(f. /') €eH*«H* et k €H,[B(f) compatible avec r(,;). On a k.fe], par
définition. Puisque
f=fy ona [.ff=[.f 0

il en résulte qu'il existe
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A\ -
g€H telque (f.f')=/.g.

On en déduit

A -
E(ff')=Fk.fige].gC]

et, par hypothése, k est compatible avec r(f.f'), ce qu'il fallait démon-

trer. -Soit I 1'idéal associé & 1'application r. Si k.f €l , alors k est

compatible avec r(f)}, et I'on trouve

k.fe] et k.f=k.f.f €]/ C].
Inversement, si j € ], la relation j,a(j) €] entraine que j est compa-

tible avec r(a(j)), c'est-a-dire j €1 . Ceci prouve que [ =1 . m

EXEMPLES.

1) Supposons p = pg. Soit h=(C*,1,G*).h" €F, on b’ €F,, .
Désignons par r(h) la relation r.=(C, Az, C) telle que A, soit la
classe des couples (g, a(g)), oh g € G. D'aprés le théoréme 3-1[1]
on a k.b€]q si, et seulement si, & €F.C* est compatible avec G-
Ainsi Jq est un pg-idéal. L'application r correspondante (prop. 15) de
F dans la classe des relations est obtenue en posant :

f((C*,®,C)N=(C,A,C)
od A est formée des (k,a(k)), on k=D(f ).....®([,). [, €C.

2) Soit F(p) la catégorie des foncteurs p -structurés. Soit ]p
I'idéal de ff(p) formé (nc 8[11]) par les 7)—=(C‘, Z, G‘)e‘f(p)telsque
h=(C", }: , G €eJg. Si p§ est le foncteur projection canonique de
F(p) vers M, 1'idéal ]p est un fg-idéal, cara b €F(p) est associée la

relation r(h ) définie dans 1'exemple 1.

PROPOSITION 16. Soit | un p-idéal et b eS.p[—.s, ou s €H; et
A) EH;. Les conditions suivantes sont équivalentes, on 7 désigne la
relation d'équivalence engendrée par r(h) :

1) $ est une (p, ] )- structure quotient de S par s (C.S. déf. 34,
chap. 1I);

2) 3 est une p-structure quotient faible de S par 7(déf. 2-1111);
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3)$ est une p- structure quasi-quotient de S par r(b) et p($) =
=p(S)/r, on 7 est la relation p - compatible engendrée par 7.

En effet, soit p’ la catégorie servant a définir les p - structures
quasi-quotient {n°® 1 { 1]). (&, F) est un (H, p")- projecteur, od k € R (H*)
si, et seulement si,ona k'=g.k lorsque k' € H.S est compatible avec
r(h), c'est-a-dire si, et seulement si, &' =g .k lorsque k’.bh € ]. Dans ce
cas, pour que S(k) =35 soit une p - structure quotient faible de s par 7,
il faut et il suffit que p( k) soit une surjection canonique (prop. S-1[11])
donc que (%, b ) soit une (p, ] )- suite exacte courte. m

La proposition 16 montre que l'étude des suites exactes courtes
relatives & un p- idéal se rameéne A l'étude des structures quotient d'une
structure par une relation d'équivalence.

PROPOSITION 17. Soit | un p-idéal et b epir—. Pour que (k, b) soit
une (R,(H*), pi’—,H',])- suite exacte courte (C.S. déf. 32, chap. III), il
faut et il suffit que [(k) soit une p- structure quasi-quotient de o.(k)
par r(b) , la p -quasi-surjection correspondante étant k.
DEMONSTRATION. Soit (k, h) une (Rd(H ), p;_,H *, ] )- suite exacte
courte. On a k.h € ]; ainsi k& € Rd(H *) est compatible avec r(b) et, si
k' € H.[B(h) est compatible avec r(h), il existe un et un seul g € H tel
que g.&k = k. Ainsi  [(3(k) est une p- structure quasi-quotient de a (k)
par r(h). - Inversement, supposons que k soit une p- quasi-surjection
définissant [5(k) comme p- structure quasi- quotient de a(k) par r(h).
Puisque /é:(k, ), o F est la relation d'équivalence engendrée par
r(h), est un(H,p')— projecteur (not. n° 1{1] ), ona k.bh €] et

EeR,(H, pTy, don kR (H").
Par ailleurs la condition k’.h €] entraine (&', 7) € p”, de sorte qu'il
existe

g €H tel que k'=g.k.

Ceci montre que (k, b) est une (Rd(H ), p:,H *, ] )-suite exacte. ®

DEFINITION. Soit | un idéal de H*; si(k, h) est une (Rd(H'),p:—,H',])-
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suite exacte courte on dira que (k, b ) est une | - suite quasi-exacte courte

ou que [S(k) est une |-structure quasi-quotient de [3(h) par a(h) .

B) FONCTEUR DE QUASI-COHOMOLOGIE.

Nous supposerons donnés dans la suite :-

1) Un foncteur fidele p = (M, p, H*), un p- idéal ] et une sous-
catégorie X* de p:.—. -

2) Une catégorie K*, un idéal | de K* et une sous-catégorie K"
de K-

3)Un foncteur D de K'*X K* vers H* tel que p.D soit une
restriction de Homp . .

Nous désignons par K(K*,I) la catégorie des morphismes entre
complexes de (K *, 1) (voir [11]), par € (K*, 1) la catégorie K*x K(K*1)*
par C”, Z” et B” respectivement les foncteurs n-cochafnes, n- cocycles
et n- cobords de (K*, I), qui sont [11] des foncteurs de &(K*, I) vers

m, pour tout entier n > 0. Soit
C=Crr:, 1)=K "xK(K*, 1)*.
On définit un foncteur, noté En, de €' vers H* en posant :

C™(k',(E', T, E)})=D(k', T(n))
si k'eK' e (E,T,E)eK(K-", I).

DEFINITION. On appelle foncteur de quasi- cohomologie d'ordre n pour
(X, ],D, 1} un foncteur H" de €' vers H* vérifiant les conditions sui-
vantes, oty O € @'O :
1) Il existe des triplets définissant des transformations naturelles
(C", b, Z") et (C", b', B") tels que h(0 ) et h'(c) soient (p, X,H )
engendrés respectivement par { C?(o ), , Z™(0)) et par (C*(0),¢,B"(O).
2) Il existe un triplet définissant une transformation naturelle
(H", m', Z") tel que m'(0) soit une p-quasi-surjection définissant
.[;"(O”) comme ] - structure quasi-quotient de E"(U) par E"(O’).
On dira que p est X -propre (resp. est propre) pour la quasi-cohomologie
si, lorsque J, D et I vérifient les conditions 1, 2,3, il existe un fonc-

teur de quasi-cohomologie d'ordre n pour (X, J, D, 1) (resp. pour
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(p; +J.D.,1)) pour tout entier n >0 .

PROPOSITION 18. §i H;’ est un foncteur de quasi-cobomologie d'ordre n

pour (X,],D,1), oa i =1 ou 2, il existe une équivalence naturelle de
—I‘-I.’; vers ;i’;.
DEMONSTRATION. Soient (E",bi,z?) et (C", b;.,E:.’) les triplets inter-
venant dans la définition du foncteur ﬁf Soit o € @'O .Ona
hi(o)€C™(0).X.ZM0o) et hi(o)eC™(0).X.BH o),

h(o) et b(o) étant (p,X,H)-engendrés par (C"(0), 1, Z"(0))et
(C"(c ), 1, B"(0)) respectivement, il existe

Y'(0) €By(0).H; BY(c) et Y (0)€ZY(0).Hy Z70)
tels que

h,(g).y(o)=h,(0) et bi(o). Yy (c)=h\(0).

Comme B"*(c)C Z"(c), ona B"(o)C ,B(b,.(O‘)), et par suite, par défi-

nition d'un morphisme (p, X, H)- engendré , il existe

m (o) €ZM(o). H .BH(0) telque b(0).my(c)=hi(c).
Les relations
b2(0‘).‘}’((r).m1(0’)=bl(U).ml(U)zb'l(O')Zb’z(O).’y’(U)’—'
=h,(0).my(0).Y"(C)
entrainent
g=(y(o),m, (U).ml(U),’Y'(U))EDH'.
car bQ(O') ERg(H'). Par définition de .ﬁ;’(or), il existe une ] - suite
quasi-exacte courte (m;.(U),m!.(U)) telle que ,B(m;.(O‘))=.['7;'(cr). La
proposition 44, chap. IIT, C.S., affirme que, en posant M*=[T1H*, il existe
une (Rd(M'),Rg(M‘),M',D(H‘,-],H))-suite exacte courte (g',q)
telle que
g =(y"(o),my(o),m(0),Y(c)) eO(H ;H.H, )
Comme .Z—'i et -Z-'; sont deux N(M?, p)- sous-foncteurs de C”, le triplet

(Z',i,,’y,Z'i) définit une équivalence naturelle. Les foncteurs H'; et
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ﬁ; sont équivalents, car ce sont deux W(Rd( H*), H*)-foncteurs quotient

de _7:’; En effet, pour tout v €' . &' .0 , on trouve :
HY (u). oy (o).m' (o) =HY(u).m'y(o).y ()=
=my (o). 2 (u).y (o) =
=my(o').y (01).Z7(u) =

Il

Yo . mt (o). Zu) =

=y ) H (u)m'(0),
d'ot

HO (u).y"(o)=y" (o). H{(u).

Ceci montre que (;1-’; " ,_1—1.';) est un triplet définissant une équivalence
naturelle. w
PROPOSITION 19. Soit H" un foncteur de quasi-cobomologie d'ordre n
pour (p':_,],D, 1), Z" et B” les Joncteurs correspondants. Pour que H"

soit un foncteur de cobhomologie [111 pour (H, J.D, 1), il faut et il suffit
que, pour tout O € @'O, on ait
P(Z"(o)=2"(o) et p(H'(0)=2Z"(c)/7,

o 7 est la relation d'équivalence p - compatible engendrée par la relation
r(m) associée au p - monomorphisme m E—Z-"(O').p:— .E”(U) canonique -

En effet, ces conditions sont nécessaires. Si elles sont vérifiées
E"(U) est une (p, J )- structure quotient de Z"( o) par B"(c) d'aprés la
proposition 16 . m

Soient 3)10 C ﬁlo deux univers tels que ?Ho Eﬁ(o; désignons par
M et M les catégories pleines d'applications correspondantes. Soit P =
= (fﬂ P, 1:1') un foncteur d'homomorphismes résolvant a droite et 7 -
Compatzble Supposons que p=(M,P.,H*) soit une restriction de P
telle que H = P(fm) 6311 . Soit cU(p) I'une des sous-catégories de la
catégorie ff(p) des foncteurs p-structurés : F(p), ffg(p), S(p) ou
G'(p) considérées dans le n° 3 [1]; le foncteur projection canonique

de U(p) vers M est noté 1;“ . Soit X‘u la sous-catégorie de E(p) formée
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A .
des pq(- monomorphismes

h=(C*'h,G*) (py), telsque b ep, (voirne 3[1]).

THEOREME 4. Si P est ~-engendrant pour M, alors p est propre pour la
quasi-cobomologie; si P est (M, U)-résolvant (déf. 1-3[11), [;‘U est

Xq- propre pour la quasi-cobomologie.

DEMONST RATION. Supposons que P soit ~-engendrant pour M. Soient
J.D.I vérifiant les conditions 1,2, 3, p. 46. D'aprés la proposition 13,
il existe des m(mi,p,H)-sous-foncteurs Z" et B" de C” engendrés par

Z" et B” respect., car p est ~- engendrant pour M (prop. 12). Soit
ce®, $=Z"(o) et s=B"(0);

désignons par m le p-monomorphisme canonique m ES.pi'_.s. Le théo-
téme 2 (ou le th. 1-2[11) implique qu'il existe une p - quasi-surjection m’
définissant une p- structure quasi-quotient s’ de § par r(m). D' aprés la pro-
position 17, (m',m) est une (Rd(H‘), Rg(H'), H*, ] }-suite exacte
courte. Comme B” est aussi un %(Rg(H‘), H*) -sous-foncteur de Z7,
on sait (cor. prop. 49* | chap. IIT, C.S.) qu'il existe un %(Rd(H ), H* )~
foncteur quotient H” de Z” tel que H" (o ) = s'. Ainsi H" est un foncteur
de quasi-cohomologie pour (Pi,—,], D, 1), de sorte que p est propre pour
la quasi-cohomologie. -Supposons que P soit (M, U)-résolvant (déf. 1-3
[1]) et soit T un [;‘U-idéal. I.a démonstration de la proposition 13 montre
que Xq| vérifie la condition B de la proposition 13 relativement a [‘;ﬁu . Soit
-b_€X=U. D'aprés le théoréme 1-3 [ 1], il existe une ;;fu- structure quasi-
quotient de ,3(;)—) par la relation r(h) associée au [;ﬂu-idéal ]_, c'est-a-
dire il existe une _—]_- suite quasi-exacte courte (2, 7)_). Il en résulte qu'une
démonstration analogue a celle qui précéde montre que [;=U est Xq(- propre

pour la quasi-cohomologie.m

COROLLAIRE 1. Si P est ~-étalant, il existe un foncteur de cobomologie
pour (H,],D,1) quel que soit le p-idéal |; de plus pq est propre pour
la quasi-cobomologie.

En effet, dans la démonstration précédente, on peut choisir § et s
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tels que p(S)=Z"(0), p(s)=B"(c)et m €p} ; en vertudu corollaire
du théoréme 2-2[ 1], on peut prendre pour H”( o )une p - structure quotient
faible de § par r(m), a savoir la p - structure quotient de S par la relation
d'équivalence p-compatible engendrée par r(m) . Ceci signifie (prop. 16)
que ﬁ"(U) est une ( p, J)- structure quotient de § par s, de sorte que
H" est, d'aprés la proposition 19, un foncteur de cohomologie pour (H,J,D,I).
D'aprés le théoréme 4, g;ﬂu est Xq- propre pour la quasi-cohomologie. Mais

bad ~—
X‘U = (p‘u )i , car p est ~-étalant. Le corollaire en résulte. ®

COROLLAIRE 2. Si P est un foncteur d'homomorphismes saturé dénombra-
blement engendrant pour M (def. 1-5[11), alors p est propre pour la
quasi-cobomologie et z;‘u est Xq(- propre pour la quasi-cobomologie.

En effet, d'aprés le théoréme 1-5[1], P est (M, U)-résolvant,

de sorte que le corollaire 2 se déduit immédiatement du théoréme 4.

EXEMPLES.

1)Si p=pg ou pg, il existe un foncteur de cohomologie pour
(H,],D.,1) pour tout p-idéal | et g;‘u est propre pour la‘ quasi-cohomo=~
logie , p étant - étalant. Si p = pg ou pyp, alors p et pq( sont propres
pour la quasi - cohomologie.

2)Si p=py, ou H est 'une des catégories gps 4/S ou §/Y(no 5
[11), p est propre pour la quasi-cohomologie et [;cu est Xq(- propre pour la
quasi-cohomologie, car P est dénombrablement engendrant pour M, en

vertu des théorémes 3-S5 et 4-5[1].
1. ADJONCTION DE LIMITES A UNE CATEGORIE.
Dans toute cette partie, nous désignons par mo et par fmo deux

univers,moC ?ﬁo, Woe‘ﬁlo, par M et M les catégories pleines d'applica-

tions correspondantes, par J et F les catégories des foncteurs associées.

1. Adjonction de limites projectives.
Soient C* et I* deux catégories. Nous notons %(C‘,I")m la
catégorie des transformations naturelles entre foncteurs de I* vers C*

dont nous identifions la classe des unités A la classe des foncteurs de I°*
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vers C*; de plus la sous-catégorie de N(C*, )™ formée des transfor-
mations naturelles qui sont des foncteurs de [* vers la catégorie latérale
BC *, constants sur une unité de BC *, est notée F . I'; elle est isomorphe
aCcr-.

Soit ® =(C*,®d,1*) un foncteur. Si ® admet une limite projective
e, et si p, est, pour tout i € I:, la projection canonique de e vers ®(i),
le(R(C*, 1°YB, ¢ I.)-éjecteur correspondant 3 cette limite est la trans-
formation naturelle définie par le triplet (®,7,é), oli é est le foncteur de
I* vers C* constant sur e etoy 7(7) = p; pour tout i € 1.

Nous supposons donnée une classe 4 de catégories telle que dc ?o
et que la catégorie «vide» n’appartienne pas a 3 (restriction supprimée a
la fin du § 2).

Si C* est une catégorie, nous appellerons application §- limite pro-
jective partielle sur C* une application v qui associe, & certains foncteurs
® de I° €4 vers C* admettant une limite projective, un (¢ C*, 1)1 E : I')
éjecteur V(D). Si une telle application v est choisie, nous désignons par
Lim¥ ® € C, lalimite projective de @ déterminée par la source de v(®),

par p3(®) sa projection canonique vers ®(i). Si
YedmR(C, i) e aB(yyec-l’,
I'unique élément b € C tel que
V(@) mh =¥,

ot b est I'élément de g I" détermine par b, est désigné par lim¥YW¥. Si
aucune confusion n'est possible, les exposants v seront supprimés.

Si C* est une catégorie a §-limites projectives, nous appellerons
application §- limite projective sur C* une application d- limite projective
partielle ¥ sur C* telle que v(®) soit défini pour tout foncteur ¢ =
=(C*,®,1'), ot I'€§. Le foncteur vers C* de la catégorie somme des
catégoti:s %(C‘,l‘)m, ot I+€d, déterminé canoniquement pat V, est
noté Lim" , et dit foncteur limite projective associé a V.

Soit 3’-'9 la classe des triplets ((& ‘, ;/), F,(C*,v)) tels que

1)YF=(C*,F,C)e¥; B
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20)v et v sont des applications §- limite projective partielles sur
C* et sur C* respectivement; si ® € C* . F.§ et si V(D) est défini,
V(F.D) est défini et

v(F.0)=HF.v(0).
3;,9 est une catégorie pour la loi de composition
((CH v ) P (C v ) ((CH ¥), FL(Co v ) =((Ch,v), F'F,(C*, V)
si, et seulement si, (C'*, V') = (C*, V).

Nous identifions la classe de ses unités a la classe des couples (C*,v ),
on C° GSI et v est une application §- limite projective partielle sur C*
Soit ?g la sous-catégorie pleine de Fo: ayant pour unités les couples
(C*,v) tels que V soit une application §- limite projective (partout définie)
sur C*

Soit pg le foncteur de ng vers F défini par la surjection

(C* V). F,(C*,u)>(C*,F,C*)-
4 g o . g

Soient g™ et g’ les foncteurs projection canonique vers M de F* et de
F? respectivement. Soient P°, Q° et Q' les foncteurs de 59 vers f?, de

‘3‘-9 vers M et de j:'g vers J définis de méme a partir de l'univers ﬁﬂo

PROPOSITION 20. ff'g est une catégorie a mo-produits; pg et (?’g, ¢, ?g)
sont des foncteurs 4 M_-limites projectives. Q° est un foncteur ~-engendrant
. o
pour m.
DEMONSTRATION. Soit | € i et supposons
[
(C].',V].) 6.‘}"4 pour tout 7 €].

Désignons par C* la catégorie H C’ par F, le foncteur projection cano-
nique de C* vers C Soit ® = (C ®,1°)€F.4. On sait que & admet
une limite pro;ectlve si, et seulement si, F. ® en admet une pour tout
i €], dans ce cas, (Lim¥ !F D), jej estune hmxte projective Lim¥ ® de
®, dont la i-e&me projection canomque est (p; 7(F Oy, iel Soit v{(D)le
(R(c-, 1HB, C I )-éjecteur correspondant; on a

V((I))=[ v](F]'q))]je
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dans la catégorie latérale des transformations naturelles ne. L'applica-
tion ® » v (®P) si, et seulement si, Vi(fb) est défini pour tout j € ] est
une application §- limite projective partielle ¥ sur C-. Il est évident que
dans f}'g. Donc q'g

(C*,v) est un produit de (( C].‘, v].)) est un fonc-

jel
teur 4 M _- produits. - Si de plus (C; v € pour tout j €], ona
(crvyed,
de sorte que (ff'g,z ,cfg) et pg sont des foncteurs a mo-produits.
~-Nous supposons
F=((C", 1, F.(CooneP e Fr=(C v, vyed
posons szg(f’) et F' =pg(ﬁ") et notons N le noyau de ( F, F') dans
F. Soit D=(N",0,I'YeTF.4; le foncteur ®*'=(C-,P,]*) admet une
limite projective. Comme F.®' = F' ®', on trouve
Br.v(d)=w(r.0)=oF.0)=HF vior),
d'ol
sV Y. g C el
Lim”®" €N et p/(®") €N pourtour 1€l;.
- I.
Si WeR(N*,I') et aT(¥)YeN"'", on a de méme Hr.v :HF’.‘P',
o W' =(Hc ,w,1). 1l s'ensuit 1in® ¥ €N, car
F (lim” ) = lim" (HF .9y = F'(1in” ¥).
Par suite 1'application qui associe 3 ® la transformation naturelle
(Hn-, v @), 1)
est une application §- limite projective sur N*, notée v'. On a
m=(C vy (N v e
g

Ainsi m est un noyau de (f’, i") dans ffg, dans F'’ et dans pg.Donc les

g,l. ,ffg) et pg

foncteurs (F* sont 3 noyaux. D'aprés la proposition 1, ces
foncteurs sont aussi a Wo-limites projectives, puisque nous avons montré
plus haut qu'ils sont & Dﬂo- produits.

A

-Enfin, montrons que Q° est ~-engendrant pour M. En effet, supposons

(covrye P, mcc e Mio.
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Disons qu'une sous-catégorie H*® de C* est stable pour v si les condi-

tions
¢=(c-,?,1-)e5’.9 et ®(I)CH
entrainent p:‘((IJ) €H pour tout { €];,et si l'on a lim¥ V¥ € H lorsque
v=Hc v,17¢%.9, aD(¥yec!" e W(IycoH:.

Dans ce cas, H' est une catégorie a §- limites projectives. La sous-caté-
gorie H* de C* intersection des sous-catégories H* de C- stables pour
V et contenant M est évidemment stable pour v . C'est donc une catégorie
a §- limites projectives, admettant pour application §- limite projective 'ap-
plication v telle que {1((1)) = (BI:I',V(CD),I‘), ol
®=(C",®,1), si O=(H",0,1)eF.4

Par suite (IAi °y ;J) € g"i . Pour que {K*,¥') soit une Qg— sous-structure de
(C*,v), il faut et il suffit que la sous-catégorie K*' soit stable pour v .
On en déduit que (1} ', ;J) est la Qg- sous-structure de (C*, V) engendrée

par M.m
COROLLAIRE. Tout élément de ff'g admet une (?g, ?g ?'g)-projection.

DEMONSTRATION. Soit e=(C*, V) eff'g et U= ?%.T'Q.e. Alors U est
une mo-classe et, 3;,5} étant une catégorie i ﬁ(o-produits (prop. 20), e

vérifie' la condition Pe relativement au foncteur P =(?"4, t, ‘}-Q) (3-I). Soit

“

F=((C,v),F.(C,vN=[F,1, y.

La classe F(C) engendre une Qg- sous-structure (N °, ;J') de (é' ,;J),
d'aprés la proposition 20; 1'élément ((é" , ';/),t (N ,‘2/')) est un mot-
phisme (P, ‘}g,?g)-engendré par F. Ainsi les conditions du théoréme 1
sont vérifiées, de sorte que (N',;/') est une (ffg,ffg,ff'g)-projection de
(C*',v).m

A. THEOREME DE COMPLETION PROJECTIVE RELATIVE.

DEFINITION. Sofent(C*, V) € j:i etMC C. La Qg- sous-structure (2{4 ., 13)
de (C*, V) engendrée par M (prop. 20 ) est appelée complétion §- projective
de M dans (C*, v).
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REMARQUE. Cette définition précise la notion de complétion gauche consi-
dérée dans [ 12].

Dans la suite de ce §, nous désignons par 7.1.'( et par §: les satu-
rantes respectivement de M dans M et de F dans ? On sait que 5“(0 est
un univers; un élément de 5{(0 est dit Lune mo- classe. Nous supposons que
4 est une partie de ff‘o telle que § emo. Le symbole [°* représentera tou-
jours un élément de §. Nous notons U un univers tel que UC 3!70; une -

catégorie [ 2 ] est une catégorie H* telle que e'.H.e soit une U-classe

pour tout couple (e’', ¢) d'unités de H"* .

THEOREME 5. Supposons [ e?'f(o, (C*,v) e?{ et MC~C. Soit (AAA‘,j/)
la complétion §- projective de M dans (C*, V). Si M emo, ona M efmo.
Si M* est une sous-catégorie de C*, si Lim” est injectif et si Lim”® é M
quel que soit ® €C* 5.4, alors M* est pleine dans AAA si de plus M’
est une \l- catégorie et si ps:(g)c AU, la catégorie M* est aussi une U-

catégorie.

DEMONSTRATION. Si V est une classe, nous notons ; son cardinal. Si
A est un ordinal, nous désignons par A le cardinal i, ol (A,€) est un
ensemble bien ordonné de type A [13]. Inversement, si n est un cardinal,
soit ; I'ordinal botne supérieure (dans la classe ordonnée des ordinaux) de
la classe des ordinaux A tels que A< n; en particulier, si V est une
classe, nous posons V= ;z—, ol n = ; A un ordinal A\ est aussi associé
[13] I'ordinal initial w, d'indice A, tel que .a:)\ soit 1'aleph d'indice A .
Dite que W(o est un univers entraine que 1'ordinal A, borne supérieure de
la classe des ordinaux V, on V Emo, est inaccessible au sens de Tarski
[13]; il s'ensuit wy = A. Remarquons que 1'on a aussi
h=geq v
-Si 1'€9,0onal emo, et par suite I<A.Comme § E’T(o, on a

ve U 1eM ., dod IgU<A.
I* el °

L'ordinal w) étant régulier[13], on en déduit
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xg:I§Z%755<A et Ag+I1<A.

L'ordinal initial w7‘9+1 est régulier, car son indice est de premiére espéce

[13],etona a)xg_”z < w) = A; nous poserons A= w)\g+1
-Supposons (C*,vV) € 3: Soit Lim le foncteur §- limite projective Lim"”

associé & V. Pour toute sous-catégorie B* de C*, nous construisons une

sous-classe o¥(B) de C de la facon suivante :

Soit 51. la classe des foncteurs ® € C* , ffr [° tels que ®(I1)C B.

Soit 773[. la classe de tous les éléments p; Y(D) tels que D € r)I et

i € I(; . Soit AIB la classe des transformations naturelles

W eNR(C*,I*) telles que aB(¥)yeB+!" e W(I)cOB-'.

On pose
_ I, . I8
o¥%B)= Bu(I_UGg my wlim® (ALY).

On définit une bijection gz de o¥(B) sur une partie de

N=Bwvy IUg((le.f’fI.I) u([]B'.?fl.I))

‘e
en posant
gB(m)=m si m€EB;
gp(m)=(i,(B,®,1))elxB.N.I  siméB,sim em]” ec si
- . . ] r
'on a choisi 7 €1} et(DeSB
tels que m = p (D);
gB(m') Z(DB.,“P,I) GDB. .m.[ si gB(m') ntest pas encore
défini et sil’on a choisi
v EAIB. tel que m* = lim ¥,

Si B emo, les relations B e)ﬂo, I e?ﬂo et § e?ﬂo entrainent

BM.r=B.M.reNW , 0B Mrel e Nel,

-
car f)Ho est un univers. Il s'ensuit

gp(a”(B)) efﬁ(o et oYB) efflo.

-Soit MC C. Pour tout ordinal A< A, nous définissons par récurrence
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transfinie une sous-catégorie M’ de C* comme suit :

Ie) M est la sous-catégorie de C* engendrée par M;

20)Si A=A’+1, alors M, est la sous-catégorie de C *engendrée
par o¥( My );

30 )Si A est de seconde espéce (i.e. n'a pas de prédécesseur), on
pose My = U)\M'f On a évidemment MgrC M, st £'< & )
M7\ est une sous-catégorie de C*. Nous allons montrer que M5 =M, od
(M , V) est la complétion g- projective de M dans (C*,v). En effet,
on a M3 C /Ci car toute sous-catégorie de C* stable pour v et contenant
M doit évidemment contenir M5 . D'aprés la proposition 20, il nous suffit
de montrer que M3 est stable pour v . En effet, soit ® € C- Fo el que
®(1)C M3 . Pour tout & €1, il existe §k< ?\ tel que O(k) € M: Puisque
T< X et que X est un ordinal initial régulier, la limite £ de la su1te trans-
finie (£,), ., de type 1 vérifie la relation £< >\ de sorte que l'on a

D(k)eM our tout k& €], Par suite @ ¢ 51 et, par construction, on a
e P Mg P
p.(fI>)eM§+1CM‘)\ pour tout i €1’

Soit ‘PEBC . une transformation naturelle de é vers @ telle que
Y(1)c DM;\, ol é est le foncteur constant sur e € C(;. De méme on trouve

un ordinal £' tel que

£LE<h e W(ICDOM .
1l s'ensuit ¥ eAg, od B = Mgy, ce qui entraine

lzm'{’ €M§q+2CM3\.

Donc Mj est stable pour v, d'od M3 =M.
-Supposons M émo; on a M1 em’p, car Pg est ~-engendrant pour M
[1]. Supposons prouvé que Mf Emo pour tout £ <A, ot AL A. Si A=
=N+ 1, alors M, € mo, car M3 est la sous-catégorie de C* engendrée

par o¥(Ma ), qui appartient 2 Dﬂo d'aprés le début de la démonstration.

Si A est de seconde espéce, on a M, = U )\M,f , d'ol
£ <

Mksg—%foﬂ\’
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cat A est régulier, .1‘\'75 <A pour tout £< A et AL N< A . Par définition
de A, il existe V € mo tel que M;ﬁ V; autrement dit , il existe une bijec-
tion de M, sur une partie de V; ainsion a My Ejﬁo . Par récurrence trans-
finie, on en déduit M3 E‘jﬁo. Par conséquent, il existe un isomorphisme G
de M* sur une catégorie S*¢€ ffo .

-Dans la fin de cette démonstration, nous supposons que M* est une sous-
catégorie (quelconque) de C* (donc M = M ), que les relations Lim*® =
= Lim¥ ®' entralnent ® = ®' et que Lim* ® £M pour tout O € 51{4\ Exa-
minons la forme des éléments de M pour un ordinal A=A+ 1 <A . Soit

Ay la classe des éléments lim ¥ € M, tels que

I . .
‘I’él}igAMN, lzm‘P,éMN et a(limV¥)eMy,
et soit Af)x la classe des composés I (N tels que
by

on a A%, AL C A’y . Soit B, la classe des m' € M, tels que
N A A A q
m’ e([.LEJgWL'N)U(MK); et m' £ My ~ (M)

Si m’ =p!.((l>) €By,ona a(m')= Lim® et, par hypothése, a(m')EM.

8i 'on avait a(m') € May — M, il existerait E<N tel que
af(m')=Lim®" et @'63&.
Il s'ensuivrait @ = @' et m' €M§+1C M+, ce qui est impossible. Donc

m' € By entraine a(m')wa ou m' = a(m') €My . Soit Ny la classe

des composés m”.m.m’ tels que
m'€By, m €A% et m" €My UM, .
Montrons que l'on a My = N4 . On a évidemment
oY My, JU(My) TNy C M,y

Il nous suffit donc de prouver que N, est stable dans C'. Pour cela,

montrons d'abord que 'on a
(A3 = (M3)3). My C AR U My

En effet, soient
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’
m=m, ... '7”1€A)\’(M>\); et m"ea(m).My,.

On peut se ramener au cas ol

m1=lim‘I’ €Ay, avec ‘I’EAL._N.

~
Soit (O, T, a(”’l)) le triplet définissant la transformation naturelle ¥. Si

T' désigne la surjection
i T(i).m"EM—N oour tout iél(;,
. /\ . . 3
le triplet (®, 7', a(m™)) définit la transformation naturelle

- - I
Yr=Y mm EAMN

eton a

ml.m" = lim ¥ €Ay UMy,

Il s'ensuit, par récurrence,

” =

m.m —(mn .mz).(ml.m") GA')\UMN .

Pour montrer que N, est stable supposons

~

f=m".m.m" €N, et f=7';z".;z.r7z'€N)\.,5(/).
Les seuls cas possibles sont les suivants :
1o ) Soit m*” € Mj,; nous avons vu que m' = [B(m"”), par définition
de B)\.
a) Si m e(M;\)é, on a
/A/:(;;Z,"nm")om-m' EN)\_A
car m" ,m" € Moy . My, CTMy,,
b) Si m EA')\—‘(M-)\)‘;, en utilisant le résultat précédent, on
trouve
-~ * ’ +
m,m" EAx.M-NCA)\U M)\,CM)\HA)\.‘
~ 4 ’ 14
par suite m.m",m € My, Ay Ay C My, Ay et
ff=m"(m.m'.m".m). m €Ny.

20 ) Supposons m" ;éM-N, c'est-a-dire m" e(M)\)(; - (M)\,)(;. 11

s'ensuit a(m’') € My~ My, .
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a)Si m!=a(m), on a a(m)£My, dod m=oa(m) par
définition de A’y et [= a(m) par construction de Ny
ainsi f./= [ €N,.
b) Supposons m' = pi((I))ﬁM)\.. Si m €(My);, on a aussi
m' e(M)\)o', d'ot
/E(M)\)o' et /.fszN)\.
Sinon, m admet une décomposition m, .....m €A’y dans
laquelle
m, = lim%¥ e(Lim (D).A)\.MN.
Puisque Lim estinjectif, on en déduit ® = a™@(¥) et
m'om = p (@) lim¥ =T(i) €My,
en notant (@, 7,¢é) le triplet définissant la transformation
naturelle ¥ .

1)Si m €A%~ (M)}, ona

Mot m_ €AY My C Moy Ay et mum’ m € My, « A,

n
donc ,’.f=7§".(r§.r§'.m).m’€N7\.
2)Si m = a(m), 4 partir des relations
P
—_ My o~ ” —_ Ny —_ T S v
g=m".m.m'.m".m=m".m' . m=(m".m .mn).(mn_l.....ml)eMw.A)\,

on trouve encore

~

f.f=g.m" €N,y
Nous avons donc montré que, dans tous les cas, on a [.f € N3, ce qui
assure que Ny est stable dans C -, et a fortiori définit une sous-catégorie

de C*; autrement dit, My = N, .- En particulier, soit A =2. Si m =
= lim ¥ €A,,ona

B(m) = Lim BP(Y) £M,
de sorte que A’ = A, U(M,);.Soit [€EN, =M, ; de la définition de N,
et de A2 , il résulte

f=m.m', oh m'€B, et m€A2UMU(M2)$'
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Sia(f) € M;, cette relation entraine
m'=a(m'), dol /EAQUM;
si deplus ((f) €M, on obtient f € M. Donc M*® est une sous-catégotie
pleine de M .
-Pour tout ordinal & < 5\ , soit B'é« la classe des composés m' = m' ,....m’

tels que

! ' £ e £
Blm') eM, mier,' et 1<£, <& (<< 2f

les ordinaux fi étant de premiére espéce. Si m=Iim ¥ € a(m').Aéerl
et si m' = p (D), les égalités
Lim ﬁm(‘P)= B(m) = a(m'1)= Lim ®
entrainent ® = ST (Y)Y d'od
m'i.m‘:T(i)EMf et m'.m:(m;z...‘.m'z).'r(i)6;\45,
en désignant par (9, T,é) le triplet définissant la transformation naturelle
Y. Ainsi B .A5+1C Mg Soit A< A Supposons montré que, pour tout
£< A, on ait M;.Mg =M.B'€ set soit [ €M .My . Si A est de seconde
espéce, il existe £ < A tel que
/eM;.Mf C M.B'f C M.B'y.
Soit A= A' + I. Nous avons vu que l'on a /= m".m.m' €N, . Plusieurs
cas se présentent :
10)YSi m” EMN.MO‘, on a m E(M)\)(; car [3(m) €M entraine
B(m)*Lim ® .11 en résulte
f=m".meM,B\CM.B" .
20 ) Soit m" €My, et a(m"),éM; onam"€eM .B')\- par hypothése.
a)Si m e(M;\)(;, on trouve
/: m"” .m' E(M.B')‘t).B%C M. B" ;
b) Soit m = P €AY et mqﬁ((Ml)(;. D'aprés ce qui
précéde

m".mq EM.B';\,.A)\,_F]_C M. M, CM.BY,
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et, de méme,

(m"-mq)-m -1 GM.B'}J .A)\C M.B")\l N

il s'ensuit, par récurrence, m".m € M.B",, de sorte que
f=(m".m).m' €(M.B% ).B\CM.B%.
Par récurrence transfinie, on obtient
M) .M=M;.M;5= M.B’;\.

Soitlf,fﬁ)xf_}:. et m'=m)

o amy €B'7\.(M§)(;. Il existe £'< £ et
D e 554'5’ tels que a(m') = Lim ®. On en conclut
m’1€B§'+1‘ m’EB’é. et B')\.(Mf)(‘,CB'é-.
Cette relation entraine
M M.(My):C M, BY L(Mp)gC M .BY= My My,
et par suite M/ M My = M‘;.M)\. En particulier,
M, M M CM; M.(M, )5 . M;CM M, M, CM.
Ainsi M* est une sous-catégorie pleine de M-,
-Supposons de plus que M- soit une U- catégorie, I'univers U contenant
[L‘}(g) désignons par ‘U 'univers obtenu par saturation de 1 dans fﬂ, i.e.
,@(m JU). Soit E €M;.Si E' €M, on a

E.M.E'=E.M.E" €.

Supposons montré que, pour tout £ < A, on a E./C'i.E' e‘fl st E* G(Mf)c;,
o A <A. Soit E' €(M,);. Si M est de seconde espéce, il existe £ <A
tel que E' €M§ , ce qui entraine E . M E' E'U Soit A= N +1, E’ €My — My,
et f€E.,M.E’; nous avons prouvé que l'on a E, M.E'=E, My E' et

f=h(my. ... .m") €M.BY .

Comme a(m'\)=E' /fM)\. , il existe un et un seul ¢ € 85“.)\' tel que E' =

=Lim® etona
m'1=1’,-(q)) E(M)\')O'-M)\, avec IGIO'

Il s'ensuit
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fr=hmy .. .my)€E.M.BY . O(i) CE. My, . B(i).

En associant & /eE.[C/l.E' le couple (/',i)eE.MN.CI)(i)XI, on
définit une bijection de E. M .E’ sur une partie de
U=( U E.My.®(i))x1,
iel’

(]

Puisque E .My .®(7) Eﬁ pour tout i €] et que I;CI E‘fl, ona U €ﬁ,
car ﬁ estun univers, et par suite E ., M.E' € ﬁ Par récurrence transfinie,
on en déduit que E .M.E" est une U-classe pour tout E’ € Mo et £ €M;.
-Soit alors E' € ’;40 Supposons montré que, pour tout £ < A,ott <AL N ,

on a

E".M.E'eU si E" €(M,)

o
Soit E" €(My);. Si A est de seconde espéce, il existe &< A tel que
E" €M,, de sorte que E".M.E’ el. Soit A= N +1;ona,si E” éM,
E"=Lim®', on ®'e€ 5;’.7\' .
Si /EE".M.E', alors f=lim¥, on ¥ est la transformation naturelle
définie par le triplet (®', TWE") tel que
T(i)=p,(D').f pourtout ie€l;.
L'application
[+ (08 )y o fE€E" . M.E",
est une bijection de E".M.E' sut une partie de U’ = .H ) (I)'(i)./('i.E’ .
Etant'donné que ®'(i) €My, , ona U’ Eﬁ,cat el
o (i)./['l.E' e‘ﬂ et I’ e‘fl;
a fortiori E"./\:l JE'e ﬂ Par récurrence transfinie, il en résulte
Ev i B el si EreM; et E"eM,
ce qui signifie que M* est une U- catégorie. La démonstration du théoréme

est ainsi achevée. m

COROLLAIRE. Qg est - engendrant pour M. Les foncteurs pg et (ff’q ¢ .3:4)

admettent des adjoints.
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En effet, la premiére partie résulte de la premiére affirmation du
théoréme 5, la deuxiéme du critére 1, les foncteurs pg et ((f'g,L F g)étant
a mo-limites projectives, les foncteurs Pg et (f}"'g,L . f g) a ﬁ(o-produits,

en vertu de la proposition 20 .

REMARQUE. Si (C*,v) € ef{ et si (/C4 ‘, ’;J) est la complétion g-projective
de M dans (C*,v), alors (/\AA . 1‘/) est aussi la complétion g-projective

de M dans (1{4',;).

DEFINITION. Une (S:Q' (f'g)-projection de (H*, 1) e?{ est appelée com-
plétion g-projective de (H*, u). g

En particulier,  est isomorphe & la sous-catégorie pleine de F'

ayant pour unités les couples (H*,@ ), ol @ est la surjection vide.On a
(K- v),E.(H gDeF .5

si, etseulementsi,(K‘,V)Eff{ et (K',E,H')eg-

Par suite, les pg- structures libres engendrées par H"' € ‘Cfo sont identiques

aux complétions g- projectives de (H*, ).
B. pg-STRUCTURES LIBRES.

THEOREME 6. Soit §C 3:0 et gejﬁo. Tout H'E?o engendre une pg—
structure libre (f] ., 1:) ayant les propriétés suivantes :

1) Lim v est injectif et H' une sous-catégorie pleine de H

2) S pg:(g) est contenu dans 'univers U et si H* est une U~

catégorie, H* est une U- catégorie.

DEMONSTRATION. D'aprés le corollaire du théoréme 5, H' engendte une
pg- structure libre (C*,v).

-Soit K* effo; soit K la catégorie obtenue en adjoignant 3 K'un élé-
ment initial 0. Nous désignerons par {(K*) la sous-catégorie pleine de
%(W,(K+)*)m, ot (K+)* est la duale de K_;_, ayant pour unités les
foncteurs F de (K+)* vers M tels que F(0) soit un atome (i.e. ait un
seul élément). Soit My - I'isomorphisme canonique (App. 1, C.S.) de K*

sur une sous-catégorie pleine de ((K*) qui associe & e € K; le foncteur

Mg -(e) de K vers M defini par
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T]K.(e)(e'):e.K+.e' si e'€(K+)c')
Mg (e)1)=Ce. Ky alf). [ e Ky B[],
od f(k)=k.f pour k €e.K+_./3(/').

En particulier, on a Mk (e)(0)=1(e,0)}. Puisque M est une catégorie
a §-limites projectives, ?R(?ﬂ,(KT)*@ est une catégorie a §-limites
projectives et le foncteur 7). . est compatible avec les 4- limites projec-
tives. Nous allons définir sur (K *) une -application - limite projective
V. comme suit : Soit Lim le foncteur §-limite projective usuel sur M:
si

F=(M,E.1)e¥ .4,

la classe Lim F est donc formée des (s,.) € .H F(1i) tels que

ie‘I(; i€l

o

F(k)(si)‘—'sx., pour tout k €i'.].1.
Soit ® = (3(K*),d,1*) un foncteur. Pour tout e (—1(1(_1\~ )(‘), I'application
k+>®(k)(e) définit un foncteur _ de I vers M. Désignons par e )
la classe des couples
(z,®), ou zeLim(I)e;
évidemment l(@e) est aussi une limite projective de ® . Le foncteur
(ROM, K% )T, 0, 1)
admet pour limite projective l'unique foncteur Lim & de K} vers M tel
que
Lim(I)(e)‘—'l(C[)e) pour tout e €(K, ).

Comme (Do(e') =®(e’")(0) est un atome pour tout e’ € Ko', la classe
Lim ®(0) est un atome de la forme {(z,®)}. Par suite Lim ® est aussi
une limite projective de ®. Pour tout 7 €/, la projection canonique de
Lim ® vers ®(7) est la transformation naturelle :r'(i) définie par le tri-

plet (®(1), Tp Lim®), ou 'rl.(e) est 'application
((z!.)'.elc.),(b)-»zi de Lim®(e) dans dD(i)(e).

Nous désignons par v?(. (®) la transformation naturelle définie par le triplet
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(q),';',lg‘), oti E est le foncteur de I* vers K* constant sut E = Lim @ .
g

L'application ® -+ v .(®) est une application §-limite projective V%<.
sur @(K*). Puisque mo € ')ﬂo, ona N(W, K%) EWO, d'otx
s =@y, oy ed
Si Lim X'®=Lim X'®', la relation I(®,)=1(®)) entraine ® = @',
par construction. De plus Lim ® n'appartient pas & 7 .(K). D'aprés le
théoreme 5, la complétion J - projective (—IE‘,;) de 7y .(K) dans SgK.
est telle que K Efmo et que 7, .(K)' soit une sous-catégorie pleine de
K*. Comme O° est un foncteur d'homomorphisme s saturé, il existe
. oo z- 3 g &4
2= ((Q (K, 3. u, (R, D) eF %, .
Puisque K Emo et que pg(ﬁ).nk. est injectif, on peut supposer que K~
-1
est une sous-catégorie pleine de (I'(K ') et que la restriction de z & K
est M. -
-Soit H* echo et soit ((C*,v),J) un (ffg,pg)-projecteur. Les relations
(@cr), A eF e (@eH) e
assurent I'existence d'un et d'un seul G’ € 3;5] tel que
PG = (@ (H ) H).
Il s'ensuit que | est un foncteur injectif, de sorte que [J(H)*® est une
sous-catégorie M* de C* isomorphe 4 H*. Soit & =(C*,®,[') €T et
E=Lim¥Y®. Si 'on avait E €M, on aurait pg(é’)(E) €H et 1'égalité

g g

(G').®)=p(C')(E)€H

g

Lim(p
(271.G').®,

entrainerait, en posant ®' = p
v .
Lim H (Q'(H"),®', 1*) €n, .(H),

ce qui est impossible par définition de V%I . . Par conséquent E £M.

-D'aprés la construction d'une pg-structure libre (th. 1), (C*, V) estla
complétion §- projective de M dans un élément de 390, produit d'éléments
de ?o. La remarque précédant le théoréme affirme que (C*, V) est aussi

la complétion g-projective de M dans (C*‘,Vv). Ainsi, en reprenant les
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notations du début de la démonstration du théoréme 5, C = )\U 3 My .-
<
Montrons que Lim" est injectif. En effet, supposons qu'il existe

® ec.F.Ir, on m=1 et 2,
tels que
Limv‘D1=Limv®2:E et ®1=|=(D2.
Soit A le plus petit des ordinaux A' < i\ tels que
DI DUD,(1,)C My

nous pouvons supposer que c'est ® , qui vérifie
o, £ 5&5 quel que soit £ <A

On sait (démonstration du théoréme 5) que A< X. Désignons par A une
classe de la forme CO'U{ E'}, od E'£C, et par a l'application de A

dans C; telle que
a(E')=E et a(e)=e si e#+E’.

La catégorie a*(C*) induite de C* par a (chap. IV, C.S.) admet pour
éléments -les triplets ((e’,e), f) €A? X C tels que [ €a(e'}).C.ale).
Soit C* la catégorie obtenue A partir de a*( C*) en identifiant C* 2 la
sous -catégorie pleine de a*(C*) formée des ((SB(f).a(f)),f). ou [ €C,
et en identifiant ((E',E'),E ) & E'. Ona ((E'.E),E) €E'.C;, .E, de
sorte que C° est un élargissement (chap. V, C.S.) de C*. Il en résulte
que le foncteur (&‘ ,t,C*) est a§-limites proiectiAves. En particulier E

et E’ sont tous deux des limites projectives de CI)m pour m=] et 2,

Choisissons sur C* une application §- limite projective v telle que
pY(B) = pY(®) si BB)CC et ®=(C", b, 14D, 00 icl;,
Limv(I)z = E’ si @2 =(C',(32,Ié).

Les relations

(&-,L)eﬁ‘i et (C',0.C).J€F

assurent 'existence d'un et d'un seul

185



68 C. EHRESMANN

G=((C,»,6.(CvneP

tel que G.]:(&',L,C‘).], ol G:pg

(é). Soit Gf la restriction de
G a M} pour tout & < A. Etant donné que | est injectif, G, = (é',c,Mi)_
Soit £ £ A et supposons prouvé que Gf' = (6',(. , Mé.) pour tout £'< £
10)Si £ est de seconde espéce, Gf :(C',L,Mé), car Mg =
= U Mf' .
£'< ¢
20)Soit £=&'+1.5i P € Sgw.f.,on a
v AD,, GB G0 =
et par construction de ¥, pour tout i €1 »
G(P;’(‘D'))'—“-P:’(G.(D')‘—'P:}(C‘,(D'.I')‘—‘ Pr(‘b')-

Si v eAfw' , estla transformation naturelle définie par le tri-
plet (&', 7,¢é), lim¥ ¥ est 'unique b € C tel que
pi(®').h=T(i)€M, pourtour i€l

les relations
T(i)=G(T(i))= G(P;'((D')-b) = P;’(‘D').G(}J)

pour tout f € Ie') entrainent G(hbh) = h. Ainsi la restriction de G

N

A UV(Mf.) est 1'identité. Comme U”(Mf.) engendre la sous-
catégorie Mé de C* etde é *, on en conclut Gf = (é', t ,Mf‘).

Par récurrence transfinie, on obtient G4 = (é ‘ot M}\), d'ot
52, = 622,22,
et
G(Lim*®, )= Lin®(G.® )= Lim®(C*,® 1)
pour m = ] et 2. Mais on a d'une part
Lim(C*, @, 1])=E et Lim”(C*,®,,1;)=E’
par définition de 1: d'autre part

G(Lim¥® )= G(Lim” ®, ).
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Ces relations étant incompatibles, on obtient une contradiction. Donc P, =
=0, et Lim” est injectif.

-Comme ¥ vérifie les hypothéses du théoréme 5, M* est une sous-caté-
gorie pleine de C*. Si de plus pg:(g) est contenu dans ['univers U et si
H* est une U- catégorie, la catégorie M* est une U- catégorie et, d'aprés

le théoreme 5, C* est une U-catégoric. w

COROLLAIRE. S pg(g) est contenu dans l'univers U, soit 34'({1 (resp.
?‘U) la sous-catégorie pleine de F° (resp. de F) ayant pour unités les
(H*,v) E?o (resp. les H* cho) tels que H* soit une U- catégorie. Le

foncteur pgj = (3"11, _p_g

L g‘lgj ) admet un adjoint.
En effet, la p”- structure libre engendrée par H' € fﬂu appartient 3
?% d'apré s le théoréme G, et par suite est aussi une p. -structure libre

U

engendrée par H* . &

2 . Construction de complétions projectives.

A. pg- STRUCTURES LIBRES.

THEOREME 7. Soit H* Ef}o; on peut construire explicitement par récur-

rence transfinie une p° - structure libre engendrée par H*.

DEMONSTRATION. La construction que nous allons donner est suggérée
par la démonstration du théoteme 5. Posons A"[lzz H*. Soit \ I'ordinal
initial w7\3+1’ ol }\g = Is'uepg T. Soit 1< ?\_?_ N et supposons définie une
catégorie M; pour tout £< A, de sorte que M1 soit une sous-catégorie de
Mé si £' € £. Pour tout foncteur Y, notons Y+ le couple (Z, K) tel que
Y=(B(Y),Y,N*), ot N'=(a(Y), k). On peut supposer Y* &H.

10 ) Supposons A= A'+4]. Soient K4 la classe des @, et Hy la

classe des (i,D*), tels que

a(®)=1, B=(My, 0, 1)eF.d e iel:.
Soit H'y la classe formée des ¥ " tels que

‘Pz(BM).\n,‘_P-,I')Gm(AAA;\.,I‘) et a,m(lp)eM;\.I"
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Soit [ G3] = (G4, Ba,aa) le graphe défini comme suit :
G;\:/Ci;\,uK;\uH)\uH')\;
as(h)=a(h) et Ba(h)=LB(h) dans My, si b €My ;
ap(®)=0:=By (D), si B eky,
an(i,®°) =0 et Bp(i,®)=0(i), si (i,0°)€H,
ar(¥r)=e et ,B)\(-‘Ii')=?‘, si ¥ eH)\ etsile tiplet
définissant (FM3,, W, a(¥)") est (@, 7.6) ob O=(M3 0,17 .
Soit L [ Gy]* la catégorie libre des chemins associée A[ G ] (chap. II,
C.S.) et soit 7= (L[ Gy31,Dy, L[ Gy1) la relation telle que Dy soit la

classe des couples suivants, ou ¥ = (Bi’lw D T
(i, @), ¥ ). 7(i)), si ¥* GH')\ et sila transformation naturelle ¥
est définie par le triplet (tl—;,'r, é),on ® =(1{471,,(I),a(<1>)‘) ;
(b, ), b".h) si b €My, b' €My, et (b', h) €My My s
(V. 5), W) si WreHy, Wy, by, V=¥ ED(bB

(Y- v: )‘I’ )GH X H% si, pour i €1, il existe i’ EI
b EM)\D avec bBED‘P (z)“‘I"(z) (b, (z,(I) ))E“‘P(z)

Comme deux unités de L [G9]" ne sont pas équivalentes pour la relation

d'équivalence 7y bicompatible sur L [ G5]1* engendrée parry il existe une
catégorie quotient strict de L[ Gy]* par fy notée M)\ D'aprés le corol.
laire propos1t10n 8 (appendice), on voit que G+, s'identifie A une sous-classe
de M}\ et M)\. a4 une sous-catégorie de M)\ De plus tout élément geM;\ Gy
est déterminé par la donnée du seul chemin propre de G, appartenant 2
g et qui est irréductible (i.e. de longueur inférieure 4 celle de tout chemin
équivalent). Ce chemin irréductible est de I'une des formes suivantes, ol

seul b appartient & 1;1)\. :

a) (b, (i,9) €My X Hyi (b f, e [1) € Mag X (HY )"
b)(/" reres fl) eH'):l ; (fn""' llt(il ?.)) e(H')\)n X H)\
Y (B v £ (5,@°)) € My X HY X Hy.
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2)Si M est de seconde espéce M)\— U M admet une unique
structure de catégorie M)\ telle que M§ soit une sous—catégone de /V;\
pour tout £ < M.
- Ainsi par récurrence transfinie, nous obtenons une catégorie M;\, qui
admet H' pour sous-catégorie. La construction de 1:4;\ implique évidem-
ment que M3 € mo. Nous poserons H ‘= M;\.
-Montrons que H* esta$-limites projectives. En effet, soit ® e H*,F 1.
Une démonstration analogue a celle du théoréme 5 prouve qu'il existe un
plus petit ordinal A< A tel que ®(1)C My . Montrons que P e M;, , est
une limite projective de @, la projection canonique vers O (i) étant (i, *).
pour tout ¢ €. Pour cela, soit ¥ une transformation naturelle définie par
un triplet (®,7T,é). On voit comme dans le théoréme 5 qu'il existe un
ordinal £ < A tel que A< € et que ¥(I)C [T 1(45 . Par construction,
l_Ii. €M§+1 et

(i, Y. ¥ =17({) pour tout i€l .
Soient g € H et g’ €H tels que
(i,?‘).g=(i,?').g' pour tout i €.

Il nous faut montrer qu'alors g = g'. La démonstration se fait en deux
étapes :

1° ) Supposons g 61‘\4)\+1 et g 61;1)\_!_1. Il existe deux chemins
irréductibles (g, ...., gy) et (ghe.on, 8Y) caractérisant g et g’ respec-

tivement, et on a
(5, @%), g e 8y) m ((1,87), 80 1evv, gl )mod 7y,

pour tout i €. Comme 9 * My , on a nécessairement g € H'\ et g, €H}
d'od

gn:.(i,?-).gn €My et éln':(i‘?i')'g;z' €M, .
Puisque Ati)\.H')\C A"i)\U Hj , on peut se ramener au cas ol

(én'gn-1 sven, gl) et (é;'n g;:_l,-.., g’i)

sont tous deux irréductibles. Il s'ensuit
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n=n', gi=g;. pour I <j<n et g =4 ..
Comme g et g, sont de la forme ¥* et ¥'* (prop. 8, app.), 1'égalité
(i,®).Wr=(:,0*). ¥ pour tour i€l
entraine ¥ *=W'*. Par suite g, =g/, et g = g'.

20 ) Soit )\+1<§_<_$\.Supposons montré que [ = /' lorsque
(i,9°).f=(i,®")./" pour tout i€l

et qu'il existe £'< £ tel que /EMf. et [ GIC’IE.; supposons g E[\"if
et g’ 61{"15 .
a) Si £ est de seconde espéce, il existe £' < £ tel que g € Mf'
et g' €M§ 1, de sorte que l'on a g = g’, d'aprés 1'hypothése
de récurrence.
b) Soit & = £'+ 1 ; désignons par (gn yeeny gl) et (g;l. yeee g'l)
les chemins irréductibles caractérisant g et g’. On a
((i.?'),g,, s 89~ ((i,?'),g;. reees g4y )mod £y
1) Si g, et g;z, €H§ - /&15. , les deux chemins sont irréduc-
tibles, et g = g'.

2) Si ge Hf" Ajtf,,g;.é ME ) UHf’ on se raméne au cas ol

((i,©°),g,..... g,) et ((i,q)').g;z.,g;._l,..., g')

sont irréductibles, de sorte que 1'on obtient n'=n+1, g;-=g].,
1£j<n et (i,0*)=(i®).g!.. Cette dernitre égalité
a pour conséquence Bt = o (en vertu de 1'hypothase de
récurrence si g ' EMf') Ainsi g=g".

3)Si g, €M§-UH et g7, eMg'UHg' on peut supposer que

((i,9°).g,:8,.4 &8;) et ((i,?').g;..g;,._l..--, g%

sont irréductibles et équivalents; il s'ensuit n = »n’,

girg;. pour [ZXj<n et (i,®').g =(i,D).gq;,

1l

c'est-a-dire, par hypothése, g = g;,.. Donc g = g'.

Par récutrence transfinie, il en résulte que g = g’ lorsque g €H, g'€ H et
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(i, P ).g=(i,P").g"° pourtout ¢ €l;.
Ceci montre que @ * est la limite projective de @ .

-Soit v 1'application §- limite projective sur H* telle que

p%(fi',@,]'):(i,@') pour tout [ €.

o

Supposons (C*,V) € 3:40 et F=((", F,H')€F.Nous allons étendre F
en un foncteur F' de H*® vers C'. & cette fin, posons F{=F et soit
A < A\ . Supposons défini un foncteur Flf =(C", Fy, /\?15) pour tout £< A,

de sorte que Fi soit une restriction de F'g si £' < £.8i A est desecon-

-~ -~

de espéce, il existe un unique foncteur F de M, vers €' admettant F’f
pour restriction pour tout £< A . Examinonslecas ot A= N+1.8id* €Ky
et V- eH) , posons

b= 5 (0@, 10) e We=Fy (Hity, LT,
sio I'=a(®)=a(¥).

Soit F'y : k» F( %) la surjection de G dans C telle que

F's(h)=F',(b) si b €My

F'y(®:)=Lim"(d*) et F’-}\(i,?'):p:.’(ff)') Si(i,D°) €y

FL(W)= lim¥ ¥ si W ey
La surjection F'y définit un homomorphisme F", du graphe [ Gy) vers le
graphe [ C*] sous-jacent 4 la catégorie C*. Soit F=L(C*, Fj,[Gyl)
le foncteur de L [ Gy 1* vers C* correspondant. Ce foncteur est compati-

ble avec ry , car:

a)Si (i, @), W), 7(i)) €Dy, ona
15')\((1',(1)'),‘{"):Fa\(i,?').F'x(‘_Ii')z pY (D) LimY W = Fy (T (i)
bYSi (', h). b'.h) €Dy, o (h'sh) €Myp M3y, on trouve
Fo(h b)= Fa(h' ). Fou(h)= Fi (bt h)=Fa(h'.h);
C)Si (W', h),W'*) €Dy on h="T: (resp. b €My ). alors

P}’(‘f)')-;’—'x('y"“’i) = p}’((f)’).f')\(‘[‘") pour tout i Ea(ili)
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(resp-F'x(f‘.b) = lim¥W* Fy(h)=lim"¥'- = F'x(‘_l'_")) '

Il est a fortiori compatible avec r étant donné que 73 est la relation
d'équivalence bicompatible sur a(F')\) engendrée par ry . Comme M')‘ est
une catégorie quotient de L [ G5 ] par fy , il existe un et un seul Fj € ¥
tel que F'y .7y = F')\, en notant ry le pqg - épimorphisme de L[ Gy]* sur
/;'1}\ . Evidemment F'y (b) = F5(b) si ce dernier est défini. Par récurrence
transfinie, on construit de cette maniére un foncteur F’' = F'5 de [} ' vers
C* tel que
Fr=(Cv) B (i v)eF e Fh HY)=F.

- Supposons que 1'on ait

Er=((Cv), E" (0, v) e, Fr=plFn),

et que F” admette F pour restriction & H*. Soit A £ A et supposons prou-

vé que F” et F' ont la méme restriction 2 M; pour tout £ < N. Montrons

N

qu'ils ont aussi la méme restriction a A‘/I)\ En effet, ceci est évident si A
est de seconde espéce. Soit A= AN'+1;0na F'(b)=F"(h) si h €My, .

Supposons
G eKy, I'=a(®P) et O=(H 0, 1I).
Puisque ®(1)CMy, ona F'.® = F",®, et par suite, pour tout i €17,
Fr(i, @)= F"(p2(®)) = pY(F".®)= F'(i,®"),
Fo(®:)=F'(D"),

Si W+ €HY, on obtient de méme HF W=HrF W, caw =HA-, ¥, aw))

et
Fr(W-)=Fr(lim" V)= lim*(HF" ¥)=lim¥(BF v)=F(v-).

Par conséquent F’' et F” ont méme restriction F') a4 G5, de sorte que

(C F"e M) A= L(C Fre [ Gyl) = Fy=Fy .7y

Comme ;'X est une pff—sutiection, on en conclut que F' et F'' admettent

F'y pour restriction 2 M+ .- Par récurrence transfinie, on obtient F’' = F" ,
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(!

Ceci signifie que (H*,V) est une P’ - structure libre engendréepar H*' . m

B. COMPLETION PROJECTIVE LIBRE.

Soit ?N la catégorie quotient de F par la relation d'équivalence r :
F A, F' si, et seulement si, il existe une équivalence naturelle
de F sur F’.

Nous identifions 3:0 a la classe des unités de 3"'\’. Deux catégories sont
isomorphes dans 3»\. si, et seulement si, elles sont équivalentes. En par-
ticulier, toute catégorie est isomorphe dans .cfm a chacun de ses élargis-
sements. Si F ., F' et si F est compatible avec les §- limites projectives,
F' est aussi compatible avec les §- limites projectives. Soit 3{ la sous-
catégorie de 3:~ formée des classes F modr, ot F est un foncteur 2 §-

limites projectives.

THEOREME 8. Supposons [ Ejﬁo, H:* 6?0 et soit (C*, V) une pg—simc-
ture libre engendrée par H'. Alors C° estune (5{ ,ff’v ) -projection de
H-

DEMONSTRATION. D'aprés le théotéme 6 , nous pouvons supposer que le
(ffg,pg)-projecteur ((C*,v),]) est de la forme J =(C",( ., H"*), ot H-
est une sous-catégorie pleine de C*. Soit F=(K',F,H*) un foncteur

tel que K* soit une catégorie a - limites projectives. Choisissons une

application §- limite projective ¥' sur K'. Les relations
(K',V')Eff{ et Fek' F.u
assurent I'existence d'un et d'un seul

Fre=((K, v, P (c vy e P

tel que F' (C*,(,H')=F, ol F':pg

e B (I:“'). Dans la catégorie S:N , on
aF'.]=F,on

E':F'modr, ;:(C‘,L,H‘)moa’r et ;'szodr.
Supposons que 1'on ait aussi

-~

F'.]J]=F, ot Frefd
(4 *
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Il reste & montrer que F" = F’. En effet, soit F” € F’. Nous savons (théo-
réme 6) que C* est la complétion §-projective de M = H dans (C*, V)
et que, en reprenant les notations de la démonstration du théoréme 5, on
a c=_U iM)‘. Pour tout ordinal A < 5\, soient F4 et F" les restric-

A< . - e e .
tions de F' et de F" & M, . Comme F”,] = F',J, il existe une équiva-

lence rl définie par le triplet (F”I.’ Yy FY. Soit I< AL Y et supposons

obtenue, pour tout £ < A, une équivalence Ff définie par le triplet
(Fg ,75 ’ F’g )1
de sorte que 1—'5, admette Fg' pour restriction si £'< £ . Si A est de

seconde espéce, il existe une équivalence r;\ admettant I“g, pour restric-
tion pour tout £ < A.Soit A=A +1. Soit E €(M,); et posons
’)/)'(E):’yé.(E) s'il existe £ < A tel que E €My ;
sinon, il existe un et un seul ® € 35”.” tel que E = Lim¥Y ®, car Lim" est
injectif d'aprés le théoréme G; comme F' et F" sont compatibles avec
les limites projectives, F'(E) et F"(E) sont des limites projectives de
F'.® etde F",® respectivement, et F"(p:' (®)) est la projection cano-
nique p;.(F".(D) de F"(E) sur F" . ®(i) pour tout 1 €l;. Puisque

D(I)C My, letriplet (F".®, 9, F'.®), o
$(i)=7yn(D(i)) pourtour i€l;,
définit une équivalence; deux foncteurs équivalents ayant des limites pro-

jectives isomorphes, il existe un et un seul
h €F"(E). Ky .F'(E) telque piy(F".®).bh=¢(i).p%(F".®)
pour tout { €1; posons 7y 3 ( E)=h. Montrons que le triplet (Fa.Y%.F'y)
définit une équivalence 1—')\. Pour cela, soit m GUV(MN)- My, .
10 ) Si m=p;'((l>),ona:
Doalm)=(F"(pY C BN,y 5 (®(i)), Y5 (E) F'(p} (D)) €CK";

20) Soit m = lim¥ ¥, ou ¥ GAIIM'N est la transformation naturelle

définie par le triplet (&, 7, é),; posons

E=Lin"® et 'y (m)=(F"(limY¥), ¥, (E),¥y(e), F'(lim*¥)).
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On a b" = F'(lim*¥) = lim” (HF' . ¥) et Fr(lim*¥) est
['unique bh" € K tel que
p;.(F".‘I)).b":F"(T(i)) pour tout i €1/
Les égalités
PUF".@). b . yy(e)= F;\:('T(i)).’}/)\:(e);’}’)\:(q)(i)).F' (T(E)) =
= 9(i).pY (F'.®).b" = py(F".®). Yy (E).b’
pour tout i € I(; entrainent h".7¥5 (e)= Y3 (E). b, d'ou
I_‘-}\(m) ECK".
Ainsi la surjection
m—»r'}\,(m) si m €My,
E»'yx(E)B si E €(My);
mala(m) si mea?(My)— My
définit une équivalence l_")\= (HC' ,Iﬁ}\, L;\), ou L, est le sous-graphe
multiplicatif de C* engendré par o¥( M+ ), prolongeant 'y, . Puisque Mj
est la sous-catégorie de C* engendrée par L, et que les néofoncteurs
source et but de 1'équivalence I_")\ sont les restrictions & L;\ des foncteurs
F% et F4, il en résulte que le triplet ( F5 ,7y5,F")) définit une équiva-
lence 1_1)\ prolongeant I_"}\.' .

. .. . ) P " A
-Par récurrence transfinie, on construit ainsi une équivalence r;\ de F3 =
~ ~

= F' sur F"s\r— F". Donc F' A, F" modr et F' = F*.a

COROLLAIRE. §i p‘rf(g) est contenu dans U, soit 3‘:\((‘1]) la sous-catégorie

pleine de F., ayant pour unités les U - catégories et soit ?E(U)r

= SIN (Uyn ?,g Alors 3:»., (U) est une catégorie & ffi ((U)-pro]'ections.
En effet, si H* 63:0 est une U-catégorie, une pg-structm'e libre

(C',v) engendrée par H* est telle que C* soit une - catégorie, en vertu

du théoréme 6. Le corollaire résulte donc du théoréme 8. m

DEFINITION. Une (?g ,Cf'v)~projection de H' e  est appelée com-
"~
plétion §- projective libre de H* .

D'aprés le théoréme 8, si (C*,V) est une [)g- structure libre en-
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gendrée par H* € ?o, les complétions §- projectives libres de H* sont les

catégories équivalentes & C*

THEOREME 9 . Supposons que '\l Eﬁ(o soit un univers et que § soit la
classe de toutes les catégories triviales 1* telles que 1 € U. Soit H* € J ;
on peut construire explicitement une complétion §-projective libre N* de
H'* sans utiliser de récurrence transfinie. Pour que N° soit isomorphe a
une sous-catégorie de R(H*) (démonstration du théoréme 6 ), il faut et
il suffit que, si b €H et b' € B(h).H, il existe k €H et k' €H.a(k)
tels que b .k ¥ b' . k',

' g

DEMONSTRATION. Soit (H*,v) la (?g, t”)- structure libre engendrée
par H*® construite dans la démonstration du théoréme 7, dont nous repre-
nons les notations. Toutes les catégories [ € étant triviales (i.e. telles
que I=1:), un élément DreKy ou ‘I’ €H', est entidrement déterminé
par CI> ou ‘P car , estla 101 de comp051t1on triviale sur a(d)) ou a(¥);

nous pouvons donc écrire @ ou ¥ au lieude &* ou ¥- . Soit N-* la sous-
catégorie pleine de H- admettant (/\‘42 ); pou—r_ classe de ses unités. Soit
E el‘ié—Ho'. Par construction, on a E = ® et, d'aprés la démonstration

du théoréme 7,
E=Lim’®, ot O®=(H",0,1)eF e I=a(d).

Puisque I°* est triviale, E est donc un produit HI Pri). Si E € A:i ) = H(;,
s ie
on a ®(i) € H pour tout { €. Soit A < A et supposons montré que, pour

tout £ < A, toute unité de 1(45 - A;i est un produit de (e;) ol e €H,

i‘iel”
pour tout 7 €] €U. Si A estde seconde espéce, toute unité de M)\ appar-
tient 4 un Mf , et par suite a la méme propriété. Si A= N+ et E €M )\"’MN'

alors

E= I ®(i), o ®(i) €My pourtout i€l
1€

Par hypothése de récurrence, il existe |, € U tel que

Ly £ H B
@(:)—ilzjiei, ol e’.eHo.

Puisque U est un univers,
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J= 3 J,€lU,dod Jred,
i€l
en désignant par [* la catégorie triviale sur |. D'aprés l'associativité
du produit, E est un produit de la famille u = (e,':)(i el Si @' désigne

la surjection
(i, i)~ e;l de | dans H,

onaE'=0®' 61;'12 , et E’ est aussi un produit de » dans H*. Par consé-
quent, E' e;t isomorphe 4 E dans H .
-Par récurrence transfinie, on en déduit que toute unité de H* est iso-
morphe & une unité de N* dans H*.Donc H* estun élargissement de N*
et a fortiori H' est une catégorie équivalente 4 N*. D'aprés le théoréme
8 , H* admet pour (3:«, , 3:—\, )- projection toute catégorie équivalente a H-
de sorte que N* est une complétion §- projective libre de H - .
-D'aprés la démonstration du théoréme 5, H " est une sous-catégorie pleine
de Itl', eton a Hé.l;'i,‘, = Hc;.f‘l.(/}ig)é. Soit f €N.
a)Si B(f) €H, alors feM,;
b)Si B(f)=® /S/H, ona f= Iim;"lf, en désignant par ¥ la trans-
formation n—aturelle définie par le triplet (®,7,é), ou @ =
=(H",®,a(d)") et
T(i)=(i,®).f pourtout i e€a(d).

Or T(i)eM,, car T(i)€e®(i).H.(M,);CH.H.(M,),.

Il s'ensuit f:‘.I’- EM,. ) )
Ceci montre que N* est la sous-catégorie pleine de My admettant (M, );
pour classe de ses unités. Autrement dit, pour construire N *, il suffit de
construire 1\:12 et 1;43
-D'aprés la démonstration du théoréme G dont nous reprenons les notations

il existe

P=«@ay,viy T vy e ¥

tel que

T]H0=r-(1j!.7l- 1H.)7 Otl F=Pg(f1)'
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Pour qu'une sous-catégorie de ({A(H*) soit une (cfg L F Y- projection de
~ e

H*, il faut et il suffit que la restriction [ de [" 3 N* soitun fancteur

injectif. La restriction de " & H* est injective et, puisque Lim”H' est

injectif, la restriction de [ a N est aussi injective. Soient

hIEH, b2 €EH et ,B(bl)=,3(b2)=e.

Désignons par ® un foncteur de I° €4 vers H* tel que {1,2}=1 et

cb(i):a(bi):e’. pour =1 et 2.
Dans N*, on a b 1.(1 , D) + b2 .(2,®). Calculons la transformation natu-
relle

lp .= I_‘ . / = . i .. a -
i (b].(}’.?_)) nH.(b]).p](”r)H ®), ov j=1ou?2,
qui est définie par le triplet (my .(e),T],, Lim ny..®@). Si e’ €H;, l'ap-
plication ’r'].(e’) est ['application
(ki)iep @) bk, ot @=mp.0, de (iEIId)(i).H.e')x {0}
dans e. H.e".

On a lPl:*: ‘I‘2 si, et seulement si, il existe k&, €H et k, €H tels que

afk,)=a(k,) et bl.klz# hyokys
de sorte que cette condition est nécessaire pour que ' soit injectif. - In-
versement supposons cette condition vérifiée pour tout couple (b, 5,) €
€H X H tel que ﬁ(’bl) = ,8(132 )}, et montrons que [' est injectif. En
effet, d'aprés la démonstration du théoréme 7, tout élément de H(; N est
de la forme 5,.(i, d), ot h; €H, et, d'aprés ce qui précéde, la restriction
de T 3 H;.N est injective. Soient

/lEN et /2 €N tels que F'(/1)=I_"(/2).

Ona B(f,)=pB(f,) =0 et, comme nous avons vu dans la premiére partie
de la démonstration,

=P = I v ' N - e vy

fi ‘_I’J. lim ‘I'], ol ‘1’7 (OH ’EI’I ),

pour j =1 et 2, est la transformation naturelle définie par un triplet

((D,T,., é) tel que 'r].(I)C H:.N. Les relations
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limBU W =T (7 )= im0,

entrafnent O F.‘I“l:EI I_"\P.a; puisque la restriction de [ a H:.N est
injective, on en déduit V', = ¥' , et par conséquent /, = {, . Donc ™ est
injectif. m

PROPOSITION 21. Soit F' la sous-catégorie de F f[ormée des foncteurs
a §- limites projectives. Pour que H' € ffo admette une (F', F)-projection
il faut et il suffit que H* soit une catégorie & §-limites projectives et que
I'onait F €X' si FeF . F.H-.

DEMONSTRATION. Soit H* € F _; selon le théoréme 6, il existe un (ng, pg)
projecteur ((C*,v),]) tel que J=(C*,(,H"). Supposons qu'il existe
un (5 ,?)-projecteur J'=(K*,]', H*). Puisque | €%, il existe un et
un seul F' €F' tel que F'.]’ = ]. Par ailleurs, soit i une application

§-limite projective sur K*. Les relations
(K*,u) eifg et J'eK'.F.H-

assurent ]'existence d'un et d'un seul I:" €(K*, 1) ch (C*,v) tel que

J'=F.], on F=p(F)

Il en résulte
F.F'.I'=F.]=]' e F'.F.]=F ]"=].
Comme [’ estun (5, ?)-projectem, la premiére relation entraine F.F’'=

= K*. D'aprés le théor¢me 8 , | = | mod r est un (3-1 ,?N }- projecteur;
donc de I'égalité

-~

5.;=j':, ot G=(F'.F)modr,
il suit que F'.F est équivalent au foncteur identique de C*. Ceci montre
que les catégories K' et C* sont équivalentes, i.e. K' est aussi une
complétion §- projective libre de H*. Posons H = F'(K). Puisque K* et
i} * sont des catégories isomorphes, [" = (ii ‘s, H*) estun (F',5)-
projecteur et C* est un élargissement de H*. Deux cas se présentent :

1° ) Pour que H = H , il faut et il suffit que I'on ait
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H eF e FFH=F .H
(condition qui n'est généralement pas satisfaite).

20) Supposons H #* H. Comme H* est une sous-catégorie pleine
de C*, on a H;#I:‘Io' et il existe E 51:10""116- Soit é un
élargissement de C* tel que &o = C;U{E' }, on E'£C, et
qu'il existe g eE’.&," LE (il a été construit au cours de la

démonstration du théoréme 6). On trouve
G=(C*,.,CYeF, dod G =G.(C',,H)eF,

Il existe une équivalence définie par un triplet (G", T, G'),
dans lequel 7 est la surjection
T(E)=g et T(e)=e si Eieelflc’,.
Les foncteurs G' et G" ayant méme restriction 2 H *,on obtient
G" 63:' et G".J"=G'.J".

Comme G"(E)=E'#+E =G'(E), I'élément " ne peut pas

étre un (F', F)-projecteur.
On obtient donc une impossibilité dans les 2 cas. Ceci achéve la démons-
tration. Remarquons que ce résultat n'est pas en contradiction avec les
critéres d'existence d'adjoint, car le foncteur (F,(,F') est bien 2a mo-

limites projectives, mais la restriction de Pq 2 F prest pas un foncteur

,~ - engendrant pour J.m

REMARQUES. 1°) Si les conditions du théoréme 9 sont vérifiées et si H*
est a U-produits, N* n'est généralement pas un élargissement de H*, de
sorte que H* n'est pas sa propre complétion §- projective libre.

20 ) La proposition 21 montre que le probléme universel du
plongement d'une catégorie H*' dans une catégorie a §- limites projectives
n'admet généralement pas de solution (contrairement & ce qui est affirmé
dans [17]). Ainsi les résultats des théorémes 6 et 8 sont «les meilleurs
possibles». En d'autres termes, le théoréme 8 signifie que le probléme
universel du plongement 4 une équivalence prés (et non A un isomorphisme

prés) d'une catégorie H * dans une catégorie 4 J- limites projectives admet
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pout solution une complétion §- projective libte de H*. Certains auteurs
ont cherché a résoudre ce probléme universel en associant & H* une sous-
catégorie de ((H'); ainsi que le prouve le théoréme 9, il n'existe pas
toujours une solution de cette forme. Si § est la classe des catégories
triviales ayant un nombre fini d‘éléments, la catégorie Virt H* définie
dans [ 9] est isomorphe 3 la sous-catégorie pleine de QcH") ayant I"(ﬁ)(;
pour classe de ses unités (notations du théoréme 9 ). M&me si la condition
du théoréme 9 est vérifiée, de sorte que ['(N )" soit une solution du pro-
bléme universel en question, [ '(N)* peut ne pas étre une sous-catégorie
pleine de ({(H'); par suite Virt H* n'est pas une solution du probléme
universel voulu. C'est pourquoi est introduite dans [ 91 la notion de «fonc=
teur compatible avec les produits virtuels» {i.e. un foncteur s'étendant aux
catégories Virt associées A sa source et A son but), afin d'obtenir un
probléme universel dont Virt H* soit une solution.

30) Avec les hypothéses du théoréme O , la complétion §- projec-
tive libre N* de H* est isomotphe a la «complétion libre canonique» de
H* construite directement dans [ 18]. D'aprés la remarque précédente,
cette «complétion libre canonique » est donc solution du probléme universel
du plongement, 4 une équivalence prés, de H°* dans une catégorie A pro-

duits.

THEOREME ~10. Supposons (H*, u) eg:;g. Il existe une complétion g.
projective (H*, i) de (H*, i1}, et elle posséde les propriétés suivantes :
1° ) H* est isomorphe a une sous-catégorie de F-l' *y
2°)(H*, u) est une qg- structure quasi-quotient d'une pg-structure

libre engendrée par H:.

DEMONSTRATION. D'aprés le corollaire du théoréme 5, (H*, 1) admet
une ( ffg, ?’g)-projection, i.e. une complétion §- projective. Soit f' un
(3_-5] , ?'g)-projecteur de source (H*,p). Soit G(H")Y la catégorie cons-
truite dans la démonstration du théoréme 6 dont nous reprenons les nota -
tions; soit v, 'application §- limite projective sur A(H ") telle que

v (®)=p(H,®,1') si® = (R(H*),®, I'Y=npy.(H*, D, 1)
etsi u(H*,®,1*) est défini,
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vp((i>) = ng .((i)) autrement.
La sous-catégorie Ty.(H)* admet une complétion 9- projective (12 ., ;/)
dans (Q(H"), Vp) et, comme Ke mo (théoréme 95), il existe une bijection

G etun

G=(K, 92, Gy, w) eFY.
Par définition de ]", il existe un et un seul G’ Effg tel que &'.]" =G.
Cette égalité entraine que pg(j') est injectif, puisque pg(é) I'est. Ainsi
pg(j')(H) * est une catégorie isomorphe & H*.
-Soit (C',v) une pg-stmcture libre engendrée par H°; nous pouvons

supposer (théoréme 6) que le (3"9, pg

) - projecteur correspondant est
((C',V),(C',L,H'))-
Si®=(H,®,I') €F etsi u(d) est défini, posons

d=(C*,®,1') et al(®)=Ilim"(Hc, u®) 1),

Soit A la classe des éléments a(®) tels que u(®P) soit défini. Soit o
la relation d'équivalence sur C* engendrée par la relation (C,V,C),

dans laquelle V est la classe des couples
(a(®),a(a(®)), ox a(d)eA.

Puisque le foncteur qg vérifie les conditions du théoréme 2, il existe une

q° - structure quasi-quotient (H*, 1) de (C*,v) par 0. Soit

D=((H* E)D.(C,v)eF

g

la ¢° - quasi-surjection associée. Posons

i)

- projecteur. En effet, si ®=

f=(H D). Do (H p) e J=p
g
)

=(H*",®,1')eT etsi u(D) est défini, on a, pour tout i Elo',

Nous allons montrer que i est un (?g,cf'

pE(®) = p2(D).a(®) et D(a(®) €Hy,
d'od
J(ol(®)) =D(p}($)).D(a(®)) = D(p} (D)) = pi(] .®).

Ceci signifie que f appartient 4 ff'g. Supposons
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F=(s,v), F (H u)eFd e F=p5F)
4

Puisque (C*,V) est une p°- structure libre engendrée par H*, il existe

un et un seul
Fr=(s vy, F (C,v)eP tel que F*.(C*,.,H*)=F,

ol F'=pg(13'). Sid=(H,D,I') €T etsi u{®d) est défini, des rela-

tions F' . ® = F.® et
pY(F.®)= F(p4(®) = F'(p}(D)) = F'(p}()).F'(a(D))
=p¥ (F'.®).F'(a(®))=p¥ (F.®).F'(a(D)),

pour tout i €1, on déduit F'(a(®)) €S;, de sorte que F' est compatible
avec p. Par définition d'une g°- structure quasi-quotient, il existe un et

un‘seul F" Ef}:g tel que I:"".D = I:“', ce qui entraine i’".f: F. Si I:“’l’,]=

= F, ona
F1.D e(s v . Fc vy e pg(ﬁ;.b).(c-,L,H-)zp.
Par construction de I:“', il s'ensuit I‘:'ib = I:"',' on en conclut I:"'iz I;'",

ce qui achéve la démonstration. Tout (H*, u) Gg'g

o est évidemment sa

propre complétion. m 1+
Jusqu'ici, nous avons supposé que J ne contient pasla catégorie

vide @*. En réalité, les résultats de ce & sont encore vrais si l'on y

supprime !'hypothése (Zﬁ'ﬁ/g. En effet toutes les démonstrations précéden-

tes sont valables lorsque [*= @ * € A condition d'adopter les conventions

suivantes : Soit H ' une catégorie; He@ désigne une catégorie isomorphe

4 H*, dont 1'élément isomorphe & b € H est noté bA Soit N(H", @')m la 2

- .
catégorie admettant H 3% pour sous-catégorie pleine, ayant une unité
@H = (H.»¢ ’¢.) 6?1
et dont les autres éléments sont les triplets

Y, =(a.¢,é ), on e€H;

o’
et dont la loi de composition est telle que
/B(‘Pe)z(sz '
Y mh=¥,. siheH e'=a(h). e =pB(h).
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(Cette catégorie est la catégorie H (1@*'}) associée 3 H' au début du
chapitre TV, C.S.). Nousdirons que 0 est une limite projective de D, si
¥, estun (R(H*, @)D, H P ).gjecteur, ie. si 0 est un élément final
de H*; dans ce cas, ‘I’o (qui est entiérement déterminé par 0) est la limite
projective naturalisée associée. Avec ces conventions, il résulte par

exemple du théoréme 10 :

COROLLAIRE. Supposons @ €JcF et ﬂeﬁ'lr(o. Si H'€J, admetun
élément final 0 et si | est une application 4. limite projective partielle
sur H* telle que u(@y) =¥,, il existe une complétion g. pro;ectwe
(H L) de (H*, 1) dans laguelle H* est une sous-catégorie de H® et
0 un élément final de H .

CAS PARTICULIER. Supposons dans le corollaire précédent que § soit
la classe de toutes les catégories triviales correspondant & l'univers CUE.{KU
et que u( @, ) soit seul défini. Reprenons les notations des démonstrations
des théorémes 9 et 10, ce dernier étant applxqué au cas ol I'on choisit
pour (C*,v) la complétion §- projective libre (H v) canonique de H°*.

© est larelation associée & une sous-catégorie propre de N*; par suite
D(C) est une sous-catégorie H* de ;1 admettant [; pour élargisse-
ment. En identifiant H* 4 une sous-catégorie de H* , on obtient une caté-
gorie a §-limites projectives dont 0 est un élément final. Cette catégorie

est construite directement dans [ 18].
3. Adjonction de limites inductives et limites projectives.

Nous reprenons les notations du § 1 et nous désignons par 4 une
partie de 3’0, par §* la classe des catégories |* duales des catégories
J-€9. Le dual d'un foncteur ® est noté O *.

Soit H*' une catégorie. Nous appelons application 9- limite induc-
tive (resp. inductive partielle) sur H* une application p qui associe a
tout (resp. & certains) foncteur ® de J 'ef] vers H*un (ﬁ 'j.,%(H ; ]')m)-
projecteur u(®); alors Lim* ® désigne la limite inductive de ® (resp.
Lim* est le foncteur S-li;ite inductive de ]E, R(H*, ] YT vers H*)

->
correspondant et s;.‘(fb) désigne l'injection canonique de ®(j) vers
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Ltm‘“d) pour tout j € ] -. Si ‘I’ est une transformation naturelle définie par

le triplet (é, 7,9), oh é EH It , 'unique élément b tel que
BBy = 7(: e
b.s’.(fb)—-‘r(]), pour tout 7 €],

est noté lim"* W . Si J* est la catégorie vide, les conventions sont celles
introduites*é la fin du § 2. Pour que p soit une application §- limite in-
ductive (resp. inductive partielle) sur H*, il faut et il suffit que ['appli-
cation u*:®*s e, (u(d)*) si u(®) est défini, soit une application §*-
limite projective (resp. projective partielle) sur la duale H* de H", ol
€ est l'isomorphisme de (BH')* vers HH* tel que (/b b, [)=
=(f, b, b, )

5.‘}" (resp. 53—') la catégone isomorphe & ff"ﬂ (resp. a ?ﬂ*
ayant pour éléments les triplets F = ((C , /.L) F,(C*, 1)) tels que

((C*,m‘),F,(c*,,L*))eff"fj (resp.ef}ﬂ ).

Soient sp et sq les foncteurs projections canoniques de 55 vers F et M
respectivement, f!Q le foncteur associé de méme 2 ﬁTO. Soit S§~ la sous-
catégorie de ?«. formée des classes F mod r, o F est un foncteur & §-
limites inductives. De tout résultat des §1-2 , nous déduisons par dualité

un résultat analogue concernant les limites inductives. En particulier :

THEOREME 11. Soit § Efﬁlo. Alors SQ est un foncteur a ﬁ( - limites pro-
jectives et ~-engendrant pour M. Tout H'Eg admet une p structure
Iibre (I} ., /:L) telle que H' soit une sous-catégotrie pleine de H *, que ,u
soit injectif et que 1:1 soit une ‘U-categorze si pCf(ﬂ)C U et si H* est
une - catégorie; de plus H* est une (3? ,F )-projection de H*. La
catégorie 53' est une catégorie & g?-proje:tion:
DEFINITION. Si (C*,u) 63§ et si MCC, la sQ- sous-structure de
(é *, ) engendrée par M est appelée complétion §- inductive de M dans
(C*,1). Une (S?N ’3::\. )-projection de H' € ?o est dite complétion 5-
inductive libre de H*. Une (53,33'.' )-projection de (H*,u) 653:'0 est
appelée complétion §- inductive de (H*, 1L).

Soient § et g deux parties de ffo. Désignons par ?.95 la catégorie
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formée des triplets ﬁ:((&‘,;;”&),)?,(c-,v“u)) tels que
(o) Fc vy eFd e (CopFacpp eI,
munie de la loi de composition
(w'y, Fo,w ) (w, F w)=(w, F F w)

si, et seulement si, w,=w'. Nous identifions la classe des unités de
?,Qj a la classe des triplets {C*, v, 1) tels que V et u soient respec-
tivement une application §- limite projective partielle et une application §-
limite inductive partielle sur C* € ? Soit ffgg la sous-catégorie pleine de
?'gg ayant pour unités les (C* 1, u) tels que (C*, V) 63’9 et (C ) 653‘-
Soit pgg ie foncteur de J"gﬂ vers J associant (C F C*) a F et soit

95 sa restriction & c}:ﬁﬁ' Posons
I
3= p;}f-pgd et q,gg] = Pff'P'gS-

. &r, 94 A . ., PO .
Soient 3:,5(5 er ?gg les catégories associées de méme & l'univers '.mo, les

foncteurs canoniques de 3:@5 vers M et S étant respectivement Qgg et
p¥.

4
PROPOSITION 22. P79 et (3’—'%, L ?gs) sont des foncteurs & mo-l'imites

projectives. Qgﬂ est un foncteur ~-engendrant pour .
DEMONSTRATICN. Supposons K emo et

E :{C;{,v )63.”;93 pour tout k& € K.

k k2 HR
D'aprés la proposition 20 et sa duale, il existe des produits (C*, V) et
(C*, 1) de (Ck, k)k,GK et de (Cl;’fuk)kek dans p'g et dans ﬂp’

respectivement, les projections canoniques étant
((Cpovp)ipy, (CH,v)) et ((Cripy)sp g (CHu ),
si (Cj,p 3% C*) est la projection canonique de la catégorie produit C*=
= HK C* sur C;. Comme ff’gﬂ est un produit fibré de (p"(1 gp'), il en
€

résulte que (C*,v,u) estun produit de (E ), . g dans 3:'53 la k-&me
projection étant (E,, p D g (C*,v,u)).Sideplus E, 633 pour tout k €K
on trouve (C* V,u) € g’og , de sorte que (?'gﬂ 3"55) est un foncteur a
mo-produits.
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- Soient
F=(C v ) Fo(c v, u)e$d
Feéov, i) F.(c v, upefd

Si N est le noyau de (pgg(lz'), pgg(l:“')) dans ¥, la proposition 20 et sa
duale montrent qu'il existe une qg- sous-structute (N*, V') de (C*,v) et
une “g-sous-structure (N*,u') de (C-, ). Il s'ensuit que (N, V', ')
est un noyau de (I:’, i") dans pgg. Donc (pfop. 1), pgg et (?'gg . ?gg)
sont des foncteurs & fmo- limites projectives.

-Soient (C*,v,u) € ?gg et MC C. L'intersection I} * des sous-caté-
gories H' de C* stables pour ¥V et pour i et telles que MCH a les
mémes propriétés; par suite 1:1 * détermine une Q°J - sous-structure([jl ',{/,;L)
de (C*,v,u), qui est évidemment la Q,(]ﬂ_ sous-structure de (C*, vV, 1)
engendrée par M. m

COROLLAIRE. Tout H* € g’gﬂ admet une (?gs, g‘:gfj' .‘?'gg)-projection.

En effet, la démonstration est analogue A celle du corollaire de la
proposition 20 . =
DEFINITION. 87 (C*, v, u) Ef}'iﬂ et si MCC, la Qgﬂ-sous-structure de
(C*,V,u) engendrée par M est appelée (3, §)- complétion de M dans
(C-. v, u).

Nous supposons désormais que § et { sont des parties de ?o
telles que 4§ emo et § emo.

A. CONSTRUCTION D'UNE (4, §)- COMPLETION.

THEOREME 12. Soit (C-, v, u) 6?35 et désignons par (AAA', 1;/}.) la
(g,ﬁ)-comple’tion de MCC dans (C*,v,u). Si M emo, on a A:i 63?10 .
Si M* est une sous-catégorie de C*, si le foncteur Z est injectif et
si LimY ® €M (resp. Lim*® £M) pour tout ® € M. F 4 (resp. € 1&? 9),
alors M* est une sous-.::ate’gorie pleine de M *; ici Z désigne le foncteur

vers C* somme de Lim” et de Lim'".
-

DEMONSTRATION. Soient A¢ et }xﬂ les ordinaux tels que
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AN = su T et A = su 7
1717 9= 7

On a Ag<A et }\5<A ot A désigne 1'ordinal inaccessible associé 3
I'univers ‘}Ro (démonstration du théoreme 5). Notons N ['ordinal initial
régulier d'indice (sup()xg, }\g J+1) ona N<A .

-Supposons M C C et soit M la sous-catégorie de C* engendrée par M.
Soit I <AL N et supposons définie, pour tout ordinal £ < A, une sous-
catégorie &15 de C-. Nous définissons alotrs une sous-catégorie 1(4)\ de
C* comme suit :

10 ) Si A est de seconde espeéce, Moo= U m, .
) Si pe A £< N £

20 ) Soit A= N +1; soit (M'f)\, V4) la complétion g-projective de
1;17\. dans (C*,v); alors M est la sous-catégorie telle que

(M.)\ p_.)\) soit la complétion S inductive de M' dans (C*, ).

Par récurrence transfinie, nous obtenons ainsi une sous-catégorie M)\. de

C* . Montrons que }\AA‘;\. est stable pour v et u. En effet, si
d=(C*,0,1')e¥.d,

on voit comme dans la démonstration du théorgdme 5 qu'il existe un & < A

tel que ®(I)C 1;15 ; puisque M'f 4+ est stable pour v, on a

Lim¥ ® €M£_.+1 M§+1‘
De méme, si ¥ est la transformation naturelle définie par un triplet (®, 7,¢é)

ol e EC;, il existe un &' < 5\' tel que ¥(I)C DMQ;" et par suite

Lim¥ W €My o CMgy .

Donc I‘V‘i‘)\. est stable pour ¥V et, par un raisonnement analogue, on voit qu'il
est stable pour . On en conclut que Mi. définit une Qgs-sous-structure
(M., 1) de (C, v, p). ’

- Soit (M V',,LL ) la (4, 5) complénon de M dans (C* v,p) De 'af-
firmation précédente on déduit M of M)\. . Par ailleurs, on a M 1 C M. Suppo-
sons montté que MgCM pour tout £ A, o 1<AZL N Alors M)\C M,
si A est de seconde espece. Si A=A +I, on a M\ C M, car M’ est la

plus petite sous-catégorie de C* stable pour ¥ et contenant My C M, et
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que M+ est stable pour Vv ; de méme 1;1)\6 1(4, puisque AAAX est la plus
petite sous-catégorie de C* stable pour p et contenant M") . Ainsi, par
técurrence transfinie, on obtient 1;1 N C‘Ici .D'od
Mo =M et (M',0',0u)=(Mjy,V, ).
-Supposons M EW On a M em Soit A< N et supposons prouvée la
relation M§ 63]( pour tout f( >\~ S1 A\ est de seconde espéce, il s'ensuit
M)\em , car >\< N<A et que mo est un univers admettant A pour ordi-
nal associé. Si A= A'+1, alors M ke?ﬂ en vertu du théoréme 5, et M;\em
d'aprés le théoréme 11. Par récurrence transfinie, on trouve M e?ﬂo
- Supposons vérifiées les conditions de la deuxiéme affirmation du théoréme.
On a 1;11 =M. Soit I<AZ N et supposons montré que M® est une sous-
catégorie pleine de M; pour tout E<CAN. )
10)Si A est de seconde espéce et si [ € M;.M;\.Mé, il existe un

£ <N tel que | EM(;.Mé. .M; C M, de sorte que M est pleine

dans M)\

20 ) Soit A= N4 1. M% définit la complétion §-projective de Mx dans
(C*,v) et l'on montre (voir démonstration dans appendice, corol.
laire du lemme 7) que la condition A du lemme 6 (appendice) est
vérifiée. Ce lemme affirme que M)\. est pleinedans Mk et (dua~
lement ) que M)\ est pleine dans M)\ Comme M est pleine dans

M?\' par hypothése de récurrence, elle est a fortiori pleine dans

-
.

Mo,
On voit donc,xpar récurrence transfinie, que M* est pleine dans 1\‘43\. = 1\‘4 ..
-Nous allons maintenant donner une autre construction de M qui nous
sera utile pour la démonstration des théorémes suivants. Pour cela, définis-
sons au préalable l'opérateur o¥* qui associe a toute sous-catégorie B*
de C* la partie o ¥* (B) telle que
o¥r(B)=oc¥(B)uo,(B),
o OY(B) est la classe associée 4 B relativement 3 (C*,¥) dans la

démonstration du théor¢me 5 et od 0, (B) est la classe ot *(B) associée
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™
d'une maniére analogue 3 B relativement a (C*, u*) 6?‘2 . Nous définis-
sons par récurrence transfinie une suite transfinie (M')‘)7\< % de sous-
catégories de C* en posant :
1e) ! = M v
20) My = U Mf , s1 A est de seconde espéce;

£<H -
30) M;\ = sous-catégorie de C*' engendrée par CTVH(My), si
A=N+1.

On obtient ainsi une sous-catégorie I.W'-‘N de C*. Un raisonnement sem-
blable & celui utilisé pour prouver le théoréme 5 montre que ;4-3\. est une
sous-catégorie de C* stable pour V etpour u, et par suite M C }\]5\. . In-
versement, il est évident que M € M St que, si Mf C 1\‘4 , oxl a aussi Mf +1S

C 1;1; d'on, par récurrence transfinie, M5, C 1;1 . Donc 1(4 v = Mi. ..

COROLLAIRE. QQS est un foncteur ~-engendrant pour M. Les foncteurs
ng et (ff’gg, L, ?gg) admetteni des adjoints.
En effet, la démonstration est analogue a celle du corollaire du

théorémeS. m

B. pgg -STRUCTURES LIBRES.

THEOREME 13. Tout H* € ?o engendre une pgs-structure libre (C*, vV, u)
ayant les propriétés suivantes :
H* est une sous-catégorie pleine de C* et le foncteur somme

de Lim¥ et de Lim" estinjectif.
-

DEMONSTRATION. Soit ((C*,V,),]) un (?gg, pgg)-projecteur. 1l en
existe d'aprés le corollaire du théoréme 12. Soit Q(H") 1a catégorie
N (W,H"‘;_)[I1 , o H} est la catégorie obtenrue en ajoutant 3 H* un élé-

ment initial 0, et soit '77H . le foncteur canonique
(QHY, 0 Q(H .7y €F

de H* vers (@(H*) (nous reprenons les notations de la démonstration du
théoréme 6 ). Puisque M est une catégorie a mo-limites projectives et 3

mo-limites inductives, @(H*) est une catégorie 2 §- limites projectives
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et & J-limites inductives, car § U Gmo. Soient Lim et Lim les fonc-
-

teurs §-limite projective et J-limite inductive canoniques sur M. Soit

eGru).5.0509).

Pour tout e E(H+) désignons par (I) le foncteur (théoréme G) de a(®d)

vers M tel que
(I)e(k)= 'Tk(e) pour tout k € a(P), ou D(k)(e) = Tk(e)BE(Hfm)o
Soient /(P ) la limite projective de @, formée des couples

(z, D), ou z€Lim<I)e

-~ -~

et soit l’(d)e) la limite inductive de (I)e dont les éléments sont les cou-

ples

(®.2'), o z' €Lim®,
-

~ o~ -~

Il existe une limite projective Lim¥ ® (resp. limite inductive Lim*® ),
>
qui est le foncteur de Hﬁ_ vers M tel que

Lim"®(e)=1(®,) (resp. Lim“@(e):l’((l)e))
pour tout e €(H,);; la transformatxon naturelle correspondante qui n'ap-
partient pas a 7, .(H), est notéc L/’(D) (resp. ,u((D)) Am51 nous defl-—
nissons sur @(H ) une application §-limite projective ¥ .(I> > V(CI)) et
une application J- limite inductive & - ® + Z(®). Donc
S=cQruey, 5,0y e ¥,

Si dl((I)) =d, (®,), ot1~dm = Lim" ou szx’“, et si <D0(e) est un atome
pour tout e eH' , alors @ = (I> car d (<I))0 contient au moins un couple
{z, (I)) ou ((I) z). La classe Ny - (H) em admet une (9§, 5) complétion
S dans S (Remarquons que la saturante de ng(S) dans @(H ) estla
complétion réguliere gauche de H*® au sens de [12].) Etant donné que
lecl est ~-engendrant pour N d'aprés le théoréme 12, on a Qgﬂ(f) € mo

Par suite, il existe

=@ ny. 5, i, 5 e 5.5

et l'on peut supposer, en identifiant H* & une sous-catégorie de ({'(H"),
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(@ Hoy,umy B = (@ CH, L H).
Les relations
(& cHey, 9,0 effgﬂ ec (@ (H),  H)eF

assurent I'existence d'un et d'un seul

F=(Q o), o, @), F (Ctv,p)edd
tel que

F.p=(Q(HY,  HY, oo F=pF).
Il s'ensuit que | est injectif, de sorte que J({H)® est une sous-catégorie
M+* de C* etque F'=(H*',F(,M*) estun isomorphisme.
-Dans la fin de cette démons-t;ation, les symboles d et d' peuvent étre lus
indifféremment Lim ou L_z;m, a condition de supposer que I-et [~ appat-
tiennent a § dans le premier cas, 3  dans le deuxiéme cas. L'indice m

prend les valeurs ] et 2.Si ® € C* . F .1, on a
F(d(®)=d(F.0)=u(d(QH" ), u™ FO.1') fu(ny.(H)=H,

d'ot (D) é M. Par construction d'une pgg— structure libre, (C*, v, ) est
la (g,ﬂ)-complétion de M dans (C*,v,u), car c'est la (g,fj)-complé-
tion de M = J(H) dans un produit d'éléments de 3:35 (théoréme 1) . En
vertu de la fin de la démonstration du théoréme 12 dont nous reprenons les
notations, on a C = U, A‘;-}\. -

AN
Supposons

® ec-.F.., ®,+0, et dP)=E=d(d,).
Soit A le plus petit ordinal tel que ® J(1Pud,(1,)C ;47\ (la démons-
tration du théoréme 12 prouve qu'il existe un tel A< A'). Nous pouvons
supposer que l'ona ® (1, )f!\;é. pour tout £ < A. Soit C* la catégorie
obtenue par élargissement de C* telle que C; = C; U{E'} et que E’ £ cC
soit isomorphe & E dans C* (cette catégorie est construite au cours de la
démonstration du théoréme G ). Le foncteur (é “,¢,C*) est a §-limites
projectives et a §- limites inductives; E' étant isomorphe 2 E dans é',

on peut trouver des applications - limite projective ¥ et §-limite induc-
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tive /._; sur C* telles que
oY (B) = p7 (®) et sB(D) = k()
Si®(1)CCed=(C,0,194,,
d'(C*,®,,1;)=E".
Des relations -
(&',Z,ﬁ)e?gﬂ et (C*,.,C*).Je%,

il résulte 'existence d'un et d'un seul

- -

G=(C v mn G (C v upedd

tel que G.J = (é",c ,C*).], o0 G= pgg(&). En utilisant la construc-
tion de ;15*‘1 comme sous-catégorie de C°* engendrée par «’.7""“‘(l;'1¥f Y,
un raisonnement analogue 3 celui fait dans la démonstration du théoréme 6
prouve, par récurrence transfinie, que la restriction de G a A.';)\ est l'iden-

tité et que l'on a
E=G(d(d,)= G(d(®,)) = E',

ce qui est impossible. Donc & = (132 et le foncteur somme de 7Y et de

Lim* est injectif.
-

- Toutes les hypothéses du théo. 12 étant vérifiées relativement 3 M et 2
(C*,v,un), ce théoréme affirme que M*® est une sous-catégorie pleine de

C*. Ceci achéve la démonstration. ®

C. COMPLETION LIBRE.

Soit &-QS la sous-catégorie de ff~ (voir n° 2 ) formée des classes
~
F mod r, ou F est un foncteur a §- limites projectives et a - limites induc-

tives.

THEOREME 14. §i (C*, vV, i) est une pgg-structure libre engendrée par
H: € ?o, alors C* est une (3‘43, F  )-projection de H*.

~ ~
DEMONSTRATION. Le raisonnement est analogue A celui utilisé pour prou-

ver le théoréme 8. Il utilise les résultats suivants :

lo)Y(C',v,u) estla (4 ,S)- complétion d'une sous-catégorie M:*
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isomorphe & H ' (théoréme 13) et C = U M)\, ol M)+1

la sous-catégorie de C° engendrée par O"‘""(M)\) (fin de la
démonstration du théoréme 12).

20 ) Pour tout A< N , toute unité E de ;17\_*_1— :ﬁ-)\ est associée 3
un et un seul D €C* . F.I' tel que (D(I)C&)\ et que E =

=Lim”® ou E=Lim*d.nm

>
DEFINITION. Une (ng ¥ ) projection de H* e.cf est appelée (9, ﬂ)
complétion libre de H:*. Une (3:95 3"43) projection de (H*, v, 1) eggs
est appelée une (9, 4)- complétionde (H*, v, u)-

D'aprés les théorémes 6 et 14,si H* € (fo est une U- catégorie, elle
admet une (§, &)- complétion libre qui est aussi une U- catégorie, 1 étant

un univers contenant pg:(g ).

T'P.l EOREME 15. Tout (H', v, u)€ 3:;93 admet une (4, ﬂ)- complétion
(H*, ¥, i) ayant les propriétés suivantes :

1°) H* est une sous-catégorie de 1;

2°) (I;' ,V,04) est une qgg - Structure quasi-quotient d'une pgﬂ-
structure libre engendrée par H*.
DEMONSTRATION. Soit f’ € 3'55.(H L, V,M4) un (?gg , Sr'gﬂ)-projecteur;
il en existe d'aprés le corollaire du théoréme 12. On sait [ 12] qu'il existe
une sous-catégotie @l(H *) de la catégorie é(H *) (notation de la démons-
tration du théoréme 13) telle que le foncteur @ 1(H "), Ny H") soita
§-limites projectives et a §-limites inductives. (@1(H *) est la «trans-
complétion gauche de H'» au sens de [12]). Choisissons une application
- limite projective v et une application ﬂ- limite inductive /—.Z sur 1(H )

telles que
PY(D) = 7y (pY(D))  (resp. que sE(D) =7y .(sH (D))
si ®(1)Cny.(H) etsi®=(H" nllcb 1), ot 1= a(d). Soit
(@,(H), v, 1)
la (g,ﬂ)-complétion de T}H.(H) dans (@1(H'),;,;)ef»‘§5. Daprés
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le théoréme 12, on a Pﬂ:(@'l(H D)) €mo, de sorte qu'il existe
. 89 &9 VoY DY
i effoﬂ.?yﬂ.(&l(ﬁ ),V )

Puisque

F=a ((QH ), D5,y (H v, u) e P,

il existe un et un seul F' € 3:95] tel que F= IA:'. f’. Etant donné que
qgﬂ(l;) est une injection, il en sera de méme pour ' = qgs(j'). Donc
J'(H )" estune catégorie isomorphe 3 H', et on peut trouverun (?gg, ?'gﬂ)'
projecteur vérifiant la condition 1.

-Soit ((C*,v,u),]) un (g:gg,pgﬂ)-projecteur tel que a(J)=H".
D'aprés le théoréme 13, on peut supposet que | =(C*,(,H ). Si v (d)
(resp. u(®)) est défini, posons

a, (®)=1lin*(BC, v(®) ard)
(resp. a (¥ ) = lim”’(BC'. m(D ), af®)j).

Soit A la classe formée de tous les éléments av((I)) et au(\’b} ainsi
construits. Désignons par p© la relation d'équivalence sur C engendrée
par la relation (C, V', C), on V' est la classe des couples (b, a(h))
tels que b € A. Puisque Qgg est un foncteur ~-engendrant pour M et a
ﬁ(o- limites projectives, il existe une qgg— structure quasi-quotient _([;', v,
de (C*,Vv,u) par o, en vertu du théoréme 2. Une démonstration analogue
A celle du théoréme 10 prouve que ([; D ,ﬁ) est une (?45 R ?'gﬂ)-pm-
jectionde (H*,v,u). =

a

REMARQUES. 1°0) Tout élément de S:Eﬂ est identique a son (¥, 9)-com-
plétion. Si H*€F et si(H+, v, ) est une (3, 9)- complétion de (H*, ¢, )
les (9,5)-complétions libres de H* sont les catégories équivalentes 4 H *.

20 ) Le théoréme 14 signifie que la (§,9J)- complétion libre
de H* résout le probléme universel du plongement, 4 une équivalence prés,
de H* dans une catégorie a §-limites projectives et ﬂ-lim.ites induc-
tives. Le théordme 15 peut encore s'exprimer en disant que la (§, §)- com-
plétion de (H",v,u) est solution du probléme universel du plongement

de H* dans une catégorie munie d'une application 4-limite projective v
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et d'une application J-limite inductive ,:L, de sorte que le plongement
soit compatible avec (v, v ) et avec (., /‘:/.).

30 ) Soit H'€ .‘fo et (C*',v,u) une (g,ﬂ.)-complétion libre de
H*. Si §=4 est formée des catégories triviales finies, une (9,9)- com-
plétion libre H* de H* a été construite explicitement dans [18]. La
construction de [ 18] peut se déduire du deuxiéme procédé indiqué dans
le théoréme 12 pour construire la € ,3)- complétion de H * dans (C*, v, u)
par une «abstraction » analogue a celle qui a conduit du théoréme 5 aux
théorémes 7 et 9. H* estun élément minimal de la classe ordonnée par
inclusion des parties K de C telles que HC K et que K' soit une (5!,5])-
complétion libre de H* .

40 ) Appliqué a partir de 1'univers 'ﬁ( (en supposant qu'il existe
un univers contenant m et admettant BR pour élément), le théoréme 15
prouve que tout élément de Sr'gs admet une (m m ) complétion appar-
tenant 3 ?gg Le théoréme 6 montre que, si ‘U est un univers compris
entre Wo et mo et si H* € 3"0 est une U-catégorie, elle admet une
('mo, @ )-complétion libre qui est une U-catégorie. On peut traduire
comme suit les résultats précédents en termes de «petites» catégories
et « grandes» catégories :

Appelons «ensemble» un élément de mo et «classe» un élément
de mo. Si § et § sont des ensembles de petites catégories, toute petite
(resp. toute grande) catégorie peut &tre universellement plongée 3 une
équivalence prés dans une petite (resp. une grande) catégorie H* af-
limites projectives et & J-limites inductives (a savoir son (9,9)-com-
plétion libre); si H* est une mo-catégorie (i.e. au sens de [12], diffé-
rent de celui de[S], si H* est «localement petite»), il en est de méme
pour H- lorsque I'un des ensembles § ou § est vide. De plus H* peut
aussi étre universellement plongée dans une petite (resp. une grande)
catégorie a - limites projectives et a §-limites inductives, en conser-

vant certaines limites choisies dans H*

4. Adjonction de limites a une catégorie structurée.

Soit P = (fﬂ, P ,H) un foncteur d'homomorphismes saturé & pro-
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duits fibrés fxms et soit p = (m PL ,X) la restriction de P a la sous-
catégone H= P (M) de }( nous supposons K €m La saturante de
K dans }( est notée }( Soit A 1'ordinal associé a |'univers ‘JRO (i.e.

A= sup, M) et soit { < A un ordinal de seconde espéce. Si § EHO
Me

[e]
et st MC P(S) engendre une P - sous-structure s de §, nous poserons
s=5| M.

DEFINITION. On dit que P est {- ~ - engendrant pour M siP est —~-
engendrant pour M et si {a condition (DC) sutvante est vérifiée :

(Dg) Soient S E}(o et (5§)§<g une suite tranﬂs/’inie de type §
de P-sous-structures de S telle que P(sé. )C P(Sg ,)efm si £ &
existe une P - sous-structure 5§ de S pour laquelle P(S) = §L<J P(sf) .
EXEMPLE. Un foncteur dénombrablement .-engendrant pour T [1] est
w- ~-engendrant. Un foncteur ~-étalant est (- ~-engendrant pour
pour tout ordinal de seconde espéce [< A; il en est de méme pour les
foncteurs Py et Pq.

Soit F(p) la catégorie des foncteurs p - structurés [ 1] dont les
éléments sont représentés par des triplets F = (& *,f. C*) tels que

10)/6}{, (C*,a(f)) et (é",,@(f)) sont des catégories p -
structurées;

2)F=(C,p(f).C*)eF.

Soit ;;’ le foncteur canonique de F(p) vers F qui associe F a F.

Nous reprenons les notations des 9 1 et 3. Soient § et ﬂ deux
parties de ff’ telles que g em et § EW Soient [f'gg(p) la catégorie
produit fibré de (p' 9. ,p') ayant pour elements les triplets

F= ((C',V,/J-),/.(C',V,M))
vérifiant les conditions

1°)F—(C f.CyeFip);

22)((Co, v, 1), p([).(C v, pw)y € FI

La classe des unités de F'?J(p) est identifiée a la classe des éléments

(C*,s,v,u), o
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(C,s)eF(p), et (C v, u) e

Soit 3%([7) la sous-catégorie pleine de ?'gg(p) ayant pour unités les
(C*,s,v,u) dans lesquels (C*,v,u) eF 5; c'est une catégorie pro-
duit fibré de (pgﬂ,p:'). La surjection [:“ —-[;'(-I::) définit un foncteur p'gs(p)
de ?'gg(p) vers 3:, dont la restriction a ffgg(p) est notée pgg(p) .
Soit qgﬂ(p) = pF .pgﬂ(p) le foncteur projection de ffgg(p )vers . Nous
définissons de méme 3 partir de l'univers :ﬁ(o les catégories ff'gﬂ(P) et

g'gg(P), les foncteurs Qgg(P) et ng(})).

Soit Kgg I'ordinal borne supérieure des ordinaux I tels que

Lepg (S UY).
A. THEOREME DE COMPLETION STRUCTUREE.

THEOREME 16 . §'i] existe un ordinal initial régulier ( tel que Kgﬂ <§<A
et tel que P soit (- —-engendrant pour M, alors Q’I(P ) est ~-engen-
drant pour (M, X.Cfgﬂ(P)), X étant la classe des Qgﬂ( P )- monomorphismes

de la forme

N —

F=(u,,f,u;), avec [E€P

DEMONSTRATION. Supposons u=(C", s, V, ) éﬁgg(l")o. Pour toute
sous-catégorie B de C', B € ?HO, désignons par C;V”(B) la classe cons-
truite comme suit : Soit o¥#(B) la classe associée 3 B relativement 2
(C,v,u)e€ f}_iﬂ dans la démonstration du théoréme 12; nous savons que
o¥(B) 63‘{7.0. Comme P est ~-engendrant pour M, il existe une P-
sous-structure spg 6}(0 de s engendrée par o ¥*(B). Posons
OVE(B)=p(sg) €.

-Supposons MC C et M € mo . Pour tout ordinal A< {, nous définissons
par récurrence transfinie une sous-catégorie M;\ de C* et une P-sous-
structure s, de s de la maniére suivante :

loy M; est la sous-catégorie dci C* engendrée par p(sl), ol

Sy= s ] M e }{o .
20 ) Supposons trouvées deux suites transfinies (Mé )§< et

(55 )£< 5, de sous-catégories de C* et de P - sous-structures
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de s telles que
P(Sé-)CMé- Gmo et M_E'C P(Sf) si §'<§.

Soit N)\=8’v“( U)\ Mg) . Comme BTIO est un univers et

que A€ A =sup~ K,ona
Kemo

U I d'od e .
con e €N, ou Npel,

Désignons par M)‘\ la sous-catégorie de C* engendrée par

P(S7\.)’ oli s, est la P - sous-structure
S)\=SIN)\E}(O de s.

-Soit M* la sous-catégorie de C* réunion des sous-catégories M, , pour
A< . Alots M Emo, car [< A. Par définition d'un foncteur (- —~-
engendrant, la suite transfinie (s) AL de P-sous-structures de s déter-

mine une P - sous-structure § de s telle que
Pesy=VU prsy).
PRSI

Des relations‘M)\C P(sy  (JCMy 4 pour tout A< T, il vient MecP( sicC M
c'est-a-dire M = P($). Un raisonnement analogue a celui fait dans la
démonstration du théoréme 12 prouve que M est stable pour V et pour i,
i.e. que M= (}vu(M ), car par hypothése [ est un ordinal initial ré gulier
et 1< { pour tout I*€§u 4. Donc A"i définit une Qgs—sous-structure
(/\A'i',’;/,;L) de (C*,v,u).-Par ailleurs, (1:'1', $) est une sous-caté-=
gorie P - structurée de (C*,s) (th. 13-11[141]), i.e. une P, 13'-sous—
structure de (C*, s}. La catégorie ffgﬂ(P) s'identifiant 4 la catégorie
produit fibré Pg, . I3'V Qgg, on en déduit (th. 9, chap. IV, C.S.) que
(}\‘A', s, ;J ,,ZL) est une QQS(P)—sous-structure de (C*,s,v,un). Clest
évidemment la (QQS( P), X, K)- sous-structure de (C*,s,v,u) engen-
drée par M, en désignant par X la saturante de ggﬂ(p) dans f!}gg(P).
Ceci montre que Q"J(P) est un foncteur - engendrant pour (M, X, K),
et par suite pour (M, x, T‘]g(p)), car Qgg(P) est un foncteur d*homo-

morphismes saturé. ®

COROLLAIRE 1. § P est &mo-produits et [ - ~-engendrant pour M,
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oi { est un ordinal régulier tel que ?\gg(?_; <A, les foncteurs pgg(p) et
(?gg(p), L, ?gg(p)) admettent des adjoints.

DEMONSTRATION. Puisque P est a f)flo-produits et 4 produits fibrés
finis, il est a ?o- limites projectives. Sa restriction p a ;’1 (M) est un
foncteur a cfo-limites projectives, car P est un foncteur ;l—'homomorphis-
mes saturé. Il s'ensuit (th. 1-3[1]) que [;' est aussi un foncteur & mo-
limites projectives. Par ailleurs, d'aprés la proposi. 22, pgEI est un fonc-

A

teur 3 .?o-limites projectives. Comme ?gg(p) est une catégorie produit

%
foncteurs pgg(p) et (S:'gg(p), ¢, ?gs(p)) sont des foncteurs a ﬂ:o-limites

fibré de (p° p9), c'est une catégorie i 50-1imites projectives, et les
projectives. Les conditions du critere 1 d'existence d'un foncteur adjoint
sont donc vérifiées relativement a4 ces deux derniers foncteurs, de sorte

qu'ils admettent des adjoints. m

COROLLAIRE 2. Si P esta mo- produits et [- ~- engendrant pour N,
oit { <A, alors p* admet un adjoint.

En effet, supposons § et § vides; alors 3:{!5([7) s'identifie a
?(p) et pgg(p) a [;'. Or, dans la démonstration du théoréme 16, le fait
que [ soit un ordinal régulier n'a été utilisé que pour montrer que M est

stable pour ¥ et pour i, ce qui sera vrai ici pour toute sous-catégorie

de C*. Donc le corollaire 2 résulte du corollaire 1. ®

COROLLAIRE 3. Soit [;gs le foncteur de ?gg(p) vers ff(p) associant
(C*. [, C ) aWC v, ) [,(C v, u) SiP esta ﬁlo-produi:s
et - ~- engendrant pour M, on [ est un ordinal régulier et ou Kgg<§<A,
tout (H*, s) tf?(p)o engendre une pgﬂ structure libre (1} LS, W, &)
telle que H CH;.

DEMONSTRATION. j;gg est un foncteur a mo-limites projectives, PS:‘I;'_ };gﬂ-_—
= Qgg(P) est ,~-engendrant pour (?ﬂ,x,?gfl([’)) (théoréme 16).Donc le
critere 1 affirme que pgﬂ admet un adjoint. Soit ( , 7) un (?gﬂ(p), ﬁg‘q )-
projecteur tel que a(7)=(H', s), et soit & =(I}', s, ;/, ,ZL). Dési-~
gnons par sV le groupolde des couples (H x H;)‘L associé 3 H;.On

sait (th. 2-11[14]) que (SJ-, Sy X so) est une catégorie p - structurée,
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o s_ est la p-sous-structure de s définie par H;. De plus, par défi-
nition d'une catégorie p - structurée, il existe

/e(so X so).]‘(.s tel que p(f)=[f,al.
Ceci signifie

F=(Ss*,1,H)YeF(p).
Comme S est un groupofde de couples il est a §-limites projectives et a
g-limites inductives et, en choisissant deux applications §-limite projec-
tive V' et §-limite inductive u' sur s, ona
u= (ST, s Xs_ v, u) effgg(p)o.
Par définition d'un ((fgs(p), égs)-projectem’, il existe un et un seul
Fr=s* v, b, v i eFep)
tel que pO(F).T=F, don p(f).5(T)=p(f), on F= pg .p" La
restriction de p(f)=[ B,a] a H; étant l'identité, la restriction de ()
4 H; sera aussi injective. Par suite H’ peut étre identifié a
P(I)(H)CH; .m
DEFINITION. Une (W, X, ffgg(p))-sous-structure de i ej:gg(P) engen-
drée par M est appelée (4,9) - complétion de M dans 7. Une (?gg(p),(f'gﬂ(p))
projection de u € ?'gg(p) est appelée (9, S)- complétion structurée de u.
q
Nous désignons par v le foncteur canonique de 3:.95([)) vers ?'gJ
associant (e',p(f),e) a (e', ], e)Eff'gg(P)c
THEOREME 17. Supposons que P soit a m‘(o-produits et {- ~-engendrant
pour M, oa { est un ordinal régulier tel que?xgﬂ <L <A, et que p admette
une section maximale z (4 [1]). Tout H* 63:0 engendre une pgﬂ(p)-
structure libre 4 telle que v(i) soit une (g,ﬂ)-complétion libre de H*.
Si u' est une (4, 9)-complétion structurée de u, alors v(u') est une
(4, f])-comple’tion de v(u).
DEMONSTRATION. Soit K*€F_ et s = z(K). Alors
a=z2(K,a,K)es . H.s, b=z(K,B,K)es . H.s.

A Y
D'aprés la proposition 1-4 [1], 2(KX K) =2(s)X z(s) et s xs =
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= 2z(K* «K*) est une p- sous-structure de z(s) X z(s) en vertu du lemme

3 (appendice) . Si K*=(K, )}, on a
2(K,k,K'«K*)es. H.s gs.

Comme p est un foncteur d"homomorphismes saturé et résolvant, il s'ensuit
que (K*,z(K)) est une catégorie p- structurée.-Supposons H°* cho et
soit ((C*,v,u),J) un (ngﬂ,pgg)-projectem tel que J €F.H" (il en
existe d'aprés le théoréme 13). En vertu du corollaire 1 du théoréme 16,
il existe un (?gﬂ([’).Pgﬂ([)))-projecteur (a,]'), ol

i=(H ., §,v.0) e ] eF.H".
Les relations

(C*,z(C), v, u) e.‘?gg(p) et JeC . F.H-
assurent I'existence d'un et d'un seul
F=(Cvm) fo(h 0,0 e p).a
tel que F.J" =], o0 F= pgg(p)(;). Puisque
(v, ) eP e el Hone
il existe un et un seul
Freti, v, 059 e v u)

tel que F'.] =7, o F' = p3(F"). Soit F=v(F): ona

Fobrecc v, ) 59 cco v m)
et

Pgﬂ(ﬁ.ﬁ’).]zF.F’.]:F.]'zj,

Il en résulte F.}:"' =(C*,v,u), car ((C*,v,u),J) est un(cf{]_f]”pgf[)_
projecteur. Par ailleurs, ona g = z(pg(F')) ez(I:I).}(.z(C), d'oi

G=(i v, ) g.(C v ) eFp).B(F)
) Gr=F e %(p)(G.F)=F".F.

Par définition d'une section maximale, il existe un g3 €z(H). H.5 tel

que p(g.)=H, ce qui entraine

G = (v, f)ge (0. i) €50G).F5(p).n
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et pP3(p)(G') = H" On obtient
o)ia. 13) Jr=FLE =L =] = 00900) (G,

L

et par suite G,F = G', car (#,]") est un (?gﬂ(p),pgﬂ(p))-projecteur.

Ainsi

-

F' . F=u(G.F)=v(G')=(H", v, 1)
Ceci prouve que F est I'inverse de F’ dans ffgg, i.e. que (1:1‘,';/,;1,) est
aussi une pgg- structure libre engendrée par H*.
-Supposons =(H"',s,V,1) Eff'gs(p) D'aprés le théoréme 15, il
existe un (ffg cf'g) projecteur ]E?'gg.v(u),- soit

(K*,v',u)y=801).
En vertu du corollaire 1 du théoréme 16, il exxste un (Cfgg(p) 3:'45([7)/
projecteur ]" Gg'gg(p) u, posons ,3(]")*(H , S, 17,,u) et ]"—1,(]")
Puisque ]" 63{5.?'%.1/(11), il existe un et un seul M Ec.fgg tel que
M.]= f".'D'autre part, z étant une section maximale de p, il existe un
b €z(s).H.s tel que p{ho)=H, ona
k=i, s e pehr=d500).

On en déduit

-~

N=((K v, pt) k. (He v, p)) effgf’(p)o-ff"gg(p)

et, J" étant un (3‘43([)), ?'gg(p))-projecteur, il existe un et un seul N’
tel que

-~

N'.J"=N, don N'.j"=] si N'=u(N').
Les égalités
N .M. J=N.]"=]
entrainent N'.M= SB(]). 1l existe aussi un by ¢ 2(H). .5 tel que
p(h=)=H, de sorte que I'on trouve
M= (B )by (e, 5,50 e F00). wtin) = B,
w =((H'.V,/J.),z(qs(M)),(K‘.V'.#')) eBcM).F(p). 80N

et y(M') = A‘d Il s'ensuit
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~ -~

‘U(M'.N'.]"):M.[:]'.]‘":A"i.fzj":‘IJ(&'.;")

et, v étant fidéle,
-~ ~ ~ -~ "~

MI .N' .]n_: er.]n.

Etant donné que ;" est un (?gﬂ(p), ?'gs(p))-projecteur, on a donc
NN = M
Par suite
M.N" = v(/\:i'.l'\lv') =f(J"),
et M est I'inverse de N’ dans S"gﬂ Ceci signifie que ]"' est aussi un

(3"93 , ?’gg) - projecteur. ®

COROLLAIRE. Avec les hypothéses du théoréme 17, tout (H*,s) Ef}'(p)o
engendre une Z)gg-structure libre i telle que v(i) soit une ($,9)-com-
plétion libre de H'.

En effet, ceci résulte du théoréme 17, appliqué a 1'élément

u=(H‘,S,®,®),

ol @ est l'application vide. ®

EXEMPLES. 10) Si p est le foncteur & projection vers M de la catégorie
J des applications continues relatives a I'univers mo, les conditions du
théoréme 17 sont remplies, car & est ~-étalant 3 section maximale. Par
suite : Soit (H*, T) une catégorie topologique, ¥ une application §- limite
projective partielle et 4 une application §-limite inductive partielle sur
H*; si ([‘-‘1‘,;/,,&) est la (fLS)-complétion de (H*,v, ), il existe un
foncteur continu injectif F de (H*,T) vers une catégorie topologique
(1‘1 ., ’}), compatible avec (v, ;) et (p, ;L), solution du probléme uni-
versel du plongement de (H*, T,V ,u) dans une catégorie topologique
munie de deux applications §-limite projective et §-limite inductive. En
effet, (;1 *, %, ';J ,;AL) est la (g,ﬂ)-complétion topologique de (H*, T, v,u)
et é(-ﬁ) est une injection, en vertu du théoréme 13.

20 ) Le théoréme 16 et ses corollaires s'appliquent lorsque p
est I'un des foncteurs py, pyp ou pg projection vers M de la catégorie N

des homomorphismes entre classes multiplicatives, JI' des néofoncteurs,
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¥ des foncteurs, car ces foncteurs sont { - ~- engendrants pour M pour tout

ordinal { de seconde espéce tel que [ <A.

THEOREME 18. Soit }' une sous-catégorie de H stable par produits dans
H et vérifiant la condition (o ) relativement & (M, p) (chap.1ll, C.S.). Le
théoréme 16 et ses corollaires sont aussi vrais si on remplace partout 5 (p)
par sa sous - catégorie pleine chl(p) ayant pour unités les catégories
p(}(', H)—(resp. p((}{', Ky, H)-) structurées.

En effet, les démonstrations données plus haut s'appliquent sans
changement, en utilisant les résultats suivants :

1°0) F (p) est stable par produits dans F(p) (th. 1-11[14]);

22)S8i (C*,s) 6?1(17)0, si § est une p-sous-structure de s et

si p(5) définit une sous-catégorie C*de C *,ona
(C.3)eF (p),
et (C*,5) est une {;;-sous-structute de (C*,s), en dési-

gnant par p larestriction de j;' adf (p)(U[14]).=
pl 1 S

B. ADJONCTION DE LIMITES A UNE CATEGORIE ORDONNIEE.

Soit « le foncteur canonique vers M de la catégorie Q) des appli-
cations ordonnées relative A l'univers ‘Yﬂo, et ) la sous-catégorie de [l
formée des applications ordonnées strictes [ 15]. Le foncteur w est ~-~
étalant et ()' est stable par produits et vérifie la condition (<) relative -
ment a (M, p). Ainsi 0 est [- ~-engendrant pour N pour tout ordinal
{<A. D'aprés le théoréme 16 (resp. 18) le probléme «universel» de I'ad-
jonction de §-limites projectives et de §-limites inductives a une catégorie
@~ structurée (resp. catégorie ordonnée) admet une solution.

Soient £ et £' deux parties de mo telles que £ Emo et O éfmo.

En fait £ et £ interviendront seulement par les ordinaux
AQ = su (Z+1) et A = su (Z'+1).
£ L epg & L 'P€£'
DEFINITION. On appelle classe £ £ -inductive (resp. ££€'-sous-inductive)

une classe ordonnée (M, <) telle qu'une partie A (resp. A majorée dans

X
(M, <)) de M admette un agrégat UA (resp. un sous-agrégat |J A st
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A < x € M) lorsque I'ordinal A est inférieur & N @ et une intersection N A
si A< A

. Evidemment une classe ke ~(resp. e e. sou§-)inductive est aussi
fg'-(resp. L8 - sous-) inductive si, pour tout I: ef et tout [:' 653', il
existe L €£ et L' €' tels que L‘.C L et I:'C L.

Soit Q(££') (resp. Q’(fﬁ' )) la sous-catégorie de Q1 formée des
/=((M',<),£.(M,<))
vérifiant les conditions:
10)Si ACM, A<>\£ etsxlex1ste UA (resp. U A) dans (M, <),
alors f(UA)=Uf(A) (resp. f(UA)"U/(A) ot y = f(x)).

20)Si ACM (resp. A<x €M), si A<?\g. et s'il existe N A
dans (M,<),ona [(nA)=nf(A).

Soit ?(gf') (resp. ?s(gﬁ. ) la catégorie des applications P L induc-
tives (resp. £ £' - sous-inductives), i.e. la sous-catégorie pleine de (L LY
(resp. de Q-"(ff' )) ayant pour unités les classes Lo inductives (resp.
ee - sous-inductives). Soit w(LL) (resp. ai’(fg' )) la restriction de w
A cette sous-catégorie de Q. Désignons par ? (££'), fps(gg "), a)(f,f')
et &)’(ﬁﬁ') les catégories et foncteurs définis de méme a partir de l'uni-

vers mo , ces foncteurs étant des restrictions de w. = () yaw,f).

THEOREME 19 . w(ﬁf'} et ws(fg') sont des foncteurs (- ~-engen-

drants pour W, pour tout ordinal régulier [ tel que sup(?xi), )\ﬁ,) < L<A.

DEMONSTRATION. Soit ’3’ I'isomorphisme canonique de o) sur la sous-
catégorie pleine f? de 3" qui associe 2 (M, <) la catégorie des couples
déhmssant (M,<). Soit 53 (resp. £') la classe des catégories triviales
L° telles qu'il existe L e® (tesp 653') vérifiant L CL. Si (M <) est
une classe £& - inductive, C*= 'y (M,<) est une catégorie A Q - produits
et A S-é' - sommes (chap. IV, C.S.). Comme tout inversible de C* est une
unité, il existe une seule application .S-é-limite projective ¥V et une seule
application é‘ - limite inductive p sur C*, de sorte que I'on a

F(M,<)=(C',v,p)€ff££'.

La surjection
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((M,<),f .(M.<))»(I“(M',<).(L><£)c (M, <))

définit un isomorphisme [ de A?(ff ') sur la sous-catégorie pleine ?g‘g.
de Cf‘gﬁ ayant pour unités des (C*,v,u) E?gg tels que C* 6? Soit
Q‘Q‘g la restriction de Qgﬁ' ff ‘S?g . D'aprés le théoréme 12, Q ££~'
est ,~-engendrant pour JM; une demonstranon analogue prouve que QSSB' st
(MY x ,fg-g)-engendrant, ng'(x)::classe des (C-, ¢, C ‘}.F ou C*est
pleine dans C* et F e.cf_y. Donc w(£8")est -~ engendrant pour M. -Soit

{ un ordinal régulier tel que
A LKA et Ag < L<A;

il en existe, par exemple l'ordinal initial d'indice sup()xﬁ,Kg.) +1.
Soient u=(M,<) € ff’(ﬁﬁ' ), et, pour tout A<, uy=(My,<) une
gu(ﬁﬁ' )- sous-structure de u vérifiant Mg C Mf' si £< £ < {. On mon-
tre (comme dans le théoréme 3-4[1]) que (M5 ,<) est une sous-classe
£ 8- inductive de (M,<), i.e. une classe ordonnée par la relation d*ordre
induite par (M, <) sur M, C M, telle que pour Ay C My, on ait UA,€ M
si A)\< >\£ et N Ay € M)\ si A < }\g., ol UA)\ et MA, sont calculés
dans (M,<). Posons M= )\g M, . Soit ACM et A< KQ Pour tout
a €A, il existe K < [ tel que a GM)\ . Puisque la suite transfinie

(-}\a)aeA’ ot 7\ < C est de type A< A < “ { et que { est régulier,on a

ANyg=sup A <.
4 g @

Il s 'ensuit
ACM, , dot UAEM, CM,
™4 M4

car M)\ est une sous-classe £ £ - inductive de (M,<). On voit de méme
que, si A < )\g. ,on anNA eM Par suite (M <) est une sous-classe
L8 - inductive de (M,<) et, a fortiori, une w(gf')-sous-structure de
(M,<). Ainsi gu(ff') est { - ~-engendrant pour m.

- Supposons (M, <) € Ps(L £ ), - Les &)’(Sﬂg' )- sous-structures de (M,<)
sont les sous-classes £ £' - sous-inductives de (M,<), c'est-a-dire les

sous-classes ordonnées (M’, <) telles que

(M, <), e, (M,<) ePs(2L
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Soit K C M. Désignons par K@ (resp. par K@.) la classe des couples
(A,x), ob

ACK, x€K, A<x et A< Ag (resp. <)\£.).
Soit g (resp. g') la surjection associant 3 (A, x) € Ko (resp. € Kgi)
X
I'élément [J A (resp. N A ). Posons
T(K)=g(K@)u g'(Kei)ds
X
on trouve K€ T(K), car x = |J { x} pour tout x € K. Pour que la sous-
classe ordonnée (K,<) de (M, <) soit une sous-classe £ &' - sous-induc-
tive de (M,<), il faut et il suffit que K = 7(K).-Supposons K Emo.
Les relations
KeCP(K)x KeM et Ko CP(K)xXKeM
entrainent, ?RO étant un univers,
g(Ke) el , g'(Ke) el et T(K)eN .

Soit { un ordinal régulier tel que sup()\kg , ng) <Il<A. Soit 15 A<
et supposons définie une partie Kf de M pour tout £ < A, de sorte que
Ky=T7(K), Kg emo et Ky CKgy si £l

= U .
Posons Ky =17( §<>\K§), on a
Kxémo et K5CK7\ si £<A.
Par récurrence transfinie, nous obtenons ainsi une suite transfinie (K }\))\< z
de parties de M. Soit K= _}\U K5 . Etant donné que Wo est un univers
admettant A pour ordinal associé, que [ <A et que K)\efmo pour tout
A<, on a K Emo. Montrons que la sous-classe ordonnée (I‘(,<) de
(M,<) est une sous-classe £ -sous-inductive de (M, <), i.e., que
T(K)= k En effet, soit (A, x) € Ke (resp. € kg. ). Comme plus haut,
on voit qu'il existe un ordinal }\A <{ tel que AC K, ; il existe aussi
A, <L tel que x €Ky ; soit A= sup()\A,Kx); des relations A+1< (
x
et (A, x) e(K)\)g (resp. 6(K7\)£.), on déduit
X - -
glA, x)= ) A €Ky, CK (resp. g'(A,x) =N A €Kyy ,CTK),

d'ou
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T(K)=g(Kg) Ug'(Kgr) =K
Ainsi (i(, <) est une sous-classe P £ - sous-inductive de (M, <).-1l est
évident que 12 C K' si (K',<) est une sous-classe L 8- sous-inductive
de (M,<) et si KCK’. Donc (K <) estla @’(QQ') sous-structure de
(M,<) engendrée par K et, puisque K 63]( le foncteur ws(gfz)est
~ - engendrant pour JM.-Unraisonnement analogue a celui conduit ci-dessus
prouve que, si (M3 ,<) est une c:) s(gg. )- sous-structure de (M,< ) pour

tout A< L, ( )\L<J§M>\,<) est aussi une ws(ﬁf')-sous-structure de
(M,<), de sorte que gus(ff') est { - ~-engendrant pour n. =

COROLLAIRE 1. Soit u EQO; alors u admet une (?(fg'), Q)- (resp. une
(P5(£L2),Q)-, une (P (3L7), U BL ), ouune (P(3L), 05 ))-)
projection dont u est une sous-classe ordonnée (resp.ordonnée, l'injec-

tion canonique appartenant & SU P L) ou a2 Q5(BL')).

DEMONSTRATION. Les foncteurs «(LEL") et w S(L L") sont des foncteurs
d'homomorphismes saturés a mo-limites projectives. Posons K = PeeLY
(resp. = ?s(gg. )); le foncteur ((1,. ,K) étant 4 noyaux et le foncteur
(9, ,j() A ﬁlo-produits, le théoréme 19 montre que les conditions du
crittre 1 sont vérifiées relativement & ({1, LK) et a (Q(gf'),L ,K )
(resp. et a (Qs(ﬁg'),z ,:K)), de sorte que ces foncteurs admettent des
adjoints. - Soit z = (M, <) EQO et soit 7'=((1;4,<),7' ,u) un (K,Q) pro-
jecteur. Si on munit SHD de la relation d'ordre C :

M' < M si, et seulement si, M’ C M,
on trouve
(M, cHeP(2E) cP(£E)
On définit une bijection / de M sur M C mo en associant 3 tout x € M

la classe x” des minoran:s de x dans u, eton a
f=((m C)/ (M, <) e,

Puisque /'(M) em , le théoréme 19 assure l'existence d'un g EK j(
tel que a(g) soit la w(gg' ) (resp. w5(£530) ) sous-structure de (WR ,C )
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engendrée par f (M). Il en résulte
/’:(,B(g).ii,u)exo.ﬂ,

de sorte qu'il existe un /" €K tel que f".j=/". Comme w( /) est une

injection, w(j) sera aussi une injection, car w(f*).w(j)=w(/"). Soient
x €M, yeEM et j(x)<j(y)
dans (1‘;1, <); les relations

5(x>)=[_'(x) =_/_"(1'_(x))</"(L(y))=_g_(y>)

entrainent x” C y> , g étant inversible, d'ot x <y dans (M,<). Donc j

définit un isomorphisme de » sur la sous-classe ordomnée (j (M), <) de

N P

A

(M,<). 1l s'ensuit que la classe ordonnée obtenue & partir de (2;4,<) en
ideatifiant ;7 (M) a M est une (K,)-projection de «, dont (M,<) est
une sous-cla—sse ordennée. - Supposons de plus =@ .Si A est une partie
{tesp. partie majorée) de M telle que A< )\ﬁ). et s'il existe x =M A dans

(M,<), on trouve

x> = Ve e par suite [ e€(@ &) (resp. e Qg L.

acA

Un raisonnement analogue au précédent prouve donc que z est isomorphe
4 une sous-classeordonnée dans UBEL) fresp. QS ) dela (K, Q@ Ly)-
(resp. (K,Qs(@ ,g' )-) projection de u# .m

COROLLAIRE 2. Soit p=(8EL") (resp. = w5(LL")). $i (C*, <) est
une catégorie p - structurée et si r est une relation d'équivalence sur C,
il existe une catégorie p - structurée quasi-quotient de (C*,< ) par r. La
catégorie ?'gs(p) est une catégorie a ?gﬂ(p)-projections, st ﬂccfo,
ﬂCffo et pcj“(guﬂ)e'mo‘

DEMONSTRATION. Soit [ I'ordinal initial régulier d'indice

sup(A@ A @i Agd+1,

cedus

od )\gﬂ = sup 5-1—, on a }\gﬂ < <A et, d'aprés le théoréme 19, P est
1
{- ~-engendrant pour M. Le théoréme 16 affirme donc que QgS(P) est

~-engendrant pour N, et son corollaire 1 que ?'gg(p) est une catégorie

a ggg(p)-projections car X = QQS(P);_. Sid=@ =4, le foncteur Qgﬂ(P)
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s'identifie au foncteur Q projection canonique vers M de F(P),de sorte
que ce foncteur est - engendrant pour J; étant aussi un foncteur d"homo-
morphismes saturé a mo-limites projectives (prop. 1-3 [11]), O vérifie
les conditions du théoréme 2 ; par suite sa restriction 2 J(p) est & struc-

tures quasi-quotient.®

REMARQUES. 10)Si £ = @, la catégorie PS(BL) est isomorphe i une
sous-catégorie pleine de 3@2' , ol é' est la classe des catégories obte-
nues en ajoutant un élément initial aux catégories triviales L° telles que
LcL' €®. Par suite on peut aussi démontrer que ws(ag.) est {- -~
engendrant pour N par un raisonnement analogue a celui utilisé dans la
premiére partie de la démonstration du théoréme 19 .

20 ) Soit H* la catégorie de couples associée & (M,<)e (] .
Soit ([‘1 ., v ,,Z/.) I'élément de ?gf. correspondant a la (P(££), 0 )O-
projection (1:4,( ) de (M, <). Si (C*,v,u) est une (§,§')-complétion
de (H*,®,3), il existe un foncteur de C* vers [:1 * compatible avec (v ,i/)
et avec (,LL,/:L). Mais H*® n'est pas isomorphe & C*, car C° ne définit
pas un ordre sur la classe de ses unités. En fait, ;1 * n'est pas une (;S?’,?f?’)_
complétion libre de C*, comme on voit facilement lorsque £ =@, d'aprés
la construction de la complétion £' - inductive libre canonique de € * don-
née au théoréme 10.

Appelons catégorie £ L' - inductive (resp. catégorie £ £ - sous-induc-
tive) une catégorie p( He, a(p))- structurée, o p = w (ff 'y (resp.
=wS(LLY) et H'=0a(p)nQ'. Du corollaire 2 du théoréme 19 et du
théoréme 18, il résulte qu'il existe une solution pour le probléme«universel»
de l'adjonction a une catégorie £ £'-inductive (resp. £ @' - sous-inductive)
de §-limites projectives et de §- limites inductives, avec conservation de
certaines limites données. En particulier, si L= (resp. £ = @) et si
' est la classe des parties finies de 'ensemble des entiers, une appli-
cation £ £'-sous-inductive est une application f- sous-inductive (resp.
sous-préinductive) et une catégorie £L'-inductive (resp. @£ - sous-in-
ductive) est une catégorie /- inductive (resp. sous-préinductive) [ 1]. Ainsi

le corollaire 2 du théoréme 19 généralise le théoréme 4-5[11].
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C. ADJONCTION DE LIMITES A DES CATEGORIES MULTIPLES.

Soit p[ n ] le foncteur projection vers M de la catégorie

gfn]
des foncteurs n-uples [14]. Soit PCE: n le foncteur de Cf[ n ] vers f)ﬂ

associé de méme 3 l'univers ‘Jﬂo

THEOREME 20. P[ n] est un foncteur { - ~ - engendrant pour M, pour tout
ordinal de seconde espéce [ <A .
4+ -
DEMONSTRATION. Soit (C %), une catégorie n-uple telle que Ce i
i$n ) x o
et soit BC C. Désignons par > ;,(B) ! la sous-catégorie de C ' engen-

drée par B, pour tout i < n. Posons

olnlsy= U op).

i n
Si B emo, on a U["](B) emo, puisque P?’ est ~-engendrant pour .
Supposons

KcC et Kemo

Par récurrence, nous construisons une suite croissante de sous-classes K:’

de C telle que

=oln! = oln]
K,=0o (K) et K7+1 o (K)
pour tout entier j. Posons k= U K. Etan donné que Wﬂ est un uni-
jEN

vers, on a K e?ﬂ . Montrons que K définit une sous-catégorie n- uple de
(C ') <n € est-a-du’e (th. S5-I [ 14 ]) une sous-catégorie de C i pour

tout ; < n. En effet, soient
- - 4, L.,
x €K, yeK e (y,x)€eC '4C *,
o

Il existe un entier j tel que «x eK]. et y € K].. Puisque ol K].) festla
-+

sous-catégorie de C ' engendrée par K]., on trouve

-

a itx)eoykycolnlik)=k ck,

A - a
Jé) '(y)éO',.(Kl.)CK et y-+.x eo‘i(Kj)CK.
PR €L

Par suite K ! est une sous-catégorie de C * pour tout i < n. Il est évi-

dent que (K ') i< n est la sous-catégorie n-uple de (C_L engen-

i)i\< n
drée par K, de sorte que Féf[ n] est - engendrant pour M.
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-Soit { < A" un ordinal de seconde espece Pour tout A< {, supposons
donnée une sous-catégorie n-uple (C)\')'< de (C ') i< n 3’(5 n] , de
maniére que ['on ait

C)\CCN si AN,
Posons é= U Ca . Si
AL

. oo

xeé, ye& et (y,x)€eC i*C i

]

il existe un ordinal A< { tel que x € Cy et y € Cy. Par conséquent
4

. - <+ - -
a (x)€eCy,CC, B (x)eC et y+;x €CyCC.
-, + .,
Ceci prouve que (C ')iS . €St une sous-catégorie n-uple de (C ‘)ig "

On en déduit que Pﬂ[: n ] est (- ~-engendrant pour N .m

<L
COROLLAIRE 1. Soient (C ')i, n Une catégorie n-uple et r une rela-
tion d'équivalence sur C; il existe une catégorie n-uple quasi-quotient
<4
H
de (C )ignparr.

n]

En effet, Pg["] est un foncteur d'homomorphismes saturé a

A
%

limites projectives et ,-engendrant pour N; d'aprés le théoréme 2, p

a

w

est donc A structures quasi-quotient.m

COROLLAIRE 2. La catégorie 3:.93(?[ ]) est a ggﬂ(p‘;_ ]) projections,
oz §cF . JcF _pgiug) em
En effet, ce corollaire résulte du corollaire 1 du théoréme 16, dont
les hypothéses sont vérifiées, en vertu du théoréme 20, en prenant par
exemple pour { I'ordinal régulier A d'indice ( s#¢ 1)+ 1.m
q I'e Eluf]
Soit ¥ EI[n] la classe ayant pour éléments les familles
o
.
- i
e=(C “vikdicn
vérifiant

-, g -,
ple)=(C ’,v.,p.)e‘f'gﬂ et p[g](e)=(c ’).< eFlnl,

Soit ffrgg[ ] la sous-classe de g"'gg[n ] formée des e tels que p;(e) 53:93
pour tout { < n. Soit 3;,5]5[ 1 la sous-catégorie de la catégone produit

(.‘}'-gﬂ)ﬂ formée des (F ),< . tels que (ﬂ(F ))1< n? (a(F))x< . sont dans
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9001, Py =¥ F ) siicn e it gn.
Nous identifions ?'gﬂ[n] a la classe des unités de 3:.45][ 1. Soit 3:55[ ]

la sous-catégorie pleine de S:'gﬂ[ 1 ayant ggﬂ[n] pour classe de ses
unités. Desxgnons par g°¢[n] le foncteur de ffg[ ] vers M associant
E!(I(F ) a (F )i ¢ n- Soient fAf'gs[ 1, ﬁ:gg[ ] et Qgﬂ[n] les catégories
et foncteur deflms de méme A partir de 1'univers W On définit un fonc=~
teur p[gg de ?Qq[ ] vers ?[ n] en associant ((C ’) n F,(C ’)i\<n)

-

(C 00 i) Ful 7w i), eif“U[n].

n

THEOREME 21. Le foncteur Qgﬂ[n] est ,-engendrant pour M. La caté-

gorie S:'gﬂ[n] est une catégorie a ?gﬂ[n]-pro]’ections et p[gg] admet un
n

adjoint,

DEMONSTRATION. Soit A l'ordinal régulier d'indice

N+ 1, o A sup
Qj ,(]ﬂ 1° eguﬂ
Supposons e = (ci v M) i n ?gg[n] . Pour toute sous-catégorie
N
n-uple (B ) < n de (C ') de51gnons par o, (M) la sous-classe

-Liy Vinu'i)eghgg

(construit a la fin de la démonstration du théoréme 12), et ce pour tout

v,
de C obtenue en appliquant & B l'operateur o ' Frelatif 3 (C

i £ n. Soit

o[ (B) = U 5.8

i< n

Si B Emo, on a 3'2.(3) Emo d'aprés le théoreme 12, et par suite

U[ n ] (B) € mo .
Supposons KC C et K € mo. Par récurrence transfinie, nous construisons
une sous-classe K, de C pour tout ordinal A< A comme suit :
L+ [ ] i )
o) (K, )1.\< , est la P, - sous-structure de (C )iS , engen
drée par K(qui existe d'aprés le théoréme 20);

20 )(K;i)ig . €st la P["]-sous-structure de (CJ_")I.S , engen-

drée par o[ (gg)\Kf)'

234



SUR L'EXISTENCE DE STRUCTURES LIBRES 117

Du théoréme 20, il résulte que 1l'on a K>\€fm pour tout A< }\ Posons
K = )\L<J ;\K)\, alors K e?ﬂ , car Dﬂo est un umvsrs et }\< A . Puisque K»,
définit une sous-catégorie de ch ! pour tout A< A et tout 7 < n, la classe
K définit une sous-catégorie n -uple de (CJH")'.s n- Montrons que K est
stable pour v, et pour .. En effet, soit i <n; si ® est un foncteur de
I-€f (resp. Efj) vers C ¥ tel que CI)(I)C K en utilisant comme dans

la démonstration du theoreme s le fait que >\ est régulier, on voit qu'il

existe un ordinal A< A. tel que ®(1) C Ky ; il en résulte

v, i . -
m P (resp. Lim '®) €0,(Ky) Cop 1 (K)C Ky CK.
Donc K est stable pour v, (tesp. pour My ) et définit une Qgc][ 2] -sous-

i VY u'),< , de e.ll est évident que ¢’ est la Q™ ]fr]-

structure e’ = (K
sous-structure de e engendrée par K; ainsi, (][n] est ~— - engendrant
pour M.-Puisque Qqﬂ et P[”] sont des foncteurs a fowhmxtes projec-
tives, (f'gq[n]L, j[n]) esta MM ,-produits. Les conditions du critere 1
d'existence de foncteurs adjoints sont ainsi remplies relativement 2

'g‘][n] o, F j[n Yera p[gﬂ] par conséquent ces deux foncteurs admettent

n
un adjoint. m

Soit 77 le foncteur de Cf["] vers 3“[71-1] tel que

Wn((c"'f‘)i<n)::(c'"i)i< -1 et pf[;n"ﬂ ‘anp[n] .

Soit N l'ensemble des entiers positifs, A la sous-catégorie du groupofde
(N x N)J- associé & N formée des couples (7,7) tels que ¢ < f. Nous
définissons un foncteur 7 de A vers F tel que

7T(n, n)= f["] et 7‘f(n,n+1)=77n_'_1 pour tout n € N.

Soit FLe) 1a catégorie limite projective de ce foncteur. Ses unités s'iden-
tifient aux suites (C'Li)i €N telles que :
4
I°)yc™i ed _ pourtout i €N,
y , . . , .
20)(Cc T, ati, ctyeF et (¢, 87 ¢ty €F pouri€n, jEN;

3° ) Axiome de permutabilité : Si les composés

(8451 *i(g4[) et (g+;8) *j(f+])
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sont définis, ils sont égaux, pour tout { €N, j €N, i #7.
Les morphismes de Fle) gridentifient aux triplets
~ g Lo
(c ,)ieN'/’(C l)iGN)
tels que
k]
Y (C Pien
20)((:‘J'i,/, C'Li) eF pour tout 7 €N .

Effo[w] et (éii),.eN cho[w];

DEFINITION. Une unité (resp. un morphisme) de Cf[“’] est appeld une

catégorie w- uple (resp. appelé un foncteur w- uple).

Soit p[“’] le foncteur projection de ff[“’] vers M associant C a

(CJ_i)ieN. Soient § et f] deux parties de ?o telles que pc'j:(g Uf]) efmo .
Comme plus haut, définissons la sous-catégorie f}'qg [w] de (3:.5;3)1\1 obte-
nue comme suit : ses unités sont les familles e = (C'Li, vy, ;Li)i eN telles

que

pper=(c v up 5 e pd o= cth, eglel,
les morphismes étant les (I;i)i en tels que

(a(F ey €FH 101, (BOF Y, oy e P80l e Merp=der)
pour tout { EN, j € N. Soit B:Elj[w] sa sous-catégorie pleine ayant pour
unités les e tels que pif"(e) € ?Qﬂ pour tout ; € N. Désignons par ¢ 5[&)]

et pgﬂ les foncteurs canoniques de ?gg[co] vers M et vers F, par
@

Qgﬂ[w] et Pgﬂ les foncteurs de cfgg[a)] vers M obtenus de méme a
~ w
partir de mo

THEOREME 22. Le théoréme 20, ses corollaires et le théoréme 21 sont
encore vrais st I'on remplace dans leurs énoncés n par w.
En effet, les démonstrations sont analogues, i £ n devenant 7 €N,

ce qui conduit 4 poser

U[w](B)=iU o;(B) (resp. U[w](B): .U gfi(B))
i€EN

€N

dans la démonstration du théoréme 20 (resp. théoréme 21). =
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DEFINITION. Soit 8=n €N (resp. = w). Une (cf‘qﬂ[ 81, ?'gﬂ[ 81)- pro-
jection de e 6?'%[ 01, sera appelée complétion n-uple (resp. w-uple)
de e.

APPLICATIONS.
1°) Construction de foncteurs types : Soit (C*, v, ) € ?33 et
soit N .= (nE %C’.) la catégorie double des transformations naturelles

entre foncteurs de C* vers C-. Alors %C' définit un élément
e =(§RC.,‘;/,;L) Gefgg(I’Cf)
(appendice II, proposition 2, C.S.). Toute partie K de SYC. admet, en
vertu des théorémes 16 et 20, une (g,ﬂ)— complétion structurée
e=(KB K4 v, )

dans e (a savoir la Qgg(Pff)-sous-structure de e engendrée par K), et
K est construite par la méthode exposée dans la démonstration duthéo-
réme 16 . Supposons vérifiées les conditions suivantes : K admet pour
seul élément la transformation naturelle définie par le triplet (Y, y, C*);
[ <A est un ordinal de seconde espéce, § est la classe des catégories
triviales 1° telles que 1< { et 4 est la classe des catégories |* telles
que 7< { et que J' définisse un bon ordre sur la classe de ses unités.
On montre alors que la catégorie ; ‘- ([;’ mcH) ¢ contient la catégorie
des foncteurs de type (Y, y, {) (appendice II, C.S.}; mais elle ne lui est
pas identique, la construction des foncteurs types ne faisant pas intervenir
les transformations naturelles projection canonique d'un produit paralléle
de foncteurs naturalisés sur ses facteurs. Les éléments de la catégorie
des triangles de KT de sommet C* peuvent étre appelés transformations
naturelles canoniques entre foncteurs types. En particulier, lorsque C *== N
et {Y,y)= (5’,')’ ), on P est le foncteur «partie» et 7y sa naturalisation
canonique (C.S., app. II), on généralise ainsi les résultats de [8].

20 ) Soit C* ¢ 3:0 et soit {C*, F) un couple w-dominant une espéce
de structures (C.S., chap. II), ol w = (m,g, H*) est un foncteur fidele.
Soit ¢ =(H"*,q,G") un foncteur admettant un foncteur adjoint injectif g°’.

Alots (C*", q'.F) est un couple w,q-dominant une espéce de structures,
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«plongement universel» de (C", F) dans une espéce de structures w.q-
dominée. Ce procédé s'applique lorsque w est 'un des foncteurs qui ad-
mettent des adjoints d'aprés les résultats de cette partie II. Par exemple,
si w=pg et g=p°), on plonge ainsi universellement une espéce de
morphismes (C-°, F} (chap. II, C.S.) en une espéce de structures qgg-
dominée (C*, IAC), dite espéce de morphismes (4,9)- complétée, de sorte

que [:“(e) soit une (g,ﬂ)-complétion libre de F{e) pour tout e EC(;.
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APPENDICE

Nous allons indiquer divers lemmes implicitement utilisés dans le
texte précédent ou liés aux questions étudiées ci-dessus. Nous en dédui-

rons aussi quelques généralisations de résultats de[1] .
1. Image réciproque de sous-structures.

Dans ce §, nous désignons par p un foncteur (M, p , H*)d homo

morphismes saturé, a produits fibrés finis. Si f € H, nous posons [ = p(f).

LEMME 1. 1°) Si p est a {1}-produits fibrés et si s, est une p-sous-
structure de S € H' pour tout i €1, il existe une p-sous-structure |)
i€

de S telle que
Ns )= N ).
p(iels‘) ielp(s')

2°) Si f€H et si § est une p-sous-structure de ([}, il existe
un (W‘ p)-sous- morpbzsme /’ €5.H de [ tel que, en posant a{ [ )=
-/(S) onattp(/(s))"f([’(s))

DEMONSTRATION. Soit b, €H et ,B(b J=spourtouti €1.Si(p(h jv),.,
est un produit fibré naturahse dans m , 1l existe un produit fibré naturalisé
(bi' ;_i)iel dans H* tel que p(;'.) = v, si p est un foncteur d'homomot-
phismes saturé & {/}-produits fibrés; de plus (démonstration de la propo-

.. - ~—
sition 4), on a v, €p lorsque
r—
by €p pour '€l et %,

En appliquant ce résultat au cas on h; =S « s, on obtient N S;» puis-
iel
qu'il existe un produit fibré naturalisé

(ph)i(o0s)e. Nocsn,

. A L .
-On construit de méme f (§) en prenant h = B(f) e § et b, = [, étant
donné qu'il existe un produit fibré naturalisé
=1
(p(h)ivdioy,, tel que v, eM.f (p(s). m

COROLLAIRE 1. Supposons p & {1}-produits fibrés, f;€H et B(f,)=

pour tout i €1. S'il existe S €H tel que a(/,,),?S et si S‘,p_s, il existe
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-1
une p - sous-structure s' de S sur la classe N /'i(p(_é)).
iel—
. N /e
En effet, avec les notations du lemme, on a s’ = [.(5).®

COROLLAIRE 2. Soit h €H et [=(N,bh ¢, M) une restrictionde p(h).
Si M et N engendrent des p-sous-structures s' et s de a(h) et [5(h)

respectivement, il existe un (M', p )- sous-morphisme b' €s H.s' de b .

En effet, d'aprés le lemme, il existe un p - sous-morphisme g € s . H
-1
de b tel que a(g)=5h (s). Comme f(M)CN, ona
~1 -1
MCp(h (s)), dou s'—h(s).

-1
Ainsi I'élément cherché est ' = g.(h (s)«~ s'). B
4

Supposons que H*® admette un élément final a tel que p(a) =
={@}. Si s; €H:, il existe /,. €a.H.s, et, p étant a produits fibrés
finis, il existe un produit fibré naturalisé ((/1, vl), (/2 U, )) dans p
tel que p(vl.) soit la projection canonique de p(sl) X [;(52) sur p(si);
1'élément ((Ul’ v, ),a(ul)) est donc un produit naturalisé dans p, de
sorte que p est a produits finis. D'aprés le corollaire de la propositionl,
il s'ensuit que p est aussi résolvant & droite.

Comme dans [ 1], n° 3, nous désignons par :

K'(p) la sous-catégorie pleine de la catégorie produit fibré p P

ayant pour unités les couples (C*, s ) tels que
C e, seH:, p(s)=C
(23 [e]

et que ([ C*'], s) soit un graphe p-structuré [ 15] .

—ﬁ’(f)) la sous-catégorie pleine de K'(p) ayant pour unités les
graphes multiplicatifs fortement p-structurés (i.e. les couples (C*,s) €K'(p)
pour lesquels il existe 2 € s . H.s x5, ol s4s,_sX s et ou p(k) est
la loi de composition de C* ). T

T((p) (resp. ﬁ(p )) la catégorie des homomorphismes entre classes
multiplicatives p- structurées (resp. fortement p - structurées) .

T'(p) la sous-catégorie de Ji(p) formée des néofoncteurs p-

structurés; ses unités sont les graphes multiplicatifs p - structurés, i.e,
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les triplets (C*, s, s") tels que, Kk étant la loi de composition de C*,
on ait:

a)(C*,s) eR(p), et il existe k €s.H.s' vérifiant p(k) =
=(C,Kk,C* xC*);

b) Il existe v, €s.H.s' tel que p(v;)=(C,p 0, C'%xC"),0n

p; désigne la i-éme projection canonique de C X C sur C.

REMARQUE. La condition b( ajoutée dans [ 1] & la définition de graphe
multiplicatif p - structuré introduite dans [ 15 ] ) est nécessaire pour la vali-
dité de la proposition 5-3 [ 1] (et par suite du théoréme 2-4 [1]). En
effet, cette proposition repose sur le fait que la sutjection [ 3, a] définit
un néofoncteur p- structuré de (C*, s, s’} vers le groupoide p- structuré
(( Cé X CC;)J_ ps, X so), o s _,—~S5. Or cette propriété n'est plus vraie si
(C*,s,s') vérifie seulement la condition a. Par suite, il faut aussi suppo-
ser dans [ 16 ] (théoréme 1-1 et proposition 7-1) que, si (C', T, T')est
un graphe multiplicatif prétopologique, alors T' est une topologie plus fine

que la topologie induite par T X T sur C*4x C* .

PROPOSITION 1. Supposons que (C*,s,s'") 6.‘)'(([:)0 vérifie l'axiome b .

Soit § une p-sous-structure de s et C = p($). Il existe §'—s' telle que

- R - p

(C+,8,8)elp),.

DEMONSTRATION. Soit 2 € s.H.s' tel que p(k)=(C, K, C*%«C*). Ona
A . -1 . S S
C'xC=(CxCHNp (C)Nv,(C)nk (C).

D'aprés le corollaire 1 du lemme 1 appliqué a la famille (Ul’ v,. k), il

existe k& €5.H tel que
a(k)=§,_s" et p(k)=(C,Ki,C'%C*).

Donc (théoréme 4-11[151) (é', $, §') est une sous-classe multiplicative

p - structurée de (C*, s,s'). ®

COROLLAIRE 1. S (C*, s) eﬁ(p)o et si s‘,—;s, on a (é',s‘) ezﬁ(p),

oa C=p($).

En effet, la classe multiplicative p - structurée (C*, s, sx s}, ol

s %5~ s X s, vérifie I'axiome b, de sorte que I'on construit un
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-

(C*,3,8)el(p), ou $—sy4s,
a 1'aide de la proposition 1. Les relations
§$'— sxs, sxs~—sXs, S$§X3,.—sXs et p(S)Cp(§XS$)
entrainent §',— $ X &, d'on (C*,5) €N(p). m

COROLLAIRE 2. Soit (C*,s,s') E.T('(p)o. S§i C* est un sous-graphe

multiplicatif de C* et si §,—s et p(3)= é, alors il existe un sous-
p a

graphe multiplicatif p-structuré (C*,5,5') de (C°,s,s').Si de plus

(C*,s) eﬁ'(p)o, on a ((:7',5) eﬁ'(p),
En effet, d'aprés la proposition 1, il existe
(C*,5,8)eNp),, o $, s
En vertu du théoréme 8-1I [ 157, ([6'], §) est un sous-graphe p - struc-

turé de ([C*1,s). Donc (&-,s‘,g') 63'('(;7)0. La deuxiéme affirmation

se démontre comme dans le corollaire 1. ®m

Supposons que m soit un univers et que p soit la restriction d'un
foncteur d'homomorph1smes saturé A produits fibrés finis P = (W P, H )
a —-P (Wﬂ) Soit m la saturante de M dans W Si8=K,nn ﬁ ou
ﬁ’, nous notons PL et P@ les foncteurs pro]ectlons canoniques de Ocp)
vers M et vers H*. Soit Xy la classe des P@ monomorphismes ] tels que
pH ,°
P@ (7)€ P’.

PROPOSITION 2. Supposons j‘eX@, oz O=Kr, T ou N (resp. =N);
alors P’ (i) 6(P®)if—, en désignant par P’ le foncteur canonique de
C(P) vers O = ﬁ' (resp, = N). ona ﬁ’(P)o.X'K. = Xﬁ,.

DEMONSTRATION. Puisque P est un foncteur d"homomorphismes saturé,
P71y en est aussi un, et il suffit de prouver I'affirmation lorsque I:’@(j‘) e M.

Supposons donc

] =i>r®(f) =(C*,,CT) et Pg(;’) = sens

Soit C*' la sous-classe multiplicative de C* définie par C.-Si U= n,

ona (C*,§) E.lﬁ(P), d'aprés le corollaire 1 de la proposition 1. Comme
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(&',é‘) et (C'L,é) sont deux P-’ﬁ-sous-structures de (C*,s) sur la

classe C, elles sont égales; il s'ensuit

.

Ct=c+ et Je(Py)”
-Considérons le cas o | est un néofoncteur; alors C définit un sous-
graphe multiplicatif C* de C*.-Si U=K", Ie couple ([é *],8) estun
graphe P -structuré (théoréme 8-II [151); ainsi é = (C §)e XKupr)
est une PK' sous-structure de (C°*, s). On en déduit C = C et je(an')Lr—
Si de plus (C*,s) Eﬁ'(P), on a ¢ E.ﬁ'(P) d'aprés le corollaire 2 de
la proposition 1, d'ots j‘ € XF .-Si U=J", on a de méme (&', $) eﬁ'(P)
et par suite
Ct=ct, JePy), et jexy.
-Soit O =" et posons

Blir=(C*s,s)=
En vertu du corollaire 2 de la proposition 1, il existe une Py - sous-struc-
tute € =(C*,5,5" ) de e' telle que §',_F s'. Un raisonnement analogue

au précédent entraine
) * ~
é=a(j) et ]G(an.)t . m

ol r—
LEMME 2. 87 § 6HO et si s est une (P, , H)-sous-structure de S engen~
i

drée par M, alors s est une P -sous-structure de S engendrée par M.

DEMONSTRATION. P étant saturé, il revient au méme (prop. 2-2[11) de
Y

montrer que, si S est une (P , H)- sous-structure de § engendrée par

MCP(S) etsi M 63'[( , s est une P - sous—structme de § engendrée par

-1
M, en désignant par H la saturante P (W) de H dans H' En effet, soit

s'— §, et MCP(s').
p
D'aprés le lemme 1, il existe une P - sous-structure § = sMNs’' de § telle
que
P(5)=P(s'")NP(s)eN_, s,.;,..s' et 3.

Des relations
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575 et MCP(3) emo

~

. . R -
on déduit s.—§, par définition d'une (PL , H)- sous-structure engendrée,

d'olt § = s et s~—s'. Ceci achéve la démonstration.®
P

PROPOSITION 3. Si P est ,~-engendrant pour M, il est (M, D )-résolvant

([ 11, définition 1-3) pour O =X, N, T ou M.

DEMONSTRATION. Supposons (C*,s) €K/(P) et MCC, Mel. 1l

existe;zf_s.H.s,be.s.H.s tels que
P(a)=(C,a,C) et P(b)=(C,B,C).

Si M=M va(M)UB(M), ona .1‘2 Gmo, car 'JRO est un univers. Par hypo-
thése, M engendre une (PL,_, [;")-sous-structure § de s qui, d'aprés le

lemme 2, est une P - sous-structure de s engendrée par M. Comme
a'=(M,a,M)eM e [r=(M, LB ,M)eN,
le corollaire 2 du lemme 1 assure 'existence de
ar=(M,ac, M), B =(M, B, M), a' €$.H.3 et " €4.H.8
tels que p(;’)=&‘ et p(;’):ﬁ’. Ainsi ((M,ZS',&'),S") est un graphe
p-structuré et l'on a (M*,$) €K'(P) . Evidemment (M*,§) est la
(XK. ,K’(P))- sous-structure de (C*, s) engendrée par M, de sorte que

P est ( M,K')-résolvant, d'aprés la proposition 2-2[1]. -Supposons de
plus

e=(C*,s)eU(P), (resp.=(C*,s,s')€lU(P) ).
Du corollaire 2 de la proposition 1, il résulte
E=(M*, ) eT(P) (resp.=(M*,5,5)€IU(P), on S st).
Ainsi € est la (X@,@(P))-sous-structure de e engendrée par M, pour
O=T" (resp. =J').-Si (K*,S) e(P), etsi
ACK e A€W,

ona(K*S) eﬁ(P)o et I‘< = P(S:) Emo, en désignant par § la P-sous-
structure de § engendrée par A (corollaire 1 de la proposition 1) . Par

suite (K-, 5) est la (Xfﬁ,ﬁ(P))- sous-structure de (K*,S§) engendrée
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par A.m

PROPOSITION 4. Si P est dénombrablement engendrant pour WM, alors Py

est (WU, xﬁ,ﬁ‘m(ﬂﬂ))- engendrant, en désignant par Xfﬁ la classe des
F=((C s, 510, (Co 5,5 e Xy
tels que §' EPL/_, od 7' es'.[‘-ll.;' et P(j’)=(C xC",j XLL,E‘*E‘).
DEMONSTRATION. Soit (C*,s,s') efH(P)o et MCC, M e?ﬁo‘ On a:
Ees.H.s', on P(k)=(C,k,CxC),

Kk étant la loi de composition de C*. Puisque P est ,-engendrant pour

fmetque
K = (M JKe, Mg My e,

il existe, comme il est dit dans le lemme 2, des P - sous-structures 5'1 et

s, de s' et's respectivement engendrées par M, M* et par M, et appar-
tenant 3 la saturante H de H dans f}'. LLe corollaire 2 du lemme 1 assure
I'existence d'un & € sl.fAI .sY tel que P(k 1) € M soit une restriction de
P (k). Pour tout entier 7 < n, supposons défini un (ﬁk‘, P )- sous-morphisme
ki €si.l:1.s;. de %, tel que P(kl.) eM et que ki' soit un P - sous-mor-

phisme de & pour tout i’ < i. Définissons par récurrence k comme suit :

Soient p, et p, les projections canoniques de C X C sur C et posons
— 14 r
M,=P(s, DUp (P(s' NUp,(P(s!_)N.
' M M —_ . .
On a M'2 efmo et I'application K, = (Mn, Ke, Mn *Mn) el admet P(/en_l)
pour restriction. Il existe des P - sous-structures s, et s, de s’ et s
engendrées par M« Mr; et par M_ respectivement, et par suite un P - sous-
morphisme kn Esn.H.s; de k& tel que P(kn) soit une restriction de
P(k) et admette K,» €t a fortiori P(kn_l), pour restrictions. -Comme P
est dénombrablement engendrant pour M, il existe §'— s’ et § ,—s telles

P
que

P(§')=.UNP(3;.)=A‘/I' et P(§):'UNP(51.)=A‘A.
1€ |

l.es relations K(P(S;.)) C P(s,.) pour tout i € N entrainant K(}C'l') C A"i,il

existe
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kes".ﬁ.f', avec P(I;)=()(4,KL,M') eM.

Montrons que l'on a 1{4'=M'* M- . En effet, soit (y,x) 61\:1'; on a(y,x) EP(S;.)

pour un certain entier 7; il en résulte

- -

CM, xeM, ,CM et y.xeMH_lCM,

yGM i+1

i+1
d'ot (y,x) €M°xM*. Inversement, si (y',x") €M *xM*, il existe un

entier n tel que

y' eMn, x'eMn et y'.x'éMn,
c'est-a-dire (y', x') €M« M>C P(s;)C 1‘\:1' . Ceci prouve que M ‘% M '=1:4'.
de sorte que P(l;) est la loi de composition de la sous-classe multipli-

cative M* de C*. On obtient donc

(79

=(M*,3,8)€eN(P),, 8, s MCMeN,

-

et é est une an-sous-structure de e.
- Supposons que e =(C*,s, s") soit une P)-(- sous-structure de (C*, s,s")

vérifiant
-~

MCC, s/Fs et s'r‘?s'.

Soit k 1'élément de 5.H.S5" appliqué par P sur (C,k¢,C*4x C*). Comme

s, et S'1 sont les P - sous-structures de s et s’ engendrées respective~
ment pat MC C et pat M*'x M*C C'x C*, on trouve

s et s’ s’
Sir5 15>

P

Supposons prouvé, pour tout i < n :

~ ~,

S.,—5 et s,,—s".
i7p ip

Alors on trouve
M, CP(Hup (P(s))Up,(P(s')=C
et M;*M’;CC‘*C', de sorte que

s s et s' s’
nrs =S
P n’p

Par récurrence, on en déduit
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P(s)= U P(sycc e P(s) = U prsyccouce.

ieN ! ieN !

Par suite 5?; et §’,F;’. Ceci prouve que (C*, §, $') estla (Xfﬁ JU(P))-

sous-structure de (C°,s,s’') engendrée par M. Le foncteur d'homomor-
P a :}

phismes Py étant saturé, P)-( est (WU, X;(,Pn(m))-engendrant, en vertu

de la proposition 2-2[ 1], ce qu'il fallait démontrer. m

REMARQUE. Les propositions 4 et 3 admettent la proposition 4-3 [1]
pour cas particulier. I} en résulte le résultat suivant (dans 1'énoncé du-
quel nous reprenons les notations du n° 3 [1]), qui généralise le théoré-

me 1-3[1].

COROLLAIRE. Supposons que mo soit un univers, que P soit (resp. soit
dénombrablement) ,-engendrant pour M et a mo-produits et que H e.‘l’(o.
Soit O(p) une sous-catégorie pleine de U(p) telle que fﬁ'(p) cCcpy,
n+ 0 et K40 (resp. de LU(p)). Si e Ecll(p)o et si r est une relation
sur pqi{ e), il existe une (C(p), 1;1J)-structure quast-quotient de e par r,

En effet, la démonstration est analogue a celle du théoréme 1-3
[1], le foncteur P étant (M, D)-résolvant d'apres la proposition 3 (resp.
d'aprés le théoreme 1-5[1] si C=X ousi F(p)>0(p)), et le fonc-
teur i).‘ﬂ est (MY, Xf)':(,.‘ﬂ(p))- engendrant en vertu de la proposition 4. m
LEMME 3. Soit ¢ =(W, q,K*) un foncteur fidéle admettant une section
maximale z (n® 4[11); alors z(W¥)C q,_.
DEMONSTRATION. Soit / € M¥ et j = z(f). Supposons

kef(j).K, s=oa(k) e qg(k)={.g.

On a z(q(k))=j.z(g). Par définition d'une section maximale il existe
bhez(s),K.s tel que g(bh)=gq(s). Comme g est fidéle, on trouve
k=2z(q(k)).bh.Les relations

j(z(g)h)=z(q(k)).h=k et q(z(g).h)=g¢g
entrainent que j est un ¢g- monomorphisme. m

PROPOSITION 5. Supposons que p admette une section maximale z. Soit

[;:u le foncteur canonique de U(p) vers U, on U =K', N ou N [LPY’
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=N (resp. (U:@:g,ffrg,(‘Bou Gr, resp. U=N ou N et ©=N).

Alors [;il admet une section maximale.
DEMONSTRATION. Soit C*€J{_; posons
s=z(C), j=z(CXC,(,C'xC*)Y et k=z(C,k,CxC*)

o K est la loi de composition de C*. D'aprés la proposition 1-4 [ 1]
B(j)=5sXs et, en vertu du lemme 3, j €p -, Donc (C*,s) Eﬁ(p)o .
Si de plus on suppose C* el, ot U=MN" (resp. = ff’,ffg, G ou ©"),on

obtient
2(C,a,C)es.H.s et =z(C,B,C)es.H.s,

de sorte que l'ona (C*,s) Eﬁ'({v) (resp. € U(p)). Ainsi on définit un

foncteur section 2zq de ;;il en posant
A(C 8. CY=(Cr2(Crg, CHCY)  si(Crhg,C)ell.
-Soit e = (C*, §,38) el(p), . Par définition de z, il existe
hez(C).H.8 et b €z(CxC*).H.S'
tels que p(h )= C et p(bh') = C*x C*. Par suite, il existe aussi
he(Cz(C).Up).e tel que py(h)=C-.
Ceci montre que zq| est une section maximale de t;"“ =

REMARQUE. La proposition S généralise la proposition 2-4[11].

2. Relation structurée engendrée par une relation.

Soit W' la catégorie des homomorphismes entre relations d'équi-
valence dont les éléments sont les triplets 1;2 (r',h,r), ou r et r' sont
des relations d'équivalence sur M et M’ respectivement et ot h=(M*, 5, M)eM
est une application compatible avec (7', r). Soit o le foncteur ca;.onique
de M" vers M, qui associe b a }; Dire que r est une relation d'équiva-
lence compatible (resp. bicompatible) sur C*, o C* eno (resp. e?’(;)

signifie que l'on a
(C*,r) efﬁ(p)o (resp. eﬁ'(p)o).

LEMME 4. Soient C* G.T(; et r=(C,A,C) une relation compatible avec
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les applications source a et but [3 de C*. La relation d'équivalence ¥

compatible sur C* engendrée par r est bicompatible sur C*.

DEMONSTRATION. La relation d'équivalence engendrée par r est évi-
demment compatible avec a et [, de sorte que nous pouvons supposer
directement que r est une relation d'équivalence. Soit 7, la relation d'équi-
valence induite par r sur Co' et soit rmo la surjection canonique de C:

. s -+ - * s N
sur C;/r . En désignant par S le groupofde des couples associé a

Co'/ro, on trouve

F :(SJ',[;'D ,B,r"oa],C') e,
puisque r est compatible avec a et [, le néofoncteur F est aussi compa-
tible avec r, Soit | le pf)-(-épimorphisme canonique de C* sur la classe
multiplicative C°/f quotient de C* par 7, on sait que | est une Py -
quasi-surjection définissant C*/7 comme Py - structure quasi-quotient de
C* par r; il s'ensuit qu'il existe un et un seul F’' €JU tel que F'.] = F.
Supposons

fec, fec et ['. fmodr.

Ona J(/)=](f), doa F(f)=F([") et

F(a(f))=a(F(f))=a(F(f))=F(a(f)).
Par définition de F, 1'égalité F(a(f)) = F(a([')) entraine a(f) . a( /")
mod r et, a fortiori, a(f)a, a{ ") mod 7. On montte de méme que l'on a

B(f) ~ B(f )mod f. Donc 7 est bicompatible sur C*. m

Nous désignerons par N l'ensemble des entiers positifs.

PROPOSITION 6. Soit C* 67"(0 et r=(C,A,C) une relation.La relation
d'équivalence (resp. d'équivalence compatible sur C*) engendrée par r

peut étre construite par récurrence.

DEMONSTRATION. Soit §7 = (§, k) le groupoide des couples associé
a C. La relation symétrique engendrée par r est (C,B,C), ol
B=AuU A", en désignant par A™} la classe des inverses des éléments

+ . , . 2 .
de A dans S . La relation d'équivalence engendrée par r est la relation
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(C,e(A),C), o e(A)-L désigne le sous-groupoide de st engendré par

B,. Définissons B par récurrence pour tout entier n en posant :
- L _ 4+ L A 2
B1‘ Bu So et Bn— K (S %S n(Bn_l) ).
On obtient par récurrence

-1 _ N - U
B, .,=B,,CB,, dou e(A)= B

1 1< neN n’
-Soit P* = (P, k,) la classe multiplicative produit C* x C*. SiMC CXC,
posons

M*2 =(P 4P )n(MXM).
Construisons par récurrence pour tout entier n la partie A de CX C 2a
1'aide des égalités :

Al"—'e(A) et An+1=e(K2(A’;2)UAn).

Soit A = U A_ . Montrons que la relation 7 compatible sur C* engendrée
ne
~r

N -

par restf’'=(C,A,C). En effet, on a 7' C 7 et 7" est une relation d'équi-

valence, car c'est la réunion d'une famille de relations d'équivalence
croissantes. Il suffit donc de prouver que 7’ est compatible sur C*. Or,
sil'on a
(x',x) €A, (y',y) €A, (y',x')€C 5xC* et (y,x) EC xC",
il existe un entier 7 tel que
E=(y'.y)(x'.x)) €A¥?,

et par suite

a

K (EY=(y".x",y.x)€A, CA.
Ainsi F=7". m
COROLLAIRE. Si C* est un graphe multiplicatif et v = (C, A', C) une

relation, la relation d'équivalence bicompatible ¥ sur C*° engendrée par

r' peut étre construite par récurrence.

En effet, la relation compatible avec a et S engendrée par 7' est

la relation r =(C, A, C), o

A=A"0 a?(A)u B2(A").
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a

Du lemme 4, on déduit que 7 est la relation compatible sur C* engendrée
par r, relation qui a été construite par récurrence dans la démonstration

précédente. m

Soit p=(M,p,H*) un foncteur d'homomorphismes saturé A pro-

. e . . . . ~
duits fibrés finis. Soit X une partie de p, contenant H /.

DEFINITION. On appelle relation (p, X )- structurée un couple (s, r) tel
que s GH(;, que r soit une relation d'équivalence (p(s), A, p(s)) et
qu'il existe j € s X 5.X vérifiant p(a(j)) = A.

Soit M'(p) la sous-catégorie pleine de la catégorie produit fibré

pV o ayant pour unités les relations (p, X )- structurées. On définit un

r
ordre sur M (p), en posant
(s',r")<(s,r) si, et seulement si, s"'=s et 7' Cr.

Soit s €H;, p(s)=C et (C,A,C) une relation r. S'il existe un plus
petit élément (s, F) dans la sous-classe ordonnée de (m'(p)o,< ) formée
des éléments (s,r") tels que rCr', on appelle 7 la relation (p, X )~
structurée engendrée par r sur s.

Soit p(p) le foncteur de M"(p) vers M associant a (b, (r" p(b) "))
I'application

(A", b Xh¢,A"), o r=(C", A", C") et " =(C", A", C").
Soit Y la classe des b eM’(p) tels que
I;'—‘(s,(r”,C.r')). seH; et p(s)=C.

Dire que 7 est la relation (p, X )- structurée engendrée par r=(C, A, C)
sur s € H‘; signifie que (s,7) est une (Y.m'(p))-sous-structure de

{(s,(C,CXC,C)) engendrée par A (relativement au foncteur plp)).

LEMME 5. S§¢ mo est un univers et si p' = (m,p t., X} est un foncteur a
mo-produits fibrés, p(p) est (m, Y, m'(p))- engendrant.

DEMONSTRATION. Soient s €H;,C=p(s) et ACCX C. Désignons
par ] laclassedesje€s X s.X telsque ACp(a(j)) et(s,rs) Em'(p)o,
ot ' =(C,p(a(j)),C) . D'aprés la proposition 11-1, on a ] emo,de
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sorte qu'il existe un produit fibré $' de (i)ie] dans X*. Il s'ensuit que
(s,F), oo #=(C,p(35'), C), est la relation (p, X )- structurée engendrée
par (C,A,C) sur s, ce qui achéve la démonstration, d*aprés la remarque

précédant le lemme. m

EXEMPLE. Soit X la sous-classe de JU formée des néofoncteurs (C*, ¢ ,é *)
tels que C* soit un sous-graphe multiplicatif stable de C*. Soit C* 63'(;
et r une relation sur C. Pour que (C*,r) soit une relation (pn.. X)-
structurée, il faut et il suffit que r soit une relation d'équivalence bicom-
patible sur C*. Toute relation r sur C engendre une relation (pﬂ. , X)-
structurée sur C°, A savoir la relation bicompatible sur C° engendrée

par r.

PROPOSITION 7. Supposons que p' =(M,p ¢, X ") soit un foncteur dénom-
brablement engendrant pour M. Si s EH(;, si C=p(s) etsi r=(C,A,C)
est une relation, on peut construire par récurrence la relation (p, X ) - struc-

turée engendrée par r sur s.

. 4 »~ .

DEMONSTRATION. Nous désignons par § =(§, <) le groupoide des
rz ~ M -4 -

couples associé & C. On sait [14] que (§~ ,s X s) est un groupoide

p - structuré, de sorte qu'il existe k € s X s,H vérifiant les conditions

p(R)=(S, Kk, S 4S") et a(k)=o—~(sXs)X(sXs).
b

De plus il existe v, €s X s.H.0o, ob i =1 et2, tels que

4

4
p(vx):(S'P,llS *S );
en notant p, les projections canoniques de § X § sur §. Puisque p’ est
~-engendrant pour ?ﬂ, il existe une ( X, H )- sous-structure s'1 de s Xs

engendrée par
Au A"ty S: Cp(sXs).

D'aprés le corollaire 1 du lemme 1 il existe aussi une p - sous-structure o,

-1 -3
de o telle que o, = vl(s'l)nvz(s'l). Supposons définies, pour tout

1
entier i< 7, des p-sous-structures s; et o, de s X s et O respective-

ment, de sorte que
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’ ’ -1 1] —1 ’
.p(si_l)Cp(si) et crl.—vl(si)f\vz(s‘.).

Soit s;l la (X, H)- sous-structure de s X s engendrée par

A UATH o A =k(p(o, ),

n

-1 -1
et soit o =v (s')Nv,(s!).Si(y,x) €p(s, 4)rona
(x,x) €p(s')Cp(s, )
d'ot
E=(y,x)(x,x))ep(o, ) et (y,x)=k(E)€A Cp(s)).

Ainsi nous avons construit par récurrence une suite croissante (s;l) €N
n
de p-sous-structures de s X s. Comme p' est dénombrablement engendrant

our M, il existe §' € H* et j €5 X s.X.35" tels que
p ° 7 q

A=pes)= U pesy.
neN

Montrons que ¥ = (C, A, C) est unerelation d'équivalence. En effet, on a

stcAa= U 4 =47t car STCA UATTCp(sI)CA

o neN T +1°

Si(y',y) €A et (y,x) 61%, il existe un entier n tel que
(y'.y)€eA et (y x)€A

on en déduit

n=y.y)(y,x))eplo ) e (y,x)=x(n)ed . CA.
Donc (s, 7) est une relation (p, X }- structurée. - Soit (s, 7"} une relation
(p., X)- structurée, o rCr" =(C, A", C),; alors A" = p(s") ets” _sXs;
?
de plus A” définit un sous-groupoide de S contenant A. On a p{s'\CA™

Sil'on a prouvé que p(s!_)C A", on obtient

f)(Un_l)CAnJ-*An—l-’ A = K(p(0n~1))CA" et A;lc A",

n

) : " . . . A

Il s'ensuit s! _s" et, par récurrence, §'_ s”. Ceci prouve que 7 est la
b b

relation ( p, X )- structurée engendrée par r sur s. ®

COROLLAIRE. Supposons que p soit dénombrablement engendrant pour

W. i (C-,s) G(U(p)o, toute relation r sur C engendre une relation
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(pY> qu)- structurée sur (C*,s) que l'on peut construire par récurrence,
Yq étant la classe des p‘<u - monomorphismes j‘ tels que [;'ﬁ(j‘) € pir‘ (nota-
tions 91)si U+ N et YT( = X)':(.

En effet, si U=X LU, T ou (resp. = n, resp. si ‘U(p) C 3:([))).
la démonstration de la proposition 3 (resp. proposition 4, resp. du théo-
réme 1-5[1]) montrent que (m,énl , Yzij) est dénombrablement engen-

drant; le corollaire résulte de la proposition 7. m

EXEMPLE. Soit C* e?'(:) et r=(C,A, C) une relation. D'aprés1'exemple
donné plus haut, la proposition 7 permet de construire par récurrence la
relation bicompatible 7 sur C* engendrée par r. Remarquons que la con-
struction est différente de celle indiquée dans la proposition 6. Reprenons
les notations de la démonstration de la proposition 7, pour p = pype et
s = C*. Si r est compatible avec a et 3, alors p(s')) est formée de tous

les couples
-1 4
(g".....gl, /n""‘/l) tels que (g].,f].)GAUA us,

pour tout j £ n et n € N. Les propositions 37 et 52, chapitre IIT, C.S.,
signifient que, sous les hypothéses de ces propositions, 7 est la relation

d'équivalence engendrée par (C, p(s'), C)-

Soit [ C] un graphe et L* la catégorie libre des chemins propres
de [C1; nous identifions C 2 une partie de L. Soit r=(L,A, L) une
relation ayant les propriétés suivantes :

I°YAC(C?xC) UAC ot AC est la diagonale de C;

20)Si(y,x) €A, ona B(y)=L8(x) et a(y)=a(x);

30)Si (y,x) €A et (y,x') €A, alors x = x';

40 ) Les conditions (x",x',x) € Ca, ((x",x'),x2 JEA et ((x',x),xl)eA

assurent l'existence d'un £ € C tel que (x".xl,:?) €A et (x2 .x, %) EA.

PROPOSITION 8. Supposons les hypothéses précédentes vérifiées, et soit
7 la relation d'équivalence bicompatible sur L* engendrée par r. Pour tout
m €L, la classe m modf contient un chemin y (m) de longueur minimale
(dit irréductible). 1l existe une bijection de L /¥ sur v (L) et C s'iden-

tifie & une partie de L /7.
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DEMONSTRATION. Les symboles i,; et n représenteront des entiers
positifs. Si m € L, nous notons [(m) la longueur de m, i.e. l'entier n
tel que m € C". Soit A’ la classe formée des couples (ml, m2)-€ L XL
de la forme
mi:g'.yi.g, i=]et2, gel, g'€lL, y]'#y2 et (yl,yz) €A.
D'aprés la condition 1, on a
I(m*)=1(m?)+1 si y?4L;,
l(ml):l(m2)+2 si yZGLC;.
Soit B=A'u A’} UAL. Il résulte de la proposition 37, chap. III, C.S,,
que 7 est la relation d'équivalence engendrée par (L, B,L); autrement
dit, on a m ., m' mod 7 si, et seulement si, il existe (mi)i< n tels que

my=m, m_ =m et (771'.,m!.+:l

) € B pour tout 1< n.
~-Supposons m = (xn seres xl) €L et I{m)=n.Construisons par récurrence
un chemin 7y (m) de la fagon suivante :

10 ) Soit ')/o(m) = m. S'il n'existe aucun couple (m,m') € A",
posons ’}/l(m) = m, en particulier Y (m)=m lorsque m € C.

20 ) Sinon, soit 7 le plus petit entier tel que ((x!.+1, xi)’ xi) €A,

posons
'yl(m) = (xn e XiL ).xi.(xi_i,..., xl) eL.
Par hypothése sur A, le chemin 7y,(m) est bien défini et l'on a
(m,y (m) €A, Iy (m)<I(m).
30 ) Supposons défini ’}/),(m) pour tout j < i < n et posons
Yi(m) =y, (Y (m)).

On a l(’yi(m)) < Z(’)/i_i(m)), ['égalité ayant lieu seulement si ’)/l.(m) =
= Vi (m).

40 ) Puisque (’)/1.(771))!.< , €st une suite de chemins de longueur
décroissante, il existe un plus petit j—< n tel que 71(}/7(772)) = '/vj—(m) .
Nous noterons 7 (m) le chemin ’)/].—( m ). Ainsi on obtient un chemin 7y (m)

tel que
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Hy(mDEUm)=j e y(y(m)=7v(m)
de sorte que Y : m- 7y (m) est une rétraction de L sur ¥ (L ). Des rela-

tions
(7!(”’)")/,'4-1(’")) € A' pour tout i < }_,

on déduit m ., Y (m)mod . Si de plus m' €L et y(m')=7y(m), ona
m' A, mmod 7, car 7 est une relation d'équivalence et

m' A, Y (m') =Y (m)a mmod 7.
-Supposons (m*, m2)eA’, on m' = g'.yi.g et i = ] et 2. Montrons que
I'on a 7 (ml) =y (m2 ). Il suffit de prouver ['existence d'entiers i’ et
i" tels que ,)'_'(mx) =Y nl m?Yy, cette égalité entrafnant 7y (mb) = Y(m?)
par construction de 7 . En effet, par définition, on a

(v, y2YeA et yl=(x",x')eC?NL.

Il existe un plus petit § > 0 tel que ’yj(mi) = g'.yi.’y(g). Si ¥(g)€L;,
on obtierit

Yip(m =gyt =y (m?).
Supposons ’,V'(g)él‘;; il existe x €C-L: tel que Y(g)=x.g,, o

g, ey(L). Alors

T,v‘j(mlj= g'.x".x'.x.g1 et ’yj(m2)= g'.y2 SX.g -
Deux cas se présentent :

10} Si /(x', x),y) *A pour tout y € C, on a
’)/,.+1(m1)‘—'g'.yz.x.gl——-’)/i(m2).

20 ) §'il existe ((x', x), xl) €4, ona

i — 1
Viga(m )= glox"ux g = my,

et la propriété 4 assure l'existence de (x”.xl,i) €A et
(y%x,%£)€A. Il s'ensuit ’ye(m2)=g'.a?.g1=m§ , ou
€=j si yZeLc; et e=j+] siy? *L;.Si x, €L, ona

X =x" et mi: mi. Supposons x, &L‘;. Alots (mi,mi) EA’,

a) Si 'y(xl.g1)=x1.gi, on obtient ’y].+2(m1)='ye (m?)y;
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bYSi I(y(g)) =1, 0onag,€L; et, d'apres a, ¥(m*)=y(m?).
Supposons cette égalité déja prouvée dés que I(Y(g))<n
et soit I(y(g)) = n. Comme (mi',mi) €A’ et que
Wy (g N<U(Y(g)) =4,
on en déduit y(m})=7y(m?), d'od y(m')=7y(m)=
=y(m?). Par récurrence, le résultat est ainsi prouvé.
En conclusion, ’y(m1)='y(m2) lorsque (mx,mz) € A', et par suite
lorsque (ml,mz) €B.
-Supposons m ., m'mod 7, il éxiste (ml.)iS n tels que m = m m' =m

n
et (mi,m,.+1) € B. 1l en résulte ’y(mi) = 'y(mH_l) pour tout i<z, d'ol

’)’(m)=’y(m1) = ., =’)/(m,.)= vee = ’)/(mﬂ) =vy(m'),
i.e. ¥ est compatible avec 7. De plus I(y(m)) L£I(m'), 1'égalité ayant
lieu seulement si I(7y(m'j}})=1(m"'), c'est-a-dire si m' = y(m') =Y(m).
Donc 7y(m) est 'unique élément de mmod ¥ tel que I(Y(m)) L 1(m')
pour tout m' € mmod 7. Nous appelons ¥ (m)} le chemin irréductible (rela-
tivement 4 r) associé & mmod r. On construit une bijection :)’ de L /7 sut
Y(L) en associant y(m) a mmod f. Cette bijection définit un isomor~

phisme de L* /¢ sur la catégorie y(L )_L telle que
(my,m)=+7y(m,.m) si, et seulement si, a(m,) = ’B(mi)'

-Soit m €y(L) et m' € y(L}. Comme m="y(m) et m"=y(m'),ona

m A, m'mod ¥ si, et seulement si, m = m'. Etant donné que C C7y(L),

I'application - fmodf, ou [ € C, est une bijection de C sur une partie

Cde L/7 m

COROLLAIRE. La conclusion de la proposition 8 est valable si [ C] =
=[ Gy] et si 7 est la relation bicompatible 7y sur L*= L[ G4l consi-

dérée dans la démonstration du théoréme 8-11.

DEMONSTRATION. Reprenons les notations de la premiére partie de la

démonstration du théoréme 8-11.-Si A' =1 et A= 2, on a

(H,UH,UK,)NH=g,
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de sorte que la relation r, sur L[ G, ] vérifie évidemment les propriétés

2
1,2,3 et 4; ainsi la proposition 8 s'applique dans ce cas. En particulier
[G,] s'identifie & un sous-graphe de [M;] et H* 2 une sous-catégorie
de My =L [Gz]‘/r‘2 ; 1'égalité

h,oky=bh

2’k2’ ol kl.eH2 et b'.EH (tesp. EH'2)

entrafne b =5h, et k, =%k, .-Soit A un ordinal de la forme A= N+1.
Supposons construite, pour tout £ < A, une catégorie Mé de fagon que,
si £=&'+1:

a) 1:45 soit la catégorie ciuotient de L [Gf]' par "5 et que [Gf]
s'identifie 3 un sous-graphe de [Mg] ; )

b) si bl.k1=b2 ok, , o k; EH;-' et b, €M§., alors hy=h, et

1 2
c)si (i,®°).b EMg. pour tout i € a(®), ot H €D 'M§ , on
ait b eH'E .
Soient [G)\] , 79 et lcdx les éléments définis dans le théoréme 7-11. Posons

L*=L{Gy]* et r=(L,A,L), ot A=DyuDy,

en désignant par D;\ la classe des couples ((b.(7, D), ¥*),b.7(i))
tels que (1;17\. VU ,a(¥)) soit la transformation natur_élle géfinie par le
triplet (&, T, e:; et ;ue a(b)=®(i). Un simple calcul montre que A
posséde les propriétés 1,2,3 et 4. Comme 5 est aussi la relation 7 bi-
compatible sur L * engendrée par r, les conclusions de la proposition 8
s'appliquent & cette relation. Il s'ensuit que les conditions a,b et ¢ sont
encore satisfaites pour £ = A, de sorte que, par récurrence transfinie, le

A
corollaire est vrai pour tout AL A.m

EXEMPLE. Soit [G] un graphe, [C] un symétrisé de [G] (n° 4[1]) et
L+ la catégorie libre L [C]*. Soit r la relation (L,A,L), ot A estla

classe des couples

(f,f), FS ) alf)) e ((f.f™,8(1)

tels que €G- [G ]o . Cette relation vérifie les propriétés 1,2,3 et 4.

-

De plus L*/F, od 7 est la relation bicompatible sur L * engendrée par r,
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est le groupofde libre '[ G ]* associé a [G] (i.e. la g- structure libre
engendrée par [ G ], en notant g le foncteur fidele de ffg vers la caté-
gorie § des morphismes entre graphes qui associe [ § ‘] au groupofde §°),
d*apres le théoréme 9, chapitre IIT, C.S. (voir aussi [ 1], n° 4). Par suite

la proposition 8 montre comment est construit un élément de I'[ G} -*.
3. Lemmes relatifs au théoreme 12-11.

Les notations sont celles des ,51 et 3,11
LEMME 6. Soit (C*, V) E&tg tel que Lim? soit infectif. Soit M une
sous-catégorie de C* vérifiant la condition :

(A)Si O=(C",®, 1 )eF.§ et si Lim"D eM, on a B(1)CH

et (M",®, 1) admet (BM*, v(®),1+) pour limite projective
naturalisée.

Alors M:* est une sous-catégorie pleine de M*, en notant (M*,v) la

complétion §- projective de M dars (C*, V).

DEMONSTRATION. Bien que la condition ( A) soit plus faible que la con-
dition Lim” @ éM du théoréme 5-II, la démonstration du théoréme 5-1I
(dont nous reprenons les notations) peut étre utilisée sans modification
pour prouver ['égalité N, = M, ; il en résulte aussi que M* = M| est une
sous-catégorie pleine de M . Soit ANZ A et supposons montré

(Mf')c;'A1§'M<;CM§' pour tout £' < £ A

Soit /E(Mf.)é.Mx.M‘;, ot £'< A

1°)Si A est de seconde espéce, il existe £ < A tel que &' < £
et f € Mg ; I'hypothése de récurrence entraine f € Mg' .

2°) Supposons A= AN 41. On sait que [=m".m .m'€ N, Comme
a(f) €M, on a(démonstration du théoréme S-1II) m’ € Co' et f €My .A;\. M(;
Montrons M., 'AK'Mc; C My WM En effet, soit m € A M et B(m 1) € May;
alors m = Lim¥ ¥, oo ¥ est définie par le triplet (@, T, é). Puisque

Lim ® € My, et que Lim” est injectif, il existe £ <N tel que B(d)C M’f ,

de sorte que

PY(®Y.m = T(i) €My My M C M,
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pour tout i € a(¥). Mais, par construction de Mé , il s'ensuit

my €M§+1CMN, d'ott MN.A)\'.M;C M)\"
-D'aprés la démonstration du théoréme 5-1I, ona Ay .My C AV My, et,
par définition de Ny, il existe m; €Ay tels que m=m .....m . 11

1
s'ensuit my .my € Moy .M, car
My oMy GA)\'.(A')‘.M(;)C A)\M)\c 'M(;C(AXUM'N)‘MO' R
et, par récurrence finie, m € M, . Donc
[=m".m €My et f€(M5. )o .M)\u.Mt;C Mf’ .
30 ) Par récurrence transfinie, on obti?nt (Mg.)t; My M T Mgn ,
pour tout £'< A< A.-En particulier, M,.M.M;CM, autrement dit, M-

est une sous-catégorie pleine de M. m

LEMME 7. Sofent (C*, v, i) e‘}‘gﬂ, dec . Flerdec . 5.9 siw
esl une transformation naturelle définie par le triplet (O, T, é'), on E'=

= Lim* O’ il existe V' tel que lim" ¥ = lim* ¥’

-

DEMONSTRATION. Posons ['=a(®) et ['=a(®'). Si je] , le
e 4

triplet (‘D,Tj,fb‘(f)), ou T’.(z')=7'(z').s;.‘(¢)’) pour tout 7 €[ définit

une transformation naturelle ‘I’j; soit T'(j)= limV‘P].. Si k€j.].j, on

obtient
Pi(®).T() QN (k)= T (i) SE(D).B(k) = T(i). k(D)=
=p;(®).7T'(]),
pour tout 7 €[;, et par suite T'(j').®'(k)=T'(j). Ainsi le triplet

(E,T',®"), ou E est le foncteur constant sur E = Lim” ®, définit une

transformation naturelle ¥’ et il existe » = Iim* ¥’ . Comme
>

p}’(d)).b.s;.‘(d)’) =p (D). T'(j) = 'r].(i) =T(i) .s}‘(cp')

pour tout j €], il s'ensuit p} (®).h = 7(i) pour tout i €1, , c'est-a-
dire b = Iim" ¥ . m

COROLLAIRE. Reprenons toutes les bypothéses du théoréme 12-]1I et les

notations de sa démonstration. Alors 1{4)\. (resp. Alors M ) vérifie la
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condition A du lemme G relativement & (C*, V) (resp. a { C*, u*)) pour
tout A= N'+1< N,

DEMONSTRATION. M définit une sous-catégorie pleine M; de M;* d'aprés
le théoréme S-I. Si ® eC- f?:f], on a Lim”‘(I)' €M par hypothese et
Lim”(b' éM'z , car le foncteur Z somme de Lim” et de Lim“est injec-
tif; donc, en vertu du théoréme 11-1I, M;‘ est une sous-catégorie pleine
de M, .-Soit A=N+1<A". Supp:osons prouvé que MZ', , et Mi sont
des sous-catégories pleines de My pour tout £< N'. Montrons que My
vérifie la condition A relativement & (C*, V). En effet, soit $=(C*,®,I")
un foncteur et E = Lim” @ 61(47\.. Comme Z est injectif, il existe u1;—§< N
tel que E €M'€ 41~ M, de sorte que I'on a
PI)CMy et pY®YEMy

M;,+1 étant stable pour ¥. Soit ¥ une transformation naturelle définie
par le triplet (®,7,E") telle que S(¥)C OMy . Posons b =Ilim" ¥ . Ii
nous faut montrer que b € /C’l)\. . Plusieurs cas se présentent :

1o ) S'il existe £'+7 < N tel que £ < & et E* €M’§.+l,alors
,B(‘_I_’)C OMzr gy puisque M~’§’.+1 est une sous-catégorie pleine de Mo,
d'aprés 1'hypothése de récurrence. Mé.+1 étant stable pour v, il en
résulte b EM'f. +1C My . En particulier tel est le cas lorsque A est de
seconde espéce.

20 ) Dans le cas contraire, on a N' = \"+1 et E' 6/;/1)\. - M% . En

vertu du théoréme 5-1II appliqué 3 (C*, «*), on trouve
Mqy = U, =
MN r< )\M‘}\', z et M)\',l M,N .
De plus E’ €My g4, entraine E = Lim”(b' ot B(?’)c My o
a)Si E! € My 0> alors M'):. étant pleine dans M3, on obtient
. . I
'r,.(z)— ‘r(z).s]. (") €M'7\_.
pour tout z'E[(; et tout j € a (P’ )o. Comme M*, est stable pour v, la
. - - /\
transformation naturelle ‘I”. définie par (O, T’.,(I)'(j)) est telle que T'(7f)=

=limv‘1’i€M')\.. D'aprés le lemme 7, on a b =Lim*W¥' ou W' est

-
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définie par le triplet (é, 7',®'). Donc, /(4-}\. étant stable pour ., on en
conclut » € /(4)\. .

b) Supposons prouvé b 6/\:1)\. lorsque E°* EMN, v et {* < U soit
E' € M)\.’ ¢ - Avec les mémes notations que dans a, on trouve

T(j) = limv‘l‘i e/ﬁ)\.

d'aprés l'hypothése de récurrence, la source de ‘Pi étant le foncteur cons-
tant Asur P'(7) GMNy 7t on {'< . On en déduit b = Lim'“'{" € Ma
car M4, est stable pour f.

¢) Par récurrence transfinie sur {, on obtient 5 €A:1)\. dans tous
les cas.
-Ainsi E est une limite projective de (BATN ,®,1°). Autrement dit, AA!N
vérifie la condition A du lemme 6. Ce lemme affirme que MN est une sous-
catégorie pleine de M’5 . A fortiori, 2;15'+1 et Mg+1 sont des sous-caté-
gories pleines de M’y lorsque & < A'.
-En utilisant le résultat précédent, une démonstration analogue prouve que
M'; vérifie la condition A relativement a (C*, t*), de sorte que M’y est
une sous-catégorie pleine de Mx On en conclut, par récurrence transfinie

sur A, que /\AI;\. est pleine dans A's et M’, pleine dans M)\ pour tout
ordinal A= N +1< X' . m
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ferent complétement. En effet, dans [20] le but est d'obtenie un thef_-_?téme
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munie d'applications limite (totales) prolongeant ¥ et (L et telle que C<A.
LLe seul tésultat commun semble 2tre le théoréme 14 (auxiliaire dans les

deux articles), encore que les conditions sur les ocdinaux n'y soient pas

les mémes.
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CONSTRUCTIONS DE STRUCTURES LIBRES
PAR CHARLES EHRESMANN

INTRODUCTION.

Le but de cet article est de donner un critére d'existence de p-struc-
tures libres et des applications de ce critére, qui fait intervenir un foncteur
auxiliaire P dont p est une restriction; par exemple si p est le foncteur
d'oubli relatif a l'univers W, de la catégorie des homomorphismes entre
structures d'un certain type, P pourra &tre le foncteur analogue relatif 3
un univers ﬁlo auquel appartient M, . Contrairement au théoreme d'exis-
tence d'adjoint de Freyd, ce critére impose des propriétés (telles que 1'ex-
istence d'un «assez grand nombre» de produits) sur P, non sur le foncteur
donné p . Les hypothéses peuvent en étre généralisées (voir [1]), mais
ici nous avons cherché a indiquer des conditions simples, réalisées dans
la plupart des exemples.

Comme application, nous obtenons des théorémes d'existence de
limites inductives ou de structures quasi-quotients ( voir aussi [1]), etun
théoréeme de complétion «maximale» d'une catégorie en une catégorie a li-
mites projectives et inductives d'une certaine espéce, avec conservation
de limites données. Nous avons montré ailleurs [2] que ce dernier résultat
a des conséquences intéressantes pour l'étude d'une notion générale de
«structure algébrique» définie comme réalisation, dans une catégorie quel-
conque, d'une esquisse (i.e. d'un graphe multiplicatif muni d'une famille

de transformations naturelles),

0. QUELQUES RAPPELS.

Nous nous placons dans le cadre de la Théorie des ensembles avec

A A
existence d'au moins deux univers M, et M, tels que My e, . Mais en
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fait la plupart des raisonnements seraient aussi valables dans une théorie

avec ensembles et classes, en prenant pour J, la classe de tous les en-
A

sembles et pour éléments de N, des classes. Dans le dernier no, 1' axiome

du choix est librement utilisé dans N, .

La terminologie et les notations sont ceux de [3], dans l'index du-
quel se trouvent les mots non explicitement définis ici. Les autres notions

que nous allons rappeler figurent dans le cours [4].

Univers. Ensemble M, d'ensembles tel que:

1o Si F appartient a Wo , l'ensemble ?(E) de ses parties est un élé-
ment et une partie de N, .

2081 (k) ;e

ment [ de T, , sa réunion appartient 3 M, .

est une famille d'éléments de M, indexée par un élé-

30 Il existe un ensemble infini appartenant & J,.
( Contrairement 3 la définition de Grothendieck, nous n'exigeons pas que

M, soit un ensemble transitif.)

Application. Une application f de M dans M’ est désignée par le

triplet (M', {,M ), ou f est la surjection
x> f(x) de M sur f(M)CM'.

Si  est I'injection canonique de ¥ C M’ dans M’, on écrit f=(M", ¢, M) .

Catégorie, La catégorie (C, k), ot k estlaloi de composition

(y,x) P y.x de MC CxC dans C,

est notée C' (ou, parfois, C), et I'on pose ¥ = C * C",Laclasse des
unités de C° est C}, les applications source et but o et B, le graphe
(c, B,a) sous-jacent [C], le groupoide des éléments inversibles C;/_ Si
A et B sont des parties de C, l'ensemble des composés y.x tels que

yeB et xe¢ A est désigné par B. A ; on pose:
{b}. A =b.A4 et B.lal=B.a.

Foncteur. La surjection définissant le foncteur F de ' vers H™ est

notée F, de sorte que F=(H", F,C"), et I'on écrit:

«(F)=C, B(F)=H".
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Transfornnations naturelles. La catégorie ( longitudinale) des transfor-
mations naturelles entre foncteurs de C° vers ' est notée N(H ,C )T,
soit T un de ses éléments (F', i, F). Si p est un foncteur de H" vers
K", la transformation naturelle (p. F', pt,p.F) estnotée pT . Si F' est
le foncteur e~ constant sur l'unité e de }/° et si h'cH.e, soit B'T la

transformation naturelle
(B(h')¢", F), on t'(i)=h'.¢(i) pour tout ic Cy.
De méme, si F=e“etsi hee.H, onnote Th la transformation naturelle

(F', t", a(k)"), ou t"(i)=1¢t(i).h pourtout ie C,.

Produits. Si (e;); ; estune famille d'unités de H~ admettant e pour
produit dans [, la projection canonique de e vers e, étant p ., on ap-
pelle ((pi )iel’ e) un produit naturalisé dans } ' ; dans ce cas, pour toute
famille (fi)isl de morphismes fl de méme source et de buts e, ' unique
[ tel que

fop, = f, pourtout iel
est noté [fi]iel'
Soit L un ensemble d'ensembles; H' est 4 L-produits si toute fa-
mille d'unités (ei)iel’ o / ¢ L, admet un produit dans H" . Un foncteur

p de H® vers K est a L-produits si H et K° sont a L-produits et si

((p(p, ))iel’ p(e)) estun produit namralisé dans K lorsque ((pi)‘el ,e)

i
en est un dans H .

Noyaux. Une catégorie H° est a noyaux si tout couple
(h',h), oi heH et h'eB(h).H.a(h),

admet un noyau dans /', Un foncteur p de J° vers K° est a noyaux si
H® et K* sont & noyaux et sip(j) estun noyau de (p(h),p(h’)) dans
K® lorsquej estunnoyaude (h,h’) dans H",

Limites [1]. Une transfomation naturelle T =(e", ¢, F) telle que e
soit une limite inductive de F (notée LL;m F ) etque t(i) soit, pour tout

tea(F),, I'injection canonique de F(i) vers e est appelée limite induc-
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tive naturalisée (de F ). Dans ce cas, pour toute transformation naturelle
T'=(e'"™,t',F), on note lL;r)nTT' (ou simplement li_l)n T' ) I'unique k tel
que ET =T".

Définitions duales: limite projective naturalisée T et l(L;m Ty,

Soit § un ensemble de catégories. Une application associant A cer-
tains (resp. a tous les) foncteurs F de C° ¢4 vers HI° une limite induc-
tive naturalisée de F est dite application §-limite inductive naturalisée

partielle (resp. nawralisée) sur H° . Méme définition pour une application

§-limite projective naturalisée ( partielle) sur H".

p-structure libre. Soit p un foncteur de H° vers K'. On appelle p-
projecteur un couple (s,g)eHoXK tel que p(s)=L(g) et que, si
(s',g')e Hy XK et si g’ appartient a p(s’).K.a(g), il existe un et un
seul hes’.H.s vérifiant p(h). g =g"'; on dit alors que s est une p-
structure libre associée & «af g).

Si, a toute unité e de K, est associée une p-structure libre p'(e),
I'application e |> p’(e) se prolonge en un foncteur adjoint p’ de p.

Si p est le foncteur injection canonique vers K' de sa sous-caté-

gorie H* et si p admet un adjoint, K est dite catégorie a H-projections.

p-injection. Soit p un foncteur de H' vers K'. Un élément j de H

est une p-injection si, pour tout élément A de B(j).H tel que
p(h) =p(j).k, on kek,
il existe un et un seul h'¢ H vérifiant
h=j.h" et p(h')=k.
Si de plus p(j) est un monomorphisme de K', on appelle j un p-monomor-
phisme.

Par dualité, on obtient les p-surjections et les p-épimorphismes,

Structure s quasi-quotients. Soit p un foncteur de H° vers la catégo-
rie M d'applications. Soit s une unité de H' (ou p-structure sur l'ensem-
ble p(s)) et r une relation d'équivalence sur p(s). On se donne une

sous-catégorie pleine J/'" de H' . On dit que 5§ ¢ H' est une (H',p )-struc-
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ture quasi-quotient de s par r (voir [5]) s'il existe un élément j de
§.H.s (appelé (H’,p )-quasi-surjection’) vérifiant les conditions :
le p(j) est compatible avec r,
20 Si he H'.H.s et si p(h) est compatible avec r, il existe un et
un seul A'e¢ H' telque h =A'. ;.
Cette définition signifie que § est une [{’-projection de (s, r) dans

une certaine catégorie p” (voir [5]).

Si, pour toute unité s de H' et toute relation d'équivalence r sur
p(s), il existe une p-structure quasi-quotient (i.e. une (H,p )-structure
quasi-quotient) de s par r, on dit que p est un foncteur a structures qua-
si-quotients,

Si j est une p-quasi-surjection définissant § comme p-structure
quasi-quotient de s par r et si p(j) est la surjection canonique 7 de
p(s) sur l'ensemble quotient p(s)/r , on appelle § une p-structure quo-
tient de s par r.

Cas particulier: Catégories quotients d'une catégorie.

Sous-morphismes engendrés. Soit p un foncteur de H' vers K, et
soit X une partie de [ . Si S est une unité de H~ etsi fep(S).K, on
dit que j est un ( X,p )-sous-morphisme de S engendré par f s'il vérifie
les conditions suivantes:

1o jeS.X etilexisteun k¢ K tel que f=p(j).k.

20 Si j'¢S. X et s'il existe un k'¢ K tel que f=p(j'). k', il existe

un et un seul A ¢ H vérifiant:
j'h=j et p(h).k=Ek"
Graphe multip licatif. C'est un systéme multiplicatif C° pour lequel

il existe un graphe (C, B,a) ayant les propriétés:

1o Si y.x est défini, on a

a(y)=B(%), a(y.x)=a(x) et B(y.x)=pB(y).
20 Pour tout x ¢ C, les composés x.a(x) et B(x).x sont définis et

égaux a x.
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La classe q(C) des unités de ' estnotée (,,

Néofoncteur. C'est un triplet F =(K ,F,C" ), ou C" et K' sont des
graphes multiplicatifs et o (K, F,C) est une application [ telle que:
lo f(Co) C Ky
20 Si y.x est défini dans (", le composé f(y).f(x) est défini dans
K" etl'ona: fly.x)=f(y).f(x).
Nous désignons par JU' (resp. par F ) la catégorie des néofoncteurs

(resp. des foncteurs ) associée a l'univers T, .

1. THEOREME D'EXISTENCE DE STRUCTURES LIBRES.

Soit p un foncteur de H° vers K° et e une unité de K . Nous al-
lons donner des conditions suffisantes pour qu'il existe une p-structure
libre associée a e.

HYPOTHESES. 1o p est la restriction d'un foncteur P de ;] vers K a
des sous-catégorie pleines H~ de H et K* de K-,

20 Désignons par | l'ensemble des couples

(s,8), ou seHy, et gep(s).K.e;

le couple ¢ = (s, g) sera noté (s}. »8;/).On suppos‘e qu'il existe un couple
(S,8), oi S est une unité de H~ et ge P(S). K. e, tel que, pour tout
i ¢!, il existe un piesi.il.S vérifiant P(p.).g=g . R

30 Soit X un ensemble de monomorphismes de H'. Il existe un
(X. H,,P )-sous-morphisme j de S engendré par g ; on note § =a(j).

40 Si h et h' sont deux éléments de }{ de source § et de méme but,
il existe un monomorphisme n de H" telque h.n =h'.n, X.n C X etque

p(n ) soitun noyau de (p(h’),p(h)) dans K" .
PROPOSITION 1. Si les hypothéses 1, 2, 3 et 4 sont vérifiées, § est une
p-structure libre associée a e.

A. D'aprés la définition d'un ( X.H,, P )-sous-morphisme engendré,

il existe un k¢ K tel que g =P(j).k ; puisque
a(k)=a(g)=e et B(k)=P(5)eK
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et que K’ est une sous-catégorie pleine de [‘( ,onakeK. Montrons que
(5,k) est un p-projecteur. En effet, si i = (Si’ g,) estun élément de I,
on trouve, avec les notations de la condition 2,
g =pi.jes; H.8=s.H.3
et
p(gl).k =P(p,).P(j).k =P(p,).g=g.

D'autre part, supposons qu'il existe aussi

g'ne Si.H.§ avec p(g';)_k::gi‘

[2

. .. _ ' o w
En utilisant la condition 4 pour k = g; et h'= g7

on obtient un monomor-
phisme n tel que gi’.n = g;'.n, X.nC X et que p(n) soit un noyau de
(p(glf),p(g‘;)) dans K° . Cette derniére condition entrafne I'existence

d'un k* vérifiant p(n). k' =k, car
keK et p(gl).k=g,=p(g])k.
Il s'ensuit j.ne X et
P(j.n).k'=P(j).P(n).k'=P(j).k=¢.

Par définition de j, il existe un n'¢ H tel que j=(j.n).n'. Or, j étant
un monomorphisme, il résulte de cette égalité n.n' =5, d'ot n' = n! v

que n est un monomoiphisme. Donc n est inversible, et gl =g7. Ceci

;1 .
d

'P

K

prouveque (8, k) est un p-projecteur,

'R

K \%

CAS PARTICULIERS. A. Supposons que la condition 1 soit vérifiée et

qu'il existe un produit naturalisé ((pi)iel’s) de (s;); ; dans P (i.e,
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un produit nawralisé dans H~ tel que ((P(p, ))iel’ P(S)} soit un produit

naturalisé dans K ); en prenant pour g l'unique élément

g :[gi]igl tel que P(pi).gz g; pour tout tel,
la condition 2 est remplie.

B. La condition 4 est satisfaite lorsque p est un foncteur i noyaux et

que X.n C X pour tout noyau n.

C. Supposons vérifiées les hypothéses 1 et 2, et soit () un foncteur
de Ii’ vers L' . Soit X un ensemble de monomorphismes de ;{‘ tel que
PrX) soit formé de monomorphismes de K . s'il existe un (X.H,,Q.P)-
sous-morphisme ; de S engendré par (g} et si P(j) est une (injec-
tion, alors j estun ( X.H;, P )-sous-morphisme de S engendré par g, de
sorte que l'hypothése 3 est remplie, En effet, il existe un % tel que l'on
ait Q.P(j).k=Q(g) et. P(j) étant une (J-injection, il existe un unique
g’ vérifiant

Qi) =k et P(j).§ =k
Par ailleurs, si

TS X ew P(jE" = g
on trouve Q. P(j').Q(g")=Q(g) et, par définition d'un (X.H,,Q. P )-

sous-morphisme, il existe un he¢ H vérifiant j’.h = j : il en résulte alors
, / /5

P(h).g"=g", ce qui prouve 1'affirmation.

2. EXISTENCE DE STRUCTURES QUASI-QUOTIENTS.

Nous nous donnons deux univers M, et 7‘]\10 tels que M, efﬁlo et
W, C ﬁ(o. Soit M et ﬁ( les catégories d'applications correspondantes, Nous
- a
supposons que () estun foncteur de H'" vers N et que ¢ estun foncteur
de H" vers M restriction de  a la sous-catégorie pleine f/° de i] . Soit
H' une sous-catégorie pleine de H' . Nous allons indiquer des conditions
suffisantes pour l'existence d'une (H’, g J-structure quasi-quotient de s

par r, on s estune unité de #/° et r une relation d'équivalence sur q(s).

HYPOTHESES. 10 Soit / I'ensemble des i ¢ H',.H.s tels que ¢(i) soit
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compatible avec r. Il existe un produit naturalisé ((P;i )it S) de (B(i));eq
dans Q. Soit g =1{i]

tout i ¢ /.

i1 l'unique élément de [ tel que p,.g =i pour
20 X étant un ensemble donné de (J-monomorphismes, il existe un
(X.H'; , Q)-sous-morphisme j de S engendré par (J(g) ; posons § = a(j).
30 Si h'ecH' et A" ¢ H' ont méme source § et méme but, il existe un

noyau n de (h',h") dans H' vérifiant q(n)eH' et X.nC X.

PROPOSITION 2. Si les hypothéses précédentes sont vérifiées, § estune

(H',q )-structure quasi-quotient de s par r.
q q p
A. Par définition de j, on a afj)e H' et il existe un k tel que:

Q(j). %k =Q(g). Comme j est un Q-monomotphisme, il existe un et un
seul ge H vérifiant
Qrg)=k et j.g=g.

Si iel, dire que Q(i) est compatible avec r signifie que Qi) =1’.F,
ou 7 est la surjection canonique de Qs ) sur Qfs)/r; 1'égalité

Q&) =100 =Ui"l; ¢y F
entrafne que Q(g) est compatible avec r; l'application Q) étant une
injection, J( g) est aussi compatible avec r. De plus, pour tout i ¢/,

p;.jeH’ et (p,.j).g=p, . E=1i.
Par ailleurs, supposons A'. g =h". g, ot k' et h'" appartiennent 3 H'.En
utilisant I'hypothése 3, on trouve j.n ¢ X et, n étantun noyaude (A", A")

il existe un g’ tel que n.g’' = g. Il s'ensuit

Q(j.n).Q(g") =0Q(j).Q(g) =Q(E&),
de sorte que, j étant un (X, H',, Q )-sous-morphisme de S engendré par
g, il existe un n' vérifiant {j.n ). n’= j. On en déduit

n.n'=5 et np'=n"",

car j et n sont des monomoiphismes. Donc A’ = h” et g estune (H', ¢ )-

structure quasi-quotient de s par r, V

REMARQUE. La Proposition 2 peut se déduire de la Proposition 1 appli-
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quée au foncteur canonique p de H' vers la catégorie ¢ servant a définir
les g-structures quasi-quotients, si ¢ est compatible avec les noyaux. En
effet, on montre facilement que, en identifiant ;1 A une sous-catégorie de
Q7", I'élément S est un produit de (B(i))iel dans (%, que n est un noyau
de (h',h*) dans ¢" et que j estun(X.H',, P )-sous-morphisme de S en-

gendré par (g,r), si P désigne le foncteur canonique de H' vers Q",

Considérons toujours les foncteurs () et ¢ (le plus souvent nous
aurons H = Q'I(fm) ). Soit X un ensemble de ()-monomorphismes. Nous

A
notons M, la saturante de N, dans M, , c'est-a-dire I'ensemble des éléments

A
IS

de M, qui sont équipotents a un élément de M, ; on montre que M, estun

univers.

DEFINITION. On dit que Q est (W, X )-engendrant si, pour tout S¢ H, et
tout fe Q(S).M.M,, il existe un (X, Q )-sous-morphisme de S engendré

par f.

PROPOSITION 3. Q est (M, X )-engendrant ssi, pour tout SeH, et toute
partie M de Q(S) équipotente a un élément de M,, il existe un (X, Q)-

sous-morphisme de S engendré par l'injection canonique (Q(S),¢,M).

A. Supposons S e ;{D et fe Q(S).?‘fl .- S8i Q est (M, X)-engendrant, et
st f=(Q(S),,M), ou ¥ eﬁlo, il existe une bijection g d'un M'¢ M, sur
M etun (X, Q)-sous-morphisme j de S engendré par f. g. Il est clair que
j estun (X, Q )-sous-morphisme de S engendré par f. - Inversement sup-
posons vérifiée la condition de la proposition et soit

f=(00S),f,4) .M, .

En posant M = f(A), ona M eN,, car M est équipotent au quotient de A
par la relation d'équivalence associée a f, lequel quotient appartient & 'u-
nivers 5“0. Deplus f=1i.f", on

i =(Q(S),,M) et fr=(M,f, A).
Comme il existe un (X, ( )~sous-morphisme j' de S engendré par i, on ob-

tient { = Q(j'). k. Il s'ensuit
f=i.f"=0Q(j).(k.f').
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Sij"eS.X.s et f=0Q(j").k’, I'ensemble M est contenu dans !'image
Q(j")(Q(s)) et Q(j") est une bijection (M', j",Q(s)). 11 en résulte
i =Q(j"). k", ou k" est la restriction a M de I; bijection j"'l. Donc il
existe un h vérifiant j' = j" kb, et j' estun (X, Q)-sous-mo;phisme de S

engendré par f. Ceci prouve que @ est (J,X )-engendrant, V

Des Propositions 1, 2 on déduit:

COROLLAIRE. Supposons que Q soit ¢ P(H }produits, que g soit a noyaux
et que Q soit (M, X. H, rengendrant. Si X.n C X pour tout noyaw n dans

g, alors q admet un adjoint et q est a structures quasi-quotients.

En effet, les hypothéses des Propositions 1 et 2 sont évidemment vé-
rifiées, V

Application.

Dans la plupart des exemples, les foncteurs () et g et I'ensemble X
possédent les propriétés:

ﬂ(l) @ est fidele, Q(s.;l;/.H;) = Q(s).ﬁ(y.'mo pour tout s ¢ ;1; et
X.H, <X
Dans la fin de ce paragraphe, nous supposons cette condition remplie et
nous notons Y l'ensemble des j¢ X tels que (J( ;) soit une injection ca-
nonique ayant pour source un élément de j‘Ro. Soit S¢ ;[D .SijeS.X.H,,
il existe un § e ;J;l.a(j) tel que Q(§) soit la bijection j définissant I'in~
jection Q(j), etl'on a
=g, ou jr=j.8 Y.

Par suite X.H, = Y.;l'y.H; . Il en résulte que, si M est une partie de
Q¢S), alors j est un (X.H,,Q )-sous-morphisme de S engendré par
(0(S),,M) ssi j' est un (Y, )-sous-morphisme de § engendré par
(Q(S),t,M). Ceci permet de poser la

C EFINITION, Soit S¢ ;1,, et M une partie de Q( S). S'il existeun( VY, Q )-
sous-morphisme j de S engendré par (Q(S),¢,M ), on appelle afj) une
(X.H,,Q )sous=structure de S engendrée par M.

Grice a la propriété (1), on déduit facilement de la Proposition 3
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et de la remarque précédente que Q est (), X.H, )-engendrant ssi pour

tout Se¢ H, et toute partie M de Q(S) appartenant a W,, il existe une

(X.H,,Q)-sous-structure de S engendrée par ¥,

EXEMPLES. Prenons pour Q le foncteur PCJ: d'oubli vers M de la caté-
gorie f des foncteurs, pour H l'ensemble F des foncteurs associés a M,
pour X l'ensemble des Pg-monomorphismes. La propriété (1) est vérifiée.
Soit C' ¢ €f0 et M une partie de ( appartenant 3 5](0. La sous-catégorie
B* de C° engendrée par M est une (X .5, ’PF )-sous-structure de " en-
gendrée par M . En effet, B” estla Pg-sous-structure de (° engendrée par
M . Vu la Proposition 2-3-I [4], B~ est un quotient de la catégorie libre
L[il] , ou [/‘I.I] est le sous-graphe de [ "] engendré par Y . Comme ﬁlo est

un univers, on a

M=MoarM)uB(M)eM,, LIM]C uszf"effno,

ne
de sorte que le quotient B de L [M] appartient aussi a 5[(0. Bonc Pg est
(M, X.%,)-engendrant. En utilisant ce résultat, on montre que les foncteurs
d'oubli P}( relatifs aux «structures algébriques usuelles» (Chapitre II [4])

sont (M, X.H,)-engendrants, si X est l'ensemble des Py(-monomorphismes.

3. EXISTENCE DE LIMITES INDUCTIVES.

A

Soit encore M et W les catégories d'applications associées aux
N
univers M, et M, vérifiant
A A

moemo et SIIO C 3110.

- N
Supposons donné un foncteur () de H, vers M et sa restriction ¢ vers
M d'une sous-catégorie pleine H° de [/~ telle que H soit équipotent & un

A

élément de N, .

PROPOSITION 4. Supposons que () soit g fﬁ(onpmcﬁtits et (M, X. HyJen-
gendrant, o X est un ensemble de Q-monomomhismes. Si tout couple de
momhismes de H® de méme source et méme but admet un noyau n dans
H tel que X.nC X, alors H' est une catégorie ¢ C -limites inductives,

pour toute catégorie C' vérifiant C e Wo.
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A. Soit F un foncteur de C° vers H' . Considérons l'ensemble [ de
toutes les transformations natrelles i = (s;, L, F) de F vers un foncteur
s; constant sur s; ¢ H, . La surjection | b (¢ (c))ce c: définit une bijec-

. . (o . .
tion de [ sur une partie de // . Comme H et (, sont équipotents & des
éléments de M,, ce produit l'est aussi, et il existe un produit natralisé

). . ). i t f : )
({pL)ZEI,S) de (sL)LE[ dans Q. Si ® est un oncreur de C vners H
(resp. vers MY, notons ® le foncteur de ¢ vers H' (resp. vers M) de-
fini par la surjection @ ; nous urtilisons une notation analogue pour les
transformarions naturelles,

- Le foncteur g.F admet une limite inductive naturalisée canonique ¢,

car J est une catégorie 2 C’'-limites inductives; désignons par o, lin-

jection canonique de g¢.F(c¢) dans M = Lim q. F. Par construction de
-

o, la transformation naturelle ¢ est une limite inductive naturalisée du

foncteur q. F de £ vers .

- Pour tout c¢ C,, il existe un crochet t(c) :[ti(c)]ig[’ de source

F(c),debut S.Simec’'.C.c, on trouve
tfc').F(m) = [ti(c’)]iel.F(m,l‘ = [Li(c').F(m)]i”:
= [ti(c)]ig[ =tfc),
de sorte que T =(S",t, F) est une transformation naturelle et
piT:7 pour tout iel.
Soit k 1'application lé’m‘—7 QT de M dans Q(S) telle que ko = Q7. Le
foncteur () étant o, X.H,)engendrant et M appartenant a M,, il existe
un (X.H,,Q )-sous-morphisme j de S engendré par M. Montrons que s
source de j est une limite inductive de F. Or il existe £’ tel que I'on
ait Q(j).k'=Fk ; il s'ensuit
Qrt(c)) =k.o, =Q(j).k".a,
et, j étant un (J-monomorphisme, il existe un unique t’(c) vérifiant
Q(t'(e))=k'.o, et tfc)=j.t'(c),

ce pour tout c ¢ C,.Simec'. C.c, on obtient
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jot'e'). F(m) = i(c').F(m) =t(c) =j.t'"(c),
don t'(c'). F(m) =1t"'(c), car j est un monomorphisme. Ceci montre que

T' =(s"%t' F) est une transformation naturelle qui satisfait les égalités

QT'=k'c et jT'=1T.

Montrons que T’ est une limite inductive naturalisée. Pour cela, soit
i=(s],t;, F)el.Enposant h =p,.j, ona
AT =p (jT')=p, T =i, dou AT'=i.
Supposons aussi A'T' =i . Par hypothése, il existe un noyau n de (h', h)
dans f* avec X.nC X. Soit ¢ ¢ C, . Comme
h.t'(e) =t (c) =h"t'(c),
il existe un unique t"(c) vérifiant n,t"(c) =t'(c). Simec'.C.c, on
obtient
n.t"(c').F(m)=t'(c').F(m)=t'(c)=n.t"c).
Il s'ensuit, n étant un monomorphisme, t*(¢’). F(m) = t" (¢ ). Par suite
T"=(a(n)",t",F) est une transformation naturelle, et n 7" = T', Si
k" = lz;mo QT", on trouve
(Q(j.n) k)5 =Q(j.n)QT* =Q(j(nT"))=Q(jT')=0QT = ks

et, o étant une limite inductive naturalisée, Q(j.n). k" = k. Par défini-
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tion de j, il existe n’ tel que (j.n).n’ =j. Cette relation a pour consé-
quence n' = n-1 , car j et n sont des monomorphismes. Par suite 4 = 4',

et T' est une limite inductive naturalisée de F. V

REMARQUES, 1° On pourrait déduire la Proposition 4 de la Proposition
1, en prenant pour p le foncteur canonique de H° vers la catégorie de
transformations naturelles N(H , C* )P dans ce cas, il faut montrer que
les conditions de la Proposition 1 sont satisfaites, ce qui est aussi dif-
ficile que de prouver directement la Proposition 4.

20 Avec les hypothéses de la Proposition 4, et en supposant que C’
est une catégorie discréte, on voit que H' est une catégorie a Wo-sommes.
La Proposition 2 affirmant que, sous ces hypothéses, ¢ est un foncteur

a structures quasi-quotients, on déduit de cette seule assertion que ff~ est

’
4 C -limites inductives pour toute catégorie C° vérifiant C ¢ MW , a 1'aide
de la Proposition 6.5.1 [4]. Mais la démonstration de la Proposition 4 ne

se simplifie guére en y supposant C° discréte,

4. COMPLETION D'UNE CATEGORIE.

Soit M et M les catégories d'applications considérées dans les
deux paragraphes précédents. Nous supposons donnés deux ensembles §
et § de catégories I° telles que [ ¢ MM, .

Désignons par Sgﬂ I'ensemble des triplets u=(C ,pu,v ), ou C’
est un graphe multiplicatif, oh C ¢ M, erou p (resp. ot v ) est une surjec-
tion associant i certains néofoncteurs F de [ ¢4 (resp. [ ¢ ﬂ )y vers C°
une transfomation naturelle de la forme

pu(F)=(F,t,e") (resp. v(F)=(e"t,F)),
en notant e~ le néofoncteur de |° vers (  constant sur e e C; . Soit 533
I'ensemble des triplets (u',¢b,u), on
u:(c.’I"V)ngﬂ, u':(c'.9u"l")€8%ﬂ
et ot O estun néofoncteur de C° vers C'* vérifiant la condition:

Si u(F) estdéfini, p'(®.F) estdéfiniet égala ®u(F);si v(F’)
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est défini, v'(®. F') est défini et égal a Dy (F').
Sgﬂ devient une catégorie pour la loi de composition :
(u, ®', 8" ). (v, ®,u) =(u",®" . D, u) ssi 4'=u’.
Nous identifions 5?5 4 la classe de ses unités. La surjection

(u'®,u) b pyu(®)=(C",C)

définit un foncteur p"'gg de Sgg vers ). Soit ?'gﬂ la sous-catégorie plei-
ne de Sgﬂ ayant pour unités les triplets v = (C", u,v) tels que C° soit
une catégorie et que 4 soit une application §-limite projective naturalisée
partielle, p une application §-limite inductive naturalisée partielle, sur
C’. Soit 3:5]5 la sous-catégorie pleine de ?'gg ayant pour unités les tri~
plets u =(C ,u,v)e ff'gﬂ tels que y et p soient des applications -
limite projective naturalisée et §-limite inductive naturalisée respective-
ment sur . Nous notons p"qﬂ et pgﬁ les foncteurs de ‘f’gﬂ et de ?gg
respectivement vers J restrictions de p " 5 .

N

De méme nous définissons a partir de ['univers ﬁ(o les catégories
Sgﬂ, ?,93 et ?Qﬂ, les foncteurs P"gg, P,Qﬂ et Pgs ( toujours relatifs

aux mé&mes ensembles § et § ).

P ROPOSITION 5. Les foncteurs p Qﬂ’ p 4 etp" i sont ¢ Wy-produits, ain-

si que les foncteurs injections canoniques de 3:{]5 vers 3::93 et de ?,Qﬂ

vers 8%
A. Supposons

ug=(C, ,ud,vd) € 5?5 pourtout de D, oa DeM,.
Soit C° le graphe multiplicatif produit d?l)C;l et p; le néofoncteur pro-
jection canonique de (" sur C;i. Soit g(u) l'ensemble des néofoncteurs
F de I" ¢4 vers C° tels que u,(p,.F)=(F;,t; e;) soit défini pour
tout de D.Siiel,,notons ¢(i) lafamille (,(7}); ; ; le triplet

(F,t,e”), ot e :(ed)deD

est une transformation naturelle u( F). De méme si F' estun néofoncteur

de J ¢4 vers C° etsi vy(pg-F')=(e},ty, F]) est défini pour tout
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de D, nous désignons par v( F') la transformation naturelle (e'”, ¢’, F')
définie par
e'=(ej)g.p et t'(i) =(tg(i))y.ppouriel,.

Nous obtenons ainsi deux surjections p et v et w =(C ,pu,v) estun

élément de 5(?3 Montrons que u est un produit de (ud)d D dans 595 . En
effet, par construction, on a

Hy,=(ug,pg,ue Sgﬂ pour tout de¢ D.
Supposons

(Dd :(ud,nﬁd,u')eg‘qﬂ pour tout de D,
ouu'=({C",u’,v'); soit $=[c,] le néofoncteur canonique de C*”

d deD
vers C°. S u'(F') =(F', t', e') est défini, #d(¢d' F') est defini pour

tout d ¢ D . Comme b 4 F'= p;-¢. F', la transformation naturelle i F*)

est définie et égale a (. F', t,e”), si

i) =(ba(t'(i)))aep=&(t'(i)) pourtout icly,
c'est-a-dire & Gu'(F'). On voit de méme que, si p’(F") est défini,
v(p.F") est défini et égal & v'(F"). Par suite ® =(u,d,u’)appar
tient 3 Sgﬂ etl'ona ¢, =p,;.¢ pourtout de . Ceci prouve que le fonc-
teur p nd4 est a M, -produits .

- Supposons de plus u ¢ 3‘,93 pour tout d ¢ D). Avec les notations précé-
dentes, C° est une catégorie. Montrons que, si u(F)=(F,t,e") est dé-
fini, c'est une limite projective naturalisée, En effet, soit 4 = (F, ', e’
une transformation naturelle. Etant donné que {py- F) est une limite
projective naturalisée et que pyy est une transformation naturelle vers

p;. F, il existe

kd:liz_npd'?[’ tel que  py(py-Flky =pyyr;

en posant k = [kd]de’ on voit que k est l'unique élément de C véri-
fiant p(F)k =4 . Donc u(F) est une limite projective naturalisée. On
montre d'une maniére analogue que y est une application g-limite induc-
tive naturalisée partielle sur C'. Il en résulte ue 99 et u est aussi le

produit de (ua’)deD dans .Cf'gg. Ainsi p'gg et ((Sgﬂ,“f}:'g,‘]) sont des
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foncteurs a N, -produits,

- Enfin si u ¢ Cfgg pour tout d e D, la limite y(F) est définie pour tout
foncteur F de [" ¢4 vers C° et v(F') est définie pour tout foncteur F'
de J' ¢4 vers C'. 1l en résulte que u appartient a ?gg et c'est le pro-
duit de (uy),,p, dans $99. v

PROPOSITION 6. Les foncteurs ng’ P,Qﬂ’ p" 49 sont g noyaux, de méme

que les foncteurs injections canoniques de ggﬂ vers Cf’gg et de 3:;95

vers 39

A. Supposons que @ =(i,,u) et ®'=(i, ¢’ u)soient deux élé-
ments de 5'%, ot u=(C ,u,v) et i :(&',ﬁ,ﬁ). Soit G le graphe
multiplicatif noyau de (¢, ¢’), qui est fomé des

xe C tels que H(x)=¢'(x).
Soit xy le néofoncteur injection canonique de G vers C°. Soit F' un néo-
foncteur de [* ¢§ vers G, et F le néofoncteur 7. F’. Supposons que
w(F)=(F,t,e") soit défini; alors
(b F)=pulF) et i($" F)=¢"u(F).
Les égalités
. F =¢d.n.Fr=¢"'.9.F' =¢"F
entrainent
du(F)=¢'u(F), dou t(l,)CG.
Il s'ensuit que (F',t, e”) est aussi une transformation naturelle, que nous
notons p'(F');ona nu'(F')=u(F). De méme si v(F) est défini et
égal a (e, t',F), on voit que (e'",t', F') est une transformation natu-
relle, désignée par v'(F'). De cette fagon, on construit deux surjections
#' et p’, et
u' :(G',u",/’)fgg)ﬂ et 77:(11,77,11')6 Sgﬂ
Supposons D" = (u,",u")e Sgg, ol
u =(C" L, u",w") et O.P"=0'.D".
La surjection ¢” définit un néofoncteur ¢7 de C"* vers G' vérifiant

n.$5=¢". Soit F* un néofoncteur de [* vers C"  tel que u"(F") soit
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défini, et posons
F'=g¢1. F" et F=¢". F";

alors F = 5. F'. Puisque ®" appartient & Sgg, la transformation nawrelle
u( F) est définie et égale a "u”( F"). On en déduit que p'(F’) est
défini et égal a (751"#"(1:"). D'une maniére analogue, si v"(F") est dé-
fini, alors »'(pf.F" ) est défini et vaut d)}’y"(F"), Par conséquent,
(u',¢',u") appartient a S g, et c'est I'unique élément @}' de 5gﬂ pour
lequel 7. @7 = ®". Ceci signifie que 7 est un noyau de (®,d’) dans p”gﬂ‘
- Supposons de plus que ® et ®' appartiennent 3 S:'gﬁ, et montrons que
u'e Sc'gg. En effet, il suffit de montrer que si p'(F’) est défini, c'est
une limite projective naturalisée. Or soit iy une transformation naturelle
(F's7,e"), et F =y.F' Etant donné que ¢, est une transformation na-
turelle et que pu(F)=pnp'(F') est une limite projective naturalisée, il

existe k tel que p(F )k =y . Les égalités

il F)plk)=d(u(F)k)=(p.n)y =

=(p" )y =" (u( F)k)=0{g" F)gp'(k)

ont pour conséquence
(k) :lz;_m(qﬁ.n)gb =¢'(k), dod kel et u'(F')k =y.

Ainsi p'(F’') est une limite projective naturalisée. On prouve de méme
que v'(F") estune limite inductive naturalisée lorsque cette transforma-
tion naturelle est définie. Donc u'¢ (f'gﬂ et 7 est un noyau de (®,®")
dans ff'gﬂ
- Enfin lorsque ® et ®' appartiennent a ?gg, la construction de u' en-
trafne que c'est un élément de ffgg, de sorte que 7 est un noyau du cou-

ple (®,®d’) dans pgﬂ. \Y

DEFINITION. Soit C* une catégorie et y une application §-limite projec-
tive naturalisée partielle sur €' . On dit qu'une partie ¥ de C estsaturée
pour y si elle vérifie la condition: Lorsque u(F)=(F,t,e") est défini

pour un foncteur F de [* vers C’ etque F([)C M, ona

(1, )M et limt(F)y M
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pour toute transfommation naturelle y = (F,¢', e'") vérifiant ¢'(1, )C M.
On définit d'une fagon analogue la notion d'une partie M saturée pour v,

si v est une application §-limite inductive naturalisée partielle sur C° .

Soit X' I'ensemble des

® :((C',u,v),¢,((;’,u',v'))e ?'gﬂ
tels que ¢ soit un foncteur injectif, que yu'( F') soit défini ssi p(.F’)
est défini et que v'(F') soit défini dans le seul cas on v(g. F') est
défini.
P ROPOSITION 7. Soit u =(C", u,v) ¢ ?égﬂ et ¢ un foncteur de G° vers
C.Ona Pg(g)e P'gg(u. X') ssi ¢ estun foncteur injectif et si H(G)
est saturé pour yu et pour v. Tout élément de X' est un P*""d-monomor-
p hisme.

A . Supposons

¢ = ((C.’(lﬂ/)s ¢,(G"u',l/')) € X';
alors ¢ est injectif et M = ¢( G) définit une sous-catégorie ' de C’.
Soit & l'isomorphisme de M° sur G défini par la bijection 25—], Suppo-
sons u(F)=(F,t,e”) défini pour un foncteur F de [" ¢§ vers C° tel
que F(I)C M. Comme

F=¢.F', on F'=(E(M ,F, 1),
par définition de X' la limite projective naturalisée pu'(F') est définie.
L '¢égalité u(F)=c¢u'(F') prouve que
p'(F') = (F'&t,s7), ou e=¢(s);
il s'ensuit
t(ly) = pl&t(l,)) CH(G) =M.
Soit iy une transformation naturelle (F,t', e'") vérifiant ¢'(1,)C M ; si
' estlatransformation naturelle
(F',&t',s), ou ¢(s')=¢e,

il existe k' = limH '{F')l//' ¢ G. Les relations
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U=y et $u'(F')=pu(F)
entrafnent
Limt () g = lim (0 gyt = g (lim# " (F) g 0) = g (k7)€ M.
Donc M est saturé pour y . On montre de méme que ¥ est sawré pour v.

- Avec les notations précédentes, prouvons que ¢ est un P"‘qﬂ -monomor-

phisme, Pour cela, soit
O = ((Chuyw)y s (K, ) ¢ 839 e Pglat)=Pglg). v,
Draprés la Proposition 4-2-11 [ 4], f" définit un néofoncteur ¢* de K vers
G'.Si i(F;)=(F;,t;e ;) est défini, p{e’. F; ) est défini et I'égalité
¢'.F,=¢.(¢".F, ) assure que y'(¢". F,) est aussi défini. Puisque
Gu' (S F ) =u(¢' F) = i(F, )= $($"i(F,))
st que ¢ est injectif, on trouve u'(". F; )=¢"i(F;). D'ure maniére
analogue, si v( F;) estdéfini, p'(¢". F}) estdéfini et égal a ¢"v(F)).
Par suite
((G susv) ", (K,@,0))
est l'unique élément ®” de Sgﬂ tel que
D.O" =0 et Pq(ep”)=f".
Autrement dit, ® estun P"gﬂ-monomorphisme.
- Inversement, supposons que ¢ soit un foncteur injectif de ¢* vers C°
etque ¢(G) =M soit sauré pour y et pour p. L'ensemble M définit une
sous-catégorie de C°. Si F est un foncteur de [* ed vers C° el que
F(I)CM et que u(F)=(F,t,e") soit défini, et si F,; estle foncteur
de [* vers M défini par F, le triplet (F; st e”) est une limite projec-
tive naturalisée iy , car M est saturé pour . En notant £ l'isomorphisme
canonique de M° sur C° défini par ¢‘1, la transformation naturelle £y
est aussi une limite projective natural?sée, que nous noterons p'(¢. F ;).
Soit y' la surjection associant, & tout foncteur F'' de [’ ed vers G tel

que p(.F') soit défini, la limite projective naturalisée

W(ELGF) ) = u'(F') .

285



C. EHRESMANN 22

A . . . .
De méme, si F" estun foncteur de /" ¢ § vers G et si v(ch.F")est
défini, notons v'( F") l'unique limite inductive naturalisée vérifiant 1'éga-

lit¢ pv'(F")=v{(¢.F"). 1l est évident que
((C‘,‘L,V), qS’(G.)lL'aV'))E X"

et c'est 'unique élément de u. X' appliqué par P,ﬁﬂ sur P?(qﬁ) , ce qui

acheve la démonstration, V
COROLLAIRE. X = X'ﬂﬂtgﬂ est l'ensemble des Pgimonomorphismes.

A. Soit ® un ng-monomorphisme ((C L usv), 6,06 ,u'sv'))s &
est un foncteur injectif. Soit F' un foncteurde [* ¢ § vers G ; comme g
et u' sont des applications §-limite projective nawralisées, u(¢. F')et
p'( F') sont définis et, ® appartenant a ?gg, ona pulep. F')=¢u'(F').
De méme p'( F") est 'unique transfomation naturelle vérifiant p(¢. F") =
év'( F") pour tout foncteur F” de [ ¢ g vers G . Donc ® ¢ X.
- Inversement, tout élément de X estun ng-monomorphisme, car c'estun

P'gg-monomorphisme ( Proposition 7) et ?gﬂ est une sous-catégorie pleine

de ?,95 \Y%

PROPOSITION 8. Si § et § sont équipotents ¢ des éléments de M, , le
foncteur P"qﬂ est (M, X'. go'gﬂ)-engendrant et ng est (MM, X. ff(?ﬂ)~en=
gendrant.

A. Soit u =(C",u,v) e?égg et soit M une partie de ( appartenant
a la saturante 'fﬁo de i, dans ﬁ(o. Soit B l'ensemble des parties B de
C définissant une sous-catégorie de (° et saturées pour y et p . Il est
clair que l'intersection G de B appartient a B . Le foncteur P'gﬂ véri-
fiant la propriété (1) du n° 2, pour prouver que P'gﬂ est (M, X", ffégﬂ)-
engendrant, il suffit de montrer qu'il existe une (X'. ?ggﬂ,P"qﬂ )= sous-
structure de 1 engendrée par M. Or, d'aprés la Proposition 7, si une telle

sous-structure existe, elle est de la forme (G", u',v'), et G appartient

o

a M,, nous sommes donc ramenés a montrer que G est équipotent a un
élément de J,. Pour cela, nous allons constmire G par récurrence trans-

finie.
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- Nous aurons 3 utiliser quelques notions sur les (nombres) ordinaux que
nous allons rappeler. Soit A un ordinal et O/\ I'ensemble bien ordonné
des ordinaux inférieurs & A . Si A n'a pas de prédécesseur dans 0)\, on
I'appelle un ordinal limite. On dit que A est un ordinal régulier si, dans

O),ona SZP)",\E < A pour toute suite transfinie
(Af)f<)\' telle que )\é‘</\ et A<,

A tout ensemble A, nous associons l'ordinal A, qui est le plus petit or-
dinal équipotent 23 A ; un tel ordinal est appelé ordinal initial, Il existe
une bijection y du sous-ensemble bien ordonné de Oj formé des ordinaux
initiaux £ < A sur une section commengante de OZ ; 'ordinal y—l( A} est
dit ordinal initial d'indice A, et noté ). Si A admet un prédécesseur
w ) est régulier. Si @, est régulier tandis que A estun ordinal limite, on
dit que @, est inaccessible; dans ce cas, on montre que A =) . Soit A

I'ordinal bome supérieure des ordinaux A, o A¢M,; on a aussi A =

0
sup. A . Comme M, est un univers, on prouve que A est un ordinal inac-
Ae

cessible. Si [" ¢§ug, ona [ <A ; soit A’ l'ordinal bome supérieure des
ordinaux /, ou I° décrit §uUg. L'hypothése
e, ec §eTn,
entrajnant U< A et A étant régulier, A’ est strictement inférieur a
A ; a fortiori
A'+1<A, don coA.+1<a)A=/\.

Notons A l'ordinal initial régulier WA
- Soit M, la sous-catégorie de (' engendrée par M. Nous avons vu (fin
ne 3) que Y, appartient & M, . Soit A un ordinal inférieur ou égal a A et

supposons définie une suite transfinie (M§)§</\ vérifiant la condition:
(o) M, appartient a M, et définit une sous-catégorie de C° ; on a
Mrf'CMf lorsque £'< &<,

Définissons M)\ comme suit:

1°7 cas: Si A est un ordinal limite, on pose M)\ = fg)‘Mf. Evidem-
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ment M)\ définit une sous-catégorie de (C° contenant Mf et, A étant
I'ordinal associé a un élément de N, ,ona MA € f)ll

2¢M€ cas: A =¢+1. Si F est un foncteur de [ vers C° tel que
F(I)CM) et que u(F)=(F,t,e") soit défini, notons Ay 1'ensemble
formé des éléments ¢(i), ou iel,, et des éléments h = l(i_mf‘ (F)(/; , pour

toute transformation naturelle
W =(F,t;,e;) telle que tl([",)CMé:.

La surjection telle que

iboefi), (1(i))iep, bR
applique une partie U de IU(MSC) o sur Ap . Puisque /| et Mf appar-
tiennent a W ,on a UFJRO, d'ou Ap e)ﬂ Si F' estun foncteur de [ '¢ ﬂ
vers (' tel que l'on ait F’(J)C Mg et que p(F')=(e",t', F’) soit
défini, notons A%, l'ensemble formé des éléments ¢'(i), ot i e J,, et des

éléments lim¥ (F ')(//' pour toute transformation naturelle
-
G’ = (e, ¢, F') vérifiant th(l,)C Mé: ;
on trouve encore Af ¢ ?Ho . Soit Mé I'ensemble réunion des ensembles

AF ,ou Fealp), et AI;,, ot Flealv).

Nous noterons M) la sous-catégorie de C° engendrée par le La bijec-
tion F p (F(i))iel appliquant a(p) sur une partie de (Mf)l .,
on a a(ﬂ) < A .1l en résulte que 1'ensemble réunion Mf appartient a 3]{
car, de méme, a()<A.A fortiori, M)\ € W

- Dans les deux cas nous avons ainsi construit une suite transfinie (M€)§<,\
vérifiant (o) . Par récurrence transfinie, on obtient de cette fagon une suite

transfinie croissante (M'é—)§<x de sous-catégories de (" telle que l'on

ait M4 ¢ ﬁ(o. Posons A = My ; par définition de A, on voit que A est con-
tenu dans tout élément de $. Montrons que 4 est saturé pour y et pour
v, d'ol il résultera que A est l'intersection G de B. En effet, supposons
u(F)=(F,t,e") défini pour un foncteur F de [" vers C' tel que F(I)

soit contenu dans A . Pour tout i ¢ [, il existe un
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£ A rel que Fli)eMg
13
étant donné que [ ¢ M, entrafne ] < A et que A est un ordinal régulier, on
a &= _su}? £;<A. Par suite F(])C M. et, par construction de Mé—Jrl,
ie -
on obtient
t(]n)CM’g C M§+1C/l.
De plus, si y est une transformation naturelle
(F,t',¢e'"") telle que ¢'([,)C A4,
il existe pour la méme raison un ordinal &' vérifiant £< E'< A tel que
t'([;;)CMé:r , d'on lllm#(F)l/I € M;;:c A
Ceci prouve que A est saturé pour ;. Un raisonnement analogue montre

que A est saturé pour p. Donc A ¢ B, de sorte que G = A, c'est-a-dire
que G appartient a M,. Ainsi P'gﬂ est (M, X'. Szo'gg )-engendrant.

- Si I'on suppose dans ce qui précede que u appartient a ?§5, le corol-
laire de la Proposition 7 entraine que & définit également une (X. ff'gﬂ,Pgﬁ)
sous-structure (G ,u’, ') de u engendrée par ¥ . Par suite, qu est

(M, X. 3:095 )-engendrant, ce qui achéve la démonstration, V

PROPOSITION 9. Si § et § appartiennent a 51(0, la catégorie Sgﬂ est a
ff'gﬂ—pmjections et a ,(fgﬂ-projections; la catégorie ?’gﬂ est a §§g=pm=
jections.

A. Nous nous raménerons au théoréme général d'existence de struc-
tures libres. Pour cela, montrons d'abord que ﬁ'gﬂ est équipotent 4 un
élément de ﬁlo. En effet, soit u =(C',u,v) un élément de 5091(( Notons

UP- I'ensemble des couples
. ' , I _
(Fo(ti));eqqr),) X2 C0 = Ug
tels que pu(F) =(F,t,e") soit défini, et UV I'ensemble des couples

[ vy B 1‘; T
(F ’(t(l))iea(Fy)o)En XI-LGJSC _(]C

tels que (e'", ¢', F') =y ( F') soit défini. La surjection
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C. EHRESMANN 26

yrub(C,U,,0,)

est une bijection de 823 sur une partie de U =JUx U
€

c WO(UCXU":) '

A

Comme N, est un univers, les relations

.‘R'sﬁ(o, I;emo 3 l’eﬂuﬂ, guﬂeiﬂo, meﬁlo

entrafnent

A

Uc eﬁlo, U eﬁ(o et Uell,.
Par suite 1'ensemble Sgg est équipotent 4 un élément de ﬁ(o. Le foncteur
p »39 étant fidele, 595 (et a fortiori 3:,95( et ‘.}gs ) est équipotent 4 un élé-
ment de ﬁ(o .
- Posons

p :(593,“?’95) et P= (Sgcq,z,?'gg).
D'aprés la Proposition 5, P est émo -produits, de sorte que P est aussi a
?(Sgg)-produits. Par ailleurs p est a noyaux en vertu de la Proposition 6 ;
la démonstration de cette proposition signifie que tout noyau n appartient
a X' et, X' définissant une sous-catégorie de ?’gﬂ, il s'ensuit
X'.nC X'.X'C X",

Enfin la Proposition 8 affirme que P'gg = P"gg. P est un foncteur qui est
(W, X', ?égg)-engendrant, et la Proposition 7 que P(X') C X' estformé
de P”gﬂ-monomorphismes. Des cas particuliers (n° 1) de la Proposition 1,
il résulte que p admet un adjoint, i.e. que 5‘45 est A ?"qg-projections.
- On démontre les deux autres assertions d'une fagon analogue, en prenant
pour p le foncteur injection canonique respectivement de ?gg vers Sgﬂ

et de ?95 vers .‘}'gﬂ. Y

Soit (& ,c¢h,u) un (?gg,Sgg)-projecteur, ot u=(C ,u,v). En gé
by “pgg
5

néral, ¢ n'est pas injectif, Mais, si u appartient & , on montre que

¢ est injectif, de sorte qu'il existe également un (ffgg,cf'gg)-projecteur
(u"n’u), o u'= (C'.,‘IL',V'),
tel que €' soit une sous-catégorie de C'" et que 5 soit le foncteur injec-

tion canonique de C° vers C' . Dans ce cas, on appelle u’ une (§,9)-
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complétion de u. Supposons de plus que y et p soient les surjections
vides; u' est aussi appelé (4, q)-complétion libre de C° . Cette définition
est justifiée car, si g désigne le foncteur projection canonique de Cfgg

T . . . PN .
vers J , on voit facilement que u' estune g-structure libre associée a C .
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SUR LE PLONGEMENT D'UN PROTOTYPE DANS UN TYPE
par Andrée et Charles EHRESMANN

Nous désignons par U un univers, par § et ﬂ des ensembles de
catégories / dont l'ensemble / des morphismes appartient & U, par ?qﬂ
et Cf'gg les catégories des morphismes entre (§, §)-types et entre (§, §-
prototypes associées a U. Enfin on suppose que § et g sont équipotents
a des éléments de U. Le but va &tre de prouver que tout (Cfgg,ff'gg)-pro-
jecteur est injectif. Au passage on montrera le «théoréme du faisceau asso-
cié» (Corollaire, Théoréme 3) pour les structures définies par un prototype

projectif,

1. AUTRE FORMULATION DU PROBL EME.

D EFINITION. 8i ((C, g, ) estun (4, g)»-prezotype et H une catégorie, on
appelle réalisation vague de (C,p,v) dans H un foncteur F de { vers
H tel que Fu(¢) (resp. Fu(¢) ) soit une limite projective naturalisée
(resp. inductive naturalisée) dés que ¢ est un foncteur vers ( tel que

(@) (resp. que v () ) soit défini.

PROPOSITION 1. Soit (C,p,v) un (8, 9)-prototype, o C appartient @
U. Soit V= C_,ﬁ,;),v,(c,y,u)) un (ggﬂ,?'gg)-pmjecteur. Alors
v est injectif ssi il existe un foncieur F de C vers une catégorie H vérn-
fiant les conditions suivantes:

1o F estun foncteur injectif;

20 H est une catégorie g limites projectives et §-limites inductives ;

30 F estune réalisation vague de (C,p,v ) dans H.

A. Si V estinjectif (i.e. est défini par une injection), v vérifie les
conditions 1, 2 et 3. Inversement, soit F un foncteur de C vers H véri-

fiant les conditions de |'énoncé (on ne suppose rien sur la «grandeur» de
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la catégorie H ).

1o Construisons un (§, g )-type (H,u',v') de la fagon suivante: Soit
¢ ' un foncteur de J vers H.
a) Soit J ¢4 ; si ¢'(J]) est contenu dans F( (), il existe un et un seul
foncteur ¢ de J vers C tel que F.¢ =o', car F est injectif et F((C)
définit une sous-catégorie de H. Lorsque pu(¢) est défini, on pose:
p'(ep’) = Fu(g) . Dans tous les autres cas, on choisit une limite projec-
tive naturalisée de ¢’ (il en existe, vu la condition 2), qu'on appelle
p'(¢’). Ceci définit 'application p'.
b) Soit J ¢ 4. D'une maniére analogue, on note v'(¢ ') une limite inductive
naturalisée, choisie arbitrairement, de &', sauf dans le cas ot ¢ '(J) est
contenu dans F({ () et ou il existe un foncteur ¢ de J vers C tel que
v(¢) soit défini et que F.¢ = ¢’ ; dans ce cas, on pose v'(¢') =Fuigh).

c) On obtient ainsi un (9,5)-type (H,u',v') et, par construction,
F=((H,p'v'), F, (Copsv))

est un morphisme entre (§, § )-prototypes.

20 Soit 1l un univers auquel appartiennent U et //, et soit ﬁgﬂ le
foncteur d'oubli canonique de la catégorie (Afgg des (g,ﬂ)-types associée
a {l vers 1a catégorie M des applications associées a L. Alors (H,p' ')
est un objet de ‘Afgﬂ et F((C) est équipotent & un élément de U (caron
a Ce ). Sous ces conditions, on sait qu'il existe un (3(. .(fgg, ﬁgﬂ)-sous-
morphisme

G=((H,u'v'), G, (T,u"v"))
de (H,u',v') engendré par F( () (on note :Y l'ensemble des ﬁgg-mono-
morphismes); il existe aussi un et un seul
Fr= (0,550, By (Cypov)) e 593
tel que G. F'= F. Comme F et G sont injectifs, F' I'est aussi. De plus
V étant in (Cf‘qﬂ, Cf"qﬂ }-projecteur, il existe un et un seul

F"efﬂﬂ.fﬂgﬂ tel que F".V =F",

Puisque F' est injectif, v l'est également, car F".v = F'. \%
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2. SOLUTION DANS LE CAS PROJECTIF.

Soit C une catégorie telle que ( appartienne a . Nous noterons
N la catégorie des transformations naturelles entre foncteurs de la duale
C* de C vers la catégorie M des applications associée a U ; nous iden-
tifions les unités de N aux foncteurs de C* vers M.

Nous désignons par ¥ le plongement de Yoneda de ( vers N.Si
e estune unité de (, le foncteur Y(e) est identique & Hom(e,-) ; si

f( e'.C.ea on a Y(f):(Y(e'),tf, Y(e)): ol
tf(e"):HomC(f,e") pour tout e"¢ (.

On sait que Y est un foncteur injectif de C vers N et que Y[ () définit

une sous-catégorie pleine de N,

PROPOSITION 2. N est une catégorie a ffo=-limites projectives et a ffo-
limites inductives. Une transformation naturelle T dans C est une limite
projective naturalisée ssi Homp (-, e) T en est une pourtout ec Cy. Le

foncteur Y est compatible avec les limites projectives.

A . Comme J est une catégorie a f,-limites projectives et inductives
(i.e. a /-limites projectives et inductives, pour toute catégorie J vérifiant
J ¢U) ilen est de méme pour la catégorie N des transformations naturel-
les vers . Pour toute unité e’ de C, notons p,+ le «foncteur d'omission»
de N vers W associant tfe’) a T =(F",¢t,F)eN. On a

po e ¥ = Homp (-, e").

La construction «terme a terme» des limites projectives dans N montre que
Y est compatible avec les /-limites projectives ssi Hom (=, e’) l'est pour
tout e’. Or soit T = (¢, t, ¢”) une transformation naturelle issue du fonc-
teur constant ¢~ dans (. La limite projective canonique de Hom (-, e'). ¢
est I'ensemble B des familles x = (xi)ief,, , ou | est la source de ¢,
telles que

x; ¢ Hom(p(i),e’) pourtout ie/,,

G(k).x;=Hom(p(k),e')(x;)=x;, si kei'].i.

Ces conditions signifient que (¢, t,, e'}, ou
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t,(t)=x; pourtout iely,
est un cbne projectif T, . Il s'ensuit que Hom(-,e)T est une limite pro-
jective naturalisée ssi il existe une bijection g de B sur Hom(e, e') as-
. . N . s [
sociant & x (donc a 7, ) un morphisme g(x) tel que T = Tg(x), c'est-
a-dire ssi T estune limite projective naturalisée dans C. V

COROLL AIRE. Si § est vide, tout (?g,g'g)mprojecteur est injectif.

A. Cans ce cas, Y vérifie les conditions de la Proposition 1. V

3. RESTRICTIONS DE Y COMPATIBLES AVEC LES LIMITESINDUCTIVES

CONVENTION. Si T =(e", t,¢ ) est une limite inductive naturalisée d'un
foncteur ¢ d'une catégorie /| vers ( et si F' estun foncteur de la duale

C* vers une catégorie K, nous noterons F T le cdne projectif
(F.¢p*,Ft, F(e)'), ou ¢*=dualde ¢.

PROPOSITION 3. Soit p un foncteur de C vers H et T =(e",t,¢) une
limite inductive naturalisée d'un foncteur ¢ de | vers C. Alors pT est
une limite inductive naturalisée ssi (Hom(s,-).p*)T est une limite pro-
jective naturalisée pour toute unité s de H.

A. Ceci résulte de la Proposition 2 appliquée a la duale de H et au

cone projectif «dual» de p 7. V

P ROPOSITION 4(Lemme de Yoneda ). Soit F un foncteur de la duale C* de
C vers M. Alors F est équivalent au foncteur Homy(F,-). Y*, oi Y est

leplongement de Yoneda de C vers N.

A. L'équivalence g de Homy (F,-). Y* vers F associe a l'unité e

de C la bijection

g(e):Homy (F,Y(e)) > F(e):(F,t,Y(e))btle)(e). V
PROPOSITION 5. Soit (C,u,v) un (4,9 )-prototype tel que C appartienne
a U et soit L une sous-catégorie pleine de N vérifiant les conditions:

Io I contient Y( C) et est stable par -limites projectives dans N ;
20 Si F est un objet de L et si v(¢p) est défini, alors Fv(¢) est
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une limite projective naturalisée dans M.

Alors la restriction Y': C> L de Y est une réalisation vague de (C,p; ).

A. Y’ est compatible avec les §-limites projectives, puisque ¥ I'est
( Proposition 2) et que L est stable par §-limites projectives dans N (ce
qui signifie que le foncteur injection canonique de [ vers N est a §-li-

mites projectives ). Pour tout objet F' de L, on a
Homy (F,=).Y'* = Homy(F,-). Y*,

car L est une sous-catégorie pleine de N ; d'aprés le Lemme de Yoneda
ce dernier foncteur est équivalent & F. On en déduit a 1'aide de la con-
dition 2 que, si v{¢) est défini, alors (Hom;(F,-). Y'*)p(¢) est une
limite projective naturalisée. 1l en résulte, en utilisant la Proposition 3,

que Y'v(¢) estune limite inductive naturalisée. V

La Proposition 5 raméne le probléme initial & la recherche des sous-
catégories pleines de N vérifiant les conditions 1 et 2 et & §-limites in-

ductives.

4. ETUDE D'UNE SOUS-CATEGORIE DE V.
Nous désignons par (C,p,v) un (4,9)-prototype tel que £ ap-
partienne a U, par N la catégorie des transformations naturelles de C*

vers M, par Y le plongement de Yoneda de C vers N,

CEFINITION. Soit F un foncteur de C* vers une catégorie d'applications
M. On appelle sous-foncteur strict de F un foncteur F' de C* vers J tel
que F’(f) soit une restriction de F( f) pour tout f¢ C. Un foncteur F”

équivalent & un sous-foncteur strict de F est appelé sous-foncieur de F.

On voit que F' estun sous-foncteur de F ssi il existe une trans-
formation naturelle ( F,¢, F") telle que ¢{e) soit une injection pour toute

unité e de C.

Nous désignerons par L la sous-catégorie pleine de N ayant pour
objets les foncteurs F de C* vers M vérifiant les conditions:
(1) Fu(g) est une limite projective naturalisée lorsque v(¢) est

défini.
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(2) 11 existe une famille (¢; ); x d'unités de C telle que F soit un

sous-foncteur du foncteur I Y(e;) (produit dans N ).
ieK

PROPOSITION 6. L est une sous-catégorie de N stable par $,-limites pro-
jectives dans N et contenant Y(C); la restriction Y' de Y a (L,C)

est une réalisation vague de ( C,p,v ) dans L .

A. L estune sous-catégorie pleine de N contenant Y{ (). Tout fonc-
teur équivalent 3 un objet F de [ vérifie les conditions (1) et (2), de
sorte que [ est une sous-catégorie saturée de N (i.e. tout objet isomor=
phe & un objet de L dans N appartienta L ).

1° Montrons que L est stable par U-produits. Soit (F]. )/.6] une famille
d'objets de L telle que J/ appartienne a U ; pour tout j el il existe une fa-
mille (e]L:)L.EK d'u'nités de C telle que le foncteur F] soit un sous-fonc-
teur de L.€ij Y(el). Soit F = jPJ Fj ; on vérifie que F est un sous-fonc-
teur du foncteur

M Y(el), on K=1 K.
(i,jjeK jed

De la commutation des produits avec les limites projectives, il résulte que
F, produit de foncteurs transformant v () en une limite projective nat-
turalisée, a la méme propriété. Par suite F est un objet de L et c'estle
produit de (Fj)/'ef dans L . Ainsi L est stable par U-produits dans N.

20 Soit w un foncteur de J vers L tel que J ¢ U. Comme L est stable
par U-produits dans N, le foncteur F = [l w(i) appartient & L .Par
construction une limite projective F’' de wlfe!sat un sous-foncteur de F. Du
Théoreme de commutation des limites projectives entre elles, il résulte
que F'v () estune limite projective naturalisée lorsque v () est défini
puisque w(i)v( @) en est une pour tout i¢/,. Donc F' appartient a L,
et c'est la limite projective de F dans L.

30 Nous avons prouvé que [, vérifie les conditions de la Proposition

5; il s'ensuit que Y’ est une réalisation vague de (C,p,v ) dans L. \%

COROLLAIRE. Si N est une catégorie o L-projections, Y' est une réali-
sation vague de ( C, p,v ) dans une catégorie a Fo-limites projectives et in-

ductives, et par suite tout (Cf'g , ?'gﬂ)-projecteur est injectif (Prop. 1).
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A. Soit g un foncteur adjoint au foncteur injection canonique de L
dans N ayant pour restriction le foncteur identique de L. Comme ¢ est
compatible avec les limites inductives, si w est un foncteur de J ¢ F, vers
L, il existe une limite inductive naturalisée T du foncteur (N, w,J) et
le céne g T est une limite inducrive naturalisée de (L,qw, ] ) , lequel

est identique 4 w, par choix de ¢. Donc N esta ¥, -limites inductives.V

Pour résoudre le probléme initial, nous n'avons plus qu'a montrer

que N est une catégorie a L-projections.

5. THEOREME DU FAISCEAU ASSOCIE,

Nous reprenons les notations du n° 4 et nous allons montrer, a l'ai-
de du Théoréme d'existence de structures libres, que N est une catégorie
A

a L -projections. Nous désignerons par U un univers tel que

CUfcil et ‘Uc‘fl,

par N la catégorie des transformations naturelles de C* vers la catégorie

A A

M des applications associée a U . Nous identifions N a la sous-catégorie
- A

pleine de N ayant pour objets les foncteurs F de C* vers N tels que

F(e)e U pour toute unité e de C.

A

P ROPOSITION 7. N appartient ¢ .

A. Soit F et F' des objets de N. En associant a la transformation
naturelle (F',¢t, F) la famille (t(e))ee ¢ on définit une bijection de
2

N

F'nN oF sur une partie de J C . Puisque C, C C appartient & U et que
M e (U le produit MEs appartient a l'univers U, de méme que F'mN o F .

A

Par ailleurs, on sait que §, appartient a U, ce qui entrafne

FoxFoell er N = U o FroNoFell. v
= (FLF)eS,xF,

A
N

On définit un foncteur P de N vers M en associant a (F', ¢, F)

I'application produit HC t(e) du produit cartésien H F(e) dans
eeC, eeC

I F'fe). Larestriction de P & N prend ses valeurs dans m .
eeC,

Soit L la sous-catégorie pleme de N définie de maniére analogue

a L , mais & partir de l'univers LU Soit P! le foncteur de L vers m res-

299



A, & C. EHRESMANN 8

triction de P, On note X l'ensemble des P’-monomorphismes, qui sont
simplement les transfommations naturelles (F', ¢, F)e [, telles que t(e)
soit une injection pour tout e e C,. Soit U !'ensemble des éléments de
A

U équipotents a un élément de U et L la sous-catégorie pleine de [ ayant

pour objets les foncteurs F ¢ L, tels que F(e)e 1 pour toute unité e de C.

PROPOSITION 8. Si Je U, te foncteur P' est (W, X. L, }engendrant.

A. Soit F un objet de L et A une partie de P'(ﬁ). Comme P'(F) =

% F(e) pour tout objet F de L, il existe une (X.L,, P')-sous-struc-
€€ [ -~

ture de F engendrée par A ssi il en existe une engendrée par HC A(e),

€€ ‘g -

en notant A(e) l'image de A par la projection canonique du produit F(e)

sur ﬁ(e) pour tout e¢ C, . Par ailleurs, si /e [ est un sous-foncteur

strict de F et si P'(F)gcu , on peut choisir pour toute unité e une bi-

jection g(e) de F(e) sur un élément F'(e) de U, et il existe un sous-

foncteur F' de [ tel que (F’ g,F ) soit une équivalence (& savoir:

F'if)=g(e'). F(f).gle)! sifee. C.e").
Ceci prouve qu'il suffit de démontrer le résultat suivant:

Soit i? un objet de E et (Efe)), ¢ , une famille telle que
Efe)C ;?(e) et E(e)ecn pour tout ee C,.
Alors il existe un sous-foncteur strict F de ;7 vérifiant les conditions sui-
vantes:

(1) F estun objet de L et E(e)C F(e)eﬂ pour tout e¢ C,,

(2) si F' est un sous-foncteur strict de F objet de Z et si l'on a
Ere)C F’(e)ecil pour tout e ¢ C,, alors F(e)C F'(e) (ce qui entraine
que F est un sous-foncteur strict de '),

Pour cela, nous allons construire F' par récurrence transfinie:

1o Soit S l'ensemble des suites s = (E'(e))eec telles que
E(e)CE’(e)C;*"(e) et E'(e)eTJ pour tout e¢ C,.

Nous allons définir une application z de § dans S. Pour cela, supposons

s=(E'(e)).c ¢S et ee C, . Posons
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ste)= U F(f)(E(B(f)))C F(e)
. feC.e

(rappelons que F est un foncteur de la duale de (€ vers m ). Soit a(y)e
I'ensemble des foncteurs ¢ de J ¢ § vers C tels que v () soit défini et
ait e pour sommet, i.e. tels que v(¢) =(e", ¢, ¢ ). Pour tout ¢ ¢ alv),,
soit

s(@)=fxeF(e)| F(o(i))(x)e E'(¢(i)) pourtout i ¢ ], i
Ecrivons

E'(e)=s(e)u s(¢) et uls)=(E"(e)), ¢, -

()
bealv),
Montrons que u( s) appartienta S,
a) Par construction, E"(e) est une partie de F(e) contenant E'(e), et

a fortiori E(e), car

Fre)(E'(e)) = E'(e) C s(e).
Pour tout fe e'. C. e, l'image %'(f)(E'(e')) par ET(f) de E'(e')gru ap-
partient a l'univers CTJ; il s'ensuit que s( e/, réunion d'éléments de U in-

dexée par C.eC (¢ ﬁ , appartient a Eil
b) Soit ¢ ¢ alv), ; I'application
xb(x)icp, on xes(ep) et = Fle(i))(x)e E'(p(i))
(en posant v(p) =(e",t,¢)), est une bijection de s(¢) surune partie

du produit I} E'(é(i)); comme
1€ A

E'(q&(i))ei] pour tout iejaeil,

N

le produit appartient 4 l'univers U et, a fortiori, s(¢) ¢ U. Par ailleurs

a(v), estune partie de

c.¥.9= v C.¥.];
S Jeﬂ

or C.¥.] appartient a U pour tout Je§ et ﬂgil, ce qui donne C.¥.§

dans U. U en résulte

¢,€a(u)es(¢’)€%, d'on E"(e)e‘tl et u(s)eS.

20 Soit ): I'ordinal bome supérieure A = s]up T, ou J désigne I'ordi-
€
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nal initial ( ou cardinal) de J. Soit A' l'ordinal wy , ; d'indice ):»Jr];

c'est un ordinal initial régulier. Comme [ et ﬂ appartiennent a U, I'ordi-

a
S

nal A est strictement inférieur 4 l'ordinal A associé a l'univers U (et
aussi a U). L'ordinal A étant inaccessible, on trouve A’< A. Par ré-
currence transfinie, on construit une suite transfinie (s, )y <A+ telle que
(a) s, :(E(e))eec,, s Sy :(E)\(e))e€co pour tout A< A',
(b) s, =u(sér) si A=£+1,

(¢) E/\(e) :ngEf(e) si A estun ordinal limite et e ¢ C, .

Posons F(e) = Ep+(e) pour toute unité e de C.
30 Définissons un sous-foncteur strict de F. Soit fee'. C.e. Pour

tout y ¢ F(e'), il existe un ordinal £ < A’ tel que y ¢ Eg(e’) ; il s'ensuit

FOf)(y)e F([)(Eg(e')) C Eg,y(e) C Fle).

Ainsi il existe une application F(f) de F(e’) dans F(e) restriction de
“F(f) ; on en déduit que ['application fb F(f) de C dans M definit un
sous-foncteur strict F de ;7 tel que F(e)=FEps(e) pour tout e ¢ C,.

40 Soit pealv), et v(p) =(e’,t,¢). Montrons que FV((].’)Z est
une limite projective naturalisée. Par hypothése, F appartenant a2 L, la
transformation naturelle %l/((ﬁ) = (I*: QS,EH, Fh’(e)") est une limite pro-
jective naturalisée, ‘i’gﬁ étant un foncteur vers M ee F.¢ un sous-fonc-
teur de celui-ci, on montre facilement que F. admet pour limite projective
naturalisée (F.¢, t', B"), on B est l'ensemble des x¢ ;«"(e) tels que:
%(t(z))(x)e F(d(i)), eton t’(i) est'application de B dans F(¢(i))
restriction de ;’(t(i)), pour tout i ¢ J,. Montrons que B = F(e) ce qui
prouvera que Fr(¢) est une limite projective naturalisée de F.¢ et, a
fortiori, que ;7 est un objet de i
a)Sixe F(e), pourtout i ¢/, on a

F(e(i))(x) = F(e(i))(x)e F(b(i)),

d'on F(e)CB.
b) Soit x¢ B et %, = F(t(i))(x) pour tout i e [, . Comme

x;€ F(p(i)) zé_gA,Eé—'(QS("))’
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Il existe un ordinal &;< A’ tel que

x € Ef((f)(t)) pour tout e J,.

L'ordinal A = sup fi vérifie A< A', car A’ est régulier,
icl,

£.<A" et Jo<T<A<A
Par suite x, ¢ Ey (é(1)) pour toute unité i de J, ce qui entraine
X € Sér(cﬁ) C E§+](e) C F(e).

Au total B = F(e). Comme F est un sous-foncteur d'un foncteur de la fome

I Y(e;), oules e, sont des unités de (, le foncteur F l'est aussi. Donc
ieK

a a

F estun objetde L et F estune P'-sous-structure de F . De plus,
E(e) C F(e) pourtout e¢ C,.

Soit F' un sous-foncteur de ;7 tel que E(e)C F'(e) pour toute unité e
de (. Montrons que F'(e) contient F(e), ce qui prouvera que F' estun
sous-foncteur de F'. Or E (e)= E(e)C F'(e). Soit A un ordinal tel que
&< A’ et supposons que E.,:(e) soit contenu dans F'fe) pour tout & <A
et toute unité e de (.

a) Si A estun ordinal limite, on obtient

Ey(e) = U Eg(e) T F'(e).

A(e) = Y Bgle) < Fle)
b) Soit A =&+ et E{;:(e)C F'fe).Sifee'.C.e,ona
F(f)(Egle')) CFE(f)(F'(er))=F'(f)(F'(e’))C F'(e),

F' étant un foncteur, ce qui entraine sf(e)C F'(e). Soit ¢ ¢ a(y)e et
v(ip) =(e",t,¢p). Comme F’ appartient & L, et est un sous-foncteur de
;«‘, la transformation nawrelle F'v () est une limite projective naturali-

sée et, d'aprés ce que nous avons vu précédemment, F'(e) est l'ensemble

des x'¢ F(e) tels que
F'(t(i))(x")e F'(p(i)) pourtout iel,.
Si x appartient a s§(¢s), on en déduit x ¢ F'(e), puisque
F'(1(i)) (x) =F(e(i))(x)e Eg(p(i)) T F'(p(i))

pour tout i ¢ J/ ,. Par suite
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Ey(e)= Sg(e)ucbetlj(v)e Sé(qS) C F'(e)

pour toute unité e de (.
¢) Par récurrence transfinie, ceci montre que F(e) = Ep+(e) est contenu
dans F'(e) pourtout ee C,. Ainsi F estla (P', X. L, )-sous-structure de

F engendrée par A = Il E(e), et il existe un objet de L, équivalent
eeC,

a F, quiestune (P’, X. L, )-sous-structure de F engendrée par 4. V

THEOREME 1. N est une catégorie & L -projections, si §¢U.

A . Ceci résulte des Propositions 7 et 8 et du Théoréme d'existence
de structures libres: Si G est un foncteur de C* vers J, on consideére
I'ensemble D des transformations naturelles Ti =(F ,t, G), ou Fi est
un objet de L . De la Proposition 7 il résulte que D, partie de N, appar-

tient 3 U de sorte qu'il existe un produit F = [I F, dans N et, L étant
T.eD

i
stable par produits dans N, le foncteur F est un objet de L ; soit ( F,t,G)
le N-crochet de (T;)p _p. Alors G admet pour (L, N )-projection une
13 - -

(X.Ly,P')-sous-structure de F engendrée par HC tfe)(G(e)). V

ee
COROLL AIRE 1. S C est une catégorie telle que C appartienne & U, la
catégorie N est une catégorie ¢ L "-prmjections, ou L' estla sous-catégo-

rie pleine de N ayant pour objets les sous-foncteurs des foncteurs

Il Y(e;), ou e;eCy.
ie K

A. U suffit d'appliquer le théoréme au cas oyt § est vide. V
COROLL AIRE 2. Soit C une catégorie telle que C appartienne a U et
soit L' la sous-catégorie pleine de N ayant pour objets les foncteurs de

C* vers M qui sont sous-foncteurs d'un foncteur 11 Y(e;), oi les e; sont
ie K

des unités de C, et qui sont compatibles avec les J-limites inductives.

Alors N est une catégorie g L 'sprojections.

~

A. Soit K l'ensemble des foncteurs d'une catégorie appartenant a
vers ( ayant une limite inductive. Si ¢ ¢ K, choisissons une limite induc-

tive de ¢, que nous noterons v (). Considérons le prototype (C, 0 ,v)
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ainsi obtenu, Deux limites inductives de ¢ étant des foncteurs équivalents
un foncteur F de C* vers Ml est compatible avec les §-limites projec-
tives ssi Fp(¢) est une limite projective pour tout ¢ ¢ K. Par suite [/
est la catégorie L. associée plus haut au prototype (C, @ ,v ) (ou d'ailleurs

au prototype (C, pu, 1) quel que soit y ). V

THEOREME 2. Si § et § sont équipotents & des éléments de U, tout
(ffgﬂ’ ff:gﬂ y-projecteur est injectif.

A. Ceci résulte du Corollaire de la Proposition 6 et du Théoréme 1. V

COMPLEMENTS.
Dans la preuve de la Proposition 8, le fait que F soit un sous-fonc-

teur d'un foncteur II Y(e;) produit de foncteurs représentables n'a été
ieK

utilisé que pour affirmer qu'il en est de mé&me pour F . Par suite:
THEOREME 3. Soit C une catégorie et v une application §-limite induc-
tive partielle sur C. Soit L, la sous-catégorie pleine de N ayant pour
objets les foncteurs F de C* vers M tels que Fuv() soit une limite pro-
jective naturalisée, lorsque v(@) est défini Alors:

Io L, contient Y(C) et est stableparlimitesprojectives dans N ;

2 La restriction Y ,: C> L, de Y est une réalisation vague de
(C,u,v) quelle que soit l'application $-limite projective partielle y ;

3 Si C appartient ¢ U et § a gil, la catégorie N est a L ~projec-

tions, et par suite L, esta d-limites inductives.

A. 11 suffit de remplacer dans les pages précédentes [, par L ,. \%

COROLL AIRE. Soit (H,pu) un §-prototype projectif (i.e., (H,u) means
(H,u,0) ). Soit L' la sous-catégorie pleine de la catégorie N' des transfor
mations naturelles de H vers M ayant pour objets les réalisations vagues

de (H,p) dans M . Alors N' est & L-projections, si H e U, 4.

A. 11 suffit d'appliquer le Théoréme 3 en prenant pour C la duale de
H et pour v l'application telle que »(¢) soit défini et égal a (€7, £,4)

ssi pu(¢™ estdéfini et égal a (p*,t,e"), ot ¢* estledualde . V
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CAS PARTICULIER. Soit (E, T ) un espace topologique, H la sous-caté-
gorie du groupoide des couples d'ouverts de T formée des couples (U', U )
tels que U/’ C U. Un préfajsceau sur T est un foncteur de H vers . Un
faisceau est un préfaisceau transformant certaines limites projectives en
limites projectives. Du Corollaire du Théoréme 3 on déduit I'existence d'un
«faisceau associé a un préfaisceau», i.e.l'existence d'un faisceau projec-
tion d'un préfaisceau dans la catégorie des faisceaux sur (E,T). C'est

pourquoi on appelle le Corollaire du Théoréme 3: Théoréme du faisceau

associé.

REMARQUE. La catégorie L’ du Corollaire 2 du Théoréme 1 est la caté-
tégorie transcomplétion de C, utilisée par L. ambek et Isbell (dans le cas
ott § est l'ensemble des catégories associées a un univers appartenant
a U). Remarquons que, pour prouver le Théoréme 2, nous aurions pu nous

servir de la catégorie LV du Théoréme 3 au lieu de L .
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TEXTE DE LA CONFERENCE FAITE AUX PARIS-DIJON
JOURNEES MATHEMATIQUES SUR Décembre 1967
L'ALGEBRE DES CATEGORIES

/146,y-1/

COMPLETION D'UN FONCTEUR
par Chales EHRESM ANN

Etant donné un foncteur p de H® vers K° fidele et tel que la res-
triction Py de p au groupoide des éléments inversibles de A~ soit bien
fidele, un probleme important consiste i chercher un foncteur p de i’ vers
K, vérifiant ces mémes propriétés mais tel que, de plus, p vérifie I'une
des conditions suivantes:

1o p est K'-gtalant, c'est-g-dite : K'' est une sous-catégorie de K’
et, pour tout s ¢ H, (= ensemble des unités de H' ) et tout fep(s).K’,
il existe un et un seul f_e s.H tel que p(f) =f et que f soit une pein-
jection.

20 Soit § une classe de catégories et ; une application §-limite pro-
jective multiforme, c'est-j-dire: pour tout foncteur ¢ de [° vers K°, opy
I ¢ g, #(é) est une classe ( éventuellement vide) de limites projectives
naturalisées de but ¢ . Alors on demande que p soit y-compatible, i.e.
qu'il existe une application §-limite projective multiforme ; sur A* appli-
quée par p sur py (autrement dit: si ® est un foncteurde [* ¢ § vers H°,
et si @ est un élément de M(l;- ®) , il existe une limite projective natura-
lisée § de ® appliquée par p sur @ ; comme ﬁy est bien fidele, § est

d¢terminée d'une fagon unique; then @ ¢ E(E)) ).

Ce probleme se pose, en particulier, lorsque K' est une catégorie
drapplications, d'autant plus que, dans la théorie des catégories p-struc-
turées, de nombreux théoremes généraux sont valables si p vérifie l'une des
conditions précédentes; existence de catégories ﬁ-structurées quasi-quo=
tients, existence de limites projectives ou inductives dans la catégorie
des foncteurs p-structurés, ... .

Le probleme pos¢ admet des solutions ; il admet méme des solutions

maximales et des solutions minimales, définies respectivement comme des
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~

structures libres ou colibres relativement i un certain foncteur, Ici nous

allons construire la solution minimale explicitement dans le deuxigme cas,

CONSTRUCTION D'UN FONCTEUR p.

Soit p un foncteur de H' vers K° qui soit fidele et tel que Py soit
bien fidele, Soit y une application §-limite projective multiforme sur K" .
Associons a p le foncteur p de H® vers K° construit comme suit:

10 Soit A4 la classe des couples (®,4), oy ® est un foncteur de [*
vers H, ou I"¢$ et ot Gepl(p.®). Si (®,0) ¢ A, pour toute unité s
de H' désignons par E| (®,0) laclasse des f¢ K tels qu'il existe une
transformation naturelle y du foncteur constant s” vers ®, vérifiant la

condition p y=0f, c'est-a-dire

p(x(i))=6(i).f pourtout iel,.
Soit r la relation d'équivalence sur 4 telle que
(®,0) ~(dr,9") ssi Es(®,9)=Es((I)',0') pour tout s¢ H,.

-

Posons H, = A/rufl, (on suppose H, disjoint de A/r). Si ¢ dési~
gne la classe (®,0)modr, on pose
Elo) =E (®,0) et p(o) =e oy e = sourcede § .
Si ¢ est dans H, , on pose :
E(¢)=p(a.H.s) et p(a) =p(a).

Soit I la classe des triplets (o', 8,0 ), on g¢P(c').K.P(a), vérifiant
la condition :

Pour tout f¢ E (o) ,ona g.feE(a’) (ie., g.E_ (c)CE (a’)),

etnotons P(o',8,0) =§.

On montre que H° est une catégorie pour la loi de composition
—_ »
(c",8"0').(c',8,0) =(a",8'.8,0)
et que I'application (o', g,0) l> g deéfinit un foncteur fidgle p de H  vers
K* . On identifie H® 4 la sous-catégorie pleine de H° ayant H/, pour clas«
se de ses unités. On montre que, si ® est un foncteur vers H° qui admet

une limite projective s préservée par p, alors s est aussi une limite pro-

jective de ® considéré comme foncteur 3 valeurs dans H ° .
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Le procédé de construction de p 3 partir de p décrit ci-dessus sera

appelé construction canonique,

20 En général, p n'est pas y-compatible. Par récurrence transfinie, on
construit un foncteur ﬁ de ' vers K° qui est u-compatible;

Soit A !'ordinal bome supérieure des ordinaux [ associés aux en-
sembles [ tels que " ¢ §. Soit A l'ordinal initial regulier Or Ly d'indice
A+1. Posons L'Z = H et q; =

Soit A < A . Supposons définis Lz et gg pour tout ordinal £ < ).
Nous dé¢finissons alors L)\ et gy comme suit -
ay St A=A'+1, alors q, est le foncteur obtenu 3 partir de q,» par la

construction canonique, et L}\ est sa source,

b) Si A n'a pas de prédécesseur, posons L, = U [ . ; alors L. est une
) P » P /\ g<)\ é{‘ 3 A

catégorie dont Lé est une sous-catégorie pour tout £ < \, et g, est I'uni-
que foncteur de L}\ vers K admettant les q¢ pour restrictions,

N

Par récurrence transfinie, on obtient ainsi une catégorie [{°, 3 sa-

voir L} , etun foncteur p de ° vers K', a savoir g .

3> On montre que p est une solution du probleme proposé: p est fide-
Ie, ﬁy est bien fidele et p est y-compatible. De plus p admet p pour res-

triction & la sous-catégorie pleine //° de H",

LE FONCTEUR p COMME STRUCTURE COLIBRE.

Nous allons montrer que p est une solution «minimale» du probleme
proposé. Soit MM, un univers, WM la catégorie pleine des applications et ¥
la catégorie des foncteurs correspondantes. Supposons K ¢ M,. Soit H la
catégorie formée des triplets (p’, F,p), ou p et p’ sont des foncteurs
vers K° fideles, tels que P, et p{/ soient bien fideles, et oy F ¢ F est

un foncteur vérifiant p*, F =p.
Hr F H

p’ p
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Soit 4 une application §-limite projective multiforme sur K' . Soit
Ke 1a sous-catégorie de H formege des (p', F,p) e H tels que, si @ est
une limite naturalisée dans la source de p etsi p® . #(05) , alors FO est
une limite naturalisée dans la source de p’. Soit H{# la sous-catégorie
pleine de X# ayant pour objets les foncteurs p-compatibles.

Soit "M la catégorie ayant pour objets les couples (¢, C),on q
est un foncteur de Z’ vers K appartenant 3 }(Ié et oy & est la plus pe-
tite des sous-catégories G~ de Z] contenant C° comme sous-catégorie
pleine et telles que la restriction de ¢ 3 G’ appartienne 3 }(Ié I.es mor-

phismes de Hri sont les triplets

F=((q,,C,),F',(q,,C,)), ou (q,,C;)eHt,
ou (qz,F',ql) ¢ H# et oy la restiction F de F' a C]' est un isomor-
phisme sur Cé. Soit V le foncte:u de i vers le groupoide des ¢léments
inversibles de K# associant 3 F le triplet (Py>Fyp; ), ou p; estlares-
triction de ¢, a C; .
THEOREME. Y admet un co-adjoint, si § estune partie de F, équipoten-
te g un élément de W, . Tout foncteur p ¢ H, engendre comme Y-structure

colibre le couple (p,H ) construit plus haut,

EXISTENCE D'UNE SOLUTION MAXIMALE,

THEOREME, Tout p e H, admet sgalement une (Ht Kt )projection p et
engendre une (M, (, H* ) -structure libre, telles que p soit une restriction de
chacune d'elles,

Ce dermier th¢oreme, qui résulte d'un théoreme général d'existence
de structures libres, signifie que p admet un prolongement «maximal» en
un foncteur y-compatible p tel que le plongement de p dans § soit com-
patible avec les §-limites projectives pouvant exister dans p et se proje=

tant sur un élément de 1tun des #(d)) .
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TEXTE D'UNE CONFERENCE FAITE A
SAINT-QUENTIN, LE 27 AVRIL 1972

/146,y.2/

LES CATEGORIES DANS L'ENSEIGNEMENT
par Charles EHRESMANN

Je me propose de parler de quelques aspects de la théorie des carté-
gories, surtout des aspects qui montrent I'intérét de cette théorie pour I'en-

seignement des Mathématiques,

1. La notion de catégorie peut étre considérée comme une notion unifica-
trice des Mathématiques dans 1]'état actuel de leur développement. Celles
des Grecs dans 1'Antiquité étaient réduites, essentiellement, a [’Arithmé-
tigue des nombres entiers et 3 la Géoméirie de l'espace de notre intuition
spatiale, dont Euclide nous a laissé un exposé, qui est le prototype d'une
théorie axiomatique. Avec la découverte des ggométries non euclidiennes
au XVIII® siecle, on a senti la nécessité de formuler un principe général
pemettant de définir les diverses géométrics comme des exemples d'une
théorie plus générale. Ainsi on a mis en évidence la notion de groupe et
celle de groupe de transformations, et les géométries considérées étaient
ramenées 3 la théorie des espaces homogeénes, c'est-z-dire des ensembles
munis d'un groupe transitif de transformations. Mais par contre les espaces
de Riemann, introduits 3 la méme époque, ne rentraient pas dans ce cadre,
ce qui a conduit ultérieurement 3 la définition générale des espaces topo-
logiques. Par la théorie des ensembles, Cantor a créé une base et un lan-
gage pour les mathématiques moderes, La voie était ainsi ouverte pour le
développement extraordinaire des Mathématiques, De nombreuses théories
ont vu le jour: anneaux, comps, groupes de Lie, variétés différentiables ré-
elles ou complexes munies de structures infinitésimales variées...,.
Pour éviter la confusion devant tout ce foisonnement d'idées, une
conception globale des mathématiques a été recherchée par Bourbaki, ce

qui I'a conduit a la clarification de la notion générale de structure mathé-
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matique sur un ensemble, et par conséquent 3 I'étude des relations entre
structures de méme espece ou d'especes différentes, Ainsi la théorie des
structures mathématiques conduit logiquement & la théore des catégories
de momphismes entre structures d'une méme espgce et des relations entre
différentes catégories de morphismes,

En 1945 enfin, la notion de cacégon'e a été dégagée par Eilenberg-
Mac Lane et depuis une quinzaine d'années la thé¢orie des catégories a fait
I'objet de nombreuses recherches et publications, Cependant cette théorie,
en plein développement, est encore souvent méconnue et contestée ; en par-
ticulier, on entend parfois dire qu'elle ne représente qu'un langage. C'est
effectivement un de ses grands mérites de foumir un langage commun 3 I'Al-
gebre, 3 la Topologie, 3 la Topologie algébrique, a la Ggométrie différen-
tielle, et d'éviter ainsi aux mathématiciens la confusion dans laquelle se
sont perdus les constructeurs de la Tour de Babel, Mais naturellement ce
n'est pas son seul mérite: au cours des derniéres années, la théorie des
catggories s'est développée d'une facon extraordinaire pour elle-méme et

pas seulement pour les applications.

2. La notion de catégorie généralise celle de groupe et celle de structure
d'ordre. L'exemple fondamental d'une catégorie, on pourrait dire le proto-
type, est la catégorie formée des applications entre ensembles; un autre
exemple est la catégorie des relations entre ensembles. Donnons une défi-
nition précise des catégories :

Appelons graphe orienté un triplet (C, Bsa), ou C est un ensemble,

a et [)’ des rétractions de ( sur une partie Co de C, c'estej-dire
alx)=B(x)=x pourtout x¢ C,.

Un élément de C, est appelé sommet du graphe, un élément f de C tel que

alf)=x et B(f)= x" estdit fliche de source x, de but x’.

Une catégorie est un couple (C, k), on C estun ensemble et %
une loi de composition partiellement définie sur ¢, c'est-3-dire une appli-
tion d'une partie A de CxC dans C; si (g,f) appartient 3 A, on dit
que le couple (g,f) est composable, et on pose g.f=Fk(g,f).Onsuppo-
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se de plus qu'il existe un graphe orienté (C, 3,q) vérifiant les axiomes
suivants ;

1o g.f est défini ssi qfg)= B(f); dans ce cas

a(g-f)=alf), B(g.f)=B(8).
20 Pourtout f dans C,ona B(f).f=f=f.alf).
30 Si a(h)=B(g) et a(g) =B(f), ona h.(g.f)=(h.g).f(As-
sociativité ).
On montre qu'un élément e de C est un sommet du graphe (C,3,qa) ssi

e est une unité pour k, c'est-j-dire si:

f.e=[ e e.g=g,

des que f.e ou e.g est défini, De plus ¢ (f) est I'unique unité telle que
f.a(f) soit défini, et B[} I'unique unité telle que B(f).f soit défini.
Il s'ensuit que le graphe ((,3,q) est déterminé de facon unique par la
donnée de k., La catégorie ((,k) sera souvent désignée par une seule
lettre C, I'ensemble C dont les éléments sont aussi appelés momphismes
de C par C, l'ensemble des couples composables 4 par CxC, le graphe
(C,B,a) par [ C], l'ensemble de ses somm:ets ou unités de C par C,.

Un morphisme [ de C est dit inversible s'il existe un [’ tel que

fr'ef=a(f) et f.f'=B(f);

si [’ existe, il est unique; on le note alors f=1 et on l'appelle l'inverse
de f; dans ce cas, on dit aussi que [ estun isomomphisme de C.

On appelle groupoide une catégorie dont tous les morphismes sont
inversibles,

En particulier, un groupoide n'ayant qu'une seule unité e est sim-
plement un groupe; on a alors g(f)=e=B(f) et C+xC=CxC.

Si F est un ensemble, on obtient un groupoide sur £ X £ en munis-

sant E X E de la loi partielle o;

(y',x')o(}’,x):(y',x) ssi x'=y;
on l'appelle le gmupoide des couples associé a E. Si P est le graphe

d'une relation de préordre sur F, on définit une catégorie sur P en consi-
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dérant une restriction de la loi o . Inversement, une catégorie telle qu'il y
ait au plus un morphisme de source e et de but e’ définit un préordre sur

I'ensemble de ses unités, en notant:
e’'< e ssi il existe un morphisme de source e, de but e’,

Ce préordre est un ordre si les unités sont les seuls inversibles de la ca-

tégorie.

3. La catégorie la plus fondamentale est sans doute la catégorie des appli-
cations. Soit U un ensemble d'ensembles, )l l'ensemble de toutes les ap-
plications entre ¢léments de U . Alors M devient une catégorie pour la loi

de composition partielle ;

(f'sf)b f'of ssi f estune application de £ dans E' et '

une application de ' dans E°*,

oy f'of estl'application composée ( au sens usuel) de (f’, f). La source
de f est l'application identique de £ | son but, l'application identique de
E?. Les unités de cette catégorie sont donc les applications identiques
des ¢léments de 1. L'application E }» identité de E est alors une bijec-
tion de 1 sur l'ensemble des unités de N ; on dit que U estune classe
d'objets pour la catégorie Ji .

Certes cette catégorie dépend du choix de I'ensemble U et on ai-
merait pouvoir parler de «la catégorie de toutes les applications entre en-
sembles quelconques»., Mais ici on rencontre une difficulté majeure, Nous
avons dit qu'une catégorie est formée d'un ensemble d'éléments, ses mor-
phismes, et d'une loi partielle; or la classe de tous les ensembles n'est
pas un ensemble, et la classe de toutes les applications non plus. On peut
contoumer cette difficulté de deux manieares -

1o En se plagant dans le cadre de la théorie des ensembles au sens
de Von Neumann- Gédel - Bernays, op l'on distingue entre «ensembles» et
«classes», une classe propre étant une sous-classe de la classe de tous
les ensembles qui n'est pas elle-méme un ensemble ; dans cette axiomati-
que, une classe propre ne peut &tre élément d'aucune classe. Dans ce cas,

on définit les « grandes» catégories, telle la catégorie de toutes les appli-
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cations, dont les morphismes forment une classe propre; les «petites» caté-
gories sont au contraire celles définies sur un ensemble.

20 L'inconvénient de la méthode précédente est qu'il est impossible
de former des classes propres; la construction de nouvelles catégories est
ainsi sérieusement limitée, C'est pourquoi on peut se placer dans le cadre
de la théorie des ensembles de Zemelo - Fraenkel et éviter de parler de la
catégorie de toutes les applications. On supposera que 1 est un ensemble
dtensembles verifiant les conditions suivantes -

10 Si E est élément de U , toute partie de F est élément de U.

20 L'ensemble P/ E) des parties d'un ensemble £ de U est dans 1.

30 Si / est un élément de U et EL un élément de U pour tout f¢ [, la
réunion de la famille ( E, )iel d'ensembles appartient 3 U.

4o Il existe un ensemble infini appartenant a 1 .

En d'autres termes, 1l est un ensemble d'ensembles qui est stable
par toutes les opérations de la théorie des ensembles, c'est-3-dire qui est
un modele de la théorie des ensembles de Zermelo-Fraenkel. Un tel U est
appelé un univers. On ajoute aux axiomes de Zermelo-Fraenkel {'axiome
des univers:

Tout ensemble est élément d'un univers,

En particulier, on montre que l'ensemble vide et I'ensemble N des
entiers naturels appartiennent 3 tout univers, Il existe un plus petit univers,
appelé I'univers classique, Pour beaucoup de questions, on peut se borner
a la considération de cet univers classique; tous les ensembles construits
explicitement dans les Mathématiques classiques y appartiennent,

Ainsi 3 chaque univers U correspond une catégorie d'applications
M, dont les objets sont les éléments de U. Certe catégorie est souvent
appelée catégorie des ensembles, et notée &na . Cependant plusieurs caté-
gories peuvent avoir la méme classe d'objets: ainsi la catégorie dont les
morphismes sont toutes les relations entre éléments de U, munie de la com-
position usuelle des relations, admet aussi U pour classe d'objets. Il me
paraft donc préférable de désigner une catégorie d'apres le nom de ses mor-

phismes et non d'aprés celui de ses objets.
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4. Etant donné deux catégories C et K, on appelle foncteur de C vers
K un triplet F =(K,F,C), ou F estune application de C vers K telle
que:

1o Si e estune unité de C, alors F(e) est une unité de K,

20 Si (g, f) est un couple composable dans C, le couple (F(g), F(f))
est composable dans K etona F(g). F(f)=F(g.f).
E xemple: Un homomorphisme d'un groupe C vers un groupe K.

Si C est la catégorie de couples correspondant 3 un ensemble or-

donn¢ (E,<) et K celle associée a3 (E',< '), les applications ordonnées
b de (E,<) vers (E',<') correspondent biunivoquement aux foncteurs de

C vers K (en associant 3 b le foncteur F tel que

F(y,x) =(b(y),b(x))).

Soit U un univers, F, l'ensemble des catégories C telles que C
soit ¢lément de U . L'ensemble de tous les foncteurs entre catégories ap-
partenant 3 F, est muni d'une structure de catégorie F | la loi de compo-
sition étant

- N N
(K, F',C)o(K,F,C)=(K,F'oF,C) ssi K=C.
L'application associant 2 (K,F,C)¢ J lapplication F définit un fonc-
teur «d'oubli» de F vers la catégorie M des applications.

On définit ensuite une nouvelle catégorie dont les objets sont les
foncteurs, les morphismes étant les transformations naturelles. On obtient
ainsi la catégorie des transformations naturelles; c'est d'ailleurs une ca-
tégorie double, la deuxigme loi ayant les catégories pour objets, Cette ca-

tégorie joue un grand rdle.

5. Soit p un foncteur d'une catégorie H vers une catégorie C (le plus
souvent C sera la catégorie des applications). Si s est une unité de H
et si e=p(s), on appellera s une pestructure sur e. Toutes les struc-
tures habituellement considérées en Mathématiques rentrent dans ce cadre,
On dit souvent que p est un foncteur d'oubli (il «oublie» la structure s
pour ne conserver que l'unité sous-jacente e ); un foncteur d'oubli est gé-

néralement fidele, i.e. deux morphismes £ et A’ de H, de méme source,de
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méme but et tels que p(h) =p(h’') sont identiques,

EXEMPLES. On prend pour C la catégorie M des applications. Soit H la
catégorie § dont les morphismes sont les homomorphismes entre groupes
dont les ensembles sous-jacents appartiennent 3 l'univers 1 ; en associant
4 un homomorphisme de G vers G' I'application sous-jacente, de G dans
G', on définit un foncteur d'oubli fidele de g vers M. On définit d'une fa-
con analogue le foncteur d'oubli vers M de la catégorie des homomorphis-
mes entre anneaux dont l'ensemble sous-jacent appartient 3 U ; ou encore
le foncteur d'oubli de la catégorie des applications linéaires entre espaces
vectoriels sur un corps, entre modules sur un anneau, entre algabres,... Un
autre foncteur d'oubli est le foncteur vers J de la catégorie des applica-
tions continues entre espaces topologiques (E, T ) tels que E soit un en-

semble appartenant 3 U (et T une topologie sur £ ).

Etant donné un foncteur p de H vers C, on peut définir d'une ma-
niere générale les notions de p-sous-structure d'une p-structure (on retrou-
ve ainsi les sous-groupes, les sous-anneaux, les sous-modules, les sous-
espaces topologiques,...), de p=structure quotient d'une p-structure { grou-
pes quotients, anneaux quotients, modules quotients, espaces topologiques

quotients...), p-sous-structure engendrée ( sous-groupes engendrés,...}).

6. Soit p un foncteur de H vers C. Si e est une unité (ou un objet) de C,

on appelle p-structure libre engendrée par e une p-structure s telle que:
Il existe un morphisme j de C de source e, de but p/s) tel que,si

s' est une p-structure et f’ un morphisme de C de source e, de but prs’),

alors il existe un et un seul morphisme £ de H de source s et de but s’

telque f'=prh).j.

On dit aussi que (s, j) estun p-pmojecteur,

Si pour toute unité e de C on s'est donné un p-projecteur (s _,j, )
tel que j_ ait pour source e, il existe un foncteur ¢ de C vers H tel que
L'on ait g(e) = s et que q(f) vérifie p(q(f)).j,=j..f,sif a epour
source et e’ pour but. Ce foncteur ¢ est appelé foncteur adjoint de p.

Par dualité (on remplace C et H par les catégories duales C* et
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H?*, obtenues en «inversant le sens des fleches», de sorte que le composé
[ *g est défini dans C* et égal a g.f ssi g,f I'est dans C ), on obtient
les notions d'objet colibre, de coprojecteur et de foncteur coadjoint.

Un cas particulier fréquemment utilisé est celui oy p est le foncteur
injection canonique vers C d'une sous-catégorie H (i.e. H est une par-
tie de C et la loi de H est la restriction de celle de C ) ; on parle alors de
projection et d'éjection,

Voici quelques applications des notions de structure libre et de
foncteur adjoint:

1 o Soit J la catégorie des applications continues associge 3 l'univers
U. Soit jc la catégorie formée des applications continues entre espaces
topologiques compacts (E,T ) tels que E appartienne a l'univers 1, et
soit p le foncteur injection canonique de jc vers J ., Tout espace topolo-
gique ( E,T ) admet alors une p-structure libre: c'est le compaciifié de
Stone=éech de (E,T). Le foncteur d'oubli de 9 vers M admet aussi un
adjoint, qui associe 4 un ensemble l'espace topologique obtenu en le mu-
nissant de la topologie discréte; la topologie grossigre apparait, quant &
elle, comme une structure colibre relativement 4 ce méme foncteur,

20 Soit § la catégorie des foncteurs entre monoides C tels que C ap-
partienne 3 U (un monoide est un ensemble muni d'une loi de composition
partout d¢finie associative ayant une unité; c'est aussi une catégorie ayant
une seule unité). Soit p son foncteur d'oubli vers W .Si E est un ensem-
ble, il engendre une p-structure libre, 3 savoir le monoide libre sur E (qui
est form¢é des suites finies d'¢léments de E, y compris la suite vide qui

est son unité, sa loi de composition étant la concaténation:

(YmoovsY )l Xpseeis X7) (Y psanes Y 3% pseees X))
Cetexemple se généralise comme suit:
30 Si (C,B,a) €t (C',B%a') sont deux graphes orientés appelons

homomorphisme de (C,B,a) vers (C’,B',a") un triplet
((C'\B"a'), F, (C,B5a))

tel que F soit une application de C dans (' vérifiant
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Fta(f))=a'(f) et F(B(f))=B'(f) pourtout fe¢C.

Soit I" la catégorie des homomorphismes entre graphes orientés dont les
ensembles sous-jacents appartiennent a U. Soit F la catégorie des fonc-
teurs associée 3 U. En associant au foncteur F de C vers C' I'homomor-
phisme ({C'], F,[ C]) défini par la méme application, on obtient un fonc-
teur ¢ de F vers I'. Si [G] =(G,B,a) est un graphe orienté, il engen-
dre une g-structure libre, appelée catégorie libre des chemins sur [ G] .
Elle est construite comme suit: appelons chemin du graphe [ G une suite

(fn""’f]) d'éléments de G telle que

a(fi+1) = B(fi) pour tout ;< n,
Le chemin est dit réduit si aucun des fi n'est un sommet, Considérons!l'en~
semble formé des chemins réduits et des sommets, Il devient une catégorie

si on le munit de la loi:

[(g,,f-..,gl).(fn,...,fz) = (g e r 8o fren () 5SEalg,) = B(1,)
(frseer fy)ealf )= (f oo fy ) =B )L frses fr )
Les unités de cette catggorie sont les sommets du graphe.

Si le graphe a un seul sommet, la catégorie libre est un monoide,
et c'est aussi le monoide libre engendré par I'ensemble des fleches du gra-

phe autres que le sommet,

CAS PARTICULIER. Si E est le singleton {®}, le monoide libre engen-~
dré par E s'identifie au monoide additif N des nombres entiers, Ainsi ce
monoide est caractérisé 3 un isomorphisme pres par la condition :

Pour tout monofde C et pour tout élément x de C, il existe un unique

homomorphisme de N vers C appliquant I sur x.

40 Si § est la catégorie des homomorphismes entre monoides associée
a U et si § est sa sous-catégorie formé¢e des homomorphismes entre grou-
pes, tout monoide C admet une projection, qui est le groupe associé a C.
En particulier, le groupe associé au monoide additif N des entiers est le
groupe additif Z. des entiers relatifs (positifs ou négatifs ). L'ensemble N

des entiers naturels autres que ( muni de la multiplication forme aussi un
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monoide ; le groupe projection de ce monoide est le groupe multiplicatif des
nombres rationnels positifs, De méme, le corps des rationnels apparaft com-

me le corps libre de caractéristique () associé au singleton {o}.

Dtautres exemples trés importants de structures libres ou colibres
sont: les produits et les sommes d'une famille d'unités dans une catégorie,

les limites projectives ou inductives d'un foncteur

y e

7. Ces exemples, qu'il serait facile de multiplier, montrent la grande por-
tée de certaines notions de la théorie des catégories, Ces notions sont des
id¢es directrices qui donnent aux Mathématiques un style nouveau (on s'in-
téresse plus aux «morphismes» qu'aux structures elles-mémes) et une unité
qui facilitent et approfondissent la compréhension des différentes théories
particuliéres, Tres souvent, les questions posées a l'occasion d'une cer-
taine ¢tude et les démonstrations données utilisent seulement quelques pro-
priétés catégoriques; elles ont alors leur analogue, et des applications,
dans d'autres branches. On peut ainsi augmenter considérablement la por-
tée d'un résultat ou d'une preuve en dégageant son sens général du point
de vue catégorique; et cette opération peut conduire 3 de nouveaux théoe
remes (unification des différentes théories de I'homologie par 1I'homologie

dans les catégories abéliennes, par exemple).

La théorie des catégories influencera certainement l'enseignement
des Mathématiques dans les Universités; on commence 3 l'enseigner trés
explicitement dans le second cycle, parfois 3 utiliser son langage et ses
premigres notions dans le premier cycle, Dans l'enseignement secondaire,
il ne sera sans doute pas possible d'introduire explicitement les notions
génerales de cette théorie, car les structures considérées en Algebre et en
Géométrie sont en nombre trop limité pour fournir assez d'exemples con-
crets, Cependant si les professeurs sont familiarisés avec la théorie géné-
rale, le style de l'enseignement en sera influencé: les résultats en Algebre
et en Géométrie pourront &tre exposés d'une manigre plus nette, Je pense
par exemple 3 la théorie des ensembles qui apparaitra comme la théorie de

la catégorie des applications et de la catégorie des relations. L'ensemble
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des entiers muni de sa structure d'ensemble de Peano pourra &tre caracté-
risé 4 un isomorphisme prés comme une structure libre; de méme le monoide
additif des entiers naturels, le groupe additif des entiers relatifs, le coms
des rationnels. L'’algébre lingaire pourra &tre présentée comme l'étude de
la catégorie des applications linéaires, Quant 3 la Géométrie, beaucoup de
questions me semblent ouvertes et il serait intéressant, pour les profes-
seurs, sinon pour les éloves, d'étudier les catégories de morphismes entre
espaces euclidiens, entre espaces affines, entre espaces projectifs réels
ou complexes, et leurs différents foncteurs d'oubli. On pourra essayer de
donner des caractérisations axiomatiques de ces catégories, d'interpréter
comme structures libres l'espace projectif dgduit d'un espace affine par
adjonction des points 3 l'infini, 1'espace des vecteurs libres d'un espace
vectoriel... Voici quelques problemes auxquels on commence 3 s'intéresser,

semble-t-il,

8. Mais la théorie des catégories n'a pas seulement un role unificateur, ac-
tuellement, cette théorie se développe considérablement et elle se diver-
sifie elle-méme tres fortement. Comme on ¢st passé de la théorie des grou-
pes proprement dite 3 celle des groupes topologiques, des groupes de Lie,
.., on étudie actuellement les catégories «enrichies» de strucrures supplé-
mentaires: Catégories additives et modules gé¢néralisés, catégories exactes
et catégories abéliennes, catégories monoidales, monoidales fermges et ca-
tégories cartésiennes fermées, catégories structurées ( ou «objet de catégo-
rie dans une catégorie») : catégories doubles ou multiples, catégories topo-
logiques, groupoides topologiques ( intervenant dans la théorie des espaces
fibres)y, catégories différentiables (a la base de toute la Géométrie diffé~

rentielle ), catégories dlgébriques, ...

C'est cette diversification méme qui compromet un peu l'unité qu'on
pouvait espérer obtenir grice aux catégories. Mais cela montre que I'évolu-
tion des Mathgmatiques ne sera jamais terminée et il ne faudra jamais re-
lacher les efforts en vue de l'approfondissement et de l'unification de nos

conceptions mathématiques.
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COMMENTS ON PART V-1
by Andrée CHARLES EHRESMANN

INTRODUCTION

The general comments aim to point out necessary corrections, mo-
tivations, more intuitive or stronger statements, connections between the
papers and other literature, subsequent developments and possible prolong-
ations.

The following Synopsis contains a motivated summary of the reprint-
ed papers and may be used as a «guide» for the reading of the papers and

of the main Comments.

The style and terminology of the papers are very personal (later we
adopted more usual notations); they were intended to be as rigourous as
possible even if heavy.

The essential difference with common notations comes from the way
morphisms are written: If C is a category, the set of morphisms from e to
e’ is denoted by e’.C.e or Hom(e', e), with the right object e at the
right (and not Hom(e,e') as is usual). This notation (we dropped with

regrets in our last papers because it confused outsiders) is perfectly co-

herent when diagrams are drawn from right to left

6" g el _ f e

-¢ -+

so that the composite g. [ is in the same order as on the figure.

Similarly, a map (or functor,...) h: E - E' is denoted by the triple
(E',h,E) (with its domain £ at the right), where & is its graph or the
onto map x> h(x). If F and F’ are functors, a natural transformation

T: F= F' isrepresented by (F', T, F).

Other characteristic notations are the following ones:

- Categories are thought of as «classes» equipped with a composi-
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tion; so they are named by their morphisms instead of their objects : the
category M of maps, J of functors, ... (and not Set, Cat, ...).

- A category is often denoted by C° |, where C is the class of its mor-

phisms and «.» the symbol of its composition; C; is the class of its ob-
jects (often identified with their identities and called «units»). The dom-
ain and codomain are suggestively called source and target (a morphism
being looked at as an arrow ), and denoted by « and (3 .

- In the category M of maps (or of sets), the canonical limits are
the cartesian product, the equalizer (called kernel ) of two parallel mor-

phisms as a subset of their source, the pullback as a subset of a product.

In the Comments, we try to avoid ambiguous notations, and general-
ly standard terminology (e.g. Mac Lane's book) is adopted.

English language is used, except for the terms in French to be re-
placed in the original papers: I hope this may make Charles' papers ac-

cessible to a wider audience, in spite of the deficiencies of my english,

CONVENTIONS.

The symbol Y.X preceding a comment means that it is the X com-
ment on page Y. The number X is to be found in the outer margin of page
Y, beside the line or just after the paragraph which the comment is about.
Sometimes X is followed by the symbol:

9 warning of real flaws or omissions,

+ indicating more substantial addenda.

For instance, 31.2+ points out the second comment on page 31, which is

not just a brief remark.

Numbers between / / refer to the Liste des Publications de Char-
les Fhresmann at the beginning of the Volume, numbers between square

brackets to the final Bibliography.

Read ... instead of 1is abbreviated into R. ... i.o..

O. refers to other parts of these «Oeuvres»,
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GENERAL COMMENTS

ON /88/ : ADJONCTION DE LIMITES AUX CATEGORIES STRUCTUREES.

This Note is developed in /102/, Part II, to which we refer for

comments,

3.1. So v is a(partial) choice of limit-cones in H indexed by categories
belonging to §.

3.2. F'? is the category of categories with a partial choice of limit-cones
( called prototypes in /106 / ) and the morphisms preserve choices.

4.1. R. LimY est injectif et & valeurs dans l(fi-M i.o. v est injective .

4.2. R. U est un univers contenant p§ (§) io. U=pg(J) estununi-
vers . For the proof ( intricate enough), cf. /102/, Theorem 2.

4.3. R. Lim Y o v

4.4. R. estcontenu dans un i.0. estun . Cf. /102/, Theorem 5.

5.1. Cf. /102/, Theorem 10.

5.2. Cf. /102/, Theorems 12, 13, 15.

6.1. The preceding theorem does not imply a concrete functor to Sez is
extended into a functor from the completion. But completions of con-
crete functors are constructed in /107 /.

6.2. F(p) is equivalent to the category of intemal categories in H ; cf.
/ 113/ (O, 11-2).

6.3. Cf. /102/, Corollary 3, Theorem 16. This theorem is made more pre«

cise and the following examples are treated in /102/.

ON /97/: PROBLEMES UNIVERSELS RELATIFS AUX CATEGORIES
n-AIRES.

This Note has not been developed; it was written as a complement

to a Note by Topentcharov [126] published in the same Compte~-Rendus.

7.1+ n-ary structures:
Structures defined by a ( partial) n-ary operation were introduced in

[126] as a generalization of the n-semigroups (studied e, g. by Wagner)
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similar to the passage from semigroups to multiplicative graphs
( or neocategories ), quasi-categories, categories... (obtained for n =
2). They are not to be confused with the n-fold structures given by
n commuting binary operations.

To fix the terminology, we record that a n-ary neocategory G =
/G,U,k) is formed by a set G, a sequence U ={u;); . of n re-
tractions u;: G- (G'n),, from G onto the set of poles and a partial
n-ary operation k: %G - G, where *G' is a subset of the set

0fi)icne G ”i(fj) = u]v(fi) Vi<n,j<n}i
( denoted by L(L;m Fy )5 the unique axiom is
u,]’lg/(fl Vicnl)) = u]-(f]-) for each j<n.
It is a non-associative n-ary quasi-category if * G'n = Lé_m Fuy.

The other structures are defined by adding an identity and/or an
associativity axiom as in the case n = 2 ; they are sketched structu-
res for appropriate sketches, so that their properties may be deduced
from general theorems on sketched structures /98, 106/ .

Their theory is developed in a series of papers by Topentcharov
and his students, by Dekov [31,32]. Other notions of p-ary categ-
ories have been considered, e.g. by M. Hasse [67]. In [97], Lair
describes an algorithm for deducing n-ary structures from a given ske-
tched structure, so that n-ary categories be obtained from categories.

An important example is the n-ary category M; of n-simplices of
a set M, which is the product Y™ equipped with its projections (con-

sidered as retractions on its diagonal) and with the n-ary operation :
({m{-)i<n)]-<n b (m;.)i_<n iff m, = m]‘ foreach i< n, j<n.
It leads to the n-ary category of n-relations [126).

The proof is straightforward. For the last assertion, we consider the
n-ary quasi-neofunctor ¥ from G to the n-ary category (G'n); of
n-simplices (Comment 7.1), which maps h on (u;(h)),., ; it is
compatible with A, and a fortiori with 7. So ¥ factors through the

canonical R: G}, » G /7. The restriction V, of V to the poles is the
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bijective diagonal map and it factors through R, ; hence R, is 1-1.
8.2, Erase = e, which is the supplementary condition for <f>]. to be
in % C'n .
1
8.3 R. C' i.o. C, . This error was pointed out by Dekov [31].
8.4. F is the functor

ti, 7'} Coo u.
w\]'
i C
u.
by
J C
Uy
{ir /i G, ’

for any i, j, i, j' lesser than n.
9.1. The first assertion comes from general results on sketched structures

/98/. For the second assertion, the proof given in /102/ Section

4-1, for n = 2 carries on.

ON /98/: SURLES STRUCTURES ALGEBRIQUES.

Sections 1- 3 are developed in / 106/ to which we refer for general
comments on sketched structures. From 1966 on, Charles gave many lec-

tures and courses where he developed this theory.

11.1. %K' is the exponential by X' functor on Cat.

11.2, When the reflector 0 (U) of U into a category is 1-1, U’ is called
a base of category.

12.1. This condition means that U’ is equipped with a partial choice of
cones (at most one cone with a given basis). It was added for tech-
nical reasons, so that the completion theorems of / 102/ may be appli-
ed. The theorem is also valid without this assumption, as proved in
/ 115/, thanks to a more constructive proof.

12.2. H‘estructure is taken in the sense of internal structure in H (not
enriched in H").

13.1. This result comes from the commutativity of limits.

13.2 9 R. {-~-engendrant pour i, ou ¢ est un ordinal supérieur 3 l'ordinal
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13.2... de toute catégorie indexant un cdne distingué, et si Ue My, Cell,,
i,0. dénombrablement engendrant pour M for (-generating, cf, p. 217.
13.39 F is not a model of o ; it is only the subfunctor of F generated by
C ; moreover this functor is obtained at the first step, because Frfk)
admits a submorphism s,(u) > s,(u') for each k:u->u' in U (cf.

/ 102/, Appendix, Corollary 2 of l.emma 1); hence Ffu) = solu).
The substructure G of F generated by C is defined by the follow-

ing transfinite induction: Gfu) = )\gés/\(u), where (s/\(u))/\<é,

is the increasing sequence of P-substructures of F{u ) such thar:
s;7u) is generated by Cfu ),
s,(u) is generated by )\k<J Cy/u), where Cy/u) =P(sy’u)),
a
for each limit ordinal a ,

s )+ 4/ is generated by the union of :

PF(k)(CN/u’)), for each k:u’>u in U,
txePFlu)| P(p)x)e Cy(d(i)j ¥ ic1, i,
for each distinguished cone y: u=> ¢ indexed by I.
If P is (-generating, this construction stops at the ordinal ¢, be-
cause unions of increasing transfinite sequences commute with limits

in Set, and P(G(u)):/\géC/\(u) by hypothesis.

<

For a similar proof inthe case H = Set, cf. /114/, Proposition 8
and Theorem 3.

13.4 + It is deduced from the preceding Theorem, via the existence theor-
ems for quasi-quotients and colimits of / 102/ (or the simplified ones
given in / 108/ ). Similarly, we get:

PROPOSITION ( Associated Sheaf Theorem ). If UM, if P H -

is a concrete functor which lifts limits and is (-generating for M and

3

-1 .
ifH=P (M) eM_, then S(H") is a reflective subcategory of H'U',

For other versions of the Associated Sheaf Theorem, e. g, when H

admits a «good» factorization, c¢f, Comments 155.2 and 305.2.

14.1. Cf. /106/ and Comments 31.2, 31.3 and 31.4.
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ON /99/: ADJONCTION DE LIMITES A UN FONCTEUR FIDELE OU A
UNE CATEGORIE.
This Note is a summary of /107 / to which we refer for further com-

ments and for recent results on initial completions of concrete functors.

15.1. R. peF io. p.

15.2. So H is the category of small concrete functors over K'. The small-
ness condition is weakened in /107 /.

15.3. p is K'-spreading iff p admits initial lifts of singleton sources
(k:e->p(s), s) withk in K'.

16.1. Natural transformations, in particular cones, are looked at as func-
tors to a category of quartets K2 (or commutative squares ).

16.2. Cf. /107 /, Theorem 10 and the corresponding comments. The plan
adopted in / 107/, where this theorem is only given at the end of the
paper, is more logical, because the construction made in the follow=
wing section is used to prove that p is a restriction of p;( and p}{.

17.1. Cf. /107/, Theorems 5 and ¢ and their comments, which explain why
p'i(, is the «Mac Neille ¢-completion» of p.

17.2. Cf. Comments 94.1, 76.1 for the justification of the terms «minimals
and «maximal».

18.1. The theorem is taken in a larger universe.

18.2. Cf. /107 /, Theorem 8.

ON /106 /: ESQUISSES ET TYPES DES STRUCTURES ALGEBRIQUES.

This paper has been developed in a series of (unpublished) lec-

tures from 1967 on, as well as in several Theses.

19.1+ Algebraic structures and sketched structures.

What is a mathematical structure? This question has aroused wide-
spread interest since the thirties, and it preoccupied Charles very
early. In the fifties, he simultaneously introduced the axiomatic theary
of species of structures over a category and of local structures /36,
47, 55/ and he gave a constructive definition of structures via the

type functors /52/ as a categorical version of Bourbaki's theory (cf.
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. Comment 116.1).
In the sixties, his general results on structured ( or concrete intern-
al) categories, groupoids, groups,..., actions of categories (O, III)

triggered the problem of including them in a theory of internal struc-
tures which so could be studied in a unified setting ( Comment 593.1,
O, III-2). Such a theory for the algebraic structures of universal al-
gebra was meanwhile developed, following Lawvere's lead [103], by
Linton [107], Beck [8], Bénabou [9] ( who pointed [103] to us),...,
on a syntactic basis {equational presentation, algebraic theory) and
on a semantic basis ( characterization and properties of algebraic cat-
egories, of equational categories, of monadic categories); cf. the ex-
position of Manes [109].

This dual aspect carries on to the more general theory of sketched
structures, initiated in /93, 98/, which unites structures defined by
partial operations such as categories and their actions, sheaves over
a Grothendieck topology ( Bénabou [9]) and many other structures
( cf. Comment 31.2):

1. Syntax ( Comment 31.4): The sketch provides a graphical equa-
tional presentation of the structure; two such presentations are equi-
valent if their sketches have the same type, which is the analogue
of the algebraic theory; the type of a sketch is defined in /98, 115/.

2. Semantic ( Comment 31.3): The realizations - or models - of a
sketch in a category H are called (internal) sketched structures in

H ; hence a categorical study of categories of sketched structures.

19.2+ On the definition of sketches.

In /93/, a very general definition of sketches was adopted to cover
most usual structures. In /98/ a ( projective) sketch ¢ is defined as
a pointed base of category U with distinguished projective cones;
the models of g in a category H are the neofunctors U - H which
send the distinguished cones on limit-cones and the distinguished
morphisms on monomorphisms ( condition which might also be given
by cones); the type of o is its reflection in pointed Y-complete cat-

egories with a choice of §-limits; it is proved to exist only if o has
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19.2... a partial choice of cones ( there is at most one distinguished cone
with a given basis).

In this paper a presketch is a pointed base of category with a par-
tial choice of projective cones and of inductive cones (a «mixed»
sketch). A prototype is a pointed category with a partial choice of
limits and of colimits; a type is a pointed §-complete and §-cocom-
plete category with a choice of §-limits and of §-colimits. The reflec-
tions of o in the prototypes and in the types are proved to exist; ¢
is a sketch if the reflectors are 1-1. The models of ¢ in H are the
morphisms from o to a given type on H.

In /115/ (O, IV-2) sketches are replaced by mixed cone-bearing
neocategories ¢ and there are constructed reflections of o into mixed
limit-bearing categories, into loose types (i.e., categories with a mul-
tiple choice of §-limits and J-colimits ), into prototypes and into types.
The models of ¢ in H are the neofunctors sending the distinguished
( co)cones on ( co)limits. A theory of such mixed sketchesis being de-
veloped by Guitart & Lair [63].

Sketches with cylinders i.o. cones have been studied by several
authors ; e. g.: Freyd & Kelly [49], and Kelly { 86] in an enriched set-
ting; Isbell [77] who calls them pretheories,

The variance in the definition may be explained as follows :

1. The definition of /93/ is too general for obtaining deep results.

2. The restriction to projective cones ensures the category of sket-
ched structures has nice properties: however it eliminates important
structures, as fields or topologies; whence the mixed sketches.

3. The partial choice of cones was introduced as a purely tech-
nical device to apply the completion theorems of /102 /; it is dropped
in /115/ where constructive (i.o. existential) methods lead to more
general completion theorems. The condition that a sketch be a base
of category or be sent 1-1 in its prototype comes from the desire of
obtaining «cheaper» presentations of the structures; but it is diffi-
cult to check it; whence more computable conditions devised by Lair

[93] to cut off the clearly unuseful data.
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19.2... 4. The distinguished morphisms and the realizations in a pointed
type give categories of sketched structures which are isomorphic (not
only equivalent) to the usual categories; e.g., the category of topo-
logical categories as defined in /50, 92/ is only equivalent to the
category of intemal categories in Top. But for semantic problems,
«equivalence» is a good notion, so that it's easier to work with limit-
bearing categories and their models in a category, as we did in / 115/
Part Il and in /117, 119/, specially for regular sketches,

20.1. For these sketches, cf. /93/ (O, III-2).

21.1. R. de U'Q i.o. U'Q .

21.2. U¥ is the dual of a subcategory of the simplicial category /113 /.

23.1. R. pl(m YARG M) o pTOMY)

27.1. This theorem is also valid if S'gg' is the category of cone-bearing

‘}vggl

neocategories (not necessarily with a partial choice of cones),

the category of limit-bearing categories, and 3:93' the category of
(9,9 )-complete limit-bearing categories: cf, / 115/ , Propositicns 13
and 15.

28.1. For the injectivity of U - f}, cf. /114/.

29.19R. §% et 8% conca Fo- do. esca Fo-

The insertion Sgg' o & 4 may not preserve inductive limits,
since the injectivity-in-the-prototype condition is not preserved by
inductive limits.

29.2. R. prototype i.o. protype .

30.19 This assertion is not valid unless conditions are laid on the form

of T, e.g. to eliminate «cycles of distinguished cones», such as

31.1. R. but O, de source i.o. source (0, de but .

In the following comments, the term «sketch» means «mixed cone-
bearing neocategory »; it's a projective sketch if all the distinguished cones

are projective, a mixed sketch otherwise.
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31.2+ Examples of sketched structures.

They may be constructed in several ways:

- To explicitly describe a sketch by abstraction of the litteral def-
inition of a structure, each axiom being «sketched» (hence the term).
For instance an equational presentation of an algebraic structure is
such a sketch (and its type is the algebraic theory).

- To characterize a category A as belonging to some class of sket-
ched structures (algebraic categories, locally presentable categories,
localizable categories, ...); cf. Comment 31.3.

- To construct a sketch from other sketches ( by syntactic operations,
Comment 31.4) or a category of sketched structures by general pro-
cesses; these two methods are more or less intertwined; e.g. if o
and ¢' are sketches, their tensor product ¢ Q¢' may be directly de-
fined (Conduché [26], Lair {98]) or axiomatically characterized by
the condition H? ®0" » ()7 , where H? is the category of mod-
elsof o in H.

Here is a list of concrete examples -

1. Projectively sketched structures- General algebraic structures,
such as categories, groupoids, ... /93/, ringoids (Lellahi {106]), re-
lations (Barthélémy [ 7]). Dominated categories ( A. Burroni [19])
and discretely structured ones (E. Burroni {21]). Prototypes and
types (A. Burroni [19], C. Lair [99]). Action of a category on a set
( A. Burroni {19]) or a category (Horrent [ 73]), distributors (Vauge-
lade [128], /117 /), join of two categories ( A. Burroni [19]). Sheaves
for a Grothendieck topology (Bénabou [9], who calls a projective
sketch a projective topology). Algebras of a monad with rank in a lo-
cally presentable category ( Gabriel& Ulmer [50]).

2. Mixed sketched structures: Fields. Cartesian losed categories,
toposes (Conduché, A. Burroni [20] via his graphical languages).
Limit-spaces and topologies (A. Burroni {19]), whose sketches are
simplified thanks to the notion of typification, which sketches any
endofunctor of Set (as colimit of representable functors). Local rings,

total orders, metric spaces, euclidean spaces, Banach spaces, which
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31.2... Diers describes [34]| thanks to sketches with «local limits» i.o.
limits ; but a local sketch on U is equivalent to a usual sketch with
coproducts and projective cones on the free coproduct completion of
U (cf. [39] and Guitart-Lair [63]); notice that in these local ex-
amples, the sketched morphisms are very strict (local homomorph-

isms, ..., isometries ). Models in Set of a site [9].

31.3+ Semantic problems.

They concern the category H? of models in a category H of a
sketch o on U.

1. Properties of H7: In /98/ and Lair [94], existence theorems
for limits and colimits are proved and forgetful functors from H? (e. g.
evaluation functors to H, or Set when H is concrete) are studied.
For a mixed sketch, Guitart & Lair {63] obtain pointwise computations
of limits, colimits, ultraproducts, and prove the existence of local
limits (in the sense «limits in the free cocompletion») and of locally
free structures (whence a strengthening of Diers's work on the spec-
trum). The associated sheaf Theorem ( cf. Comment 305.2) gives con-
ditions for HY to be reflective in HU; conversely, each reflective
subcategory K of HU generates a category H? for some inductive
sketch on U (Conduché [26]). Internal structures in H are «indexed
o-structures over H»; more precisely, HY is equivalent to the full
subcategory of (Set? P whose objects are the F:HP 5 Set” such
that peF ( where Pe is evaluation at e ) be representable for each
object e of a g-generating subset of U (/115/, section 0-B). Mon-
oidal closed structures on HY are constructed from monoidal closed
structures in H : via double structures, in /115/ (O, IV-2, to which
we refer for comments) or via double costructures in Foltz & Lair [46]
whose general existence criteria imply that the categories of magmas,
semigroups, groups, rings, have no monoidal biclosed structure [47].

2. Characterizations of Set?: When is a category L sketchable,
i.e., equivalent to some Set? ? Lair [94] proves that, if L is sket-
chable, then it is also sketched by the canonical (large) type on

Set for ¢ mixed, and by a sketch on L°P for g projective. This
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31.3... last result is linked with the several characterizations of projec-
tively sketchable categories given by Gabriel g Ulmer [50]: locally
presentable categories, categories of extreme continuous functors, cat-
egories of functors ¢: U°P > Set such that Hom(s,t) be a bijection
for each s in a given subclass of SetU’P . Diers's localizable categ-
ories [34] (i.e., categories Set?, ¢ a local sketch) are exactly the
categories of Set-models of sketches with projective limits and copro-
ducts, cf, Guitart & Lair {63] who characterize the mixed sketchable
categories as the axiomatizable categories of Andreka & Nemeti [3].

3. Comparison functors H®: HO > HO' , where ¢ :¢'> ¢ is a mor-
phism between sketches are studied by Burroni {19], Conduché [26],
Lair [100], Guitart &Lair [63], who give conditions for H? to admit
a coadjoint or an adjoint. Adapting Beck's tripleability theorem, Lair
[99] proves that the category of types is monadic over (Cat, thanks to
an appropriate description of the sketch of types. Burroni [20] gives
many examples of sketchable categories which are monadic over Graph,
in particular the category of toposes (with distinguished objects and
limits ).

31.4+ Syntactic problems.

They center around properties of the categories of sketches and
constructions based on the «form» of the sketch, whence a geometrical
and a logical theory of sketches,

1. Ideas or minimal presentations are defined in a very general set~
ting in /93/ (O, III-2). A constructive definition is given by Lair [93]
who characterizes sketches admitting an idea ( maquettes) and cons-
tructs all the sketches with a given idea; this leads to comparisons
between structures (e, g. categories are «finer than» quasi-categories);
in the more logical frame considered by Mijoule {111], the ideais seen
as a language and the corresponding sketches are described by formulas
on it., Now in [29], Coste describes his lim-theories (which are but
projective sketches whose distinguished cones are indexed by finite

categories) and the corresponding types via a calculus of sequents with

335



COMMENTS ON / 106/

31.4... «good» formulas written with finite conjunction and existential quan-
tifications.

2. Coherence problems, Often a sketch ¢ is given by the data of an
idea S (i.e. a graph) -and relations and cones on the type T of S, The
type T' of ¢ is a quasi-quotient of T by relations (or axioms). To
give an explicit description of T' from S requires to solve a «word
problem» for recognizing which diagrams commute. It may be called the
coherence problem for the sketched by 4 structures, by analogy with
the coherence problems studied by Mac Lane, Kelly [108,88,85] and
several authors (cf, [25] ). The structures they consider, e. g. monoid-
al (closed) categories, are 2-sketchable, so that it would be necessary
to solve the word problem for 2-sketches (Comment 32.1); notice that
the club of Kelly [ 83] plays the same role as a 2-sketch. In [85] Kelly
gives a more concrete interpretation of coherence problems, as being
the word problem for free models ( which he solves for compact closed
categories) .

3. Construction of sketches: Lair [99] associates to a sketch ¢
the sketch of the «total» g-structures, whose distinguished cones are
indexed by discrete categories (e. g., the sketch of monoids so corres-
ponds to the sketch of categories) ; on this total sketch, associativity,
unitarity, commutativity,,.. are easily defined; these supplementary
axioms are transported back on ¢ . A more closed study of commutativi-
ty is done [96], thanks to the product of the groups of isomorphisms
of the indexing categories of the distinguished cones; the class of
dual to o species forms a homogeneous space on this group, whence
a formalization of the two kinds of duality (right and left modules, a
category and its dual). In [97] Lair constructs n-ary structures cor-
reponding to a g-structure ( generalizing the n-ary categories /97/);
they are not to be confused with the n-uple structures of species ¢
whose sketch is the tensor product © o and which lead to applications

in homotopy [ 95].
4. Calculus on intermnal formulas ( Guitart & Lair { 63]) - To a mixed
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31.4... sketch ¢, there is associated a concrete sketch (in the terminology
of {62]) formed by a graph S and projective cones on Sets such that
the models of ¢ in Set be those functors Y : S Set which «validates
each cone (each morphism from the vertex of the cone to M factors
through a canonical projection, unique up to a zigzag in the base). A
logical calculus on internal formulas, which are inductive systems of
projective cones (or cylinders in the free cocompletion (SetS)OP)
is developed, one of the tools being the exact squares defined by Gui-
tart [60]. Given a family (¢;:0 > Gi)i<n of «pseudo-dense» morphisms
between sketches and a boolean formula P(xp,es %4 ), there is
constructed a sketch o' such that

Flo' <> P(Floy,w, Flo, ;)
where F k=o' means F is a Set-model of g which extends into a mod-
el of o' (cf. [65]).

5. Morphisms between sketches: The categories of sketches and
morphisms which preserve the distinguished cones are studied in /98,
115/ and [98, 99] : reflectivity of some subcategories, representabi-
lity of the corresponding 2-categories, monoidal closed structures. The
morphisms are very strict; e.g. there is no morphism from the sketch
of categories to the sketch of monoids, since the indexing categories
of the distinguished cones are preserved, Morphisms with a «change
of indexing» F: (U,I") »(U',I'") may be defined by the data of aneo-
functor F: U->U',amap ¢: [>T and a family

(QSy: Iy - I(f)(y))yér
of functors, where Iy is the indexing category of the cone y ¢I'", such
that F y = d;(y)gby for each ye I". To construct n-arisations in [97]
Lair defines n-differentiated sketches, which are semi-simplicial ob-
jects in the category formed by these morphisms. Another generaliza-

tion is afforded by the lax morphisms ( ¢f, Comment 32.1).

32.1+ Some generalizations of sketches.

1. Enriched sketches and lax models ; Foltz [ 43,45)] proved the asso-
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32.1... ciated sheaf Theorem for dominated projective sketches and the
reflection of V-prototypes into V-types, where V is a monoidal closed
category. Kelly [86,87] has undertaken a general theory of V-sketches
with cylinders ( Associated sheaf Theorem, characterization of V-cat-
egories of V-models). For V = Cat, examples of 2-sketched structures
include monads (the 2-sketch being the simplicial 2-category, E. Bur-
roni [21] ), algebras on a monad, adjoint functors ( Auderset [S] ).
Other examples are obtained by the following method, which leads to
descriptions of structures involving diagrams which commute up to an
equivalence i.0. up to the nose: To a 2-sketch X on C there is asso-
ciated a 2-sketch [ax > on the 2-category which makes 2-functors out
of lax functors from C (constructed by Vaugelade [128], Gray [53],
Bénabou); the 2-models of lax X are called lax models of X or, if
2 is the trivial 2-sketch on a usual sketch ¢, lax models of . In
particular, monoidal categories are lax models of the sketch of monoids,
Bénabou's bicategories {11} and double up to isomorphism categories
(Chamaillard [22], Moreau [112]) are lax models of the sketch of car-
egories, More general indexed 2-sketches ( with cones replaced by in-
dexed limits) are defined in Comment 491.2 (O, III-2), in Street [123],

2. Internal sketches and lax morphisms; An intemal sketch (resp.
internal prototype, type) in a category H is a model in H of the sketch
of types). If H admits

of sketches (resp. o of prototypes,

Trype
§-limits which commute with colimits of (-sequences, where ( is an

pro

ordinal greater than the ordinal of each category I in §, any intemal
§-prototype freely generates an internal d-type in H (Burroni [19]).
Intemal sketches in Cat are called double sketches; 2-sketches may
also be viewed as special double sketches, Let X be a double pro-

totype on the double category Q (defined by

EASet );

-
oC at Opro
since

o o o o g
Cat P70 =~ ( Set Cat) pro _ ( Set pro) Cat,

S determines a category in the category of prototypes; its object of
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32.1 ... morphisms is a prototype 3! on the first category Q1 of Q and its
object of objects a prototype 3¢ on the first category H of ] -morphisms
of Q. If ¢ is a sketch, the models & of o in 3! form a category
(6,2 ) for a composition deduced from the second composition of Q ;
the domain ¢ and codomain B¢ of ¢ are models of ¢ in XY and
3 is called (/117 /, Section 2-D) a Q-wise lax morphism from g ¢ to
B¢ , by analogy with the case Q is the double category of squares of
the 2-category Cat, in which lax functors are so obtained. (¢,2) con-
tains HY to which it reduces if 3 is the canonical prototype on the
double category HZ. In [64], Guitart & Lair give conditions for HY to
be coreflective in (g, % ). Dually, they consider categories of lax mor-
phisms between models of ¢ in H associated to the data of a cocat-
egory on the category of sketches (or, equivalently, to an intemal
sketch in Cat°P ) with ¢ as its object of morphisms.

3. Theories relative to a compus (Bénabou [12]). A corpus is a
stable enough sub -2-category K of Cat, such that each category D
has an up to equivalence reflection G(D) in K. A relative to K theory
is obtained by equipping G(D) with aiioms to identify some objects
and some parallel morphisms and with a class ] of distinguished mor-
phisms (to be sent on iso). Whence a sketch on the K-quasi-quotient

D of G(D) by the axioms, whose distinguished cones are the cones

Vied,

where p: G(D)~» f) is the canonical K-morphism ( Bénabou asks the
axioms and ] to be finite, but this is not essential), A model of the
theory in an object X of K is a K-morphism IAD -+ X which is a model
of this sketch. The interest of these theories and their models is their
versatility, depending on the choice of the corpus: they include struc-
tures sketched by projective, local or mixed sketches for X the corpus
of complete, complete with coproducts, complete and cocomplete cat-

egories resp.; intemal §-types in a «good» category H (Section 2) for
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32.1.. K the corpus of intemal g-complete categories; V-enriched types
for K the corpus of complete V-categories; geometric theories for K
the corpus of regular categories admitting universal finite unions of
subobjects, ...

4. Machines (Guitart [57]), Let ¢ = (U,I") be a sketch, where U
is a category and I a class of cones (or cylinders) on U. Then T”
generates a subcategory C of the category DU of diagrams in U ; to
the insertion C C__, DU, the adjunction (Diagram-Crossed product)

(cf. Comment 440.2, O, III-2) associates a span

)

‘y\\
C U

where the cofibration TE is deduced from the functor

F=(Cc_ DU_2%% Car ).

So a sketch becomes a peculiar machine ; we recall that a machine [57]

with input G and output U is any span

‘%\

G U

with p a cofibration; for G and U monoids, it reduces to a Mealy
machine; if p is a discrete cofibration, it is a «preferential control
system» [37]. Conversely, a general machine, identified to the corres-
ponding functor G- DU, may be interpreted as a sketch U with cy-
linders G which are «organized in a category», Machines form a bicat-

egory embedded in the bicategory of 2-profunctors [57].

32.2. R. Ac. Sci. 1.0, Aci.

32.3. R. catégories n-aires j.0. catégories .,

ON /107/ : PROLONGEMENTS UNIVERSELS D'UN FONCTEUR PAR AD-
JONCTION DE LIMITES.

35.1. In modem terms: p is faithful and amnestic, hence it is a concrete

functor.
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Also called transportable concrete functors.
G eometrical motivations,

This paper stemmed from problems in Differential Geometry. The
concrete category 97 of r-differentiable manifolds ( finite dimen sion-
al or Banach manifolds) admits finite products, but it's not finitely
complete: If f and g are differentiable maps from Y to M', the equa-
tion f(m )= g(m) does not define a submanifold of }{ ; two differen-
tiable maps which are not transversal have no pullback,... The lack
of pullbacks led Charles to define a differentiable category as an in-
ternal category in 07 whose domain and codomain are submersions
/50/ . This condition is satisfied by the differentiable categories of
jets ; recently Kock has proved it has a real meaning in Synthetic Dif-
ferential Geometry.

However, some problems suggest to consider on any subset of a
manifold M, or at least on those subsets defined by equations, the
«differentiable structure induced by M ». Charles gave a specific sense
to this sentence by constructing the following concrete category pr :
if M is a manifold, 4 a subset, amap #: N » 4 from a manifold N is .
admissible for (A,M) if N_P_ 4 c_ M is differentiable. Then the
objects of P are the equivalence classes /A ,M/ of pairs (A, M)
for the relation ;

(A, M) -(A,lil} if they have the same admissible maps.

A morphism k: /A, M/ > /A',M'/ is amap k:A> A' whose composite
with each admissible map A: N> A for (A, M) is an admissible map
for (A", M").

The concrete category D" admits initial lifts of finite sources, in

particular finite limits, So internal categories in @' satisfy general

theorems on concrete internal categories (Q, [II-l ). Intemal groupoids
are the Lie groupoids as defined by Ngo Van Qué {113]}. Later on, er

has been studied (in a non-categorical setting) by Aronszajn and Mar-
shall [110]. It would be interesting to obtain an axiomatic character-

ization of usual manifolds among the objects of Pr (or of other com-
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35.3... pletions of D). Specialists of Differential Geometry have exhibited
larger categories than D7, smaller than Pr ; for instance, the category
of Q-varieties of Pradines [116].

Initially, Charles intended to describe D" in his paper /105/ on
differentiable categories; but he thought this point of view would not
be well understood by geometers, and he decided to publish it separate-
ly. When writing down the details, it became clear the same construc-
tion applied to any concrete functor and other completion theorems were
deduced from it, Whence the present paper, which was about unnoticed
in its time. Several years later, the theory of initial completions of
concrete functors has been extensively investigated to generalize re-
sults on completions of posets and to study cartesian closed complete
extensions of Top and similar categories over Set (useful for appli-
cations in Algebraic Topology and Analysis). A good summary and bi-
bliography are to be found in Herrlich {69] (cf. also Comment 76.1).
The constructions given here are related to the Mac Neille completion
( Theorems 3, 6 and Comment 76.1 ), the largest completion and the uni-

versal completion ( Theorem 10 and Comment 94.1).

35.4. p is K'-spreading iff it admits initial lifts for singleton sources
(k':e->p(s),s) with k"¢ K'.

36.1. Here p is associated to a generator a of H means that p is a con-
crete functor equivalent to Hom(a,-): H~> Set, where a is a final
object of H.

37.1. In /115/, this result is generalized to the case where p is a multi-
map. The problem of embedding a category into a 4-complete and -co-
complete category, with preservation of a given class of limits and
colimits, is also solved in /102, 115/.

37.2. A quartet is just a commutative square,

37.3. Fy is well-faithful iff F is amnes‘tic.

38.1. Notice the order in which C and € are written.

38.2. & is the Yoneda embedding (' - Set cop .

39.1. With usual notations, Sq,H(g) =Hom (q-,0).
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39.2. j: s~ S is a lU-monomorphism means that /(j) is a monomorphism
which admits j as an initial lift,

39.3. A «foncteur d'homomorphismes saturé» means a transportable concrete
functor,

40.1+ Why three universes?

Elements of i, are to be thought of as small sets, while elements
of ﬁ(o are large sets, The initial problem was to extend the concrete
functor from the category of small differentiable manifolds. This func-
tor is a large functor, so the completion problem had to be solved for
large functors, which are objects of a category Hf of functors. It is
transposed into the existence of an adjoint for some functor from He .
solutions are either constructed (in which case ﬁ(o is unuseful, as
in Theorem 2, 3) or proved to exist via the Adjoint functor Theorem
of /102, 108/ ; in the latter case, there is considered as an auxiliary
tool the «same» category as H €, but relative to a largeruniverse than

A *
mo , namely mo .

40.2. VK.;‘T' is the category of large functors over K, and H is its full
subcategory of concrete functors over kK .

40.3. & is an enlargement of C° iff C' is the smallest subcategory of
2]' closed under isomorphisms which contains (.

41.0. R. L o L

43.1. g is K'-right solving iff it lifts the equalizers which lie in K*; cf.
Comment 221.2 (O, IlI-1).

43.2. In other terms, ¢ is K'-spreading iff its restriction (K',q)” » K’
is a discrete fibration.

45.1. The fact that K’ is a subcategory ( and not any subset) is used here.

48.1 + Theorem 1 is still valid if K' is not a subcategory of K. However,
then the proof must be modified, taking for [/’ the union of the sequen-
ce (H}), where H' . is the full subcategory of ;] with objects the
domains of the P-injections whose codomains are in /).

48.2+ Finally dense subcategories,

Let g: L » K be a faithful functoer and H a full subcategory of L,
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48.2... L is q-generated by H iff L is the largest category with a faithful
functor to K and with . H, as its class of morphisms with domains
in H . Such is the reason why Charles introduced this notion. However,
there is an equivalent useful well-known characterization :

Say H is finally dense for g if each object S of [ is the final

lift of some g-sink with domain in /. Then:
P ROPOSITION. L is g-generated by H iff H is finally dense for q.

A. If L is g-generated by H , then the object S of [ is the final
lift of the g-sink:
(s;59(h;) l s;ely, hy:s,58).

Conversely, suppose S is the final lift of the g-sink
(Spfi-'q(sl')')q(s) Liel)
with s; in i, andlet g:q(S)~>q(8S") satisfy
g.9(S.L.s)C q(S'.L.s) foreach s in H.

Then g.f; lifts into a morphism s,> S' in L for each i ¢/, whence
g lifts into.a morphism S- §' from the final lift S of the sink. It fol-

llows that [ is g-generated by /. V

48.3. R. a H, ol ﬁlo contient les Hom de [. i.0. a H.

49.1. In other terms: the insertion in L of a finally dense subcategory H
(cf. Comment 48.2) preserves the concrete limits (i.e., the limits pre-
served by the concrete functor),. A similar proof shows that it preserves
all existing initial lifts,

53.1. The insertion of H in L preserves all initial and final lifts, a for-
tiori all limits and colimits ( Comment 49.1).

54.1. 1} is considered later on (in Theorem 10, with the symbol pf< ).

54.2. For a justification of «smallest», cf, Comments 58,1 and 7G.1.

55.1. £ is unuseful (it comes from the older way Charles defined coad-

joints through coreflections).

58.1. What means «maximal» ?

The construction of pf(, = ¢ may be sketched as follows: ¢ is the
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58.1... amnestic functor associated to the faithful functor ¢ ; [‘:'—> K* which
satisfies the conditions:
1. The objects of I, are the «formal lifts» (s, k), where ke p(s).K’,
and (s,p(s)) is identified to the object s of §
2. k defines a morphism (s,%k) > s ; for this morphism to be a §-in-
jection (i.e,, an initial lift), the morphisms from the object s’ of H

to (s,k) are defined by those g such that
k.g=p(h), forsome h:s-> s’ in H

3. The Hom set from (s,k) to (s’, k') is the «largest» possible; more
specifically, it is choosen so that § be p-generated by H (which deter
mines it uniquely from 2).

In the passage from § to g, the «largest number» of objects are
identified, since condition 3 implies there is the largest number of iso=~
morphisms over an identity; but the Hom are unmodified, Hence g is
the K’-spreading extension of p which has the smallest class of objects
and the largest Hom sets. For precise optimality properties of ¢, cf,

Comment 76.1.

61.1. Add sip enestun.

61.2. p, = Hom(a,-): H~ Set is defined if the Hom in H are small sets,

62.1. Then a is a final object of {" and p admits atoms in the sense of
/ 77/ (O, 1lI-2). This condition is satisfied by most functors occuring
in Topology.

62.2. So p lifts constant maps.

63.1+ Finally dense subcategories and functor categories,
PROPOSITION. If g: L ~» Set is a concrete functor, H is a finally
dense subcategory of L and q is equivalent to Hom(a,-) for some
final object a of H, then Oq,1° L - Set°? defines an isomorphism
onto a full subcategory and it preserves concrete limits.
The proof of Theorem 4 generalizes to this setting. In fact, the full-

ness follows from the fact that each natural transformation

‘P:8q’H(S) > 5q,H(S') with S and §' objects of L,
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63.1... is a substructure of Hom(q-, g ), where
g:8>S': x pW¥ia)(x"), x = constant map on x.

As Sq,H factorizes as

I, q Set Yoneda SBthtop Set(qi)op SetHop

where the two last functors preserve limits, Bq j Ppreserves concrete
,

limits (1i.e., limits which are preserved by ¢ ).

63.2. Here is a quicker proof: If §' is closed under isomorphisms, it is
closed under equalizers, so that the equalizer closures ;1 and A of
A in S and §’ are equal. In any case, A4 is equivalent to the equal-
lizer closure of A in the isomorphism-closure of S’, hence to ;1

66.1. R. (D ,k,0) i0. (0,k,s).
68.1. A more striking description of P is given in /1461\,.1 /.

76.1 + Mac Neille p-completions,

Theorems 2-3 and 5= are particular cases of a slightly more gen-
eral completion theorem, which also encompasses recent results on
(initial) completions of concrete functors ( cf. [69]). Indeed the proofs
of Sections S and G carry on if ; distinguishes any cones (i.o. limit-
cones), which are to be lifted into initial cones; the only modification
consists in replacing the limits in the domain by initial lifts. To make
the comparison with other papers more striking, and to emphasize in
what sense the constructions are optimal, we state the corresponding
results with a terminology suggested by Herrlich's one. For more de-
tails, cf. [40].

Let K be a category, § a class of categories, y a multi-choice of
( projective) cones on X ; i.e., y associates to each functor ¢ : [» K
with 1¢§ a (may-be void) set () of cones with base ¢ . Suppose
p:H - K is a concrete functor (denoted p : [;’ 5 K' in Sections 5-6).
We say that P'; H'> K is a y-completion of p if it is a concrete func-
tor which admits p as a full restriction and which is y-complete, i.e.,

for each P '-cone (@, D) where ®: 1> H is a functorand ¢ u(P'. D),
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76.1... there exists an initial cone ' with base ® such that P’'g’ = ¢ ;
to say that @' is an initial cone means that ; factors through @7’ if
r is a cone with base ® such that P'; factors through @ . This u-
completion P’ is finally dense if H is finally dense for P' (Comment
48.2), (fully) y-generated if H' is the (full) (g, P')-closed subcat-
egory of H' generated by H (Proposition 10 and Definition page 72
are valid for initial cones i,0. limits), weakly dense if
P'¢S'.H'.S)=P’'(5" .H'.S) for each Se¢H, implies §'=S§".
If P’ if both finally dense and fully y-generated (resp. weakly dense
and y-generated), then P’ is called a (resp. a weak) Mac Neille y-
completion of p.
The proof of Theorem G only uses the final density of P in Partl,

the weak density of P in Part 2; so it extends to give:

PROPOSITION A.Let P': H'» K and P”:H" » K be tuo y-comple-
tions of p. In each of the two following cases:

(i) P'isfully y-generated and P” is finally dense,

(ii) P'is y-generated and P* is weakly dense,
there exists a unique morphism F's P'> P" which is the identity on
H and preserves initial lifts of P'-cones (0,®) with Geu(P’.®) (ah-
breviated into . P' is y-smadller than P" ),

(For a stronger statement, cf, Comment 77.1.)

The construction of F' ( proof of Theorem ¢) shows that it maps
S.H'.S*" 14 onto S.H".F(S’) for each object § of H; if P* also
is finally dense, it follows that F’; P'» P " is a morphism which ext-
ends the identity on H and is a full embedding (abbreviated into: P’

is smaller than P” , following Herrlich) . Whence ;

COROLLARY. A Mac Neille y-completion of Pis both a smallest final-
ly dense y-completion and a y-largest fully y-generated y-completion
of p.

The constructions of P and i’ in Theorems 5, ¢ are still valid (cf,

also Comment 307.1 ), so that;
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76.1 ... PROPOSITION B. The concrete functor p admits, unique up to iso-
momp hism, a Mac Neille y-completion P and a weak Mac Neille y~com-

pletion P. If § and its elements live in the same universe as p then

so do P and 13

Corollary, Theorem G, may be easily generalized as follows:  is
called commutative if the conditions .

b:1-K, Oeula), 6, fli(d)i) with vertex ¢ (i), base b;: > K
for each ie 1, imply ye p(y), where

e, S Lo Ke(6,0) b difi)s v(i,)=0,(1).00i) for 1,

€ 1o

PROPOSITION C.[f yu is commutative, the Mac Neille ;-completion
P:H- K is constructed in one step and each object of H is the ini-
tial lift of a P-cone (9,®) where ® takes its vdlues in H and @ is
in u(P.®) (in other terms: P is y-initially dense ).

This Proposition suggests another construction of the Mac Neille
u-completion P (cf, [40]): If ; is commutative, P is the concrete
functor associated to the faithful functor obtained by adding to p «for-
mal initial lifts» of the p-cones (9, D) with 4 ¢ li( p.®). In any case,
¢ generates a smallest commutative partial multi-choice of cones ,°,

and P is the y-generated by p restriction of the y°-completion of p.

Here are some applications of Propositions A, B, C:

1. Let X' be a class of morphisms of K ; take §={1} and let u
distinguish all the morphisms of K' (considered as singleton cones);
then  is commutative iff K' is a subcategory of K ; in this case, the
Mac Neille K'~-completion of p: H-> K is the functor p}e(, of Theorem
3, which is K'-initially dense. If K' is not a subcategory, the MacNeil-
le K'-completion is only K'-mmally dense where K' is the subcateg-
ory generated by K'. Corollary, Proposition A, stresses its optimality.

2. Suppose § is formed by the unique cate gory

<
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76.1... and y distinguishes the equalizers which are in a subclass K' of
K. The Mac Neille y-completion of p: H - K is then the functor pj’_'(,
of Theorem 4, whose optimality is still emphasized by Corollary, Pro-
position A,

3. Leaving aside size conditions, we can take for § the class of
small discrete categories and for y() all the sources ( = discrete
cones) with base ¢ ; this , is commutative., A y-completion is then
called an initial completion. Proposition B asserts that there exists
a unique (up to isomorphism) Mac Neille initial completion P; H - K
of p, which may not live in the same universe as p. Proposition C
proves that P is initially dense, so that an object S of H is a class
of P-sources (9,0 ) with ® valued in H ; the union of these sources
is a closed source in Herrlich's sense [ 69}, which belongs to S and
determines it. So P «is» the Mac Neille initial completion p, of p
constructed by Herrlich, who proves that it is the smallest initial com-
pletion of p (1i.o. the smallest finally dense one, as in Corollary, Pro-
position A). This stronger result comes from the Duality Theorem for

initially complete functors, which has n. analogue for a general .

Since 1976, Mac Neille completions of concrete functors ( which ge-
neralize Mac Neille completions of posets, whence their name) have
been studied by several authors, e.g., Adamek, Brimmer, Herrlich,
Hoffmann, Porst, Strecker, Tholen [1, 4, 15, 18, 68, 71, 72, 114, 125} ;
their results are summarized in [69] where a good bibliography is to
be found. We just point out the two following properties :

1. p has a reflective Mac Neille completion P: H> K, i. €., H is
reflective in H, iff p is a semi-topological functor, and then P is al-
so the Mac Neille K'-completion of p , where K' is formed by the semi-
final p-morphisms ( cf. [71]).

2. p has a small (resp. reflective) Mac Neille initial completion
iff H can be fully (resp. fully and reflectively) embedded in the stru-
cture category S(G) associated to a set-valued functor G (cf. [1]).

Here small means in the same universe as p.
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77.1 + Extension of momphisms.
The proof of Theorem 6 is still valid if the isomorphism /' is re-
placed by a functor F; C >H" which lifts §-cones, in the sense that
F is left-surjective and for each functor ®:/ > C°, I" ¢4 and each
cone y with base F®, there exists a cone ' wtih base ® such that
Fy'" =y . More precisely, with the hypotheses and terminology set up in

Comment 7G.1, its Proposition A may be strengthened into:

PROPOSITION. Let () be a y-completion of a concrete functor ¢ to
K; let P be a y-completion of p and F:q~p be a momphism which
lifts 8-cones. In either of the following cases, F extends into a unigue
momphism F': Q> P preserving initial lifts of Q-cones (G,&) with
Qepn(Q.0).

1. Q is fully y-generated and P is finally dense;

2. Q is py-generated and P is weakly generated.

If ;4 singles out equalizers in K' (Example 2, Comment 76.1), F
lifts J-cones iff it is left-surjective, and this proposition gives back

the co-universality of pj_l(, in Theotem 3.

77.2. This assertion follows from the more general proposition given in
Comment 3.1, since }/ is finally dense for P,

79.1. In fact, the solution constructed in /102/ is universal,

79.2. L is fully generated by H iff each object o of 1. is the colimit
of the base functor from the comma category (H C_, L‘)i,a to L, iff H
is colimit-dense in L, iff id} is the Kan extension of HC_, L along
itself. It implies that the insertion H C_, L preserves limits.

80.1. This proposition amounts to the Yoneda Lemma and to the fact that
the Yoneda embedding is colimit-dense.

87.1 + Mac Neille completion of a category.

The parallelism between Sections S and ¢ on completions of con-
crete functors and Section 7 on completions of categories is emphasiz-
ed by singling out the optimality of ?Rg as in Comment 76.1, with an

analogous teminology.
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87.1... Let H be a subcategory of a category L. We say that L is an J-
completion of H, where § is a given class of categories, if L is §-
complete ; each functor I» L with I ¢, admits a limit. The §-comple-
tion is codense if L is colimit-dense in L ( Comment 79.2); it is ( ful-
ly) §-generated if L is the (full) §-limit closure of H. A Mac Neille

Y-completion of H is a codense and fully §-generated §-completion.
The first part of the proof of Theorem § gives :

PROPOSITION A./f H is a colimit-dense full subcategory of L, zf(E
is an §-generated §-completion of C and if F: C~H is a functor which
lifts 8-cones (Comment 77.1), then F extends into a (unique up to

equivalence) $-limit preserving functor F': C~ L.

Notice that the proof of Theorem 8 follows the same lines as the
proof of Theorem G, if the finality of H for P is replaced by the co-
limit density of H in L. In fact, Proposition A could be deduced from
Proposition, Comment 77.1, with P’ = 5C .C ,

b o FopP 0
Pr=(L Sl g7 _Setl 7 ge C°F )

op
and ; distinguishing all limit-cones on Set c

From Theorem 8 and Proposition A, it follows:

PROPOSITION B. J. H admits a unigue up to equivalence Mac Neille
§~completion Hg., equivalent to g, which is (up to an equivdlence)
the smallest codense $-completion of H and its largest fully %genecrat-
ed one,

2. H admits a largest (up to an equivalence) S-generated 4-com-
pletion Hg" .

The order on the J-completions of H is defined by:
L'< L" iff there exists an §-limic preserving functor F: L'~ L"
which extends the identity on H.

H may not be limit-dense in its Mac Neille §-completion though it is
e.g. if § consists of discrete categories and is closed under copro-
ducts. If H «is» an order, its (usual) Mac Neille completion «is» the

Mac Neille §-completion of H for § = all discrete categories.
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87.1... Other optimal §-completions of H are formed by its universal d-
completions (with or without preservations of limits) constructed in
/102/ ; they correspond to the universal completions of concrete func-

tors (Comment 94.1 ).

87.2. In this case, S'tg is equivalent to the Mac Neille y-completion of
p, where ; distinguishes the canonical §-limit cones on Set (cf. The-
orem 7). Whatever be p , thanks to the maximality of ?Rg among the
fully §-generated §-completions of H ( Comment 87.1), there exist un-

ique (up to an equivalence) §-limic preserving functors

Hy — H—o T4

k]

where Hg is the universal Jecompletion of H (cf. /102/).

88.1. As indicated in Comment 76.1, both cases are encompassed in the
common setting where ; distinguishes any cones (1,0, limit-cones), to
lift into initial cones, The results of this section then extend.

88.2 ¥ Erase 3 ‘ﬁlo-products (it's not true),

89.1. A pullback over K is always a product in the category of objects
over K .

89.29 v, is not left surjective if not all the p; are, so that K¢ does not
admit products, However, p; preserves K'-initial lifts if all the p; are
K ’-spreading.

89.3 9 Proposition 20 /102/ says that ® is a limit cone in the product
category HH]i iff all its factors are. But here we take a subcategory
H' of the product, and we may ensure only that @ is a limit-cone if
each v].G) is. Hence K# does not admit products. However, if all the

p; are in H¢, then p is a product of (p]')]'e] both in H€ and in K€,

94.1 + Universal y-completions of a concrete functor.

Section 8 carries on in the frame set up in Comment 76.1, the ter-
minology of which we use, Then the cases ¢ = ¢ and ¢ =y are unit-
ed, as well as recent results on universal (initial) completions of con-
crete functors, The proof of Theorem 10 via Existence Theorems is

easily transposed to get the slightly more general proposition:
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94.1... Let § be a class of categories, y be a multi-choice of cones on
K, indexed by categories in §. Suppose p: H~ K is a concrete func-
tor and A is a given class of initial cones for p sent by p on y-dis-

tinguished cones.

PROPOSITION A. There exists a y-completion p 5 : Hpy » K of p such
that the insertion | : p C_,pA maps (the cones of ) A on initial cones
and that, for any momphism F:p »q to a p-complete concrete functor
with F mapping A on initial cones, there exists a unique morphism

F':pA > q which preserves initid lifts of y-distinguished cones.

pp is called the universal (A, y)-completion of p. In [40], itis
explicitly constructed, by a one-step process if ; is commutative ( the
objects being A-complete p-sources), otherwise as a restriction of the

[e]

(A, p%)-completion of p, where ;,° is the commurative hull of ;.

a

Defining the categories H, H# and K# associated to MM, as in

Section 8 (but for the present , ), we get:

-

COROLLARY.[f §, its elements and p live in the universe N, then
H# is areflective subcategory of both ju and K* .

Indeed, the reflection of p from H is the universal (9, )-comple-
tion of p , called the free y-completion of p . Its reflection from LG
called the universal y-completion of p, is the universal (Au,u)-com-
pletion, where A“ is the class of all initial cones sent by p on -
distinguished cones. As in Theorem 10, it is proved that p A, for any
A, is a quasi-quotient of the free y-completion,

Proposition A implies p o is the y-smallest y-completion of p such
that the insertion maps A on initial cones. It has also the following
«maximal» property ( cf. also Comment 95.1 ):

A (A, p)-expansion of p is defined as a pair (¢, ') with Q:L» K
a concrete functor which admits p as a full restriction and ' a multi-

choice of cones in L. such that

Qu'(®)Cu(Q.®) foreach ®:1-1L, Ied,
id} is the universal (A, p')-completion of HC ., L.
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94.1... (Notice that (} may not be p-complete, )

PROPOSITION B. Let pp : Hp » K be the universal (A, y)-comple-
tion of p and ya the multi-choice of initial cones on Hp sent by
p on y-distinguished cones; then (pa sup ) is the y-largest (A, yu ) -

extension of p .

The proof is similar to that of Theorem 3.5, Synopsis (O, III-2)
which corresponds to the case where § is reduced to 1 , but for internal

functors.

EXAMPLES, 1. If §={1} and , distinguishes the morphisms of a
subcategory K' of K, or if ; is a multi-choice of limit-cones, the free
and universal y-completions are given by Theorem 10.

2. Let K be complete and ; distinguish all small limit-cones. Then
pA is initially dense (cf. [40], last Corollary and Adamek & Koubek
[2]). Though § is large the universal completion of p lives in the
same universe than p ; its one-step construction by Herrlich in {70]
has suggested the construction given in [40].

3. If y distinguishes all discrete cones, the free and universal ini-
tial completions of p, which may only live in a larger universe than
p, are the p, and p, constructed by Herrlich [68]; he proves that
P, is the largest initial completion, while p, is the largest preserv-
ing initial lifts one; this is a stronger result than Proposition B; it
may be partially extended to other y (cf. [40]). In [71], Herrlich &
Strecker prove that the universal initial completion of p is reflective
iff p is a topologically-algebraic functor, and in this case it is also
the universal K'-completion of p, where K' is formed by the semi-uni-
versal morphisms; the free initial completion is never reflective. For

more properties of initial completions, cf, [69] and its bibliography.

SOME GENERALIZATIONS, 1. If » is a multi-choice of cocones on
K, the problem of embedding p into a concrete functor which is both
p-complete and p-cocomplete (dual definition) has also a universal

solution, whose existence is proved as in Theorem 10. A transfinite
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94.1... construction of it is given by Adamek & Koubek [2].

2. Smallest and universal cartesian closed initial completions of a
concrete functor have been considered by several authors (cf, [69] for
a bibliography) after Antoine ( whose work stemmed from [36] where
limit-spaces are used to get a cartesian closed category of infinitely
differentiable maps) and Brown [16] ( who introduced the cartesian
closed category of k-spaces). More generally, Chartrelle [24] cons-
tructs universal ( monoidal) closed (, v )-completions of a functor,

3. If K is a locale, if y distinguishes all joins and if p is a pre-
local map (in the sense of /55,86 / ), then the universal y-completion
of p contains the local completion of p (which, viewed upside-down,
is equivalent to the sheaf associated to the presheaf defined by p ),
obtained by Charles as a special case of the important Complete En-~
largement Theorem for local functors /47,55,85,110/ which gives a
method for constructing structures defined by atlases, such as mani-
folds, fibre bundles,... (O, II). Local functors are particular cases of
double functors, whence the problem of «completing» an intemal funce
tor in a concrete category C (for instence a double functor) into an
intemnal functor in C whose underlying functor is y-complete for some
multi-choice y of limits, An existence theorem for such universal in-

ternal completions is given by Leblond [105].

95.1. M «is» the full subcategory of the comma category ptK with objects

the «formal lifts» (s, k), kep(s).K*;

; the free K'-completion p is

the amnestic functor associated to the restriction §: f » K of the base
functor piK » K. So p may be described as the MacNeille K’-comple-
tion was in Comment 581, except that the Hom sets of M are required
to be the smallest (i,0. the largest) possible ones, It follows that p is
the K'-completion of p with the «smallest Hom sets» and the «largest

class of objects».

96.1. An extended version of these lecture notes has been published [38].
It contains e. g. the equivalence between the axiom of universes andthe

axiom of transitive universes.
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ON /52/: CATEGORIE DES FONCTEURS TYPES.

This paper was begun in Buenos Aires in 1959 and finished during
our four-months stay in Sdo Paulo in 1960 ; though much older than the other
papers in this volume, it is included here because of its links with the pa~

pers on completions, especially /102/.

102.1. Otherwise, F(C) is an acting category on the category J{(C)= @@
103.1. Here is the first definition of the 2-category of natural transforma-
tions (reduced to @G ) ; the permutability axiom, which englobes the
Godement calculus on functors {52], provided a motivation for defin-
ing double categories in /57 /. The general 2-category of natural trans-
formations (to-day denoted by (Cat ) was introduced by Charles in /58/
along with the double category of its squares (called «quintets» in
/58/ ). Cf. (0O, IlI-1).
103.2. They are called pointed endofunctors of C by Kelly [84] who gives
conditions for their categories of algebras to be reflective in C.
The category of naturalized categories, whose objects are the pairs
formed by a category € and a naturalized functor on @, is studied in
Charraud's Thesis [23], as well as its subcategory formed by the cat-

egories equipped with a monad.
104.1. To any double category L there is associated /120/ the triple cat-

egory of its squares ( for the first composition D! ) for each vertex

D of D, it gives the double category of objects of ! under D.

D D
A B
/x
In particular, if D is the 2-category @G , its double category of ob-
jects under [dp is fﬂy(@) (which is a 2-category).
104.2. Notice the notation {-‘5 ( which reminds of «ensemblen») for the cate

egory of sets; later on, Charles prefered to name a category by its mor-

phisms i.0. by its objects (as explained in / 1461\].2/ ).
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105.1. The parallel product of functors is their product in JT = SetS€t,
105.2. It is the product in the category ﬂu of objects of SetS€? under 1d.
106.1. Y is the inductive limit functor Lz;m; SetQ - Set,

Set

107.1. lim ® is the (pointwise) inductive limit of @ :Q » Ses since

&): Set > SetQ is the functor canonically associated with ®.
107.2. lim@ is the inductive limit of @) in the category ?‘(V of objects of

Set>¢! under Id ; the hypothesis Q is filtered is used to define &.

More generally, let ¢ be any category and F: ] -» CN\C be a functor

to the category of objects under C ; if
F=(1] _F__ o\¢ base, C)

has an inductive limit and if J is connected, then F has an induc=

tive limit, namely

¢ _Fi) (rej) 22 o tinmF.

110.1+ Type functors and double completions.
The construction of the monoid ?T 1s carried on in the frame of a
theory of sets and classes, as Charles favored in the late fifties; cf.
/ 47/ and Comment 24,1 (O, III-1). It A is a regular ordinal and if
the definition is restricted to families indexed by an ordinal lesser

than A, then CfT = ?lr\ . In particular, ffr is the monoid correspond-

ing to the first uncountable ordinal.

Similarly, the monoid ?7_ (Y,y,A) of functors of type / V,y,A ) is
defined in /123 /, Appendix 2, with (Y, y) any naturalized functor on
a category C (we just replace (¥ ,v) by (Y, y) everywhere).

Now let § be the class of discrete categories whose ordinal is les-
ser than A and g be the class of all ordinals lesser than A (looked
at as categories), For a subclass ( of a double category T there is
constructed the double (g,ﬂ)-completion of @ in D (cf. / 102/, Def-
inition page 221). If § is the 2-category NV&E) of objects of @G une
der Id and if @={(Y,y)}, this double (§,d)-completion contains
3:7_ (Y,y,A) as asubmonoid of its monoid i of l-morphisms. If A=N
it is proved in [23] that Cfr (Y,y,N) =M.
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110.1 ... Equivalently, we may consider the (4,9 )-completion B of the set
reduced to y;[Id-> Y in the 2-category @G , take the 2-category B\/d
of objects under [a'@ and look at CfT (Y,y,A) as a submonoid of the
monoid of 1-morphisms of BNd (cf. /102/, Application 1, page 237
where the morphisms of B are called canonical natural transformations

between type functors),

110.2. This is true if ri].(E) is an injection and the preorder is a total
order (Charraud {23]).

110.3. A more detailed proof of a and b is given in [23]. For ¢, the del-
icate enough proof is carried out in Blanc's Thesis [13].

111.1. f(%) is the free object generated by the graph B with respect to
the forgetful functor Cat » Graph ( which is monadic), Free categories
are just the free objects relative to this functor,

111.2. Free groupoids are the free objects relative to the forgetful functor
from the category of groupoids to Graph.

112.1. A more detailed proof is given in Blanc [13].

112.2. The definition of .T(T is not precise enough: its morphisms are the
(d", 6" ,r ,(P,4)) such that (D, %) and (D', *) are type func-
tors and there exists a (necessarily unique) type functor (¥, ) such
that =, ® (whence (®" ") = (¥V,) x(D,5) ).

113.1. Sum means sum of ordinals (as well-ordered sum).

113.2. These are the canonical equivalences deduced from the commutati-
vity between products, between limits, between products and limits.
113.3. It is the product of the equivalences in the category of objects of

SetS¢ under [d.
114.1. R. r(E) i, 7r;(E), where 7!. W, > W is inductively defined
TO=Tor Tie1TT 41X
ri=1,;X lim(rj')].<i if i is a limit ordinal, where
lim(r t)ic j(E): limWi(E) > Uim WH(E): (j,9) b (isr j(¥)).
114.2. 71;_ is the smallest sub-2-category of fﬂV containing the elementary

equivalences and the canonical injections, which is closed by the pro-
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duct functors and the lateral limit functors fr(c is the groupoid of its
equivalences, Notice that f)I('L does not admit products (nor limits),
since the projections of a product are not in it.

114.3. An inductive category is an intemal category in the category of
complete meet-lattices.

115.0. (D', ') is a (strict) naturalized sub-functor of (®, s ). The nota-
tion (9, 4')< (®,4) has not the same meaning as at the end of Sec-
tion III ( since 7 is not in T(T , cf. Comment 112.2).

115.29F is only a subinductive category, and CfV a subinductive class
(the intersection, or meet, of a family ((Di’qsi)iel is not always de-
fined, unless the family is bounded).

115.3. A product or a filtered limit of injections is an injection,

116.1+ Categorical constructions of structures.

These remarks lead to a categorical description of structures, which
encompasses Bourbaki's definition via scales of sets and Quine's form-
ative constructions on a language (cf. [119], and Houdebine [74]). It
transposes nicely in any topos (not only Set), in a fuzzy logic,...

Such a constructive theory of structures over Set has been develop-
ed by Blanc [13], whose main tool is the notion of structural natural
transformations, To define them, he proves first that two type functors
are equal if they have the same restriction to the groupoid & of isomor-
phisms of g ( = Set ), called a y-type functor. The structural natural
transformations between y-type functors form the smallest subcategory
S of Eg which is closed under finite products, power- and inverse

power-extension (i.e. if t; T -» T’ are in S,s0are Pt:PT>PT"and
9T PT, tE:PT(E)»PT(E): A b typl(A")),
and which contains the natural transfomations :
(a) projection: 11 7,~» 1l T]- , forany JCl,
le jel
(b) complement: P TP T, intersection: PT"> P T,
(¢) valuation v: T » PP T, where

vp:T(E)»$PT(E): xb L XCT(E)| xe X},
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116.1... (d) constant c¢: T'> P(TxP T ), where
cp: TE)>P(T(E)XPT(E))): xb{(a,A) | Ac PT(E), ac A},

for any y-type functors T', T, T, (the restriction to y-type functors
is necessary for (b) to define natural transformations),

If t: T>% 7' is a structural natural transformation, a t-structure
on a set £ is an element § of T(F) such that tp(S) =@ . Blanc
proves the so-defined structures are the same as the structures defined

by a typified formula.

What are the properties of the power-functor on Set used to define
type functors and the corresponding structures ? This question prompted
Guitart to introduce his involutive monads (or standard constructions
[56,581 ) in 1970. Later on, he refined them into algebraic universes
which give [61] the appropriate frame for transposing the theory of
type functors and Blanc's above cited result. Algebraic universes in-
clude Lawvere-Tiemey toposes [78] (and therefore Grothendieck top-
oses or categories of sheaves), but also fuzzy logics, ... They are well

suited to study topological and logical problems ( cf. [61] for details),

116.2+ On species of structures.

This paragraph refers to the construction of species of structures
over products of subcategories of Set given in /47/.

To get an axiomatic definition of structures, Charles introduced
species of structures over a category C (and local species of struc-
tures) in 1957 and he proved the equivalence between their three def-
initions: action of C ona set, discrete fibration over G, functor F
from C to Set with disjoint fibres. In particular, if C is a subgroupoid
of the groupoid of isomorphisms of Set, or a product of such subgroup-
oids, the functor F may be the restriction of a type functor, or a pro-
duct of such restrictions; whence species of structures of type y , if
p is the smallest ordinal such that the considered type functor(s) be
in ?‘T‘ . Such species of structures are constructed in / 47/, where

Charles takes in account only the type functors generated from P by
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116.2... composition and products ( without using lateral limits as here),

Recently, A, Joyal [80] has developed a fine combinatoric theory of
species of structures over a groupoid, viewed as a generalization of
formal series. He so obtains a kind of algebra on species of structures

akin to the geometric algebra of Grassmann ( and Leibniz ).

ON /102/ : SUR L'EXISTENCE DE STRUCTURES LIBRES ET DE FONC-
TEURS ADJOINTS.

The dedication recalls this paper was written during our six-months

stay in Kansas. The second (and most important) part was triggered by si-

multaneous work on sketched structures /93 /.

118.1. For canonical properties of such subcategories, cf. Comments 87.1
and 199.1.

124 . The results of Sections 1, 2, 3 precise the theory of reflections
and of generated substructures undertaken in /100/, Section 2 and in
/91 /. Unhappily the intricate technical hypotheses somewhat hinder
their impact. The idea was to cover an as wide as possible variety of
cases, The applications at the end of Sections 2 and 3 show where the
hypotheses come from. A simplified version of the main existence the.

orems is given in /108/ .

127.1. E is the comma category (K, T, K)P.

143.1. Add: avec M 20 .

146.1. A (H,[},f-]' )-projector g: e » e' is almost a reflector into H, ex-
cept that e’ is not required to be in / but only in ;1 . One of the mo~
tivating examples (in /92/ ) is the case of a small topological cat-
egory C for which there exists a topological functor F: C~ é into a
universal large compact category &, through which factors every top-
ological (i.e., intemal to Top ) functor from C to a small compact
category ; but C might not be small.

147.1. ;{ is the comma category i{¢P . It is introduced to define free ob-
jects from reflections (as Charles usually did in the sixties) and, si-

milarly, the more general (H, P )=projectors from «up to the size» re-
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flectors (Comment 146.1 ).

149.1. Add ,siecK,,.

153.1. This condition is a «solution-set» condition ; for a case where it is

satisfied, cf. Comment 155.2.

154,1. A more informal comparison with usual existence criteria is made

in Comment 277.1 (O, MI-1).

155.1. Remark 3 is also valid if ' is only (ﬁ(, X,}"})-generating for a

closed under pullbacks subcategory X of Q-monomorphisms, and if s,
in condition a, is the (X, ;{)-substructure generated by M'.
Informally, condition a means that the size of a generated substruc-
ture is just determined by the size of the generating setr, independ-
antly from the structure in which it is generated. It may be verified in
most applications where the generated substructure is explicitly conse
tructed ( by transfinite induction). So Remark 3 gives a practical way
for proving existence of adjoints without taking a higher universe, An

important example is the following one,

155.2+ Categories with a good factorization lead to generating functors.

Several authors have given existence criteria for free objects (e. g.,
for free algebras [84]) in terms of a given factorization system on the
category. The following proposition proves this data is more peculiar
than the notion of a subgenerating functor used by Charles, so that their
results could be deduced from Remark 3.

Let A be a category. A factorization (E,M) in A consists of two
subcategories of A containing all the isomorphisms, such that each

morphism factorizes as m. f, with m ¢ M and f¢ E, and that, if
a.m.f=m' f'.a" with m,m'ia M, f,f"in E,
there exists a unique b rendering commutative the diagram
ml f'

at b a'
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155.2... It is proper is M is formed of monomorphisms and E of epimor-
phisms, Such factorizations are studied by Freyd & Kelly [49], who-
se terminology we use (cf, also Barr [G], Isbell [75]). If A admits
small coproducts, a generator for (E,M) is a small set G of objects
G of A 'such that, for each object 4 of A, the cofactor through the
coproduct of the family (h;: G+ A | G e G) be in E.

PROPOSITION. Let Abe a category admitting small coproducts and a

proper factorization (E,M) with a generator G. Let q be the functor
II Hom(G,-): A> Set. Then :

GeG

1. M is included in the class of q-monomorphisms and, if q sends
E into epimorphisms, equal to it;

2. q is a faithful ( Set, M, A )=generating functor;

3. If A s E-cowell-powered, for each ordinal & , there exists an
ordinal M(&) such that the ordinal of q(S) is lesser than N(£) if S
is a (M, A )-substructure generated by a sel whose ordinal is lesser

than £.
A. g is faithful ([49], Proposition ?.5.3)and sends M into monos.
1. a) Each m:; 5+ A4 in M is a g-monomorphism, Indeed, suppose
h: A’ A in A and q(h)=q(m).k; for GeG and (he)c.ceqrA?)

we have the commutative diagram

S he G
my bt e
A e A

where k((hg)o ) = (k) cG-BY the initial definition of a genera-
tor {49], it follows there exists a unique A' such that

m.h*=h and q(h*')=k.
b) Conversely, let j: S» A be a g-monomorphism and j=m.feM.E
its canonical factorization. As m is also a g-monomorphism, so is f; if

q(f) is an epi, it is a bijection; then f is an isomorphism and jeM.
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155.2.... 2. Let C be a subset of g A). We are going to construct a (M, A)
substructure 4 of A generated by C,
a) Let G~ be the coproduct of the family

(Ag | GeG,ceC), where Ap =G foreach ¢ =(c;); e C,

let v ,: G > G, be the canonical injection and v: G » A the cofac-
tor of the family (¢, | G e G, ce C). If v =m.f is the canonical fac-
torization, then the domain of m may be taken as AC.It comes from the

fact that the insertion C C_, q( A) factorizes as
g(m').k forsome m’;S'> 4 in M
iff there exists cé_- G- S" with m', el = cq for each ce¢ C, GG,

i.e., iff v =m’.g, where g is the cofactor of the family

(¢t | GeG, ceC);

and then, there exists a unique d rendering commutative the diagram

s g Ge
m'y d f
A m A

b) Suppose A is E-cowell-powered. The above construction shows 4,
is an E-quotient of G ; hence the ordinal g( A ) of q( A4 ) is lesser
than the ordinal
,\(C) =C Vsup (g(S)| S any E-quotient of GC) .

This ordinal does not depend upon € but only C, since G isiso-
morphic to G, if C' is any set with C'=C and if C*C q(A’) for
any object A’ of A. Moreover, if D is a subset of ¢(A’) such that
Eg Eg g( A'), there exists a subset C' of qfA’) with Dc C' and
C'= C ; by definition of a generated substructure, there is an m in M

from Al') to A('; ,, which implies
¢(Af )< 9(Ag.)<M(C).
Therefore, g( 5)< A( C) whatever be the (M, A )-substructure § gen-

erated by a set whose ordinal is lesser than C. V
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155.2... COROLLARY. If A satisfies the hypotheses of the above propo-
sition and is ordinally bounded [49], then there exists an ordind ¢
such that q be (-( Set,M, A )-generating.

Indeed, for each G in G, there exists an ordinal {; such that the
functor Hom( G,-) preserves {-unions of (M, A)-substructures and

we can take for { the ordinal sup({. | Ge G).

Suppose A satisfies the hypotheses of this Corollary and is com-
plete. As an application, we get another proof of Theorem 4.1.3 [49]:
If A is a small set of morphisms of A, its orthogonal subcategory
A" s reflective in A . Indeed, from the proposition we deduce, via a
transfinite construction up to (, that the restriction g’ of g to A" s
(Set, MHAL,AL)-generating and verifies the conditions of Remark 3.
Similarly, we prove that the category of models in A of a small sketch
on U (with cones or cylinders) is reflective in AU and admits co-
limits, which gives back Theorem 5.2.1 of [49]; or still that the cat-
egory of F-algebras is reflectivein A, where F is a ( pointed) endo-
functor on A which preserves (-unions of M-subobjects [84].

But this method of proof may be applied more generally to get the
same results when A is equipped with any /-generating functor to Set
satisfying the conditions of Remark 3, and not only with the functor

associated to the generator of a proper factorization on A .

Another kind of generalization is obtained by Kelly [84], who finds
back these applications without any completeness assumption on A,
thanks to a more constructive approach (unifying methods of Barr [6],
Gabriel & Ulmer [50], Koubek & Reiterman [92], Schubert [121]...).
It does not seem his theorems are a consequence of the criteria given

here, where products are essential,

156.1. The «diagonal functor» preserves products,
157.1. g-inductive limits and semi-final lifts.
From Theorem C, Comment 2333 (O, Ili-1), it follows that § is

a «g-inductive limit» of (¢ ,®,) iff it is a semi-finallift of the g-sink
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(Do(T), inj;: p(i)~ L_i)m ¢ |iel, ). So Theorems A, B of the same
comment, which give criteria for the existence of semi-final lifts gene-
ralize the following corollary.

158.1. [ may be called a «multi-morphism», since it generalizes the notion
of a multi-linear map.

160.1 + On tensor products,

The problem of defining tensor products in a category has aroused
much interest in the sixties, Mac Lane's monoidal categories [108] (or
Benabou's multiplicative categories [10]) only retain its (up to iso-
morphisms) associativity and unitarity, and they stress the coherence
problem (cf, Comment 3] .4). In [42], Foltz defines the tensor product
of objects in a concrete category as a universal solution to the problem
of making a morphism out of a multi-morphism ( as here), and he cons-
tructs it as a quasi-quotient of a coproduct. In [44], he generalizeshis
definition to the case of a non-faithful functor, with special kinds of
multi-morphisms, Pumplin [118] gives a similar definition in a concrete
category H and his main result (translated in modern language) as-
serts that, if H is a closed category with a generator [, there exists
such a tensor product with unit | iff H is monoidal closed.

Kelly [82] also takes a concrete category with an internal Hom,
and his tensor product must be such that -@A4 be an adjoint of the
partial Hom-functor Hom( A, ~) ; then he discusses the associativity,
unitarity and commutativity of this & . His paper ( published in 1965)
is a precursor of his famous joint paper with Eilenberg [41], which
has opened the way to enriched structures.

Explicit constructions of tensor products have been given by several
authors. E. g., Freyd [48] defines the tensor product of algebraic the-
ories T, T' so that Set TOT' pe equivalent to (SetT)T', and he
uses it to compute the tensor product of the corresponding algebras,
Guitart [59] gives an explicit construction of the tensor product as a
coequalizer in the category K¥ of algebras for a monoidal monad P

on a monoidal category K ; he improves results of Day [30], Keigher
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160.1... [81], Kock [91], Porst & Wischnewsky [115]. Monoidal ( closed)
structures on categories of sketched structures have been investigated
in /115, 118-121/ and by Foltz & Lair [46,101] ( cf. Comments, O,
IV-2). Greve, Szigeti & Tholen [ 54, 55] lift monoidal structures along

pre-semitopological functors and generalize Pumplin's results.

161.1. Most ideals are such p-ideals; in this case, computations on short
exact sequences are reduced to operations on quasi-quotient structures
(Proposition 17 ). For instance, if H admits a proper factorization with

a generator G and if p = GH Hom(G,-): H- Set (cf. Comment 155.
€G

2), then there exists a canonical p-ideal: it is associated to the map
r which, to a p-monomorphism k: §'» S, associates the relation r{h )

on p(S’') such that

(h‘fG)GGG-(h'f(’;)GeG for any fG’ fb:G» 57

is the category of categories with a partial choice of §-limits,

170.1. ff'g

the morphisms being the functors which preserve these choices, Fis
the full subcategory of categories with a choice of §-limits, Or, with
the terminology of / 106/, ff’g is tie category of §-prototypes, and ff‘q
the category of §-types.

54 :

for jﬁ Moreover, if § is a i -class (i.e., is small enough), (‘)’g and

170.2. also admits Ji, -projective limits, and (J’° is sub-generating
()g are sub-generatmg for U (not only for 31( ); cf. Theorem 6.

1711, If l* and F' are in J'g (1.0, J’g ), their equalizer in J"g is (N,v")
where '(®) is defined iff the limit-cone (@) is defined and in-
cluded in N (i.e., iff all its projections pY(®) are equalized by
F and F’).

172.0. f§ isa Wo-class, ?Q is reflective in ?'g ( Corollary, Theorem 5).

173.1. It's easier to identify an ordinal )\ to the class formed of the or-
dinals 4 < A (Von Neumann's definition) and a cardinal to an initial
ordinal, as it is done in /108,114/.

181.0. R. un des io. le.(There may exist several ; with the samepro-

jection and one has to be chosen.)
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182.1. 7pg- is the composite

Kc K, Yoneda G gy,
The addition of 0 to K is not essential, though it simplifies the proof
Lim"K js1-1.

183.1. ®_ is the composite of ® with evaluation at e.

187.1. The last assertion is precised as follows: Let B be the set con-
sisting of the Y’ where Y is any functor in % 4. There exists a bi-
jection g from the (may-be void) set BnH on a set B’ disjoint from
BUH . Then we replace Y" by g/ Y ) foreach Y in BnH.

The followi?g construction may be sketched as follows: /l‘/a[)H_] is
dedllced from MA by adding «formal limits» @ of functors ® from §
to M}\, formal projections (®°, i) from this limit to ®(i), ¥ iely,
and formal factors ¥ " for every cone ¥ with base ¢ . The axioms en-
sure the formal factors become real factors. A functor from a category

-

in § M}‘\+] which does not take its values in M/\ may not have a

limit, So the construction is reiterated up to an ordinal )\ large enough

for any functor from a caregory in § to M): to be valued in a M{’ f<5\

196.1. More precisely, the condition is necessary and sufficient for the
existence of an isomorphism y: N> N'C ﬁ(H') such that the reflec-
tor H'c— N X, N’ be a restriction of the Yoneda embedding.

198.1. R. H' avec une restriction de ny- bour projecteur i,0. H'

199.1+ Other constructions of the free completion. Applications.

Let H be a small category and § a class of small categories. Var-
ious constructions of the free §-completions of H are known:

1. Street's construction [122]. Any functor ®:1-> H factorizes as
E(®).d', where E(®) is a discrete fibration and @' a final func-
tor (cf. Comment 470.1, O, I11-2); and ® admits a limit iff E(D) ad-
mits one. Whence the idea of Street: i.0. adding formal limits of all
functors as in the construction of Theorem 5 it is sufficient to only add
limits of discrete fibrations. More precisely, he inductively defines the

class gf of categories, for each ordinal ¢, as follows:
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199.1... §p=111; §, = U §. foreach limic ordinal A,

E<XA

QA,Jr] consists of the domains ] of the discrete fibrations 7: J » I
such that Ifg/\’ wil} and that each fibre of 7 is the codomain of a
final functor with domain in §,,.

Then he constructs transfinitely the free completion, exactly as in
Theorem 5, the only change being that, in the step from }l;[)\. to /1;1/\,+1,

he adds as objects the discrete fibrations with domain in g)\ i.o. all

1
the funcrors with domain in §.

Now a discrete fibration over I may also be looked at upside-down
as a functor [ > Set, so that the objects of the so-defined free comple-
tion may be identified to set-valued functors, So Street's construction

is related with the following one, given by Gabriel & Ulmer [50] (dual-

ly, for free co-completions):

2. The free §-completion of H as a subcategory of ( Set™)°P . Let
§ be a stable class of small categories, i.e., § contains: 1, the co-
limit of any functor F: 1> Cat, where I and F(]), foreach [ ¢1,, are
in §, and J if G:I1-] is a final functor with [ ¢§. Then, the small
category 1 admits as a free §-completion the full subcategory Hy of
(Set H)°P whose objects are the §-indexed colimits in Ses ! of repre-
sentable functors H - Set ; the reflector ( into cf‘f’_, up to equivalence)
is the restriction H » Hg of the Yoneda embedding, and it is §~limic-
dense ([50], 15.3). This does not contradict the second assertion of
Theorem ¢ which concems Set Hop and not (SetH)Op. For instance,
§ might be the class of all categories whose ordinal is lesser than a
given regular ordinal; or the class of small cofiltered categories, in
which case, Hg is equivalent to the category of pro-objects Pro H,
(Duskin [35]). If § is the class Cat, of all small categories, Hy is
equal to (SetH)DP itself, and its universality has been emphasized
by Roux [120]( in the dual case),

If H is not small, (Set™ )°P has large Hom-sets; then the free
Cat, -completion of H is its full subcategory whose objects are the

bounded functors ( Conduché {26]).
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199.1 ... 3. Pro-objects and atlases; If § is the class of small cofiltered
categories, H admits as a free §-completion the category Pro H of pro-
objects [35], defined as follows:

(i) Its objects are the functors F: 1~ H with I ¢ ;

(ii) Hom(F,G )= l%n li_I)mHomH(F—,G.), where G: J~>H.

More explicitly, a morphism from F to G is defined as a J -indexed
family of equivalence classes of morphisms F ([l )-»> G(] ), or as an e-
quivalence class of J,-indexed families of such morphisms [79].

Now suppose § is any stable (cf. 2 above) class of small categ-
ories, Then Vincent [129] (cf. also {50], 15.4) proves that H admits
as a free §-completion the category ProgH formally defined by the
same conditions (i) and (ii), This category ProgH is also considered
by Deleanu & Hilton [33] (with § = Cat, ) in view of applications
to Shape Theory.

We are going to give a new slightly different description of the mor-
phisms of ProgH as atlases (which amounts to replace an indexed

family of equivalence classes by its «union»),

DEFINITION. Let F:I>H and G:J->H be functors. An atlas from
F to G is defined as a class A of triples (J,a,l ), written a:[ -],
which satisfies the conditions :
(a) lel,, JeJoand a: F(1)> G(J]) in H;
(by G(j).a:I-J" belongsto A foreach j: [/ ]" in J;
(c¢) For each object | of J, the set
J.A=ta:I>] in Allel,}
is the class of objects of a component of the comma category Fuf.
So J.AA® and, for a:]>] in A, j:J~>]"in J, we have:
a’';]'> J*'is in A iff there exist a zig-zag
i L Ln_{...““” 5 i ,

in I and a commutative diagram in H of the form:
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199.1... G(l') a’ Fel')
Fei,)
c(j) Fling)
F(i,)
- Feiy)
G(1l) a Fel)

If I and J are groupoids, atlases of /78 / are recovered (they were
introduced in /47, 55/ for defining local strucuires, as manifolds).
A morphism £: S~ S’ of H is identified to the atlas from the functor

S%t 15 H with value S to §'°; 1 » H consisting of the single A:0 > (.

PROPOSITION. H admits as a free §-completion the category ProgH,
whose morphisms are the atlases between Y-indexed functors; the ob-

ject F 1> H isthelimit of the functor 1 Fuce, Prog H.

A. The composite of the atlases A: F-> G and B: G~ G' is the
well-defined atlas C: F » (' generated by the class consisting of the
composites :

b.a;1->]J', witha:[/->] in A and b;] > ]" in B.
If ¢.K-~ ProgH is a functor, its limit is the functor Fg: Ip » H,
defined as follows: I contains as a subcategory the disjoint union
of the categories Ip domain of ¢(K ), for each K ¢ K,, and its other
morphisms from [ ¢ Ig o to I?¢ Iy, , are the a:[ - [' which belong to
the atlas ® (k) for some k: K~ K' in K ; the functor F ¢ extends the
functors ®(K) and maps a:[/~]' on a. V

4. Complete categories as algebras of a monad, When § is stable,
there is still another free §-completion AgH of H, described as follows
by Prochasson [117](in the dual case): Let ngH be the category of
§-codiagrams of H (which is the dual of the category of diagrams in-
dexed by § of HP ). its objects are the functors F; 1> H with [ ¢¢;
a morphism from F to G is defined by a pair (f,¢ ), where f: J-1I is
a funcror and ¢ : F.f- G a natural transformation, @QH is the cat-

egory of 1-morphisms of the 2-category D¢H whose 2-cells from
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199.1 ... (fsd): F>G to (f',¢'):F-GC

are defined by the natural transformations @: f - f' such that
fl
<y !
d'mFO=0¢ . =o'
G\ ep F

H
DyH is the lax-completion of H (Guitart & Van den Bril [66] ).
Let AgH be the quasi-quotient category of SDQH by the relation

(f,d)~(f">0'): F-> G iff there exists a 2-cell between them,
so that A¢H is the category of components of the 2-category DgH.

PROPOSITION. There is a functor AgH » ProgH which is the identity

on objects, and A¢H is also a free §-completion of H .

Indeed, the class of (f,¢): F > G is mapped onto the atlas from
F to G generated by the class

Lo (1):f(1)=1 1T eJot
A¢H is small if § is small.

Let § be small and denote by F_ the quotient category of § (= Cat)
by the relation «two functors are equivalent». Then the correspondance
H-> AgH extends into an endofunctor Ag¢ on ¥_. Prochasson proves
Ay is the endofunctor of a2 monad on ¥_, whose category of algebras
is isomorphic to ??, so that the functor ¥_c _, ?‘ij_ is monadic [117}
(for a related result, cf, Kock [90] and, when § is the class of dis-

crete categories, Lawvere [104]).

There is no choice of §-limits on A¢H making it into a free object
for the forgetful functor p‘q; ?g» ¥ . However, Lair [99] proves that
pg is also monadic, thanks to a general Tripleability Theorem for cat-
egories of sketched structures and to an adequate construction of the

sketch of g-types .
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200.19 F ' does not admit equalizers,

200.2. In this reference, (SetH')OP is proved to be a free completion for
all small limits (Comment 199.1 ); it's only the wording which is some-
what ambiguous.

2071.1. The subcategory of Sett! F considered by Bénabou, Isbell, I.ambek,

. is the «Mac Neille §-completion» of H (cf. /107/, section 8 and
Comment 87.1). It is not to be confused with the subcategory of the
dual of Set? which is a free §-completion of H' ( Comment 199.1 ).

201.2. In [14], Borceux proves that [{’ is a full subcategory of [.;’ thanks
to a weakening of the hypotheses taken in Theorem 5:

LimV injective is replaced by Lim¥Y® = e for at most one ® when
e is an object of C° notin M ;

LimV ® ¢ M is replaced by condition A, LLemma 6, Appendix.

203.1+ Loose g-completions of a category.

If (ﬁ Ji) is a p‘q-free object generated by the category H, then H
is also a free §-completion of H, i.e., a reflection of H into cf%‘_ ( The-
orem 8). A similar result is valid for universal completions with pre-
servation of some limits. It is proved in /115/ {Corollary Proposition
10) that.

[f(}-{, i) is a(universal up to isomorphism ) $-completion of (H,p),
then H is also a loose Y-completion of (H,yu ),
which means that H is a universal (up to equivalence) solution of the
problem: To embed H into an §-complete category, so that the cones
distinguished by ; become limit-cones. The proof lies on an explicit
(transfinite ) construction of the §-completion of (H it ), more generally
done in /115/ (O, IV-2) for y any multi-choice of cones indexed by
categories in § (cf. Comment 216.1).

Another transfinite construction of a loose -completion of (H,u)
is given by Coppey [27] : it is the union of the H,'s, where Hy o is
the §-completion of H, in Se'R”

Gabriel & Zisman [51] construct a loose §-completion of (H i) as

the category of fractions of a free g-completion C of H by the class A
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203.1... consisting of the factors through a limit-cone in C of a y-distin-
guished cone (in fact, they suppose y distinguishes all small limit-
cones in H and they take C = (SetH)”P ). With the notations of The-

orem 10, it implies that H= H" , which is a quasi-quotient of C by
A=1a(®) | y(®) is defined},
is equivalent to the category of fractions of C by A,

203.2. This category is deduced from // by adding a final object Q)H .
204.1. N has only one non-identity morphism,
207.1. It's also true if F and F'’ are in ‘f’gﬂ (cf. Comment 171.1).

211.1. @, is the composite:

-

"2 G

eval,

M.

214.1. Borceux [14] has proved [/ is a full subcategory of ;{ .

214.2. This category is explicitly constructed in / 114/ .

216.1+ Some generalizations,

The completion theorems given here, in particular Theorem 15, are
generalized in /115 / ( Propositions 13, 14, 15), where it is shown that
an (g,ﬂ)-cone-bearing category H (i.e., a category equipped with a
set of cones indexed by § and a set of cocones indexed by § ) isuni-
versally sent:
lo up to an isomorphism, into an (4, g)-limit-bearing category, into
an (4, 9)-prototype (object of 3*.95) and into an (9, g)-type (object
of ff-‘]ﬂ) (thpe’ﬁ’l;) ;

20 up to an equivalence, into an J-complete and §-cocomplete categ-
ory (called a loose ({] , ﬂ)-type) H, type in which the distinguished (co)
cones become (co)limits,

Moreover, if H is a prototype, then H“ype is equivalent to thpe .
The proof lies on an explicit transfinite construction of these comple-
tions.

In Section 4, completion theorems are given for intemal categories.
On the other hand, «enricheds completion theorems for V-categories

have been proved by several authors, If V is a complete and cocom-
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216.1... plete symmetric monoidal category in which -@ ) preserves co-
limits, Foltz [45] proves the existence of universal (g,ﬂ)-comple-
tions for V-categories and V-sketches when the base functor V- Set
has good enough properties; and he constructs the free (4, J)-comple-
tion when this functor preserves (-unions and §-limits commute with
{-unions, where the ordinal ( is greater than the ordinal of all the
categories in §UJ . Results of the same kind are given by Kelly [86].

For V = Ab, G. & M. Weidenfeld [ 130] obtain the Ab-prototype gen-
erated by a cone-bearing additive category C as a subcategory of
AbCoP (via the additive associated Sheaf Theorem), and they deduce

from it a construction of the prototype associated to any sketch,

217.1. Let (sf)E<Z be a (-sequence of P-substructures of §. If P is

sub-generating, it admits an union s = U & namely s is the P-
< =

substructure of § generated by the union M of the P(sf ), £ <{.The
condition (DC«) means P preserves such unions, i.e,, P(s) =M. It
follows that é-unions of P-substructures commute with limits preserved

by P (cf. Comment 155.2).

219.1. P lifts limits because, by the initial assumption ( valid in all this
Section 4), P is a concrete transportable functor which lifts pullbacks,

220.1. When P is countably generating, this corollary is proved in /100/.

221.1, This definition is very weak, since the «structure» and the limits
are not linked.

A more precise notion of intemal completion consists in replacing
?'gﬂ(p) and ,ergg(p) by the categories of intemal (4, )-prototypes
and intemal (§, §)-types in H' . Theorem 17 is still valid in this case
as well as in the case [’ admits small limits and colimits of [-se-

quences which commute ( Burroni [ 19]).

221.2. The condition f-generating may be omitted, since it follows from the
existence of a maximal section, which implies P is spreading (cf,
Comment 247.1, O, ITI-1).

224.1. The proof is complicated, It follows from the general lemma ( Syn-

opsis (O, III-2), Section 5, Corollary 1 of Theorem 2):
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224.1... If U; A> A is a functor admitting a maximal section 7 , if
Ur: A A" and Z': A'> A
are restrictions of [/ and Z resp. to reflective subcategories, then a
reflector into A' is mapped by [/ on a reflector into A',

It is applied to the forgetful functor ,Cf'gﬂ(p)» ffgﬂ(p) with a max-

imal section deduced from Z , and to its restrictions
F9p)> 59 and Frp)-F.

225.1. For the teminology, cf. /63/ (O, IlI-1 ). The theorem is used later
on, in the case of ordered categories,

227.1. This assertion follows from the preceding one, because the sub-
structures of (M,<) are its £8inductive subclasses (as it is said
in the sequel of the proof), hence correspond to full subcategories of
the cate gory associated to (M, < ).

230.1. The hypothesis £ = @ is used here, because f does not preserve
joins.

236.1. The category 3:[0)] is proved to be monoidal closed in /119/. In
[17], Brown & Higgins study ¢ -fold groupoids with a view to applica-
tions in Algebraic Topology.

237.1. Cf. /52/ and Comment 1101 .

237.2. It may be necessary to disjoin the fibres, which is possible if w
transports isomorphisms,

240.1. This cc;rollary is a particular case of Proposition 9,

241.1. The propositions of this section strengthen some results of /100/.

244.1. The definition of (), )-solving has to be precised, Here it means
that i’@ is (m,X@, ﬁgnl(m) y-generating; it follows that Z)@ is also
(W,X@ ,Orp)nU(P ))-generating. However, it may not be (M, X@,@(p))-
generating ( as defined in /100/ ), since O(¢p ) is not included in U(P)
when there exist p-injections which are not P-injections.

247.1. For 0= T or f)_-(, the proposition only asserts the existence of
Orp)nCrP) , | ) -quasi-quotient structures, except if we add the
hypothesis p7 C P, in which case Orp) cO¢P) (cf. Comments
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235.1 (O, 1II-1) and 2441 .

248.1. More generally, if ¢ is a projective sketch and Z a maximal sec-
tion of p:H > Set, then Z?: Set? > HY is a maximal section of the
functor p? : H? > Set? ,

251.1. (p, X )-structured relations are objects of M'(p ). If X is closed
under pullbacks, they are also morphisms of a category of relations
considered by several authors, e, g. Coppey and Davar-Panah [28].

253.1. ;1 defines the structured subgroupoid of (SJ', s X s) which is X-gen-

L
[/

erated by 4uS whence the following altemative construction

A= L)Np(Sn), where S is the ( X,/ )-substructure of sX s gen-
ne

?

Byy;=p(S,)up(S, ot g f1 f,gep(S,)}.

258.1. The only delicate point is proving 4 for elements of the form:

erated by B, with BO = A and

(ho(i,®),¥,%,);
then the common composite is h.h;. ¥, (i’), where Wri) =h,.(i',®;)
(with the notations on page 188),

258.2. b is satisfied because (h,(i,® ) ) is an irreducible path hence is
not equal to another irreducible path by the proof of Proposition 8.
259.1. This construction generalizes the usual construction of the free

group on a set of generators.

260.1. More briefly, U’ is defined as ¥’ = limY W ., (D).

ON /108/: CONSTRUCTIONS DE STRUCTURES LIBRES,

This paper takes back some results of /100/ (O, Il1-1 ) and /102/
(to which we refer for further comments) with simplified hypotheses, sa-
tisfied in most of the applications. From part 1 on, it was multigraphed in
Paris as lecture notes of a «cours de troisieme cycle», written as an add-
itional chapter to the booklet /123/. Part 0 was added to make the text
self-contained for its inclusion in the Proceedings of the Seattle Confer-
ence (1 968, Part II, preprinted in Lecture Notes for Mathematics 92); fin-

ally Charles did not participate in this Conference because of the turmoil
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in May 68. The text has been specially recomposed on Varityper,

265.1. Universal would be more justified than «maximal» (Comment 87.1).

266.1. The transitivity condition is added for a universe to be a model of
Set Theory ; it is not necessary here,

268.1., More usual terminology: H is a reflective subcategory of K* .

268.2. A p-injection j:s - s’ is an initial lift of the p-source (s, p(j)).

269.1. A (H,p )-quasi-surjection is a semi-final lift of a singleton source.

269.2. To compare with the notion of a semi-topological functor, cf, Com-
ment 212.3 (O, III-1).

269.3. Constructions of quotient categories are given in /91 /, Section 3.

270.1. For more general results, cf, /102/, Section 3-1.

272.1. Cf. also /100/, Section 2 and / 102/, Theorem 2.

274.1. This method is used in /100/, Theorem 1 -2,

274.2. Cf. Proposition 2-2 / 100/ .

275.1. This corollary is used to obtain existence theorems for quasi-quo-
tient sketched structures /98/, e.g. for quasi-quotient intemal cat-
egories in /100/, and for quasi-quotient n-ary structutes in /97 /.

276.1. For this section, cf. /100/, Theorem 3-2 and / 102/, Theorem 2.

279.1. This method is used in /100/, Theorem 3-2.

279.2. For this section, cf, /102/, Part II, and / 106/ .

280.1. Sgﬂ is the category of neocategories with partial choices of proj-
ective and inductive cones, .‘f’gﬂ is the category of (4, )-prototypes
and ffgg is the category of (4, g )-types (cf. /106/ ).

280.2. Cf /102/, Proposition 22,

282.1. Cf. /102/, Proposition 22,

286.1. Cf. /102/, Theorem 12.

287.1. All these assertions are proved in [ 38].

289.1. Cf. /102/, Theorem 15, for the last assertion.

290.1. Cf. /102/, Theorem15, and /114 /.

291.1. R. universellede u i.,o. de u .

291.2. The free completion is explicitly constructed in /102/ (cf. also
Comment 199.1). Other properties of the universal completion are giv-

en in /102/ and non-universal completions are studied in /107 /.
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ON /114/ : SUR LE PLONGEMENT D'UN PROTOTYPE DANS UN TYPE.

This text is a sequel of /108/ ; it was multigraphed as a part of a
«cours de troisieme cycle de 1'Université Paris VII», which developed the
theory of sketched structures along the lines of /106 /. It has been compos-

ed on Varityper for inclusion in this volume,

293.1. As in /106/ an (4, 9)-prototype means a category C with a partial
choice ;; of cones indexed by elements of § and a partial choice u of
cocones indexed by elements of §. It's an (§,g)-type if the choices
are total 1,0, partial. The prototype is projective if  is void,

293.2. The term «lax» is not to be taken in a 2-categorical sense (as at
the end of /117/); it just precises that no type structure is used on
H, so that all limits and colimits are distinguished, To-day we'll say
that it is a realization - or a model - of (C,u,v) in H.

294.1. Cf. /108/, Proposition 8.

298.1. The consideration of [, follows from Lambek {102] and Isbell [76];
it might be replaced by the smallest subcategory of N satisfying the
conditions of Proposition 5, which is the category LV of Theorem 3.

302.1. Cf. /108/, Proof of Proposition 8 for more details,

305.1. LV is the category of co-models of the inductive prototype / C,v )
in Set, i.e., the category of Set-models of its dual projective proto-
type (C*v™).

305.2+ The Associated Sheaf Theorem.

This corollary, called the Associated Sheaf Theorem (as said on
page 306), has been proved by several authors, e.g., Gabriel & Ulmer
[50], Kennison [89], Bénabou ( [9] page 51 and [ 26] Appendix),

More generally, if ¢ is a sketch on H equipped with a small class
of cones (or cylinders), the category AY of its models in a category
A is reflective in AH in each of the following cases:

1o A is equipped with a concrete functor satisfying the conditions
of the proposition of Comment 13.4 or the conditions at the end of Com-
ent 155.2; the proof is «existential» (not constructive),

20 A admits a proper factorization (E,M) with a generator (cf.
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305.2... Comment 155.2), is cocomplete, bounded and M-well-powered (Kelly
[84], Theorem 12.1, who strengthens Freyd & Kelly's [49]; the asso-
ciated sheaf - or free model - is constructed as a colimit of a trans-
finite sequence, via the Orthogonalisation Theorem, and A need not
be complete).

30 A is complete and admits {-indexed colimits which commute with
§-limits, where § consists of the indexing categories of the distinguish-
ed cones and the ordinal ( is greater than the ordinal of each element
of § (Burroni [19], Foltz [43], Ulmer [127]).

Enriched associated sheaf theorems have been proved by Foltz {43]
(who takes an enrichment in a closed category with a faithful base
functor) and by Kelly [86] whose models are enriched in a monoidal
closed category.

For mixed sketches, the category of models (even in Sef) is no
more reflective in the category of all functors, However Guitart & Lair
[63] prove the following related result: If ¢ is a small mixed «c-in-
jective» sketch (e, g., if the inductive cones are discrete), then each
Set-model of the underlying projective sketch generates a small loc-
ally free diagram in Set” . This result leads to a spectral analysis of

first order theories,

306.1. Cf. Lambek [102] and Isbell [76].

ON /146)y.1/: COMPLETION D'UN FONCTEUR.

This is the text of a lecture delivered by Charles at the «Joumées
mathématiques sur 1'Algebre des catégories» (Dijon-Paris, 1967). It was
not published in the Proceedings of this Conference (Cahiers de Topologie
et Géométrie Différentielle X -3, 1068) because it's just a summary of the
paper /107 /, and near enough of the Note /99/ (written three months earl-
ier). However this lecture is more striking than /99 / : the problem of com-
pletion of a concrete functor is well presented, and the construction of the
Mac Neille completion is very clear, So it might be helpful as an introduc-
tion to the intricate paper /107 /. The manuscript has been varityped for

inclusion here.
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307.1 + Initial completions as a generalization.

As emphasized in Comments 7G6.1 and 94,1 (to which we refer for
more details), all the results of this Note are still valid if 4 is a
multi-choice of cones on K (i.o. a multi-choice of limit-cones) to be
lifted into initial cones, In this way the first mentioned problem ap-
pears as a special case of the second: y distinguishes the single-
ton cones in K'. The only modifications are the following ones:

- p.307 and 310: y is a multi-choice of §-cones (i.o, S-limit cones)
i.e., for each functor &:]/ > K"~ with [ ¢ g, #(QS) is a - may-be
void - class of cones in K* with base ¢ ;

- p. 307: u is a multi-choice of p-initial -cones (i.o. limitecones):
- p. 308, l. -1, =2: s is an initial lift of (®,9) for p and p (i.0. a
limit of D );

- p.310,1.3: ® and F® are initial cones (i.o. limit-cones);

- p. 310, 1.-3. the embedding of H into i] preserves the initial lifts
(i.0. the lifted limits ) of cones distinguished by , .

Then the two theorems englobe more recent results on ( initial) com-
pletions of concrete functors, e, g., Herrlich's constructions [ 68, 70]
which suggests to call § the Mac Neille y-completion of p and § irs

universal p-completion,

308.2. The terms «maximal» and «minimal» are not explained by this sen-

tence; a precise meaning is given in Comments 58.1, 76.1, 94.1, 95.1.

ON /146|v.2/ : LES CATEGORIES DANS L'ENSEIGNEMENT,

This text is a lecture given by Charles in Saint~Quentin, on the in-
vitation of the «Association des Professeurs de Mathématiques», As it was
primarily intended for teachers in a secondary school, the exposition is
more mathematical than in /94/ (designed for a wider audience) though
the basic ideas are similar, In particular, it gives a clear insight on the
way Charles introduced category theory and conceived its importance in
didactics as well as in advanced research, The manuscript was prepared to

be multigraphed; it has been varityped for inclusion in this volume.
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COMMENTS ON / 146yv;.2/

311.1. Charles participated in Bourbaki up to 1947, For his ideas on math-
ematical structures, cf, Comments 19,1, 116.1, 116.2.

312.1. At the time of this lecture, there was much criticism in France ag-
ainst categoricians ( specially against our research team).

315.1. In his first papers on categories / 47,52/, Charles adopted the first
viewpoint; later on, he took over the second (cf, O, III-1).

315.2, To be really a model of set theory, U should be transitive, but
this property is not useful for applications to category theory. The no-
tion of a transitive universe is due to Tarski [124]; many authors, fol-
lowing Grothendieck, use the term universe in the sense of a transi-
tive universe, Notice the two «axioms of universes»:

- Each set belongs to a universe,
- Each set belongs to a transitive universe

are proved to be equivalent in [38].

320.1. The booklet /123/ was written as an introduction to category the-
ory for students in the «second cycle». Charles teached it in his (un-
dergraduate) Maitrise course on General Topology ( based on the study
of the categories of topological spaces and of uniform spaces and their
reflective or coreflective subcategories), on Differential Geometry (in
which the categories of jets and their actions played a central role),
on Algebraic Topology ( with homology in abelian categories and for

simplicial objects) /128/.

321.1. Charles often suggested a thorough study of the categories of affine
and projective spaces (e, g. for the stage report of N. Penon, Paris,
1973). In his last years, he exposed some of their properties as an
introduction to non-euclidean geometry in his course /129 / and he got
some (unpublished) results, A categorically-minded course on affine
and projective spaces has been given by Bourn in Amiens (1980).

321.2. The unity and simplicity of Mathematics were essential ideas of
Charles, which led him to discover powerful notions: fibre bundles,
foliations, jets, infinitesimal connections, almost-complex manifolds,
differentiable categories, local structures, intemal categories and their

actions, sketched structures....
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SYNOPSIS

0. MOTIVATION AND CLASSIFICATION OF THE PAPERS.

The main papers contained in Part IV-1 were written in 1966 /(67
they originated (cf. Comment 19.1) in the problem of giving a categorical
description of structures, fit to translate in the intermal world, versatile
enough to englobe most usual structures (universal algebra, categories,
sheaves, metric spaces,...), yet strict enough for leading to general the-
orems similar to those on intemal categories (O, III) or on internal n-ary
structures /97 /.

The solution Charles proposed is the theory of sketched structures,
which he introduced in /93/ (O, IlI-2), refined and developed in /98,106,
114/ ; the sketch affords an equational presentation via limits of a structure,
its models in a category H are the sketched structures in H.

The connected problem of completing a category (/102/, Part II
summed up in /88/ ) or a concrete functor /107 /, summed up in / 99/,
/ 146; .1 /) arose:

- to obtain complete presentations, called types (or theories), so that
two sketches with the same type define equivalent structures,

- to optimally replace the category H in which models are valued by a
complete category, in which general theorems on categories of sketched
structures are available.

The existence of universal completions comes from a general exist-
ence theorem for free objects, which refines the usual Adjoint Functor The-
orems thanks to the notion of a subgenerating functor. This theorem admits
a variety of applications (/102/, Part I), even in the simplified, whence
more striking, version given in /108/ to obviate the technicity of /102/.

A much older paper /52/ has been included here: it may be seen
as a former example of double completion /102/ and it offers another categ-
orical description of structures via type functors (Comments 116.1, 116.2).

Finally Charles's views on categories and didactics are expressed
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in /1461\,.2/ .

The papers, which use notions introduced in O, Part I[I, contain a
series of deep theorems with explicit proofs. The technicity of some parts,
allied with unorthodox and heavy ( because rigourous) notations have some-
what hindered their diffusion. Its's a pity for most results still retain an act«

ual value, and many ideas have not yet been developed.

1. EXISTENCE THEOREMS.

Theorem 1 of /102/ and Proposition 1 of /108/ generalize the ex-
istence criteria devised in /100/ (O, IIf-1) to study quasi-quotients and
colimits of intemal categories, They imply several adjoint functor Criteria,
based on the notion of a subgenerating functor developed in /102/, Sec-
tions 1, 2.

A concrete functor (J from A to the category of ( large) sets is call-
ed (small) M-generating for an adequate class M of monomorphisms of A
if, for each object 4 of A and each (small) subset C of (A), there ex-
ists a (small) Q-substructure A’ of 4 generated by C with 4'C_, 4 in M.
This condition is satisfied by most usual forgetful functors, e.g., by the

functor II Hom(G, -) associated to a generator G of a proper factoriza-
GeG

tion (E,M) on A (Comment 155.2).
Let p: H> K be a functor; an object E of K generates a free p-
object s in each of the following cases:

1. There exists an extension p: H oK of p and a concrete functor
q: K> S;t to large sets such that H and K are subcategories mapped by
g.p and ¢ on small sets, ¢ and g.p lift large limits and g.p is small
M-generating; let S be the large set of all «possible solutions».

2. There exist a concrete functor ¢ : K - Set such that ¢ and ¢.p lift
small limits and ¢.p is M-generating, and a solution set S (Remark 3,
page 155 and Comment 155.1 give a practical condition for S toexist);
then we write H = H and p=p.

In either case, s is constructed as follows; write

s=1{(S,, fi:E*p(Si))lie[};
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there exists a product § of (§; )iel in H and s is the ¢q.p-substructure of

S which is M-generated by the factor [q(fi)]iel" q(E)>qp(S).

Criteria 1, 2 of /102/, Section 3 are linked to the first case, Cri-
teria 3, 4, which englobe Freyd's Theorem, to the second one, which is sa-
tisfied e.g., if H is a complete category admitting a proper factorization

with a generator ( Proposition, Comment 155.2).

Several applications are given:

- Existence of quasi-quotients, colimits and semi-final lifts (/102/,
Theorem 1 ; /108/, Propositions 2, 3);

- Existence of tensor products for a concrete functor, where a tensor
product is a universal solution of the problem to make morphisms out of mul-
timorphisms ( /102/, Theorem 3 and Comment 165.1 );

- Existence of quasi-cohomology functors valued in an enriched con-
crete category with an ideal (/102/, Theorem 4, which strengthens /93/);

- Reflectivity of orthogonal categories and of categories of algebras
for a pointed endofunctor (Comment 155.2, which generalizes results of se-
veral authors, e, g. Barr [6], Freyd & Kelly [49]).

Other applications are indicated in the next sections,

3. COMPLETIONS OF A CATEGORY,

Let H be a small category, § and § small classes of small categ-
ories, A (partial ) choice of §-limits is a map jt associating to ( some) func-
tors ®:1->H with 1¢9 a limit-cone #(CI)) with base @,

A category equipped with (partial) choices of §-limits and J-colimits
is called an (g,ﬂ)-(pmto-)type; a category with partial choices of §-cones
and J-cocones is called an (8, 9)-presketch /106/ .

Let S‘qﬂ, ?'95 and f}‘-gﬂ be the categories of small (g,ﬂ)-presket-
ches, prototypes and types, the morphisms being the functors which preserve

the ( partial) choices,

The preceding existence theorems imply the Universal (4,9 )-com-

pletion Theorem (/102/, Theorem 15; /106/, Theorem 5; /108/, Propo-
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sition 9; /114/); ¥ 5| is a reflective subcategory of 593 and ?gﬂ is a
reflective subcategory of F' 95{) the reflector (H,u,v) - ({{ Jisv) from

an (4, §)-prototype to its (4, §)-type is 1-1.

In / 102/, Section 2-1I, this theorem is precised when § is void and
g is void (no cones are distinguished on H):

1. Construction of the $-type (I.{ ,ft) of H by transfinite induction, the
generic step consisting in adding «formal» §-limits, their projections and
the factors through them ( Theorems 7, 9).

2. Free §-completion : If (f ,f1) is the §-type of H, then H is also a
universal solution (up to an equivalence i.o. an isomorphism) of the pro-
blem to embed H in an d-complete category ( Theorem 8).

3, Other constructions of a free §-completion of H are given in Com-
ment 199.1, namely:

- the §-limit closure of H in ( SetH)°P (Gabriel & Ulmer);

- the category of §-pro-objects, whose morphisms may be described as
atlases between functors with domains in § ;

- the category of components of the 2-category of codiagrams in H ; it
is used by Prochasson [117] to prove §-complete categories are the alge-
bras of the «co-diagram» monad on the quotient category of Cat by the re~
lation «two functors are equivalent»,

4. The universal $-completion -or §-type- of an §-prototype (H,p) is
a quasi-quotient (f!,{,) of a free Y-completion f{ of H (Theorem 10); I-{
is a universal solution, up to an equivalence, of the problem to embed H in
an §-complete category with preservation of the p-distinguished limits ( Loo-
se §-completion Theorem, Comment 203.1). This problem also admits a mi-
nimal solution, the Mac Neille $-completion of H, which is the J-closure

of H in SetHoP (/107/, Theorem 8 and Comment 87.1).

All these completion theorems are generalized in /115/ (O, IV-2),
where multi-choices of cones are taken i.o. partial choices.

Section 3-II /102/ is devoted to a similar universal (4, 9)-comple-
tion theorem for intemal categories in a good concrete category ( Theorem

18, Corollary 3), e. g. for some ordered categories ( Theorem 19, Corollary

386



SYNOPSIS 5

2) and for multiple categories, whence double completions, Other general-

izations are indicated in Comment 216.1.

3. COMPLETIONS OF A FUNCTOR.

Theorems on intemal categories in H often require some complete-
ness assumptions on H. In particular, they are not valid for differentiable
categories, because the category of differentiable manifolds does not admit
enough limits, It is one of the motivations which led Charles to construct
completions of concrete functors (Comment 35.1). Recently this problem
has been thoroughly studied (cf. [69] and Comments 76.1 and 94.1),

We sum up the results of /107 / in the slightly more general frame
set up in Comments 76.1, 94.1 to which we refer for definitions and details
( the proofs are similar to that given in /107 /).

Let p: H- K be a concrete functor, § a class of small categories,
and ; a multi-choice of §-cones on K. A y-completion of p is a concrete
functor P : H -~ K admitting p as a full restriction and which is p-complete :
each P-cone (#,®) with ®:1-H and g« M(P.q)) has an initial lift,
Then we have the following results:

1. Mac Neille y-completion ( Theorems 5, 6 ; Propositions A, B of Com-
ment 76.1): there is transfinitely constructed a y-completion P: H~ K of
p which is the smallest finally dense y-completion of p and its y-largest
p-generated one (i, e, H is the closure of H in H under initial lifts of
p-distinguished cones). If p, § and its elements live in a universe U, so
does P . If y is «commutative», P is initially dense and it may be cons-
tructed in one step ( Corollary Theorem G ; Proposition C Comment 76.1).

2. Universal (A, y )-completion (Theorem 10; Propositions A, B, of
Comment 94.1). Let A be a class of initial cones lifting y-distinguished
cones; there exists a universal solution pp : Hp -» K of the problem to
embed p in a y-completion so that the cones of A remain initial cones;
p A has also a «maximal» characterization. If A is void, p is called the
free u-completion of p ; if A consists of all initial cones lifting y-distin-

guished cones, then pp is the universal y-completion of p.
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The following particular cases are considered .

1. K' is a subcategory of K and p distinguishes the singleton cones
in K' : the Mac Neille K'-completion is the minimal K'-spreading prolonga-
tion of p, constructed in one step ( Theorems 2, 3); the free K'-completion
is constructed in Proposition 13,

2. 1 distinguishes equalizers in K' (Theorems 2, 3,10).

3. K is Y-complete and p distinguishes all §-limit-cones : the Mac
Neille completion, called smallest prolongation, is constructed by induction
using 1 (Theorems 5, 6 well summed up in /146,,.1/ ). The free comple-
tion and the universal completion, or largest prolongation, are proved to
exist (Theorem 10 ; for constructions, c¢f. Comment 94.1 ).

4. p distinguishes all small discrete cones (or sources): the Mac
Neille initial completion of p, as well as its free and universal ones, may
live in a higher universe; recently they have been thoroughly studied (Com-

ments 76.1, 94.1 and [69]).

4, THEORY OF SKETCHED STRUCTURES.

To get good definitions of mathematical structures has always been
a central problem for Charles, In the fourties he defined fibre bundles, folia-
tions, manifolds with supplementary structures; in the fifties, to unite these
notions, he introduced local structures, the axiomatization of which led him
to species of structures over a category, i.e. category actions (Comment
116.2). The category of type functors he constructs in /52/ (where double
categories of natural transformations are considered for the first time) was
devised to obtain a categorical description of species of structures over
sets via axioms: it precises Bourbaki and Quine structures and may be
translated in algebraic universes, e, g. toposes (Comment 116.1). In the six-
ties, he founded the theory of sketches to give a unifiedsetting for studying

internal «general algebraic structures» (Comment 19.1).

A sketch o is a neocategory U equipped with distinguished cones
and cocones ; its models in a category H are the neofunctors U~ H which

map the distinguished (co)cones on (co)limits, whence the category HY of
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sketched structures in H.

The sketch gives one presentation of the structure ; it is often cons-
tructed via a minimal presentation, or idea, and axioms ( coherence pro-
blem, Comment 31.4), The sketch may be replaced by its prototype ( reflec-
tion in the category of prototypes, Section 2) more adapted for semantic
problems ( Comment 31.3); or by its type which is a canonical maximal pre-
sentation common to the various sketches defining the same structures.
The existence of the prototype and type of a sketch comes from the general
universal completion Theorem /115/ (0O, IV-2); in /98,106 /, it is ob-
tained for sketches whose distinguished (co)cones form a partial choice
(and the term sketch has a more precise meaning, Comment 19.2), The uni-

vocity of the embedding of a prototype in its type is proved in /114/.

Most usual structures may be recognized as sketched structures
(Comment 31.2), either by constructing a sketch (Syntactic aspect, Com-
ment 31.4) or thanks to characterizations of sketchable categories ( Seman-

tic aspect, Comment 31.3).

Properties of categories H? of sketched structures are given in
/98, 106/, in the case ¢ is a projective sketch (there are no distinguish-
ed cocones), From the Existence Theorems (Section 1) and the transfinite
construction of generated submodels ( /98 /, Comment 13.3; / 114/ Propo-
sition 8), it is deduced HY is cocomplete and reflective in nY ( Associat-
ed Sheaf Theorem ) when H is equipped with a good subgenerating concrete
functor ( /98,114/ ; Comments 13.4, 155.2, 305.2).

The theory of projectively sketched structures (or locally present-
able categories) has been developed in the seventies by several authors
e.g. Gabriel & Ulmer [50] and Lair [99]. Mixed sketched structures have
been studied by Burroni [19, 20], Diers ([34] where the cocones are dis-
crete ), and recently by Guitart & Lair [63] . Cf. Comments 31.3, 31.4,

For various generalizations of sketches, cf. Comment 32.1,

/97/ is devoted to the example of n-ary structures: existence of
colimits and quasi-quotient n-ary structures, construction of the free n-ary

(non associative quasi-)cate gory on an n-graph.
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