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I N T R O D U C T I O N 

Charles EHRESMANN s'est intéressé à des domaines très variés des 
Mathématiques. Il a profondément influencé le développement de la Topolo-
gie Algébrique, de la Géométrie Différentielle et de la Théorie des Catégo
ries. Ses travaux (de 1932 à 1979» plus de 2.500 pages) sont souvent pas
sés dans le domaine commun, mais beaucoup ne sont plus accessibles ma
tériellement. C'est pourquoi, depuis plusieurs années, nous avions l'inten
tion, Charles et moi, de publier ses œuvres complètes. 

Pour ne pas faire seulement un travail de compilation, nous voulions 
profiter de cette occasion pour mettre en évidence la genèse des idées et 
les motivations, pour améliorer certains résultats, pour relier les articles 
entre eux et avec ceux d'autres auteurs, pour indiquer les développements 
ultérieurs et, éventuellement, des voies non encore exploitées. 

Désirant être indépendants et n'engager que notre propre responsabi
lité (Charles a toujours été très individualiste), nous comptions éditer ces 
«Oeuvres complètes et commentées» sous forme de Suppléments à notre pé
riodique «Cahiers de Topologie et Géométrie Différentielle». C'est pour réa
liser ce projet tel qu'il avait été conçu que j'ai décidé, après le décès de 
Charles, d'entreprendre seule (contrairement à l'usage) cette publication. Je 
remercie tous ceux qui m'aident, par leur soutien moral ou leur souscription, 
à mener à bien ce travail dans cet esprit, comme l'avait souhaité Charles. 

P L A N G E N E R A L . 
Il est très difficile de classer les œuvres de Charles. L'ordre chro

nologique est loin d'être satisfaisant (ainsi les travaux de Géométrie Diffé
rentielle s'échelonnent de 1939 à 1973); une division par matières laisse à 
désirer, beaucoup d'articles contenant des parties très différentes. 

Le plan adopté (sans doute peu convaincant) tient compte à la fois 
de la date de parution et du sujet. Il comporte quatre grandes parties : 

I. Topologie et Géométrie Différentielle. 
II. Structures locales et catégories ordonnées. 
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III. Catégories internes et Vibrations. 
IV. Esquisses. Complétions. Enrichissements. 

Chaque partie, divisée en deux volumes, contient: 
- La liste des publications de Charles et une courte biographie de là pé

riode correspondant en gros à la partie, 
-Les travaux originaux, reproduits par procédé photographique (et je 

remercie tous ceux qui m'ont accordé leurs droits de reproduction ) ou recom
posés lorsque la présentation n'était pas assez nette ; 

-Des commentaires fragmentés ( en anglais ) avec renvois aux textes, 
suivis d'un Synopsis guidant dans la lecture des articles et commentaires ; 

-Une bibliographie relative aux commentaires et un index dans chaque 
volume ; parfois des documents annexes éclairant tel ou tel point. 

SUR LA PARTIE IV. 

Cette partie s'enchaîne logiquement avec la Partie III qui porte en 
germe la plupart des idées développées ici. Elle regroupe une vingtaine d'ar
ticles sur les catégories, écrits entre 1967 et 1979 à l'exception d'un article 
de 1961 très lié. Ce sont surtout de long mémoires ( cinq ont plus de 60 pa
ges et l'un a 150 pages) contenant des résultats fins sur les sujets suivants : 
Existence et construction de complétions «optimales » d'une catégorie ou 
d'un foncteur concret ; théorie des esquisses et de leurs modèles ; construc
tion de structures monofdales fermées sur les catégories de structures algé
briques, en particulier de catégories internes ; étude des catégories rc-uples. 

Les nombreuses publications récentes sur ces problèmes ont attiré 
l'attention sur les articles de Charles dont bien des passages sont encore 
actuels. C'est un peu pour les rendre accessibles (ils sont aujourd'hui épui
sés ) que j'ai décidé de publier rapidement la Partie IV-1. De plus il m'était 
facile dans les commentaires de retracer la genèse des idées et les dévelop
pements ultérieurs, car Charles m'a fait participer à son travail à cette épo
que et plusieurs thèses ont été préparées dans notre équipe sur ces ques
tions. La parution de la Partie IV - 2 est moins urgente, les derniers travaux 
étant encore disponibles et trop récents pour être utilement analysés. 

Andrée CHARLES EH RESMANN 

Amiens, Juin 1981 
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Jusqu'en 1975, Charles est Professeur à l'Université Paris VII ; il 
y enseigne divers cours de Maîtrise (Topologie; Topologie algébrique; Va* 
riétés différentiables ) et de troisième cycle (Catégories internes; Théorie 
des esquisses; Géométrie différentielle). Il doit prendre sa retraite en Oc
tobre 75, ce qui lui parait d'autant plus difficile qu'il se sent encore jeune. 

Une de ses préoccupations essentielles est le développement de 
l'équipe de recherche «Théorie et Applications des Catégories» (Paris-
Amiens). Un grand nombre de thèses y sont soutenues: une cinquantaine 
de thèses de Doctorat de troisième cycle à Paris VII; les thèses de Docto
rat d'Etat de Yuen (70), Machado (70), Foltz (73) à Paris; de Pradines à 
Toulouse (en 75, qui a été l'occasion du seul voyage fait pendant ces der
nières années) ; à Amiens de Chacron (70), Lair (77), Coppey (78), en
fin Guitart (dont la soutenance en Juin 79 se déroule à notre domicile pour 
permettre à Charles, très malade, d'y assister). La plupart de ces thèses 
sont publiées dans «Esquisses Mathématiques », créé comme organe de l'é
quipe en 1970, avec l'aide de quelques chercheurs, surtout C. Lair et R. 
Guitart. 

Beaucoup d'étrangers et la plupart des catégoristes participent un 
jour ou l'autre au Séminaire hebdomadaire «Catégories, Topologie et Géo
métrie Différentielle» à Paris (jusqu'en 76), aux «Journées Théorie et Ap
plications des catégories» à Amiens (de 72 à 78), aux trois grandes ren
contres internationales organisées par l'équipe; le premier et second Col
loque sur les Catégories à Amiens (73 et 75), les «Journées de Chantilly» 
en 75. L'ambiance y est détendue: Charles, par sa personnalité et son ac
cueil, contribue fortement à la qualité des liens qui s'établissent entre les 
participants; après l'installation à Amiens en 75, les réunions ont partiel
lement lieu à notre domicile, ce qui en souligne le caractère amical. 

Mais si l'équipe a été créée en 70 dans l'enthousiasme, bien des 
problèmes se soulèvent peu à peu: refus d'inscription de chercheurs sur les 
listes d*aptitude; pressions externes sur les chercheurs pour les faire chan
ger d'orientation; refus de création d'un troisième cycle à Amiens (qui au
rait été dirigé par Charles ) en 75 ; sans compter diverses vexations au mo-
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ment de la retraite. Charles n'arrive pas à comprendre cette hostilité, dont 
il souffre plus qu'il ne veut l'admettre ; sans doute notre isolement par rap
port aux milieux mathématiques français (d'abord pour raisons personnelles, 
plus tard à cause de cette hostilité même) ne facilitait-il pas la compré
hension réciproque. 

Mais il surmonte cette crise, voyant dans le refus du troisième cy
cle plus de disponibilités pour d'autres activités. Tout d'abord, il accepte 
avec plaisir de poursuivre son enseignement à Amiens (de 75 à la veille 
de sa maladie en Décembre 78), où il est chargé d'un cours «Histoire et 
Fondements des mathématiques» (Maftrise) et d'une partie de la prépara
tion à l'Agrégation. L'attitude de tous à Amiens le réconforte, et il s'inté
resse à de nombreuses tâches administratives, nouvelles pour lui : il est re
présentant de l'U.E.R. au Conseil Scientifique de l'Université, Directeur 
du Conseil Scientifique de l'U.E.R., enfin Directeur Suppléant de cette U. 
E.R.. Il se remet avec une nouvelle ardeur à la recherche; il passe de lon
gues heures à la bibliothèque, se tenant au courant des publications les 
plus variées; et les années 77-78 sont très fécondes, comme en témoigne 
notre dernière série d'articles. Enfin, il est particulièrement fier des «Ca
hiers de Topologie et Géométrie Différentielle» (qui fêtent leur vingtième 
anniversaire en 77), que nous éditons aussi nous-mêmes depuis 72, d'à-
bord à Paris, puis à Amiens après 75. 

Ayant joui d'une merveilleuse santé toute sa vie, Charles n'accorde 
pas d'importance à la faiblesse qu'il ressent vers la mi 78; mais elle s'ac
centue rapidement, rendant ses derniers cours très pénibles, jusqu'à sa lon
gue maladie (Décembre 78 à Septembre 79). La sympathie de ses anciens 
élèves et collègues et le dévouement de ses médecins (en particulier les 
Docteurs J.-F. de Frémont et J.-P. Vanbremeersch ) l'aident à supporter 
cette épreuve avec beaucoup d'énergie, de philosophie et de dignité, sans 
jamais une plainte. 

Après son décès le 22 Septembre 1979, de nombreux hommages lui 
sont rendus par les mathématiciens du monde entier, et le «Troisième Col
loque sur les catégories, dédié à Charles Ehresmann» (Amiens, Juillet80) 
réunit toutes les écoles catégoristes. 
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Les mémoires originaux faisant l'objet de cette Partie IV-1 
sont reproduits par procédé photographique dans les pages 1 à 321 ; 
le format initial des textes contenus dans les cent premières pages 
a dû être réduit, ce qui explique que l'ordre chronologique n'est pas 
entièrement respecté. Les articles /108, 114/ avaient seulement été 
prépubliés; ils ont été recomposés sur machine Varityper pour inclu
sion dans ce volume, ainsi que les deux textes de conférences inédits 
qui les suivent. 

Les numéros rajoutés dans les marges extérieures réfèrent aux 
Commentaires situés à la fin du livre. 
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/88/ 
ALGÈBRE DES CATÉGORIES. — Adjonction de limites aux catégories structurées. 

Note (*) de M. CHARLES EIIRKSMAW, présentée par M. Jean Leray. 

Théorème de plongement « universel » d'une catégorie dans une catégorie à 
•î)-limites projectives. Théorème de plongement « universel » d'une catégorie ou 
d'une catégorie structurée dans une catégorie ou une catégorie structurée à 
«''-limites projectives et ̂T-limites inductives, en conservant certaines limites projec
tives et inductives. La terminologie est celle de ('). 

1. NOTATIONS. — Désignons par DMn un univers, par DM et & respec
tivement la catégorie pleine d'applications et la catégorie des foncteurs 
associées à DYL», par p;T le foncteur projection canonique de & vers DM. 
Soit DM» un univers tel que DVCn € et soit de même le foncteur 
projection vers DM de la catégorie des foneleurs associée à «7lt„. Soit DM 
la saturante (') de DM. dans DM. Nous supposerons que «T est une partie 
de tf„ telle que JsDMn. 
Soit H* une catégorie. Nous appellerons application <D-limite projet -

twe (resp. projectile partielle) sur H' une application v associant à t<»ui 
resp. à certains) foncteur <1> = f H*, Y . où I'GJ* uri couple 

( I ])) ( «l») I î III ' <I» ) . 
tel que limv<l) soit une limite projective de (I> et p]{ib) sa projection cano
nique vers {b(ï), pour toute unité i de F. Si v est une application ̂ -limite 
projective sur H', il lui correspond un foncteur .J-limite projective sur H*, 
noté limv. 

2. CoMPLETION J-PROJECTIVE D'uNE CATEGORIE. — Soit la classe 
de tous les couples (H*, v), où H'€$*o et où v est une application J-limite 
projective partielle sur H'. Soit la catégorie dont les éléments sont 
les triplets 

f -::(( [V} v ) , F, ( H", V) ) 

vérifiant les conditions : 
i° (H*, v ) € ^ , (H\ y) G & et F = (ft\ F, K ) € ̂  : 
2° Si v(<ï>) est défini, v(F.<I>) est défini et Ton a 

? (F. 0>) = ( (F(pj (0)))/€I •. F (lim* 0> ) ) ; 
elle admet un foncteur fidèle q:i vers associant F à F. Nous identifions (f 
à la classe des unités de f$'s. Soit ̂ J la sous-catégorie pleine de ayant 
pour unités les couples (H', v) tels que v soit une application //-limite 
projective (partout définie) sur H', et soit q3 le foncteur restriction de q3 
à &òr. Soient Q'J et QJ les catégories et foncteurs construits 
de même à partir de JÎt0. Soit X la classe des P?. QJ-monomorphismes. 
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Supposons (C, v) € et M c C . L'intersection M' des sous-catégories 
de C* stables pour v et contenant M définit une (X, ̂ ^-sous-structure 
(M*, v') de (C, v) engendrée (2) par M. On appelle M' la complêtion *V-projec
tile (4) de M dans (C, v). 

1 T H É O R È M E . — Si M€JH(1, on a M€E^ïi0. Si v est injective et si M* est 
une sous-catégorie de C, elle est pleine dans M' et tout h € M — M'() est de la 

2 forme m", m. m', avec /n€M; si de plus11 = p^(^) est un univers et M* 
une 1l-catégorie, M* est une 1l-catégorie. ViT. est r- - engendrant (-) pour 
PTL et à CÏÏl̂ -limites projectiles. 
En effet, on montre que M' est la sous-catégorie Mi de C" définie par 

récurrence transfinie comme suit : 
i° Pour tout Yç-J, soit X, l'ordinal associé au cardinal de 1; soit 

A N = sup A, dans la classe ordonnée des ordinaux. Alors A est l'ordinal 
initial régulier d'indice X3 -f- i (')• 
2° M* est la sous-catégorie de C* engendrée par M et, si A est un ordinal 

inférieur à A et n'admettant pas de prédécesseur, on pose 

3° Soit A un ordinal de la l'orme X' -f- i < C X; alors M:, est la sous-catégorie 
de C engendrée par la classe M\ U NA, où N>4 a pour éléments : 
a. les p-'($) tels que *ï> soit un foncteur de Y & J vers C, que ¿€=1], et 

qu'on ait <i> liCM,: 
b. les lim^', où W = ' l—\ C, W9 l'y est une transformation naturelle 

vers <1> d'un foncteur constant E sur une unité E de Mx, telle que 
f(])CQMv et 

3. ADJONCTION D E ^-LIMITES PROJECTIVES. — A l'aide des résultats 
du n° 2 et des critères d'existence d'adjoints de on déduit : 

THÉ O R È M E . — Le foncteur q3 admet un adjoint; si H'G^o, alors YY 
engendre la qJ-structure libre (H*, v) ayant les propriétés suivantes : 

3 i° H' est une sous-catégorie pleine de H* et v est injective; 
4 2° Si p$(3) est un univers 11 et si YY est une 1l-catégorie, H' est une 

1l-catégorie. 
Remarques. — En général, H' n'est pas isomorphe à une sous-catégorie 

de la catégorie Vi(Jïl, H * ) . Lorsqu'elle l'est, elle est généralement iso
morphe à une sous-catégorie non pleine de la catégorie Virt̂  H* définie 
dans (6), 

T H É O R È M E . — Pour tout (H*, [/.) G &[f, il existe un (̂ J, S*'3)-projecteur 
de la forme ((H", p Q , t,- (H", [/.)), ou i est une injection canonique et (H*, p i ) 



( 3 ) 
une p9.q5-structure quasi-quotient (2) de la, q3-structure libre engendrée 
par H'. 
Ainsi H' est « universellement » plongée dans une catégorie à D-limites 

project]ves, avec conservation de certaines limites données. 
4. ADJONCTION D E ^-LIMITES PROJECTIVES ET D E ^T-LIMITES INDUC-

TIVES. —- Soient J^JÏl0 et ̂ €P110 deux parties de 3*0. Si v' est une 
application -̂limite projective sur la catégorie H* duale de H', nous 
appellerons v' une application %-limite inductive sur H*. 
Soit la catégorie dont les éléments sont les triplets 

F — ( (H;, v,,, v',), F, (H*, v,, v', )) 
tels que 

((il;, va), F, (Ji;, v,j)€̂/-'r et i(H;, v;), F, (H.;, v\))e^^. 
Soit q'3̂  son foncteur projection canonique vers 3* et soit ^3^ la sous-
catégorie pleine de ^ ' , T 2 ayant pour unités les (H*, v, v') tels que 

( H \ v) et ( H \ v')e&$. 
Soit q3<s le foncteur restriction de q3ï à &*3̂ . A JR0 correspond 
Sì (C, v, v') G &'p et si M C C, appelons (Vf, -completion (4) de M 

dans (C, v, v') l'intersection de toutes les sous-catégories de C conte
nant M et stables pour v et pour v'. 

T H É O R È M E . - Si (C, v, v') € S p et si M C G et M S 0)19 la (J, ;T)-
complétion \f rfe M rfans (C\ v, v') e<s7 telle que M€3lt. Le foncteur q3'J 
admet un adjoint; si H*€= e£ .v/ II', v, V) est la q3̂ -structure libre engendrée 
par H', alors H" es£ une sous-catégorie de H". La catégorie ÌT1>3$ est une 
catégorie à V'3?-projections (!). 
Exemples. — i° Toute catégorie H'€^«> peut être « universellement » 

complétée en une catégorie H*€^0 à produits finis et sommes finies 
(resp. à produits dénombrables et sommes dénombrables) en conservant 
certains produits ou sommes. 
2° Appliqués à la catégorie des couples associée à une classe ordonnée (A, <Q, 

ces résultats permettent d'adjoindre canoniquement à (A, <3 des inter
sections ou des agrégats d'un certain type, sans modifier ceux qui existent 
déjà. Ainsi on pourra plonger une classe ordonnée dans une classe sous-
préinductive (resp. /"-sous-inductive) (3) en conservant les intersections 
des parties finies majorées qui existent. 

5. CATÉGORIES STRUCTURÉES (J, ^-COMPLÈTES. — Soit p = (Jît, p, 
un foncteur d'homomorphismes saturé, à produits finis et résolvant à 
droite (4). Nous supposons que p est la restriction d'un foncteur d'homo
morphismes saturé P — (Jll, P, &C\ à la sous-catégorie P (JTt) = 3C, 
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et que P est à <9ìltìlimites projectives (cas auquel on peut se ramener 
d'après le n° 2). 
Soit Л l'ordinal associé au cardinal (inaccessible) de DM0 et soit Г < Л 

un ordinal sans prédécesseur. P sera dit £ i—engendrant pour DM si P est i — 
engendrant pour DM et vérifie la condition : 
(Dç) Soient $GDC0 et (в;,)*. t une classe de Psousstructures de S 

telle que 
lV.̂ )e3ri et h^Cl'^) M l ̂  l : 

alors il existe une Psousstrueture s' de S telle que P(Y) = P(s(). 

Г La condition (D) de (2) est identique à la condition (Dw).] 
Soit & (p) la catégorie des foncteurs pstrueturés (') et soit p soufoneteur 

projection canonique vers . Soit 6*':tï(p) [resp. soit ̂ л;1(р)] la catégorie 
produit fibre p\/qur'2 (resp. p V Ç'1^ et <7ЛД (p) le foncteur projection cano
nique vers 3* de if*Z(p). 

THÉORÈME. — Supposons que P soit Ci—engendrant. Si (C\ S) est une 
catégorie pstructurée et si r est une relation d'équivalence sur C, // existe 
une p;7 .pstructure quasiquotient de [C, s) par r. Le foncteur qnï (p) admet 
un adjoint et ̂ '^^(p) est une catégorie ¿1' (p)projections. 
Exemples. — Ce théorème s'applique lorsque p est le foneteur projec

tion canonique vers «Ж de l'une des catégories : & ; Dì' des néofoncteurs ; 
ip des applications continues; 12 des applications ordonnées; Дл/' des appli
cations souspréinductives, etc. Il s'ensuit en particulier qu'une catégorie 
double (H', HT) € ^(p5) peut être universellement plongée dans une 
catégorie double H*, HT)e^r(pSÎ) telle que H*€ q^{^^) et HT € сл3( tf^), 
avec conservation de certaines limites. 

(*) Séance du 24 octobre 1966. 
(') Catégories et structures, Dunod, Paris, 1965. 
() Comptes rendus, 261, 1965, p. 1077. 
(•) N. BOURBAKI, Théorie des ensembles, chap. Ili, Hermann, Paris. 
(4) Cette définition précise une notion définie dans J. ISBELL, Bull. Amer. Math. Soc., 

72, 1966, p. 619655. 
(5) Structures quasiquotient (multigraphié, Paris, 1965, 92 pages, à l'impression dans 

Math. Annalen); ces critères sont généralisés dans un article à l'impression dans Cahiers 
de Topologie et Géométrie différentielle, IX, où sont développés les résultats de cette Note. 
(6) J. BÉNABOU, Thèse, Paris, 1966 (à l'impression dans Cahiers de Topologie et Géométrie 

différentielle, IX). 
(7) Ann. scient. Éc. Norm. Sup., 80, 196З, p. З49426. 

(Institut Henri Poincaré, 11, rue PierreCurie, Paris, 5e.) 
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/97/ 
ALGÈBRE DES CATÉGORIES. — Problèmes universels relatifs aux catégories 
n-aires. Note (*) de M. CHARLES EIIRESMAKN, présentée par M. René 
Garnier. 

Plongeaient « universel » d'une quasi-catégorie n-aire non associative dans une 
catégorie n-aire. Quasi-catégorie n-aire non associative libre engendrée par un 
n-graphe; toute catégorie n-aire est un quotient d'une catégorie n-aire libre. 
Existence et construction d'une catégorie n-aire quasi-quotient d'une catégorie 
n-aire par une relation d'équivalence. 

Soit n un entier, n > i. Pour les définitions des structures //-aires, 
voir Soit DM la catégorie pleine d'applications associée à un univers DM„. 1+ 
Nous désignons par dl"H la catégorie des n-quasi-néoioneteurs entre quasi-
graphes multiplicatifs n-aires associée à Jll; par 01'lt fresp. par l̂(. 

&„) la sous-catégorie pleine de .̂ l̂  formée par les morphismes entre 
graphes multiplicatifs (resp. entre quasi-catégories non associatives, 
catégories non associatives, quasi-catégories, catégories) //-aires. Le 
symbole "II,, désignera l'une quelconque de ces catégories. Le fondeur 
projection de CU„ vers Jll est noté p[[r Les lettres /, i\ i" et / représenter!I 
des entiers, N l'ensemble des entiers. \f;\i-~-n) désigne la fami Ne .ff), ...„. 

î î î 
m <f; — 

1. EXISTENCE DE STRUCTURES QUASI-QUOTIENT. 
T H É O R È M E . — Si G'„GiOVlt)„ et si r est une relation d'équivalence sur 

G, il existe une <CU„, p'̂ ,.)-structure quasi-quotient ") de G„ par r. 
Ce théorème résulte du théorème général d'existence de structures 

quasi-quotient r), car on montre que le fondeur P[[{ associé à un univers DMti 
tel que t"ïïl0€̂ ll„ est dénombrablement engendrant pour DM. résolvant 
à droite et à DM0-produits. 
Soit G'„ = (G, U, k)e(01"n)(l. On pose U ^ [u/L», (Gjo- wa'Gi et 

•G;=a(^). 
Définition. — Nous dirons qu'une relation d'équivalence r sur G est 

n-compatible sur Gn si Ui est compatible avec r pour tout / " n et si les 
conditions 

t - (' J] ; / n) € * G;. X r~ (./'/ i ") € •< y„ e l ft ~ f't inor I r 
pour tout i^~n entraînent /c(ij) modulo r. 
Si r est une relation sur G, l'intersection de toutes les relations d'équi

valence ̂ -compatibles sur G„ contenant r est appelée relation n-compatible 
sur Gn engendrée par r. 
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( 2 ) 
PROPOSITION. — Pour quil existe une p7̂ ,-structure quotient G'Jr de Gri 

par la relation a"équivalence r sur G, il faut et il suffit que r soit n-compa-
tible sur G]r 

COROLLAIRE. •— Si G', €"11,, et si r est la relation n-compatihle sur Gri 
engendrée par une relation (G, A, G) telle que e = e lorsque 

il existe une p'̂ -structure quotient de Gn par r et (G'„lr)Q s'identifie à (G',)0. 
2. PROJECTIONS DES QUASI-CATÉGORIES «-AIRES N O N ASSOCIATIVES. — 

Supposons G'„ = (C, U, k) € (/rOo. Soit r- la relation (C, A.7, C), où AT<R 
est la classe des couples (h, h') vérifiant les conditions : Il existe f/GC 
pour tout j ̂- 2n~i,i' ̂ n et i n n tels que f — {fj'n ~-j < i f n) €E*C*„ 
pour i n. 

It ~ k ( i>-' i n i «M /> =: /, ( g]" i // i. 

où, pour ÎN ~ i' et on a posé 
si i < n» : == ( /" ) : ii'l' ~ f,+n-i *\ m i n. 

Notons \f /, où j S ti. la famille /*, / n lorsque C et 
Ui{f) = e pour tout i^j. Soit A.... la classe des couples (f% k(- [p:j))y 

où </" //€*C 
/•r z:--/-̂. — i ( a,-,,, ( ; » et /\7 — « ( :, A u A,7, c >. 

On a C1 '-'C, [T. k' €i 0ï'r. en définissant k' par 
//U.) =rX-(*i 5i Ï€*C; et k'y f - ,)—f M --./.:• ,$•<:'„. 

THÉORÈME. —- C„ admet pour dln)-projection la p'̂ ,-structure 
quotient de C'n par r.u .si C", €3*Jj #f KU„ C ̂  \resp. de C^ p«r rtll -v? Il ̂ l'), 
<m désignant par r.u la relation n-compatihle sur C", 1 resp. sur C1, engendrée 
par t\X[. 
3. CATÉGORIES AI-AIRES LIBRES. Soit ̂ „ la catégorie des morphismes 

entre «-graphes f1). Soit qnu le foneteur de 'II,, vers c}n associant (C, U) 
à (C, U, A1). A tout «-graphe |"C]=(C, U), où JJ = \Ui]i£ç„, est associé 
canoniquement (4) un foneteur F,; nous posons *.[C~j — fini F, et nous 
notons [C]o la classe ui(C) des sommets de [C]. 

T H É O R È M E . — q"u admet un adjoint à gauche hnn. Soit [C] = (C, U ) G § « ; 
le n-graphe sous-jacenl à L^L[C] admet [C] pour n-sous-graphe, [C]0 pour 
classe de ses sommets. L."T[C] est une (IL, 01'])-projection de L^„[C] = (C, U, 0). 
La (̂ -structure libre L^[C] est construite comme suit : Définissons 

par récurrence le «-graphe [L-A] = (L-M UA), où A£ = N et UA = [u'-]̂ n, 
en posant 

\U\r-r:\Cl L).!( •Uu*[L>.]; 
U^' ( h ) =-LJx(A) si h e h i ; 

ux + x {hi \ i^n) — uy\ ( h j ) si (hi \ i ̂ n) € et j é̂ n. 
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On a'L;b[C]=(L, Û,ft;, où 
L — L\: V (m) — ( m ) si m e Lx : 

ï (m, ; /— n) — (mt I / .£_// ) si (mi j / . - n) Ç U). 
On obtient L£„[C] de la façon suivante : Pour tout A € N, soit 
[L'J == (TA,'U/x) le n-sous-graphe de [L\l défini par récurrence en posant 

f L \ ] - [C], LL,-- U U Mv *>x 1 J>/L'*. 
M, étant formée des i h,i'̂ l n) €-*| L\- tels' qu'au moins deux des ht 
n'appartiennent pas à [L>.!o. Alors 

L % „ \ C ! ~ ( l : f \ v, V ), OÙ t'^i^J U . H ' - ( V f / 

et où. si ç IT . on a 
/.'(4! /// si £ ̂  m y «1 /.'' ( f » £ autrement. 

L"jC; est la <^ j-projeetion de pour Il — d 'V 
resp. pour il - t)% et "l? — 
Définition. j C1 est appelé quasi-catégorie non associative resp. 

catégorie non associative, resp. quasi-catégorie, resp. catégorie) n-aire libre 
des dédales de j C j. si = 3^ rresp. ~-f̂ n. ff.' ou Lue f/'(t-struct lire 
libre engendrée par un n-graphe sera appelée structure n-aire libre, 

4. CONSTRUCTION D'UNE STRUCTURE n-AIRE QUASI-QUOTIENT. Soil 
C;,----(C. i \ k)ef>l~H et rC]J = C, U ) € # „ . Nous supposons i i „ C ^ et 
désignons par /\u . C„ • la relation //-compatible sur L^jC^j engendrée par 
la relation 1; L'(t I C'„ ;. B, I" C',. ; j. où B est la classe des couples ((fi\i^- n . 
k Ji i ni) tels que if, i n) G *C„. 

T H É O R È M E . C], admet pour • il „. 01 ''. j - projection N.̂  (Cn> la p'{, -structure 
quotient de L'{, |C„j par /\lL(C'j- On a 1 C' = »> - • :'C"„)„. 

COROLLAIRE. Si C"„€il,î. alors Cn est une p'u-structure quotient 
de L̂ l C„j. Si r est une relation sur C et si r est la relation d'équivalence 
n-compatible sur C', engendrée par r, la p'̂ -structure quasi-quotient de CN 
par r est C'ijr si V — 01" (resp. est N^C^/r) si C', €il„ et V — 'IL), 

T H É O R È M E . -- La classe J'̂L des ¥ G z H n tels que {3(F) C j3(F)RT /m p\-idé(il 
et p\ est propre pour la quasi-cohomologie 
Soit & (p'j.) la catégorie des foncteurs p'̂ -strueturés. p", son foncteur 

projection vers OR i2). 
TH É O R È M E . — Si (C, Cj €E ̂(p!û)o et si r es£ ime relation d'équivalence 

sur C, i7 existe une p'̂ -structure quasi-quotient de (C*. C",) par r: de p^s p̂', 
est propre pour la quasi-cohomologie. 
5. CAS PARTICULIER. — Supposons n = 2. Un quasi-graphe multipli

catif binaire s'identifie à un quasi-graphe multiplicatif (C, 3, a) au sens 
de (3); une quasi-catégorie (resp. une catégorie) non associative (3) est 

1 
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un quasi-graphe multiplicatif (C, ,3, a) (resp. un graphe multiplicatif C) 
tel que C'*C'=a V Les quasi-catégories (resp. les catégories) binaires 
s'identifient aux quasi-catégories (resp. aux catégories). 
D'après le théorème du paragraphe 2, toute quasi-catégorie non asso

ciative admet un plongement « universel » en une catégorie non associa
tive, en une quasi-catégorie et en une catégorie. Le théorème du para
graphe 3 associe à un graphe [C] la quasi-catégorie (resp. la catégorie) 
non associative libre de ses dédales: par exemple, si [C] est formé d'un 
seul sommet O et d'une seule flèche f jé. O, la catégorie non associative 
libre correspondante est le magma libre des entiers non associatifs (s). 
L*,[C'| (resp. LijC]) est la quasi-catégorie (resp. la catégorie) libre des 
chemins de [G] considérée dans (2) [resp. dans ("')]. Le paragraphe 4 étend 
aux quasi-catégories non associatives les théorèmes de construction de 
catégories quasi-quotient de (2). 

(*) Séance du o.'i janvier 1967. 
(') V. TOPENTCHAROV, Comptes rendus, 264, série A. 1967, p. ',69. 
('-) Structures quasi-quotient (à l'impression dans Math. Ann.; multigraphié, Paris 

1965, 93 pages); Comptes rendus, 261, 1965, p. 4538. 
(s) Introduction to structured catégories (University of Kansas, tech. report 10, 1966, 

y5 pages). 
(4) Catégories et structures, Dunod, Paris, 196s. 
(5) J. BÉNAJBOU, Structures algébriques dans les catégories {Thèse, Paris, 1966); à l'impres

sion dans Cahiers de Topologie et Géométrie différentielle, 1967. 
(Institut Henri Poincaré, 

ii, rue Pierre-Curie, Paris, 5 e.) 
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ALGÈBRE DES CATÉGORIES. — Sur les structures algébriques. Note (*) 

de M. CHARLES EHRESMANN, présentée par M. René Garnier. 

La définition des esquisses donnée dans (-) est précisée ici, à l'aide de la notion 
de limite projective. Type associé à une esquisse algébrique projective. H'-struc-
tures algébriques projectives; étude du Joncteur d'oubli de la catégorie des 
morphismes entre structures algébriques vers la catégorie des applications. Les 
notations sont celles de ('). 

Soient DTL0 et Jll0 deux univers tels que «7110€<7110. Nous désignons 
par «711 et «711 les catégories pleines d'applications, par 3* et ê* (resp. par 
Oï' et 01') les catégories des foncteurs (resp. des néofoncteurs) associées 
à «7110 et à »711 o. Le foncteur {p, «̂ ')-projection naturalisé canonique 
[chap. Ill, th. ÎOH] est noté (N, v). 
Dans toute cette Note, ô désigne une partie de 5*0 appartenant à la 

saturante de «711 dans «711. Si K*€^, nous notons lïR. le foncteur canonique 
de c717 vers Ôl' associant à U* €c71'0 le graphe multiplicatif longitudinal 
W(U', K')~ des transformations naturelles entre néofoncteurs de K' 
vers U" [voir ("-*)]. Nous identifions la classe des unités de Ï!K.(LT) à la 
classe des néofoncteurs de K* vers U*. 

1. ESQUISSES ALGÉBRIQUES PROJECTIVES. 

DÉFINITION. — On appelle esquisse algébrique J-projective un triplet 
<7=:(L-. M. (AK.)K.6J) 

vérifiant les conditions suivantes : 
io U*€.#t' et v(U") est injectif; 
2° M est une partie de U formée de monomorphismes de U*; 
3° AR. est une partie de l!tR.(U*) dont les éléments sont des transfor

mations naturelles ̂  définies par des triplets (<ï>, i, ë), où é est le foncteur 
« constant » sur e€Uô; de plus G^(U*).'^ définit v(U*) (e) comme limite 
projective de v(U').̂ >. 
Alors a- est une (Id~,, (WR.)R.€5.)-esquisse particulière de la forme consi

dérée dans (2) (exemple b, p. 2). On obtient aussi une esquisse algébrique 
Ô -projective 

ft(tr)=(ft(ir), v(U') (M), (BR.)R.ej) 
en désignant par BR. la classe des G^(U').^, où 6€AR.. 
Un morphisme m entre les esquisses algébriques ô-projectives cr et 

£ = (Û', M, (ÂK.)K.€J) est un triplet (£, F, o-) vérifiant les conditions : 
i° F = F (m) est un néofoncteur de U' vers Û' et F (M) C M ; 
20 0 F. ̂  € ÂR. pour tout € AR.. 
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PROPOSITION. — Soit e> la catégorie des morphismes entre esquisses 
algébriques J projectiles; Vapplication m > F (m) définit un foncteur 
fidèle 2 de 'S vers ЭХ\ qui est à &limites projectives. 
2. TYPE D'UNE ESQUISSE ALGÉBRIQUE. — Soit H' une catégorie et u 

une application Jlimite projective partielle (3) sur H'; soit uR. la classe 
formée des <л(Ф), où Ф€Н*.#.К\ Le triplet (H', R*(H'), (uK.)R.€J) est 
une esquisse algébrique Jprojective, que nous noterons с (H*, u.) [le 
symbole R„(H) représente la classe de tous les monomorphismes de H']. 
Soit ̂ J la souscatégorie pleine de 2> ayant pour objets les esquisses 

s(H', a) telles que YY^6*0 et que a soit une application limite Дprojective 
(totale) sur H*. La catégorie s'identifie à la catégorie désignée par la 
même lettre dans (3), en identifiant s (H", u) à (H*, ul). 

THÉORÈME. — Soit •з=(\]'9 M, (AR.)K.€T) une esquisse algébrique 
¿fprojective telle que \J^DMQ et que les relations 

f°^ = ̂ n̂ 'i ф€Ак. et |'€AK. 
entraînent y — У. Alors il existe un (̂ J, projecteur A(?) tel cjue 1(л(с)) 
soit une injection. On a T(cr) = T(Ñ(G")), en désignant par T(c) la catégorie 
but de Щл(з)). 
En effet, ce théorème résulte du théorème de complétion Дprojective (:i) : 

si ù. est l'application Jlimite projective partielle sur N(U') telle que 
р(Ф)='Ь si¿€BR. et Ф = £Шф. 

on a 3(л(сг)) = cr(T(s"), p.) en notant (T(V), G.) la (3*̂ , 5"')projection 
de (Ñ(U'), construite dans (3). 

DÉFINITION. — Avec les notations du théorème précédent, on appellera 
T(<r) le type de т. 
Si (s(H*, u.) , F, Œ) est un morphisme, il résulte du théorème que F 

s'étend en un foncteur de Т(с) vers H', compatible алее les Jlimites 
projectives. 
3. STRUCTURES ALGÉBRIQUES JPROJECTIVES. — Soit H*€^o une 

catégorie; nous noterons s(H') l'esquisse algébrique Jprojective 
(H*, Ré,(H), (HR.)R.ej) telle que HR.cHR. (H) soit la classe de toutes les 
transformations naturelles définies par un triplet (Ф, т, ë), où e est une 
limite projective de Ф et T(¿) sa projection canonique vers Ф(&), pour 
tout ¿€K¡. Supposons donnée une esquisse algébrique Jprojective 

. (7 = (u, M, (ar.)r.gj). 

DÉFINITION. — On appelle YYstructure algébrique Ôprojective d'espèce a 
un néofoncteur F de U* vers H' tel que (a(H'), F, .ст)€§. Une JHstructure 
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algébrique cJ-projective est simplement appelée structure algébrique 
«T-projectile. 
Nous désignons par 2>(H") la sous-catégorie pleine de H (H*, U')IJJ 

ayant pour objets les H'-structures algébriques d'espèce cr; un élément 
de c>(H') est appelé un morphisme entre H'-structures algébriques. La sur-
jection F-> (y(u)),i€U., où r«re)(H') et T(u) = v(u)^ pour tout w€U¿, 
définit un foncteur TT^H*) de c>(H') vers (H*)U\ 

T H É O R È M E . — ^c(H') est un foncteur d'homomorphismes saturé. Si H* 
est une catégorie à 3*-limites projectiles, "S(H') est une catégorie à 3*-limites 
projectiles. -y 

4. F O N C T E U R PROJECTION D E S (H") VERS «311. — Soit p — («3TI, p, H ) 
un foncteur compatible avec les J-limites projectives et tel que p soit 
la restriction à H = P(J11) d'un foncteur P == («311, P, H") compatible 
avec les //-limites projectives. Désignons par 11 le foncteur { Uj |-produit 
canonique sur 311, par Pa le foncteur II. Pl°. TI^ (H"). 

T H É O R È M E . — Si P est un foncteur d'homomorphismes saturé dénom-
brablement engendrant (*) pour «311, Pa est (DM-, X, e> (H*))-engendrant ("), 21 
X étant la classe des transformations naturelles F € ^ ( H ' ) telles que 7 .;' u; 
soit un V-monomorphisme si T(u) = y(u)^ pour tout u6U^. 
La construction se fait par récurrence : Soit F€2>(H*)0 et CcP^fF). 

On se ramène au cas où C = ïï(C(w))„eUJ. Pour tout i¿eU,, supposons 
définie, pour tout entier i^n, une partie C¿(u) de P. ~F(u), de sorte que 

Ci (//') = C (//) el C¿(H)CQ+I(Í/). 

Soit C', (w) la classe réunion des classes P. F A"¡ C/; lorsque k € u. 13 . u. 
Alors C',(u) engendre une P-sous-structure sn'u) de F;u); posons 
Ct+iiu) = Pisnlu)). Il existe une P-sous-structure F [u) de ¥iu) telle que 

n G N 
On montre que l'application i¿->F(i¿) se prolonge en une H'-structure 
algébrique F d'espèce a-, et que F est isomorphe à la (X, eS(H'))-sous- 31 
structure de F engendrée par C. 

TH É O R È M E . — Avec les hypothèses du théorème précédent, si H€«3Tl0 et 
si P est à 3*-limites projectives, p^ est un foncteur à structures quasi-quotient (4) 
et la catégorie e>(H*) est à 3*-limites inductives. 4+ 
Exemples : Si P est le foncteur identique de «311 ou l'un des foncteurs 

projections vers JYi de la catégorie & (resp. âl\ resp. Û des applications 
ordonnées, resp. V> des applications continues), alors les théorèmes pré
cédents s'appliquent, puisque ces foncteurs sont dénombrablement engen
drants pour OTi. 
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Les notions de sous-esquisse et d'idée d'une structure données dans (2) 
se précisent pour les structures algébriques. Nous reviendrons sur cette 
question dans un autre article. 
5. Exemples de structures algébriques. — Les esquisses des graphes, 

des quasi-catégories et catégories non associatives, des quasi-catégories 
et des catégories, construites dans (2) sont des esquisses algébriques pro-
jectives. Plus généralement, les structures n-aires (5) sont des structures 
algébriques d'espèce i, où l'esquisse cr est obtenue par généralisation immé
diate de l'esquisse de la structure binaire correspondante. Il s'ensuit que 
les théorèmes d'existence de limites projectives, de limites inductives et 
de structures quasi-quotient pour les structures n-aires (°) se déduisent 
aussi des théorèmes du n° 3. Nous montrerons ailleurs que les constructions 
de projections faites dans (6) s'étendent au cas des structures algébriques 
projectives. 
En particulier, les structures algébriques au sens de (7) sont des H'-struc-

tures algébriques J-projectives, où J est la classe formée des catégories 
discrètes finies; leur type a été défini dans (7), et les présents résultats 
généralisent ceux de (7). 
On pourrait aussi définir des structures algébriques inductives et pro

jectives, mais il faut imposer à H' des conditions supplémentaires pour 
que les théorèmes précédents restent valables. 

(*) Séance du 3 mai 1967. 
(') Catégories et structures, Dunod, Paris, ig65. 
(â) Introduction to the theory of structurée, catégories, Department of Math., University 

of Kansas, Technical Report 10, 1966, 95 pages. 
(3) Comptes rendus, 263, 1966, série A, p. 655; Sur l'existence de structures libres (Cahiers 

Top. et Géom. diff., 1967, 147 pages, sous presse). 
(4) Comptes rendus, 261, 1965, p. 4538; Math. Ann., 171, n° 4, 1967, p. 293-363. 
(5) TOPENTCHAROV, Comptes rendus, 264, série A, 1967, p. 269. 
(6) Comptes rendus, 264, série A, 1967, p. 273. 
(7) BENABOU, Structures algébriques dans les catégories (Thèse, Paris, 1966; Cahiers 

Top. et Géom. diff., 9, 1967, sous presse). 
(Institut Henri Poincaré, 11, rue Pierre-Curie, Paris, 5e.) 
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ALGÈBRE DES CATEGORIES. — Adjonctions de limites à un foncteur fidèle 
ou à une catégorie. Note de M. CIIAUI.ES EHKESMANK, présentée par 
M. Maurice Fréchet. 

Théorèmes de prolongement universel d'un foncteur fidèle en un foncteur 
fidèle K'étalant ou à ̂ limites projectives : solutions minimales et solutions 
maximales. Solution minimale à une équivalence près du problème du plongement 
d'une catégorie dans une catégorie à ̂limites projectives. Cette Note fait suite 
à (2); la terminologie et les notations sont celles de (t). Les démonstrations seront 
données dans (4). 

Nous supposons donnés deux univers Jlt0 et 31c(, tels que 31io€3H(). 
Soient «Tic et 311 les catégories pleines d'applications, 3* et & les catégories 
des joncteurs, associées respectivement à DXi0 et à Jit(). Nous désignons 
par $ une partie de telle qu'il existe une bijeetion de J sur un élé
ment de «Tlc(). 
Soit K" une catégorie, K ' € ̂<». Soit la classe des foneteurs fidèles 

p vers K' dont la restriction pY au gioupoïde des inversibles de H", 
source de p, soit bien fidèle (*). Soit № la catégorie formée des tri
plets (//, F, p) où 

p€Xv. y/€X. et //.!•' [>. 
la loi de composition étant 

(p'\ 1p')(p, l\p) • (/'", \'l,J>): 
la classe de ses unités est identifiée à «f*C„. Soit Z le foncteur fidèle de DC 
vers «Tll associant à (p', F, p) l'application sousjacente à F. 
1. PROLONGEMENT MAXIMAL D'UN FONCTEUR EN UN FONCTEUR K'ÉTA

LANT ou (/.COMPATIBLE. — Soit K'* une souscatégorie de la catégorie K*. 
Si p est un foncteur de but K', la classe des (K', p) injections (') est 
notée (K', p)1"". 

DÉFINITION. — On appelle foncteur YJétalant un foncteur 
p = (K',p, H")€^o tel que la restriction de p à e.(K', p)1"" soit une 
surjection sur p(e).K' pour toute unité e de H' (c'est alors une bijeetion). 
Exemple. — Si K" est une catégorie pleine d'applications et si K' est 

la classe des injections canoniques, un foncteur K'étalant est un fonc
teur (—étalant (3). 
Soit lKe la souscatégorie de &C formée des triplets (p', F, p) € 2£ 

vérifiant les conditions 
p (a(y/)0) c K' et F ( (K', p)^) c (K\ p')^. 

Soit &Ce la souscatégorie pleine de £Ke dont les unités sont les foneteurs 
K'étalants et soit 7f la restriction de Z à 3te. 
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Par ailleurs, si K' est une catégorie à ̂limites (limite signifie ici limite 
projective) et si nous nous donnons une application Jlimite naturalisée 
multiforme [x sur K' [i. e. une surjection tu associant à tout foncteur 9 
de Y^J vers K* une classe [¿(9) de limites naturalisées de but cp], nous 
utiliserons les catégories suivantes : Soit <*K> la souscatégorie de in
formée des (p', F, p) € <№ tels que, pour toute limite naturalisée G véri
fiant p@ = Qp.®€ la transformation naturelle FB soit une limite 
naturalisée. Soit la souscatégorie pleine de **K> ayant pour unités les 
foncteurs ucompatibles, c'estàdire les foncteurs p — (K*, p, H') € 3C0 
tels que, pour tout foncteur de l'ÇEâ vers H' et tout 9€{̂ (p.̂ >), il 
existe une limite naturalisée © de but <I> appliquée par p sur 6 (elle est alors 
déterminée d'une façon unique). Soit Z;J la restriction de Z à c№. 
Posons i — e ou a selon que nous nous donnons une souscatégorie K'* 

de K* ou une application Jlimite naturalisée multiforme a sur K*. 
Soit Z£ le foncteur défini comme Z£ en partant de l'univers Jlt0 (mais en 
supposant toujours K* S >„). Soit X£ la classe des monomorphismes 
(p', F, p) de ̂c3 tels que F = (H'', F, H') soit un foncteur injectif et F (H)' 
une souscatégorie pleine de H'". 
THÉORÈME. — Ze est un foncteur r~engendrant pour Jll et engendrant (!) 

pour (Jlt, X£, ̂ c3). 5i p€<^O, alors p admet une (DtE, projection p^ 
c/ p engendre une {№, 1, cK1)structure libre p*x te//es <pte p soit une restric
tion de p^ et de p£x. 
On montre que, si P = (K*, P, H')€<fe*, toute partie L de H engendre 

une Z£sousstructure de P et une (Xe, cU?£)sousstructure de P qui sont 
des restrictions de P construites explicitement (par récurrence trans
finie si £ = u.) ; leurs sources sont appelées respectivement la souscatégorie 
et la souscatégorie pleine (s, P)stables engendrées par L. L'existence 
de p̂ . et de pgu, se déduit du théorème 1 (2). 
2. PROLONGEMENTS MINIMAUX D'UN FONCTEUR EN UN FONCTEUR 

K'ÉTALANT OU ̂ COMPATIBLE. — Les notations sont celles du paragraphe 1. 
Soit (resp. la classe des couples (q, C), où q = ( K', q, C") G 9t\ 
et où G* est une souscatégorie pleine de G* telle que C' soit la souscatégorie 
(resp. souscatégorie pleine) (e, g)stable engendrée par C. Pour C = ctt' 
ou 3t"', soit i?£ la catégorie formée des éléments F vérifiant les conditions : 
i° F = ((ça, C9), F', (qi9 C4)), C.) €i?e0 pour î = 1, 2 et (ça, F', ^ ) € 3Ce; 
20 La restriction F — (Cl, F'i, CJ de F' est un isomorphisme. 
Soit le foncteur de i?£ vers le groupoïde <K\ des éléments inversibles 

de ?̂Ce, associant à F le triplet (p2, F, p4), en notant p, la restriction 
de qi à Q. 
THÉORÈME. — i° admet un adjoint à droite : tout p^5CQ engendre 

une Ŷ structure colibre de la forme (pe£9 H), telle que H' soit une sous



catégorie pleine de H^=a(p^.). // existe un fondeur Grc de H*, vers la 
catégorie tï(Jll, H*) des transformations naturelles entre foncteurs de la 
duale H* de H' vers DM. 
2° Si de plus K' est une catégorie pleine a"applications, si p est équivalent 

au fondeur associé à un générateur a de H' et si pia) est un atome, 
G*, est injectif et Ĝ .(Ĥ ) est une sous-catégorie pleine de Vi (DM, H*). 1 
Donnons quelques indications sur la construction de p^ : i° Cas £ — e: 

Soit A la classe des couples (s, A), où s€ H," et kGp(s). K' : pour tout s € H*, 
notons E~(s, k) la classe formée des if, s), où f̂ y.(k).K, pour lesquels 
il existe un fiGs. H.s vérifiant p(h) = k.f. Soit r la relation d'équivalence 
sur A : 
(s, A) ~ (V, k') si, et seulement si, E~(s, k) = Êt'.v', A*') pour tout SGH*,. 

La catégorie a pour éléments les triplets g = ('cr._>, g, i,) tels que 
e, — (.v,-. /•,•) nio<l /* pour / = i, •>., i,r€ 2 (A'->) . Iv. a ( /r, ) 

et que i/", s) € E~('s,, A.) entraîne ( g .f, s ) € E^ us'._>, A->) pour tout S EH,", 
On a Px'ië)—"- Le foncteur Ĝ . associe à 7,- le foneteur G tel. 
que G¡7/) (S) = Ej (,sv, A/); en général G^ n'est pas injectif. — 2° Cas £ — a : 
Soit A le plus petit ordinal régulier supérieur à l'ordinal sup A,-4-T, 
où A, est le plus petit ordinal équipotent à I. On montre que . = \ ,\, 

\< A 
où (Lx)\ A est une suite trans finie croissante de sous-catégories pleines 
de H 5̂,, la restriction q\ du foncteur à L> étant obtenue par récurrence 
trans finie en posant q{ = p et en construisant comme suit qy+{ à partir 
de q-,,, pour tout ordinal A < A : Soit \\) la catégorie admettant \\ 
et ̂  Uï (K', I) pour sous-catégories pleines et dont les autres éléments 
sont les triplets 6 = (qp? 0, s), où 0 est une transformation naturelle 
d'un foncteur constant sur s vers f€K* .ïT'.Df; alors 0 est une limite 
naturalisée si, et seulement si, 6 est un (J(K'), K)-éjecteur. Soit ̂ f̂ x) 
le foncteur de <J (Ly) vers «-f(K') prolongeant canoniquement q\ et soit K"" 
la sous-catégorie de ^(K*) engendrée par la classe des ÔGJ(K') tels 
que 0€|j.(̂ p). On désigne par qA le foncteur K "-étalant ̂  (q\Yx-, associé 
à &(q\) par le procédé précédant; gx+i est la restriction de qK à 
Lx+i = (q\)~l (K). — 3° pe

x,. est la restriction de p̂ . à la sous-catégorie 
(e, p̂ c,)-stable engendrée par H. 
Ces théorèmes montrent que tout foncteur p€<#0 admet des prolonge

ments « minimaux » p* et un prolongement « maximal » p̂ . en un foncteur 2 
K'-étalant avec conservation des (K', p)-injections. Si K* est à «T-limites 
projectives, p admet aussi des prolongements « minimaux » p£ et un pro
longement « maximal » p^ en un foncteur [/.-compatible appartenant 
à cK0y avec conservation des -̂limites projectives existant dans p. 

17 

(3) 



( 4 ) 

18 

1 

2 

176004. — Imp. GAUTHIER-VILLARS. — 55, Quai des Grands-Augustins, Paris (6e). 
Imprimé en France. 

Par exemple, on peut ainsi prolonger le foncteur canonique de la catégorie 
des applications r-difîérentiables vers «Tlt en un foncteur d'homomorphismes 
à noyaux ou à ̂0-limites projectives. 
3. COMPLÉTION MINIMALE D'UNE CATEGORIE. — Soit (rCSp. <[f 'w ) la 

classe des couples (C*, C), où C*€̂ (> et où C* est une sous-catégorie pleine 
de C' telle que C* soit la sous-catégorie (resp. sous-catégorie pleine) de G* 
stable par ̂ -limites engendrée par C [i. e. ([/., (£', t, C'))-stable engendrée 
par C, où |̂ (̂>) est la classe de toutes les limites naturalisées de but (t>j. 
Soit "i7. la catégorie quotient de ̂  par la relation d'équivalence c : F ~ F 
si, et seulement si, il existe une équivalence naturelle de F sur F'. Pour 
c} = " (resp. =Cj/)j soit cf la catégorie formée des triplets 

m = i(C;. c2\ F'. (C;. c,)). (C;, c,)€g0 ei F€c;.:^.c; 

tels qu'il existe un F^F' compatible avec les J-limites projectives et 
dont la restriction F — (Cô, F'i, C\) soit un isomorphisme. Soit Yc, le 
foncteur de ̂  vers le groupoïde des inversibles de défini par : 
m -> F mod p. 
Tout H"€̂ «i est canoniquement identifié à une sous-catégorie pleine 

de H pli, H*): soit De la sous-catégorie (resp. sous-catégorie pleine: 
de ttfJll, H*) stable par «̂ -limites engendrée par H. 

THÉORÈME. — Le foncteur \e admet un adjoint à droite. La catégorie 
H*€î .. engendre une V̂ -structure colibre (H^, H) telle que Hg € ì̂u soit 
une catégorie équivalente à D̂ . 
La démonstration repose sur une étude approfondie de Dt̂ . 
Ce théorème montre que la catégorie De, considérée par plusieurs 

auteurs comme « la complétion » de H', est une solution minimale du 
problème du plongement de H', à une équivalence près, dans une caté
gorie à ̂ -limites. Ce problème admet aussi des solutions « maximales à 
une équivalence près » [(2), (*)] et des solutions « maximales à un iso
morphisme près » [ce problème est résolu dans (2)]. 
Tous les résultats de cette Note sont encore valables en remplaçant 

limites par limites inductives, par passage aux catégories duales. 
(') Catégories et structures, Dunod, Paris, 1965. 
('-) Cahiers de Topologie et Géométrie différentielle, 9, nos 1 et 2, Dunod, Paris, 1967, 

p. 33-I8I. 
(3) Math. Ann., 171, 1967, p. 193-268. 
(*) Prolongements universels d'un foncteur par adjonction de limites (à paraître; provi

soirement multigraphié, 60 pages). 
(5) TRNKOVÀ, Comm. Math. Univer. Carolinae, 7, n° 1, 1966, p. 1-73. 

(Institut Henri Poincaré, 
11, rue Pierre-Curie, Paris, 5e.) 
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1. Introduction 
Une esquisse a est la donnée d'un graphe multiplicatif U et de cer

taines transformations naturelles entre néofoncteurs à valeurs dans U, vérifiant 
quelques axiomes. Une structure algébrique d'espèce cr est une ̂réalisation" 
de c7, c'est-à-dire un néofoncteur de U vers une catégorie d'applications 
qui applique les transformations naturelles données en des limites projectives 
ou inductives naturalisées. Il existe une 35plus grande" esquisse T 
appelée type de cr, prolongeant cr et telle que les structures d'espèce n 
s'identifient aux structures d'espèce T 

Dans le § 2 sont définies les esquisses des graphes, des classes multiplicatives et des 
catégories ; l'étude des catégories et des catégories structurées comme réalisations d'esquisses a 
fait Fobjet du mémoire [3]. Le § 3 généralise aux graphes multiplicatifs les théorèmes de 
complétion des Catégories de [2]. Les notions d'esquisse, de prototype et de type d'une 
esquisse sont introduites dans le § 4 ; les définitions adoptées ici sont un peu différentes de 
celles proposées dans [4], mais elles permettent d'obtenir des résultats analogues à ceux de [4] 
et aussi de résoudre les problèmes indiqués à la fin de cet article. 

La terminologie et les notations (en particulier relativement aux transformations natu
relles) sont ceux du livre [1]. 

2. Exemples de définition d'une structure 
comme réalisation d'une esquisse 

Rappelons qu'un graphe multiplicatif est un couple (C, x) d'une classe 
C et d'une application x d'une partie M de C X C dans C vérifiant les 
axiomes suivants, où l'on pose y. (g, f)=g.f: 

1. Pour tout /£ C, il existe une et une seule unité à droite, notée 
a(/), telle que (/, a(/))£Af et une et une seule unité à gauche p (/) telle 
que (p (/),/) i M. 
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2. Si fo/)SAf, on a 
«fc)=P(/), *(*•/) = *(/) et Pte-/)-pte). 

Les applications a, ¡3 et x sont appelées source, but et loi de composition 
de (C, x) et le couple (C, x) est souvent noté C' ; dans ce cas, on écrit 
Af = C* -X- C*, et on désigne par C0 la classe y. (C) = p (C) des unités de C\ 

Remarquons que cette définition utilise seulement la composition des 
applications. 

Si C' et C' sont deux graphes multiplicatifs, on appelle néofoncteur 
de C' vers C* un triplet (C*, 9, C*), où 9 est une surjection de C sur 
o{C)C C, tel que : 

1. Si &/) g C-*C-, on a (9 (̂), 9(/))6C^C-et9te).?(/) = ?te./); 
2. Si ̂ 6C;}, alors <?(e)£C'0 . 

1 a) Esquisses des graphes et des classes multiplicatives 
Un graphe est un triplet (C, p, a) = [C], où C est une classe, a et p 

deux rétractions de C sur une partie [C]0 de C. Cette définition est équi
valente à la suivante: Soit Uq le graphe multiplicatif ayant deux unités 
11 et îiQ et 3 autres morphismes a et b de u vers «0 et i de M0 vers u (fig. 1), 
les composés autres que le composé d'un élément avec ses unités à droite 
et à gauche étant 

a.i — u0 et b. i = w0. 
Si [C] est un graphe, la surjection 

u-+C, u0->[C]0, a-*a, è-*p et z-*(C, 1, [C]0) 
définit un néofoncteur T7 de £7̂  vers la catégorie SJR des applications. 
On voit que l'application (C, p, a) -> F est une bijection de la classe cjy 

Fig. 1 Fig. 2 
des graphes (C, ¡3, a) tels que C£§>}10 sur la classe des néofoncteurs F de U' 
vers tels que F(i)£Ml = classe des injections canoniques. Cette bijection 
s'étend en un isomorphisme de la catégorie § des morphismes entre graphes 
sur la sous-catégorie pleine de la catégorie longitudinale <ft(#R, U')a des 
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transformations naturelles entre néofoncteurs F de U' vers #lt tels que 
F(i) G «Te1. Donc la „structure de graphe" est obtenue comme ̂réalisation" Uq . 1 

De même, on peut définir une classe multiplicative comme une Réa
lisation" du graphe multiplicatif U'ĉ  ayant 3 unités u, u -)f u et uXu, les 
autres morphismes étant (fig. 2) 

vl, v2 et k de u -)f M vers w, 
px , p2 de u X u vers w, 
zv de u ̂  n vers w X w, 

les composés de deux éléments différents d'une unité étant 
px. ï = vx et y>2. iv — v2 . 

Si (C, x) est une classe multiplicative, soit F le néofoncteur de L e 
vers o")îl tel que F (p.) soit la z-ème projection canonique de C x C sur C 
et que 

F(k) = x et ¿7(1') - (CxC, l, C' C'). 
La surjection (C, x) -* F définit une bijection de la classe c\ des classes 
multiplicatives telles que C£eftl0 sur la classe des néofoncteurs F de Le
vers STL tels que ,F(zv) 6 oïl- et que F (p.) soit la projection canonique de 
F (u) X F (n). 

b) Esquisse d'une catégorie 
Soit [c/J le graphe ayant 4 sommets u3 u0, u u, (u )f w) -)f (w «) 

et dont les seules flèches sont 
a et b de M vers w0, 
i de w0 vers u, 
vl, ̂2 et k de w -)f M vers «, 
z;(M, Z.a) et ̂(z.b3 u) de M vers u JX- MJ 

1 îo., Wo, kv et &2 de (u -K- w) ->f (M -X- w) vers z/ -X- U. 
Nous désignerons par U'̂  le graphe multiplicatif défini comme suit: 2 

[£/,] est un sous-graphe du graphe [U^] sous-jacent à Ui^, contenant 
toutes les unités de Ui^ (fig. 3) ; les éléments de sont ceux de U] 
et 11 autres morphismes g., où 1<Z'<11; la loi de composition est 
telle que les seuls composés soient les composés d'un élément avec ses 
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unités à droite et à gauche, et les composés explicitement indiqués 
dans les formules cidessous; de plus deux composés sont égaux si, et 
seulement si, l'égalité figure parmi les relations suivantes: 
(1) u0 — a .i = b .i, 
(2) gl = a.vl=b.v2, g2 = a.v2 = a.k9 g3=b.vl = b.k, 
(3) u=vl.v(u9i.a)=v2.v(i.b, u),g4 — i.a = v2.v(u, t.a), g5=i.b=v1.v[i.b9u)i 
(4) k.v(u9 i.a) = il = k.v(i.b, u), 

¿6 ='V2 • Wi == Vl ' W2 > §1 = k ' Wl = Vl • K > ¿8 = V2 ' W2 = V2 • K > 
(5) 

(6) gn =k.k1 =k.k2. 

FIG. 3 

Ainsi Uïç est engendré par [c/J et une relation., i. e. c'est un quotient 
d'un sousgraphe multiplicatif de la catégorie libre des chemins associée à [£/,]. 

Soit 7j = (H'9 fx, H1) un triplet formé d'une catégorie H', d'une classe 
H1 de monomorphismes de H' et d'une application produit fibre naturalisé 
fini [x sur H' [\9 déf. 10IVJ. Désignons par (rj)0 la classe des néofonc
teurs F de U'^ vers H' vérifiant les conditions suivantes : 

1° F(i)SH>, 
2° ((F(a), F(vx)), (F(b)9 F(v2))) — \i(F(a)9 F(b))9 
3° ((F(v2)9 F(^)), № ) , F(zo2))) = yL(F(vJ, Ffa)). 

On montre que deux éléments F et F' de & (*/j)0 ayant mêmes res
trictions à l'ensemble {a, b9 i9 k} sont égaux. Un élément de (̂TJ)0 est 
appelé catégorie restructurée. En particulier, supposons /iĉ=(o"i1ï, \xĉ9 oTi% 
où ^ est l'application produit fibre naturalisé canonique sur SM (i. e. on a 

/2) = ((/I» (f2> vi))> 
si sont deux applications de même but et si v. est la restriction de la 
projection canonique du produit oc (fx) X a vers a (/.) à la classe des 
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couples (xl3 x2) tels que fx (xx) =f2 (x2)). Soit ̂ (t)^) la sous-catégorie pleine 
de la catégorie 2c(oTC, U'̂ ) m des transformations naturelles ayant & (v)ĉ)o 
pour classe de ses unités. On montre que $ (7^) est isomorphe à la caté
gorie & des Joncteurs, l'isomorphisme associant à (y\̂ )Q la catégorie 
C-=(F(u), F(k)). 

Si p est un foncteur d'homomorphismes saturé de H' vers §f\l9 résolvant 
à droite et à produits finis [1, déf. 19-11, 8-111, 6-IV] et si 7] = (//', [x, 
-1 
p (#lï1)) où [x est l'application produit FIBRE naturalisé sur H' appliquée 1 
par p sur [Xĉ- [1, déf. 3-1VJ, on prouve que la catégorie 3*(p) des Joncteurs 
p-structurés est isomorphe à & (yj) (voir [3]), ce qui justifie la terminologie. 

Remarque. L'esquisse d'une catégorie définie dans [3] est légère
ment différente de celle construite ici, l'axiome d'associativité n'étant pas 
,,représentécc de la même façon. Les structures associées aux deux esquisses 
(i. e. les catégories) s'identifient, car les deux esquisses déterminent le même 
type (voir plus loin). 

Pour définir d'une manière générale les notions d'esquisse et de 
structure associée, il nous faudra utiliser certains résultats sur la compiè-
tion des graphes multiplicatifs. 

3. Complétion d'une base de catégorie 
Dans la fin de cet article, nous désignons par i)lï0 et par SM0 deux 

univers tels que • .?K0 6 iW,/ et O^oC^oj Par ̂  et Par ̂ l' et cV, par 5 
et 5 respectivement les catégories pleines d'applications, les catégories des 
néofoncteurs et les catégories des foncteurs correspondant à et à ̂ K0 « 

Soit U' un graphe multiplicatif. A U* est associée „universellementu 
une catégorie N(U') et un néofoncteur v (U'} de U' vers N (U') vérifiant 
la condition : Si F est un néofoncteur de U' vers une catégorie C', il existe un 
et un seul foncteur F de N(U') vers C'tel que F = F.v (U'). Autrement 
dit: v(Um) est un $1' )-projecteur, si U'z^\, [1, théorème 10-111]. 

Définition. Si v(c/') est injectif, on dira que U' est une base de 
catégorie. 

Dans ce cas, on identifie U' à un sous-graphe multiplicatif de N(U'). 
Les bases de catégories sont les sous-graphes multiplicatifs des catégories. 

a) Complétion ô-projective 
Nous partons d'une partie ¿1 de la classe $F0 telle que J appartienne 

à la saturante Â = mY.m.âlY [1, déf. 16-1] de 8R dans m. Soit ê'0 = ê'0(3) 
la classe des couples (£/*, u,), où U'£§1'0 et où u. est une surjection asso-
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ciant à certains néof oncteurs O de /' £ $ vers U' une transf ormation natu
relle JJL(O) définie par un triplet (O, T, £), où <? note le néofoncteur con
stant" sur e£UQ. Soit §>' = &' (J) la classe des triplets 

vérifiant les conditions: 
1° On a (U; n)S&; et (D\ v)£&Dï 
2° F = (U, fU') E S)V; si ¡1 (O) est défini, Jx (F. <D) est défini et [1, prop. 4611] 

~ (F. cD) = F̂ x (O) = 0F. :x (0)). 
S' est une catégorie pour la loi de composition 
((17, =),f, (Û\ !>)).№; ¡1), /, (U; y)) = ((V; " ) , /'/, (T/, n)) 

si, et seulement si, U' — U' et fx = ¡1. Nous identifions à la classe des 
unités de §>'. Soit p le foncteur de S' vers $V associant F à F. 

S' admet pour souscatégorie pleine la catégorie ' dont les unités 
sont les couples (U', ;x) £ tels que £/* £̂ '() et que rx soit une application 
Jlimite projective partielle sur U\ Ceci signifie que, si (<t>) est défini 
par le triplet (O, T, <?), alors £ est une limite projective de <P et la pro
jection canonique de e vers <& (i) est T (i) pour tout / £ a (O)0. Soit la 
souscatégorie pleine de ayant pour unités les couples (U', 
tels que u, soit une application Jlimite projective (totale) sur U', c'està
dire tels que \i (<I>) soit défini pour tout néofoncteur <D de F £ J vers U'. 
Soient p'* et p" les foncteurs de &u et de respectivement vers SZ' 
restrictions de p^ . ^ 

Proposition 1. />fft m w/z foncteur fidèle à if ̂limites projectives, 
îf'*" w«r des sous catégories saturées de ê', et les fondeurs i, /c ) 

(S', L, #C ) sont à &̂ limites projectives. 
La démonstration est analogue à celle de la proposition 20 [2]. 
Soit pcp, le foncteur canonique de S)V vers M et posons 

Ç'J = p£>i>P,rj et qJ' =p§fr>.pô. 
Désignons par S', par et par ?F les catégories, par Q et par 2" les 
f oncteurs, obtenus de même à partir de l'univers 8fll0. Soit X* la classe 
des <2'1 monomorphismes [1, déf. 5III] ((//*, fx),/, (C*, fx')) tels que/(C)* 
soit une souscatégorie de H' stable pour [x, i. e. vérifiant la condition : 
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Si [A (O) est défini par (O, .0) et si le néofoncteur <ï> de /'vers //' 
applique / dans /(C), on a T$(;')JC pour tout *6/0; si de plus W est une 
transformation naturelle définie par (O, y, e') où *F C f(C), on a 
lim!alF6/(C)5 en notant lim17 T Tunique h^H tel que t(I) (/) (i) pour 
tout f. 

Théorème 1. Le fondeur Qrt est (sYR . o>R0, Xt , 5" ) -engendrant 
et les fondeurs Q et Q sont / engendrants pour S1\L[2y déf. 2-1]. 

Preuve. Soient (i/3 pt)Ĝ 0 et une partie de // appartenant à iW. 
L'intersection de toutes les sous-catégories de H' stables pour u et con
tenant K est notée K' ; évidemment it* est stable pour u, et la ^/J)-
sous-structure de (H\ ¡1) engendrée [2, déf. 2-1] par K est (iO, i±), 
où a est l'application „induite" par \± sur AT*. On montre que K z en 
construisant it par récurrence transfinie. Cette construction est en tout 
point analogue à celle faite dans la démonstration du théorème 5 [2] (pour 
prouver que est ,— - engendrant pour M). La première affirmation 
en résulte. Comme (î ', u,) • appartient à 5»t si (//', [x)ÇtY,c , et comme 

7 'Y 7 tout Q" -monomorphisme appartient à X" , il s'ensuit que Q est / 
engendrant pour M (résultat démontré dans [2]). Enfin, Q'<( est /• 
engendrant pour &VL en vertu de la proposition 12 [2], puisque Q'J est à 
i)K0-produits fibres et que (K', ¡1) est une 2'"'-sous-structure de (H\ \L) 
vérifiant iCĉ K. 

Théorème 2. i1' ¿5? ww£ catégorie à (Fu -projections et une caté-
gorie à 3 -projections [1, déf. 16-111]. 

Preuve. Soit c = (U\ a) £ ̂  . Posons 3f = (resp. = et 
y=z ?c0. s', gt. La surjection associant (a, /) à ((H', a), /, G) c 7 définit 
une bijection de Y sur une partie de U Y X Y' , où 

F„ = U (B # '. /'). *R. ( H ' . /')) 6 e t FH = //.^.c7€i)R0. 
7' S<7 

Comme i?6^o et que o*ft0 est un univers, on a Y^S)L0. Le foncteur P"4' 
relatif à M0 étant à o)1c0-produits (d'après la proposition 1), il existe un produit 

5 = ( H ; il) = n W et t ^ W = ((̂ '» ̂ > /» a) 
dans S', et l'on a <S£#. D'après le théorème 1, /(t/)go*lï engendre une 
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(X , %)-sous-structure S' — (C, \L) de (H\ ¡1) (à savoir C ' est la sous-caté
gorie stable pour ¡1 engendrée par /(£/)), et il existe un G = (s, g, S')£LX0. 9t'Y . 
Alors J=(S, 1, S').G'1 est (Q,/r, ^-engendré par [F]F€y et, a for-
tiori, j est (P"c , X' . ?t0, ft)-engendré par [Fj^. Du théorème d'existence 
de structures libres [2, théorème 1] il résulte que s est une (%, S')-pro-
jection de G, car tout noyau dansïF'* appartient à X1 . 

Corollaire, admet un adjoint. 
En effet, pour que (H\ ¡1) soit une pl -structure libre engendrée 

par U'£&C0i il faut et il suffit que (H\ u.) soit une , s')-projection 
de (£/*, 0), où 0 est la surjection vide. Donc le corollaire résulte du 
théorème précédent. 

Définition. Si U' £ M'o, une -structure libre engendrée par U' 
est appelée une completion ¿1-projective libre de U\ 

Théorème 3. Soit U' une base de catégorie. Alors U' admet une 
completion 3 -projective libre (H'3 telle que H' admette N(U') pour sous -
catégorie pleine et que le joncteur limite projective associé à \x soit injectif. 
H' est solution du problème universel du plongement, à une équivalence près, 
de U' dans une catégorie à 5-limites projectives. 

Preuve. N (U') étant le plongement universel de U' dans une 
catégorie, la completion ̂ -projective de U' est identique à celle de N (U'), 
d'après le théorème 7-III [1] de transitivité des projections. Par suite la 
première affirmation se déduit du théorème 6 [2]. Soit la catégorie 
quotient de $>V par la relation d'équivalence r: F~F' s'il existe une équi-
valence naturelle de F sur F'. Notons &^ et rF- les sous-catégories de 
dont les éléments sont les classes F mod r, où F est un foncteur et un 
foncteur à «̂ -limites projectives respectivement. En vertu du théorème 
8 [2], H' est une , ̂ -̂projection de N(U') ; comme N (U') est aussi 
une (cF_, cTC)-projection de U\ il s'ensuit que H' est une _, #£J-
projection de U', ce qui précise la dernière affirmation. 

b) Completion 3'-projective et 3'-inductive 
Nous supposons que S et J' sont deux parties de &0 appartenant à 

la saturante £K de M dans âl. 
Notons la classe des triplets (U', ¡1, [x') tels que : 
1° (u; (.)6§0 = S0(J); 

' • 2° u/ est une surjection associant à certains néofoncteurs O de /' £ J' vers 
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U' une transformation naturelle fx' (O) définie par un triplet (e, T, O), 
où *çU0. 

Si ([/', fx, pt/) vérifie ces conditions, soit ÎX'* l'application associant 
au néofoncteur <D* dual de O la transformation naturelle y.'* (<£*) définie 
par (<!>*, T, <?), lorsque (x' (O) est défini par (e, T, <D). Alors (£/*, tx'*) 
appartient à la catégorie S' (J'*) construite à partir de la classe J'* des 

fi w 
catégories duales des éléments de /f. Soit ê,t e la catégorie dont les élé
ments sont les triplets F = {{U\ <JL, IX')5 f, {U', rx, ;x')) tels que 

1° (U'} ;x, \x) et (U', a, [i) appartiennent à ' ; 
2° {{U'JA, /, (U; ix))6*'(J) et ((¿7*, j?*),/, (t/*, n'*))6S'(J'*). 
Soit />r,t,t/ son foncteur projection canonique vers oV. 

* admet pour sous-catégorie pleine la catégorie * (resp. r»-* * ) 
ayant pour unités les (U', u, u') £ ê'̂  ' tels que 

(U'9 fx)6 5,J (resp. gip*) et (17*, n'*)6*F'J'* (resp. 6^'*); 
pour un tel élément, on appelle ;x' une application J'-limite inductive par-
tielle (resp. inductive) sur £/v Soit c le foncteur de ' vers 
associant (U, f, U) k F et soit t sa restriction à ' . Soient G" ' 

Y f 
et Q~ ̂  les foncteurs associés de même à l'univers £ïï0. Nous désignons 

Y Y' Y /7' par Z' ' la classe des Q'f *• -monomorphismes de la forme ((//', :x, ;x'), 
f, (C'} v, v')), où f (C)' est une sous-catégorie de //* stable pour [x et pour 
;x'. La classe Ie ° r*i*' * est formée de tout les Q ' -monomorphismes. 
Soit />'• le foncteur de r*' vers à>t' restriction de />fft ' . 
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Théorème 4. s" ' catégorie à -projections et a 
projections. Le foncteur pK ̂  admet un adjoint. Si U' est une base de caté-

Y Y' « t̂fn'tf, /a />* * -structure libre (//', ;x, a') engendrée par U' est telle que U' 
soit isomorphe à un sous-graphe multiplicatif de H' et que H' soit solution du 
problème universel du plongement de U', à une équivalence près, dans une 
catégorie à J -limites projectives et à J-limites inductives. 1 

Preuve. Si a = {H\ \L9 pt/) £ê'0 et si K Q H appartient à #R5 
fi ni « fi w ~ 

on voit qu'il existe une (X* )-sous-structure (K', \x) de a engen
drée par iC, où /C* est l'intersection de toutes les sous-catégories de H* conte
nant K et stables pour [x et pour \L . En construisant K par récurrence 
transfinie comme dans la démonstration du théorème 12 [2], on obtient 



10 CH. EHRESMANN 10 

K £ № . Il s'ensuit que Q ' W est un foncteur ($<. W0, &'^')en

gendrant et que Q est / engendrant pour M. La première affir
mation se prouve d'un façon analogue au théorème 2, à l'aide du théorème 

A//7/ tv 
d'existence de structures libres et en utilisant le fait que ' et g/0 c 
sont des foncteurs à #0limites projectives. Les autres affirmations se dé

1 duisent des théorèmes 13 et 14 [2], appliquées à N(U'). 
Remarque. Les résultats du § 3 a) peuvent être déduits du § 3 b), en 

identifiant (U', u.) 6 ̂  * 0)6^/^ 3 ou 0 désigne la surjection vide. 
4. Type et prototype d'une esquisse 

Les notations sont celles du § 3. On suppose encore que 3 et 3' 
sont des parties de &0 appartenant à la saturante M de M dans M. 

Définition. Si G = (U\ [JL, FI/) G et si U' est une base de 
catégorie, on appelle G une préesquisse 3projective et 3'inductive, ou une 
(3, 3')préesquisse. Une {%, è'* * )projection de G est appelée (3, 3'̂ pro

totype de G si V(^=^"f^ (resp. (39 3')type de G, si ft = ). 
Le prototype et le type de cr sont définis à un isomorphisme près. 

Si <7€?£" son (J, J')prototype est identique à G; par suite les éléments 
de Î:*'** 3 seront appelés des (J, Ĵ prototypes et ceux de des 
(J, J')types. 

Soit a=(U', [x, ix') une (3, J')préesquisse et v (U') le néofoncteur 
injectif de U' vers N(U'). Soit X = jx (resp. = fx') ; désignons par À la 
surjection obtenue en associant 0 v (U). X (O) à tout $ tel que X (O) soit 
défini. On voit queiV(a) — (N (U')3 \i, (x') est une (3, J')préesquisse, qui 
admet même (J, J')prototype et même (3, 3')type que (7. 

Théorème 5. Soit G—(U', (X, pt/) une (J, 3')préesquisse et G — 
(H', (x, [x') z/?z (/I, 3')type de G. Alors G est une q^^ structure quasi
quotient d'une p' structure libre G = (H', ;x, engendrée par U'. Si G 
est un (33 3')pr'ototype, U' s'identifie à une souscatégorie de H*. 

Preuve. La première affirmation se démontre par un raisonnement 
analogue à celui utilisé pour prouver le théorème 15 [2]. D'après le théo
rème 4, U' peut être identifié à un sousgraphe multiplicatif de H\ Dans 
ce cas, G est la q structure quasiquotient de cr par la relation d'équi
valence engendrée par la classe des couples (T(I) (/), T0 (Z)), OÙ (X (O) (resp. 
u/(0)) est défini par le triplet (O, T^, e) (resp. (e, T(ï), O)) OÙ i'6a(<ï>)0 
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et JJL(O) (resp. u/ ($)) est défini par le triplet (Ô,Toj i) (respu ( I , T(]), Ô)). 
La deuxième affirmation est une conséquence du théorème 15 [2]. 

Soit nr — (U\ [x, u/) une (.7, .7')-préesquisse, cr = (£/*, [x, jx') son 
(«7, .7')-prototype et ï = (//*, »x, u') son (<7, J')-type. Le type de G est 
isomorphe à a et c7 * peut être identifié à une sous-catégorie de H ' d'après 

\/ M HI y y/ 
le théorème 5. Mais si G --̂  (a, g, G) est un 4 , s'4 4 )-projecteur, en 
général ^ n'est pas injective. On est conduit à considérer les préesquisses 
particulières telles que g soit une injection, c'est-à-dire telles que IT 
s'identifie à un sous-graphe multiplicatif de U' (et par suite de H'); dans 
ce cas, nous dirons que U' s'identifie à un sous-graphe multiplicatif de n. 

Définition. On appelle (IW)-esquisse un couple (a, Af) vérifiant 
les conditions : 

1° (7 = (U'> jx, ;x') est une («7, <7')-préesquisse et M C U ; 
2. c7* s'identifie à un sous-graphe multiplicatif de son (tA(J')-prototype. 
Soit ̂4 4 la catégorie des morphismes entre («7, <7')-esquisses, dont 

les éléments sont les triplets F = ((V, AT ), /, (cr, M)) tels que 

i (F) = (*',/, CR)6S'*7J' et/(M) CM'. 
7 af' y /y/ y y 

Soient &4 et ̂'4 4 les sous-catégories pleines de S4 4 ayant pour 
unités les (J, /1')-types et les (<7, -prototypes pointés respectivement, 
i. e. les (cr, Af) 6 *" tês Que CT6^C< et cr̂ '̂4'4' . Des théorèmes pré
cédents, on déduit : 

Théorème 6. (£/4 4 , z, S ) e$r wrc joncteur à &0-Hmites projectives 
7 7' i y et à % ̂-limites inductives. £4 4 est une catégorie à -projections et à 

> 7<7' 
ij'4 -projections. 

/y A// A/ A,7 y y/ 
On peut choisir deux foncteurs (LJ'* 4 , )-projection T' et c , 

AJAjV Af Al'/ 
£4 )-projection 7* de sorte que, si ((7, Af) £ et cr = (£/*, tx, jx'), on ait : 

1° r(a, Af) = ((#•, ¡1, ¿0, Af) et 7>, Af ) = ((#', ¡1, f), Af); 
S/ VY 

2° £/' est un sous-graphe multiplicatif de U' et c7' une sous-caté
gorie de H' ; 

3° T(T ((7, Af)) - T((7, Af). 
Définition. 7" (a, Af) et r(cr, Af) sont respectivement appelles 

( J, 3')-protype et («7, 3')-type pointés de (g, Af). 
Remarque. Une esquisse (cr, Af) telle que cr = (U\ (x, 0), où 0 

est la surjection vide, peut être appelée esquisse «7-projective et représentée 
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par le couple {(U', fx), M). Les esquisses algébriques projectives auxquelles 
un type a été associé dans [4] correspondent aux esquisses /f-proj écrives 
(en ce sens) cr = (cr, M) telles que AT (or) soit un (5, J')-prototype et que M 
soit formée de monomorphismes. 

Supposons donné un («7, <7')-type pointé a (H') = {{H', \xH, jxH), MH) et 
une (J, J')-esquisse G = (c, M ) , où G — (U'3 (X, >/). 

Définition. On appelle G {H')-structure d'espèce G un néofoncteur 
F de U' vers H' tel que (G (H')3 F, ~G) 6 Ŝ 7'. Si cr (M) = ((oÏÏt, ^ [x'^),^), 
où jx et jx' sont les applications ,7-limite projective et /7'-limite inductive 
usuelles sur la catégorie M des applications, une G (̂ -structure d'espèce G 
sera appellée structure algébrique d'espèce a. 

Soit ê(a(H')3 G) la catégorie des morphismes entre G (H')-structures 
d'espèce cr, c'est-à-dire la sous-catégorie pleine de la catégorie sìl(H'} U')w 
des transformations naturelles ayant pour objets les G (//')-structures d'es
pèce G. On définit un foncteur fidèle S de f (cr (//'), cr), vers la catégorie 
produit (ff')u;> en associant à la transformation naturelle Vi ̂  (rr (//•), cr) 
définie par le triplet (F', y, F) la famille (y {u))ucu- . 

Théorème 7. 5/ l'application somme de ocm;x <?r Pm;x' e\sY injective 
et si MH est saturée dans H* (i. e. si H[, . MH. H'̂ Q MH)} les catégories 

l1ï i (cr (H'), cr) et $(G1(H'), G) sont isomorphes pour tout GL(H') de la forme 
((//', ;x,, [x;)3 MH)z,;T(<'( . Les catégories à (G (H'), G), $ (G (H'), Tf (G)) et 
f (cr (//'), r (cr)) so/2t toujours isomorphes. 

La dernière affirmation résulte du théorème 6. Nous ne démontrerons 
pas la première affirmation. 

5. Cas particuliers. Problèmes 
t( , , 7 7' 1° Supposons ¿1 = ¿1' = 0 . Comme à" ' s'identifie à $v et que * 

et W ' s'identifient alors à ¿7*, une (0, 0 )-esquisse s'identifie à un 
couple cr = (U\ M) d'une base de catégorie U' et d'une partie M de £7. 
Ainsi, avec les notations du § 1, le couple gq = (U'q, {*}) est une telle 
esquisse. Les structures algébriques d'espèce cr̂  s'identifient aux graphes. 

2° Supposons que <T soit la classe vide et que â soit la classe formée 
de la catégorie discrète 1° ayant deux unités 1 et 2. Soit U'm la catégorie 
ayant deux unités u et u x u et trois morphismes k, p1 et p.2 de source 
u x u et de but u. Soit gm = (U'm , où jx(O) existe pour le seul fonc
teur 0 de ./' vers U'm constant sur u, le triplet définissant [x(<ï>) étant 
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(O, T, u X u), avec T (i) = p. pour i = 1 et 2. On voit que cr,„ est un 
(J, <T (prototype (mais non un («f,J'(type). Une structure algébrique 
d'espèce (cm) 0) s'identifie à un magma (= classe munie d'une loi de 
composition partout définie). Plus généralement tout type au sens de [7] 
est un ( J, <7')type. 

3° Supposons encore J' = 0 et J = {7°}, où 7= {1, 2}. À partir de 
la catégorie U$i du § 1, on définit comme dans l'exemple précédent l'ap
plication [I et l'on obtient une (J, J'(esquisse G^ ~ ([U , \X), U'}). Une 
structure algébrique d'espèce G^ s'identifie à une classe multiplicative. 

4° Soit I' la catégorie ayant trois unités 0, 1 et 2 et deux morphismes 
di et dz de source 0, de but 1 et 2 respectivement. Supposons /< — {/'} et 
<T = 0. On définit une (/J, /î')esquisse cr̂ (̂(Lr̂ ? ), {i}) comme suit: 
soient (î\ et les néofoncteurs de I' vers U'̂  tels que Q^idJ = a, 

(do) — b, (ci) = v2i (l)o №) — ̂ 1 ; soit ;x (<!>,) la transformation naturelle 
définie par le triplet (0,, T(, g,), où T1 (7) =~ z.>, et j (/) ~ 20, pour j 1 et 2. 
Une structure algébrique d'espèce CR,7, s'identifie À une catégorie (voir § 1). 

5° Les quasicatégories (resp. les catégories non associatives) [3] sont 
les structures algébriques d'espèce G, l'esquisse A étant la sousesquisse de 
Gobtenue en supprimant de Ujp les éléments V (i. b, U) et V LU, i.a) 
(resp. tous les morphismes de source (U >: U) X (u v U)). D'une façon ana» 
logue, on peut construire des esquisses dont les structures //aires (définies 
dans [6]) sont des réalisations. 

Ces exemples montrent que les structures algébriques usuelles peuvent 
être définies comme des structures algébriques au sens précis indiqué plus 
haut. Par suite, on obtient une méthode de construction des structures de 
même espèce ̂ relatives à une catégorie H'i{ (exemple: les catégories re
structurées du § 1). 

Nous n'avons pas la place d'étudier ici les propriétés catégoriques des 
structures d'espèce G. Dans un prochain article nous considérerons les 
problèmes suivants : 

1° Construction et étude d'un foncteur „d'oublifC de $(G(H'), G) vers 
oW, qui est / engendrant pour et à limites projectives (généralisant 
les résultats de [4]). Autres foncteurs d'oubli obtenus en ̂isolant" certaines 
unités de U'. Application à l'existence de structures quasiquotient et de 
problèmes universels. 

2° Définition d'esquisses ,,minimalesfC ayant même type qu'une esquisse 
donnée; ceci conduit à la notion d'idée d'une structure, qui précise les 
idées définies dans [3] : l'idée d'une catégorie est formée des éléments 
a, b, k, i. 

31 

1 

2 + 

3 + 

4 + 



14 CH. EHRESMANN 14 

3° Comparaison des structures d'espèce G et d'espèce G , où G' est 
une sous-esquisse de G: ceci mène à des théorèmes de projections entre 
structures de diverses espèces, analogues aux théorèmes de projections 
entre structures «-aires considérés dans [5]. 
Reçu le 26 X 1967 Faculté de Sciences, Paris, 

France 
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SCHITÀRI SI TIPURI DE STRUCTURE ALGEBRICE 
(Rezumat) 

Se aratà modul in care teoremele de completare [2] ale unei categorii prin adjuncua 
unor limite proiective §i inductive pot fi utilizate pentru construirea anumitor structuri, nu-
mite j,algebrice", care cuprind de exemplu structurile algebrice uzuale (definite de legile de 
compozitie peste tot definite) precum çi cele definite de legi de compozî ie partiale (clase 
multiplicative, cvasi-categorii, categorii etc.). 
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INTRODUCTION 

Soit p un foncteur d'une catégorie H vers une catégorie K\ une 
unité de H est alors appelée une j>-structure. Kous dirons que p est un 
„bon" foncteur s'il est fidèle et si sa restriction au groupoïde des éléments 
inversibles de H est bien fidèle (i.e. si, pour toute ̂-structure s, la restric
tion ps de p à la classe des inversibles de II de source s est injective). 
En particulier il en est ainsi pour les foncteur s d'oubli usuels vers la 
catégorie des applications, car ce sont des foncteurs d'homomorphismes 
saturés (i.e. des bons foncteurs tels que ps soit une bijection sur la classe 
des inversibles de K de source p (s) pour toute ̂-structure s). 

Beaucoup de résultats faisant intervenir le foncteur p (par exemple 
les critères d'existence de ̂-structures libres (théorème 1 [4]), de ̂ -quasi-
sur ject ions ou de limites inductives dans p (théorème 2 [4]), la condition 
suffisante pour que p soit propre pour la quasi-cohomologie (théorème 4 
[4]) ou, lorsque K est la catégorie des applications, les théorèmes d'exis
tence de catégories ̂-structurées quasi-quotient (théorème 1-3 [2], etc ...) 
supposent que p est la restriction d'un foncteur à limites projectives 
d'un certain type (noyaux, produits finis ou non, ...); de plus ces ré
sultats se précisent si p admet ,,assez" de p - sous- structures (en particulier 
si p est r~-étalant). Bien que ces propriétés soient vérifiées par un grand 
nombre de foncteurs d'oubli usuels (foncteur d'oubli de la catégorie des 
applications continues ou ordonnées, de la catégorie des foncteurs, de la 
catégorie des homomorphismes entre structures algébriques d'un certain 
type [5], ...), des exceptions notables se présentent, tel le foncteur d'oubli 
de la catégorie des applications r fois différentiables, qui n'est pas à noyaux. 
Il est donc naturel de chercher si l'on peut prolonger un bon foncteur p 
en un bon foncteur P de même but IT, en ajoutant à H ,,assez" de limites 
projectives compatibles avec P ou „assez" de P-sous-structures. Ex
primons ce problème en termes précis. 

Si K' est une sous-catégorie de K, disons que p est K'-étalant si toute 
-̂structure appliquée par p sur le but d'un élément ¥ de K' est but d'une 
2>-injection [1] Te' telle que p(k') — le'. Si J est une classe de catégories, 
appelons application ./-limite projective multiforme partielle sur K 
une surjection pi associant à tout foncteur <p de le S vers K une classe 
(éventuellement vide) de limites projectives naturalisées de but g> (i.e. de 
transformations naturelles d'un foncteur constant sur une unité e de K 

35 

1 

2 

3+ 

4 



6 Prolongements universels d'un foncteur 

vers cp, définissant e comme limite projeetive de 9?); le foncteur p est dit 
(A-compatible s'il existe une application Ĵ-limite projeetive multiforme 
partielle p sur H telle que, pour tout foncteur 0 de l*j vers H et tout 
oep(p-0), il existe un 6eji(0) appliqué par p sur 0. Eemarquons que, 
si k est à ./-limites projectives (i.e. si tout foncteur (p de lej vers k 
admet une limite projeetive) et si p(<p) a au moins un élément pour tout 
(p, un foncteur //-compatible est à «/-limites projectives, c'est-à-dire il 
est compatible avec les «/-limites projectives et sa source est une caté
gorie à ./-limites projectives. Nous étudierons les problèmes de prolon
gement dhm bon foncteur: 

Etant donné un bon foncteur p de II vers If, peut-on prolonger 
„ canoniquement" p en un bon foncteur F vers K qui soit if'-étalant 
ou /4-compatible ? Nous montrerons que ces problèmes admettent à la 
fois des solutions ,,maximales" (théorème 10) et des solutions minimales". 
Les prolongements jfif'-étalants optimaux de p sont construits explici
tement (théorèmes 2 et 3, proposition 13); le prolongement //-compatible 
minimal est obtenu par récurrence transfinie, en utilisant la construction 
d'un prolongement K '-étalant minimal d'un certain foncteur (théorèmes 5 
et 6). Si K est une catégorie d'applications et si p est le foncteur associé 

1 à un • générateur a de H, les sources des prolongements minimaux de p 
admettent a pour générateur et sont isomorphes à des sous-catégories 
pleines de la catégorie 91 des transformations naturelles entre foncteurs 
de la duale If* de H vers K (théorèmes 1 et 7). 

Ces résultats suggèrent de revenir à l'étude du problème de la com-
plétion d'une catégorie: 

Plonger canoniquement une catégorie H dans une catégorie II 
à «/-limites projectives, le foncteur injection canonique de II vers H étant 
compatible avec les «/-limites projectives. 

Ce problème a été abordé par plusieurs auteurs (*). La plupart (entre 
autres [7], [8], [9]) ont proposé comme solution ..intuitivement canoni
que" la sous-catégorie (ou la sous-catégorie pleine) 9ĉ  de 9Ì stable par 
./-limites projectives engendrée par la sous-catégorie de 91 canoniquement 
isomorphe à H. Nous montrerons dans le § 8 que ce point de vue est 
justifié, car l'on obtient ainsi une solution ,,minimale à une équivalence 
près": Si g est une catégorie à ./-limites projectives, si C est une sous-
catégorie pleine de g telle que g soit la sous-catégorie (resp. la sous-caté
gorie pleine) de g stable par «/-limites projectives engendrée par 0 et 
si F est un isomorphisme de C sur H, alors F s'étend en un foncteur de 
g vers 91̂  compatible avec les ./-limites projectives, deux tels prolon
gements de F étant équivalents (ce qui s'exprime par le fait que (9ljr, H) 
est une structure colibre pour un certain foncteur). 

(*) Voir dans [4] la bibliographie correspondante. 
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Rappelons qu'il existe aussi des solutions ,,maximales à une équi
valence près" du problème de la J- complet ion de H et des solutions 
m̂aximales à un isomorphisme près" du problème plus précis [4] de la 
complétion de (H,v): 

Une application ./-limite project!ve partielle v étant donnée sur H, 
plonger E dans une catégorie H à Ĵ-limites projectives, de sorte que 
v s'étende en une application ./-limite projective v sur È. 

Dans ce cas, le mot maximal" signifie que, si /J, est une application 
J-limite projective sur une catégorie K et si p est un fondeur de H vers 
K appliquant v dans alors p s'étend d'une manière unique en un fonc-
teur F de H vers K appliquant v dans JLI. Toutefois, Hip est un bon foncteur, 
F n'est pas un bon foncteur, et par suite ne constitue pas une solution 
du problème du prolongement de p que nous considérons dans le présent 
travail. 

Tous les résultats sont énoncés dans le cas de limites projectives. 
Par dualité, on en déduirait des théorèmes de prolongement optimal 
d'un bon foncteur en un bon foncteur à «/-limites induetives. 

O. CONVENTIONS 

Les notations et terminologie sont celles de [1]. Une catégorie (C, Y) 
est désignée par C*, où • est le symbole de la loi de composition x\ la 
classe de ses unités est C'0, ses applications source et but a et /i, le groupoïde 
de ses éléments inversibles C* et sa duale 0*. Si A et B sont deux parties 
de 0, on pose 

A B == *(((?"* C) pi A 
où 0**0* est la classe des couples composables (source de «); la classe 
des morphismes de 0* de source e, de but e', est notée e'-C-e. On associe 
à G' la catégorie double {MC\ s C) de ses quatuors (chap. I [1]). 

Un foncteur F de C vers une catégorie C* est représenté par le triplet 
( C ' , F , C), où F est la surjection de C sur F(G) c C définissant F. Le 
symbole Fy dénote la restriction de F à C'Y; pour que Fy soit bien fidèle 
(chap. II [1]), il faut et il suffit que les conditions ge 0* et F(g)eCô en
traînent geC;. Le foncteur (Ô*, F, C*) dual de F est dénoté P*. 

Soient C et C' deux catégories. Une transformation naturelle entre 
foncteurs de 0\ vers C' est considérée comme un foncteur W de C vers 
la catégorie bC*; si ¥ est une transformation naturelle de 0 vers 
le triplet définissant W (chap. I [1]) sera noté, sauf indication contraire, 
(<£', tv, 0) et l'on pose am W = 0 et £ra W = on a donc 

W(k) == (#'(&), ry(e'), ry(e), <£(&)) si JceC, a (Je) = /?(&) = e'. 
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8 Prolongements universels d'un foncteur 

(Classiquement [6] c'est le triplet (&', T>, 0) qui est appelé une trans
formation naturelle.) Un foncteur de 0* vers & constant sur eec'0 sera 
noté ë, sans préciser sa source ni son but (qui résulteront du contexte). 
La catégorie longitudinale des transformations naturelles entre foncteurs 

1 de 0* vers g' est appelée 91(0", c')m; la classe de ses unités est identifiée 
à la classe des foncteurs de 0* vers Ô*. Eappelons (chap. I [1]) que, si W 
et W sont deux transformations naturelles telles que ara(W) = fim(Ï7), 
on a W m W = W", où 

Tr(e) = Tv(e)7v(e) pour tout eeO*.. 
La catégorie duale 0* opère sur la sousclasse de 91(0*, 0*) formée des 
transformations naturelles ayant pour source un foncteur constant, pour 
la loi de composition 

(G, W) > WG = LF :JS si, et seulement si, AM(W) = P(G), 
où GB est le foncteur de 0' vers s g' constant sur le quatuor unité 

9G = [p(G),G,ff, A(G)); 
en d'autres termes, on a ripG(E) = RW(E)G pour eec'0. Si Q est un foncteur 
de JT vers 0*, on note 91(g) le foncteur de 91(0', 0*)° vers 91(0*, K')m 
associant à W la transformation naturelle WQ. Si est un foncteur de 0* 
vers K' et si 91(0*, 0*), on désigne par pLF la transformation naturelle 
BpW, telle que r̂ / = £r̂ . 

Supposons que Ô* soit la catégorie pleine d'applications Jt associée 
à un univers jt̂  tel que Oe jt̂ . Si et W sont deux éléments de 91 (Jt, 0*) 
tels que rr(e) soit une restriction de iy(e) pour tout eeOJ et am !F'(/) et 
PM W'tf) des restrictions de ara !F(/) et de PM W(F) pour tout /eO, on dira 
que W est une SOUSTRANSFORMATION NATURELLE DE W. Nous désignerons par ÔC. 

2 (ou simplement Ô) le foncteur canonique de 0* vers 9l(#, 0*)m défini 
comme suit : Si E eOô, le foncteur ÔC. (E) associe kleec l'application ÔC. > 

F+FK de EC'P{K) dans eOa(fc); 
la transformation naturelle ÔC.{H), où &eO, est définie par le triplet 
(Ôa.(p(H)), TH, ÔA.(A(H))}, où RH(E') est, pour E'ECL, l'application 

F+HF de A(H)'CE' dans P(H)CE'. 

On sait que d<>(0) est une souscatégorie pleine de №(JT, C*)M et que 
ÔC. est compatible avec les limites projectives. 

Soit Q un foncteur fidèle de L' vers 0* et (?£,. le foncteur canonique 
de L' vers la catégorie YT(JT, L*)M, où ̂ 0 est un univers auquel appartient 
L. Pour tout SELL, il existe une équivalence naturelle R(S) du foncteur 
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ôL.(s) vers un sous-foncteur de ôc.(q(s))noté ôq(s), telle que rr(s)(s') 
soit la bijection 

f~>a(f) de sLs' sur q(s-L-s') 
pour tout S'CLQ. On en déduit un foncteur ôq de P* vers ^ ( ^ P * ) * 
équivalent à d̂., l'équivalence naturelle étant définie par le triplet 
(ÔQ,R,ÔL.); la transformation naturelle ÔQ(H) est, pour tout /tei, une 
sous-transformation naturelle de ôa.(q(h))-q. Soit H' une sous-catégorie 
pleine de P*. Nous désignerons par ôqjH le foncteur 91 (X*, T, H*)-Ôq de P' 
vers SJ{(JT, 7i*)m: Pour tout <REPJ, le foncteur ôqH(a) de P* vers ,// associe 
à HEH l'application 

f->f-q(h) de q(o"L-fi{h)) dans (̂CR-P-TE(fe)) ; 
si geLo et /?(<7) = a', la transformation naturelle àq>Ii(g) est définie 
par le triplet (àqjI(a')J r0, ôQtII{a)), où ru(s) est, pour seE'0, l'application 

f-̂ q{<j)-f de q(a-L-s) dans q(a'-L-s). 
Rappelons la définition suivante: Soient JT et eJf deux catégories 

pleines d'applications [1] telles que JT CI JT. Supposons que U 
= (.#, P, X) soit un foncteur fidèle, que #e X\} et Jf c P(#). Si he X\ 
nous désignons par h la surjection définissant l'application UÇh). On 
appelle V-sous-structure de S engendrée par M [4] une P-sous-structure 
(déf. 7-iii [1]) s de S telle que M c U(s) et que l'on ait V(s) c P(tf') 
si $' est une P-sous-structure de 8 et si M a U(S'). Soient X une classe 
de P-monomorphismes (déf. 5-iii [1]) et X une sous-catégorie pleine 
de jT appliquée par U dans Si se X\ et s'il existe un jeS-X-s tel que 
i¥ c j(P(s)) et J=J'-J! lorsque J'ES-X-X0 et 3f c j'( P(a(j'))), 
on dit que 5 est une (X, Xsous-structure [2] de $ engendrée par M. Le 
foncteur P est {Â -JT^, X, Jf)-engendrant [4] si, pour tout SeX\ et 
tout Jf c= P(#) vérifiant 3IEJ/0J il existe une (X, JT)-sous-structure 
de $ engendrée par M , en notant la saturante de ~# dans JT, c'est-à-dire 
(déf. 16-1 [1]) JT = ^ • JTY. Le foncteur P est \~-engendrant pour 
JT s'il est (JT • X, X)-engendrant lorsque X est la classe Pr des 

-i 
P-monomorphismes et X — U (M). Si P est un foncteur d'homomor-
phismes saturé (déf. 19-11 [1]), P est [""-engendrant pour JT si, et seulement 
si, pour tout S T X 0 et tout M c P(#) vérifiant MEJT0, il existe une 
P-sous-structure s de S engendrée par M et pour laquelle U(s)EJT0. 
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10 Prolongements universels d'un foncteur 

1. FONCTEURS K ÉTALANTS E T K ' -RÉSOLVANTS A DROITE 

Nous désigons par Jf09 JS0 et Jf0 trois univers (2) tels que 
J/0 € J/0 e J/0 , Jt0 C: Jt 0 cz Ji'0. 

Soient Ji', Ji', J4 et j^,^,^ les catégories pleines des applications 
et les catégories des foncteurs associées respectivement à J40J à J40 et 
à J40. Les foncteurs canoniques de & vers „#, de & vers de & vers 
sont notés p&, et Pjr. Nous supposons toujours K' E.̂ Q. Par exemple, 
on pourra prendre K' = Jt et K' = J4l = classe des injections canoni
ques (JI, I, M') d'une sous-classe JI' de JI dans JI. 

Soit VK.^ la catégorie des triangles de foncteurs au-dessus de K', 
dont les éléments sont les triplets {qf, F, q), où 

q'ÇK*-^, Fe-jF et q = q''F9 
la loi de composition étant 
(q', F', q'I)'(q, F, q) = (q", I-I\ g) si, et seulement si, q = ̂ . 

Nous identifions Iv* • à la classe des unités de l7̂ .̂ . Soit Jf(K') (ou 
plus brièvement Jf) la sous-catégorie pleine de V ayant pour unités 
les foncteurs fidèles qe^ et soit Jiï(K') = la sous-catégorie pleine 
de 2tf dont les unités sont les foncteurs fidèles q = (K', q, C) tels que 
qy = (K',qi,C'y) soit bien fidèle (déf. 3-II [1]). 

Proposition 1. Soit q = {K', g, (7')€̂ 0 un foncteur fidèle; alors 
q admet pour , jf)-projection le foncteur q = (K', q, L*), où L' est la 
catégorie quotient de & par le sous-groupoïde J' de C' formé des jeO* tels 
que q(j)eKl) de plus L' est isomorphe à une sous-catégorie pleine de C' dont 
C' est un élargissement. 

Preuve. J' est évidemment un sous-groupoïde de C' ; comme q est fi
dèle, il existe au plus un élément de J de source et but donnés. A fortiori, 
J' vérifie la condition (0*) de la proposition 45-111 [1]. D'après cette pro
position, il existe une catégorie L' quotient de & par J', et cette catégorie 
est la catégorie quotient strict de G' par la relation d'équivalence r: 

h ~ ¥ si, et seulement si, il existe jeJ et j'ej tels que h'-j = j'-h. 
Puisque q est fidèle, la relation r peut aussi s'exprimer comme suit: Soit 
r0 la relation d'équivalence induite par r sur G ' 0 ; on a 

e <̂ e'modr0 si, et seulement si, il existe jee'-J-e; 

(2) Voir Note p. 66. 
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alors 
h ~h'moàr si, et seulement si, 

a(h) ̂ a(/i')modf0, ft (h) ~ fi (h') modr0 et q(h) = q(h'). 
Soit r le P̂ -épimorphisme canonique de G* sur L\ Le foncteur q étant 
compatible avec r, il existe un unique foncteur q de L' vers K' tel que 
g-r = g; ce foncteur est défini par la surjection: hmoàr —> q{h). Comme 
q est fidèle, on a 

m = (q, r, g)c JT. 
Montrons que q7 est bien fidèle. En effet, soit gçL; si g eg et si g'eg~~\ 1 
les relations a(#) ̂ /S(#')modr0 et fi (g) ~ a(g')moàr0 assurent l'existence 
d'un jta(g)-J-fi(g') et d'un j'ea(g')-J• fi(g). Les égalités 

iw'U) = ¿(0) = fftô) et ff(j-flf') = </(</') = q(g)'1 
entraînent que j'-g est l'inverse de j-g'; ainsi g (et tout élément équi
valent modulo r) est inversible. Si de plus q(g) — eeK'0, on a q(g) — c 
et f/eJ; par construction, g = f(g)€L'0. Donc g., est bien fidèle et </e Jf 0. — 
Soit v0 une section de la surjection canonique f0 de c'0 sur Ll\ si <7<?I/, il 
existe un et un seul 

<J*v0((3(g))'G<v0(a(g)) tel que ¿(0) - r/(ry). 
La surjection g-> g définit un foncteur v section de r et v(L)' est une 
sous-catégorie pleine de & isomorphe à L\ Si creCJ, on a a ̂v-f(o), de 
sorte que or appartient à la saturante de v(L)' dans &. En d'autres termes, 
& est un élargissement de v(L)' (déf. 10-V [1]). 
— Supposons w' = (g', F, g)eJf0-./f, où a (g') — 31'. Si jeJ, on a 

jf =F(j)€M; et g'(j') - q(j)*K;. 
qy étant bien fidèle, il s'ensuit F(j)eM'Q. Ceci prouve que F est com
patible avec r. Par conséquent il existe un et un seul foncteur F' tel que 
F' ? = F. Evidemment (#', P', g) est l'unique élément m" de Jf7 vérifiant 
m"-m = m'; autrement dit, m est un (Jf, ̂ -projecteur. • 

COROLLAIRE 1. Avec les notations de la proposition 1, q est aussi une 
(•(̂ ; Ĵ , JT0), • ̂-projection de q (chap. I [1]). 

Preuve. On a, avec les notations de la démonstration précédente 
m = (q, K\ r, q)€\Ĵ r et qeJfQ. 

Supposons 
m' = (g', 6?', (7, g)eD<r et g' = (M'% q', M')c&. 
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Si jej, on a 
f = JfJ et gr'(j') = q'-G(j) = Q'-q(j)c M'0\ 

Fig. 1 
Il en résulte j'e M'0, ear g.', est bien fidèle. Ainsi G est compatible avec 
r et il existe un et un seul G" tel que 6r = G"-f. Les égalités 

G'-g-r = G'-q = = q'-G"-r 
entraînent G'-q = q'-G", puisque r est un épimorphisme, d'où 

m" = (q'j G', G", q)e . 
m" étant Punique élément tel que in," - m — m, le quatuor vu est un 
(•(Ĵ ;JF, Jf0), 2 ̂-projecteur. • 

COROLLAIRE 2. P̂ .Ĵ  une catégorie à X-projections et à X-pro
jections. 

Preuve. Soit Q = (K%Q, iPJeJ^. Soit (7* la catégorie quotient 
strict de H' par la relation d'équivalence élémentaire [4] Q: 
h ~k' si, et seulement si, a (h) = a {h'), fi (h) =p(h') et =Q(h'). 
G" s'identifie à la classe des triplets (s',f,s) tels que seHl, «'eJETJ et 
feQ{s'-H-s). La surjection (sf,f,s) ->/ définit un foncteur g de (?* vers 
IT, qui est fidèle. Le triplet (q, ~Q, Q), où ~Q est le P̂ -épimorphisme de S' 
sur 0% est un (Jf, P̂ .̂ )-projecteur. Puisque g admet une (X, ̂ -pro
jection g construite dans la proposition 1, d'après le théorème de transi-
tivité des projections (th. 7-III [1]) q est aussi une (̂ , P̂ .̂ -projection 
de Q. m 
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DÉFINITION. On appelle joncteur bien surjectif à gauche un foncteur 
-i 

F = (2T*, P, C) tel que, pour tout heH et toute unité se F(p(h)), il 
-i 

existe ke8'F(h). 
Si F est bien surjectif à gauche, F(C) définit une sous-catégorie 

de H' qui est une catégorie quotient strict de 0", d'après la proposition 
14-111 [1]. La classe des foncteurs bien surjectif s à gauche définit une 
sous-catégorie de la catégorie des foncteurs. 

Soit q = (K', q, C) un foncteur et K'' une sous-catégorie de K*. 
Nous notons (K', q)r la sous-catégorie de C formée des (K', -injec
tions (déf. 2-III [1]). 

DÉFINITION. On dit que q est K'-étalant si q(C'0) c K' et si la res
triction (K'm, qi, (K', q)r) de q est un foncteur bien surjectif à gauche. 
On dit que q est K'-résolvant à droite si q(C'0) <=z K' et si, pour tout couple l 
(h,h'), où he€ et h' ep(h) • C-a (h), et tout noyau j de (q(h), q(h')) tel 
que jeK.', il existe une (7P, g)-injection j vérifiant q(f) = j et h-) = h'-j. 

Ces relations signifient que j est un (Kf, -noyau de (h, h') appli
qué par q sur j (déf. 6-III [1]); a fortiori j est un noyau de (h, h') dans C* 
(prop. 1 [4]). Si de plus qy est bien fidèle, deux (K', q)-injections de 
même but et telles que q(k') = q(k) sont égales (th. 1*-III [1]), de sorte 
que q est 7P-étalant si, et seulement si, le foncteur dual de (K\ qi, 2 
(K', q)r) est un foncteur d'hypermorphismes et q((K',q){ )=q(C'd)-K\ 

PROPOSITION 2. Si q = (K*, q, C") est un foncteur fidèle K'-étalant, 
q est K'-résolvant à droite. 

Preuve. Soient heC et h' efi(h)-C • a {h); si j est noyau de (q(h), q(h'j) 
dans K* et si je it', il existe une (JP, injection jea(h)-R telle que 
q(j) = j, car q est JP-étalant. On a h-y = h'-j, étant donné que q est 
fidèle et que 

q(h-J) =q(h)-j =q(h').j = q(h'-j). 
Donc q est K'-résolvant à droite. • 

PROPOSITION 3. Soient p = (K%p, H') un fondeur fidèle, F ---- (JEP, 
F, C*) un foncteur bien surjectif à gauche et q = p-F. Le foncteur F trans
forme une q-injection en une p-mjection. 

Preuve. Soit h une injection et posons k = F (h). Si h €¡3(1')-H 
est tel que p(h) = p(k)-f, il existe kef}(h)-C appliqué par F sur h, et les 
égalités 

a(%)^p(h)=q(h)-f 
assurent l'existence d'un et d'un seul h'eC tel que 

q(%') =/ et h-h' = %. 
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Il s'ensuit que F (h') est l'unique élément h' de H satisfaisant les relations 
p(h') = / et kh' = h. 

Donc F[(K', q)r) c (iT,̂ )r. • 
COROLLAIRE 1. $¿ g) №t nn , ̂ projecteur et h une qin

jection, f(îc) est une qinjection. 
En effet, ceci résulte de la proposition 3, car, d'après la démonstration 

de la proposition 1, r est un P̂ épimorphisme bien surjectif à gauche. • 
COROLLAIRE 2. Soient p — (K',p, H') un foncteur fidèle, F un foncteur 

bien surjectif à gauche et q = pF. Si q est K'résolvant à droite, F trans
forme un (Kr, q)noyau en un (K', p)noyau. 

En effet, si (h, h') admet j pour (K', g)noyau, F(j) est une (Kf, ̂ in
jection en vertu de la proposition 3, donc un noyau de (F(h'), F (h)) 
dans H', et un (K', ̂)noyau. • 

Soit <ffe' (resp. M"n) la souscatégorie de formée des triplets 
(q', F, q)e 5f vérifiant les conditions: 

1° q et q' sont Ji"'étalants (resp. if'résolvants à droite); 
2° F{(K', q)r) Œ (K', q')r (resp. F applique un (K', g)noyau 

sur un (K\ g')noyau). 
La surjection (q'', F, q) > P&(F) définit un foncteur fidèle Z de 

Vj£. & vers J/. Pour e — e ou n, soit 7/ la restriction de Z à On dé
finit de même les catégories et les foncteurs Z et 7/ associés à l'uni
vers Ji§ (sans changer la catégorie donnée IC . Soit Xf la classe des 
ÏTmonomorphismes de la forme (q', F, q), où F est un foncteur injectif 
et F[a(qj) une souscatégorie pleine de a{q'). 

THÉORÈME 1. Z£ est un foncteur [~engendrant pour M et (J/J/{), 
X% yfe)engendrant [4], pour e = e ou n. 

Preuve. Soit P = (K', P, H')e et soit M une partie de 7/ appar
tenant à la saturante J/ de Ji dans Jt. Alors M engendre une Zsous
structure [4] de P, à savoir la restriction p de P à la souscatégorie H* 
de H' engendrée par M, Comme HeJi^ (th. 15 [3]) et que Z est un 
foncteur d'homomorphismes saturé, il existe une (Zr, )sousstructure 
de P engendrée par M, isomorphe à p, i.e. Z est r~engendrant pour Ji. 

Io) Supposons aussi PeJf¡. Pour tout SCHQ, soit És la classe 
S'{K',P)r; la surjection j ^P(j) définit une bijection de Bs sur P(s)K', 
car Py est bien fidèle. Comme P(s)K' a KeJ40, il s'ensuit 

BseJtQ et B = a(Hl(K',P)r) = (J a{B8)eJ0, 
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car Jé̂  est un univers. Soit 77" la sous-catégorie pleine de 7P ayant B 
pour classe de ses unités. P étant fidèle, s' • Êse Jt0, pour tout couple 
(s', s) d'unités de IP; en utilisant le fait que BeJf,̂  et que ,//f0 est un 
univers, on obtient 

H' = U (s'Ès\s'eB, SeB)eJ0. 
Montrons que la restriction p' de P à H" appartient à 3tf%\ il en résultera 
que p' est la (Xe', «̂ -̂sous-structure de P engendrée par 31, et a fortiori 
que 7/ est («// • Jt̂ , Xe, Jf')-engendrant, 7/ étant un foncteur d'homo-
morphismes saturé. Or p' est fidèle et p'v est bien fidèle. Soit s'eB et 
JeeP(s')- K'. Par construction il existe une (7P, P)-injection Je'eH-s' de 
but sell'0. Le foncteur P étant JfP-étalant, il existe une ( JP, P)-injection 
Je" es - H telle que 

P{îe") = Je'-JeeK', où Je' = P(îe'). 
D'après le théorème l-III [1], il existe aussi une (TP, P)-injection h es' • 77 
vérifiant P(le) = Je et P-ft = A:". Donc est TP-étalant, i.e. on a p'e jfj. 

2°) Soit A (IP) la classe des sous-catégories G' de IF contenant II 
et telles que (P, (7P, /., G'), Pa)e Xe, où PG est la restriction de P à. 6'\ 
Désignons par II"* la sous-catégorie intersection de A (IF), par la 
restriction de P à IP". Il est clair que II"' e A ( II ' ) ; comme H'' e A ( P * ), 
on a P" c 7/', d'où II"eJ/Q. Ainsi est la Ze-sous-structure de P 
engendrée par M, et 7/ est f-engendrant pour Jï. Nous allons construire 
II" par récurrence: Posons 77 x = 77 et, si 77a été défini pour tout entier 
i < n, notons H'n la sous-catégorie de 77* engendrée par la classe des 
(K', P)-sous-morphismes des éléments de H^^. On a Hn_1 a Hn, puis
que P(PJ) c K'. Soit Û = U ip et montrons que (? = P". En effet, 

n ç N 
û° est une sous-catégorie de 77'* contenant H, et l'on a (?; <= B et (? c G 
pour tout G'eA(H'), c'est-à-dire ê a H". Si &ePg, où seH'Q, alors & est 
un (TP, P)-sous-morphisme de s de sorte que îceô et a(îe)eê, d'où B Œ ê'0, 
Au total B = & 1 , c'est-à-dire = (772)J. Si s'€#; et Je'eP(s')-K', il 
existe une (7P, P)-injection h'es'-Ê telle que P(&') = A;'. Etant donné 
que Je' est un (7P, P)-sous-morphisme de s' ell2, on a le'eĤ  a ô. Suppo
sons de plus fes'-â et P(f) = Je'-f-, il existe un entier n tel que felln̂ 1 
et il existe un et un seul/'e77 vérifiant 

P(/')=/' et *'•/'=/, 
car est une (TP, P)-injection. Or /' est un (7P, P)-sous-morphisme 
de feHn_x; il s'ensuit f'elln A U . Ainsi le' est une (7P, PQ)-injection, 
et Pgr est 7P-étalant. On en conclut û*eA(H'), d'où <? = H". 
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3°) Supposons P = (K'j P, H')e ĵ Q et soit H' la sous-catégorie 
de 2P engendrée par M e JtQ. Nous savons que H e ̂ 0 et que 

Oi = (J (̂''-ff-̂l S'€H'0)€J?0, 
car P est fidèle et ̂ 0 est un univers. Or Cx est la sous-catégorie pleine 
de IP engendrée par Jf. Supposons définie une suite croissante (Ci)i<n 
de sous-catégories pleines de H' telles que 0/ e ,///0 et prenons pour Ci 
la sous-catégorie pleine de fP ayant pour unités les sources des (K'9 P)-
noyaux j des couples (/,/'), où 

M . - i , hP(f)'Cn-i°a(f). 
Evidemment <= Cw, puisque P(H'0) c X'. La surjection (/',/, P(])) 
> a(j) applique une partie de Cn_1xCn_lxK'e JtQ sur (Crt)J; par suite 
(C,JJ€ .#0 et. pour la même raison que plus haut, Cne Jf0. Ainsi nous 
construisons par récurrence une suite (C;T)WE.Y de sous-catégories pleines 
de IP, pour lesquelles 0fte J0. Soit 6 = U CneM^ notons ̂  la restric-
tion de P à la sous-catégorie pleine C* de H\ Un (11', P)-noyau étant une 
{K'j P)-injection et un composé de (II', P)-injections appartenant 
à [K'j P)r, toute unité de C' est source d'une (K'', P)-injection dont le 
but appartient à II. Si feC et si /'€/?(/)• 0• «(/), il existe un entier w tel 
que/eCJt et f eCn. Pour tout noyau j de (P(f). P(f)) tel que j eif', il existe 
un (II', P)-noyau y de (/, /') tel queP(J) = j, car P est /£'-résolvant à droite ; 
comme ?eCn :1 c C, c'est aussi un (If, ̂ )-noyau de (/,/'). Donc ̂  est 
iT-résolvant à droite et l'on a (P, (iP, i, C')fp)eXn. Il en résulte, Zn 
étant un foncteur d'homomorphismes saturé, que 31 engendre une 
(Xn, Jtn ) - sous - structure de P isomorphe à p. 

4°) Avec les mêmes hypothèses, montrons que M engendre aussi 
une Zn-sous-structure p' = (Pi*, Pe, 0'*) de P vérifiant C'e .#0. En 
effet, soit J.'(fP) la classe des sous-catégories G' de IL' contenant H et 
telles que (P, (IP, C), P#)e L'intersection 0'* de .A'(IP) appartient 
à A'(H') et la relation C' c Oe JtQ entraîne que Zn est f-engendrant 
pour Jt, la (Znr, 2/e°n)-sous-structure de P engendrée par Jf étant iso
morphe à la restriction PÔ- de P. Nous allons construire par récurrence 
C' par un procédé analogue à celui utilisé pour obtenir la complétion 
iZ-projeetive relative d'une sous-classe d'une catégorie munie d'une 
application «/-limite projective naturalisée [4]. Posons C[ = H et suppo
sons définie une suite croissante (C'i')i<n de sous-catégories de H'; défi
nissons C'n comme la sous-catégorie de H' engendrée par la classe Yn U Y'n, 
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1. Foncteurs JT'-étalants et IT'-résorvants à droite 17 

où Yn est la classe des (7P, P)-noyaux des couples (/,/')eCiXOi_i 
et où Y'n est la classe des geH tels qu'il existe jeYn vérifiant yg*G'n_x. 
Ecrivons G" = (J G'ny on a G" cz G pour tout GeA'(IP), d'où G" c G'. 

neN 
Soient JeG" et /' €j3(f) • G" • a(/); il existe un entier n tel que feC'n et /' eP̂ , 
et tout (7P, P)-noyau de (/,/') appartient à (7-lfl. Soit je7P un noyau 
de (P(/), P{f'))'j il existe un (TP, P)-noyau ?e<X+1 de (/,/') appliqué 
par P sur j. Si ̂ cO" et si /• g — /''• il existe un entier ^ w tel que 
g e C'n/ ; alors l'élément #'eI7 tel que ;/•$' = g appartient à Y?V+i c C?"; 
ceci montre que ? est un (7P, P#»)-noyau de (/,/') et que P#» est un 
foncteur 7P-résolvant à droite. Donc G'" eA'(H*) et (3" c G'. Au total 
(J" - G' et la restriction de P à (5" est la Zw-sous-strueture de P en
gendrée par M. m 

DÉFINITION. Soit P = (IC, P, H') e Q et i¥ c 77. Avec les no
tations de la démonstration du théorème 1, on appelle H" la sous-caté
gorie pleine (resp. P"' la sous-catégorie) stable par (K', P)-injections en
gendrée par M ou (P', P)G-stable engendrée par M. On appelle G' la sous-
catégorie pleine (resp. (3" la sous-catégorie) stable par (K'', P)-noyaux 
engendrée par M, ou (7P, P)n-stable engendrée par M. 

Remarque. Le fait que P est fidèle et P, bien fidèle n'a été utilisé 
dans la démonstration précédente (pie pour démontrer que IP e „#0 et 
r e . //„; dans tous les cas la méthode indiquée permet de construire les 
sous-catégories (resp. sous-catégories pleines) (7P, P)e-stables engendrées 
par une sous-classe de 77. 

PROPOSITION 4. Soit P = (IC, P, IP)e .^J. tfoiew-t (77,7*) (77, TT) 
e?6.9 foncteurs {I}-produit naturalisé (déf. 1-IY [1]) s?<r 71' et K' tels que 
P applique k sur 7t. Si K' est stable pour II (c'est-à-dire H(KrI) c 7P) 
et si H' est une sous-catégorie pleine de H' stable pour II, la sous-catégorie 
IIe' pleine (K', P)'-stable engendrée par II est stable pour II si e = e (resp. 
si s — n et si I est fini). 

Preuve. Nous reprenons les notations de la démonstration du thé
orème 1 ; donc 7P = 77' et 77" = G. — Soit s-e77̂  pour tout iel. Il existe 
des (IP, P)-injections j*ell-s-, où sL = fi(ji)eH. On a 

S = 77 (8t)itI*H et n(P(jij)UIeK'. 
D'après la proposition 15-IV [1], j = n(ji)hI est une (P', P)-injection 
de but $e77. Par construction de P' (th. 1), on obtient S' = a(j)eHf. 
Puisque S' = H(s'i)ui et que P'* est une sous-catégorie pleine de IP, 
cette sous-catégorie est stable pour 17. — Soit e = n et supposons montré 
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que C'm (th. 1) est stable pour 77 pour tout m < n; soient s'î des unités 
de Cn', il existe un couple (fi, fi)eCn_lxCn_1 admettant un (iT,P)-noyau 
ji de source s'/ pour tout iel. La sous-catégorie 0,'_i étant stable pour 
77, on trouve 

/ =N(fi)UI€Cn_1 et /' =N(fl)hIeCn_x. 
Le couple (P(/),P(/')) admet pour noyau le produit 77(P(j,),e/)eK', de 
sorte que la (K', P)-injection j' = 77(j-)/e7 est un (Z', P)-noyau de (/,/')• 
Par suite j'cO» et a(j') = N(si,)ieIeCn. Ainsi la sous-catégorie pleine 
On de 77* est stable pour 77 et, par récurrence, ceci est vrai pour tout 
entier n. Si l̂ eC pour tout iel et si I est finie, il existe un entier n tel 
que KICCN pour tout iel, et par conséquent on a TT(KI)!eIeCn a C. Ainsi 
0 * est stable pour 77 et la restriction p de P à C' est un foncteur rr-eom-
patible. • 

2. CONSTRUCTION D'UN P R O L O N G E M E N T K ÉTALANT 
D'UN FONCTEUR 

Soient q un foncteur fidèle de L* vers IC et 77* une sous-catégorie 
pleine de L\ 

DÉFINITION. On dira que L' est q-engendré par 77 si, étant donné 
aeLl, cr'eX; et g eq{o')>K-q(a), 

on a geq(ar-L-G) lorsque g-q(a'L'S) c q̂ '-L-s) pour tout seTI». 
Si gy est bien fidèle, cette définition entraîne que, si a eL'0, a' e L'0 

et si q(o'-L's) = q(G-L-s) pour tout seII'Q, on a cr = o-'. En effet, il existe 
alors jea'-L-G et f eo-L-o' vérifiant g(j) = g(j') = (/(c); il s'ensuit 
j' =j~leL:n d'où jcZrJ. 

Désignons encore par ôQ)H le foncteur canonique (voir § 0) de 1/ 
vers 9t(^, 77*)ra associé à g et à 17. On voit que L* est g-engendré par 77 
si, et seulement si, l'on a WeôQtH(L) lorsque 

aeL'0, «r'eJyJ, GCQ{<r')-K-q(a) 
et que !P est une transformation naturelle de ôQjj{a) vers ôqji(o') qui 
est une sous-transformation naturelle de ôK.(g)-q* (notations §0); dans 
ce cas et si qY est bien fidèle, la restriction de ôQ)H à L'0 est injective. D'une 
manière intuitive, L' est g-engendré par 77 si ôQ}H(L) définit une sous-
catégorie ̂ relativement pleine" de 91 (Jt, JET*)03. 

PROPOSITION 5. Supposons que L' soit q-engendré par E et soit 
p = (K% g i, 2T). Si 0 est un foncteur de V vers H* admettant s pour limite 
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2. Construction d'un prolongement 2Pétalant d'un foncteur 19 

projective dans p [4], alors Ф = (Pe, ф, P) admet s pour limite projective. 1 
Pw particulier, si p est compatible avec les Гlimites projectivê , {L',i, II') 
Vest aussi. 

Preuve. Soit (Ф,т,5) le triplet définissant la limite projective 
naturalisée 0, où s est le foncteur constant sur s et où r(i) est, pour tout 
iell, la projection canonique de s vers Ф(г); soit (<p, r, ë) le triplet défi
nissant la transformation naturelle 0 = pS; par hypothèse 0 est une 
limite projective naturalisée. Le triplet (Ф,т, s) définit la transformation 
naturelle Q — (~P', #,P). Soit ¥y une transformation naturelle définie 
par un triplet (ф, ?, a'), où <j' est le foncteur constant sur a' ePJ. Puisque 
0 est une limite i>rojective naturalisée et xp = qW une transformation 
naturelle vers </ = рФ, il existe un et un seul # = linv̂ eit vérifiant 
Og — y, c'estàdire r(i) • g = q(rf (i)) pour tout г с.7J ; montrons que 
geq(sL'G'). Y A I effet, si sePJ et si fea'Ls, le triplet (ф,т", ,v), où 
r"(/) ̂  P(/')•/, définit une transformation naturelle *P\ Comme О est 
une limite projective naturalisée, il existe 

g(f) = limçjWesII,s tel que r(i)g(f) = т"(/) 

pour tout /с/',; de plus les relations 

т(л) p(.</(/))  P(*(0(l(f)) == ?>(*"(*)) = (*')•/) 
où / =̂  </(/), entraînent /)(</(/)) — </•/, car 0 est une limite projective 
naturalisée. 11 s'ensuit gfeq($II•§), d'où gq(a'Ls) czq(sL'ê). Par 
conséquent, il existe un gesLo' vérifiant q(g) — {7. Le foncteur # étant 
fidèle, </ est l'unique élément de P tel que 0g ~ 4'. Donc g — lim@lP 
et S est une limite projective naturalisée définissant s comme limite 
projective de ф. La proposition en résulte. • 

Soit p = (K',p,II') un foncteur fidèle tel que p., soit bien, fidèle 
et que р(Щ) с IP, où /Р* est une sou scatégorie donnée de K'. Nous 
désignons par 9f(K', p) la classe des couples (Q, F) vérifiant les conditions: 

1° Q = (je, Q, &) est un foncteur fidèle et QY est bien fidèle; 
2° F est un foncteur bien surjectif à gauche d'une souscatégorie 

pleine G' de G' vers П' et pF est une restriction de Q; 
3° On a G; С a(G'0(K',Q)r) et, a fortiori, Q{GCQ) с К'. 
La condition 3 signifie que G* est la sou scatégorie pleine stable par 

(/P, Q)injections engendrée par G, si Q est if'étalant. 
THÉORÈME 2. 77 f.w*te un couple [q, (H*, 1 , 1Г)) €*&(K*, p) vérifiant 

les conditions: 
1° g  (K',q,L') est K'étalant et (K',p)rcz (K',q)r. 
2° L* est qengendré par H. 
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3° Si (Q, F)etf(K', p), il existe un unique fondeur F' prolongeant 
F tel que 

q-F'=Q et F'((K', Q)r)cz (K>, q)r. 

Fig. 2 

Preuve. Soit L'0 la classe des couples (s, k), où SEHQ et kep(s)-K'. 
Nous désignons par Eg(s,k) la classe des couples (/, <v) tels que seH'Q, 
f ea{k)'K-p{s) et qu'il existe lies-H-s vérifiant p(h) = k-f; l'élément 
h est alors déterminé d'une manière unique, puisque p est fidèle. Soit 
L la classe des triplets 

g = ((s', k'),g, (s, k)), 
où 

1° (s,k)eL'0, (s',k')eL'Q, g€a(k')-K-a(k); 
2° Si (/, ê)€FS(8, k), on a (g-f, s)eÊ s', k'). 

Si geL et si g' = ({s", k"), g', (s', k'))eL, pour tout (f, §)e.E;(s, k) on a 
(g-f, s)eE%(s', k'), d'où {g'-g-f, ê)eE-s(sff, kn); 

il s'ensuit g'-geL, en posant 
g'-g = ((s", k"),g'>g,(s,k)). 

Muni de la loi de composition (g', g) -> g' -g ainsi définie, L' est une caté
gorie, dont nous identifions la classe des unités à L'0. Puisque p(H'0) c K', 
on a [s,p(s))eL pour tout seH'o, et H' s'identifie à la sous-catégorie 
pleine de L' ayant pour unités les couples (s,p{s)), où seH'0. La surjec-
tion g g définit un foncteur fidèle q de L' vers K" : on a q(s, k) = a(k). 
- Soit 

(8,k)eL'0 et k'eq(s, k)-K'; 
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si (/, s)eEi(sy k-k') et si lies-II- s et p(h) = k-k •/, on a (k /, s)e (s, £), 
de sorte que 

appartient à X. Montrons que k' est une (IP, #)-injection. En effet, soit 
Ô = ((*, </, (*!, Â ))eX, où # = #(#) = k'-g'. 

Pour tout (fi, s)eE% À'i), la relation (#-/i, s)eÊ (s, k) assure l'existence 
d'un h'eS'E'ê tel que 

j;(/0 = k-g-f, = k-k'-g'-fn 
(</'fii s)€-Ez(Si k'k')- On en déduit que ((s, &•&'),</', (sn Â)) est 

l'unique élément ¿7' de X tel que #(#') — g' et A"'-#' = </. Ainsi A:' est une 
(7i', (z)-injeetion. En particulier, toute unité (s, k) de E est une (K', ̂ -sous-
structure de ,s*. 
— Soit q~(K',q,E). la (Jf ,-Jf )-projection de q construite dans la 
proposition 1. Nous savons que E est la catégorie quotient de E par le 
sous-groupoïde J' de E formé des ]eE tels que q(j)eKl. On a ((sXJ Â ), 
e,(s,k))çj si, et seulement si, 
(s, k)eEQ, (sL, A'̂ eXJ, e - a(k) = «(/cj et JBk(s, A-) = P^^, Ap 
pour tout êeHl. Par suite XJ s'identifie au quotient E{) ; r0, où r0 est la 
relation d'équivalence: 
(s, k) .-w A'J si. et seulement si, a(k) — a(h\) et P5(s, A*) — P| (sly kj. 
De i)lus E est la catégorie quotient strict de E par la relation 
d'équivalence r: 

h ~ h' si, et seulement si, 
q(h) = q(h'), a(h) ~ a(h') et p(h)-~p(iï), 

et l'on a q(hmoàr) = q(h). Soit r le IV - épimorphisme canonique de E 
sur X"; la restriction de r à II* est un isomorphisms de H' sur une sous-
catégorie pleine de X", que nous identifions à H'; alors q admet p pour 
restriction à XT*. Le foncteur q étant fidèle, la surjection £: 

Â = Âmodr —> (p(h), q(h), a(Â)) 
est une bijection de X sur une partie £(X) de la classe E des triplets 
g — {cr', g, a) vérifiant les conditions: 

1° a — (s, &)modr0, a' = (s', P)modr0, gea(k')-K-a(k); 
2° Pour tout seHl, on a (g-f, e)eE$(s'9 k') si (f,ê)eE$(s,k). 
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Si geL', la condition 2 est indépendante des représentants choisis de a 
et a', par définition de r0; elle entraîne 

% = ((»', &'),</, (s, k))eL, d'où £ = ;(/*modf)e£(£). 
Au total i(L) — 1/, de sorte que nous pouvons identifier I; à i'; on 
a alors q(g) — g. Si o =̂  (s, k)modrQ€L'0, on a (a,f,§)€'L pour tout 
(f,s)eEz{s,k), de sorte que A') = q{a-L-s) x {s}. La condition 2 
précédente peut donc être remplacée par: 

2') Pour tout se//;, on a g-q(a'L-s) c q(a' - L-s). Ceci signifie que 
27 est g-engendrée par 1/. 
— Soient cre-Lô et k' eq(a)- K'. Nous avons vu que 

fc' = ((§ ? À-), A-', (*, A; • À*')), où a — r(s, A"), 
est une g-injeetion; d'après le corollaire 1 de la proposition 3, l'élément 

k' -f(k') ̂ (<T,k'7r(s,k.k')) 
est une (K', g)-injection. Ainsi q est 2£'-étalant. En particulier, si 
a = r(sjp(s))€f(H). on trouve 

k' - ((T,fc,,r(*,fc'))c(lL',g)r. 
Si de plus il existe j e* • ( K', p)1 iel que _p (j) = A; la relation (6*, A:') (a( j), 
j>(a(j)) entraîne £' — Comme /1* a été identifié à r(H)', on obtient 

— On a (g, (22", «, lF))e'6(K', p). Supposons que Ton ait (Q, F)ef6 (If, p), 
où 

<} - (K;y,C') et F (U;i,C"). 
Soit par hypothèse, il existe une (If -injection keC-ê telle que 
e — fi(k)e€. Il s'ensuit aei/0, où cr = (s, fc)modr0, s = I7(e) et A- = Ç(A-). 
S'il existe une autre (If, yj-injection k'eC-c telle que c' — fi 
montrons que 

(.?', A'')€(T, où s' — F(e') et A;' = Q(k'). 
En effet, soit (f, ê)€E${s, k); il existe h es II-s tel que p(h) = k-f et, 
P étant bien surjectif à gauche, il existe hee-C vérifiant F {h) = 7i. Par 
définition d'une (X', g)-injection, il existe feO satisfaisant aux égalités 
Q(f) — / ê  k'f—%. Il en résulte ¥ -fee' • C • a(h); la sous-catégorie C 
étant pleine, on a 

îc'-feC, d'où h' = F(k'-f)€H. 
Puisque 
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on trouve (/, s)eIĴ (s', k'). De même, on montre quo Fg(s', k')c: Es (s, k). 
Au total Ê (s, k) = Es(s', k') pour seIV0, c'est-à-dire (s, k) -~ (s', ik')modr0. 
Désignons par F'(é) la classe aeL ainsi obtenue. Soit de plus meé^C-é, 
où cx est la source d'une (IC, Q)-injection kL de but ̂ eC. Posons 

g _= Q(m), crL W(<\), S, - P(n), --
Avec les notations précédentes, on a k}-m-feĉ C• a(f) a (\ et par suite 
h'' ~ F(kl- m• /) €77• s. Comme 

/>(/>") - vF(ky<m-f) - Av//-/. 
on trouve (//•/, S) cF$ (sx ,/>',), ce qui entraîne f/el/, où (/ ~ (<ru</.o-). 
Ecrivons F'(m)—g. La surjectioii /// - > 7V(///) définit; un fondeur F' 
de C" A ers 7/, car Q et r/ sont fidèles. F' admet F pour restriction à C 
et on a q-F' --=Q. En particulier F'(k) est la ( A". </)-mject ion (s, /.•, rr). 
Si A:" est une (7f, (̂ -injection de but r, pour la même raison F'(k-k") 
est une (7T, (y)-injeetion, k-k" étant une (7i', ())~injeotion de but appar
tenant à V. De l'égalité F'(k)-F'(k") ̂  F'(k-k") et du théorème 1*-111 
[1], on déduit ({lie F'(k") est une (K'. (/)-injec1 ion. Doue 7"(( A", (f) ) 
c= (7f, /̂)[ . Si F" était un autre prolongement de F transformant une 
(II', y)-injection en une (K', (/)-injection et tel (pie q- F" ~~- Q, pour toute 
(K', Q)-injection k de source v, de but eeC, on a F"(k) 7"(A), car F"{k) 
est l'unique (7f, #)-mjection de but F(e) appliquée par (/ sur Q(k)\ il 
s'ensuit 7v"(r) ----- F'(f) et F' et 71" ont doue même restriction à r(; 
«(CJ • (A'', l'égalité q-F'^q-F" entraîne F' 7" . étant donné 
que </ est fidèle, ce qui achève la démonstration. • 

COROLLAIRE 1. Soit 0 un Joncteur de V vers IV admettant s pour limite 
projective dans p-, alors (/) (1/, 0. V) admet s pour limite projective 1 
(notations du th. 2). Si p est compatible avec les noyaux, (7/, 1, IV) VEST 
aussi. 

En effet, ce corollaire résulte de la proposition 5, puisque 1/ est 
engendré par II. • 

COROLLAIRE 2. Méprenons les notations du théorème 2. Soit (Il, n) 
un joncteur {I}-produit naturalisé sur IC tel que II(K'1) c IC. Si p est 
7C-compatible (déf. 3 IV [1]), q est TT-compatible. 

Preuve. Les notations sont celles de la démonstration du théo
rème 2. Soit 

aL — (sL, A;;)modr0€£<) pour tout ici. 
11 existe un produit naturalisé ((PÎ)UI, s) de {SI).I€L dans 77* tel que 

(p(Pihi,P(*)) = n(p(8i)Ui). 
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Désignons par {(p'i)un e) le produit ̂  naturalisé 7t(a(ki))ieI; on a Je = 
= H hicP(s)'K', de sorte que (s, k)eL'Q. Montrons que a = (s, ft)modr0 
est le produit de (cr̂ /ei dans g. En effet, si (f,§)eFg(s,'k), il existe 
JbesH'ê tel que — A;/; les relations 

entraînent (p\ •/, s) , ^ ) , d'où 

Supposons que l'on ait gi — (cr?, gh a')eL pour tout ieL où a' — (*', 7o') 
modf0. Il existe g = [gduiceK. Si (/', s)€^ (s7, 7;'), on a (grf\s)e 
eEg(sij h)i ce qui assure l'existence d'un Jî SflIs satisfaisant regalile 

= Jïrgrf. Soit 7/ = [7̂],e/; alors 

Puisque 

pour tout ielj on obtient Jeg — №'<//.]/e/> et par suite ^(/t') kgf. 
Ceci signifie que (gf, s)eFè (s, Jt), c'estàdire ĝ L, où g — {a, g, a'). 
De plus £ = car 

Donc a est un produit de (<?Ì)ÙI dans Le corollaire s'en déduit. • 
Kern arque. Supposons que K' soit la classe de tous les mono

morphismes de K' et posons K' = (K', p)r. D'après les résultats du 
chapitre V [1] dont nous reprenons la terminologie et les notations, il 

1 existe une extension q* de (K', K', p*), où p* est le foncteur du al de p 
(théorème 12V [1]): On sait que q est un foncteur K'étalant (7T, q, L'), 
la catégorie L'étant le quotient strict de a (K', p) par une certaine relation 
d'équivalence, et L' étant une catégorie à Ifprojections. Le couple 
{q, (H*, i, H')) appartient à ̂ (K',p)m, d'après le théorème 2, il existe 
un foncteur F' prolongeant le foncteur identique de IF et tel que q F' 
= q; ce foncteur n'est pas surjectif. Intuitivement le théorème 2 signifie 

2 que q est „le plus petit" foncteur If'étalant admettant p pour restriction 
à une souscatégorie pleine. En précisant ce résultat, nous montrerons 
dans le § 3 que q résoud un problème universel moins fin que le problème 
de l'extension dont q est solution (th. 12V [1]).. 
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3. PROLONGEMENT MINIMAL D'UN FONCTEUR 
EN UN FONCTEUR K ÉTALANT 

Le symbole s peut être lu e ou n et les notations sont celles des § 1-2. 
Nous désignons par Ĵ'Qe (resp. par M'''Q'e) la classe des couples (q, C) 
vérifiant: 

1° q = (K',q, C')eĴ E0 et 0 définit une sous-catégorie x>leine de C"; 
2° & est la sous-catégorie pleine (resp. sous-catégorie) (ii', #)e-stable 

engendrée par C. 
Posons «5? = M' ou ". Soit & la catégorie dont les éléments sont les 
triplets F = ((q2, C2),F'9 (qu t\)) tels que 
«i - (qn Ci)*#l pour i = i et 2, (ï4, F', gjeJf% F'(CX) c: C2, 

la loi de composition étant 

si, et seulement si, u3 = w2- La surjeetion F ( p 2 , F, p^, où ^ est 
la restriction de à Cl et où -—(Cô, F't, CJ), définit un fondeur 
7^ de i?e vers ce foncteur est fidèle, car q, est fidèle et qiv bien 
fidèle, 

Soit M\ la sous-catégorie de Jf formée des (q',F,q)eĴ  poul
ies quels = (#', F, H') est bien surjectif à gauche et q(H'0) c JT, 
(HQ')Œ K'. Désignons par 5£È la sous-catégorie de formée des 'p€&E tels 

que Y%>(p)e Jf\ et par 1"̂  le foncteur (Jf:. r̂ f,Ĵ e) restriction de 
T.HÉOKÈME 3. Four ¥ — ou Jf" et e ~ e ou n, le foncteur 

admet un adjoint à droite: Si p = [IC. p . H') est un fondeur fidèle tel que 
py soit bien fidèle et p(H'0) cz K' et si q est le prolongement de p construit 
dans le théorème 2, alors p engendre une Y&-structure colibre (p&9 H), où 
p%> est une restriction de q et p^, — q. 

Preuve. Soit J/'e la catégorie joint des foncteurs ((t/f n i, J#\), Yf̂ ) 
construite par la méthode de la proposition 36-11 [1]: elle admet M\ 
et S££ pour sous-catégories pleines et ses autres éléments sont les triplets 
(p,F,(Q,C)) tels que 

(Q, C)c<ft et (p,F, (K\ Qt, Cm))cX\. 
Dire que p e 34? 0 engendre une Ŷ -structure colibre u signifie que p admet 1 
u pour (Se% ̂fe)-éjection (app. I [1]). — Supposons p = (K', p, R*)e{^x)^ 
notons q le foncteur (K', q, L') du théorème 2, dont nous reprenons les 
notations; H* est identifiée à une sous-catégorie pleine de L'. Comme 
L'o = a(Hl'(K', #)r), la catégorie L' est la sous-catégorie pleine stable 
par (K', #)-injections engendrée par H. Puisque J?0 est un univers et 
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que HCJ/Q et Iiet#0, on a L'0 cz E'Q x K e .//„, d'où = LHr0e .//0 
et LeJ?0, car X c L'0xK xXJe ,^0. Il s'ensuit 

£eJf, (q,E)eJf'e et = {p, E*, (q, E)) e J**'6. 
Supposons P - (p, J7, ((?, 0))eJT et # = (iT,() , (5*). Alors (Ç, JP)C 
ê (K',p) et, d'après le théorème 2, il existe un foncteur unique F' pro
longeant F et tel que 

q-F> = Q et J"((X', Ç)r) cz (If, g)^ 
1°) Soit -£Pe-Jf/e; le triplet ((q, E), Ff, (Q, C)) est l'unique élé

ment # de <k'c vérifiant j%»'F' = .F, de sorte que est une (Jf/C, yfc)-
éjection; on posera q =p%^. 

2°) Soit S£z = J?/"c. Désignons par 2>lf" la restriction de # à la sous-
eatégorie II"' stable par (Kf, q)-injections engendrée par H' ; on a 

Xons allons montrer que F'(G) cz H", d'où il résultera que ((^^,11), 
(IZ"\ F', G'), {Q, C)) est l'unique élément F" de "c tel que ĵ -'F" = 
c'est-à-dire que j^, est un (̂ "e, //e)-éjecteur. En effet, (7* étant la 
sous-catégorie stable par (II', Ç)-injections engendrée par (7, on a G 
= U Hn d'après la démonstration du théorème 1, où E1 = C et où II ?\ 
w<rAr 

est la sous-catégorie de G* engendrée par la classe An des (K', Ç)-sous-
morphismes des éléments de En^x. On a F'(Ex) = F(C) cz E cz E", 
Supposons prouvé F'(En_x) cz E" et soit y'eAu) il existe 

(g,k',lc,g')eHG% où g*En_u lc\{K',Q)r, Jce(K',Q)r. 
Par suite 

(F' (g), F' (V), F'(k), F' (g')) c \JL', où F' (g) eE" 
et où fT/(/i') et F'{h') sont des (X', g)-injections appartenant à E", car 
ce sont des (!£', g)-sous-morphismes de leur source qui appartient à E"; 
il s'ensuit que F'(g') est un (Kr, g)-sous-morphisme de F'(g) eE" et, 
comme tel, on a F'(g')eE". Donc cz E" ; d'où F'(En) cz E" 
pour tout entier w par récurrence, et 

3°) Supposons = n. Soit i> = p**, la restriction de q à la sous-
catégorie pleine E* stable par (K', g)-noyaux engendrée par E; alors 
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Pour voir que j%' est un (Jf "\ Jf'H)-éjeeteur, il suffit de montrer que 
l'on a F'(G) c II : on en déduira que 

est l'unique élément F' de ,#,u tel que j#'-F' = F. Or, d'après le théorème 
I dont nous reprenons les notations (en y remplaçant F par Q), la sous-
catégorie pleine G' stable par (11', ())-noyaux engendrée par C est telle 
que G = U Cn, la milite (Cn) étant construite par récurrence à partir 

ncN 
de C\ — 0 (car C est pleine dans G'). On a 

Supposons prouvé F'{(1H...j) c 2/; pour tout tf€(C7i0)? H existe un couple 
(y, g') d'éléments de r/t_x admettant un (/£', (>)-noyau j de source e; 
puisque F'(g) et F'(g') appartiennent à II et que (F'(g), F'(g')) admet 
F'(j) pour (Jt', -noyau (car /'"(j) est une (7ir, #)-injeetion), on obtient 
F'(e)eII*0. La sous-catégorie IF de 1/ étant pleine, F'(Vn) c 7/"; d'où, 
par récurrence, F'(G) ail. 

1°) Enfin, soit X?e — "'\ Notons //" la sous-catégorie stable par 
(K'. )-noyaux engendrée par //. Soit />̂ »la restriction de # à //'*; alors 

II nous suffit de même de montrer que F'(C) c IF pour prouver que 
est un y?"")-éjecteur. En effet, en vertu du théorème 2, on a 

G - U avec Cl - C et F'(C[) c IF. 
Supposons vérifiée la relation F(CH_I.) œ H'. Si (^{/'IcCl.iXOi.! admet 
j pour (il', y)-noyan, est un (K', g)-noyau de (F'(g), Ff(g'))eIF xlî'. 
D'après la définition de II', on a F'(j)€ll'. Soit de plus /cC» tel que 
/' = j'fçCfn_1. On trouve 

et les relations 
F'{f)eIF et F'(g)-F'(f) = ̂ (</-f) ̂  F'(g'yF'(f) 

assurent l'existence d'un et d'un seul helF tel que F'(f') = F'(j)-h. 
Comme F'(f) = Ff(j)-F'(f), on obtient F'{f)̂ lieÈ'. La catégorie 
(X* étant engendrée par la classe des éléments des deux formes j et / con
sidérées ci-dessus, on a F'(C'n) c K' et, par récurrence, .F'(£) c F. 
Ceci achève la démonstration. • 
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COROLLAIRE. Avec les notations du théorème 3, soit (II, jt) un foncteur 
{I}-produit naturalisé sur K' tel que II(KrI) c K' et que p soit n-compa-
tible; alors psyr est n-compatible pour e• = e (resp. s = n si I est fini). 

En effet, p#> = q est ̂-compatible d'après le corollaire 2 du théorème 
2; la proposition 4 entraîne donc que p#> est ̂-compatible. Eemarquons 
que p'œ» peut ne pas être ̂ -compatible. • 

EXEMPLE. Soit p l'injection canonique d'une sous-catégorie pleine II' 
de If vers K'. Si If est la classe de tous les monomorphismes de If, 
alors p engendre une Ŷ -strueture colibre (p%>,H), où p%> est l'injection 
canonique d'une sous-catégorie de If vers If, les catégories a(p#») et 

étant respectivement la sous-catégorie pleine et la sous-catégorie 
stables par noyaux de If engendrées par H. Par contre si II' n'est pas 
pleine dans If, le foncteur p& peut ne pas être injectif. Soit J la classe 
ayant pour seul élément la catégorie P formée de deux morphismes de 
source 0, de but 1. Une application .̂-limite projective naturalisée /« 
sur If est appelée application noyau naturalisé; supposons que If soit 
la classe des noyaux associés à un tel fi. Alors p engendre une Yn#.> -struc
ture colibre (pn#>->, II), oiip̂ ,, = (If, i, II'), la catégorie H' étant le support 
de la Ĵ -complétion projective de H dans (If, n) au sens de [4]. En fait 
II' est aussi la sous-catégorie (If. P)n-stable engendrée par II, pour 
P = (K', i, K'). 

DÉFINITION. Soit (p&, II) une Y&-structure colibre engendrée par p. 
Si ̂  — (resp. = :/£"), on appelle p%> le prolongement plein (resp. le 

l prolongement) If1-minimal de p, ou encore, si s = e, le prolongement 
plein (resp. le prolongement) If-étalant minimal de p et, si s = n, le 
prolongement plein (resp. le prolongement )7f-résolvant à droite mini
mal de p. 

Supposons encore que If soit une catégorie. Soit If une sous-caté
gorie pleine de If telle que K' soit une catégorie à If éjections [1]. Sup
posons donnée une application (If, Ii)-éjeetion naturalisée r telle que 
t(e) = e si eçlf0. Prenons pour K" la sous catégorie de K' engendrée 
par r(K'Q). v -i „ 

PROPOSITION 6. Soit P = (K', P, II') un foncteur et II = P(ïl). 
Pour que P soit K'-étalant, il faut (resp. il faut et il suffit si IfQ'K c K) 
que H' soit une catégorie à H-éjections et que P soit (r, H)-compatible (déf. 
20-111 [1]); H' est alors la sous-catégorie-pleine stable par (If, P)-injections 
engendrée par H. 

Preuve. Supposons que P soit If -étalant et que s'ell'0. Puisque 
r(P(s'))eK', il existe une et une seule (K', P)-injection le'es'-H telle que 
P(Jc') = r(P(s')). D'après la proposition.27*-III [1], P est un (H9, H)-
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éjecteur. La surjection s' -> ¥ ainsi définie est une application (H', H)-
éjection naturalisée r appliquée par P sur r; autrement dit, P est (r, i n 
compatible. D'après le théorème 1, II' est la sous-catégorie pleine (K', Pf-
stable engendrée par H. — Inversement, supposons que P soit un fonc
teur (r, H)-compatible. Soit s'eH'Q et ¥eP(s')-K''; si ¥<{Kl, on a ¥ 
= T(P(S')), de sorte qu'il existe un (H', H)-éjecteur h'es'-H avec P(¥) 
= À'. Soit /ÉS'-B" et P(/) = A-'-/'. Si a(f)eH'0, il existe /'e/J tel que 
/ = A*'•/', d'où P(f) = ¥-P(f'); puisque ¥ est (K', il)-régulier à gauche, 
il s'ensuit P(/') = /'. La relation/' eK'0 • K entraîne a(f') eK, si È'QK c K, 
et par suite a(f)eH. Ainsi le cas précédent est le seul possible. Donc ¥ 
est une (K', P)-injection et P est Jf'-étalant. • 

COROLLAIRE. Soit p — (IC, p, IV) un foncteur fidèle tel que py soit 
bleu fidèle. Si q = (IC, q, L') est un prolongement plein ICe-minimal de 
p et si L = q (K), la catégorie L' est à L-éjections et q est (r, ̂-compa
tible. 

La proposition G et son corollaire montrent que, dans le cas du 
corollaire, le prolongement plein q de p résoud le problème du plongement 
de p en un foncteur minimal" compatible avec les éjections. 

Remarque. La proposition 0 est également vraie si l'on suppose 
que T est une application (K', Â )-éjection naturalisée multiforme partielle, 
i.e. une application de K'0 dans la classe des parties de K associant a e 
une classe (éventuellement vide) de (IC, /L)-éjecteurs de but e. 

4. CAS DES FONCTEURS VERS U N E CATÉGORIE D'APPLICATIONS 

Dans ce paragraphe, nous supposons que K' est la catégorie pleine 
Ji d'applications associée à l'univers Jin et que K' est la classe Ji1 des 
injections canoniques. Un foncteur .//'-étalant est alors un foncteur 
|~~-étalant [4] et un foncteur .//'-résolvant à droite est un foncteur ré
solvant à droite au sens de la définition 8-III [1]. 

PROPOSITION 7. Soit P = (Ji, P, IL')e 3tf\ un fondeur dïhomo-
morphismes saturé et soit H' une sous-catégorie pleine et saturée de H'. La 
restriction de P à la sous-catégorie pleine {resp. à la sous-catégorie) stable 
par (Ji1, P)-injections si s = e et par (Ji1, P)-noyaux si e = n engendrée 
par H est un foncteur d'homomorphismes saturé. 

Preuve. Reprenons les notations de la démonstration du théorème 1. 
Dire que jeH est une (Ji1, P)-injection signifie que a(j) est une P-sous-
structure de fl(j). 
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1°) Soit s = e et désignons par p' et p" les restrictions de P à la 
sous-catégorie pleine H" et à la sous-catégorie H"* stables par {J(\ P)-in
jections engendrées par H. Pour montrer que p' et p" sont des fonc-
teurs d'homomorphismes saturés, il suffit de montrer que H" et H"' 
sont des sous-catégories saturées de Ê\ Or ces catégories admettent B 
= a(H*0' (J5T', P)r) pour classes de leurs unités. Soit s'tB et f'eH'y-s'; 
il existe sei? dont s' est une P-sous-structure; soit / une bijection 
de P(s) sur M telle que 

Puisque P est un foncteur d'homomorphismes saturé, il existe feH*,-s 
tel que P(/) = /; on a/ejff, car 7P est saturée. Comme/' est un (-//', P)-
sous-morphisme de feH, on a 

Donc H'" et H" sont saturées. 
2°) Examinons le cas où e = n\ pour voir que les restrictions p et 

p' de P à la sous-catégorie pleine & et à la sous-catégorie C" stables par 
(Jé\ P)-noyaux engendrées par II sont des foncteurs d'homomorphismes 
saturés, il suffit de montrer que & et C" sont des sous-catégories saturées 
de IV. Posons L = C ou C. D'après le théorème 1, on a L = {J Lni 

IleN 
où' Lx = H\ ainsi Lx est saturée. Supposons prouvé Hy-(Ln__xy0 c (Ln)'Y 
et soient s'e(Ln)'0 et /'eiï'-s'. Il existe un couple g') €Lll_1 xLn̂ .1 
admettant un {Jt\ P)-noyau jcLn de source s' (en d'autres termes s' 
est un P-noyau de (g, g')). Comme plus haut on construit un feÈy-a(g) 
dont /' est un {Jt\ P)-sous-morphisme. L'hypothèse de récurrence en
traîne fe(Lnyy, d'où 

et 
Le couple (gu g[)€LnxLn admettant j' =f-j>f~1 pour (J/1, P)-noyau, 
on a jf eLn+1. Si L — 0, la sous-catégorie Ln+1 est pleine, et /'cXM+1. Si 
L — C, on a aussi/'ePn+1, car j'*ff = f-J€Ln. Dans tous les cas, HY-{LnyQ 
c (Ln+1)y. Par récurrence, on obtient 

Il s'ensuit que L' est une sous-catégorie saturée de H', m 
Soit p = (J?,p,H') un foncteur fidèle tel que py soit bien fidèle. 

Si SCHQ, posons s — p(s) et, pour heH, désignons par h la surjection 
définissant l'application p(h). 
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PROPOSITION 8. Tout prolongement plein (resp. prolongement) Jiu'-mi
nimal de p est un foncteur dyhomomorphismes saturé, pour s = e ou n. 1 

Preuve. Soit q_=p#>, le prolongement plein «/̂ -minimal cano
nique de p considéré dans les théorèmes 2 et 3 dont nous reprenons 
les notations. Eappelons la construction de la catégorie X* telle que 
q ----- (.#, L'): Soit XJ la classe des couples (s, (s, «, 3/')), oil se NI 
et M a s, pour tout Sel/;, soit (s, M)s la classe des h es IIvérifiant 
Jj(s) a Jf et soit M) la classe des couples 

où 
Soit r() la relation d'équivalence sur XJ: 

(x, (x, /, M)) ~ (.s-', (.s*', /., M')) si, et seulement si, 
MF .-= M et .1/) - EI(H\ M') pour .s-f//;. 

La classe n (̂  (.s, t, 3/))mod/v sera notée [x, .1/] et on posera </(>) 
— M. On a 7>ô -~ Xô//'o et X est la classe des triplets g (<r\ où 

ET 

tels que, si feq(a-L-è), on ait g-f eq(o' - L- s). De plus #(¿7) —g. Nous 
identifions 77' à la sous-catégorie ]>leine de X* ayant pour unités les clashs 
[x, x]. — Montrons que q est un foncteur d'homomorphismes saturé. 
En effet, soit a = [x, M]eL*Q et / une Injection de M sur Jf. Puisque 
p est un foncteur d'homomorphismes saturé, il existe un gell's appli
qué par p sur une bijeetion admettant / pour restriction à M. La classic 
n' \fi(g), M'\ est une </-.sous-struoture de fi (g) (théorème 2); comme 
gelly et 

il existe / — (n',/, o)eL', tel que (fi(g), i, a')-} — g'. Il s'ensuit que le 
foncteur bien fidèle qy est un foncteur d'hypermorjdiismes saturé. Si 
de plus aell\ on a fi (g) — a' et /e//, c'est-à-dire IV est une sous-catégorie 
saturée de X*. 
— D'après la proposition 7, les restrictions p%> de q aux sous-catégories 
et sous-catégories pleines (Jf, #)fi-stables engendrées par 77 sont des 
foncteurs d'homomorphismes saturés, car q en est un et IV est saturée 
dans X\ Ceci achève la démonstration, tout prolongement \ûein (resp. 
prolongement) «̂ -minimal de p étant isomorphe dans :/f à p ^ (resp. 
à p**»*). m 

Si a est un générateur de H% nous désignons par pa le foncteur fidèle 2 
de /7" vers J/ tel que jf>a(s) = s-II a si sei7J et que 2>aW soit l'application 

de a(li)-H-a dans p(h)-H-a. 
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1 DÉFINITION. On dira que p est associé à un générateur de H* si H* 
admet un générateur a tel que p(a) ait un seul élément et qu'il existe 
une équivalence naturelle de p sur pa. 

THÉORÈME 4. Supposons que p soit associé à un générateur a de H' et 
soit p%» — \M, q, L*) un prolongement plein Jt-étalant minimal de p\ 
alors a est un générateur de L\ il existe un isomorpliisme G' de L' sur une 
sous-catégorie pleine W de la catégorie 9l(J?, H*)m. • et (9t, i,9t') est un 
foncteur à noyaux. 

Preuve. Soit a un générateur de H' tel que a = {a_} et qu'il existe 
un triplet (Pai y, V) définissant une équivalence naturelle J7. Si SCHQ 
et xes, montrons que xs = y(s)(x)eS'H-a vérifie œ8(a_) = x. En effet, 
y (a) étant une bijection de a sur a- II- a, on trouve y(a)(a._) — a. L'égalité 

entraîne 
Le. 

2 comme y (s) est une bijection, x = xs(a_). — Soit p%>, = q = {<f/,q,L') 
le prolongement .//'e-minimal de p considéré dans la proposition 8 dont 
nous reprenons les notations. Si c = [s, 31] eL̂ , pour tout xe J/, on 
a xS€(s9 M)a d'après ce qui précède, et par suite xM€q(a-L-a) en désignant 
par xM l'application a_ ->.x de a dans 31. Autrement dit, q(a'L-a) 
= 31 • J4-a, et a est un générateur de L\ — Soit G le foncteur canonique 
àqtH de L' vers H*)® construit dans le § 0 à partir de q et de i/"; 
comme L' est (/-engendré par H, la restriction de G à L* est injective. 
Supposons 

Si. = (a'i 9ij POUR * 1 ETI 2 ET &(9i) = @(g2). 
L'application (a) appliquant xM sur gi(x)M,, où M = q(a) et 31' 
= q(cr'), on a 

gx{x) = #2(#) pour tout (Ce M, d'où ̂  = </2. 
— Soit !F une transformation naturelle de G {a) vers G{a') et soit # l'appli
cation de If = #(<r) dans 31' = q(o') définie par 

g (x) M> = T> (a) (a?Af ) pour œc M. 
Montrons que g = (a'Jg,(r) appartient à L. En effet, soient êeH'0 et 
f€q(a-L'ê). Si de la relation 

on déduit 
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et, en utilisant l'égalité G(a)(z§)(f) = /(#)M, on obtient 
rv{ê)(f)(*)M = g-f(*)M-i 

par suite tv($)(/) = g-f<=G(o')(s) = q(a'-L-§). Donc geL et W = G(g)e 
cG(L). Ainsi G définit un isomorphisme G' de L' sur une sous-catégorie 
pleine W de 9t = 9ft(ur, H*)01. 
— Soit (cr, if (T") un g)-noyau de (</, </') dans -L", où. 

<J = <7> et </' = ((/', g', a)eL. 
Le couple (67(<7), G {g')) admet pour noyau dans ïïl la transformation 
naturelle canonique de 0 vers 0((T), OÙ 0 est le sous-foncteur de G (a) 
tel que soit, pour tout scJZJ, la classe noyau de (rg(s), Xg. (s)), e'est-
- à-dire la classe des feq(a-L's) — G (a) (s) vérifiant g-f = g' -f. Le foncteur 
q étant résolvant à droite, M" est la classe des xe M tels que g (x) — g' (x), 
si a - [s, M] et £((?") = M". On a [s, 3f"] = a" et, (s, Jf")s étant formé 
des lie (s, -M).s* tels que 7?(|) c Jf", la classe O(or")(s) est formée des 
applications (M", /, §) associées aux feG(a)(ê) pour lesquels g-f. = g'-ff 
i.e. aux f€0(ê). Soit ç> la bijeetion 

Il est évident que le triplet (#(<r"), g?, &) définit une équivalence naturelle. 
Par conséquent G(a")eW est aussi un noyau de (G (g), G (g')) dans 9t. 
Ceci prouve que (91, /,9Î') est un foncteur à noyaux, les catégories W 
et 91 étant à noyaux. • 

COROLLAIRE. Soit p̂ > un prolongement plein Jtm-minimal de p. 
Si p est associé à un générateur de H', la sous-catégorie pleine stable par 
noyaux de 9t engendrée par G'(H) est équivalente à a(p^). 

Preuve. Montrons d'abord le résultat suivant : Soit S* une caté
gorie à noyaux et S'* une sous-catégorie pleine de S' telle que (#*, i, S'*) 
soit un foncteur à noyaux ; soit A' une sous-catégorie pleine de S'\ Les 
sous-catégories pleines stables par noyaux de S' et S'' engendrées par A, 
notées Â* et A' respectivement, sont équivalentes. En effet, d'après 
l'exemple § 3, Â' est la source d'un prolongement Ĵ (fl')n-mmimal de 
(S', i, A'), où Bg(S') est la classe des monomorphismes de S'; elle est 
donc construite par récurrence par la méthode du théorème 1, et l'on 
a Â = (J An, où Ax = A et où toute unité de An est source d'un noyau 

neN 
d'un couple d'éléments de An_x. Supposons prouvée la relation An_1 
c S'y'A-Sy et soit se(Any0. Il existe un couple (f,f')€An_1x An_x admet
tant un noyau jeS-s et il existe des inversibles g et g' de S' tels que 

et 
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(car A' est pleine dans $'); l'élément s = a(j) est aussi un noyau de 
(fufi) dans S'. Par ailleurs (flff'i) admet un noyau j' dans $'* qui est 
un noyau de (flyfi) dans car le foncteur ($*, #'*) est à noyaux. 
Il s'ensuit que a(j') est isomorphe dans S' à s' et, comme a(j')eÄ, on 
voit que JL,t c= Sy-Ä-Sy. Par récurrence il en résulte que Â' est un élar
gissement de de sorte que Â' et A* sont équivalentes a fortiori. — 
Appliqué au cas où, avec les notations du théorème 4, on a S' — 9Î, 
S' = 9?' et A = G'(H), ce résultat, prouve le corollaire. • 

5. PROLONGEMENT D'UN FONCTEUR EN UN FONCTEUR 
A LIMITES PROJECTIVES 

Soit «/ une classe de catégories et soit 9ts(M')' la catégorie somme 
des catégories SFT(IL/', I')m, où l'E/ (ces catégories étant disjointes, la 
classe ̂1̂ (31.') sous-jacente À yis(M'Y est la réunion des classes $1(31% I')); 
pour simplifier les notations, le symbole de composition est noté • au 
lieu de ÎTous désignons par J(M') la catégorie définie comme suit: 
31' et $1̂ (31')' en sont des sous-catégories pleines, les autres éléments 
étant les triplets (0, W, e), où e e 31'0, où 0 est un foncteur de V eJ vers 
31' et où LF6 0'̂ lj(31')-ë'1 ce triplet admet dans J(M') pour source ,̂ 
pour but 0; la loi de composition vérifie de plus les égalités: 

W-{0, W, e) = (#', W • e) si, et seulement si, ¥"e<Ê'-9Mi¥.)<£, 
(0, e)-g — (0, Wg, a (g)) si, et seulement si, gee-31 

(ouWg dénote la transformation naturelle W • #B telle que r̂ fi) = r̂ (i)-g 
pour tout iea(0)o). En particulier on a M'Q-J(M') = 31. Pour que (0, y7, e) 
soit un (J(3I'), i¥)-éjecteur, il faut et il suffit que W soit une limite 
projective naturalisée, i.e. que e soit une limite projective de 0, la pro
jection canonique de e vers 0(i) étant ry(i) pour tout iea(0)o. Dans 
ce cas, si W est une transformation naturelle d'un foncteur constant e' 
vers 0, nous noterons linv̂ 7' ou \\mW l'unique élément g de 31 tel que 

(0, ÎF, e)-g = (0, e) (c'est-à-dire W = Wg). 

31* est une catégorie à ./-limites projectives si, et seulement si, J(31') est 
une catégorie à 31 -éjections. Eemarquons que, si J> a un seul élément I*, 
la catégorie <f(M') est le joint des foncteurs ((9t(lT, r)ra, *,9t(ilT, r)%e), 
où o est le foncteur de M* vers F)m associant à li la transformation 
naturelle As constante sur h. 

64 



5. Prolongement d'un foncteur en un foncteur à limites projectives 35 

On appelle application ̂-limite projective multiforme partielle sur M' 
une application de yts(M')0 dans la classe des parties de yij(3I') asso
ciant à tout foncteur 0 de F vers M* une classe p(0) (éventuellement 
vide) de limites projectives naturalisées de but &; si p(0) /• 0, on dira 
que fi est une application ̂ -limite projective multiforme sur JP; dans 
ce cas 31 ' est une catégorie à ./-limites projectives. On retrouve la notion 
d'application .y-limite projective partielle (resp. projective) [4] lorsque 
p(0) a au plus un (resp. a un) élément pour tout 0. Si p, est une applica
tion ./-limite projective multiforme partielle sur 31' et si q est un foncteur 
de 31' vers 31', on dira que q est p-compatible s'il existe une application 
./-limite projective multiforme partielle p sur 31' appliquée par q sur 
p, i.e. telle que, pour tout foncteur 0 de F *J vers 3F, la classe p(q-0) 
soit formée des éléments qxF dans lesquels Weji(0). Si qY est bien fidèle, 
la donnée de p détermine p d'une façon unique. 

Supposons choisies une catégorie IC et une application ,/-limite 
projective multiforme partielle sur K\ Désignons par K' la catégorie 
./(If), par 7{'(p, pour tout foncteur <p de F e,f vers IC, la classe (éven
tuellement vide) des triplets (cp, 0,e)eK, où Oepicp), la source de 0 étant 
le foncteur constant e, par 7f" la classe réunion des K'lf lorsque cp varie. 
Soit de plus p -~~ (IC,p, FF) un foncteur tel que p., soit bien fidèle et p 
fidèle. Notons K(p)' ~- K' la sous-catégorie de K' engendrée i>ar la 
classe II" Ui'W) U sK/(̂ ')!; les éléments de IC n'appartenant- pas 
à K" sont des unités. Si //' —./(H'), le foncteur -p s'étend en un foncteur 
J (p) — p de 7/' vers K' en posant 

si 

Soit q le foncteur (IC, q, L') prolongement x>lein 7IL'-étalant minimal 
de p considéré dans le théorème 2, et notons q la restriction (IC, gi, L') 
de q à 7/ = q(K)\ 

PROPOSITION 9. Avec les notations précédentes, soit 0 un foncteur 
oVune catégorie F vers H' et 0 = (L', 0,1'). Si 0 admet s pour limite pro
jective da)ts p,s est une limite projective de 0. Si /*€./ et si Oep(p-0), 
il existe une limite projective naturalisée 0 de but 0 telle que qS = 0. 

Preuve. Nous reprenons les notations de la démonstration du théo
rème 2. Soit 0 un foncteur de V vers IF ; posons 

et 
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Si 0 admet s pour limite projective dans p, le foncteur (H', 0, F) admet 
s pour limite projective dans p, car HQ-H G Ê, et, d'après le corollaire 1 
du théorème 2, s est une limite projective de (2/, 0,F); la sous-catégorie 
X* de L' étant pleine, s est aussi une limite projective de 0. — Supposons 
que l'on ait V *J et defi((p); alors il existe & = (99, 0, c Jf' et, 

1 par construction, on a a = (<2>, ft)modr0eXJ et £ = (c, ft, s)ci. Montrons 
que 

(0 (i) , Te (i) t Cf)eL pour tout i eF0 . 
En effet, dire que (f, s)€FS(0, Je), où S€H'Q, signifie que fee-K-p(s) et 
qu'il existe me&'H-s tel que p(m) == Jc-f. Comme feK'0K a K, la 
classe ES(0, h) est vide si SJÊQ. Soit seilj; alors m est de la forme (0, s), 
où # est une transformation naturelle telle que 

rx (i) e 0 (i) -H-s et p(rx (i)) = re (i) •/. 
Il en résulte que (re(i)-f, s)eFS(0(i), q>(i)) et, a fortiori, que (0(i), r0(i), a) 
est un élément de L que nous noterons rQ(i). Le foncteur q étant fidèle 
et 0 étant une transformation naturelle de q(a) vers 99, le triplet (0, T@, à), 
où 0 ~ (L\ 0, F), définit aussi une transformation naturelle 6 telle 
que qO = 0. Montrons que a est une limite projective de <P, la limite 
projective naturalisée correspondante étant 6. Il nous suffit de voir 
que, si W est une transformation naturelle d'un foncteur constant G', 
où a'eL'0, vers 0, il existe un et un seul gea-L-a' tel que W = Og. Puisque 
6 est une limite projective naturalisée et qW une transformation natu
relle y) d'un foncteur constant vers 9?, il existe g = lim?/; tel que y> = Og. 
Nous allons prouver que l'on a (a, g, o')eL. Comme L' est g-engendrée 
par ïï", il nous faut montrer, que si feq(o'-L-s) et si seH'0, alors g-fe 
cq((fL-s). Or feq(a'-L-s) entraîne S<EH'Q et / = q(f), où Jea'-L-s. La 
transformation naturelle Wf prenant ses valeurs dans • H', le triplet 
(0, TWJ, s) définit une transformation naturelle W , de sorte que l'on 
trouve (0, W,s)€H. De plus 

car 

Autrement dit, 

Il s'ensuit 0 = limeï/, le foncteur q étant fidèle et q(g) étant égal 
à lim0(q}P). Ainsi & est une limite projective naturalisée de but 0 et 
q& = 0. m 
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Remarque. Il ne résulte pas de la proposition 9 que q est compatible 
avec les ̂-limites projectives; en fait, on peut construire un exemple 
où il ne l'est pas. 

THÉORÈME 5. Soit p un foncteur fidèle tel que py soit bien fidèle. Si p 
est une application y-limite projective multiforme partielle sur IC, il existe 
un foncteur P = (IC,P, H*) vérifiant les conditions suivantes: 

1° est une sous-catégorie pleine de H* et p la restriction de P à H* ; 
si p est compatible avec les J9-limites projectives, (H',i,H') Vest aussi. 

2° P est fidèle, p-compatible et Py est bien fidèle. 
3° H' est P-engendrée (voir § 2) par H. 
Preuve. Prenons pour K'* la catégorie K'(p)' associée plus haut 

à p et soit q le foncteur considéré dans la proposition 9; nous rex>renons 
les notations de la démonstration précédente. Nous allons définir par 
récurrence transfinie une suite croissante transfinie de catégories (L\)X<A 
comme suit: A toute classe I telle qu'il existe l'e.f, associons son ordinal 
Ai, c'est-à-dire le plus petit ordinal équrpotent à /. Soit A le plus petit 
ordinal limite régulier supérieur à A = sup Aj -f 1 ; cet ordinal est inférieur 
à l'ordinal initial régulier [11] d'indice A. Posons L\ = IV et qx — p. 
Soit A un ordinal tel que A < A et supposons défini, pour tout ordinal 
A' < A, un foncteur qv de L), vers IC vérifiant, pour tout ordinal A" < /.', 
la condition ((?;/;.") suivante: 

(£;.'*"): q?/ admet q?/> pour restriction à la sous-catégorie pleine L\» 
de L\> et, si 0 est un foncteur d'une catégorie /' vers Ll» 
admettant s pour limite projective dans qx-, alors s est aussi 
une limite projective de (L'?/, 0,1') dans qx>. 

— Si A A'-f-l, désignons i>ar q?, le foncteur associé à q?/, par la con
struction de la proposition 9, en y remplaçant p par q):, et q par qx (en 
particulier q2 = q); d'après cette proposition, qA vérifie la condition (€?,}>) 
et, a fortiori, la condition (CÀX") pour tout A" < A. Par ailleurs, si A n'a 
pas de prédécesseur, posons LÀ == [J Z;/; la suite (Ll)x><x de catégories 

a'<a 
étant croissante, il existe une unique catégorie L\ admettant L\. pour 
sous-catégorie pour tout /' < A et un foncteur qK dont qx. est une restric
tion; si 0 est un foncteur de F vers L\» admettant s pour limite projective 
dans qX", pour A" < A, et si W est une transformation naturelle d'un 
foncteur constant s' vers (L\, 0, F), il existe un ordinal A' tel que 
< A et s'eLy, et par suite W(I) <=z DLl. Le foncteur qx> vérifiant la 
condition (Cri"), le foncteur (Ll, 0, F) admet s pour limite projective, 
de sorte qu'il existe 
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donc g = limIF et s est une limite projective de (Li,0,r). Ainsi g* 
vérifie dans tous les cas la condition (0U") pour tout X" < L Ceci permet, 
par récurrence transfinie, de construire un foncteur qA = (K', qA, L'A). 
Nous écrirons 

LA = B' et g.iP. 
l Evidemment P est fidèle, Py bien fidèle et p est la restriction de P à la 

souscatégorie pleine 7T de H*. De la condition (<7,u), il résulte que 
(H*r i, H') est à J#limites projectives en même temps que p. — Montrons 
que P est /̂ compatible. En effet, soit 0 un foncteur de F ef vers H* 
et supposons #€/¿(99), où 9 =F0. 

1° Si 0(1) c 7/, d'après la proposition 9, il existe une limite pro
jective naturalisée G de but (7/, 7') appliquée par £ sur 0. La condition 
(GA2) entraîne que ( a 7/', S, F) est une limite projective naturalisée de 
but 0, que nous notons JU6(0). 

2° Pour tout ie7J, il existe un ordinal Ai < A tel que 0(i)€L?l.\ 
comme A est un ordinal régulier supérieur à l'ordinal de 7, on a 

d'où 

La souscatégorie L\ étant pleine dans H', il s'ensuit 0(1) cz Lx. Le passage 
de qÀ à étant analogue à celui de p à g = q21 la proposition 9 permet 
encore de construire une limite projective naturalisée 6 de but (Li+X, 0, F) 
telle que = 0, la transformation naturelle (aTT, 0,7*) est, en 
vertu de (Cvu+1), une limite projective naturalisée, que nous noterons 
JH(0). 
— Comme Fy est bien fidèle, la transformation naturelle pQ(0) définie 
ainsi dans tous les cas par récurrence transfinie est l'unique limite pro
jective naturalisée de but 0 appliquée par F sur 0, de sorte qu'elle ne 
dépend pas du choix de l'ordinal A intervenant dans sa définition. Désig
nons par p(0) la classe des limites projectives naturalisées Jto(0) associées 
de cette manière aux différents 6eju(P'0). Si fi(F0) = 0, nous posons 
]i(0) = 0. La surjection 0>Ji(0) ainsi obtenue est une application 
ĵ limite projective multiforme partielle JU sur 7T, appliquée par P sur 
fi. Donc F est /jcompatible. 
— Soit B la classe des triplets g = (of, g, a) vérifiant G€JH'0, o'€H'01 
gcP(o')'K'P(a) et gP(o'Hs) cz P(a''H>s) pour tout seÈ;. Soit Bx la 
sousclasse de B formée des g tels que acLx et G' eZA. Si 

htH, a № = c, 0(E) = cr' et F(h) = ft, 
la condition ftaHs, où seTfJ, entraîne 
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de sorte que (о*', 7ц G)* В. Comme F est fidèle, on peut identifier h à ce 
triplet, identifiant ainsi H à une partie de B. — Inversement, soit 
£ = (<Л0, 

1° Si ccffj, on a g — д'Р(о)еР(о' • H • a), et par suite g^H. A fortiori 
/>\ s'identifie алее LX = H. 

2° Soit К < /1 un ordinal et supposons que LA> s'identifie à B? pour 
tout Л' < Я. Si /. n'a pas de prédécesseur, on a Bx U Д"/ — ^A 0̂11" 

A'<;. 
sidérons le cas où /. = }J\\. et où g eB? — B^ ; d'après la construction 
de qh à partir de q?/ et le théorème 2, # s'identifie à un élément de L;, si, 
et seulement si, pour toute unité G de Zy* , la relation /cP ( <r • Я • (т) entraîne 
gfeP(a'Ha). Or, soit feaHà et / — P(/), où ozL}:, Pour tout 
et tout f €F(crH  s), on a 

d'où 

par définition de />. 
a) Si o'eL;/, en utilisant l'hypothèse de récurrence on obtient 

(a'i U'fi G)€HI c'estàdire gf€P(o'Ha). 
b) Soit a' 4L}J\ il existe une limite projective naturalisée 6> dont la 

source est un foncteur constant cr' et le but un foncteur Ф de i* с/ vers 
L\, et telle que Ф(/) с £л, et #л<9 — Ое[.ь(д?/Ф). Puisque г̂(1)е Ф(1)L,.G . 
on a 

et, d'après l'hypothèse de récurrence. rf/WL,., où 

P étant fidèle et le triplet (qr Ф, Pr, P'(a)) définissant la transformation 
naturelle Q(gf), le triplet (Ф,т,а) définit une transformation naturelle 
W. Il existe h = l\meWea'H a tel que 

Г (h)  \im0(q?xn  limB(gf)  U'f, 
ce qui signifie g'feP(a'H'a). Ainsi Бя s'identifie à Lx. 

3° Par récurrence transfinie, on voit que В = БЛ s'identifie à R. m 
COROLLAIRE 1. Si G€H'0,G'€H0 et F (a Hs) = F (a' • Hs) pour 

tout веЩ, on a G = G' (notations du théorème 5). 
En effet, ceci résulte du fait que FY est bien fidèle et que IF est 

Pengendré par Д. • 
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COROLLAIRE 2. Si p est un foncteur fidèle compatible avec les J-limites 
projectives, si py est bien fidèle et si K' est une catégorie à J-limites projecti-
ves, il existe un foncteur fidèle P de H' vers K\ à J-limites projectives, 
prolongeant p, tel que Py soit bien fidèle et (H', i,H') compatible avec les 
J-limites projectives. 

En effet, il suffit d'appliquer le théorème 5 en prenant sur K' une 
application ./-limite projective p. m 

6. PROLONGEMENT MINIMAL D'UN FONCTEUR 
EN UN FONCTEUR A LIMITES PROJECTIVES 

Soient encore J/Q et ,//0 les deux univers considérés dans le § 1, et 
notons toujours - // la saturante de -// dans Jt. Xous supposons de plus 
données, dans toute cette section: une partie J de ̂ 0 telle que Je ,//,,, 
une catégorie K' e^0 et une application «/-limite projective multiforme 
partielle p sur K'. 

Soit Jffi la sous-catégorie de Vf? & ayant pour unités les fondeurs 
qi = (K\ q{j Cl) tels que qt soit fidèle et ̂-compatible et q!y bien fidèle; 
il existe alors une application ./-limite projective multiforme partielle 
pi sur Cl appliquée par qt sur p (elle est déterminée d'une manière unique); 
les éléments de Ĵ-1 sont les triplets F = (g2, F, qx)*&\ tels que 

q1e^S, q.e^S, q,-F = qx 
et que F applique px sur p.,. Evidemment Jtf'lt est une sous-catégorie de 
*(È-)(%2). 

Soit Z11 le foncteur de 11 vers Jt restriction de Z (§2) qui applique 
F sur P&(F). Définissons de même le foncteur Z'1 de vers M associé 
à l'univers Jt$ (mais encore relatif à la catégorie donnée K' e^0). Soit 
X1* la classe des Ẑ -monomorphismes F tels que F(CX)' soit une sous-
catégorie pleine de C*2. 

PROPOSITION 10. Ẑ1 est un foncteur [~-engendrant pour Jt et (Jt • ~#0> 
X", ̂ yengendrant. 

Preuve. Supposons Q = (È',Q,C')e jê% et soit M a C tel que M 
appartienne à la saturante Jt de Jt dans Jt. Soit C\ la sous-catégorie 
pleine de & engendrée par M ; puisque Q est fidèle, on voit comme dans 
la démonstration du théorème 1 que Cx e JtQ. Soit A l'ordinal inaccessible 
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[11] borne supérieure des ordinaux AM des éléments Jie.//0; alors A 
est aussi la borne supérieure des AM', où Jf'ê f0. Soit A le plus petit 
ordinal limite régulier [11] supérieur à A = supAj f 1; on a A < /1, car 
¿7 < /1, l'ordinal de J est inférieur à yl et /1 est régulier. A vérifiant A <: co\, 
où o>i est l'ordinal initial d'indice À [11] et yl étant inaccessible, on obtient 
A < w$ < ŵî = A. Soit A un certain ordinal tel que A < /1, et supposons 
définie une suite croissante (Cr)//<;. de sous-catégories pleines de Ô* telles 
que CX'€~#Q. Définissons Cl comme suit: Si A est un ordinal limite, C?. 
— U ft'î puisque / < A et que l'ordinal de C}: est inférieur à A d'après 
l'hypothèse de récurrence, on a Cxe Si A = 7/1, soit Y}, la classe 
des 5 cO; tels qu'il existe un foncteur 0 de V eJ vers 0* vérifiant <?>(i) <z (;; 
et une limite projective naturalisée 0€/i(0) de source <î, de but oii 
Ji est l'unique application «/-limite projective multiforme partielle sur 
C' appliquée X>ar Q sur p) prenons pour Cl la sous-catégorie pleine de C 
ayant (0;/)ô ̂  ̂  pour classe de ses unités. En associant à s le couple 
((C;/, 0,1"), 0), où 0 ̂  Q0 (si plusieurs tels couples existent, on en 
choisit un), on définit une injection de V;. sur une partie de la classe 

où 
Les relations 

et 
entraînent A,.e,/7() et, s//0 étant un univers auquel appartient ./, on 
a A c «//0 et F;.e.//U. Il s'ensuit ((';.) Je -A>? d'où C'Ae,//0, le foncteur Q 
étant fidèle. Par récurrence transfinie, on construit de cette façon une 
sous-catégorie pleine C\ de & telle que CA€J/0; posons IT = C\. L'ordinal 
A étant régulier un raisonnement analogue à celui fait dans la démon
stration du théorème 5 prouve que, pour tout foncteur 0 de T eJ vers 
M \ il existe un ordinal A < A tel que 0(1) c QK et que le foncteur 
P = (K',Qi, M') restriction de Q est /̂ -compatible. Il s'ensuit que P 
est la (XF\ ̂f/y)-sous-structure de Q engendrée par M et, Z'1 étant un fonc
teur d'homomorphismes saturé, 7/ est (Ji • ̂ //0, X!\ ̂)-engendrant. 
— Comme le foncteur Z!l est à ̂-produits fibres, il est aussi [""-engen
drant pour J( d'après la proposition 12 [4]. La source M " de la ̂ -sous-
structure de Q engendrée par M est construite par récurrence transfinie 
d'une manière semblable à la construction de la complétion ̂"-projective 
de M dans (C*, p), lorsque p est une application «/-limite projective partielle 
sur & (voir [4], théorème 5 et [5], théorème 1). • 

71 



42 Prolongements universels d'un foncteur 

COROLLAIRE. Avec les hypothèses du théorème 5 et si II e .#0, J e .//0 
et K € JtQ, o?i a e ̂ //0. 

En effet, ce résultat se déduit de la démonstration précédente, appli
quée au cas où Q est le foncteur P du théorème 5, car P est alors la 
(Zft, Jf'7')-sous-structure de P engendrée par ÈeJf^ et l'on a S'-^-F e,/f0 
(et non seulement e J?0) pour S' €^0 et F e^0. • 

DÉFINITION. Avec les notations de la démonstration de la proposition 
10, on appelle 3F la sous-catégorie pleine (resp. 31" la sous-catégorie) 
(p, Q)-stable engendrée par 31. 

EXEMPLE. Avec les notations du théorème 5, la sous-catégorie pleine 
et la sous-catégorie (K', P)n-stables engendrées par 31 sont identiques 
à la sous-catégorie pleine et à la sous-catégorie (p, P)-stables engendrées 
par 31, lorsque J est la classe formée de la seule catégorie F ayant deux 
morphismes ax et a2 de source 0, de but 1, et p l'application ./-limite 
projective multiforme partielle associant à un foncteur 0 de F -vers IC 
la classe des transformations naturelles 6 de a(j) vers 0 telles que j = re(0) 
soit un noyau de (0(a1), 0(a2)) dans K' appartenant à K'. 

Soit Ĵ 'Q (resp. soit la classe des couples u-t = (qL, d) tels que 
(p — (K\ r//, fi')c«3ff, que Cl soit une sous-catégorie pleine de Cl et que 
Cl soit la sous-catégorie pleine (resp. la sous-catégorie) (p, ̂ )-stable 
engendrée par d. Pour 3? = Jf" ou Jf", désignons par «â̂  la catégorie 
dont les éléments sont les triplets F = (w2, P', ux) tels que: 

1° t*. - (q<, CJe&S, (ga, P', ft)€ Jf" et P'(CX) <= C2; 
2° P = (Cl,F't, C[) est un isomorphisme. 

Soit Jf., la sous-catégorie Ĵ (K')y de Pi-.̂ " ayant pour éléments les triplets 
(p2, F,px) tels que j?; soit un foncteur fidèle, piy étant bien fidèle et que 
F soit un isomorphisme vérifiant pz'F=px. 

La surjection F (̂2, P, px), où — (JC, 07) et PcJSf, définit 
un foncteur fidèle Y ^ de vers f̂y. 

THÉORÈME 6. Y £ arômef adjoint à droite-. Boit p =(K',p, H')€^0 
un foncteur fidèle tel que py soit bien fidèle; p engendre une Y&-structure 
calibre {p%>, H) telle que p%» soit le foncteur P associé à p dans le théorème 5 
et que p%»> soit la restriction de P à la sous-catégorie (p, P)-stable engendrée 
par H. 

Preuve. Keprenons les notations du théorème 5 et identifions TieË 
au triplet 

(a', h, o), où o = a(h), o' — fi (h) et h = P(h). 
1°) Montrons que (P,H) est une Y#> -structure colibre engendrée 

par p. Ceci signifie que l'on a (P, H)€Jf'9,i, ce qui résulte du corollaire 
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de la proposition 10, et que, si (Q, C)e Jf'/, où Q = (IC, Q, &), et si F 
est un isomorphisme de C sur IF tel que p-F soit une restriction de Q, 
alors F s'étend d'une manière unique en un foncteur F' de C' vers H' 
tel que ((P, È), F', (Q, C)) e Jf̂ . 
— En effet, d'après la démonstration de la proposition 10 dont nous 
reprenons les notations, on a C = U ft> avec C\ = 0 (car 0* est une 
sous-catégorie pleine de &). Posons Fx = (H*, F, 6"). Soit A un ordinal 
tel que A < A et supposons définie une suite transfinie (F?,>);.-<;., où F;/ 
est un foncteur de C\> vers 5* vérifiant les conditions: 
(a,-) 
(b;/) F?/(u'C?yCl) — Fv(u)' H III pour toute unité u de 67/. 
Les foncteurs P et Q étant fidèles, le foncteur FK- est fidèle; comme /*' 
est un isomorphisme de C sur IF, il s'ensuit que la restriction de F}: 
à U-C-CQ est une Injection sur F?/(u)• //•//,' pour tout iieC?/. De plus, 
soit sei/J et M == l*7"1̂ ); si 0' est un foncteur de F vers 67/ et si lF est 
une transformation naturelle de s vers F?>-0', il existe, pour tout 
un et un seul r(i) €0' (i) - C-îi tel que JV(T(Î)) = TY,(i), de sorte que le 
triplet (0', r, w) définit une transformation naturelle W appliquée par 
F?/ sur W. Ainsi la surjection W --> l'V W = W est une bijection de la 
classe des transformations naturelles de û vers 0' sur la classe des trans
formations naturelles de s vers FX'0'. Nous allons construire un fonc
teur JPa de Cl vers H' comme suit: 

1° Si A n'a pas de prédécesseur, F?_ est l'unique foncteur admettant 
i'V pour restriction pour tout A' < A. Il est évident que FA vérifie (a;) 
et (bA), puisque Cl est la réunion des sous-catégories pleines 67/. 

2° Supposons A —A' + l. Si h'eCy, posons F?\h') = F?/(h'). Soit w 
une unité de 61 n'appartenant pas à C?/. D'après la proposition 10, il 
existe une limite projective naturalisée Q de ù vers un foncteur 0 de 
FeJ vers C' telle que 0 = QQep,{Q.0) et ¿(1) c <V Le foncteur P 
étant /«-compatible et P7 bien fidèle, il existe une unique limite projective 
naturalisée 6 = 0n de but Fx,0, où # = 0, F), vérifiant FO = 0. 
Si cr est la source de (9, posons Fk(u) = a. Soit ûeC0 et s = F{û). Lors
que geu-Ct'ûj la transformation naturelle Qg prenant ses valeurs dans 
• Cl', il existe 

vérifiant gçjea-R'S et 
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autrement dit, gQ = (cr, Q(g), s). Inversement, aifea-H-s, nous avons 
construit plus haut une transformation naturelle W de û vers 0 telle 
que Fk,W = 0f. Si g = limQW, où W' = (eO4, I4), on a grc(7A et 

Çfa) = lim̂ <P' = HmeP(<9/) = P(/), 
de sorte que / = gi2. Ainsi la surjection g —> (cr, $(#), s) est une bijection 
de îi-Cx'û sur o-H s; nous poserons gQ = Fk(g). — Montrons que 
cr = PA(̂ ) (et a fortiori Fx(g)) est indépendant du choix de /2. En effet, 
soit Q' une autre limite projective naturalisée de u vers un foncteur 0' 
de F* vers Ô' telle que 

et 
notons &' la limite projective naturalisée &u> associée de même à w et 
cr' sa source. Soient 

SeE'0j Û = F~L(s) et feO'H'S) 
nous venons de voir qu'il existe geu-Cfû tel que 

f = FÀ(g) et Q(g)=P(f). 
Un raisonnement analogue au précédent à partir de ¿2' prouve la relation 

Puisque Q et jouent des rôles symétriques, il s'ensuit 
P(o'H's) = F{a' • H -s) pour tout seH'Q, 

d'où cr = cr' d'après le corollaire 1 du théorème 5. — Supposons de plus 
JieCru, fi (k) = u19 Q(îi) = h et crx = F^uJ. 

Si feo'H'S, où & et -F-1 (s) = il existe g e u • CA • û tel que F ?.(<]) = / 
et les relations 

/' = Fx(h-g)cal-B-s et 
entraînent, en vertu du théorème 5, (crx, h, o)eH. Le foncteur P étant 
fidèle, (cr1, 7i, cr) est identique à Fx(h) lorsque ce dernier a déjà été défini 
(i.e. si JieCx> (Cx)l w Cz'C'o). Nous poserons dans tous les cas Fx (h) 
= (crx, h, cr). On définit de cette façon une surjection PA: % -> Fx(h) 
de Cx dans H. Etant donné que 

où P et Q sont fidèles, PA définit un foncteur Fx de C\ vers FL\ En parti
culier, on a F_xrQ = r@. La démonstration qui précède prouve que Fx 
vérifie les conditions (aA) et (bA). 
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75 

— Par récurrence transfinie, on construit par cette méthode un foncteur 
fidèle F' = FA de G9 vers H9, prolongeant F (et Fx pour tout A < /1), 
tel que FF' = Q et que 

F'(u• <?' • C'0) = P ' • 5• If; pour tout ue&0. 
— Soit fi une limite projective naturalisée de source û de but 0eG9 F F , 
où Pc./, telle que 0 = QQeju,{Q-0)', posons a = Fx(u). Il existe une 
limite projective naturalisée <9 de source cr, de but F' • ̂  vérifiant P<9 = 0, 
et l'on a (c, t. a) e H. Soit ̂c-ETJ et fea- H -s; le début de la démonstration 
(appliquée pour )J = A.) affirme qu'il existe une transformation naturelle 
W de û, où F(û) — s, vers 0 appliquée par F' sur (9/; si # = lim^W, 
on a F' (g) eu - H - s et 

= 0(flO = lim$e¥" = limjP(ef) = P(.f). 
On en déduit (cr, /, cr)eï? et, Fy étant bien fidèle, cr = cr. Donc 6 — F' Q. 
Par conséquent 

-- Soit F" un autre foncteur prolongeant F et tel que 

Notons F'î la restriction de F" à C[*. On a P" = Pi -•= P; supposons 
prouvée la formule F;.' = P;.,, pour tout V < l, où /1 < A. Soit ue(Jx — C?/ 
une unité; il existe une limite projective naturalisée Q de source ?/, de 
but 0eC'-^'F cz&'J, telle que 

et 
La transformation naturelle F" Q étant l'unique limite projective natura
lisée appliquée par P sur QQ, on trouve F" Q — F' Q et, a fortiori, F" (u) 
— F' (u). Ainsi les foncteurs P* et P1;/ ont môme restriction à (0;)J; le fonc
teur P étant fidèle, il s'ensuit F[ — Fx car PFX — FFj . Par récurrence 
transfinie, on obtient F' = F'A = P̂ ' = P". 

2°) Soit iï' la sous-catégorie (/*, P)-stable engendrée par H et soit 
P la restriction de P à jff\ Soit {Q, C)e Ĵ'0'ft, o\iQ = (Ji', Q,&), et soit 
P un isomorphisme de 0# sur H9 tel que p-P soit une restriction de Q. 
D'après la proposition 10, on a G — U Q'AI ou Q'i = V ê  où C\ est con-
struite par récurrence transfinie: Si l — A' + l, la sous-catégorie C'{ de G' 
est engendrée par les éléments de C'y, par les projections rQ{i) et par 
les lmifl!P, où Q est une limite projective naturalisée de but 0eG9 ^ F 
cz & telle que 

et 
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où iel'0 et oil W est une transformation naturelle d'un foncteur constant 
vers 0 prenant ses valeurs dans • C['. Il s'ensuit que toute unité ueC[— C\> 
est la limite projective d'un tel 0 et tout geu-C['C'Q est de la forme \\mQW, 
avec W = Qg et <= DO^. Par suite le raisonnement par récurrence 
fait pour construire ci-dessus F' permet de prolonger F en un foncteur 
F' de C' vers FF tel que (P, F', Q)ê fl. Comme Q et P sont respectivement 
les 7/-sous-structures de Q et de P engendrées par C et par II = F(C), 
on a F'(C) c II (appendice [4]), d'où 

(P, Ĵ ",e)€ JT'"1, où 
On voit aussi que ((P, H), F", (Q, C)) est l'unique élément de appli
qué par PJp' sur F. Donc (P, 7/) est la Y%-—structure colibre engendrée 
par p. u 

COKOLLATRE. Soit % une classe de classes telle que T JLeW si le ft 
tel 

et J{€ "ft pour tout tel. Supposons que J soit la classe des catégories discrètes 
1° telles que le •?/ et que, pour tout joncteur Y de PeJ vers K\ la classe U((P) 
soit formée de tous les produits naturalisés de CP. Si p e '/f1^ et si q est le foncteur 
associé à p dans la proposition 9, (q, II) est une Y -structure colibre engen
drée par p. 

Preuve. D'après le théorème précédent, il nous suffit de voir que 
P = q. Or, soit 0 un foncteur de PeJ vers L* et Oep(q)1 où CP — q-0. 
Puisque PeJ est discrète (i.e. 1° = 1°Q), la donnée de 0 revient à celle de 
la famille {0(i));ej ; dire que la transformation naturelle 0 de source e 
est une limite i)rojective naturalisée de CP signifie que ((r0(0);e/, e} est un 
produit naturalisé (déf. 1-IV [1]) de (0{i))ui.. En vertu de la proposi
tion 9, à tout 0{i)eL'o est associé un produit naturalisé {(p))UJL, 0(ij) 
d'une famille (*})y,.7., où s)eHl et J\eJ. Posons 

$ = P (4) et 
Le théorème de transitivité des produits (th. 1-IV [1]) affirme que 

n = (r(j, i)){j,i)€j, e), où r(j, i) = p(p})-Tô(i), 
est un produit naturalisé. La transformation naturelle 0' définie par le 
triplet (•#, r, ë), où % est le foncteur de la catégorie discrète J°eJ vers IC 
tel que %(j,i) = e), appartient à p(%). H existe, par construction de X, 
un produit naturalisé ((T (j, i))(̂ )ej, s) de (s})0ji)€j appliqué par q sur 0'. 
Il en résulte que ((r(i))iel9 s), où x(i) = [r(j, est un produit naturalisé 
dans X*, car r(j, i) = p)- î(i). La transformation naturelle définie par 
le triplet (0,r,s) est une limite projective naturalisée appliquée par q 
sur 0. On en conclut que qz = g2= q et, par récurrence transfinie, P = q. 
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DÉFINITION. Avec les notations du théorème 6, on appelle P le prolon
gement plein (resp. on appelle P = (K', Pi, H') le prolongement) à J-limi
tes projectives ft-minimal de p. 

Eemarques. 1° Sous les hypothèses de l'exemple précédant le thé
orème 6, le prolongement plein (resp. prolongement) à «/-limites projecti
ves /̂ -minimal de p est identique (par construction) au prolongement 
plein (resp. prolongement) iT-résolvant à droite minimal de p. Toutefois 
les résultats du théorème 3 relatifs aux noyaux ne se déduisent pas du 
théorème 6; en effet, dans ce dernier, nous montrons seulement que, 
si (Q, c)ê q = ÎI(K')q, tout isomorx>hisme (et non tout foncteur bien 
surjectif à gauche comme dans le théorème 3) de C vers H' se prolonge 
en un foncteur de a(Q) vers H' (resp. vers H'). La méthode du théorème 3 
ne s'étend pas dans le cas des limites projectives quelconques, puisqu'elle 
utilise le fait qu'un noyau dans p est une ̂-injection, alors que les pro
jections canoniques d'une limite projective (par exemple d'un produit) 
ne sont généralement pas des -̂injections. 

2° Supposons que K' soit la catégorie .// d'applications relative 
à l'univers ,#0e JtQ. Soit p un foncteur d'homomorphismes salure de 
II' vers J/. Un prolongement plein (resp. un prolongement) à ./-limites 
projectives /̂ -minimal de j> peut ne pas être un foncteur d'homomorphismes 
saturé; par exemple si «/ est la classe formée des catégories discrètes 
finies et l'application produit fini naturalisé canonique sur Jï. 

THÉORÈME 7. Soit p = (Jt ,p_, H') tin foncteur associé à un générateur 
a de ir (§2); soit P — (M, P, H') le prolongement plein à J-limites pro
jectives fi-minimal de p, oh /i est Vapplication J-limite projective canonique 
sur M. Alors a est un générateur de H', il existe an isomorphisme G- de II' 
sur une sous-catégorie pleine W de 9î(»//, È*)m et (91, i, W) est un fondeur 
à J-limites projectives. 

Preuve. Soit a un générateur de II* tel que p(a) — a = {#•._}• Repre
nons les notations du théorème 5 et montrons d'abord que, pour tout 
aeH'Q, on a 

En effet, le début de la démonstration du théorème 4 prouve que cette 
relation est satisfaite lorsque oeil. Supposons-la prouvée pour tout oeI?/, 
où X' < X et X est un ordinal donné, X < A. Si X n'a pas de prédécesseur, 
la formule est aussi vérifiée pour oeLx. Soit X = X' + 1 et aeLx — Lx. 
Si feP(a) • Jt - a, l'application / est une application œM, où xe M = P{a). 
Par construction de H, il existe une limite projective naturalisée Q de 
source cr, de but un foncteur 0 de V e<? vers H' telle que 

et 
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D'après l'hypothèse de récurrence, il existe un r(i)e0(i)'Ha vérifiant 
P(r{i)) = rô{i)f pour tout ieF0; le triplet (0, T, â) définit une trans
formation naturelle W appliquée par P sur 0/, car P est fidèle. Donc il 
existe 

Par récurrence transfinie, on en déduit l'égalité annoncée pour tout G eH'0. 
— Désignons par G le foncteur canonique оРгц associé à P et à Я dans 
le § 0; comme H' est Pengendré par H (th. 5), la restriction de G à Щ 
est injective. Un raisonnement analogue à celui du théorème 4 prouve 
que G définit un isomorphisme G de H' sur une souscatégorie pleine 
91' de 9̂  = 91 (J?, Avec les notations précédentes, montrons que 
G (a) est une limite projective de G • Ф. En effet, GФ admet pour limite 
projective le foncteur F de H* vers Jt associant à s e JF0 la classe des 

où 

si h ejl1, c'estàdire (P • 0, r', F (s)) définit une transformation naturelle 
y'. Soit r'(i) l'élément vérifiant P(r'(i)) = r'(i) et %' (i)e0(i) H s, le 
triplet (<£, T', 5) définit une transformation naturelle ÎP' telle que P W —y 
et il existe g = lime Wea Hs; la surjection £  >P(g) est une bijection 
A (s) de P(s) sur #(<r)(s) = P(>/?•*); le triplet (#0), P) définit une 
équivalence naturelle, de sorte que G (a) est aussi une limite projective 
de G0. Par conséquent (9t, est un foncteur à «/limites projectives, 
ÎP étant à «/limites projectives. • 

COROLLAIRE. Avec les hypothèses du théorème 7, la source H' du pro
longement à Jlimites projectives pminimal de p est une catégorie équi
valente à la souscatégorie de 9t(#, H*)m stable par Jlimites projectives 
engendrée par G (H). 

En effet, la démonstration utilise la même méthode que celle du 
corollaire du théorème 4, en y remplaçant noyau par limite projective 
et en remarquant que, si 0 est un foncteur d'une catégorie P vers une 
catégorie S* et si l'on a r(i)e8y'0{i) pour tout ici, il existe un foncteur 
0' équivalent à 0, l'équivalence étant définie par le triplet ($', r, 0). m 

7. PLONGEMENT MINIMAL D'UNE CATÉGORIE 
DANS UNE CATÉGORIE A LIMITES PROJECTIVES 

Le théorème 6 montre que le problème (P) du prolongement d'un 
foncteur fidèle p tel que py soit bien fidèle en un foncteur à «/limites 
projectives jouissant des mêmes propriétés admet des solutions m i n i 
males". Nous verrons dans le § 8 que ce problème a aussi des solutions 

et 

et 
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,,maximales". Comparons ce problème avec le problème (P') du plon-
gement de la catégorie H' dans une catégorie à ./-limites projectives. 
Le problème (P) est évidemment plus précis, puisqu'on cherche à pro
longer /I* en une catégorie à ./-limites projectives, mais de telle sorte 
que p se prolonge en un foncteur /«-compatible et fidèle. Les solutions 
des problèmes (P) et (P') sont donc différentes. Dans [4], nous avons 
prouvé que le problème (P') admet des solutions ,,maximales à une èqui- 1 
valence près" (voir aussi [10]). Mais nous n'avons pas cherché s'il admet 
des solutions ,,minimales". Le théorème 7 affirmant que, si p est associé 
à un générateur de H', la source d'une solution du problème (P) est équi
valente à une sous-catégorie de 9l(J?, H*)Tï suggère que le problème (P') 
pourrait admettre une sous-catégorie de 9t(Jt, H*)m pour solution ̂ mini
male à une équivalence près". Nous allons établir ce résultat sous forme 
précise. 

Soient 1/ une catégorie, Xc .//0, et IV une sous-catégorie pleine de L\ 
Notons àL'jj le foncteur canonique de L' vers 9i(Ji, H*)^ associé (§0) 
au foncteur ideiiti que de 7/ et a II.'. si crcXÔ, le foncteur ÔI,.IJ((X) associe 
à // € H l'application 

de cf'L-fiih) dans 
pour gccr'-L'cr, la transformation naturelle ôL-n(g) est définie par le 
triplet (ôL-tfi{a'), r0, ài:.n(<y)), où rg(s) est, pour tout seiZJ, l'application 

f >g-J de a-L-s dans cr'-Ls. 
DÉFINITION. On dira que L* est pleinement engendré par H si Òvu 2 

définit un isomorphisme de L' sur une sous-catégorie pleine de 91 (M, TZ*)̂ . 
Autrement dit: L' est pleinement engendré par H si, étant don

nées deux unités a et a' de L% les conditions suivantes sont vérifiées: 
1° Si g e a' - L- a, g' e a' • L- a et si g\f~gf'f pour tout /eor-X-HJ, 

alors g = g' (c'est-à-dire HQ est une famille de générateurs [12] de L'). 
2° Si W est une transformation naturelle de èU)H(a) vers ôL>tH{<?'), 

il existe geo'-L-a tel que W = àx/tn(ç)j c'est-à-dire tel que 
rv(s)if) = 9'f pour tout fea-L-s, OÙ SeHô. 

Si L' est pleinement engendré par H, toute sous-catégorie pleine de L' 
contenant H est pleinement engendrée par H; si de plus U est un isomor
phisme de L' sur M', la catégorie M* est pleinement engendrée par U(H). 

Soit H* . Pour simplifier l'écriture, désignons par 91 la catégorie 
9l(Jt, H*)m et par ô le foncteur canonique ôH- de H' vers 91; nous savons 
que ô(H) définit une sous-catégorie pleine Dm de 91 (voir §0). Comme 
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J( e e/#0, on a ̂ e«#0; soit J le foncteur injection de 91 vers yi(J?,H*)m 
associant a W la transformation naturelle (n,.tâ,W,H*). Notons n le 
foncteur yt(À*)-ÀSXtn canonique de 91 vers 91(«#, H*)ra associé au foncteur 
identique de 91 et à D. 

1 PROPOSITION 11. Il existe une équivalence naturelle T de J vers >/ et 
la catégorie 91 est pleinement engendrée par 1). 

Preuve. Soit a une unité de 91 et soit seIII. Pour xecr(s) et pour 
s'eiro< notons r,(s') l'application 

//, or (h) (x) de (3 («) (s') — * • 7/ • s' dans o- (.<?'). 
51 h'es'-H et «(///) = s", on a 

c7(A')-rêK)(») ̂  a{h')>a(h){x) - cr(* - r,(s")(h - Ji>) 
= Ts(8")-d(8)(h')(h), 

de sorte que le triplet {a, rs, »5(S)) définit une transformation naturelle 
|e?/(<7)(*). Soit }'(.<?) l'application - £ de rr(.s-) dans IJ(G)(S). L'égalité 
ri?(s)(s) — o-(.s4)(.r) — .r entraîne 

7(*)-r* (*)(*) - -(*)(» - $. 
L'application y (s) est injective, car, si x'eo(s) et £' — v (.s*) (.//), on trouve 

œ' = a(s){x') = r,(s)(s) = a?. 
Elle est aussi surjective, tout Çe?](a)(s) étant l'image par y (s) de 
y — r̂ (s)(s), en vertu des égalités 

r,(s')(h) = a(h)(y) = flr(/.)-T|(*)0) 
= T|(*')-<$(*)W(«) = T|(#')(/0, 

où £ = y (s) (y) et h es-H-s'. Il s'ensuit que y (s) est une Injection de < 7 ( # ) 
sur rj(a)(8) et (rç(<r), y, <7(<r)) définit une équivalence naturelle t(a). Si 
Ce91 ao- pour source, a' pour but, on trouve J(C), 
car, avec les notations précédentes, 

( * ) ( # ) = = (̂a')(*)-TCMF(*)(«) - r<Kj[I]î(*)-rf(/»)(*) 
= ^KjmcW^)» où £ = J(C), 

pour tout a?€cr(s). Donc (n,t,J) définit une équivalence naturelle T. 
La restriction de rj à 910 est injective; puisque J est injectif, il en résulte 
que le foncteur n équivalent à J est aussi injectif. De plus, si W est une 
transformation naturelle de r}(a) vers n(o'), il existe £«?91 tel que J(£) 
= t(a')~1[XIxIJmt(a), la sous-catégorie de f̂l{̂ ,H*)m définie par J(C) 
étant pleine, et l'on a n(Ç) = W. Ainsi 91 est pleinement engendrée par 7>, 
de même que toute sous-catégorie pleine de 91 contenant D. • 
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Soit la catégorie quotient de la catégorie if des foneteurs par la 
relation d'équivalence q: 

F ~ Ff si, et seulement si, il existe une équivalence naturelle de F 
sur F'. 

Soit la souscatégorie d e ^ formée des classes T telles qu'il existe 
un isomorphisme FeT. Cette souscatégorie admet {<f„)y pour saturante. 

Soit S'f (resp. soit @'0fjr) la classe des couples ((?', C) tels que <?*€#„ 
soit une catégorie à «/limites projectives et С/ une souscatégorie pleine 
de 6r', la souscatégorie pleine (resp. la souscatégorie) stable par ./limites 
projectives de & engendrée par С étant G (c'estàdire & est la souscatégorie 
pleine (resp. la souscatégorie) (/«, (G*, i, G')) — stable engendrée par 0, 
en notant /г l'application «/limite projective multiforme sur G' associant 
à Ф la classe de toutes les limites naturalisées de but Ф. Pour (/> — '<>' 
ou soit la catégorie dont les éléments sont les triplets 

où ((?, 0/)ê f et T,€<?5 tels qu'il existe un. P'eP' qui soit com
patible алее les «/limites projectives, qui applique €t dans <72 et dont 
la restriction P = (Oô, P'«, (7;) soit un isomorphisme. Soit r£ le foncteur 
de '£'f vers associant Pmodo à P. 

THÉORÈME 8. Four У = ЯГ o?/ £e foncteur V'§ admet un adjoint 
à droite: IF€J% engendre une У ̂structure calibre de la forme (77:V, H), 
о/Y 7/̂  t\s/ wwe catégorie pleinement engendrée par II et équivalente à la sous
catégorie pleine (resp. à la souscatégorie) de sJÎ(#, II*)̂  stable par /limites 
projectives engendrée par òIV(II). 

Preuve. 1°) Supposons qu'il existe un couple (I\ II)e%'/iel que L* 
soit pleinement engendré par 77 (l'existence d'un tel couple sera prouvée 
ultérieurement) et choisissons une application ./limite projective l sur P% 
la limite projective a de (p telle que l(cp) ait à pour source étant notée 
Lim</. — Soit ((?', C)e$'0 et F un isomorphisme de G' sur 77*. Montrons 
que P s'étend en un foncteur F' de & vers L" compatible avec les /limites 
projectives, deux tels prolongements étant équivalents. En effet, d'après 
la démonstration de la proposition 10, on a G — [J Cx, où A est le plus 
petit ordinal régulier limite supérieur à l'ordinal A2 de 7 pour tout F £«/, 
où Gx = О et où +1 est la souscatégorie pleine de G' ayant pour unités 
les limites projectives des foneteurs Ф de F e/ vers G' tels que Ф(1) с Cx. 
Posons P1=rr(P,? P, 0'). Soit A un ordinal tel que A< Л et supposons défini, 
pour tout ordinal A' < A, un prolongement Fx> de P ayant les propriétés: 
(ая) Fx» est une restriction de Fx. pour tout A" < A'; 
(b;/) Si e est une unité de G\>, la restriction de Fx> heGC'Q est une Injection 

sur Fx<(e)LH'0. 
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Si % n'a pas de prédécesseur, le foncteur Fx de Cl vers X* admettant 
•Fx> pour restriction pour tout X < % vérifie les conditions (â) et (b*). 
— Considérons le cas où A = A' + l. Ecrivons 

Fx(h)=Fx,(h) si h€Cx, 
et choisissons, pour chaque unité eeC? — Cx>, une limite projective natu
ralisée B(é) définie par un triplet (0, r«g, e), où <Z> est un foncteur de T eJ 
vers <?' tel que 0(1) c CV; soient 

0 - (Cl,,Ê,R) et 
Posons — Limç?; si Jee-Ô-Cl, soit 

où 
Si }'ea(f)-C, on a 

Si y> est une transformation naturelle d'un foncteur constant sur seHl 
vers ç>, le triplet (0,T,M), OÙ S = P(w) et où r(i) est l'unique élément 
de 0(i)'G'U appliqué par Fx. sur rv(i), définit la seule transformation 
naturelle W telle que FX,*F = y), car, si hej-I-i, on a 

*V(0(fc).ï(*))" = v(k)-r¥{i) = r y ( j ) - * V ( ï ( j ) ) , 
d'où 0(Je)-r(i) = r(j). Si de plus feFx(e)-L-s et y> = l(q>)f, l'élément 

limêu0£, où W ^ ( H & , W , F ) , 

est l'unique fee-C-u vérifiant = /. Ainsi la surjection ]->Fx(f), 
où fee-C-Cl, est une bijection de e-C-Cl sur Fx(e)- L'H'0. — Supposons 

gtCv-e, s' = /?(#), or = X7^) et CP' - l̂ (e'). 
Pour tout seff;, associons à fea-L-s l'élément / = Fx(g-f) où 

fee-C-F-Hs) et FX(1)=f. 
Nous obtenons de cette façon une surjection r($) de o*-X-s dans o'-L-s. 
En désignant par n le foncteur canonique ^-,H de vers 9l(̂ ,jff*)m 
associé au foncteur identique de L* et à If, le triplet [n(a')jr,n(a)) 
définit une transformation naturelle y). La catégorie X* étant pleinement 
engendrée par H, il existe un et seul gea'L-a tel que n(g) *r y, Le. tel 
que 

flf-^(7) ~Fx(g-J) pour tout fee-Ô-Cl. 
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Il s'ensuit que g = Fx(g) lorsque ce dernier a déjà été défini. On peut 
donc poser dans tous les eas g — Fx(g). Si g'-g est défini dans CJ, pour 
tout JCCC'CQ, on a 

de sorte que F-A(gf)-F?\g) est l'unique élément g" vérifiant g"-Fx(f) 
= F>.(g'-g-f), d'où g" = Fx(g'-g). Ceci prouve que la surjection g -> Fx(g) 
définit un foncteur Fx de Cl vers L' remplissant les conditions (a;.) et (b*.). 
— Par récurrence transfinie, on construit un foncteur F' = FA de G* 
vers L* satisfaisant (a,t) et (b7,). — Montrons que F' est compatible avec 
les «/-limites projectives. En effet, soit 0' un foncteur de F eJ' vers G' 
et B' une limite projective naturalisée de source ë et but 0'. Posons 
0' -— F'9' et supposons que %p soit une transformation naturelle d'un 
foncteur constant sur a' vers q/ ~ F' -0'. Sifea'-L-s, où selFQ et F (a) = s, 
le raisonnement utilisé plus haut appliqué au cas A' = A assure l'existence 
d'une unique transformation naturelle W de u vers 0' telle que F'XJJ ~- yf; 
on a 

Si désigne l'application/ -f de n-(a')(s) dans >*(P'(e))(tf} ainsi cou 
struite, le trrplet (n(F'{e)), t, "(cr')) définit une transformation naturelle 
y'. La catégorie L* étant pleinement engendrée par B. il existe un et un 
seul g e F' (e)-L-a' vérifiant g •/ = t(s) (/). Les égalités 

entraînent 
n(rn-(i)-g) —: #(rv(/)) pour tout 2e/0' 

d'où 0'g = Ainsi 9' est une limite projective naturalisée et P' est com
patible avec les ./-limites projectives. 
— Soit F" un autre foncteur de G' vers L* compatible avec les ./-limites 
projectives. Soit A' < A un ordinal et supposons donnée une équivalence 
naturelle Qx> de P;/ vers la restriction P;.' de F" à 0;/. Montrons que Qy 
se prolonge en une équivalence de F' vers F". Il existe un foncteur G 
et une équivalence Q' de # vers P1" définis par 

si 
si 

Soit Gx la restriction de G à G\ pour tout ordinal A < /1. On a 67^ = JV 
si A " < A'. Supposons A — A' + l. Si eeCV posons co(e) = e. Soit e une 
unité de Cl n'appartenant pas à Gx>. Les foneteurs F' et # étant compa
tibles avec les «/-limites projectives, les transformations naturelles 

et 

83 



54 Prolongements universels d'un foncteur 

(avec les notations introduites plus haut) sont deux limites projectives 
naturalisées de but J'Y ̂  = @x> @, de sorte qu'il existe un co(e)eLy 
vérifiant 0 = O'co(e). Si jce-C et a ( 7 ) € C Y , l'égalité / - lim̂ >}(ê(e)j) 
entraîne 

FA(/ ) = lim0eT;.(7) et (/A(7) - Uiiitr0'G,.(J). 
La transformation naturelle = 0(e)f prenant ses valeurs dans uCl, 
on trouve 

Il en résulte, si ip = OF>.(}): 
GÀ(j) lime^ = (u(e)-lim̂  = o(e)'F?t(f). 

Cette égalité est aussi formellement valable si fi(f) c*C).>, car, dans 
ce cas, 

/^V. F;(/) - GM7) et 
Supposons geC-e et /i(r/). Si f*a-L-H'0, il existe un unique fec-C-C'0 
tel que -FA(7) =/; en utilisant les relations 

GA(7) ̂  (̂e)'F,(f) et 0 ^ 7 ) = vj(e')-FÀ(g<]), 
on en déduit 

X* étant pleinement engendré par //, on obtient o){e')-Fx(g) = 6r;.(̂)• w(c). 
Ceci montre que le triplet (6r;., I*',.) définit une équivalence naturelle .0. 
A fortiori, le triplet (F'/, Fk), où 

si 
si 

définit l'équivalence (sL', Q'i, C'J) • & qui admet pour restriction. 
Par récurrence transfinie, on construit une équivalence QA de F' vers 
P" admettant QÀ> (et L>;J pour restriction. Ce raisonnement appliqué 
au cas où V — 1 signifie que, si Fx est un foncteur équivalent à F, c'est-à-
dire si FicFmo&ç, tout prolongement de Fx en un foncteur F[ de G' 
vers L' compatible avec les «/-limites projectives appartient à la classe 
.F.'modg. 

2°) Soit S* la sous-catégorie de L' stable par ./-limites projectives 
engendrée par H. Soient (C*, C)ç@'0f et F un isomorphisme de G' sur H'. 
On a (Ô*, <7)ĉ o (car ̂  c ̂ ) de sorte que, d'après ce qui précède, F 
s'étend en un foncteur F' de & vers compatible avec les ./-limites 
projectives et défini à une équivalence près. Montrons que F'(G) c 8. 
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En effet, d'après la proposition 10, on définit une suite transfinie croissante 
de sous-catégories (C'?')̂A de & telle que G = [J C[, où C[ = C et où 
0;H-i est engendrée par la classe formée des éléments de C[, des rG(i) et 
des lim©*/7, où S est une limite projective naturalisée de but 0eC F-F, 
où VeJ et 0(1) c 6r;., où ie/ô et ou W est une transformation naturelle 
d'un foncteur constant vers 0 prenant ses valeurs dans • C'A". Par hypothèse 

Supposons prouvé F' (C'?) cz $; alors, avec les notations précédentes, 
0 = P'6> est une limite projective naturalisée de but Ff-0 et Ton a 

et 
d'où, par définition de >S¥, 

r0(i)çS et F'(\imQW) ̂ limeF'¥eS. 
Par récurrence transfinie,, on en conclut F'(G) <= #. Ainsi le foncteur 

p; - (AS-.P'. Ô-) 
est un prolongement de P compatible avec les ̂/-limites projectives. 
Si Fx est un tel prolongement d'un isomorphisme Fx de (7 sur IF équi
valent à F, le foncteur [L', F", G') est équivalent à F' (partie 1°), et 
par suite F'i est équivalent à F[. 

3°) Posons 72V = -k et Hy, = # et montrons que (77r>, 77) est une 
F̂ -structure colibre engendrée par H. En effet, soient 

et 
Par définition de il existe un isomorphisme FeT. D'après ce qui 
précède F s'étend en un foncteur F# de G' vers Iiy compatible avec les 
«/-limites projectives; en posant T' = Pernod o, on trouve 

et 
Par ailleurs, si 

et si 
il existe un F'xeT\ dont la restriction Fx = (H*,F[, C) appartient à T 
et est un isomorphisme sur 77*. Les deux premières parties de la démon
stration prouvent que les prolongements F[ et P7̂  des foneteurs équi
valents Fx et P sont équivalents, i.e. on a T[ = P', d'où Tx =T. L'affir
mation est ainsi démontrée. 

4°) Il nous reste encore à prouver l'existence d'un couple (P*, 77) 
tel que L' soit pleinement engendré par 77. Or, désignons par 91 la catégorie 
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91H*)m et identifions H' à la sous-catégorie pleine de 91 définie par 
àii-(H). D'après la proposition 11, toute sous-catégorie pleine de 91 con
tenant H est pleinement engendrée par H. Choisissons une application 
./-limite projective l sur 91 (par exemple l'application ./-limite projective 
canonique [4]) et montrons que la sous-catégorie (l, (91, i, ïït))-stable 91' 
engendrée par H appartient à la saturante de & dans En effet, remar
quons d'abord que, si c et a' sont deux unités de % la classe des Çe9l 
de source a et but a' appartient à Jt%, puisque la surjection £ -> (t:(s))S€ll'0 
est une bijection de a' m 91 m a sur une partie de 

et 

car a'(s)' jfc'cr(8)€'Jfr0,H€jl'0 et J/Q est un univers. En vertu de la pro
position 10, on a 9Ï = (J Nx, où JVX = Ht j/0 et où, si À = A'-|-l, la 
classe Nx définit la sous-catégorie pleine de 91 ayant pour unités les 
a<pe9l vérifiant la condition: il existe un foncteur cp de T e/ vers 91, où 
<p(I) a Ny, et av est la source de l(<p). Supposons que la formule J/Q 
ait été prouvée ; pour toute unité a de N\ choisissons un (p tel que a aç ; 
en associant à a l'application (Nx',<p,I), on définit une bijection de la 
classe (Nx)f sur une partie de JVV M-le JtQ, de sorte que (N?)f e .//0. 
Comme Nx est la réunion des classes 

où 

il s'ensuit N^e j&0 et, par récurrence transfinie, 9l'eJtQ, car l'ordinal A 
est inférieur à l'ordinal inaccessible associé à l'univers (voir le début 
de la démonstration de la proposition 10). 
— Par suite on peut construire un isomorphisme A de 91' sur une catégorie 
J2> c#0 dont la restriction à H' soit le foncteur identique de H\ Si ̂  = 
la catégorie H&> est pleinement engendrée par II (puisque 91' est pleine
ment engendrée par H) et la partie 3 de la démonstration montre que 
(H&>,H) est une structure colibre engendrée par H. Cette même 
partie affirme que (IIg>>, H) est une F;̂ -structure colibre engendrée 
par H, en désignant par la sous-catégorie de stable par ./-limites 
projectives engendrée par H. — Par définition de la catégorie ̂ , toute 
F̂ -structure colibre engendrée par H est de la forme (H&, II), où H&e^o 
est une catégorie équivalente à Hg. Comme 91' admet pour saturante 
dans 91 la sous-catégorie pleine 9tj de 91 stable par ĵ-limites projectives 
engendrée par H, elle est équivalente à 9ljr et, a fortiori, Ë$> est équi
valente k 9ls. Enfin H&„ est équivalente à la sous-catégorie 9l'J de 91 
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stable par «/-limites projectives engendrée par //, car $tjr est un élargis
sement de la sous-catégorie de 9T stable par «/-limites projectives engendrée 
par H, laquelle est isomorphe à . • 

Remarque s. 1° Comme <F„y est la saturante de dans il 
résulte du théorème 8 que le fondeur (<#_y, V%, &J) admet aussi un adjoint 
à droite. 

2° Soit IV une catégorie; identifions IV à la sous-catégorie du.(Il)a 
de sJl(«./?, H*)m et soit encore 9ijr la sous-catégorie pleine stable par ./-limites 
projectives engendrée par II dans H*)®. Plusieurs auteurs ont 
considéré dis comme ,,la complet ion" de IV par adjonction de ./-limites 
projectives (voir par exemple [7], où J est formé des catégories discrètes 
finies, [8] et [9], où */—<#0). Le théorème 8 justifie ce point-de-vue 
(ainsi que la remarque finale de [5]), en montrant que ïït./ est une solution 
,,minimale" du problème du plongement, à une équivalence près, de IV 
dans une catégorie à ./-limites projectives, avec conservation des limites 
projectives existant dans H'; la catégorie W n'a été introduite dans le 
théorème 8 que pour montrer l'existence d'une telle solution II %r vérifia ni
do plus H#>€j?Q. Comme nous Pavons prouvé dans [4], 9F n'est pas la, 
solution maximale" de ce même problème, bien qu'il existe aussi <U>s 
solutions ,,maximales" ([1] et [10]). Remarquons que la recherche de 
solutions maximales peut être précisée par la donnée d'application?» 
«/-limites projectives, de sorte que le problème soit solvable à un isonior-
phisme (et non à une équivalence) près (voir [4]). 

3° Soit IV une catégorie à «/-limites projectives et p un fondeur de 
IVe^Q vers K', fidèle tel que p., soit bien fidèle. Nous savons (théorème 0) 
(pie p admet un prolongement minimal P en un fondeur fidèle de H* 
A ers IV, à «/-limites projectives et tel que P.. soit bien fidèle. Si p est associé 
à un générateur de H', la catégorie H' est isomorphe à une sous-catégorie 
pleine de 9Ï(«//, ff*)c[] (th. 7). Il ne résulte pas du théorème 8 qu'il en 
est toujours ainsi (et l'on peut donner facilement des contr'exemples) 
car, en identifiant H et dH-(H), le foncteur p ne peut pas nécessairement 
s'étendre en un foncteur vers K' d'une sous-catégorie de 91(.//? //*)-
équivalente à 

4° Supposons donnée une catégorie IV e#0 et une classe .4 de fondeurs 
(p de Z'e./ vers H\ Soit sJlA la sous-catégorie pleine de 9x̂  ayant pour 
unités les éléments a;p tels que </' = (91, <?, I') et (peA (les notations sont 
celles de la fin de la démonstration du théorème 8). Une démonstration 
analogue à la deuxième partie de celle du théorème 8 montre que 91.4 
est une solution minimale du problème du plongement, à une équivalence 
près, de H' dans une catégorie telle que tout foncteur appartenant à A 
admette une limite projective (lorsqu'il est considéré comme foncteur 
à valeurs dans cette catégorie prolongée). 
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8. PROLONGEMENTS MAXIMAUX D'UN FONCTEUR 

Soit IF une catégorie appartenant à «#0 et «# = X(K') (resp. et 
jf = X(K*)) la sous-catégorie de l ayant pour unités les foneteurs 
fidèles p vers J£* (resp. vers K' tels que pY soit bien fidèle); ces catégories 
ont été définies dans le § 1. Nous considérerons les sous-catégories suivantes 
de Jf : 

1° Si il'' est une sous-catégorie de IF, soit Xe la sous-catégorie de Jf 
formée des triplets (p', F, p) e Jf, où F = (H', F, H') tels que 

piB.DzzK', p'(H'0') cz K' et 
Jff (considérée au § 2) est la sous-catégorie pleine de Xe ayant pour 
unités les foneteurs IT-étalants. 

2° Si p, est une application «/-limite projective multiforme partielle 
sur IF, désignons par X11 la sous-catégorie de Jf formée des triplets 
(p', F, p)e J f o ù F = [H", F, H'), vérifiant la condition suivante: 
Si G est une limite projective naturalisée dans H' telle que jjG€JH(0) 
pour un 0eK'\f-jr, alors F G est une limite projective naturalisée dans 
H". Soit Jfy< = Jf**(IF) (voir §6) la sous-catégorie pleine de Xu ayant 
pour unités les foneteurs -̂compatibles, 

i Nous posons s — e lorsque nous nous donnons une sous-catégorie 
K" de IF et e = p, lorsque nous nous donnons une application «/-limite 
projective multiforme partielle u sur K'. Remarquons que l'on a X 0 = Jf o 
pour e = u et que X\ est formée des p — (K', p, H')e jf0 tels que p(TF0) 
cz K'. Soit encore Z le foncteur de Jf vers ,Jt associant F<F(F) à (p', F, p), 
et 7/ sa restriction à Jfe. 

PROPOSITION 12. (Jf, Jf£) ^ un foncteur à ĵ 0-U mites projectives 
21 et (Xe, i, Xe) est un foncteur à Ji'̂ -produits, compatible avec les limites 

projectives. 

Preuve. 1°) Soit (pj)j€j une famille de foneteurs 

où JE Soit JET* la catégorie produit fibre Vpj et Vj sa projection cano-
jeJ 

nique vers HJ. La surjection (fj)jej ->Pj(fj) définit un foncteur p de IF 
vers JfiT. D'après la proposition 35-IY [1], p est un foncteur fidèle et py 
est bien fidèle, de sorte que l'on a 
Soit nij = {pj, Fj, p')e Jf pour tout JEJ; les relations p;-Fj = p' en
traînent l'existence d'un et d'un seul foncteur F tel que Vj-F = Fj pour 
tout JEJ; il s'ensuit m — (p, F, p')e Jf, et nym = m,-, car 
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Ainsi (nj)jej est un produit naturalisé de (pj)jej dans Ж. — Soit s — e; 1 
le foncteur vj étant bien surjectif à gauche, d'après la proposition 3 il 21 
transforme une ̂-injection en une ̂-injection; par suite л-}е Ж<: si р}е Жг 
pour tout jeJ, et p est un produit de (pj)jej dans Si de i>lus p} est 
Zi'-étalant pour tout jeJ, soit 

с = (cj)hj * Щ et A- (e) • iv '. 
Il existe une (1С, pj)-injection kjeej-Hj telle que 1>;(А'/) к pour tout 
jeJ et Je = (kj)j€jee-H est une (Zi', |>)-injection (corollaire du théorème 
9-IV(1) [1.]). Puisque p(k) = k> le foncteur p est ZL'-étalant. Ceci montre 
([lie p est un produit de (Pj)j€j dans Же. — Soit e = //; avec les notations 
précédentes, soit 0 une transformation naturelle de F eJ vers ZZ" telle 
que p0€/i{q). Alors в est une limite projective naturalisée si, et seulement 
si, vj0 en est une pour tout jeJ (prop. 20 [4]); il en résulte que л}е 31 
et que p est un produit de (pj);,c.i dans Ж'1; de plus p e si р}еЖ!' pour 
tout jeJ. — Au total, nous avons montré que (Ж, /. Ж ) et M* , /, 
sont des fondeurs à ,//0-produits. 

2°) Soient m — (p" ,F ,p')e Ж et m' (p", F', p')e Ж, о il />' 
{IC,p',lI"). Notons ZZ* la sous-catégorie de ZZ" noyau de (F. F') 

et jf> la restriction de p' à ZZ*. Toute restriction d'un élément de (, аррнг-
tenant à Ж0, p est source d'un noyau л de (m, m') clans Ж. — Supposons 
p — we Ж'' et w'e Жс\ Soit eeZZJ et ke p(e)- K'. Il existe une (Zi.'\ />')~in-
jection kee-lF; comme Z<7(À-) et F'(k) sont deux (ZL\ />")-injections de 
luit F(e) — F'(e) et que p' est bien fidèle, on a 

F (к) - F'(k). d'où £€/Z. 
Si fee-Il et si — À-/', il existe f elF vérifiant 

* • / ' = / et //(/') - f . 

Les relations 

et 
ont par conséquence F(/') = F'(f'), car F(£) est une (1С, jf/')-injection. 
On en déduit f eH, de sorte que Je est une (7f ', p)-injection. Ainsi p est 
K'-étalant. Soit mx = (p', G,^) e Jfc, w • тЛ ~= m' • Wj. Si клe(Kf, р̂ )г est tel 
que Pi(ki) = k, l'élément G(k1) est une (1С, />')-injection appartenant à 
II et, d'après ce qui précède, G(kx) est une (1С, p)-injection, c'est-à-dire 

[р^Н'^^Ар^тР^еЖ*. 

(*) La démonstration de ce corollaire prouve que l'hypothèse fell̂ C) de son 
énoncé est superflue. 
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Par suite 7i est un noyau de (m, m') dans (Jfe, i, Jfc). — Supposons 
s = jLc,meX̂  et m'e Soit 0 un foncteur de F <LJ vers IP et soit 
d€jLi(p- 0). Le foncteur ̂' étant ju-compatible, il existe une limite projective 
naturalisée 0 de but (H", 0,P), oùp'9 = 6. Les transformations naturelles 
F9 et F'9 sont deux limites projectives naturalisées de but F(H", 0,F), 
appliquées par p" sur 6, par définition de Jf̂ . Il s'ensuit FB = F'9, 
car p'y est bien fidèle, d'où 9(1) c • On sait (prop. 21 [4]) que 
(BH*, O, I') est une limite projective naturalisée appliquée par p sur 0. 
Ainsi 2> est p-compatible. Soit 

mx = (p'. G, Pi)e Jfu(Pi) = #î > *»h ̂  ~M' ' • 
Si 01 est une limite projective naturalisée dans JET; appliquée par px sur 0, 
la limite projective naturalisée 0 = 6r0! prend ses valeurs dans la 
démonstration précédente entraîne que (BH*, 0,1") est une limite pro
jective naturalisée, i.e. 

( ^ ( / P ^ f f n ^ e j r . 
Ceci prouve que n est un noyau de (m, m') dans (Jf7"7', i, Jf//). On en conclut 
que (Jf, Jfc) est un foncteur à noyaux et que (Jfs, i, Jf£) est compatible 
avec les noyaux. — Le foncteur (Jf, i, Jfe) étant à -̂produits et 
à noyaux, il est à Ĵ -limites projectives (prop. 1 [4]); le foncteur (jfe, i, Jf£) 
est compatible avec les limites projectives, car il est compatible avec 
les produits et les noyaux. • 

THÉORÈME 9. Soit p — (K',p, 7P)e Jf0 et r une relation d'équivalence 
sur H telle que p soit compatible avec r. Alors il existe une (Jf% Z)-strmture 
quasi-quotient de p par r. 

Preuve. Soit Jfr la catégorie formée des triplets (r", m, /''), où 
m = (p", F,p')<i2?, 

•/''et /'"étant des relations d'équivalence sur a(p') et a(p") respectivement 
telles que Z(m) soit compatible avec (r", r'), la loi de composition étant 

(r'i , m', r")-(r", m, r') = (r[', m' -m, rr). 
Nous identifions au couple (m, r) un triplet (̂ ,m,r)eJfr, lorsque i est 
une relation identique. De plus Jf est identifiée à la sous-catégorie pleine 
de Jfr ayant pour unités les couples (q, i), où qe Jf 0 et i = relation identi
que sur #(#). Nous savons [2] que p est une (Jfe, Z)-structure quasi-
quotient de p par r si, et seulement si, p est une (Jfs, Jfr)-projection de 
(r,p,r). — Si est un foncteur, nous désignons par ç/ l'application F̂ (<p) 
sous-jacente. Soient p = (iT, j), IP)e jf 0 et r une relation d'équivalence 
sur PT compatible avec p-, autrement dit, on a p' — g-r, en désignant 
par r la surjection canonique de H sur i?/r. Soit M la classe des 
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tels que (m, r)e Jfe • Jfr-(r,̂ , r), i.e. pour lesquels P^ =/m • î\ Comme 
jf cz Ĵ e,y#0, on a MeJtQ et, d'après la proposition 12 appliquée au 
foncteur (Jf, «, Jfe) relatif à l'univers #̂0, il existe un produit naturalisé 
{(̂ m)m,M,P) de (i>m)meM dans (Jf, Jfe), à savoir ?rm = t?m, P), où 
um est la projection canonique vers a(̂>TO) de la catégorie H' produit 
fibre de (pM)meM- Soit 

on a v'/fi'F' — F'/n pour tout me M. Les relations 

entraînent p'm\fin = g pour tout me Jf; la classe il étant le produit FIBRE 
de {p'n̂ nuM, d existe un et un seul f tel que r',,,'f — fm pour tout me M ; 
il s'ensuit 

pour tout m e 31, d'où /'-r = F'. Ainsi, en désignant par Jf'' la catégorie 
associée à :W pour définir les ̂ -structures quasi-quotient, on trouve 

(rr, r)e yfr et >') = pour tout We 3/. 
Ceci signifie que P = (r, p, r) vérifie la condition (U'e) du théorème 1 j 1 ! 
relativement au foncteur U = (Jfr, Jfe). Par ailleurs, il résulte de la 
démonstration du théorème 2-2 [2] que U est un foncteur à noyaux et 
que tout /̂ -monomorphisme est un J£r-monomorphisme, Zr dénotant 
le foncteur canonique de Jfr vers M (qui applique (r', m, r) sur Z(m)). 
Soit p la restriction de P à la sous-catégorie (K', P)6-stable si s = e (resp. 
sous-catégorie (/J, P)-stable si s = p,) H' engendrée par F (H). Le triplet 
m (P, (H*, L, H'), p) est un morphisme (Z% Bg(Xe), Jf£)-engendré [4 J 
par P1' = Z(?t) et i> e.///. Comme 7/ = P, où Z'r est fidèle, la propo
sition 7 [4] assure que m est un morphisme ( U, Rg(XE), Jfe)-engendré 
par (TT, r). Donc toutes les conditions du théorème 1 [4] d'existence de 
structures libres sont vérifiées par U et e, de sorte qu'il existe une 
P-strueture libre q engendrée par e, c'est-à-dire une (Zf% Xr)-projection 
q de e ou encore une (Jfe, Z)-structure quasi-quotient de p par r; de 
plus q est isomorphe hp dans Xe. m 

COROLLAIRE. Jf et Jf sont des catégories à Jf'-projections. 
En effet, 2? e Jf o admet pour ( Jf€, Jf )-projection la (Jf*, Z)-structure 

quasi-quotient de # par la relation d'équivalence identique sur II, qui 
existe d'après le théorème 9. Le théorème de transitivité des projections 
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entraîne que est une catégorie à ̂-projections, car elle est à ̂ -pro
jections (prop. 1). • 

THÉORÈME 10. X6 est une catégorie à Xs-projections. Soit peX%; 
alors p admet une (Xe, X)-projection p%> et une (Xe, XF)-projection p*r 
admettant p pour restrictions ; de plus p̂ - est une 7/-structure quasi-quotient 
de t« • 

Preuve. Pour peX%, la démonstration de l'existence de per est 
analogue à celle du théorème 9, remplaçant U par le foncteur (XF, i, X') 
et en utilisant encore la proposition 12. — Supposons de plus p 
^ (K', p, K')e XF0-, soit mx = (px,Fx,p) un (XF, ')-projecteur et 
m2 = (P2I-F2)P) un (Xe, Jf)-projeeteur (il en existe d'après le corollaire 
du théorème 9). Soit 

où p*tf. désigne le prolongement plein /̂ '-minimal si E = e (resp. plein 
//-minimal si s = p) de p\ par construction de m* (th. 2 et th. 0) nous 
savons que m* appartient à X% • Xe. Par suite, il existe des 

pour / — 1 et 2, d'où (a(p#.), 1,1V) = Gi'F,-. Cette égalité entraîne 
que Fi est injectif. Le foncteur 7/ étant un foncteur d'homomorphismes 
saturé, il existe des éléments p et p isomorphes respectivement à p2 et pL 
dans X: et qui admettent p pour restrictions; ce sont respectivement 
une (Xe, ̂ -projection et une (Xe, ,?r£)-projection de p. 
- Soit m = (p,i,p) un (XF, .̂ -projecteur, où p = (IC, p, IV) admet 

/> pour restriction à IV et où i — (IV, i,JV). Soit r la relation d'équi
valence sur II engendrée par la classe If des couples (k, k) tels que [>(k) 
- /*(*),*(*) = Ï>W et que: 

1° si £ = e, k est une (K', p)-injection et À; une (IV, f))-injection; 
2° si e = p,, il existe un foncteur 0 de Ve/ vers IV et un Oep(p• 0) 

tels que k = pL(d, 0) et k = 7I{(0, 0), où Pi(O,0) et n.L(0, 0) désignent 
pour tout iell les projections canoniques vers 0(i) correspondant res
pectivement à une limite projective naturalisée O de but 0 et à une limite 
projective naturalisée O' de but (BIV, <P, V), appliquées par p et par p 
sur 6. 
— La relation r étant compatible avec p, d'après le théorème 9 il existe 
une ̂ -structure quasi-quotient p de p par r; soit m' = (p, j, p) la 
Z£-quasi-surjection correspondante. Montrons que 

tels que 

appartient à X \ En effet: 
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1° Soit s = e; si ke(K',p)r et e = ß(k), les relations eeIFQ et 
p(k)ee-K' assurent l'existence d'une et d'une seule (K', ̂-injection 
kee-H telle que p(k) = A;; puisque (A-, fc)eBe, on a j(Ä) = j(k)e(K', p)r, 
d'où 

et 
2° Soit e = p, 0 un foncteur de I* evers If* et S une limite projective 

naturalisée de but 0, telle que dep(p-0), où Ö — pO. Le foncteur étant 
-̂compatible, il existe une limite projective naturalisée S de but (FF, 0, /') 
appliquée par ̂  sur ft. Pour tout ieT*Q1 le couple (A-, A) des projections 
canoniques p>(0, 0) = A* et Ä- = ¿̂(0, 0) correspondantes appartient 
à B"; par suite j(k) = j(k) est la projection canonique vers j (<£(/)) corres
pondant à l'unique limite projective naturalisée 9y de but {/•?)•</> appli-
quée par p sur 0. Donc 

{]•})(-) - <9, et me.r/l. 
— Prouvons que m est un (^VO-P™iecteur; supposons 

11 existe w' = (q,G, p)e ,W* tel que M- — m' -m, car M est un ( >T*, p̂ro
jecteur. Soit (k,k)eBe un des couples considérés plus haut : 

1° si s — e, l'élément G(k) = F(k) est une (7f, #)-injeetion. étant 
donné que F((K',p)r) c (7T, </)r, et 6r(fc) en est une, puisque G{(K\ py ) 
c (̂ S Par définition de -Wf\ le foncteur q,. est bien fidèle et G(k) 
et O(A) sont deux (Kf, </)-injeetions de but G(ß(k)) telles que 

il s'ensuit G(k) = G(k). 
2° si e = p,G(pi(d, 0)) = F(pi{0, 0)) et #(.%•(#, 0)) étant les pro

jections canoniques correspondant à l'unique limite projective naturalisée 
appliquée par ̂  sur 0, elles sont égales. 
— Ainsi G (k) = G(k) si (A-, k)eB% de sorte que G est compatible avec r. 
Comme m' est une /T-quasi-surjection, il existe 

et 
On voit que m1 est l'unique élément de tâ* vérifiant 

Ceci prouve que m est un (̂ % Jfe)-projecteur. Toute (Jf%-̂ -̂projec
tion de p étant isomorphe dans Jfe à p, c'est aussi une Ze-structure quasi-
quotient de p par r. m 
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DÉFINITION. Soit pe X%-, une {Xe, X)-projection (resp. une (XB, Xe)-
projection) de p admettant p pour restriction est appelée, selon que 
p - e ou u, un prolongement K'-étalant ou compatible libre (resp. 7f'-éta
lant ou /̂ -compatible maximal) de p. 

PROPOSITION 13. Soit p = (K',p, IV) eX%\ on peut construire ex
plicitement un prolongement K'-étalant libre de p. 

Preuve. Soit M'Q la classe des couples (-9, k), où seJI'0 et kep(s)-7if. 
Désignons par M la classe des triplets 

vérifiant les conditions: 
1° (Si, fci)e M'0 pour i = 1 et 2, gea(k.1)'K'a(lvl)'1 
2° il existe ges2'H-s1 tel que p(g)-l\ — A'2* 

I/* est une catégorie pour la loi de composition 

si, et seulement si, (s2, k2) = (s[, k[); la classe de ses unités est identifiée 
avec Ml et la surjection g -> g définit un foncteur fidèle q de JIP vers X*. 
On identifie H' à la sous-catégorie pleine de M' ayant pour unités les 
couples (s,p(s)), où se Fil. Si (s,k)eMl, on a 

et k est une (K', -injection; en effet, les relations 
et 

entraînent que, si «(/) = (sf, h'), il existe g es-Il-s' vérifiant 

par suite [(s, k),f, (s',k')) est l'unique élément /' de a(k) • M-a(~f) tel 
que &•/' = /• ™ Puisque 

on a Jf e J/0, d'où X0. D'après la proposition 1, il existe un (X, X)-
projecteur {q,f,q), où q = (ICq, L'), le foncteur r étant le Pjr-épi-
morphisme canonique de M* sur la catégorie L' quotient strict de 1P 
par le sous-groupoïde de M' formé des g e M], appliqués par q sur une 
unité; de plus M* est un élargissement d'une sous-catégorie pleine de M* 
isomorphe à L* et, en vertu du corollaire 1 de la proposition 3, f((K', q)r) 
c (K',q)r. — Si a = f{s, k) et si k/eq(a)-IC, nous avons vu que les 
éléments 

et 
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sont des (K', #)-injections, et l'on a 
et 

Des relations 
et 

on déduit (th. l-III [1]) que f(k') est Punique (IC, f/)-injection de but 
a appliquée par q sur A'. Done q est K '-étalant. — Montrons que 

{(hi,V)*^, oil j - (L',ri,IF), 
est un (-3f)-projecteur. En effet, soit 

m - (<?, F, p)e M*' • , où Ç = (/r, <?, <T). 
Si À)e J/0, désignons par F'(s, A) la source de l'unique (JC, -inject ion 
Â'.s de but F {s) apydiquée par Q sur 7;. Si 

g ̂((s',k'),g,(s,k))e M, 
il existe un ges'-IFs tel que p(g)-k = A-'-//, et l'on a F(çj)eF(s')'0-F{s). 
Puisque A'iS. et 7«v sont des (/£', (?)-injections, il existe un et un seul (Kf. (/)-
sous-morphisme h de F (g) tel que F(r/)-A-.s> = 7<v -7/ et (?(7/) — g ; l'élément-
7/ ne dépend pas du choix de g, le foncteur Q étant fidèle; posons 7/ - /-"(?/:•. 
La surjection «y ?- F'(g) ainsi obtenue définit un foncteur F' <le 17* vers r\ 
prolongeant .F et vérifiant Q-F' — //; on a (Q, F', q)e // ' • //. Par déti-
nition de (/, il existe un et un seul 

((?, F", r/)«- tel que 
d'où 

Si A' est une (K', r/)-injection de but a — r(s, A) et si q(k') — A-', nous 
avons montré plus haut que k' — r(S'), où Â*' est la- (TiT', ̂ -injection 
((.«?, A-), A"A', (s, A*-A-')); l'égalité (k-k')s - k8-F'(F) entramant F'('P)c 

())r, on obtient; 
F''(k,') = F'(l')e{K',Qr, i.e. ((?, F",ry)c->r. 

Il s'ensuit que (Ç, F", r/) est l'unique élément m' de jf* satisfaisant l'égalité 

de sorte que (q,j,p) est un (Jf'e, ffl)-projecteur. Soit v0 une section de la-
restriction rQ = (L'0,ri, JlfJ) de r telle que v0 (r0(H)) c= IF La démonstra
tion de la proposition 1 permet d'étendre v0 en un foncteur v section 
de r; on a v(r(H)) = II et M' est un élargissement de v(L)\ En notant 
v' l'isomorphisme (v(L)\ v, L') et p la restriction de q à v(L)', on trouve 
(j), v', #)e.2f£. On en conclut que est un prolongement if-étalant libre 1 
de p. m 
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Note ajoutée à la correction des épreuves 
Le mot univers a ici le même sens que dans [2] et [1] ; c'est-à-dire, 

contrairement à la définition de Grothendieck (ou de Sonner), on ne 
suppose pas un univers transitif, hypothèse inutile pour la Théorie des 
Catégories. Un univers est donc un ensemble (d'ensembles) *//0 vérifiant 
les conditions: 

1° EeJ/0 entraîne &{E)€Jt* et &(E) a J/0; 
2° Ie,#0 et E, e«//0 pour tout ici entraîne [J E Q ; 

ici 
3° Il existe un ensemble infini appartenant à .#0. 

Il en résulte que, avec des définitions convenables, le couple (E, F) et 
le produit F x E de deux éléments d'un univers appartient à l'univers, 
ainsi que l'ensemble canonique N des entiers naturels (voir: A. Bastia-
ni, Théorie des Ensembles, cours rnultigraphié, Amiens, 1068, où est prou
vée aussi l'équivalence des "Axiomes des univers" relatifs à ces deux 

1 notions d'univers). 
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INDEX DE LA TERMINOLOGIE 

Application -/-limito projeetivo multiforme (partielle) 35 
Catégorie (/-engendrée par une sous-catégorie 18 
- pleinement engendrée par une sous-catégorie 49 
Foncteur associé à un générateur 32 

l)ien surjeetif à gauche 13 
["-engendrant 9 
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JL'-résolvant à droite 13 

- /i-compatible 35 
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Sous-catégorie (pleine) stable par P)-injootions engendrée par une sous-classe IT 
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On a le diagramme suivant, où -» désigne un foncteur injection canonique 
d'une sous-catégorie pleine vers une catégorie 
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De la REVISTA DE LA UNION MATEMATICA ARGENTINA 
Volumen XX, 1960, de pâg. 194 a pâg. 209 

/52/ 

CATEGORIE DES FONCTEURS TYPES 
par CHARLES EHRESMANN 
(Université de Paris) 

Le but de cet article est de donner la construction explicite d'une catégorie de 
foneteurs servant à définir les espèces de structures mathématiques du genre 
usuel. Cette construction a été esquissée déjà partiellement dans [1], p. 57. Elle 
précise la construction de F échelle des ensembles [3]. 

Cet article reproduit des conférences faites à Buenos Aires, Sâo Paulo et Cara
cas en Septembre, Octobre et Novembre 1960. 

I. Foneteurs naturalisés. 
Etant données deux catégories G et Q ' ) soient <ï> et <ï>' deux 

foneteurs covariants de G vers G ' (nous dirons simplement fonc
teur pour foncteur covariant). Pour tout élément (ou morphis
me) / d'une catégorie, Punite à droite sera désignée par a (/), 
l'unité à gauche par £(/); a(/) et g (/) (ou les objets correspon
dants) sont appelés aussi source et but de /. Rappelons qu'une 
transformation naturelle de <ï> vers <Ê>' est un triplet t, <ï>), 
où T est une fonction associant à toute unité e de G un morphisme 
T(<?) e Q 1 de source 4> [e) et de but <I>' (c) tel que, pour tout / e G , 
on ait 

où 

Soit 3 T ~ ( ( 2 F , G ) la classe des foneteurs de G vers G ' et soit 
<9T((?', G ) la classe des transformations naturelles (<£>', T, <É>), 
où <£' et <ï> sont des foneteurs quelconques de G vers G ' -

Proposition'. C D T ' { G ' \ G ) E S T une catégorie pour la multiplication 
suivante (appelée longitudinale) : 

si et seulement si 4>i = la fonction T' . T étant définie par: 
W . T) (e) = T'(6) T(e). 
Une unité de D T ( G * * G ) est un triple. ($, <ï>0, $)', où $0 

est la restriction de <ï> à la classe des unités de G ' , les foneteurs <E> 
correspondent ainsi d'une manière biunivoque aux unités et 

101 



— 195 — 

peuvent être considérés comme étant les objets de la catégorie 
cOT{G', <?)• Une transformation naturelle inversible (4>', T, <ï>) 
est appelée une équivalence naturelle de vers <&'. Pour toute unité 
e de G, T(e) est alors un élément inversible de Q' \ l'élément in
verse de (<£', T, <ï>) est ($, T-1, OU = ̂ OO-1-
En particulier soit $~(G) la classe des foneteurs de £? vers £?. 

Cette classe est une catégorie pour la multiplication définie par 
(/) = ($(/)), pour tout / e (?; elle admet une seule unité, 

le foncteur 7d tel que Id(f) = f. Désignons par £)f(G) la caté
gorie des transformations naturelles DT(G, (?)• 

Proposition: La catégorie $~(G) opère à droite et à gauche sur 
la catégorie ST (G) de la manière suivante: 

(Dans la première formule nous écrivons T<Ï>I à la place de T $10, 
cette convention n'entraînant pas de confusion dans ce cas). 
Remarquons que la multiplication par $1 ou par <ÌV est com-

1 patible avec la loi de composition de la catégorie Ot (G)- En 
effet, 

d'après la relation (T' . T) <Ï>I = T' $1 . T<Ï>I. Il en est de même 
pour la multiplication par d'après la relation <ÌV (T' . T) = 
= T' . <ÌY T. 

Proposition: DT (G) est aussi une catégorie, qui sera appelée 
catégorie latérale des transformations naturelles, pour la loi de com
position suivante, appelée multiplication latérale: 

Ce produit latéral est aussi défini par : 

en vertu de l'égalité T<Ï>' . <Ï>T = 4>'T . T<Ï>, qui résulte de l'iden
tité T (£(/)) <£(/) = $'(/) T (a(/)) caractérisant la transformation 
naturelle (<£>', T, <i>) lorsqu'on l'applique à / = i(e). 
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Pour la multiplication latérale il n'y a qu'u;ne seule unité 
(Id, 7do, Id). L'assoeiativité de la multiplication latérale résulte 
de la formule: 

? <±V . ̂  (̂ï>' . 1>T) = ĉjp . IT) . "5 "5T. 

Proposition: Les deux multiplications définies sur D T ( G ) véri-
fieni V identité de per mutabilité: 

(F' X Y) (X' X l ) = F r x Y X , 
où X, X', Y, Y' e ,9T (<?) Ẑs gw? f i ' FX soient définis. 

Définition: Une transformation naturelle (<ï>, 9, 7d) £ O T ( G ) , que 
nous représenterons simplement par (<ï>, <p), sera appelée fondeur 
naturalisé. 

Proposition: La classe < j f V ( G ) des fondeurs naturalisés est une 
sous-catégorie de la catégorie latérale ( G ) -
La multiplication des foncteurs naturalisés s'écrit simplement: 

($', 9O X <p) = ç' = 9 . <p') 
Proposition : La catégorie longitudinale O T ( G ) opère sur ^ ~ Y ( G ) 

de la manière suivante: 
(*', *x) ç) = ($', T . ç) 

si e£ seulement si (lh = 
Définition: Un couple composable [($', T, (ï>)? (<ï>, Ç)] sera repré

senté par le triplet T . 9 ) , T7 (<&, 9)] e£ sJappellera transformation 
naturelle du fondeur naturalisé 9) vers (<!>', T . 9 ) . $oi£ £ ) F V ( G ) 
la catégorie formée par ces couples composables. 
La loi de composition dans O T V ( G ) s'écrit : 

[($", ç"), T', [($', ?'), T, (*, 9)] = 

= '[(*", 9"), T' . T, 9)] 
où ?' = T . 9, 9 " = T' . <pi, si et seulement si (<ï>i? 91) = (<Ê>', 9'). 
La classe & L ( G ) X ¿ ¿ 1 ( G ) des couples de foncteurs naturali

sés [(<£', 9'), (4>, 9)] forme une catégorie pour la loi de composi-
sition suivante: 
[(*", 9"), [(*', 9'), 9)1 = 

= [(*", 9") X (*', 9'), (*, 9)] 
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si et seulement si (<ï>i, <pi) = <p') X ($, 9). (Remarquons que 
pour toute catégorie T la classe r X T devient une catégorie 
en considérant T comme une catégorie d'opérateurs [1] à gauche 
ou à droite sur r.) 

Proposition: Soit @ la fonction qui associe au couple [(<£', <p')> 
(3>, cp)] la transformation naturelle [($', q/) X (4>, 9), ç'̂ , ($, <p)]. 
Alors 0 es£ foncteur biunivoque de £TV ((?) X &v ((?) ŝ r 
sous-catégorie de 19Tv((?)- ^ £ô /e sous-catégorie SFJ de <j?l((?) 
correspond par © wne sous-catégorie de OTv (<?) admettant SFy ' 
comme classe d'objets. 

L'identité de permutabilité entraîne: 

Proposition: DZv{6) est une catégorie pour la loi de composi
tion suivante, appelée multiplication latérale: 

correspondant à la multiplication latérale des transformations natu-
^ relies. 

Dans la suite nous considérons le cas où la catégorie Q est 
2 la catégorie S des applications d'un ensemble quelconque dans 

un ensemble quelconque. A un élément / de $ est associé un 
ensemble E = a(/) et un ensemble Ef = $(/); f(x) est défini pour 
tout x s E et on a f(x) s E'. Un couple {g, f) d'éléments de $ 
est composable si et seulement si <z(g) = $(f)f le composé gf étant 
défini par (gf)(x) = g(f(x)) pour x e a(/). Les ensembles forment 
la classe des objets de chaque ensemble correspondant à une 
unité i{E), application identique de E. Les catégories $~(<§), 

seront désignées par 
respectivement. 
Une transformation naturelle T, $) s sera appelée 

injection naturelle de <Ë> dans <£' lorsque, pour tout ensemble E, 
l'application i(E) est une injection de &(E) dans $'(E) (c'est-à-
dire i{E) (y) = z(E) (y') entraîne y = y'). 
On désigne ici T (i(E)) par >z{E) et $ (i(E)) par 
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II. Construction de fondeurs naturalisés. 
1. Fondeur £P: 

Soit / s $, «(/) = E, £(/) = E'. Désignons par <7>(E) l'ensem
ble des parties de E. Pour tout U e & ( E ) , désignons par f(U) 
l'ensemble des éléments f(x) pour x eU . Soit ¿7 (/) l'application 
U ->/(L7) de & ( E ) dans&(E'). L'application /—> ¿7 (/) 
est un foncteur de dans 
En posant ¿7° = 7d et <J>n = tf?n~1 ¿7, on définit par récurren

ce le foncteur £Pn pour tout entier naturel. 
Le foncteur <~P est naturalisé par la fonction y telle que y (#) 

soit l'application x —>• <jx} de dans ¿7(22), où <jx}> est la partie 
de E dont x est le seul élément. Le foncteur naturalisé (¿7*, y) 
admet les puissances = (̂ ?w,yJ, où yn(#) = yn_i (£P(E))y(E)9 

2. Produit parallèle d'une famille de fondeurs naturalisés: 

Définition: Soit une famille de fondeurs de S dans S y 
où I est un ensemble d'indices. On appellera produit parallèle 1 
]~7 $i de cette famille le foncteur associant à f E S Vapplication 
tel 
M *«(/)'• (ïdui ($.(/) (xi))UI de fj Et dans ["j E ^ oû Ei = 
= <$>i(E), E { = ^(Ef)jjl = *(/), &(/). 
En particulier, soit | |J le foncteur j | &i} où <t\- — Id quel que 

soit i el. | |J (/) est l'application : (^)t-ej—> (/ fe))i£j de ̂ J dans 
E'1. Ce foncteur est naturalisé par la fonction h1 telle que hz(E) 
soit l'application diagonale x—>(xi)i£i, où x e E et ̂  = x pour 
tout û J. 
Soit (<ï\-, Çi)»6j une famille de foneteurs naturalisés. On a la 

transformation naturelle fj <Pt,' j Jr), où |~~f associe à £7 
ieî ieï tel 

l'application ]~\<pi(E). 

Définition: On appellera produit parallèle jTj^*"» ?*) ̂ e ̂ a /a™ ^ 
miîfe (4>i, (pi)iei le foncteur naturalisé: 
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Si I ne contient qu'un seul élément i, le produit parallèle de la 
famille sera par définition le fondeur (<ï>;, <pt) lui-même. 

Pic* - Ĵ associe à E l'application x —>• (<pt- (x))ur, où xzE. 
iel 
Si l'on pose p] (<ï\-, çO = ç)J lorsque <p<) = <p) 

tel 
pour tout i s I, on a ("p]1, S1) = (7Ido)1. 
3. Fondeurs limites: 
Pour tout ensemble /, l'ensemble I X I est muni d'une struc

ture de groupoïde par la loi de composition (jf, i') (j, i) = (j', 
si et seulement si if = j. Les unités sont les éléments (i, i) de 
la diagonale de / X /. Une structure de préordre sur I est définie 
par la relation (j, i) s notée aussi j < i, où O est une sous-
catégorie de I X / contenant la diagonale. Une structure d'ordre 
sur I correspond au cas où Q n'admet pas d'autres éléments inver
sibles que les unités. 

Définition: Une famille préordonnée (resp. ordonnée) d'éléments 
d'une catégorie Q est un fondeur covariant de Q dans (?, où Q 
est une sous-catégorie de I X I définissant un préordre (resp. un 
ordre) sur I. 
En particulier, soit 6 un foncteur de Q dans $, l'application 

correspondant à (j, i) e Q étant désignée par 0̂ . Supposons 
que le préordre sur I" soit filtrant à gauche, c'est-à-dire pour 
(j, i) e I X I il existe k e I tel que k < i, k < j. Soit Ei l'ensem
ble correspondant par 0 à (i, i). L'ensemble somme 2 Ei est l'en

te i 
semble des couples (i, x), où i z I , x £ E{. Soit p la relation d'équi
valence définie dans S Ei par: (i, x) ~ (j, xf) (mod p) lorsqu'il 

tel 
existe k e I tel que k < i, k < j et 0̂ -(#) = La classe 
d'équivalence de (i, x) sera notée (i, x). 
Définition : On appelle limite inductive de la famille préordonnée 0 

l'ensemble Uni 0 = (2 Ei) fÇ. 
tel 

Proposition: Soient 0 et 0' deux fondeurs de Q dans S - A toute 
transformation naturelle (0', T, 0) correspond une application 
*F (0', T, 0) de lim 0 dans lim 0' définie par (i, x) —>• (i, i(i)(x))y 

1 oti x e i£t-. La fonction W est un foncteur de O T ( S , Q) vers 
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Considérons une famille préordonnée de transfprmations natu
relles définie par un foncteur © de Q dans c9T et soit ©y» = 
($>j, iji, <ï\). Pour tout ensemble E les applications T# (E) forment 
une famille préordonnée T (E). A tout / e S correspond la trans
formation naturelle (T(£"), * ( / ) , T(S)), où # = «(/), = £(/), 
*(/) est la fonction i -> La fonction / - > (T(Ê'), *(/), 
est un foncteur <ï>. Le foncteur W de la proposition précédente 
associe à $(/), l'application (lim ©)(/) de lim t(E) 
dans lim ̂ (E;), où lim 0 est le foncteur composé W 4>. 

Définition: Le foncteur lim 0 es£ appelé limite de la famille de 1 
fondeurs {<&i)isi par rapport à 0. 

Supposons que 0 soit un foncteur de Q dans O t ̂  définissant 
une famille préordonnée de transformations naturelles de foncteurs 
naturalisés. Posons ©^ = ((̂ y, çy), tji, ($*, 9*)) où cpy = T,* . <pt-, 
et 0;i = (<£y, T#, $;). Pour tout x z E , les éléments (*, <Çi(E) (x)) 
appartiennent à une classe d'équivalence dans S &i(E) définissant 

TEL 
un élément de lim i{E) que nous désignons par y(E) (x). Nous 
définissons ainsi une application ç(E) de E dans lim T(7£). L'appli
cation lim ©(/) applique ç(E) (x) sur y(Ef) (f(x)), car (•?, <Çi(E)(x)) 
est appliqué sur $,-(/) <p< (£) (x)); or *<(/) <pf(#) = <9iW) f, 
relation qui exprime que (<ï>*, ç») est un foncteur naturalisé. Par 
suite (lim 0, cp) est un foncteur naturalisé, où cp associe à E l'appli
cation ç(£T). 

Définition: Le foncteur naturalisé (lim 0, 9) est désigné par 
lim 0 et s'appellera limite de la famille de foncteurs naturalisés 2 
($>i, cp̂tei VAR rapport à ©. Si I ne contient qu'un seul élément iy le 
foncteur limite de la famille sera par définition le foncteur ç»). 

Pour tout i s 7, on a la transformation naturelle canonique de 
9») vers (lim ©, 9) définie par la fonction T» qui associe à 

l'ensemble E l'application ^i(E) : y—>(i, y), où ye<£>i(E). On 
vérifie, en effet, les relations: 

et 

4. Limite d'une suite finie ou transfinie de foncteurs naturalisés: 
Soit (4>t-, 9i)tej une suite (finie on transfinie) de foncteurs na

turalisés, c'est-à-dire une famille où / est une section de la classe 
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des ordinaux formée par l'ensemble des nombres ordinaux i tels 
que i < a, i 9± u.. Nous allons y associer une suite de foneteurs 
naturalisés t̂-)t-eJ et pour chaque couple (i, j), où i < j, une 
transformation naturelle = [(^j, (*ï\, ^)] vérifiant 
les conditions suivantes: 
1. La fonction ©7: (i, j) — > © 7 Ï est un foncteur contravariant 

de Q dans DTv, où Q est la catégorie des couples (?', j) où t < j. 
2. ($0, Ço) = (To, *o). 
3, 

4. Si X < et si X n'admet pas de précédent, soit J l'ensemble 
desj tels que j < X, j ̂  X. Soit ®J la restriction de @7 aux couples 
0', où j c J, jv e j . Enfin soit (lim &J, çJ) le foncteur natu
ralisé limite de la famille (Wj, <\>j)jej relativement à <dJ et soit 
[ (lim ®J, qr7), Ty, (lFj, ] la transformation naturelle canonique 
de (Wj, àj) vers (lim <èJ, cp*7). Alors (WXl <J/X) = (4>x, çx)X(lim Q-7, c-7) 
et Txy = <Px lira Q"7 • t/J c'est-à-dire ©xy est le produit longitudinal 
de la transformation canonique de (Wj, <]>y) vers (lim ©J, <pJ) par 
la transformation naturelle canonique (voir § 1) de (lim @7, cp-7) 
vers (4>x, <px) X (lim 0J, çJ). 

Proposition: Par induction transfinie, ces conditions définissent 
d'une façon unique ©7. 

Définition: On appellera limite de la suite de foneteurs naturalisés 
Ie foncteur limite de la famille (Wiy ài)iei relativement 

à ©7. Nous le noterons lim (<É\-, <p»)»ej. 
On définit d'une façon analogue la limite de la famille (<î\-, q̂)îe/ 

lorsque I est un ensemble bien ordonné quelconque. 
Exemple: Par induction transfinie, on associe à tout ordinal ̂  
le foncteur naturalisé ( ¿ 7 * * , yj de telle façon que les conditions 
suivantes soient réalisées: 
1) {<?*, y») = (Id, Id,). 
2) Tx+i) = ïx) X ( S ? , y)-
3) Si [x n'a pas d'ordinal précédent, considérons la famille 

où I est l'ensemble des ordinaux i tels que i < (À, i ̂  \i 
et où (<É\-, ç») = ( S P , y) pour tout tel. Alors (¿7̂ , ŷ.) est la limite 
de la famille }<çi)ui. En particulier, on a ainsi le foncteur 
(¿7", yj, w étant le premier nombre ordinal transfini. 
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III. Catégorie des Joncteurs 'types. 
Définition: Appelons catégorie des fondeurs types la plus petite 

sous-catégorie ̂ Tx de vérifiant les conditions suivantes: 
1) SF x contient (£P, y). 
2) SFZ contient le produit parallèle d'une famille quelconque de 

fondeurs naturalisés appartenant à <jFz. 
3) Etant donnée une suite (finie ou transfinie) (<1\-, <pi\-er, où 

($i, e quel que soit i e I, alors $~z contient aussi la 
limite de cette suite. 

Pour tout ordinal [L on définit par induction transfinie une sous-
catégorie de <5̂~T de telle façon que les conditions suivantes 
soient vérifiées: 
1) SF~\ est la sous-catégorie de engendrée par (fj>, y) et 

(j~~]J, BJ), où I est un ensemble quelconque. 
2) <jFt, pour [i 7e 1, est la sous-catégorie de SF ~ engendrée par 

la réunion des SF\, où X < [JI, X ̂  et des éléments suivants: 
a) Le produit parallèle d'une famille quelconque (<ï\-, <p»)ier, où 

(&i, çi) s U SF\, pour tout i 2 7, I étant un ensemble quel
conque. 

b) La limite d'une suite <p»){ei, où (<!>;, cp*) £ U JT^, pour 
tout ¿£7. ^ 5 

Si on suppose de plus dans a) et b) qu'il n'existe aucun X < \x} 
X ̂  [i tel que <pt-) s X; + 1 < X, pour tout z £ 7, le pro
duit parallèle de la famille ou la limite de la suite (4>i? q>»)iei sera 
appelé générateur canonique de type [i. Les foncteurs (̂p, y ) et 
(|~]J, B1) seront appelés générateurs canoniques de type 1. 

Proposition: $TX est la réunion des SF\. 
En effet, SFx contient JT£ pour tout \L, car SFX contient SFA', 

d'autre part, si £FX contient fzF\ pour tout X < jx, X ̂  [i, alors 
contient <j7~£. Inversement, soit une famille (<J>t-, ç>i)isr telle 

que £ ̂ T ^ , pour tout is7. Alors l'ensemble des nombres 
transfinis Xi admet un majorant [x. Donc (<!>;, ç̂ ) £ pour 
tout i e I et le produit parallèle ou la limite de (<ï>t-, ç»)t-ej appar
tient à 

A 
On définit une catégorie restreinte $TX de foncteurs types en 

ajoutant dans la définition de les conditions suivantes: l'en-
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semble I de la condition 2) est dénombrable; de plus la section I 
de la condition 3) est la section des nombres finis n < G>. On peut 

A X 
définir alors les sous-catégories où X est un ordinal quel
conque de la deuxième classe (correspondant au cardinal No)* 
A A 

sera la réunion des S T \ parce que tout ensemble dénombrable 
d'ordinaux de la deuxième classe est majoré par un ordinal de 
la deuxième classe. Les générateurs canoniques tels que I vérifie 

A 
la condition restrictive sont les générateurs canoniques de x. 

Proposition'. Pour tout foncteur type (<£, cp) s on a les pro
priétés suivantes: a) L'application ç(E) est une injection de E 
dans $(E), pour tout ensemble E ) b) <ï> est un foncteur biunivoque 
de S sur une sous-catégorie de S ) c) (<ï>, 9, Id) est la seule injection 
naturelle de Id vers <!>. 
Si (<É\-, Çt)»ei est une famille de foncteurs naturalisés tels que 

<Di(E) soit une injection pour tout E, alors le produit parallèle 
(~\ 9i . BJ) possède encore la même propriété. 
itl tel 
Si de plus on a une famille préordonnée de transformations natu

relles <ï># = ÇJ), Tji, (<ï>t-, 9»)L alors la limite de (<£t-, 9»)t-sj rela
tivement à © est un foncteur naturalisé (lim @, 9) tel que ç(E) soit 
une injection pour tout E. De plus si ^a(E) est une injection quels 
que soient i, j, E, alors dans la transformation naturelle cano
nique [(lim ©, 9), TT-, (<£», 9i)] l'application T (E) est une injection 
naturelle. 
Soit (<ï>t-, 9i)tej une suite de foncteurs naturalisés et supposons 

que <Çi(E) soit une injection pour tout E et pour tout i si. Par 
induction transfinie, on démontre que pour la suite associée 
(Wi, définie plus haut, <hi(E) est encore une injection. On 
considère alors la famille ordonnée de transformations natu
relles ®*i= {(Wj, <\>j), Tit-, (Wi, tK)]. Le foncteur lim (4\-, 9,)*ei, qui 
est la limite de (*Pt-,. <W)tei relativement à ©r, est un foncteur (4>,'<p) 
tel que 9 (E) soit une injection. Remarquons de plus que tji(E) 
est une injection naturelle. 
Par induction transfinie, on démontre que (4>, 9) s possède 

la propriété a) quel que soit l'ordinal X. Il en résulte que tout 
foncteur type possède la propriété a). 
D'une manière analogue, on démontre la propriété b). 
Pour démontrer la propriété c), on vérifie d'abord cette propriété 

pour les foncteurs (Id, Id0) et (¿7, Y). La même suite de raison
nements par induction transfinie démontre alors la propriété pour 
un foncteur type quelconque. 110 
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Proposition: La catégorie $~.x est une catégorie libre ayant pour 
système libre de générateurs la classe des générateurs canoniques 
définis ci-dessus, 
La notion de catégorie libre est définie de la manière suivante: 

Définition: Soit G une catégorie, G o la classe de ses unités, £8 
un système de générateurs ne contenant aucune unité non isolée 
(c'est-à-dire la plus petite sous-catégorie contenant ¿3 est identi
que à (p). Alors Q est une catégorie libre par rapport à £3 lorsqu' 
aucune unité de Q n'est le composé de deux éléments distincts de 
G et que tout élément f de Q qui n'est pas une unité se décompose 
d'une manière unique sous la forme f = fnfn-i • • . /i où fi z £3 
Dans ce cas £3 est appelé système libre de générateurs de Q. £8 est 
la classe des éléments "premiers" de Q. 
Remarque: G peut être considérée comme un graphe orienté, un élément / s G 

étant appelé flèche (ou arête orientée) si / n'est pas une unité et sommet si •/ est 
une unité. £8 détermine alors un sous-graphe orienté. Une suite finie de flèches 
(fn< fn-i, . , fi) telle que a.(Jp+i) =• $(fP), pour p < n, sera appelée un chemin 
sur le sous-graphe orienté £8. La classe des sommets de £8 et des chemins orientés 
de £ 3 définit une catégorie J?(£$) pour la multiplication: 

(gp,...., 02f gi) (/», ..., /2, /1) = (gP, .. ••, gu U .. •, /1) 
si et seulement si gifn est defini. 

si et seulement si e = oc(/i), e' = £(/»). 
Si G est libre par rapport à £8, G est isomorphe à la catégorie J?(£8)-
On voit aisément qu'il existe des catégories non libres; en particulier une sous-

catégorie d'une catégorie libre n'est pas nécessairement libre. 
Si G est une catégorie engendrée par une partie a de e ne contenant aucune 

unité, alors G est une catégorie quotient de la catégorie J ? (£8) des chemins 
sur le graphe £8-
Etant donné un graphe non orienté on en déduit un graphe orienté ¿3 en 

faisant correspondre à chaque arête de £7F deux arêtes orientées, c'est-à-dire deux 
flèches désignées par / et/-1. On définit le groupoïde libre J5(£7f) sur en 
considérant la catégorie libre G = J ? (£8) > Soit p la plus petite relation d'équi
valence sur G compatible avec la loi de composition et telle que /-1 / ̂  a(/), 
ff"1 ~ «(/) et (3(/) désignant l'origine et l'extrémité de la flèche /, considérée 
comme chemin élémentaire. Par passage au quotient, on définit sur G / g une 
multiplication pour laquelle (?/p est un groupoïde, appelé groupoïde libre sur 

- On démontre que tout sous-groupoïde d'un groupoïde libre est un groupoïde 
libre. 
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Pour démontrer que la catégorie 3TX est libre, on montre d'abord 
par induction transfinie que tout foncteur type est le produit 
d'un nombre fini de générateurs canoniques. Supposons démontrée 
la propriété suivante, pour deux générateurs canoniques distincts, 
(<ï>, <p) et (<ï>'7 9') de type \ et V tels que X + 1 < [i, V + 1 < \i: 
Les ensembles $(E) et $'(E'), correspondants à deux ensembles 
quelconques E et E', sont distincts. Alors on voit que cette pro
priété est encore vérifiée pour deux générateurs canoniques dis
tincts de types (JL OU < (JU Donc par induction transfinie la pro
priété est vérifiée pour deux générateurs canoniques distincts 
quelconques. Il en résulte facilement que deux produits dis-

1 tincts finis de générateurs canoniques sont distincts. 
On démontre de même que la catégorie restreinte de foncteurs 

A 
types S^x est une catégorie libre par rapport à la sous-classe des 

A 
générateurs canoniques de $~x. 
D'après la dernière proposition du §1, à la catégorie SFx est 

2 associée une sous-catégorie 91\ de 91\, formée d'injections natu
relles d'un foncteur type vers un foncteur type. Nous les appellerons 
injections naturelles types. Si [($', ç'), T, (<£>, cp)] est une injection 
naturelle type, nous écrivons (<ï>, <p) < (<!>', <p')- On définit ainsi 
une relation d'ordre dans Celle-ci peut aussi être définie de 
la manière suivante: ($', ç') = OF, <10 X <p), où Ç¥9 ty) est 
un foncteur type. La fonction T est déterminée par la donnée de 
(*,. ç) et (*', ç'). 

IV. Catégorie des transformations naturelles canoniques. 

Nous allons définir un groupoïde d'équivalences naturelles d'un 
foncteur type vers un foncteur type. Les générateurs de ce groupoïde 
sont les suivants: 
1) Soit (<ï\-, <fi)iei une famille de foncteurs types. Soit 

une famille de parties de I qui forment une partition de I. Soit 
p[ (4>i, <p») = (Wj, tyj). Considérons l'équivalence naturelle de 
uii _ 
| | (<ï>t-, çt) vers | | (Wj, tyj) définie de la manière suivante: A l'en-
itl j&J 
semble E sera associée l'application biunvoque ̂ (E) de j | $i(E) 

ui 
sur y\¥j(E) qui applique {xàui, où x* £ E* sur ou Vi = 

UJ 
= (xi)UIj. On vérifie que [| | ÇVh T, j | (<&ir <p.)] est bien 

jeJ iti 
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une équivalence naturelle. En particulier, soient <Pi)*ei et 
Çy)ieJ" deux familles de foncteurs types. A toute application 

biunivoque de / sur I correspond ainsi une équivalence naturelle 
de J ~ f <P<) vers H ( * * 

2. Soit (4><, une suite de foncteurs types, où I est la sec
tion de la classe des ordinaux i < \K et i ̂  \K. Supposons qu'il 
existe une suite transfinie d'ordinaux Xy où j e section des ordi
naux, telle que [L soit la somme de la suite (Xy), où Xy est l'ordinal 1 
correspondant à la section /y. Alors pour tout j s / on a un iso-
morphisme j de ly sur un intervalle 1/ de I de telle façon que les 
1/ forment une partition de I, un élément de IJ étant plus petit 
qu'un élément de IV si j < j'. Posons (4>y, q>y) = lim 
où (<Ë>i, cpi) = (4>7(i), <p'7(o) P°ur ̂  £ Ij- On a l'équivalence naturel
le de lim (4>i, <pt)»ei vers lim (4>y, <py)yer définie par la fonction T 
qui associe à E l'application biunvoque T(jEJ) qui applique la classe 
d'équivalence de (if, y), où ir = i s ly, ?/£ ̂ .'(i?), sur la 
classe d'équivalence de (j, 2), où 2 s (17) correspond à la restric
tion de ( 7 T Î 7 ) à S q?\-(£). 
3) Si (4>t-, cpi)i<n est une suite finie de foncteurs types, on 

a l'équivalence naturelle de lim (4\-, cp̂)̂eJ sur le produit (4>n, <pn). , . 
(4>0, 90) qui associe à l'ensemble E l'application biunivoque i(E) 
qui applique la classe d'équivalence de (i, y) sur z e 4>n, . . 4>0 (2?), 
où y e*ï\(E) et où 2 = T„. (E) (y). 
4) Si (4>i, q>»)iei est une suite finie ou transfinie de foncteurs 

types, où (4>t-, cpj) = (Id, Î o) pour tout 2' s I, on a une équivalence 
naturelle de (Id, IdQ) vers lim (4\-, <pi)iei en associant à l'ensemble E 
l'application: x — > (0, x), x s E, (0, x) étant la classe d'équiva
lence de (0, x) correspondant à la famille d'applications tji(E) 
qui interviennent dans la définition de lim (4>i, ç<)t-ej. 
Les équivalences naturelles ainsi définies seront appelées équi

valences naturelles, élémentaires. 2 
Soient (4\-, Çi)iti et (4>/, ç/)*,/ deux familles de foncteurs 

types tels que l'on ait une équivalence naturelle [(4>/, ç/), T$, 
(<ï\'> <?*)] pour tout z s I. Alors on en déduit une équivalence na
turelle (P| ($/, T > H ou T(^) est l'application 

IEL IEÏ 
biunivoque: (xi)iti—>(^i(E) (â))t-ej, a;* £ 4>i(E). Cette équivalence 
sera appelée produit parallèle de la famille des équivalences données. 3 
Supposons de plus que I soit une section de la classe des ordi-
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naux. Alors on a une équivalence naturelle: [lim .ç/)*èi, 
lim (<ï\,• • ç>t)»si]> oùt(E) est l'application biunivoque: (i, 2/) — 

1 — r z i ( E ) ( y ) ) , où Î/ eTi(B). Cette équivalence sera appelée 
limite latérale de la suite des équivalences données. 
Soit I l'ensemble des nombres 0 et 1. Soit T l'équivalence élé

mentaire de lim ($г, <pt)iei vers ($i, 91) X (4>0, 90). Soit Tf l'équi
valence élémentaire de lim (<£>/, (p/)iei vers («ÏV, cp/) X (4V, 90'). 
Posons Ti  [($!', ÇL'),TX, (<&,, 91)] et r 0  [ ( * < > ' , 9 0 o ,  0 , ($0, 90)]. 
Soit Ti • T0 la limite latérale de (T0, 7\), Ti X T0 désignant 
toujours le produit latéral de T0 et 7.\. Alors on démontre la re
lation: 

Définition: Soit OT c le V^us petit sousgroupoïde de Ofv, relati
vement à la multiplication longitudinale, contenant: 1) les équiva
lences naturelles élémentaires; 2) le produit parallèle d'une famille 
d'éléments de OT c\ 3) le produit latéral de deux éléments, de OT c\ 
4) la limite latérale d'une suite (finie ou transfinie) d'éléments de 
OT c Soit OT é la pins petite souscatégorie de OTv, relativement à 
la multiplication longitudinale, contenant: 1) les éléments de OT 
2) les éléments de OT c) 3) le produit parallèle d'une famille d'éléments 
de OT c ) 4) la limite latérale d'une suite (finie ou transfinie) d'élé
ments de OT c • Un élément de OT c (resp. OT c) sera appelé équiva
lence naturelle canonique (resp. injection naturelle canonique) d'un 

2 foncteur type vers un foncteur type. 

V. Foncteurs typiques. 

Soit (<î>, 9) un foncteur type. Rappelons que S est une caté
3 gorie inductive [2], les éléments induits par / s S étant les restric

tions de /. Si /' < /, c'estàdire si /' est une restriction de /, alors 
on a: *(/') < *(/), 9 («(/')) < 9 («(/)), 9 (W)) < 9 (&(/))• Mais, 
en général, on a: 

Les propriétés précédentes ne suffisent pas pour caractériser 
les foncteurs types. Il serait intéressant d'avoir une définition 
axiomatique des foncteurs types ne faisant pas intervenir les 
générateurs explicités. 
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Définition: Un foncteur <£' de S vers S sera dit déduit du jonc
teur <ï> lorsquHl existe une injection naturelle (<ï>, T, <&') telle que, pour 
tout ensemble E, on ait $'(E) C $>(E), ^(E) étant V injection cano
nique de $f(E) dans & ( E ) ; c'est-à-dire $'(/) est une restriction de 
<£>(/), pour tout f e S ; on écrira <£' < <ï>. 

Un foncteur naturalisé (<&', <p') sera dz£ déduit de (<ï>, <p), <£'(/) 
es£ restriction de <£(/) e$ si q>(Z£) = T(S) (?'(E), i(E) étant encore 
l'injection canonique de $'(E) dans & ( E ) ; on écrira (<$>', q/) < (<ï>, <p). 
Les relations ainsi définies sont des relations d'ordre compati

bles avec la multiplication. Ainsi 5 F est une classe inductive [2] : 
le plus petit élément de 5 F est le foncteur 0 qui applique tout 
/ s S sur l'application identique de l'ensemble vide. En adjoig
nant à cĵ"v cet élément 0, 5 F * devient une classe inductive. Les 
foncteurs naturalisés déduits d'un foncteur naturalisé (<ï>, <p) ont 
pour intersection le foncteur naturalisé (<£', <p') tel que 
soit l'ensemble des points <p(x), où x e E. 

Définition: Si ($, <p) est un foncteur type, tout foncteur déduit 
de <fr sera appelé foncteur typique. Si (<&', ç') < (<!>, <p), alors (<!>', ç') 
sera appelé foncteur typique naturalisé. Soit 5 F xl (resp. S F ") la 
classe des foncteur typiques (resp. typiques naturalisés). 

Proposition: 1) 5 F x (resp. 5 F xf) est une sous-classe de 5 F (resp, 
5 F V ) contenant avec un élément tout élément déduit. 

2) $~x est une sous-catégorie de 5 F * Pour toute famille (<&i)ui 
où <I>t- £ S F x pour tout i £ I, le produit parallèle de la famille 
appartient à 5 F X . 
3) 5 F " est une sous-catégorie de 5 F ? contenant avec toute famil

le (resp. suite) d'éléments de 5 F xn son produit parallèle (resp. sa 
limite). 
Soit S le groupoïde des applications biunivoques. Chaque 

foncteur type admet une restriction à S , que nous appellerons 
encore foncteur type de S vers S . Soit 5 F X ( S ) la catégorie de 
ces foncteurs types. Dans S F ( $ ) (resp. 5 F X ((D)), on définit 
encore la notion de foncteur déduit (resp. foncteur naturalisé 
déduit). En particulier, on définit comme précédemment les 
foncteurs typiques (resp. typiques naturalisés). Ils forment une 
sous-catégorie <j?V ( S ) (resp. 5 F " ( < § ) ) jouissant encore des 
propriétés indiquées dans la proposition précédente. 
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D'après les définitions de [1], un foncteur <ï>' e (S) définit 
une espèce de structures sur $. Le procédé régulier de définition 
d'une espèce de structures sur E consiste à prendre pour <ï>' un 
foncteur typique; un tel foncteur sera, en général, déduit d'un 
foncteur type donné par un système d'axiomes. Chaque axiome 
du système définit un foncteur déduit et le système définit l'inter
section de ces foncteurs déduits. 
Le procédé de définition peut aussi faire intervenir des ensem

bles auxiliaires. Par exemple, soit A le foncteur de S dans S 
qui applique tout / s S sur l'application identique de I. Soit <ï>i 
le produit parallèle de A avec Ici. On considère alors les fonc
teurs déduits de $ $1, où <?) s Sfx (S). 
Soit Q i une catégorie munie d'un foncteur <£% vers S pour 

i s I. Soit la catégorie produit et pi le foncteur projection 
iti 

de sur Q i . A l'aide des foncteurs et des foncteurs 
typiques on définit [1] aussi une classe de foncteurs de 
vers S qu'on pourrait encore appeler foncteurs typiques. 

Remarque Pour une suite de foncteurs naturalisés, on peut 
définir la limite projective de la suite. Nous ne l'avons pas intro
duite comme générateur de la catégorie des foncteurs types, car 
elle se déduit d'un foncteur type. 
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INTRODUCTION 
Les «problèmes universels», qui interviennent dans tous les domaines des 

Mathématiques (construction de structures algébriques libres, compl et ion d*un es
pace uniforme, etc.), peuvent se formuler dans le cadre de la théorie des caté
gories à l'aide de la notion de p - structure libre, où p est un foncteur. Il est donc 
important d'avoir des critères «maniables» d'existence et de construction de p -
structures libres. 

De tels critères sont connus : Le théorème de Freyd [ 4] assure l'existence 
d'un foncteur adjoint de p si p est à limites projectives et si les catégories sont 
« assez petites » ; le critère de Lawvere (plus général [?] ) prouve qu'il existe une 
p - structure libre lorsqu'il existe une p - structure semi-libre (définie comme une 
p - structure libre, mais sans la propriété d'unicité) et certains noyaux; les propo
sitions d'existence de projections de [ l] dont l'idée est reprise et systématisée 
dans le présent travail. 

Dans la partie I, nous supposons que p est la restriction à H d'un foncteur 
P. Le théorème 1 lie la notion de p - structure libre à celle de morphisme (P, X, H)' 
engendré de but une (H, P ) - structure semi-libre. Les morphismes engendrés sont 
étudiés dans les § 1 et 2; en choisissant judicieusement la classe X, des con
ditions faciles à vérifier entraînent l'existence de morphismes engendrés, et par 
suite de p - structures libres. Les théorèmes de Freyd et de Lawvere sont ainsi 
« relativisés » et plusieurs critères d'existence d'adjoints sont indiqués. Comme 
application, nous généralisons les théorèmes d'existence de structures quasi-
quotient et de limites inductives de [ l] et, dans le § 4 , nous étudions le problème 
de la quasi-cohomologie à valeurs dans une catégorie dominée. 
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II C. EHRESMANN 

La partie II, qui contient les principaux résultats de l'article, est consa
crée à la completion des catégories, problème abordé récemment par de nombreux 
auteurs. Ici nous utilisons le théorème d'existence de structures libres, le point 
délicat étant de prouver que certains foncteurs sont «engendrants» (th. 5, 12, 16). 
Le § 1 contient la (longue) démonstration du théorème de completion projective 
(th. 6 dont le th. 5 est un auxiliaire) : Plongement universel, à un isomorphisme 
près, d'une catégorie H dans une catégorie admettant H pour so us-catégorie pleine, 
munie d'une application i- limite projective univoque, et appartenant au même uni
vers. Par «abstraction» de cette démonstration, nous construisons par récurrence 
transfinie une completion projective canonique de H (th. 7). Le théorème 8 montre 
que cette completion est aussi une « completion projective libre» , i.e. une solution 
du problème universel du plongement, à une équivalence près, de H dans une caté
gorie à limites projectives (c'est ce dernier problème qui avait été considéré aupa
ravant) . La construction se simplifie lorsqu'on veut seulement ajouter des produits 
(th. 9) et montre qu'il n'existe généralement pas de completion projective libre qui 
soit une sous-catégorie de la catégorie des transformations naturelles entre fonc
teurs de H* vers une catégorie d'applications (une solution de cette forme a été 
cherchée par différents auteurs). Le théorème 10 résoud le problème de la com
pletion projective avec conservation de certaines limites : Etant donnée une appli
cation limite projective partielle V sur H, il existe une structure quasi-quotient 
de la completion projective de H admettant H pour sous-catégorie et munie d'une 
application limite projective prolongeant V . 

Des résultats analogues relatifs à la completion de catégories (adjonction 
à la fois de ̂-limites projectives et de £j — limites inductives) sont obtenus dans 
le § 3 . La completion «structurée» des catégories structurées fait l'objet du §4, 
avec application aux catégories ordonnées et multiples. Par exemple la comple
tion des catégories doubles intervient dans la construction des foncteurs types [8]. 
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2 C. EHRESMANN 

I. EXISTENCE DE STRUCTURES LIBRES. 
1. Morphismes engendres. 

Si P = (K* , P, h ') est un foncteur, désignons par P*~ la classe 
de toutes les p - injections, par Pf~ la classe des P - monomorphismes; on 
a pj c rg( h ' ) , en notant r^fh') la classe des monomorphismes de 
//•.Si (;f., ;J)-ej est un produit fibre naturalisé dans h * (C. S. déf. 9 , 
chap. IV) tel que (p( j^), p(i\))i€j soit un produit fibre naturalisé dans 
k ', nous dirons que (;\, /J)̂  €/ est un produit fibre naturalisé aforcs P .On 
définit de même un produit naturalisé dans p. Nous dirons que P est un 
foncteur à i- produits (resp. à l-produits fibres) si toute famille ( ̂f-)f-€/» 
où e ̂  € h *o pour tout Î €/ (resp. toute famille f /\)j0 € j, ;f.6 e,h pour tout 
/ € 1 ), admet un produit (resp. un produit fibre) naturalisé dans P. 
a. noyaux. 

Soient h ' une catégorie, h et h' deux éléments de h de même 
source et de même but. Si x C h, on dira que / € X est un X- noyau de 
(h ,h' ) dans h ' si on a h ./ = h'./ et si les conditions / € X et / = 
— h1 .j assurent l*existence d'un et d'un seul f € h tel que / = / , /. Si 
X = h, un // - noyau de (h ,h* ) est un noyau de ( h, h' ) dans // * au sens 
de [2], aussi appelé égalisateur de (h, h') dans [ 3 ] ou « difference 
kernel» dans [ 4 ] . 

Soit p~(k\p,h*) un foncteur et X une sous-classe de h. 
DEFINITION. si h 6 h et h' e/3(h ). h . d(h ), on dira que / est un X-
noyau de (h, h') dans p si : 

1 ) / est un X- noyau de ( h , h* ) dans h ' ; 
2)p(j) est un noyau de (p(h), p(h*)) dans K*. 

S'il existe un X-noyau de (h ,hf ) dans p pour tout couple (h ,h*) tel que 
a(h)= a(h') et fi(b) = J3(b'). 

on dira que p est un foncteur à x-noyaux (resp. à noyaux si x = h). 
En particulier, si p est le foncteur injectif canonique ( k *, i, h * ) , 

alors ; est un X-noyau de (h, h') dans p si, et seulement si, ; est un 
(h, x, k' ) -noyau de (h, h') au sens de [ 1 ] , où X C r (k • ) . 
PROPOSITION 1. Soz* heh, a(h)=s et b' € j3( h ). h . s. si h* est 
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une catégorie à produits fibres finis et s'il existe un produit naturalisé 
(( 7T, 7T ' ) t s X s ) dans H *, alors ( h, h1 ) admet un noyau dans H '. 
DEMONSTRATION. Il existe un produit fibre naturalisé ((h,k), (h', k')) 
dans H * et un produit fibre naturalisé 

dans H *. Montrons que v est le noyau cherché. En effet, posons d = [s,^], 
et g = [ k, k' ] . On a rr.g.v' = n.d.v = t/ = TT' ,d. v = rr' .g.v* et 

.̂t/ = à.7T = £.*.t/ = £\*\t/' = h'.TT'.g.v' = £\t/. 
Puisque g est un monomorphisme, il en est de même pour v. -
Si, par ailleurs, nous supposons j € s .H tel que h .j ~ h* .j , il existe 
€ // vérifiant 

car ((h> k), (h*,k')) est un produit fibre naturalisé. Les relations 

assurent l'existence d'un et d'un seul /" € H tel que 

v • /" = 7 et v' • 7* ~ /'* 
car ((d, v ), (g,v')) est un produit fibre naturalisé. Il s'ensuit que v est 
un noyau de (h, h*) dans H '. • 
COROLLAIRE. P ES/ W« foncteur à produits finis et à produits fibres 
finis, alors p est à noyaux. Si i est une classe de classes telle que l'on 
ait { 1, 2 \ € $, et que p soit un foncteur à i -produits, p est à noyaux si, 
et seulement si, p est à i-produits fibres, ou encore si, et seulement si, 
p est à l * - limites projectives, pour toute catégorie /' telle que I 6$ et 

O 
DEMONSTRATION. La première affirmation résulte directement de la pro
position 1 .-Réciproquement : Soit une famille d'éléments de H 
de même but S et supposons qu'il existe un produit naturalisé ((Pj)^ j» $ ) 
de ( a(h^)^ € j dans H *. Si J = { 1,2] et si n est un noyau de 

dans H ', 
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alors <x(n) est un produit fibre de (h ,̂ h 2) dans H* . S'il existe un pro
duit s* dans H ' ainsi qu'un produit fibre naturalisé 

dans H *, 

où [ s ],-ej est Ae morphisme diagonal de s*, alors ( h ̂, Pfv)j€j est un 
produit fibre naturalisé. De plus, on sait [4 ] que, si H * est une catégorie 
à noyaux et à 4- produits, H ' esta /'-limites projectives. En effet, soit 
F - ( H * y I * ) un foncteur, où J € $ ; soit (( pi)i € j., S ) un produit 

o 
naturalisé de ( F (i ))J€J» et, pour tout f € I, désignons par n , un noyau 
de (Pfi(f)> F( f)»Pa(f))>' alors F admet pour limite projective un produit 
fibre de ( n j) f€Î dans H ' . -Cette construction montre que p est aussi à 
1'-limites projectives si p est à noyaux et à produits. • 
PROPOSITION 2. Si j € H est tel que h .j = h' . j , que p( j ) soit un noyau 
de ( p (h), p ( h9 )) dans K ' et que j e p , alors j est un noyau de (h, h9) 
dans p . Si est un noyau de ( h, h9 ) dans H \ si p( j9 ) € R ( K • ) et si 
p est fidèle, on a j9 € p i , et par suite j9 ,pi C p ( . 
DEMONSTRATION. Montrons la première affirmation. Soit k e H tel que 
h .k - h9 .k . Comme p ( j ) est un noyau de ( p( h ), p( h9 )) dans K *, la re
lation 

assure l'existence d'un f € K tel que p( k ) = p( j ). f. Puisque ; est une 
p-injection, il existe un et un seul k9 € H tel que 

k = j.k9 et p(k') = /. 
Par suite, / est un noyau de (h , h9 ) dans H' . -Supposons que /' soit 
un noyau de ( h , h9 ) dans H • et soit k € fi(j9 ).H tel que p ( k ) = p ( j9 )./. 
Les relations a(b.k) = *(b'.k). fi( b . k ) = J3( b9. k ) et 

entraînent b • k = b9 » k, si p est fidèle. Par suite il existe un et un seul 
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k9 6 H tel que k = .k'. Il s'ensuit 

d'où p(k') — f, si p(j') est un monomorphisme. Donc /' est un p - mono-
morphisme . • 
COROLLAIRE 1. Si p est à pT'-noyaux, p est à noyaux. Si p est fidèle 
et à noyaux, p est à pT-noyaux. 
COROLLAIRE 2. Si p est à p 7""- noyaux et a i - produits, où i est une 
classe de classes admettant { 1, 2 \ pour élément t p est à i - produits 
fibres, et par suite à I '-limites projectives , si I € $ et Î  € § . 

Supposons que J!i soit une catégorie pleine d'applications et p — 
= (3lï,p , H') un foncteur. Nous désignons par %l la classe des injec
tions, par %L la classe des injections canoniques (M, c, M1 ), par p L la 
classe des (5ïl£, /?)-injections. Soit h €H et h* € J5( h ) . H . a ( h j. Pour 
que / soit un (%L, p)-noyau de (h, h*) au sens de la déf. 6 , chap. III. 
C.S., il faut et il suffit que / soit un ̂  - noyau de ( h, h* ) dans p. Si p 
est un foncteur d'homomorphismes saturé (C.S., déf. 20, chap. II ), il est 
résolvant à droite (i.e. à p noyaux) (C.S., déf. 8, chap. Ill) si, et seule
ment si, p est à p i - noyaux, donc (corollaire 1, prop. 2 ) si, et seulement 
si, il est à noyaux. Soit % une catégorie pleine d'applications contenant 
5ïï . Un couple ( f, f ), où / et /' sont deux applications de M £ 3lî dans 
M' e %q , admet pour noyau dans JH l'injection ( M, i , N ), où N est la 
classe des x e M tels que f(x) — f '(x). Il s'ensuit que Jfl est à noyaux. -
Comme (M, i, N) est aussi un noyau de ( f, /' ) dans M , le foncteur ( M , t , % ) 
est à noyaux. Supposons que p soit une restriction d'un foncteur P — 
~ (Ju,P, H ' ). De la proposition 2 résulte que, si p est à ̂ . -noyaux et 

. /— r— si X est une partie de P . contenant tout p̂. -noyau, H' est une catégorie 
à (XyH *)- noyaux; ceci généralise la proposition 1-2 [1 ] relative au cas 
où p est résolvant à droite . 

Supposons que %q soit un univers. Nous désignons toujours par : 
1)77 l'application JR - produit canonique dans Jd telle que (C.S. 

chap. IV) 
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où pj est la î-ème projection canonique du produit cartésien II M. sur 
M i€l 1 

2) v l'application )Ho-produit fibre naturalisé telle que (C.S. chap. 
IV) 

où V /. est la classe des i€l 1 
(*t)i€l € j.̂ /â i>> tcls ̂  fj( Xi^fj( X'i) POUT tOUt i.Tel, 

et où vj est la restriction à V // de la i - ème projection canonique de 
n a r / ) . 
tel 1 

Le corollaire de la proposition 1 entraîne que, si p est un foncteur 
d'homomorphismes saturé 77- compatible, il est v-compatible si, et seule
ment si, il est résolvant à droite. Dans ce cas, il est à /'-limites projec
tives, pour toute catégorie /• telle que / e^0-

B. EJECTEURS STRICTS ET COEJECTEURS. 
Soit C* une catégorie. Nous désignons par < la relation de pré

ordre sur C définie par (CS. déf. 21 , chap. I ) 
g< g' si, et seulement si, il existe h € C tel que g = g* .h. 

Si A C e. C, où e € C* , on dit (C.S. déf. 21, chap. I) que g est un C*-
minimum de A si g € A et si g < g pour tout g € A, et un C* - maximum de 
A si g € A et si g < g pour tout g € A. 
DEFINITION. Soient Y et Z deux parties de C. On dira que J est un 
éjectent (resp. un coéjecteur) relativement à (Z, Y, C ) si g € Y et si, 
pour tout g € j3( g ) . Z, on a 

On appelle projecteur (resp. coprojecteur) relativement à (Z, YtC') un 
éjecteur (resp. un coéjecteur) relativement à (Z, Y, C*), où C* est la 
catégorie duale de C ' . 

1 
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Ainsi g est un projecteur (resp. un coprojecteur) relativement à 
(Z,Y,C) si, et seulement si, g € Y et si, pour tout g€Z.a(g), il 
existe 

h € C tel que g = h . g (resp. que g = h .g), 
Lorsque Y = Z, un éjecteur (resp. un coéjecteur) g relativement à (Y ,Y,C') 
est simplement un C * - maximum (resp. un C * - minimum) de /3( g) .Y . 
EXEMPLES. Si C est une sous-classe de C, nous notons jR ( C \ C ) 

S 
(resp. Rd( C, C * )) la classe des éléments C - réguliers à gauche (resp. C-
réguliers à droite ) dans C ' , i.e. (C.S. déf. 17 , chap. I) des g € C tels 
que h = b' si h € C, h* e C et g . h - g. b' (resp. et h . g = h' » g) . Soit 
C * une sous-catégorie pleine de C '. Alors g est un éjecteur relativement 
à ( C . C R g( C ', O.C^, C ) si, et seulement si, g est un ( C \ C )~ 
éjecteur (C.S. déf. 15*, chap. Ill). Pour que g € C soit un projecteur rela
tivement à f C^.C, C^. R^( C, C' ), C * ), il faut et il suffit que g soit un 
( C, C *)-projecteur. Si de plus C définit une sous-catégorie pleine de 
C' , alors g est un projecteur relativement à 

si, et seulement si, g est un ( C*, C, C 4 ) - projecteur au sens de la défi
nition 5-2 [ 1 ] . 

Il est souvent utile de préciser les définitions précédentes comme 
suit : 
DE FINITION. Soient 7 et Z deux parties de C. On dira que g est un 
éjecteur strict (resp. éjecteur cos trie t) relativement à (Z t Y, C ') si g 
est un C '-maximum (resp. un C ' - minimum) de la classe des éjecteurs 
relativement à (Z, Y, C * ) de but /3(g). On dira que g est un coéjecteur 
strict (resp. coéjecteur costrict) si g est un C * -minimum (resp. un C * -
maximum) de la classe des coéjecteurs relativement à (Zt Y, C*)» de but 
J3(g). Si g est un éjecteur strict (resp. un coéjecteur strict, resp. un éjec
teur costrict, resp. un coéjecteur costrict) relativement à (Z, Y, C* ), on 
dira que g est un projecteur strict (resp. un coprojecteur strict, resp. un 
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projecteur costrict, resp. un coprojecteur costrict) relativement à (Z, Y, C ') 
Lorsque Y est formée de monomorphismes de C*, la classe des 

électeurs stricts (resp. éjecteurs costricts) relativement à ( Z ,Y, C ') de 
but e est la classe Y n g.C^ , où £ est un éjecteur strict (resp. costrict) 
relativement à ( Z, Y, C * ) • 

De nombreux problèmes reviennent à chercher des éjecteurs, co-
éjecteurs, projecteurs ou coprojecteurs stricts ou costricts, i.e. des élé
ments « optimaux» en un certain sens. De tels problèmes peuvent être appe
lés problèmes «universels », en généralisant un peu la définition de ([ 2 ] 
et CS. , appendice II). 
E X E M P L E . Soit Z C e , C, où e € . Si ( i, IK) . € 2 est un produit fibre 
naturalisé dans C * , alors Vq = i . v. est un coéjecteur costrict relative
ment à ( Z, C, C * ) • Si Z est formé de monomorphismes et si vQ€e ,/?̂(C * ) 
est un coéjecteur costrict relativement à (Z, C, C * ) , alors a( v o) est un 
produit fibre de ( Oi€z c*ans C * 
C MORPHISMES ENGENDRES. 

Soient. C * une catégorie, C * une sous-catégorie pleine de C et 
Y C C. 
DEFINITION. On appelle (C \ Y, C )-coéjecteur (resp. coéjecteur strict) un 
coéj ecteur (resp. coéjecteur strict) relativement à ( Y.C^, Y, C * ) . 

D' après le § B, g est un ( C*, Y, C ) - coéjecteur si, et seulement 
si, g €Y et si g< g pour tout G € [3( g) . Y . . C'est un f C\ Y, C J - co
éj ecteur strict si g < g' pour tout C C 0, Y, C)- coéjecteur g'. Si e € C *q et 
si e , Y . = 0, tout g € e . Y est un C C \ Y, Cj- coéjecteur et s'il existe 
un C ' -minimum de e. Y, cet élément est un ( C ', Y, C ) - coéjecteur strict. 

Si Y C R ( C * ) et si g et g* sont deux (C*, Y, C)-coéjecteur s 
stricts, de même but, on a g £ g'. . Si Y' C Y, un (C\ Y, Ccoéjec
teur g tel que g € Y' est un ( C \ Y*, C ) - coéjecteur; mais g £ Y' peut 
être un (C*, Y, C )- coéjecteur strict sans être un ( C*, Y', C) -coéjecteur 
strict. Un (C\ Y, C)-coéjecteur g tel que a( g) € C est un (C \ Y.C^Cj-
coéjecteur strict. 
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Si g est un ( C •, Y, C) - coéjecteur et si g9 € a(g) . C, alors g .g' 
est un (C\Y, C)- coéjecteur lorsque g • g' G Y< Si de plus g est un 
(C't Y, C)-coéjecteur strict, g. g9 est un ( C *, Y, C )-coéjecteur strict 
et on a g< g.g' < g, d'où g - g . g*. g" \ si g € Rg( C ' ) , cette égalité 
entraîne que g' admet un inverse à droite. 

Soit A t = S .Y .C^ et soit A2 la classe des ( C *, Y, C ) - coéjec-
teurs de but S. Si A f. 4 0, si A?. C Af. C A., Cy et s'il existe un produit 
fibre naturalisé (g*vg)g € A . dans C* tel que gj — g *v^ € Y pour f = 2 
ou 2 , alors g j est évidemment un ( C *, Y, C ) - coéjecteur, g 2 un f C \ Y, C> 
coéjecteur strict. 

Soit P — ( K \ P , H ' ) un foncteur t H * t/rce sous-catégorie pleine de 
H* et X une partie de H. Soit C* la catégorie ayant pour éléments les 1 
triplets 

(f,h, f9) tels que h €H, f € K, f9 € K et /= P ( h ). f9, 
la loi de composition étant 

((fvhvf\),(f>h,f9))+(fvhvh,f9) 
si, et seulement si, /' = / et a( b ̂  — /3( b). Identifions les unités de C* 
aux couples (s,f) tels que s 6//̂  et / €P(s).K. Soit Y (resp. C j la 
classe des 

(f, b, f9) € C tels que h €X (resp. b €H). 
Pour que (f, j, f9 ) soit un ( C*, Y, C )- coéjecteur, il faut et il suffit que 
l'on ait 

et que, si / € f3(j).X.H^ et / = P(j).f9, il existe h € H vérifiant 
j = j.h et 

Pour que ( f, j, f9 ) soit un ( C ' ,Y, C )• coéjecteur strict, il faut et il suffit 
que, de plus, pour tout ( C Y, C)- coéjecteur (f, j9, f ) tel que j8(j) -
= /3(/'J, il existe b' €H vérifiant 

et 
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DEFINITION. Si (f, j,f9) est un (C\ Y, C)-coéjecteur (resp. -coéjec
teur strict), / est dit ( P » X , H ) - distingué pour (resp. dit ( P , X, H )-
engendré par) ( f, f9 ). Soit / € K; on dira que j est (P , X, H )- distingué 
pour (resp. -engendré par) f s'il existe /' tel que ; soit ( P, X, H )-
distingué pour (resp. - engendré par) ( /, f9 ). 
EXEMPLES. 

1 ) Soit P le foncteur constant de H * sur la catégorie { 0\* admet
tant un seul élément, 0 . Pour que 7 soit (P, X, H)-distingué pour (resp. 
- engendré par) 0, il faut et il suffit que 7 soit un (H X,H )- coéjec
teur (resp.-coéjecteur strict) . 

2 ) Supposons que l'on ait P(X) C R (K ' ), Pour que 7 soit (P,X,H)~ 
distingué pour f € K, il faut et il suffit que l'on ait 7 € X, f < P( j) et 
que, pour 7 e 6( j ) .X . H¿ tel que / < P( j), on ait ; < 7. Pour que 7 soit 
(P, X, H)- engendré par /, il faut et il suffit que 7 soit un H •-minimum 
de la classe des éléments (P, X, H)- distingués pour /.Dans ce cas, si 7 
est (P, X, H)- distingué pour f.k et si f < P(j ), alors 7 est ( P , X, H )-
distingué pour f. 

3) Si ,XCPr, un élément j est ( P , X . H¿, H )- engendré par / 
si, et seulement si, 7 est un ( X, H ) - s ou s-morphisme de /3 ( j ) engendré 
par / au sens de [ 1 ] . 

A) j est(P, Rg( H * ) , H) - engendré par f€K si, et seulement si, 
ct( j) est une « sous-structure de j3( j) engendrée » par / au sens de [ 3 ] . 
PROPOSITION 3. Si 7 est (P ,X .H 'o, H )-distingué pour ( f, f'), U est 
( P , X . H H )~ engendré par (f,f9). Supposons que 7 soit ( P, X,H)-
distingué pour (resp. - engendré par) (f,f9) et que j soit tel que j .j € X 
et f9<P(j); alors 7.7 est ( P , X, H )-distingué pour (resp. -engendré 
par) /. 

En effet, la première affirmation est évidente.- Si g — ( f, j » f9 ) est 
un ( C \, Y, C)- coéjecteur (resp. - coéjecteur strict) et si g9 = (/',j,f") €C 
nous avons vu que 
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est un (C\Y, C )- coéjecteur (resp.-coéjecteur strict), donc /./ est 
(P, X, H)- distingué pour (resp.-engendré par) ( f, f" J. • 
DEFINITION. On dira que X est V - stable dans H 4 si X est une sous-
classe stable dans H * et si les conditions 

j €X, /' 6X, b €H et / .b = /' 
entraînent h eX. On dira que X est i) - V - stafc/e powr ( Pt H ) si X .X.H^CX, 
si $ est une classe de classes et si les conditions 

/ €<!, j. eX .H^ et /3(7^ s e pour tout i € / 
assurent l'existence d'un produit fibre naturalisé 0^/pf-€/ dans P tel 
que j\ £ X. Si X est {! 1,2]}- V - stable pour ( P, H), on dit aussi que X 
estV - stable pour ( P , H ). 

Soit Vf/* la catégorie des triangles de H ', i.e. la sous-catégorie 
de B H * formée des quatuors 

( e, f, f, h ) tels que e € 
(C.S. , p. 85 , exemple 4, où CD doit être remplacé par B ) , Si X est sta
ble dans H ', alors X est V- stable dans H * si, et seulement si, la classe 
des 

(e, f, f,b) eV H- tels que f eX, f eX et b eX 
définit une sous-catégorie pleine de V H • . 
E X E M P L E S. R ( H * ) est V- stable dans H* et. si P est à i -produits 
fibres, i - V - stable pour (P, H). 
PROPOSITION 4. Soit X = P ; tf/ors X es* V - stable dans H* et, si P 
est à i- produits fibres, i - V - stable pour ( P , H ). 
DEMONSTRATION. X est V-stable, car c'est une sous-catégorie de H' 
(C.S. prop. 1, chap. HI) vérifiant la condition supplémentaire voulue (CS. 
théo.l, chap. Ill).Supposons donnée une famille Op,*€j d'éléments de H 
vérifiant les conditions : on a 

s € H£ et /f. € 5 . X pouf tout i € / - {z {; 
il existe un produit fibre naturalisé f ; f., 7|-)jcj dans H* tel que 
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( P ( ^ d ' i ^ m solt un Pr°duit FIBRE naturalisé dans K*. Nous allons 
montrer que l'on a j j € P , d'où résultera la proposition. En effet, soit 
h € j 8 ( j f i . H tel que P ( h ) = P ( j j ) . f - Etant donné que ji €P^, les 
égalités 

pour tout 
entraînent qu'il existe un et un seul b^ € H tel que 

et 
posons de plus h*shj. Il s'ensuit, F/F*7j)^CJ étant un produit FIBRE natu
ralisé dans H 4, qu'il existe un et un seul h' € H tel que 

et 
Comme ( P ( j^)t P ( jj))j€[ est un produit FIBRE naturalisé dans K *, les 
relati on s 

pour tout i € 11 assurent que l'on a P (h9 ) » /. • Supposons aussi 
h = frb» et P ( b " ) = f . 

On a, pour tout t € J - {i } , j ̂  e P , 
et 

d'où = Par suite b9 h " , car 
pour tout i € L 

Ainsi b9 est l'unique élément de H tel que 
et 

de sorte que / j € P . • 
Dans la suite de ce paragraphe, C • désignera toujours la catégorie 

associée plus haut à P et le mot coéjecteur (resp. coéjecteur strict) signi
fiera ( C *, y, C j- coéjecteur (resp, - coéjecteur strict). 
PROPOSITION 5. Soien* S" €//^, ; e S . X . H ^ , f = P ( j ) . f9 et j9 € a ( j ) . X . 
S u p p o s o n s q u e j .j9 e X t q u e X . H ^ (resp. X ) soit \J • stable p o u r ( P , H ) 
( r e s p . ( P , H ) et que, si s € H ̂  et f \ € P ( s ) . K . a('f ) . il existe j9 e s . X . H ^ 
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tel que f\<P(j')). Si /' est ( P. X, H )• distingué pour /', /./' est 
(P.X,H)~ distingué pour /. Si j1 est(P,X,H)- engendré par f, si X 
est V -stable dans H* et si j € R^( H ' ), alors j .j' est ( P , X, H)-engen
dré par f. 
DEMONSTRATION. Posons g = ( f, j, f ) € Y. Soit g' = ( f, j', f" ) un 
coéjecteur. On a 

et 
Supposons 

et 
Puisque X . H^ (resp. Puisque X ) est V - stable pour { P , H ) , il existe un 
produit fibre naturalisé (( j, v )>(]\> v ±)) dans P tel que v € X .H ̂ (resp. 
€X). L'égalité 

assure l'existence d'un € K tel que 
P(v1).fl=fl et 

Il s'ensuit g^— (/' , t/, /p € Y, (resp. € Y et, par hypothèse, il existe 
un 

on a g'2 = g\* g" € ̂  • ) de sorte que, g' étant un coéjecteur, il existe 
k € C tel que g' - ĝ .k, où i = 1 (resp. = 2); par suite 

Comme 

où = f/1# vy f't), on obtient | = gx.*' (resp. g = g1.k'.g".k ). 
Donc g est un coéjecteur, i.e. ; est ( P , X, H ) - distingué pour ( f, f" ) . 
-Nous supposons de plus que g* soit un coéjecteur strict, que j € R (H') 
et que X soit V- stable dans H'. Soit g" = ( {, j", f" ) un coéjecteur de 
but /3(g j. Puisque a(g) € C, il existe k - ( f, h, f n) € C tel que g" = 
= g.k. Etant donné que X est V- stable dans H *, les relations 
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entraînent h E X , et k E Y . Montrons que k est un coéjecteur. En effet 
soit g € f3(k).C .C^. On a gag% € fi( g* ).C .C'o et, |" étant un coéjec
teur, il existe g* € C tel que g** = g . g 1. g Les égalités 

ont pour conséquence g 5 9g'' = k, car ; étant un monomorphisme, g €JR (O). 
Ceci montre que k est un coéjecteur. g' étant un coéjecteur strict, on en 
déduit l'existence d'un k* E C tel que g' = k .k*, d'où 

Par conséquent g est un coéjecteur strict, i.e, f est f P, X, ff) ~ engendré 
par /. • 
PROPOSITION 6. Supposons q u e j soit ( P , X , H ) - distingué p o u r ( f, f* ) 
(resp. - e n g e n d r é par (f, f " ) et X . H ̂  soit V - stable pour ( P t H )). Soit 
j1 EX et j € X (resp, j E X . H ̂) tels q u e j = / ./• el f ~ P ( j ) if. où 
/' = p ( f ) f » , si i€R ( H - ) et j . X . H ' C X , alors j' est (P , X t H ) ~ 
distingué pour (resp. - en g e n d r é par ) ( f , f99 ) . 
DEMONSTRATION. Par hypothèse g ~ ( f, j, f") est un coéjecteur, 

et 
Montrons que g9 est un coéjecteur. En effet, soit g9 E J3( g9 ) . Y . C ^ ; 
on a g.g? € y. c^ et, g étant un coéjecteur, il existe k E C tel que g = 
— g . g' . ̂  • Puisque ; est un monomorphisme, g est un monomorphisme de 
C *, de sorte que l'on déduit g9 ~ g* *k de g • g' — g ~ g . g' • k - Donc g' 
est un coéjecteur. 
-Nous supposons de plus que g soit un coéjecteur strict, X,H^ soit V -
stable pour fP, // ) et que / E X , H ^r c'est-à-dire g eV.C \ Soit 

un coéjecteur. Montrons que 

est un coéjecteur. En effet, soit 
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X . étant V - stable pour (P , H ), il existe un produit fibre naturalisé 
v i)) dans P tel que v € X . H *o . Les relations 

assurent l'existence d'un /x tel que 

Il s'ensuit 

g'x étant un coéjecteur, il existe k9 tel que g\~ g\*k'» d'où 

Ainsi g^ est un coéjecteur. Comme g est un coéjecteur strict, il existe 
k'i € C tel que g = g 1# jfê. Il en résulte 

et par suite g' — g^.^^, car g€P^(C*). Donc g9 est un coéjecteur 
strict. • 
PROPOSITION 7. So*7 P9 = (/( ', P', K •) un foncteur fidèle (resp. fonc
teur et soit P(X)C Rg(K')); soit j € X . Si f = P ( j ) . f ' et si j est 
(P9.P,Xt H)-distingué pour (P9( f)t P9(f9)) , alors j est(P,X,H)~ 
distingué pour (f, f9). Supposons P( X )C P9*~; si j est ( P, X, H )-
distingué pour f, il est ( P' ,P , X, H)-distingué pour P9(f); de plus ; 
est (P9.P, X, H )-engendré par ( P9 ( f ), P9 ( f9 )) si, et seulement si, 
j est(P,X, H)-engendré par (f.f9)et f = P ( j) . f. 
DEMONSTRATION. Soient C9' la catégorie, C9 et Y9 les sous-classes 
de C9 $ associées à P'.P pour définir les morphismes ( P9 .P , X, H)~ 
distingués. L'application 

définit un foncteur q de C9 vers C" tel que 
Soit 
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Supposons que q(g) soit un ( C •, Y', C9 )- coéjecteur et soit 

134 

Comme q(g) C /3( q(g)) . C . * , il existe 
k = (P9(f»),h,P9(f9))€C9 tel que q(g)=q(g).k. 

c'est-à-dire on a 
J-J.b et 

Il s'ensuit (resp. Si P (j) € Rg( K ' ) , les égalités 

P(j)*f" = /= Pf/)./' = P(j).P(.b).f 
entraînent) f» = P(b).f\- d'où g9 - ( fn, h, f9 ) € C et g = g,g'. Ainsi g 
est un coéj ecteur, i.e. ; est (P, X, H)- distingué pour ( f, f')• 
-Nous supposons P(X)CP,r". Si /eX, / € j3(P(j)).K, 

k = (P9(f).j.m) €Y9 et /B(j) = /8(j). 
il existe un et un seul f 9 6 K tel que 

/= P (j).f9 et 
de sorte que l'on obtient 

k = #(g), où 
Si g est un coéjecteur et si k € J3( q( g )) .Y'. C'o\ on a k = q(g), où 
g efi(g). Y. C;, et il existe g9 € C tel que g = g .g'; par suite q(g) = 
— k.q(g9), et ̂ (gj est un (C*, Y', C )- coéjecteur. - Supposons de plus 
que g soit un coéjecteur strict. Soit k un f C •, Y*, C9 ) - coéjecteur de but 
fi(l(g))>' alors k^q(g9), où g' €/3(g). C\ D'après ce qui précède, g' 
est un coéjecteur, de sorte qu'il existe g" € C tel que g = g'. g"; il en 
résulte q(g) - k\q(g"). Ainsi gj est un (C'\ Y\C'J- coéjecteur 
strict.-Enfin soit ̂ fg) un ( C9 Y9, C* )-coéjecteur strict; g est un co
éjecteur (f, j, f9 ). Soit 

g[=(f. V. f")€/3(g).Y 
un coéjecteur. Comme q(g'̂ ) est un ( C ', Y', C ) - coéjecteur, il existe 

k^(P'(f").h, P'(f')) €C' tel que q(g) = q(g'J.*t. 
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Puisque P' est fidèle et que P'( f ") = P9(P (h) ./' ) (resp. Puisque 
/= /'.A, p(j').f" = f=p(j)f = p(i').p(h).f9, 

P(X)CR (K*)), on trouve /* = p(h).f9m s'ensuit g ^ f/\ b,f)eC9 
et £ = * Ceci prouve que g est un coéjecteur strict. • 

2. Foncteurs engendrants. 
Dans tout ce paragraphe, îll désigne un univers, sauf dans B, 2) . 

DEFINITION. Nous appellerons 5R  classe une classe a telle qu'il existe 
une bijection de a sur un élément de % . 

o 
Soient P = ( K *, P , H * ) un foncteur, H • une souscatégorie pleine 

de H * et X une partie de H. Soient C* la catégorie, C et Y les parties 
de c, associées à P dans § 1  C. Coéjecteur signifie encore ( C *, y, C)
coéjecteur. 
DEFINITION. Si S €HQ, nous désignons par S . X/H^ la classe quotient 
de S , X par la relation d'équivalence : / ̂  /' si, et seulement si, ; €/'. H^ . 
On dira que H 4 est №o  £é?r*ï£€? poz/r X si S .X/H*y est une !)ïïo classe 
pour tout S € H 
EXEMPLES. 

1 ) H ' est localement petite [4 ] (ou «à sousobjets ÎH petits») si 
elle est ÎĤ petite pour RG(H') et si S9.H . S 6 %(Q lorsque S € H^ et 
5' €//; . 

o 
2 ) Soient S € H ^ et f €p(S)TK; on a e  (S, f) eC^. Pour que 

C ' soit Dlî̂ petite pour e ,y, il faut et il suffit que les conditions suivan
tes soient vérifiées : 

a) soit M la classe des ; € S .X tels que /< p (j); alors M ///̂  
est une )H  classe; 

b ) pour tout / 6 S .X, soit M y la classe des / ' tels que f~p(j).f ; 
alors M . / P ( H  ) * est une ÎR classe. 

7 T o 
Si H* est 5Hopetite pour S , X, la condition # est satisfaite. Si 

P(X)CRg(K'), 
la classe M y a au plus un élément, de sorte que b est vérifiée, b est aussi 
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remplie lorsque P (s ). K . a( f) est une %Q- classe pour tout 5 € <x(X). 

A. EXISTENCE DE MORPHISMES ENGENDRES. 
DEFINITION. Soit K'CK; on dira que P estfK', X, H)-engendrant si, 
pour tout 5 £H'o et tout / eP(S).K', il existe un morphisme (P ,X .H^H ) -
engendré par / de but S. 

Soient SeH* et f€P(S).K. Désignons par 7 la classe des 
couples (j.f) tels que jeS.X.H^ et f=P(j).f, c'est-à-dire tels 
que (f.j.f) e(S,f).Y.C;. Si i * (j, f ) eTv posons 7. = / et /} = /'. 
De même soit 72 la classe des couples (j',f") tels que./' eS.X soit 
(P, X,//>- distingué pour (f,f) et soit 

7> = 7" et /;., = /" pour tout V = (/', ef2. 
PROPOSITION 8. Posons n = 1 (resp. « = 2). Supposons que In soit 
une partie de In telle que, pour tout ( j f f\) eIn* tl existe h eH^,où 

(ivhtP(h)^.V.) €ln. 
Si l'on a j EX, vi eH, ji.vi = / pour tout i eln et si(P(j{), P(v{))i€l 

*• n est un produit fibre naturalisé dans K *, alors j est ( P , X, H ) - distingué 
pour (resp. - engendré par) /. 

DEMONSTRATION. Soit i = ( j/•) 6 F ; on a gf. = ( f, j/J) e 7. Soient 
^» et ̂ » les classes des gj tels que 1 €/n et 1 €/w respectivement. Si 
gj € An , il existe par hypothèse 

^'=r/;., b.PfhrKfp eC^ tel que g..g«e^, 
i.e. on a AnCAw<C^. Comme (P(j{), P(v.))i c/ est un produit fibre 
naturalisé dans /C ' et que / = Pf/^./J, il existe un et un seul /" €K 
tel que 

/J= P(vi).f" pour tout r €/n, 
d'où wi^(f'i,vvr) eC et 

é*= grwi = (f'irvrfm) eY> 
si 1 €/^. Lorsque 1 € /̂ , on a ĝ .ĝ  = gt-t et les relations 

ên 25 ~ gi>gt^if< gi 
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montrent que l'élément g^ (resp. Jg ) € Y' est un coéjecteur (resp. coéjec
teur strict). Par suite / = ;\. vf. est ( P , X, H) - distingué pour (/, f" ) (resp. 
fP,X, ///-engendré par (/,/")) .• 
REMARQUE. Considérons les conditions, où 

a) Il existe t/. € H tels que 7̂ .1̂  — 7 et que 
soit un produit fibre naturalisé dans K * ; 

b) (;\, t/̂  £j est un produit fibre naturalisé dans P et ; — ff.. 
b entraîne a. Si X C P. , les conditions a et b sont équivalentes. 
COROLLAIRE l. Supposons que C* soit %Q-petite pour ( S, f) J . 
(resp. potvr (S, f). Y), que X.XCX er tfwe X soit %o-V~ stable pour 
(P,H) (resp. (P,H)). S'il existe j ZS.X tel que f<P(j), U existe un 
morpbisme ( P, X, H )-distingué pour (resp. - engendré par) f, de but S. 
DEMONSTRATION. Soit u une bijection de ( S, f).Y .C^/Cy (resp. 
de A^/Cyy où A2 est la classe des coéjecteurs de but (S, f)) sur un 
élément J ̂  (resp. / 2 ) de %o. Pour tout m € Jn, où n = 1 ou 2, choisis
sons un 

L'application m "*(jm>f'm) est une bijection de Jn sur une partie ln de 
/w vérifiant la condition de la proposition 8 . D'après la 3ïïo-V- stabilité de 
X, il existe un produit fibre naturalisé (/\, vi)i € j , où n ~ 1 (resp.= 2); 
soit /̂  = ; ̂. . Si / ̂  = 0 , / € 5 . X est ( P , X, H )- distingué pour /; si 
/j+ Ç), la proposition 8 affirme que est ( P, X, H )~ distingué pour /. 
(resp. pour /. Il s'ensuit /g + 0 et, d'après la même proposition, 72est 
(P.X.H)- engendré par / . ) • 
COROLLAIRE 2. Si les trois conditions a, b, c ou a, b', c suivantes sont 
vérifiées, P est ( K', X, H >- engendrant : 

a) H* est %o-petite pour X.H*Q et P(X) C Rg(K• ) (resp. et 
P(s).K.e /P(H^)* est une %q-classe si e € a(K') et s C H^) . 

b)X.H* est% - V - stable pour ( P , H ). o o 
b')Ona X.X.//;CX et K'=K.a(K9). Si j^S.X.H^ pour 

137 



20 C. EHRESMANN 
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tout i €l, où S €HQ et I € %o , il existe un produit fibre naturalisé 
( jv ̂ i)i€j dans P tel que ji.v{ €X. 

c) Si S €H *o et f 6P(S).K9, il existe j eS.X.H^ où f< P(j). 
DEMONSTRATION. Soit S 6H^ et / 6 P(S). K'. La condition a entraîne 
que C ' est %Q - petite pour ( S, / ) .Y. C ̂ d'après l'exemple 2 . Le corollai
re 1 permet de construire un / qui est (P, X, H )- distingué pour (f, f9). Si 
b,c sont vérifiées, on a a( j ) € H, donc / est ( P , X . H ̂* H )m engendré 
par /. - Si a, b' et c sont satisfaites, on a 

/= P(î).f. où /' €K.a(f)CK.a(K') = K'. 
de sorte qu'il existe ; € a ( j) . X . tel que f9<P(j). En vertu de la 
proposition 3 » /./ est (P, X.//̂ , H)- distingué pour /.• 
COROLLAIRE 3. 'Si les trois conditions atb,c ou a, b*, c suivantes sont 
vérifiées, P est ( K9, X, H )- engendrant : 

a) H* est %Q-petite pour X H H, et on a P ( X O H ) C Rg(K') 
(resp. et, si s €H^ et s' €H^, la classe P ( s'). K . P (s )/P(H est une 
%o-classe). Y est V - stable pour ( P , H ), où Y^X.H^ (resp. = X et 
K9 = K. a(K9)). 

b)X.X.H*oCX; XCSH est % o-V -stable pour (PH, H) et K' est 
V- stable dans K* (on pose P H = ( K\, P c , H ' ) ). 

b')X.XCX et K'~K.a(K'). Si j. € s . X . H r pour tout i €l, 
où s et I C5H0# il existe un produit fibre naturalisé ( ĵ , v̂ )j€f dans 
P tel que ;\4 v̂  € X. 

c)Si S € et f €P(S).K9, il existe j eS.X.H^ tel que 
/< P(j) et P(j)€K'. 
DEMONSTRATION. Soit S € H* et f €P(S).K* . 11 existe j€S.X.H' 
tel que f < P(f) 6 K'; soit s = a(f ) et P(j).f. Puisque K9 est 
V-stable dans K*, on a /' € K*. La condition a entraîne que C* est îïï̂-
petite pour fs, / ' ) . Y.C; (exemple 2). Le corollaire 1 assure qu'il existe 
/ € s . X qui est ( P, X, H ) - distingué pour ( f, f"). D'après la proposition 
5 , / . / est (P , X, H )- distingué pour /. - Si a, b , c sont vérifiées, on a 
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a(j)€H, donc /./ est ( P, X . H^, H)- engendré par /.-Si a,b',c sont 
remplies, on a f" e K. a ( f ) C K*, de sorte qu'il existe /' € a( j ) .X .H ̂  
tel que /" < P(j'). En vertu de la proposition 5 t (j .j ) .j'est (P ,X ,H )-
engendré par /. • 
EXEMPLES. 

1) Supposons P(X) C Pg(K * ) • L'application ( j'., /J) -> ;'f. est une 
bijection de la classe sur la classe B des / €S.X.H^ tels que 
f<P(j). Par suite, si B Z B C B .H* et si f/»̂ y)y€fî est un produit 
fibre naturalisé dans P tel que / = /. v. appartienne à X , alors / est 
(P, X, H)- distingué pour /. 

2 ) Supposons H = H et C X ; la condition c du corollaire 3 est 
alors vérifiée (on peut prendre S pour / ) ; par suite, en appliquant le corol-
laire 2 au cas où X = Pg( H 4 ), on obtient le résultat suivant [ 4 ] : Si H 4 
est localement petite, si P est à )Ro- produits fibres et si e 2 , K . e € % 
pour tout € KQ, le foncteur P est (K, Rg(H 4), H)- engendrant. 

Soit F =s (H\F , D 4 ) un foncteur et ( P t F, t, G ) un triplet défi -
nissant une transformation naturelle telle que t(D^)CK'CK. Considé
rons les conditions : 

1 ) Si j eX.H^ et g 6 J3( j ). H , il existe un produit fibre natura
lisé ((j, v), (g, v*)) dans P tel que v9 €X. On a XCRg(H'). 

2 ) Si S€H± et f6P(S).K', il existe / € S. X . H ̂  tel que 

PROPOSITION 9- Supposons que X vérifie 1 et 2, que P ( X ) C K' et K9 
soit V- stable dans K 4 (resp. que K' = K. a( K' )) et X . X J ' C X . Si, 
pour e€D^, il existe T(e) €F(e).X qui soit (P ,X. H ̂  H )-distingué 
pour t( e), il existe un triplet ( F, T , F') définissant une transformation 
naturelle. 

DEMONSTRATION. Soit k e D, a(k ) = e' et j3(k) = e. Posons 
F(k) = k, T(e') = j9 et 

Montrons qu'il existe h9 tel que 
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En effet, par hypothèse, il existe un produit fibre naturalisé (( j, v), (h,v')) 
dans P tel que v' € X. Puisque / est (P, X , H)- distingué pour t(e), 
il existe f € K tel que t(e) = P(j).f. Les relations 

assurent 1*existence d'un f € K vérifiant 
et 

Par hypothèse t( e* ) € K' et P(V ) € K'; on a /' € K', car K' est V-
stable (resp. /' € K . a( K' ) C K* ) . En vertu de la condition 2 » il existe 

tel que 
On a v' €X.X.H-CX.H- et 

Etant donné que /' est f P, X, H ) - distingué pour t(e'), il existe g €H 
tel que = v'.; ̂ . g. En posant h' ~ v . ĵ »g, on obtient 

d'où 
-Enfin si ( , k ) £ D * * D *, les éléments 

= et ?2 = q(k') B ? f £ ) 
construits par la méthode précédente sont deux quatuors de la forme 

(F(k'.k), T(/3(k')),j\h?), où f = 1.2. 
Par hypothèse, Tf fi(k')) est un monomorphisme; il s'ensuit = h% » et 
par conséquent q ± — #2 • Ceci prouve que l'application k -+ q(k) définit 
la transformation naturelle de F' vers F cherchée, F' étant le foncteur 
défini par k -+ h'* • 
COROLLAIRE. Supposons que X.H^ (au lieu de X) vérifie la condition 1 
et que, pour tout e €D^t il existe T(e) € F( e).X qui soit (P ,X. H^.H)-
engendré par t(e). Alors il existe un fondeur F* tel que ( F, T, F')dé-
finisse une transformation naturelle. Si X = P̂  on appelle F* un %l(K>P,H)-
sous'f oncteur de F engendré par G. 

140 



SUR L'EXISTENCE DE STRUCTURES LIBRES 23 

En effet, les hypothèses sur K 9 et la condition 2 sont inutiles si 
a( v' ) € H car la démonstration précédente s'applique alors sans change
ment, en prenant K9 — K et ; 1 = a ( v9 ), la relation X . X . H^ C X n'ayant 
été utilisée que pour affirmer que l'on a v 9 1 € X.B 

fî. CAS PARTICULIERS. 
1 ) Images. 
Supposons que P soit le foncteur identique d'une catégorie H *. 

Soient H ' une sous-catégorie pleine de H ' et X une partie de H. 
Dire que / est (H \ X, H )~ distingué pour g eS . H signifie que 

/ 6 S . X et qu'il existe h € H vérifiant les conditions : g ~ j .h et , si 
; € S > X . H ^ et g - j %h, il existe k € H tel que j ~ j .k et b ~ k . b . Pour 
que ; soit ( H \ X, H ) - engendré par g, il faut et il suffit que / remplisse 
les conditions précédentes et que, de plus, si j9 € S , X est (H ', X, H)~ 
distingué pour g et si g j\b\ il EXISTE k* € H TEL que 

j = /' et = . 
En particulier, / est une ( X .H ^, H \ H ) - image de g (OS., déf. 30 

chap. III, où l'on suppose de plus X 3H Rg( H * )) si, et seulement si, 
/ est ( H *, X éH H )- engendré par g. Rappelons (prop. 5 - 2 [ 1 ] , voir 
aussi § 3) qu'un critère pour l'existence de (H, H ' ) -projecteurs demande 
qu'il existe des (X .H^, H *t H)- images . La proposition 8 donne les cri
tères suivant s pour l'existence de telles images de g € H. 
PROPOSITION 10. Soit I la classe des i ~ ( J I T B J tels que ;.6X. H ^ 
et jfkj = g. Soit I une partie de I vérifiant les conditions : 

a ) I $ 0 ; pour tout ( J , B ) € I, il existe k 6 H^ tel que 
( J . K . K ' I . B ) €1; 

B ) il existe un produit fibré naturalisé ( j f v{){ %j dans H* tel 
que 7 = J..V. eX.//'. 
Alors 7 est une (X , H^, H *,H )- image de g. 
COROLLAIRE 1. Si les conditions suivantes a9,B9,c9 ou a9,B" sont véri-
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fiées, g admet une (X .H^, H *, H)- image : 
a') H* est %Q-petite pour X n H et XC%H C R ( H * ) (resp. et 

s' .H .s/H* est une \ -classe si s eH' et s' eH'). 
/ o o o 

b')X.XCX et, si î.es.X.H* pour tout iel, où se H' et 
I e%o, il existe un produit fibre naturalisé ( j ̂ f fJf- e ; dans H' tel que 
;\. e X. La classe X est V • stable pour ( H *, H ). 

b")X.H^ est \f-stable et X n H est Jfi -Vr-stable, pour (H ' ,H); 
il existe j e X . H Q tel que g = ; .g'. 

c9)Si g = j.g' et ; eXu{/3(g)\ , on a g* = j'.g", où j'6X.H±. 
COROLLAIRE 2. Si H ' est %Q-petite pour X C Rg(H* ) et si (H ',t , X ') 
est un fondeur à %Q-produits fibres (par exemple si Hù est localement 
petite et à %o~ produits fibres et si X = R ( H ' )), tout g e X^.H a une 
(X,H\H)- image. 

En particulier, soit H* une sous-catégorie pleine de H* telle que 
1) H C H et H * est )R - petite pour H (resp. est localement petite) ; 
2 ) (H *, t , H * ) est un foncteur à ÎKp-produits fibres; 
3) Si g €H0.H, on a g = j.g', où / (resp. €R (Hm).H$. 

D'après le corollaire 1, tout g e H^.H admet une ( H .H ', H ', H )- (resp . 
une ( Rg( H 9 ) . H H ', H )-) image. (La condition 1 est, par exemple 
vérifiée si H 6 JHo.) 

Soit p ~ ( K* >p , H ') un foncteur et K' * une sous-catégorie de 
K • formée de monomorphismes. Soit X la classe des (K',p)- injections 
(C. S. , déf. 1, chap. III). Soit g eH. Pour que / soit une (K',p,H)~ 
image de g (OS., déf. 30, chap. Ill), il faut et il suffit que / soit une 
(X, H*, H)- image de g. Puisque X est formée de monomorphismes (C.S., 
prop. 1, chap. Ill ) , la proposition 7 affirme que j est une ( K*, p , H image 
de g si, et seulement si, / est (p, X, H)- engendré par p(g) . Supposons 
K* = Rg( K*). Si p est à %0 - produits fibres, on déduit de la proposition 
4 que p . est %o - V - stable pour (p, H). Par suite le corollaire 2 de la 
proposition 10 entraîne que, si H* est 5HQ-petite pour p * 7 et si p est à 
ÎHo-produits fibres, où %0 est un univers, tout g eH admet une (K',p ,H ) -

142 



SUR L'EXISTENCE DE STRUCTURES LIBRES 25 

image. 
Considérons le cas où K* est la catégorie pleine d'applications % 

associée à l'univers %o, c'estàdire p =(%yp ,H' ). Pour tout h € H, 
désignons par h_ la surjection définissant l'application p(h) . Pour que 
g € H admette une ( %*, p , H )  image /, il faut et il suffit que / soit 
( p, p r , H )engendré par p( g). On a p( g)= f\g, où g_€%y et / = 
= (p(S ), c , /3(jJ), S=fi(g); par conséquent / est une (%*, p , H )
image de g si, et seulement si, ; est ( p, p ̂  , H )  engendré par / . 
PROPOSITION 11. Soit p = (%, p , H ' ) un joncteur; alors H* est Jïl 
petite pour p*~~. Si p est à 3Ho  produits fibres, tout élément de H admet 
une  image. 
DEMONSTRATION. Soit S € H * et A = S .p . . Soit r la relation d'équi
valence sur A telle que A/r~A/Hy. Si j^j'modr, on a J3(j )rs 
= /3(/ ' ). Inversement, si 

j€A, j'eA et /3(n = j 3 ( j J ) , 
l'application x » / *1/ ' ( x ), où x € a( ; est une bijection /telle que 
p( j) . f  p( j*)> En vertu du théorème 1* , chap. III, C.S., il existe 

getf^ tel que /.g = /' et p(g) = f; 
donc / ̂  /' 7?2ô  r. Ainsi l'application / 7720̂  r + jB(j ) définit une bijec
tion de A /r sur une partie A' de 9(p(S)). Puisque % est un univers, 
on a ?(p( S)) e%o, d'où A' €%Q. Ceci prouve que H ' est ^petite 
pour La proposition en résulte. • 

2) Sousstructures engendrées. 

Supposons que 5ïï et JH soient deux catégories pleines d'applica
tions telles que % C M . Désignons par 511 la saturante de JR dans m et par 
3lïu la classe %L M Q dont les éléments sont donc les (M, L , M) eÊL tels 
que M soit une Wl̂ classe appartenant à ÎIlo. 1 

Soit P = fi, P , H • ) un foncteur et H * une souscatégorie pleine 
de H* telle que P(H)c№. Posons p = (J(i ,JPt, H ') . Soit X une sous
classe de la classe des P  monomorphismes P C ~ ; donc X C R p( H ' ). 
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Soit S € HQ et MCP(S). Rappelons [1] que s est une (X, H)
sousstructure de S engendrée par M s'il existe un //•minimum / de la 
classe des / € S .X . H * tels que MC ), et si s = a(j); autrement dit, 
s'il existe un / € 5". X . s qui soit (P, X . H'o,H) engendré par ( P( S), i , M ). 

Des propositions 5 et 6, il résulte que, si X est V stable dans 
H ' et X.H'o Vstable pour (P,H) et s'il existe jeS.X.H^ tel que MC/3(/_ J, 
les ( X, H ) sous structure s de S engendrées par M sont les ( X , H)" 
sousstructures de a( j) engendrées par ; ~V M ). D'après la proposition 
8, si la classe A des / € S . X . H ̂  tels que M C /3( / ) n'est pas vide et 
s'il existe un produit fibre naturalisé ( j, v.). €^ dans P tel que 

A C A C A .H^ et que j.v.eX.H^, 
alors CL(Vj) est une (X, H) sous structure de S engendrée par M . 

La notion de foncteur (%. ̂, X, H) engendrant a été définie dans 
[ 1 ] sous le nom de foncteur « engendrant pour (JH, X, H) , si H X. 

DEFINITION. P est r engendrant pour % s'il est ( ÎH U, P̂ ~,P_ (?H))
engendrant [ 1 ] . Une ( P̂  , // ) sousstructure de S £ H *Q engendrée par 
M C P ( S ) est appelée P  sousstructure de S engendrée par M, notée S/ M. 

Sauf indication contraire, nous ne supposons pas que % ni JHQ sont 
des univers. Soient S € H ̂ et / € P ( S ) . JR . JR ; on a /=*./', où 

/' « ( P ( F J . f _ . a(F))e%y et A = (]B(f),i, / 3 ( F J ) E Ï Ï L U . 
Pour que ; 6S.X soit ( P, X, H) distingué pour /, il faut et il suffit qu'il 
soit (P , X, H)• distingué pour k . Donc si P est (5RU, X, // )  engendrant, 
P est aussi (ÎR . DR o, X, //)  engendrant ou, ce qui est équivalent, (5lï №&X,H)
engendrant, 
PROPOSITION 12. P est (%u, X, H)• engendrant si les conditions a et B 
(resp. a et B 9 ) sont vérifiées : 

a) Si S € H *, M 6ÎR et M C P(S). il existe jeS.X.H* tel 
que MC ). 

B ) On a X.X.H* C X; si /. €5.X.//; pour tout i 6/, où / e )fi 
et S €H'0, I L existe un produit fibré naturalisé ( j^^)i€j dans P tel que 
j..v. €X. Enfin %Q est un univers. 
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b' ) On a X. X C X ; si j.€s.X.H*O pour tout i €l , où I € %Q 
et s 6HQ, il existe un produit fibre naturalisé (j^ v'FJf-€j dans P tel 
que /vi € X. De plus, X est V - stable pour ( P , H ) , JHO est un univers. 
DEMONSTRATION. En vertu de la proposition 11, H" est 5îlo - petite pour 
Pfy donc pour X C P^~ (resp. H * est ̂ -petite pour X n H C pf")- Soient 
S 6 H*Q , M €)lïo et M C P(S). D'après les corollaires de la proposition 8, 
il existe une (X, H ) - sous-structure s de 5 engendrée par M, construite 
comme suit : Si a et b (resp. b' )- sont vérifiées, soit A la classe des 

/ €S .X.H^ tels que M C /3(; ) 
(resp. soit j t € 5.X.//; tel que M C fi (j t) et soit A la classe des 
; 6 a(/ 1).X,//̂  tels que C /8(j)). Il existe une ̂ -classe (resp. 
une ÎHo-classe) A telle que A C A C A . , un produit fibre naturalisé 
(]>v.).€A dans P et un /' 6 a ( v.) . X . H *Q tel que fl( M )C ) (resp. 
que / ~V / [V M jjC /3(/ ' )), où / = 7. v.. Alors on a s = af/'j. • 

COROLLAIRE. Si P est à %Q - produits fibres, il est /- - engendrant pour 
J& si, et seulement si, la condition a de la proposition 12 est remplie, EN 
prenant H = P (% ) et X = P f~, e£ e# supposant QUE %q est un univers. 

En effet, P?" est 5ïïQ- V - stable pour ( P , H ) d'après la proposition 
4 et le corollaire résulte de la proposition 12 . • 

Soit F = (//*, F, D * ) un foncteur et (7 un 5ft ( 5lîU, ÏK)-sous -
foncteur de P. F. Considérons les hypothèses suivantes : 

A) P est fidèle, à produits fibres finis et t— engendrant pour 3lî. 
b ) X * est une sous-catégorie de H " vérifiant les conditions 1 et 2, 

proposition 9, avec K' = 5K u ; le foncteur (3ïï, Pt , X4) est à Jïï - produits 
fibres et % est un univers. 

o 
PROPOSITION 13. Si l'hypothèse A (resp. B) est vérifiée, il existe un 
YI(%l,P,P (%))- sous-foncteur F' de F engendré par G (resp. de F tel que 
F'(e) soit une (X, H)-sous-structure de F(e) engendrée par G(e) pour 
eeD'Q) (C.S., chap. Ill, déf. 37). 
DEMONSTRATION. si la condition b est satisfaite, P est (5lï , X, H ) -
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engendrant en vertu de la proposition 12, par suite les hypothèses de la 
proposition 9 sont vérifiées; et l'existence de F' découle de cette propo
sition. -Supposons que A soit remplie et montrons que les conditions de la 
proposition 9 sont vérifiées, en posant H = P (JR), K' = ÎK .ÎR et X = 
— P . En vertu du corollaire de la proposition 12, la condition 2 de 
la proposition 9 est remplie. De plus, on a 

K.a(K') = K', X.X.H^C P*7 .Pf.H^ C X. 
Montrons que la condition 1 de la proposition 9 est satisfaite. En effet soit 
; €X .H*o et g efi(j).H. Il existe un produit fibre naturalisé (( j,v), (g,vf )) 
dans P; la démonstration de la proposition 4 prouve que v* € P^ .La pro
position 13 s'en déduit. • 
3. Existence de structures libres engendrées. 
A. PROJECTEURS STRICTS. 

Soient H' une catégorie, H * et H* deux sous-catégories pleines 
de H ' telles que H C H . Rappelons [ 1 ] que g est un (H, H, H' )• pro
jecteur si g € H Q . H et si, pour tout h € H ̂.H . a( g ), il existe un et un 
seul k € H tel que k .g — h (exemple § 1 -B ) . 

1 DE FINITION. On dira que g est un (H, H, H * ) - projecteur strict si g est 
un projecteur strict relativement à ( H^.H, H ̂.Rd( H^.H, H ' ),H ' ). 

g€H est un (H ,H ,H')-projecteur strict lorsque g est un (//,//,//') 
projecteur et que, pour tout (H, H, H ' )- projecteur g' € H .a(g), il existe 
un k' € H tel que k'. g = g'. 

Il est évident que les notions de (H, H, // •) -projecteur, de (H, H, H') 
projecteur strict et de (H, H ') - projecteur sont identiques. Si g est un 
(H, H, H projecteur tel que /3(g) € H, alors g est un (H, H' )- projec
teur. Si g et g' sont deux ( H, H, H ' ) - projecteurs stricts de même source 
appartenant à Rd(H,H')y on a g €Hy .g'. 

E X E M P L E . On voit facilement que les projecteurs construits dans [1] , 
théorème 3-6 et 4 - 7 sont en réalité des projecteurs stricts. 

Soit P = ( K ' yP , H') un foncteur et p = (K •, P i ,H •) une res-
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triction de P aux sous-catégories pleines H ' et K ' de H ' et K ' res
pectivement. Soit H ' la catégorie associée au couple de foncteurs 

(P, (k-,i ,k-)) 
par la construction de la proposition 36 , chapitre II, CS. (voir aussi C.S., 
appendice I). Soit X la classe des couples 

(s, k) tels que s € H ̂ et k e P( s).K. 
Les éléments de H sont les couples ( H, h ) , où h € H , les couples ( K, g) t 
où g € K , et les couples (X , f s , k ))t où ( s, k) £ X ; la loi de composi
tion est telle que l'application h -* (H , h) (resp. l'application g -+ ( K, g)) 
définisse un isomorphisme de H* (resp. de K * ) sur une sous-catégorie 
pleine de H * et que l'on ait 

(1 ,(s,k)).(k,g)^(l ,(s,k.g)) si a(k)= J3(g) . 
(H,h).(ï , (s, k)) = (1 Afi(h), P(h).k)) si a(h) = s. 

CONVENTION. Si A C H, nous notons A' la classe des couples ( H,h) € H 
tels que h € A ; en particulier H1 est la classe des couples (H, h), où 
h € H. Pour simplifier, nous désignerons par ( s, k ) le couple 

(X ,(s.k)) €H . 

DEFINITION. On dira que ( s , g ) est un ( H , P )- projecteur (resp. un 
( H, P ) - projecteur strict) si {s,g) est un ( H*, H*, H *) -projecteur 
(resp. -projecteur strict) . On dira que s est une P - structure libre engen
drée par a(g) s'il existe un (H, P ) - projecteur strict (s , g). 

Si, pour tout e € K ̂  , il existe une P - structure libre q(e) engendrée 
par e, l'application e -> q( e ) se prolonge en un foncteur q de K ' vers 
// • qui est un foncteur adjoint à gauche [6 ] (nous dirons seulement adjoint) 
de P . Pour que ( s, g) soit un f //, p )- projecteur, il faut et il suffit que 
( s , g ) soit un ( H, P ) - projecteur tel que i € H ̂  et g € K . 
EXEMPLE. Supposons s 6H*o et X C Rg( H ') . Désignons par C • (resp. 
par C * ) la sous-catégorie de la catégorie V H * (voir 1 -C ) formée des 
quatuors ( s, j1, j, h ) € [JH ' tels que / et /' appartiennent à X (resp. 
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à X.//^). Soit V'P le foncteur de C • vers V K * restriction de B p . Pour 
que (fî,(P(s),P(j), f, f )) soit un ( C, V'P J - projecteur (resp. projec
teur strict) , il faut et il suffit que / soit (P, X, //)-distingué pour (resp. 
- engendré par) (/, f). 

Soient s €H^ et g € P(s).K. Pour que (s, g) soit un (H, P)-
projecteur, il faut et il suffit que, si s € H ̂ et k £ P ( s ) . /C. a( g ), il 
existe un et un seul h€s.H.s tel que & = P( h ) .g. De plus ( s, g) 
est un f//, P j-projecteur strict si, et seulement si, pour tout (H,P)-
projecteur (s', g'), il existe un h' Gs'.H.s tel que g' = P ( h' ) .g. 

Nous désignons par P une restriction ( K\Pi , A * ) de P, où & * 
est une sous-catégorie pleine de K *, par X une partie de H . 

DEFINITION. Nous dirons que P vérifie N(X, P , s), où s € H ̂  et NCH^ 
si pour tout couple (h, h'), où 6 6 A .H .s et hf € fi(h) .H . s, il existe 
n tel que n 6 Rg(H ', H . a(n )) . N, h .n = h' .n, X.nCX et que Pfrcj 
soit un noyau de (P(h), P ( h')) dans K ' . (Donc Pfs) £K,j 

Lorsque p est à noyaux n et si X.nC X./, où / € (resp. Si 
X.XC XC P^H'J et si p est à X O // - noyaux), P vérifie N(X .H^ p, s ) 
pour s £ f/̂  ~ N. 

Soit €?££*; notons / la classe //" ,H t( K, e ) des éléments 
tels que 

5 €H^ et k €p(s).K.e ; 
pour tout Ï £ / nous poserons I = ( sf. >&f. ) . Considérons les hypothèses : 

Pff) Il existe un produit naturalisé ((p€j>S ) dans P de (SF.)F. €j, 
où / = H'0* .H.(K,e), et soit *j[*,l,cr 

P'Q) Il existe { 5, g) € H tel que, pour tout i £ J, il existe pf. € # 
vérifiant la relation (//,£.). ( S, g) ~ (sf., ) = f. 
Naturellement P entraîne P' . 

e e 
THEOREME l. Soit e €K;. Sï e vérifie P et si ( s, g) est un ( H, P)-

* A « 
projecteur tel que e = a(g), on a g - P(j).g, où j est (P, H, H)-
distingué pour g et j € S .H. s. Supposons que e vérifie P'e, que P vérifie 
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N(X.P.s), où N - H ¿ (resp. - H^), qu'il existe j €S .R (H').s qui 
soit ( P , X, H)- distingué pour g et que g = P( j) .g (resp. - engendré par 
(g> g))>' alors m 1 

(S, g) 6Rd(A'.H,H'); 
de plus (s, g) est un ( H, P ) - projecteur si H^ C A (resp.A et un (H,P)-
projecteur strict siX = H e t A D H ^ et si e vérifie P e ). 

DEMONSTRATION. Supposons que e vérifie P e et que (s, g) soit un 
( H, P ) - projecteur tel que e = OL( g). Si i = ( s., A . ) £ /, il existe 

hi € s..H .s tel que P ( h {) . g ~ kr 
Par suite il existe ; = [ & f- ] € j et, puisque ( P ( p i)i € j> P ( $)) est un 
produit naturalisé dans K ', on a (C.S., prop. 9, chap. IV) : 
P(j:) = [P(bi)]ier d'où P(î).g=[P(h.).g].e!=[k.]ieI= g. 

Montrons que / est (P , H ,H ) - distingué pour ( g» g) * En effet, soit 
jeS.H.H^ et g^P(j).k. 

Comme ( s, g) est un ( H, P ) - projecteur et que (s, k) €/, où s = a(j) 
il existe un et un seul 

h € s .H . s tel que k - P (h) .g. 
Il s* ensuit, pour tout z = *( s •, £ • ) € I : 

P(Pi .j.h).g = P(Pé).P(j) .k = P(pi).g = ki=P(h.).g. 
Ces égalités entraînent p^j .h = £f., puisque ( s , g) e R^( H'Q' . H , H ' ) . 

Il en résulte j = j .h , car / = [ &f. ]f. €j, ce qui prouve la première partie. 
- Supposons que e vérifie P' et que j € S .R (H * ) soit ( P , X, H ) -

distingué pour g et g = P(j),g (resp. -engendré par f g, g J) ; soit s = a(j). 
Supposons que P vérifie N(X,P , s), pour N = ^ (resp. = H *q) . Soient 

hes.H.s, h* €s.H .s, s € A; et P(h).g = P(h').g. 
Il existe w e Rg(H •, H .a(n)) .N tel que 

k .n — h' ,n, j .77 6 X 
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et que P(n ) soit un noyau de ( P(b ), P(h')) dans K •. Il s'ensuit g € K, 
g<P(n) et g = P(j).g<P(j.n). 

Comme 7.72 eX.H'o (resp. 7.72 est ( P , X ,H ) - distingué pour g d'après 
la proposition 3 ), il existe n' € H tel que 7 = 7 .72 .72'. Utilisant 7 6 Rg(H') 
on trouve s = 72.72' et, puisque 72 £ # ( H \ a(n) .H . a(n )), on voit que 
n €H* . Donc ¿=¿7' et ( 5 , g) £ K^M' ,H, //' ) . -Par ailleurs, avec 
les notations de P'p, on a pour tout i — \ ŝ , k̂ / € I : 
ht = p..j es.. H. s et P(h.;.g= P(pi).P(j).g = P(pà).g= kr 
Ainsi ( s, g) est un (H, P )- projecteur si H 'o C A , 
-Nous supposons de plus que A D H^ , X = H et que e vérifie P?. Alors 
fi, g ) est un f H, P)- projecteur et (s.g) 6 R J H' , H * ) . Soit ( s'. g' ) 
un (H, P )-projecteur tel que a(g') = e. D'après le début de la démons
tration, il existe un 7' £ 5 . H . s' qui est ( P , H , H )- distingué pour g et tel 
que g ~ *P ( j') • g'' Lorsque 7 est ( P , H , H ) - engendré par (g, g ), on en 
déduit 

j = j\h et g' = P(h).g. 
Il en résulte que ( s, g) est un ( H, P )m projecteur strict. • 
COROLLAIRE 1. Soit e e K '. Si e vérifie P et s'il existe une p - s truc* 
ture libre s engendrée par et il existe un /£ S, R ( H * ), s qui est 
( P, H .H'o, H )- engendré par g. Soit N = H^; si e vérifie P'gt si P véri
fie N(X.H^, p ,s) et si ]TeS.Rg(H*).s est (P ,X .H*Q, H ) - distingué 
pour g, alors s est une p - structure libre engendrée par e. 
DEMONSTRATION. Soit (s, g) un (H, p )- projecteur. Alors (s, g) est un 
(H, P)- projecteur tel que s € H.-Si e vérifie Pe reprenons les notations 
de la démonstration du théorème 1; il existe 7 eS.H .s tel que 7 soit 
( P ,H, H)- distingué pour g et que g-P(j).g>à savoir 7=[^]f€/-
Or 1 = (s, g ) £/, d'où hj~ s, par suite pj.j — hj-~ s, de sorte que 7 
est inversible à droite, et a fortiori 7 £ Rg( H ' ) . -La deuxième affirmation 
du corollaire se déduit du théorème 1, en prenant pour P et pour X respec
tivement p et X.H^y dans l'énoncé de ce théorème." 
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COROLLAIRE 2. Soit X u n e partie d e R G ( H ') telle que P soit (K .K^, X,H> 
engendrant et vérifie la condition H ^ ( X . H ^ , p , s ) pour tout s Si 
tout e e vérifie la condition P'p, alors p a d m e t un f o n d e u r adjoint. 

En effet, ce corollaire résulte immédiatement du corollaire 1 . 

COROLLAIRE 3- Soit e e K*. S u p p o s o n s que : 
1 ) H' vérifie la condition 1 ( H ) : Si s' 6 H * et k' 6 P ( s' ) . K . e 

il existe h* e s 9 .H .H* et k " 6 K tels que k' - P ( h' ) . k " ; 
2) e vérifie la condition P'e et P la condition H ^ ( X , P , s ) ; 
3 ) il existe j € S . RG( H ' ) . s qui soit ( P , X , H ) - e n g e n d r é par g. 

Alors s est u n e P - structure libre e n g e n d r é e par e. 
DEMONSTRATION. Soit g = P ( j ) . g . D'après le théorème 1 , ( s , g ) est 
un ( H , P ) - projecteur et 

(s, g) e R D ( H > , /7'). 

Soient s* € H %O et k' € P ( s' ) . K . e . La condition 1 assure qu'il existe 
( s", k " > 6 1 et h1 € s * .H . s " tels que P ( h ' ) . k " = k '. Par suite il 
existe h " € s " . H . s tel que P ( h " ) . g = k", d'où 

P ( h ' . h " ) . g = P ( h ' ) . k " = k \ 
Donc ( s , g ) est un ( H , P ) - projecteur. • 
COROLLAIRE 4. S u p p o s o n s q u e e € K ̂  vérifie la condition P'e : soit M la 
classe d e s h 6 S . H . S tels que P ( h ) . g — g et h 6 X .p . pour un i 6 I. 
S u p p o s o n s qu'il existe un j E X . s ayant les propriétés : j 6 R g ( H ' ) , 
j — h . j pour tout h 6 M , P ( j ) est un n o y a u d e P ( M ) d a n s K ' et P 
vérifie H *o( X , P , s ) . A l ors on a g = P ( j ) . g, et ( s , g) est un ( H , P )~ 
projecteur, si H ' Q C A . 

DEMONSTRATION. D'après le théorème 1, il suffit de montrer que / est 
( P , X , H )-distingué pour g . En effet, puisque P ( j ) est un noyau de P ( M ) 
dans K ' on a g — P ( j ) . g . Soit j € S . X . H ̂  , g = P ( 7 ) • g' • Comme e véri
fie P'e , il existe pi e a ( j ) . H . S tel que P (p .) . g = g', d'où 

§ = P(i).P(Pi).g > J-Pi eM 
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Puisque P (p j.j) . g - g'> il s'ensuit que / est (P , X, H ) -distingué pour 
g. Donc ( s, g ) est un ( H, P ) - projecteur. • 

Du corollaire 1 il résulte que, si e vérifie P e , si e 6 et si p 
est à noyaux, il existe une p - structure libre s engendrée par e si, et seu
lement si, il existe / eS.H.s qui soit (P,R (H\H). H^, H ) - engendré 
par g. Dans ce cas, / est aussi (P, H .H^, H) - engendré par g. 

S. CRITERES D'EXISTENCE DE FONCTEURS ADJOINTS. 
Supposons que % soit un univers, que Jli C M et que 

soient % C M les catégories pleines d'applications correspondantes, % 
la saturante de Jli dans . Soit Q = (Ê, Q , K*) un foncteur fidèle tel 
que Q( K) C 5ïï , lorsqu'il en existe un. Des § 2 et 3 » on déduit : 
CRITERE 1. Si les conditions suivantes sont vérifiées, p admet un adjoint 
p'(resp. p';s est une P - structure libre engendrée par e € si s —p'(e)): 

1) Q.P est(%U, X, H) - engendrant ; X C R ( H * ), P(X)CQ^i 
2) P est à Mq - produits et, pour tout M €%q, on a HM 6%q, O Ù 

H^ est la classe des s € H^ tels que Q . P ( s ) = M ; 
3) P vérifie N(X.H^, P ,s), où s €H,P = p (resp. = P ). 
En effet, puisque Q(K . K'Q ) C t. JRo et que Q.P est ( Ê . JRQTX'T H)-

engendrant, P est (K.K^.X, H )- engendrant d'après la proposition 7-1. 
Soit e eK^; alors H * vérifie X( H ) (cor. 3, th. 1); l'application 

(s,g) +(s,Q(g)) 
est une injection de / —H' ' .H .( K, e) dans /' = U ( HM X M . )IÎ. Q ( e )). 

Af € M 
A ° A Comme 5H € !m et que M est un univers, on trouve /' . Donc / est o o *• o o 

une % - classe et, P étant à fil - produits, e vérifie la condition P . Le 
critère 1 résulte alors des corollaires 2 et 3 du théorème 1 . • 
COROLLAIRE. Supposons P — (%, P, H ' ) et H = P ( % ) € %q . Si P est 
à %Q- produits, résolvant à droite et r- - engendrant pour %, alors p admet 
un adjoint. 
CRITERE 2. Si les conditions suivantes sont vérifiées, p a un adjoint : 
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1 ) P est à 5RQ- produits fibres; 
2) Pour tout S eH'o, M €%o et MCQ .P(S),il existe j € S.X.H^ 

tel que MC fi(jd, où j'=Q.P(j) et X = ( Q . P Ç n p ( Q*~ ) ; 
3 ) P est à % - produits et H • ejJH • 
4 ) P est fidèle et Q est compatible avec les noyaux. 
En effet, on a P( X)C et X , X C X . Les conditions 1 et 2 

entraînent que Q . P est ( JH^ , X, H )- engendrant d' après la proposition 12. 
Si n est un noyau de ( h, h1 ) dans P , et par suite dans Q . P , on a n 6 X 
(proposition 2). Si a(nj = s et / 3 f n j € # ̂ , il existe un j € s .X ,H'Q qui 
est ( P , X, H)- distingué pour Q.PfsJ et on a / € H'Y , car Q ( j ) € ÎH . 
Donc n.j eX ,HMO, de sorte que P vérifie H'JX .H'Q,P , j5(n)). Ainsi le 
critère 2 est ramené au critère 1 .• 
CRITERE 3. Si les conditions suivantes sont vérifiées, P admet un ad
joint : 

1) P est à X'noyaux et à fH ̂produits; H ̂  C X . X C X C R (H ' ) ; 
2) H * est fd - petite pour X et e' . K . e € Hi , si e € K * et e*€ K * ; 
3) X est Hio- y-stable pour ( P, H) ; 
4) Pour tout e 6 K ̂, il existe une sous-catégorie H *e de H ' telle 

que H 'e € Jîio et que H *e vérifie la condition 2 ( Hg) ( corollaire 3 du théo- 1 
rème 1 ) . 

En effet, soit e € K'Q et H = He. La classe J/H* est isomorphe à 

l* C U F L / X E ' i . e J e L e'€P(H*o) 0 
de sorte que e vérifie P e. Puisque P est à X-noyaux, il vérifie H *Q(X, P,s) 
pour tout s €(He)'Q* Le corollaire 2 de la proposition 8 appliqué au cas 
H — H prouve que P est (K , X, H ) - engendrant. Les hypothèses du corol
laire 3 du théorème 1 sont donc vérifiées, et ce corollaire affirme qu'il 
existe une P - structure libre engendrée par e . Il s'ensuit que P admet un 
adjoint.» 
CRITERE 4- Si la condition 4 du critère 3 est vérifiée ainsi que les con
ditions 1 et 2 suivantes, P admet un adjoint : 
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1 ) P est un fondeur à noyaux et à % o~ produits; 
2) e' .K.e 6 % pour tout e € K* et tout e* £ K • et S . H . S 6 ÎK , 

si S € // • . 
o En effet, soit e e K ' et H - H .On voit comme dans le critère 3 

que e vérifie P relativement à H . Si s 6 H* et P €P(s).K.e, il existe e o 

et tels que 
La relation z= (a>(h),g'} €l assure l'existence de piea(h).HtS 
tel que g' = P( On en déduit P(h.pj).g — g, de sorte que e 
vérifie P'g relativement à H . P étant à noyaux et à Q*" produits, il est à 
JR - limites projectives. Par suite la classe M des & 6 S .H .S tels que 
P ( h ). g — g a un noyau. Le critère résulte du coro. 4 (pour X ~ H = H ). m 

CAS PARTICULIERS 
1 ) Si on prend pour X dans le critère 3 la classe R^(H*)y on 

1 retrouve le théorème d'existence d'adjoint du à Freyd [5] : Si P est à 
%o - limites projectives, si H* est localement petite et si, pour tout e ̂ K^, 
il existe une petite catégorie H * vérifiant la condition S ( Hg) (corol
laire 3 du théorème 1 ), alors P admet un adjoint Le critère 4 a été montré 
directement dans [ 7 ] , dans le cas où X = H = H (voir aussi [ 9 ] ) • 

2) Supposons que P soit le foncteur injection canonique vers K* 
d'une sous-catégorie pleine H * de K' . De la proposition 7 et du corol
laire 1 du théorème 1 résultent les propositions 5-2,6-2[l]et corollaires. 

REMARQUES. 
1) Le corollaire 1 d'une part et d'autre part les corollaires 3 et 4 

du théorème 1 sont de nature différente, et a fortiori les critères d'exis
tence d'adjoints qui s'en déduisent (corollaire 2 du théorème 1, critères 1 
et 2 d'une part; corollaire 3 du théorème 1 , critères 3 et 4 et théorème de 
de Freyd d'autre part). Alors que dans les corollaires 3 et 4 du théorème 1 
la conclusion porte sur le foncteur P, dans le corollaire 2 le foncteur P 
intervient seulement en tant qu'auxilliaire (i.e. on peut choisir P de la 
manière la plus intéressante) . En particulier supposer qu'il existe un pro-
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duit de (sj)j€j dans P est une condition beaucoup plus faible que de 
demander l'existence de certains produits dans p; en effet, nous verrons 
plus loin que tout foncteur peut être étendu en un foncteur à produits. Ainsi 
le corollaire 2 permet de montrer l'existence de foncteur s adjoints pour des 
foncteurs qui ne sont pas à produits, ce qui n'est pas le cas pour les cri
tères 3 et 4 (et le théorème de Freyd). 

2 ) Supposons que p soit de la forme ( K *, t , // * ) , où H * est 
une souscatégorie pleine de K * , et qu'il existe un foncteur d'homomor
phismes q = (%tq ,K') tel que soit la classe des structures d'une 
espèce de structures (5ïî  , KV, K' ) définie par un foncteur typique F 
[8 ] , étant la classe des structures relative à un sousfoncteur typique 
F' de F. On pourra alors choisir pour P le foncteur ( K ' , i , H ' ) , en 
désignant par K * et H 4 les catégories d'homomorphismes relatives aux 
espèces de structures définies par les foncteurs typiques F et F' respec
tivement prolongeant F et F' à l'univers %o . Par exemple, si p = (Jl* ,t , 5") , 
on prendra pour P le foncteur (tl\ c , ?) associé à !m. Le critère 1 prouve 
que Jl' est une catégorie à projections (C.S. th.9, chap. III). 

3) Supposons que Q' — Q . P soit Aengendrant pour îlî et que, si 
M £%0> il existe un cardinal a(M ) (où M = cardinal de M ) inférieur au 
cardinal sup R , où R £ №q , et tel que : 

a) Soit S £ H;, A T C Q'( S) et M' < M; si s est la Q'  sousstruc
ture de S engendrée par A T , on a Q'(s ̂  £ a (M J. 

b ) Soit 31? la classe des A T £ kQ tels que M' £ af M ); si Mf £ JH' , 
on a £ a(M), où =|'fM'j O H mQ . 
Soit e € K*Q et M = Q(e?j; notons //̂  une réduite (C.S. chap. V) de//' 
en posant H  Q1 ( Si1 . JR . 511' ) . Si est un foncteur d'hypermorphismes 
saturé, g' est (ÎK.e, X,/7^ )engendrant, où X = g'^, et P remplit 
la condition 4 du critère 3 Donc (critère 3 et prop. 11) si P est à X
noyaux et à ÎHo  produits, il admet un adjoint. 
C. APPLICATIONS. 
THEOREME 2. Soit q — (%,q,H') un foncteur et soit H * une souscaté
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gorie pleine de H* telle que H 6 %o et q(H)C*№. Supposons que q 
soit à M o~ produits et H ° à noyaux, que XC q\ et X.nCX.H^ 
pour tout noyau n dans H* et que q soit (%KJ, X, H)engendrant. Alors : 

1) Si K* est une catégorie telle que K € %q et si %q et%Q sont 
des univers, H ' est une catégorie à K' limites inductive s. 

2) Si s eU'o et si r est une relation d'équivalence sur q(s), il 
existe une q structure quasiquotient de s par r, où q = (JH, q t , H ' ). 
DEMONSTRATION. Soit K • € 3 . Désignons par N * la catégorie longi
tudinale des transformations naturelles îl ( H *, K ' )nn entre foncteurs de 
K ' vers H '. Soit P le foncteur de H * vers N* associant à h le foncteur 
de K ' vers B H ' constant sur . Nous posons P (h) — h . 
Soit s ̂. € H'o pour tout i €l, où / 6 $lo . Par hypothèse, il existe un pro
duit naturalisé (( pi)i € j, S ) de (s^^j dans tf'.On peut aussi définir S 
comme la limite projective du foncteur a de / ° vers H" défini par : 
¿•5., en désignant par 1° la catégorie telle que = /. Par suite il 
résulte de la proposition duale de la proposition 2 (C.S. appendice II) que 
S est la limite projective de (N\Pçr,/°) , c'estàdire que S est un pro

1 duit de ( Sj)j € j dans P .Désignons par AJ * la souscatégorie de N ' iso
morphe à %l ( H *, K • ) m , formée des 

f 6iV tels que ( K ) C QH '. 
On a P (H) C N . De la même proposition on déduit que p ~ ( N \P c , H ') 
est un foncteur à noyaux, de sorte que P vérifie H^(X.H'o, p ,s) 
pour tout s eH Supposons SeH'et W eS.N.N^; soit (M,T,G), 
où M = q(S), le triplet définissant la transformation naturelle B q.Pour 
tout G £ R , on a Tf ej gffi.3Kw, d'où AT = JJ ̂  . J3(r(e)) 6 3Jft ,. Par 
hypothèse, il existe un jeS.q^ qui est ( q, X . H^, H ) engendré par 
(M, c , AT j. On montre facilement que ; est alors (P, X .H^,H)  engendré 
par . Donc P est (N . A/̂ , X, H)engendrant.Si $ € N^ et si / est la 
classe des (s,1?) tels que 5 6//̂  et *P 6s J j , on définit une Injec
tion (s,Y)+(s,(M(e))e€K.) de / sur /' € , car // € ft . Il s'ensuit 

o 
que <ï> vérifie P$. Ainsi les hypothèses du corollaire 1 du théorème 1 sont 
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remplies, et p admet un adjoint. Ceci signifie que H ' est à K* -limites 
inductives.-Ladémonstration du théorème 2-2 [ 1 ] s'étend immédiatement 
pour démontrer la deuxième affirmation. - Rappelons que, d'après le théo
rème 3 - 2 [ 1 ], si F = ( H , F, K ) £ ?, alors F admet pour limite induc
tive s une structure quasi-quotient de S = S F(i), lorsque q est 
fidèle, à savoir : si / désigne l'application canonique de 

F = 1 q.F(i) 
i€K' 

o 
dans q(S), alors s est une q - structure quasi-quotient de 5 par la rela
tion d'équivalence engendrée par j ( E, A , E ), où A est la classe des 

(x, q.F(k)(x)) tels que x€q.F(i) et keK.i, 
i. e. par la relation d'équivalence image par / de la relation r telle que 

him q .F — E/r. • 
Le théorème 3 ~ 2 [ 1 ] suggère de généraliser comme suit la notion 

de limite inductive : Soit q — (% y q , H ' ) un foncteur fidèle. Soit / * une 
catégorie, 3>o une application de l* dans H ̂  et cp un foncteur de / ' vers 
3H tel que 

q($ ( i)) = <?( i) pour tout i e F . 
Supposons qu'il existe une somme X <î>q( i) — S dans H * et soit / 
l'application canonique de ° 

O 
dans S,); soit r la relation d'équivalence sur E telle que Lira 9 = E / r . 
DE FINITION. Avec les notations précédentes et s'il existe une struc
ture quasi-quotient s de S par j(r), on appellera s une q-limite indue* 
tive de (<P,$0). 

En particulier, si 0o est la restriction à I ̂ d'un foncteur <ï> = 
= (//',$,/• ) tel que (ces conditions déterminent alors 0 d'une 
manière unique puisque q est fidèle), il résulte du théorème 3 -2 [ 1 ] que 
s est une limite inductive de <ï> si, et seulement si, s est une q* limite 
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inductive de ( <p , $ ) • Du théorème 2 , on déduit : 
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COROLLAIRE. Si les conditions du théorème 2 sont vérifiées, si cp = 
= (%, cp , / • ) est un fondeur, où /' €<$o,et si $o est une application de 
l'o dans H'o telle que q $ Ji) = q>(i) pour tout i €l*9 il existe une 
q limite inductive de ( y>,<&Q), en supposant q fidèle. 
Produits tensoriels : 

Soit q  (%, q , H • ) un foncteur fidèle, / 6 Î № o et K q ) la classe 
1 des triplets f  ( s, f, ( ŝ )i€j) vérifiant les conditions : 

l)f=(q(s), ^ *fs.)) e)Il, 5 € H ^ s. 6H^; 
2) Soit i 6 I et / = / \ i] . Pour tout u  (*•)•/ £ Il q(s.)9 

— — . . 7 € / 
il existe un fu £s.//.%^ te* ̂ue fU) solt l'application XT+ f(x{)i € l 
de q( sj) dans q(s). 
On définit une catégorie T( q) , si 3ll est un univers, telle que 

T( q) = HuH!U^(q) 
et que 7/' et //•• ̂  soient des souscatégories pleines, en posant : 

(s. f, (^)i€l).(gi)ieI = (s, f.^îq(gi),a(gi)i€l) 

si (s,f,(Si)i€l) el(q) et g.es.H; 
g As, f,(s.)i€l) = (f3(g), q(g).f,(s.)i€l) 

si (s, f.(s.)i€l) €l(q) et g 6H .s. 
THEOREME 3. Si les conditions du théorème 2 sont vérifiées et si q(n) 
est une injection pour tout noyau n dans H*, alors T(q) est une caté
gorie à H  projections, lorsque q est fidèle. 
DEMONSTRATION. Soit T(q) la catégorie associée au foncteur q et à 
7. Le foncteur q se prolonge en un foncteur Q de T( q) vers % en posant 
Q(s, f.(si)i£î)^(q(s),f , n q(s.)) et Q((Si)i€Ï)= II Sfg). 

Montrons que, si s^eH^ pour tout A. € A où A £ fil et si (( P\)\€ A> 
est un produit naturalisé de (s^)^€^ dans <? , alors c'est aussi un pro
duit naturalisé dans T( q). En effet, soit 
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/X= (s\> f \ ' ( S I H E O E ^ ( % ) pour tout k e \ . 

On a 
— t € 1 

Soit i 6 I et / = / - i i ! ; si u - (x.). € j € ̂  (̂V. J, désignons par /^ 
l'élément de s-̂ .H . s4-associé à par définition de la catégorie T( q). 
Posons 

Comme q( fu) est l'application : 

de 5jj dans q( S ), on trouve 
7"=r5./.fSj;,.6/; e 2 ( J ) et T X = P X J . 

Ainsi S" est un produit de ( s\)\eA dans T(q), - Soit n un noyau de 
(6, h' ) dans H • y où h € H , a( h ) - S et h' € /3( h ) .H . s. Par hypothèse 
q(n ) est un monomorphisme. Montrons que n est aussi un noyau de ( h , h' ) 
dans T( q). En effet, soit 

T = ( S . F . (S.).€L) 6Ï(q) tel que H J = H > J. 

Soit z £ /, / = / - { i } et u ~ (*y)y €y 6 f. ̂  <?(*y) • Les éléments h ,fu 
et /?'./", où / " est l'élément associé à / par définition, ont pour projec
tion l'application 

*T+L(f(xi)i€l) = L'(f(xi)i€l) de ^fs7) dans q('jB(h)); 
puisque q est fidèle, ils sont égaux. Par suite il existe un et un seul 

IU €S' .H .57 tel que Ju = n .ÏU, où s' = a.fw); 
on a ku( xj) - rT1( f(xj)j€j)- Il s'ensuit 
k ̂  ( q( s' ), n"1 f, ï[q(s.))e% et I"=(s'. k ,( s .)..)€ T ( q ) ; 

de plus A est l'unique élément de T( q) tel que n.k = /. Il en résulte 
que 72 est un noyau de ( h, h') dans T( q).- Une démonstration analogue 
prouve que x C Q T . Les hypothèses du critère 1 sont donc vérifiées pour 
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P = (T(q),t ,H>) et p=(T(q),ltH-). 
Par suite T(q) est une catégorie à H - projections. • 
DEFINITION. Avec les notations du théorème 3, une ( H ,T ( q ))* projec
tion de ( sj)i€j est appelée un q-produit tensoriel de ( Sj)i€j» 
EXEMPLES. 

1 ) Soit H ' la catégorie des homomorphismes entre modules sur un 
anneau A (unitaire ou non) relative à Jti, et soit q son foncteur projection 
canonique vers % . Alors (M .) . . admet le produit tensoriel <g) M . (usuel) 

1 i el 1 
pour produit tensoriel. 

2 ) Si q est l'un des foncteurs projection canonique vers 3ïï de la 
catégorie 7 des applications continues, H des applications ordonnées, 
3" des foncteurs, ÎI* des néofoncteurs ou de l'une des sous-catégories de 
CL formées des applications sous-préinductives, /- sous-inductives [ 1 ] ou 
/- inductives [ 1 ] , alors il existe des produits tensoriels . 
REMARQUE. Soient ( C', D ) une catégorie q* dominée, e€H^, S€C*Q et 
D s le foncteur de C * vers H 9 tel que D J k ) = D ( k, s ). La notion de 
produit tensoriel considérée dans [ 5 ] (où ( C ', D ) est une catégorie addi
tive) se généralise en appelant D - produit tensoriel de ( e, s) une Dé
structure libre engendrée par e . On peut «relativiser» la définition donnée 
plus haut, de sorte que les deux notions soient identiques lorsque C* a un 
générateur. Les q* produits tensoriels «relativisés » seront étudiés dans 
[ 10 1 , où sera indiquée une construction du produit tensoriel comme 
structure quasi-quotient d'une somme. 
4. Quasi-cohomologie. 

A)p*IDEAUX. 
Soit p = (Jfl y p , H ' ) un foncteur fidèle, où % est une catégorie 

pleine d'applications. Si k 6 H et si p(k) est compatible avec une rela
tion r sur p(a(k)), on dira que k est compatible avec r. 
PROPOSITION 14. Soit H' une catégorie et r une application de H dans 
la classe des relations vérifiant les conditions : 
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1 ) r( h ) est une relation sur p( jB( h )) pour tout b € H ; 
2 ) Soit ( b , b' ) £ H * * H * ; si k 6 H./3(b) est compatible avec 

r(h ), alors k est aussi compatible avec r(b .b'). 
La classe lf formée des k . h tels que ( k , b ) £ H 4 * H * et k compatible 
avec r( b ) est un idéal de H'. 

En effet, soit k . b €lf. Si / CH t/3(k), on voit que f.k est com
patible avec r(b), de sorte que f.k .h € /f, d'où H .IfC If. Soit /' 6 a(b) .H. 
Puisque k est compatible avec r(b), il est compatible avec r( h . f ' ) 
d'après la condition 2, donc 

k .(h.f) elf et If.HC Ir. 
Ceci montre que lf est un idéal de H* .• 
DEFINITION. On appelle p - idéal un idéal / de H 9 vérifiant la condition 1 
suivante : Pour tout b € p̂  , il existe une relation r sur p ( /3(b)) telle 
que l'on ait : 

k . b € J si, et seulement si, k € H . f3( b ) est compatible avec r. 
Il peut y avoir plusieurs relations r ayant la propriété indiquée dans 

cette définition; nous supposerons que l'une de ces relations a été choisie, 
et nous la noterons r(h ). On pose encore ku~p(k)t si k £ H . 
PRO POSITION 15. Supposons que 3ïï^ soit un univers et p un fondeur à 
%o - produits fibres. Si } est un p - idéal, l'application b -* r(b ) de pi 
dans la classe des relations se prolonge en une application r définie sur 
H, et J est l'idéal If associé à r dans la proposition 14. 
DEMONSTRATION. D'après la proposition 11 , tout / € H admet des (%l,p,H) 
images; choisissons-en une notée /. En particulier, si b € p̂  , choisis
sons h — h . Montrons que l'application r : f -+ r( f) vérifie les conditions 
de la proposition 14 . En effet, r(f) est une relation sur p( f3( f )) . Soit 
(f, f ) £//**//• et k eH .13(f) compatible avec r(f). On a k .f 6 J, par 
définition. Puisque 

f=f.fv on a /./' = /./l./'; 
il en résulte qu'il existe 
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g€H tel que (f?f') = f.g. 
On en déduit 

k.(N') = k.'f.g ej.gcj 
et, par hypothèse, k est compatible avec r( f.f ), ce qu'il fallait démon
trer. -Soit \f l'idéal associé à l'application r. Si k.f £ Jf> alors k est 
compatible avec r( f), et l'on trouve 

k.fej et k.f=k.f.flej.fïcj. 
Inversement, si / £/, la relation j »a(j) 6 J entraîne que 7 est compa
tible avec r( a ( j )), c'est-à-dire 7 £ l. Ceci prouve que / = / . • 
EXEMPLES. 

1 ) Supposons p - p<£ . Soit h = ( C * t 1 , G . h' £ ? , où £ ? . 
Désignons par r(h) la relation T Ç — (C,Açt C) telle que Aç soit la 
classe des couples (g, a(g)), où g 6 G. D'après le théorème 3-1 [1] 
on a K . H € /g: si, et seulement si, A £ 3". C * est compatible avec r ̂ . 
Ainsi /g: est un pg:-idéal. L'application r correspondante (prop. 15) de 
3" dans la classe des relations est obtenue en posant : 

r((C\^yC9)) = (C,Â,C), 
où A est formée des (k, a(k)), où k-^(fn) <£>f f ̂ , f.eC. 

2 ) Soit ?( p ) la catégorie des foncteurs p - structurés. Soit J ̂  
l'idéal de 3 ( p ) formé (n° 8 [ 1 ] ) par les ~h - ( C \ H , G* ) e ? ( p ) tels que 
H = ( C \ H , G ' ) € Jçf. Si p<j est le foncteur projection canonique de 
5F f p ) vers ÎH, l'idéal f est un £gr- idéal, car à H £ 3"(p ) est associée la 
relation r( H ) définie dans l'exemple 1 . 
PROPOSITION 16« Soit J un p* idéal et H eS.p , . s , où s € H * et 

J L 1 I O 
S £ . Les conditions suivantes sont équivalentes, où f désigne la 
relation d*équivalence engendrée par r( h ) : 

1 ) s est une (p, J )• structure quotient de S par s ( C. S. déf. 34, 
chap. Ill); 

2) s est une p - structure quotient faible de S par r(déf. 2*1 [ 1 ] ); 
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3 ) s est une p - structure quasi-quotient de S par r( h ) et p( s ) = 
= p( S)/r,où r est la relation p - compatible engendrée par r. 

En effet, soit pr la catégorie servant à définir les p -structures 
quasi-quotient (n° 1 [ 1] ). (k, r) est un (H, pr)- projecteur, où k € Rd(H •) 
si, et seulement si, on a k'— g .k lorsque k' CH.S est compatible avec 
r(h), c'est-à-dire si, et seulement si, kf ~g .k lorsque k'. h €]. Dans ce 
cas, pour que jS(k) = s soit une p - structure quotient faible de s par r, 
il faut et il suffit que p(k) soit une surjection canonique (prop. 5 - 1 [ 1 ] ) 
donc que (k, h ) soit une (p, } )- suite exacte courte. • 

La proposition 16 montre que l'étude des suites exactes courtes 
relatives à un p - idéal se ramène à l'étude des structures quotient d'une 
structure par une relation d'équivalence. 
PROPOSITION 17. Soit ] unp-idéal et h 6p. . Pour que (k, h) soit 
une ( Rj(H ' ), pj ,H ' ,J ) - suite exacte courte (C.S. déf. 32, chap. Ill), il 
faut et il suffit que J3(k) soit une p- structure quasi-quotient de a(k) 
par r(h) , la p -quasi-surjection correspondante étant k. 
DEMONSTRATION. Soit (k,h) une ( Rd(H '),p . ,H J )- suite exacte 
courte. On a k . h € ] ; ainsi k 6 R ̂( H * ) est compatible avec r( h ) et, si 
k1 6H ./3(h) est compatible avec r(h), il existe un et un seul g 6 H tel 
que g .k ~ k'. Ainsi jB(k) est une p- structure quasi-quotient de a(k) 
par r(h). - Inversement, supposons que k soit une p - quasi-surjection 
définissant fi(k ) comme p - structure quasi- quotient de a( k ) par r( h ) . 
Puisque k—(k,r), où r est la relation d'équivalence engendrée par 
r( h ), est un ( H , pr )- projecteur (not. n°l[l]),ona£.^£/et 

keRd(H,pr)1 d'où keRd(H-). 
Par ailleurs la condition k\h €] entraîne ( k', f) 6 pr, de sorte qu'il 
existe 

g € H tel que k* — g . k . 
t— 

Ceci montre que ( k , h) est une ( R d( H • ) , p̂  ,H \J ) - suite exacte. • 
DEFINITION. Soit / un idéal de H * ; si (k, h) est une (R d(H ' ) ,p . ,H } )-
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suite exacte courte on dira que (k, h) est une / - suite quasi-exacte courte 
ou que /B(k) est une J -structure quasi-quotient de j3( h ) par a( h ) . 

B) FONCTEUR DE QUASI-COHOMOLOGIE. 
Nous supposerons donnés dans la suite : 
1) Un foncteur fidèle p = ( %, p , H '), un p- idéal Jet une sous-

catégorie X* de pj . 
2 ) Une catégorie K ', un idéal I de K * et une sous-catégorie K'' 

de K' . 
3 ) Un foncteur D de K'* X K* vers H " tel que p .D soit une 

restriction de Hom^ . . 
Nous désignons par K(K',I) la catégorie des morphismes entre 

complexes de (K ', I) (voir [il]), par S (K*, I ) la catégorie K • X K(K %/J * 
par C", Zrt et Bn respectivement les foncteurs n - cochaînes, rz-cocycles 
et n- cobords de ( K ', I), qui sont [11] des foncteurs de &(K\ I) vers 
% , pour tout entier n> 0. Soit 

£' = E'fK•, i) - K'mx K(Km, /;* . 
On définit un foncteur, noté Cn, de S' vers // * en posant : 

Cn(k',(E't T, E )) = D(k' ,T(n)) 
si k' € K' et (E't T, E) eK(K\ I). 

DEFINITION. On appelle foncteur de quasi- cohomologie d'ordre n pour 
(X, J, D, I) un foncteur Hn de S' vers H " vérifiant les conditions sui
vantes, où or 6 E* : 

o 
1)11 existe des triplets définissant des transformations naturelles 

(Cn, h, Zn) et (Cn, h',Bn) tels que h(a ) et h'(cr) soient (p ,X,H ) 
engendrés respectivement par (Cn(cr ),t , Zn(cr)) et par (Cn(a ) ,t yBn (cr)). 

2)11 existe un triplet définissant une transformation naturelle 
(Hn, m',Zn) tel que m'(cr) soit une p - quasi-surjection définissant 
Hn(cr) comme /- structure quasi-quotient de Zn(a) par Bn(o~). 
On dira que p est X-propre (resp. est propre) pour la quasi-cohomologie 
si, lorsque ], D et I vérifient les conditions 1,2,3, il existe un fonc
teur de quasi-cohomologie d'ordre n pour ( X , ] , D , I ) (resp. pour 
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( P i > J » D » I ) ) Pour tout entier n> 0 . 
PROPOSITION 18. Si H* est un joncteur de quasi-cohomologie d'ordre n 
pour ( X, ] t D, l ), où i — 1 ou 2, il existe une équivalence naturelle de 
ÏÏ* vers Hn2 . 
DEMONSTRATION. Soient (Cn,hi,Zni) et ( Cn, h\, B?) les triplets inter
venant dans la définition du foncteur Hn. . Soit a* £ S * . On a 

? o 
b.(cr) eCn(a).X.Z1J(a) et h\(cr) eCn( a ) .X .B>?( a ) ; 

b.(cr) et b\(a) étant f p ,X,H )-engendrés par (Cn(cr), L , Zn(a)) et 
( Cn(a), t , Bn(a)) respectivement, il existe 

y'fo-J eBn2(cr).Hmy .B\(cr) et y (cr) €Zn2(a).H^ .Znx( a ) 
tels que 

A2(o-;.y(cr; = i^o-J et b'2(cr).y'(cr) = Jb»1f cr 
Comme B*( cr ) C Zn ( a ) , on a Bn(cr) C /3(b^cr)) , et par suite, par défi
nition d'un morphisme (p , X, H )- engendré , il existe 

772.(0-) £Z^(cr). H .B*(cr) tel que b.(cr ) .mj cr ) = b\(cr ). 
Les relations 
h2(cr).y(cr) .mx(a) = b x( a ) .m x( a ) = b\( a ) = b'2( a ) .y ' ( a ) = 

= />2fO-J. 772 2 fO-j.7'fO-j 
entraînent 

car b 2(cr) €Rg(H'). Par définition de //"(cr ), il existe une /-suite 
quasi-exacte courte f 772 J.( c ) , 772f.( cr )) telle que /3 ( 772 J(cr)) = (cr). La 
proposition 44, chap. Ill, C.S., affirme que, en posant M * = ••//•, il existe 
une ( R J M- ), R ( M* ), M* ,U( H' ;J , H ))~ suite exacte courte { q\ q) 
telle que 

= (7 "( cr ), 772'2 (o-;, 772'̂  a), y (a )) en(H-;H.H}). 
Comme Z\ et Z\ sont deux tp)- sous-foncteurs de Cn, le triplet 
( , y, Znx) définit une équivalence naturelle. Les foncteurs //" et 
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H" sont équivalents, car ce sont deux îl( Rd(H ' ), H ' ) -foncteurs quotient 
de Z" . En effet, pour tout u € cr' . & ' . cr , on trouve : 

~Hn2(u).y*(cr).m\(a) = Hn2(u).m'2(cr) .y (a) = 
= m-2(a,).Zn2(u).y (a) = 
= m'2(a').y (cr').Z\(u) = 
= y"(a>).m\(cr' ).Z"x(u) = 
= y"(a').H\( uj.m'jcr), 

d'où 
Hn2(u).y"(cr) = y"(a,).H\( u). 

Ceci montre que (H1̂  , y " , H " ) est un triplet définissant une équivalence 
naturelle. • 
PROPOSITION 19. Soit Hn un fondeur de quasi-cohomologie d'ordre n 
pour (p ,J,D,I), Zn et Bn les foncteurs correspondants. Pour que Hn 
soit un fondeur de cohomologie [il] pour ( H, J , D , l), il faut et il suffit 
que, pour tout ce & » on ait 

p(Zn(a)) = Zn(cr) et p(Hn(c)) = Zn(c)/F, 
où r est la relation d'équivalence p - compatible engendrée par la relation 
r( m) associée au p - monomorphisme m € Zn ( c ) . p c . B72( c ) canonique • 

En effet, ces conditions sont nécessaires. Si elles sont vérifiées 
Hn(cr) est une (p, J )- structure quotient de Zn(c) par Bn(cr) d1 après la 
proposition 16 . • 

Soient J H Q C M deux univers tels que 3ïlo 6 M ; désignons par 
% et % les catégories pleines d'applications correspondantes. Soit P = 
= ( Jli, P , H ' ) un joncteur d'homomorphismes résolvant à droite et 77-
compatible. Supposons que p = ( J H , P i , H * ) soit une restriction de P 
telle que H = P (%) € %0 . Soit V I F p ) l'une des sous-catégories de la 
catégorie ^(p ) des foncteurs p - structurés : 3"f p ), *5g(p), Sf p ) ou 
& ( P ) considérées dans le n° 3 [ 1 ] ; le foncteur projection canonique 
de V I F P ) vers % est noté P ^ . Soit X<y la sous-catégorie de $ ( p ) formée 
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des - monomorphismes 
T - (C*,h,G') Cfp'U)^ tels que h e p'T (voir n° 3[1]). 

THEOREME 4. Si P est r-~ engendrant pour JK, alors p est propre pour la 
quasi-cohomologie; si P est (% ,Vi )• résolvant (déf. 1-3 [l])> P°)J est 
X^-propre pour la qua si-coh ontologie, 
DEMONSTRATION. Supposons que P soit /--engendrant pour Jfl. Soient 
] ,D ,1 vérifiant les conditions 1,2, 3 , p. 46 . D'après la proposition 13 , 
il existe des 51 (JHl,p,H>sous-foncteurs Zn et Bn de Cn engendrés par 
Zn et Bn respect., car p est engendrant pour % (prop. 12). Soit 

cre£'o, S = Zn(a) et s=B*(cr); 
désignons par m le p - monomorphisme canonique m eStpi .s. Le théo
rème 2 (ou le th. 1-2 [ 1 ] ) implique qu'il existe une p - quasi-surjection m' 
définissant une p - structure quasi-quotient s' de S par r(m). D' après la pro
position 17, ( m', m ) est une ( R ,( H ' ), R (H* ) ,H\J ) - suite exacte 
courte. Comme B est aussi un %l(R (H'),H') -sous-foncteur de Z , 
on sait (cor. prop. 49* > chap. Ill , C.S.) qu'il existe un %ï( R j( H ' ), H * ) -
foncteur quotient Hn de Zn tel que Hn(o~) = s'. Ainsi //w est un foncteur 
de quasi-cohomologie pour (P ̂ ,],D,l), de sorte que p est propre pour 
la quasi-cohomologie. - Supposons que P soit ( 5lï , Il )- résolvant (déf. 1-3 
[1]) et soit / un pfjj-idéal. La démonstration de la proposition 13 montre 
que Xty vérifie la condition B de la proposition 13 relativement à p^ . Soit 
h € X'jj . D'après le théorème 1-3 [ 1 ] , il existe une p^ - structure quasi-
quotient de fi(h) par la relation r( h) associée au p̂ j-idéal /, c'est-à-
dire il existe une / -suite quasi-exacte courte (k,h). Il en résulte qu'une 
démonstration analogue à celle qui précède montre que p<̂  est X<y - propre 
pour la quasi-cohomologie. • 
COROLLAIRE 1. Si P est r- - étalant, il existe un joncteur de cohomologie 
pour ( H, J, D, I ) quel que soit le p - idéal } ; de plus p^ est propre pour 
la quasi-cohomologie. 

En effet, dans la démonstration précédente, on peut choisir S et s 
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tels que p ( S )  Zn (cr) y p ( s ) = Bn(or) et m e p'T ; en vertu du corollaire 
du théorème 2  2 [ 1 ] , on peut prendre pour Hn( a)une p  structure quotient 
faible de S par r(m), à savoir la p  structure quotient de S par la relation 
d'équivalence p • compatible engendrée par r(m) . Ceci signifie (prop. 16) 
que Hn(cr) est une ( p,]) structure quotient de S par s, de sorte que 
Hn est, d'après la proposition 19, un foncteur de cohomologie pour (H,J,D,I). 
D'après le théorème 4, p°̂  est X<jj propre pour la quasicohomologie. Mais 
X̂ j = ( p^ ). , car p est r étalant. Le corollaire en résulte. • 
COROLLAIRE 2. Si P est un joncteur d'homomorphismes saturé dénombra" 
blement engendrant pour % (déf. 15 [l ]), alors p est propre pour la 
quasicohomologie et p<̂  est X<y  propre pour la quasicohomologie. 

En effet, d'après le théorème 15 [1], P est (Dlï, U )résolvant, 
de sorte que le corollaire 2 se déduit immédiatement du théorème 4. 
EXEMPLES. 

1 ) Si p — p<j ou pQ , il existe un foncteur de cohomologie pour 
( H, J , D , I ) pour tout p  idéal / et p^ est propre pour la quasicohomo
logie , p étant ;— étalant. Si p = pçf ou p ^ , alors p et p<̂j sont propres 
pour la quasi  cohomologie. 

2) Si p = pj(, où X est l'une des catégories ou ̂ u(n° 5 
[ 1 ] ), p est propre pour la quasicohomologie et p^ est X̂ j  propre pour la 
quasicohomologie, car P est dénombrablement engendrant pour %, en 
vertu des théorèmes 35 et 4  5 [ 1 ] . 

1!. ADJONCTION DE LIMITES À UNE CATÉGORIE. 

Dans toute cette partie, nous désignons par JHQ et par MQ deux 
univers, ÏÏiOC )H0, 3ïïo€?Iïo, par № et JR les catégories pleines d'applica
tions correspondantes, par 5" et â" les catégories des foncteurs associées. 

1. Adjonction de limites projectives. 
Soient C * et / * deux catégories. Nous notons 32(C\ 1 ')m la 

catégorie des transformations naturelles entre foncteurs de / * vers C ' 
dont nous identifions la classe des unités à la classe des foncteurs de / * 
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vers C * ; de plus la sous-catégorie de 31 ( C *, / * )I=D formée des transfor
mations naturelles qui sont des foncteurs de /• vers la catégorie latérale 
B c * , constants sur une unité de B C *, est notée C • ' ; elle est isomorphe 
à 

Soit $ = f C',0,/') un foncteur. Si <I> admet une limite projective 
e, et si p. est, pour tout i €/*, la projection canonique de e vers 0 ( i ), 
le Y 31 ( C *, / * )t~D » )-éjecteur correspondant à cette limite est la trans
formation naturelle définie par le triplet ($,r, ej, où ê est le foncteur de 
/* vers C* constant sur e et où t( i) — p̂  pour tout i 6 l *Q . 

No&.s supposons donnée une classe i de catégories telle que §C 5"o 
er" ̂«e /a catégorie avide» n'appartienne pas à $ (restriction supprimée à 
la fin du § 2 ). 

Si C* est une catégorie, nous appellerons application §~ limite pro
jective partielle sur C* une application V qui associe, à certains foncteurs 
<ï> de / * € 9 vers C * admettant une limite projective, un ( D l ( C *, î ' )m, C* ) 
éjecteur v(<ï>). Si une telle application v est choisie, nous désignons par 
Limv 0 € C* la limite projective de 0 déterminée par la source de v(0) , 
par /??($) sa projection canonique vers <ï>( i). Si 

V ajftfC-./') et am(i//) £C-7\ 
l'unique élément h € C tel que 

où 6 est l'élément de C * déterminé par h, est désigné par limv ̂  . Si 
aucune confusion n'est possible, les exposants v seront supprimés. 

Si C* est une catégorie à 3-limites projectives, nous appellerons 
application i- limite projective sur C une application 3-limite projective 
partielle v sur C* telle que v(<1>) soit défini pour tout foncteur 0 = 
= ( C ', <ï>,/'), où 7*6$. Le foncteur vers C ' de la catégorie somme des 
catégories 31(C * , / o ù / * € ïf, déterminé canoniquement par V, est 
noté Limv , et dit foncteur limite projective associé à V . 

cr <\ 
Soit «j la classe des triplets (( C \v ) , F t ( C \ v )) tels que 
1°)F = ( C \ F , C ) ~~ 
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1 

2 

2o ) V et V sont des applications à-limite projective partielles sur 
C' et sur C* respectivement; si $ € C " . 3 . á et si V($>) est défini, 
Vf F.$) est défini et 

V( F.3>) = B F . V ( $ ) . 
cr á 
j' est une catégorie pour la loi de composition 

(( C' ', l>' ), F1,( C ', v' )).(( C *, v ), F,(C\ v)) = (( b \ v ' ) , F'F,(C',v)) 
si, et seulement si, ( C *, V' ) = ( C ', v). 

Nous identifions la classe de ses unités à la classe des couples ( C * , V ) , 
où C * € 3" et V est une application à-limite projective partielle sur C* . 
Soit J la sous-catégorie pleine de J ayant pour unités les couples 
( C * , V ) tels que V soit une application $ - limite projective (partout définie) 
sur C " . d cri cr Soit p le foncteur de J vers J" défini par la surjection 

((C* /v)yF,(C\v))-*(C* ,F_,C-)< 
Soient q^ et $ les foncteurs projection canonique vers % de 3r'̂  et de 
crá á á á cri cr 
j respectivement. Soient P , Q et Q' les foncteurs de J vers j , de 
3^ vers .3ÍI et de 3'̂  vers fii définis de même à partir de l'univers fil . 
PROPOSITION 20 . 3'̂  esi une catégorie à %q-produits; p̂  et (3'^, ¿ , 3^ j 
5or2Î des joncteurs à̂ o-limite s projectives. Ç$ est un foncteur -engendrant 
pour % . 
DEMONSTRATION. Soit / € ÎK et supposons 

( C v.) e íjM pour tout je]. 
Désignons par C' la catégorie II Cr, par F, le foncteur projection cano-

j € J ? 
nique de C * vers C !. Soit <E> = (C*,3>,/',)e3J.On sait que $ admet 
une limite projective si, et seulement si, Fy.O en admet une pour tout 
/ e] ; dans ce cas, (LimvJ F . . <E> ) . . est une limite projective Limv <t> de 
í>, dont la i-ème projection canonique est ( pi ;f F.. $ ))y € y . Soit v(<ï>)le 
( ïft ( C *, / * )I=D , C ' ̂  ) -éjecteur correspondant; on a 

v(<D) = [ VF/-*)]y«; 
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dans la catégorie latérale des transformations natur elles JtV L'applica-
tion $-+ v($) si, et seulement si, Vy($) est défini pour tout j €j est 
une application ¡1-limite projective partielle V sur C ' . Il est évident que 

CL & i 
( C#, V ) est un produit de (( C:,P.)). T dans j% . Donc q' est un fonc-
teur à %o- produits. -Si de plus ( C:, Vy) € ï'o pour tout / € / , on a 

f C • , v ) 6 $ , 
de sorte que ,3^) et £̂  sont des foncteurs à Ml -produits. 
-Nous supposons 
F = ffC-, V),F,(C\ V ) ) et F' = tfC\V),F',(C\V)) 
posons F = zVYFJ et F' = p ( F' ) et notons N ' le noyau de (F, F' ) dans 
? . Soit $ = (N *,<!>,/•)€ ? J ; le foncteur <£• = f C •, 0, 7 ' ) admet une 
limite projective. Comme F,$' = F' . <!>' , on trouve 

B F . = VfF.$';= V(F'.<Ï>') = B F'. V f$'), 
d'où 

Limv<!)'eN et ^f$'j €/V pour tout 
Si ¥ €Ït(N\/-) et aaE3(?)€N'J,} on a de même B'F.*Ï" = B F \ ¥ \ 
où V = ( B c H s'ensuit €N, car 

F (7iW)=* / ^ ^ ( B F . W ) = F'( IimVx¥). 
Par suite l'application qui associe à $ la transformation naturelle 

(BN-,v(<frt),/') 
est une application 3- limite projective sur /V *, notée V1 . On a 

OT = ((C,v),t ,fN\v')) eS*. 

Ainsi est un noyau de ( F, F' ) dans J , dans j* et dans p .Donc les 
cr $ cri $ 

foncteurs (J* , c , j ) et p sont à noyaux. D'après la proposition 1, ces 1 
foncteurs sont aussi à ÎK - limites projectives, puisque nous avons montré 
plus haut qu'ils sont à %Q-produits. 
«•Enfin, montrons que Q$ est /--engendrant pour % . En effet, supposons 

( C \ V ) € ¥Q, MC C et M=t0. 
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Disons qu'une sous-catégorie H " de C ' est stable pour V si les condi
tions 

$ = (C\$,/•) €'£ J et <b(I)CH 
entraînent p?(<ï>) £ # pour tout t € I'o , et si l'on a limvm €H lorsque 

Ç - ( B c , V f / • ) € 3 J , am(^) €C-/# et Vf/; CD//'. 
Dans ce cas, f/* est une catégorie à 4- limites projectives. La sous-caté
gorie f/ # de C ' intersection des sous-catégories H ' de C ' stables pour 
V et contenant M est évidemment stable pour V . C'est donc une catégorie 
à $ - limites projectives, admettant pour application $- limite projective l'ap
plication V telle que y ( $ ) = ( B H V ($),/*) , où 

ê=fc\*./•), si *«(£•,*,/•) c 3 J . 
Par suite (H ' ,v) € 3 ^ . Pour que f K •, V' ) soit une Q$ - sous-structure de 
( C ' , V ), il faut et il suffit que la sous-catégorie K ' soit stable pour v . 
On en déduit que ( H ' ,V) est la Q - sous-structure de ( C \ V) engendrée 
par M. m 

1 COROLLAIRE. Tout élément de 3'^ admet une ($, 3 ^ , 3 ^ )-projection. 
DEMONSTRATION. Soit e ~ ( C • ,V) € 3'^ et U ~ 3 ^ . 3 ' ^ . Alors 1/ est 
une %o - classe et, ̂ '̂  étant une catégorie à fdQ - produits (prop. 20), e 
vérifie' la condition P e relativement au foncteur P =f^,(,^) (3-1), Soit 

a * 
La classe F( C) engendre une Q - sous-structure (N *, V* ) de ( C ' , V) , 
d'après la proposition 20 ; l'élément f(C ' , V ), * , f N ' , v' )) est un mor-
phisme f P, §^ , 3 ^ )- engendré par F. Ainsi les conditions du théorème 1 
sont vérifiées, de sorte que ( N ', V ) est une ( 3 ^ , 3 ^ , 5̂ )-projection de 
fC-, V). • 
A. THEOREME DE COMPLETION PROJECTIVE RELATIVE. 
DEFINITION. Soient (C-, V) € 3 ^ é?* M C C. La if - sous-structure (M\V ) 
de (C*, V) engendrée par M (prop. 20) est appelée completion 4-projective 
de M dans ( C \ V ). 
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remarque. Cette définition précise la notion de complétion gauche consi
dérée dans [ 12] • 

Dans la suite de ce § , nous désignons par 5H et par S" les satu
rantes respectivement de % dans % et de 3" dans 3 . On sait que %o est 
un univers; un élément de M est dit une 3)lo-cla sse. Nous supposons que 
$ est une partie de 3"c telle que i e Jlì̂. Le symbole / • représentera tou
jours un élément de i. Nous notons 1J un univers tel que U C 5fi : une M-
catégorie [ 2 ] est une catégorie H 9 telle que e9 .H .e soit une U-classe 
pour tout couple (e*, e) d'unités de H ' . 
THEOREME 5 . Supposons i €^0, ( C\ V ) € 3 ^ et M C C. Soif (M \ V ) 
la complétion i-projective de M dans (C*,V). Si M e%Q, on a M CÎR̂ , 
Si M * est une sous-catégorie de C ', si Limy est injectif et si Limv<& \ M 
quel que soit <ï> €C* . ? A, alors M' est pleine dans M'; si de plus AT 
est une Vi - catégorie et si pçr($)c<Wl la catégorie M' est aussi une U ~ 
catégorie. 
DEMONSTRATION. Si V est une classe, nous notons V son cardinal. Si 
A. est un ordinal, nous désignons par K le cardinal A , où ( A, < ) est un 
ensemble bien ordonné de type \ [ 13] . Inversement, si n est un cardinal, 
soit n l'ordinal borne supérieure (dans la classe ordonnée des ordinaux) de 
la classe des ordinaux \ tels que K< n ; en particulier, si V est une 
classe, nous posons V — n , où n — V . A un ordinal K est aussi associé 
[13] l'ordinal initial coŷ  d'indice A., tel que cô  soit l'aleph d'indice k. 
Dire que ÎR est un univers entraîne que l'ordinal À, borne supérieure de 
la classe des ordinaux V, où V € %o, est inaccessible au sens de Tarski 
[ 13 ] ; il s'ensuit CÛĴ  » A. Remarquons que l'on a aussi 

A s SUp - V* . 
o 

-Si I-eL on a 7 € %o, et par suite 7 < A . Comme i € Jllo , on a 
77 = U A € % , d'où F < U< A. /• €3 ° 

L'ordinal cô  étant régulier [ 13 ] , on en déduit 
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L'ordinal initial co-̂^ + ̂  est régulier, car son indice est de première espèce 
[13], et on a 00\̂  + 7 < = A ; nous poserons \— 60\̂  + 7 • 
-Supposons f C 4, V ) £ 5"̂  . Soit Lim le foncteur 3- limite projective Limv 
associé à V. Pour toute sous-catégorie B* de C*, nous construisons une 
sous-classe crv( B ) de C de la façon suivante : 

Soit la classe des foncteurs $ 6 C * . ̂  . / * tels que $ f / ) C B . 
Soit 77̂  la classe de tous les éléments tels que $ € S^ et 
Ï €/*. Soit A7' la classe des transformations naturelles 

O D 
y £ 5lfC',/') telles que aCI3(W)£B*r et W ( I ) C DB " . 
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On pose 

On définit une bijection g „ de crv(B) sur une partie de 

en posant 
si 

si m £ B , si m £ rr̂  et si 
l'on a choisi i € I ' et 0 £ S7 
tels que /72 = pf.(̂> ) ; 
si gfîf 772' ) n'est pas encore 
défini et si l'on a choisi 
¥ £ Ay tel que TTZ' s /fm ¥. 

Si B £ % , les relations B 6 % , I 6 % et i 6 % entraînent o' o 7 o o 
et 

car est un univers. Il s'ensuit 
o et 

-Soit M C C. Pour tout ordinal /V£ À., nous définissons par récurrence 
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transfinie une sous-catégorie de C' comme suit : 
1° ) M * est la sous-catégorie de C 9 engendrée par M; 
2° ) Si A= A' H- i , alors est la sous-catégorie de C * engendrée 

par cr"fMx,); 
3° ) Si A est de seconde espèce (i.e. n'a pas de prédécesseur), on 

pose M-\— U M-.Ona évidemment M £ i C M £ si £% < £ . 
. <f < A s & <f ^ ^ 

est une sous-catégorie de C*. Nous allons montrer que = M, où 
(M',v) est la completion i- projective de M dans ( C v ). En effet, 
on a M^C-M, car toute sous-catégorie de Cé stable pour V et contenant 
M doit évidemment contenir M\ . D'après la proposition 20, il nous suffit 
de montrer que est stable pour V .En effet, soit 0 € C * .5"./* tel que 
O f / ) C . Pour tout k e l, il existe g k < A tel que $ (k ) e M A . Puisque 
/ < /V et que A. est un ordinal initial régulier, la limite ̂  de la suite trans
finie (^)^€/ de type / vérifie la relation <̂ < A, de sorte que l'on a 
$>(k) £Mç pour tout k €/. Par suite O € et, par construction, on a 

pf.($) € +1C pour tout *' € • 
Soit ^ e B c - . y j une transformation naturelle de <? vers O telle que 
^f/jCDM^, où e est le foncteur constant sur e e C ̂ . De même on trouve 
un ordinal <f ' tel que 

et 
Il s'ensuit *P 6 , où B = M^t x, ce qui en trame 

/iTTi ¥ €M^I+ 2 C 
Donc est stable pour V , d'où M^= M. 
-Supposons M £^o; on a € ÎR^, car Pg: est -̂-engendrant pour !)R 
[ 1 ] . Supposons prouvé que e 5Rq pour tout çf < A , où A.. Si A» = 
= A' + 1, alors M^ÉÎR^, car est la sous-catégorie de C* engendrée 
par crv'( My%), qui appartient à %Q d'après le début de la démonstration. 
Si A» est de seconde espèce, on a M^= U , d'où 
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car À est régulier, M^ < A pour tout £< k et A. £ A.< A . Par définition 
de A , il existe V £ J&o tel que M^< V ; autrement dit , il existe une bijec
tion de sur une partie de V; ainsi on a £ %q . Par récurrence trans
finie, on en déduit £ %Q . Par conséquent, il existe un isomorphisme G 
de M * sur une catégorie S ' £ 5" . 
- Dans la fin de cette démonstration, nous supposons que M * est une sous-
catégorie (quelconque) de C' (donc M — M x), que les relations Limv 0 = 
= Limv entraînent <£) = <£• et que Limv <ï> jé M pour tout $ £ . Exa
minons la forme des éléments de pour un ordinal X, = A.' -f 1 < X. . Soit 
A ̂  la classe des éléments lim lP £ M ̂  tels que 

et 

et soit A^ la classe des composés mn .... . 772 ̂  tels que 
si 

on a A'̂ . A'̂ C A*̂  . Soit B ̂  la classe des 772' £ M ̂  tels que 
et 

Si TTZ' = />f.($ ) £ B ̂  , on a a ( 772' ) = L2*772 $ et, par hypothèse, af m' )jé M. 
Si l'on avait a( m* ) £ M - M, il existerait ̂  < A.' tel que 

af 772') = Lim <J>' et O' € 8 {/ . 

Il s'ensuivrait $ = <&• et 772' £M^_+_1C M ̂, , ce qui est impossible. Donc 
m' 6 B-̂  entraîne a( m* ) j£ My* ou 772' = a ( m1 ) £ M ̂  . Soit la classe 
des composés m" .m .m' tels que 

et 
Montrons que l'on a M^ = . On a évidemment 

Il nous suffit donc de prouver que N^ est stable dans C * . Pour cela, 
montrons d'abord que l'on a 

En effet, soient 



On peut se ramener au cas où 
avec 

Soit (<I>, T, afm^)) le triplet définissant la transformation naturelle Si 
T' désigne la surjection 

i+T(i).m" e Myj pour tout i e , 

le triplet (<ï>, T*, a(mn)) définit la transformation naturelle 

et on a 

Il s'ensuit, par récurrence, 

Pour montrer que N^ est stable supposons 
f — m" .m .mf 6 et 

Les seuls cas possibles sont les suivants : 
1° ) Soit m" £M^,; nous avons vu que m' = /3(m"), par définition 

de B X . 

a) Si 772 6 ( ̂\)*Q, on a 

car 

b)Si m e A>^-.(MyJ^, en utilisant le résultat précédent, on 
trouve 
par suite 

2° ) Supposons 772"^MX,, c'est-à-dire 772" € ( M^)^ - (M^, ĵ . Il 
s'ensuit 0.(772' J 6 M^- M^, . 
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a) Si mf = a( m-̂  t on a a( m ) ̂  M Xi , d'où m — CL ( m) par 
définition de A'x et f = a(m) par construction de Nx ; 
ainsi /. / = / £ /Vx . 

b) Supposons TTZ" = /7|.($)/̂ M̂ ». Si 772 £ f M x) ̂, on a aussi 
m' e(Mx)^y d'où 

/£fMx)' et 
Sinon, 772 admet une décomposition 772̂  m 1 £ A'x dans 
laquelle 

Puisque LZT72 est injectif, on en déduit $ = a00 ( *P ) et 
m'.m= p .(*) . Zim V = Tf 1 J £ Mx, , 

en notant (O , T , é j le triplet définissant la transformation 
naturelle ¥ . 
1) Si m £Arx- , on a 

donc /. / = m" .( m ,mf .772 ) .m' £ N x. 
2 ) Si 772 = a( m ), à partir des relations 

on trouve encore 
f.f=g.m' £NX. 

Nous avons donc montré que, dans tous les cas, on a / . / £ N X, ce qui 
assure que Nx est stable dans C * , et a fortiori définit une sous-catégorie 
de C * ; autrement dit, Mx = Nx . - En particulier, soit X = 2. Si 772 = 
= /r'772 ¥ £ A , on a 

/3( 772 ) s Lim /3CI3(^)^M, 
de sorte que A'2 = A 2 U ( M )^ . Soit / £ N 2 = M 2 ; de la définition de N 2 
et de A , il résulte 

où m1 €B 2 et 
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Si CL(f) €Mp, cette relation entraîne 
772' = a( m* ), d'où / € A2 UM; 

si déplus jB(f) 6 M, on obtient / 6 M. Donc M* est une sous-catégorie 
pleine de M g . 
-Pour tout ordinal £ £ \ , soit B*̂  la classe des composés 772' S m'n 772̂  
tels que 

/3(m') 6M, m'.eB. et 
les ordinaux étant de première espèce. Si 772 = //772 *P € a( m* ) .A ̂  _̂  ̂  
et si 772̂  = pf.($ ) , les égalités 

lz7 7 2 /S00^) = 772 > = O C f 772 ̂ ) = L z 772 $ 
entraînent $ = /3m(¥), d'où 

772 ̂ . 772 = T(î) 6 M g et 
en désignant par ($ , T, êj le triplet définissant la transformation naturelle 
W . Ainsi B̂ . . A^ _j_ x C M ̂ . Soit \£ A. Supposons montré que, pour tout 
^< A», on ait . = M . B^ .et soit / 6 . M x . Si A. est de seconde 
espèce, il existe £ < A tel que 

Soit A = A.' + 1. Nous avons vu que l'on a f - m" >m .m' € Nx . Plusieurs 
cas se présentent : 

1° ) Si 772 " € My* . M'o, on a 772 €(MX)^ car /3(m)eM entraîne 
/3 ( 772 ) + £.2772 $ . Il en résulte 

/ = 772 ".772, 6 M.BXC M.B\. 
2° ) Soit 772" eM^, et a(mn)/iM; on a m" € M .B\* par hypothèse, 

a) Si 772 6 (M^)^f on trouve 
/ = 772". 772' €(/M.B'V).BXC M.B\; 

b)Soit 772 — m q 772 x € A'x et ™qé(My)'o. D'après ce qui 
précède 
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et, de même, 
(m" .mq).m x 6M.B\,.AXC M .B\f ; 

il s'ensuit, par récurrence, m" .m 6 M.B'̂ ,, de sorte que 
/ = (m".m).m* € ( M . B\, ) .B\C M ,B\. 

Par récurrence transfinie, on obtient 

Soit 1<£ < k< k et m* = m9n m\ e B \ . ( )^. Il existe < g et 
0 e ̂ M^r teAs <ïue a(m\) - Lim <ï>. On en conclut 

Cette relation entraîne 
M;. M .(u%); C M . B'- .(MX); C M .B\= M;. M v 

et par suite . M . ( Mx)^ = . M x. En particulier, 

o o o z o o o z o 
Ainsi M ' est une sous-catégorie pleine de M'. 
-Supposons de plus que M' soit une U-catégorie, l'univers 11 contenant 
pjf($); désignons par 1j l'univers obtenu par saturation de 11 dans f(i, i.e. 
U = /3(JL .li). Soit E € M * . Si E9 € M * , on a 

E . M . E9 = E.M.E' eïi. 
Supposons montré que, pour tout f < A., on a 
où A. <.\. Soit E9 e(M^)^. Si X est de seconde espèce, il existe £ < k 
tel que E9 € , ce qui entraîne E . M . E9 6 \[ . Soit \= A.' + 2 , E9 6MX- Mx, 
et / 6 E .M . E9 ; nous avons prouvé que l'on a E . M . E9 = E . . E9 et 

f= h.(m9n /rĉ ) €M.B'X. 
Comme <X(m9̂ ) — E9 , il existe un et un seul $ € ̂Afx, te* ̂ue ̂ ' = 
= f.î'r» Ô et on a 
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avec 
Il s'ensuit 
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f' = h.(m'n m\) €E.M.B\,.$(i)CE.MXf.<ï>(i). 
En associant à feE.M.E' le couple ( f, i ) € E . M y* . $f i ) X J, on 
définit une bijection de E . M . E' sur une partie de 

U = f U E.My> .<b(i)) X /. 

Puisque E .Myj i) € Il pour tout ? 6 et que C / € U , on a U € U , 
car 11 estun univers, et par suite E .M . E' € li. Par récurrence transfinie, 
on en déduit que E . M . E' est une 11 - classe pour tout E* € M^ et E 6 . 
-Soit alors Ef € . Supposons montré que, pour tout £ < X ,où 2 < X £ X , 
on a 

E".M.E' €ll si €f M ^ . 
Soit E" €(MyJ* . Si X est de seconde espèce, il existe £ < X tel que 
E" € , de sorte que E91 .M.E1 € \i . Soit X = X1 + 2 ; on a, si E» £ M, 

E" =UTT2<Ï>. , où $' € S7' . 

Si / € E " . M . E ', alors /= lim^, où ¥ est la transformation naturelle 
définie par le triplet ($' , ty>E') tel que 

T 'f z J = pf.(3>' ) . / pour tout i€l^. 
L'application 

/-0*(*')./^e/. > où f€E».k.E\ o 
est une bijection de E" . M . E' sur une partie de U' = II 0'f z ) . M . E' , 

<T * € K Etant donné que € M y, , on a £/' € U , car 
O' (i).M.E' Cil et /' 6 11; 

a fortiori E". M . E'€ Il. Par récurrence transfinie, il en résulte 
E".M.E' eVi si E' € M* et E " € M \ 

o o 
ce qui signifie que M * est une 11 - catégorie. La démonstration du théorème 
est ainsi achevée. • 
COROLLAIRE. ̂  est r- - engendrant pour %. Les fondeurs f3^ 6 .3̂ ) 
admettent des adjoints. 
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En effet, la première partie résulte de la première affirmation du 
théorème 5, la deuxième du critère 1, les foncteurs et (J9\l .3 ̂  ) étant 
à ÎHolimites projectives, les foncteurs P̂  et (3^, t ,3^) à %oproduits, 
en vertu de la proposition 20 . 
REMARQUE. Si ( C \ v ) £ 3^ et si ( M *, V) est la complétion 9projective 
de M dans f С * , V ) , alors (M\v) est aussi la complétion $ projective 
de M dans (M ' , V). 
DEFINITION. Une , )projection de (H *, jjl) £ 3 ̂ es/ appelée com
plétion $  projective de ( H 9, Jjl). 

En particulier, ? est isomorphe à la souscatégorie pleine de 3'̂  
ayant pour unités les couples ( H 0 ) , où 0 est la surjection vide.On a 

(fK\v),£,(#',0)^3^.3'^ 
si, et seulement si, ( К \ v ) € 3^ et fK',F. /Г) £3 . 

Par suite, les p  structures libres engendrées par H* £ j q sont identiques 
aux complétions 3 projectives de (H 8 , 0) . 

B. p̂   STRUCTURES LIBRES. 

THEOREME 6. Soz* £ÎC 3Q et $ £ Toz// Я ' £ 3q engendre une p̂  
structure libre ( H ', v) ayant les propriétés suivantes : 

1 ) Lim v est injectif et H 9 une souscatégorie pleine de H 9 ; 
2 ) Si p<̂ (§) est contenu dans l'univers W et si H 9 est une 11 

catégorie, H 9 esr* ияе 11  catégorie. 
DEMONSTRATION. D'après le corollaire du théorème 5, H' engendre une 
p  structure libre ( С 9, V ) . 
Soit К 9 £ 3"0 ; soit K£ la catégorie obtenue en adjoignant à К 9 un élé
ment initial 0. Nous désignerons par Q(K') la souscatégorie pleine de 
Я(Я!,СК+ j*)1130, où est la duale de Kj. , ayant pour unités les 
foncteurs F de vers !Ж tels que F(0) soit un atome (i.e. ait un 
seul élément). Soit 7}^. l'isomorphisme canonique (App. 1 , C.S.) de K' 
sur une souscatégorie pleine de â(K9) qui associe à e £ le foncteur 
7}K , f e ) de K£ vers ЗП défini par 
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[•nK.(e)(e') = e.K+.e' si e* €(K+)± 

I VK(e)(f)= (e^.K+.affï.ïe.K+.frf)), 
où f(k)  k ./ pour k £ e.K^.fi( f). 

En particulier, on a 77 ̂  .(eJfOJ — 1(^0,)}. Puisque % est une catégorie 
à i limites projectives, îl ( %, ( ) *)aD est une catégorie à ¡1 limites 
projectives et le foncteur 7 7 ^ . est compatible avec les ilimites projec
tives. Nous allons définir sur Q(K') une application i  limite projective 
V ̂  . comme suit : Soit Lim le foncteur i  limite projective usuel sur 1̂1 : 
si 

F = fîR,F, /') 6Î J, 
la classe Lim F est donc formée des (s.)̂ .gj. £ H F(i) tels que 

o * e o 
F(k )( Sj)  sit pour tout keVA.i. 

Soit 0 = (â( K'),<b , I ') un foncteur. Pour tout e £ ( )^ , l'application 
^•Of^jfe} définit un foncteur ®g de 7* vers № . Désignons par l( <ï> ̂  ) 1 
la classe des couples 

f z,0) , où z e Lim $ ; 
évidemment Zf$^) est aussi une limite projective de $ g . Le foncteur 

(51(511, K*;113,*!»,/ •) 

admet pour limite projective l'unique foncteur Lim 3> de /v̂  vers ÎII tel 
que 

Lim e ) = l(<be) pour tout e £ ( K+ . 
Comme 0^ f J = 0 f 0 ) est un atome pour tout e' eK^, la classe 
Lim $>(0 ) est un atome de la forme { f z, $ )} . Par suite Lim 0 est aussi 
une limite projective de 0. Pour tout i £ , la projection canonique de 
LZVT? 0 vers Q(i) est la transformation naturelle T( i) définie par le tri
plet ($( i), T., Lim®), où T.( est l'application 

((zi\el' zi de Lim$(e) dans $(i)(e). 
o 

Nous désignons par V„. (<ï>) la transformation naturelle définie par le triplet 
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( Ф , Т , Е ), où E est le foncteur de / * vers К ' constant sur E = Lim Ф . 
d A л 

Inapplication Ф  * г ^ . ( Ф ) est une application 9limite projective . 
sur ET(K'). Puisque 1KQ € % q , on a 9 1 ( 5 1 1 , € tô0, d'où 

^ y i . = ( ( î r K  ) , 4 . ) 6 ^ . 
Si LÎTTZ К'ф = Ы т К * Ф * , la relation / ( Ф ^ ) = / ( Ф ' ^ ) entraîne Ф = Ф ' , 
par construction. De plus Lim Ф n'appartient pas à TFK,(K). D'après le 

л — — d 
théorème 5, la completion 9projective ( K \ V ) de 7)^.( К) dans Ŝ . 
est telle que К € % et que T)^.(K)* soit une souscatégorie pleine de 
— d 
К • . Comme Q est un foncteur d'homomorphisme s saturé, il existe 

û = ((Q.,(K),AJK.),1L.(K,v)) e3{.&r . 
Puisque К € Ж et que ( û ). T) ̂  . est injectif, on peut supposer que K" 
est une souscatégorie pleine de â' ( К * ) et que la restriction de £ à К 
est r̂ K. . 
Soit H*€Jo et soit ((C',V),J) un (j ,p )projecteur. Les relations 

(Q'(H), J еЗ* et (GL'(H).i ,H') б З 
d̂ 

assurent l'existence d'un et d'un seul G' € J tel que 
p*(G').J = (â'(H).L .H'). 

Il s'ensuit que / est un foncteur injectif, de sorte que ](H)' est une 
souscatégorie M ' de С * isomorphe à H ". Soit Ф = ( С " , Ф , / ' ) € 3 : et 
E = Limv Ф . Si l'on avait E б M, on aurait p^(G*)(E ) € H et l'égalité 

Limfp^G* ).Ф) = Д с ' Я Е ; б Я 
d  

entraînerait, en posant Ф ' = p ( û'1. G* ) . Ф , 
Lim " Н')УФ',Г) €Т]Н.(Н), 

ce qui est impossible par définition de , . Par conséquent E д M. 
d 

D'après la construction d'une structure libre (th. 1), (C\v) est la 
completion iprojective de M dans un élément de 3 ^ , produit d'éléments 
de 3 ^ . La remarque précédant le théorème affirme que ( С*, V) est aussi 
la completion 3projective de M dans ( С , v). Ainsi, en reprenant les 
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notations du début de la démonstration du théorème 5 , C = U A M^.-
X^ X 

Montrons que Limv est injectif. En effet, supposons qu'il existe 
$ 6 C # . ? . 7 • , où m ~ 1 et 2, 
m m 

tels que 
Limv $ x~ Limv $ 2 ~ E et $1 + $2. 

Soit X le plus petit des ordinaux X.' £ X. tels que 

nous pouvons supposer que c'est 0 2 qui vérifie 

® 2 ^ M g quel que soit £ < X . 

On sait (démonstration du théorème 5 ) que X< X. Désignons par A une 
classe de la forme C ̂ *J { E' 1 , où E' ji C, et par a l'application de A 
dans C* telle que 

a(E')-E et = e si e 4 E\ 
La catégorie a*( C ' ) induite de C* par ¿2 (chap. IV, C.S.) admet pour 
éléments -les triplets (( e', e ), f) € A 2 X C tels que f 6 a( e' ).C.a( e). 
Soit C* la catégorie obtenue à partir de a*(C') en identifiant C ' à la 
sous -catégorie pleine de *( C ' ) formée des (( fi(f), a( f)), f), où / € C, 
et en identifiant ((E',E')t E ) à E'. On a (( E*, E ), E ) €E' .C} .E, de 
sorte que C* est un élargissement (chap. V, C.S.) de C • . Il en résulte 
que le foncteur (C ' , t , C ') est à i- limites projectives. En particulier E 
et E' sont tous deux des limites projectives de <t>m pour m = 1 et 2. 
Choisissons sur C * une application ¡1-limite projective V telle que 

= si /3(è)CC et *«fC-,è,/')**2, où £ €7^ , 

Um**2 = E' si è2 = fC-,*2./j). 
Les relations 

(C\V) e$o et (C\i ,C-).J 
assurent l'existence d'un et d'un seul 
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tel que G . / = ( C ', t , C • ) . / , où G = ( G ) . Soit G^ la restriction de 
G à M ̂  pour tout ̂  £ \ . Etant donné que / est injectif, G1 = fC",t,Af*). 
Soit £ £ A. et supposons prouvé que G^» = C C *, c , M£t ) pour tout £ . 

1° ) Si ^ est de seconde espèce, G g = ( C ', t , M£) , car = 
= U M... 

2° ) Soit £ = çf' + ;. Si $' £ Sj[,' , on a 

<1>'*<Ï>2, GO»' = Gf,$' = 
et par construction de v, pour tout £ e 7̂  > 
G(p*(<t>')) = p*(G.<b') = p p c • , * » . / • ; = p | Y * ' ; . 

Si ¥ € Aĵ  ^ est la transformation naturelle définie par le tri
plet (<£>' , T , ê ) , ZfrTzv W est Tunique A 6 C tel que 

pVf^'j.^ = T( i ) € Mg, pour tout i €l'o; 

les relations 
r(i) = G( T( i )) = G(pï(&).b) = p1i(fr).G(h) 
pour tout £ entraînent G (h) — h. Ainsi la restriction de G 
à ov(M^i ) est l'identité. Comme a * Y M^i ) engendre la sous-
catégorie M £ de C * et de C *, on en conclut G g = f C, d 

Par récurrence transfinie, on obtient G ( C ', t, Mx ) , d'où 

772 A f?2 772 
et 

G(Limv$ ) = Lim* ( G )-Lim*(C:,$ ,1') 
V 772 ' X 772 ' V 772 772 

pour 772 = 2 et 2. Mais on a d'une part 
Lim*(C\<bv = E et Lim* f C \ $ 2 , / ; ) = E' 

par définition de V, d'autre part 
G(Limv$x) = G(Limv<$>2). 
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Ces relations étant incompatibles, on obtient une contradiction. Donc 0 ̂  = 
= 02 et Limv est injectif. 
-Comme V vérifie les hypothèses du théorème 5 , M • est une sous-caté
gorie pleine de C * . Si de plus pÇf($) est contenu dans l'univers 11 et si 
H * est une 11 - catégorie, la catégorie M* est une 11 - catégorie et, d'après 
le théorème 5 , C * est une 11 - catégorie. • 
COROLLAIRE. Si p<j($) est contenu dans l'univers 11, soit 3<|j (resp. 
5̂ 11) la sous-catégorie pleine de 3^ (resp. de 31 ) ayant pour unités les 
( H \ V ) £ 3 (resp. les * £ 3 ) tels que H ' soit une 11 - catégorie. Le 

d cr ^ cri joncteur p — ( Jeu, p ¿ , J" ) admet un adjoint. 
1 cr En effet, la p - structure libre engendrée par H * € j appartient à 

3^ d'aprè s le théorème 6 , et par suite est aussi une -s truc ture libre 
engendrée par H ' . • 

2 . Construction de complétions projectives. 

A. p̂  - STRUCTURES LIBRES. 
THEOREME 7. Soit // ' £ 3 ; on pez// construire explicitement par récur» 

d 
rence trans finie une p - structure libre engendrée par H '. 
DEMONSTRATION. La construction que nous allons donner est suggérée 
par la démonstration du théorème 5. Posons M ̂  == H ' . Soit A. l'ordinal 
initial cú\(íjr i > où \(j = sa/? / . Soit 1 < À. £ X. et supposons définie une 
catégorie M£ pour tout £ < X., de sorte que M^i soit une sous-catégorie de 
M £ si ' < ̂  . Pour tout foncteur Y , notons _Y_* le couple ( Y, K ) tel que 
y = (/3( Y). Y > N-), où (a(Y), K ) . On peut supposer Y ' ̂  f/. 

Io ) Supposons K = À.' +2 . Soient la classe des $ ', et //x la 
classe des (£,$>•), tels que 

a($j = 7, O = (Mx, ,$,/') £3J et z £ 7¿. 

Soit //x la classe formée des *P ' tels que 

V = ( B M ¿ ' , ¥ . / - ) eSfl(M'vJ-) et am(T) €Af 

187 

1 



70 C. EHRESMANN 

Soit [ Gx] = (Gx, /3X, a\) ie graphe défini comme suit : 

r ax(£J = afàj et J3^(b)^fi(h) dans Mx,, si ^€MV; 
a x r $ •; = *• = /3X(<&'), si e / c X ; 
axf£,0#; = *# et P\(i,<&<) = $(*\), si (i,<t')£H^ ; 
axffj = e et /3xf ¥ • ) = $ \ si V ' € H\ et si le triplet 
définissant (BMX,,Ç, a/¥>-> est ($,T,ê) où $ = (Afx, 

Soit L [ Gx] * la catégorie libre des chemins associée à [ Gx] (chap. Ill, 
C.S.) et soit rx = f L [ Gx], Dx, L [ Gx] ) la relation telle que Dx soit la 
classe des couples suivants, où *P = (BMx« , *P , / * ) : 

/ ((( ),m * ). Tfi)), si ¥ '€ tfx et si la transformation naturelle ¥ 
I est définie par le triplet ,T, ê), où 0 = ( M x , , $ , a ( $ ) ' ) ; 
- ((b\h), h9 .h) si £ €MX,, €MX, et (h9 ,h) £MX, *MX, ; 

F F Ç \ * si ¥-e/rx, ¥"er7'x , £ eMx„ = W M F AB;; 

\ FRW-^W^^'-J €//\2 X H\ si, pour i 6l, il existe i9 el1 et 
A, a v 7 c b^nDVji9) = V F O . F A, .F « \ $ X IIS = VF *J. 

Comme deux unités de L [Gx] * ne sont pas équivalentes pour la relation 
d'équivalence fx bicompatibie sur L [ Gx] • engendrée par rx il existe une 
catégorie quotient strict de L [ Gx] • par rx notée Mx, D'après le corol
laire proposition 8 (appendice), on voit que Gx s'identifie à une sous-classe 
de Mx et MXi à une sous-catégorie de Mx. De plus tout élément g€Mx-Gx 
est déterminé par la donnée du seul chemin propre de Gx appartenant à 
g et qui est irréductible (i.e. de longueur inférieure à celle de tout chemin 
équivalent). Ce chemin irréductible est de l'une des formes suivantes, où 
seul h appartient à MXi : 

a ) r * . f e M x . X HX; (b.fn ft) eMx, X (H\)n; 
M<7„ f^eH'f; (fn fx,(i,$-))e(H\)nxHx 
c)(h.fa fv(i.9')) e M x , x / / ' x " x tfx. 
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2) Si X est de seconde espèce, M\ — U M £ admet une unique 
- . . f < X s 

structure de catégorie Mx telle que M g soit une sous-catégorie de Aîx 
pour tout g < X . 
-Ainsi par récurrence transfinie, nous obtenons une catégorie qui 
admet H* pour sous-catégorie. La construction de Mx implique évidem
ment que MX€ ÎH . Nous poserons /7 * - Mx . 
-Montrons que H ' est à £( - limites proj écrives. En effet, soit <ï> € 77 \ . 7 \ 
Une démonstration analogue à celle du théorème 5 prouve qu'il existe un 
plus petit ordinal X< X tel que Q>( 1 ) C MX . Montrons que <ï> • € Mx_̂_ 1 est 
une limite projective de $ , la projection canonique vers $(£ ) étant (ï, $ ' ) 
pour tout x € 7̂  . Pour cela, soit *P une transformation naturelle définie par 
un triplet ($,T,e). On voit comme dans le théorème 5 qu'il existe un 
ordinal £ < k tel que k < g et que ^(I) C • . Par construction, 
y ' €Mi + 1 et 

fi.^O.^'-Tfr) pour tout 
Soient g € H et g* € H tels que 

f i, $ * ) . g = (i, $ ' ) . g' pour tout Ï € r . 
Il nous faut montrer qu'alors g — g'- La démonstration se fait en deux 
étapes : 

1° ) Supposons g €MX^_^ et g* €MX_|_1- Il existe deux chemins 
irréductibles (gn,>*., g1) et ( g'n* g\) caractérisant g et g' respec
tivement, et on a 

((i>®')>gn A. * / * • ) , ĝ i g\)modr\ 

pour tout Ï 6 7̂  . Comme 0 * £ Mx , on a nécessairement ĝ  € /7 x et ĝ , € 77̂  
d'où ~~ 

Puisque Mx.77fxC M^U/7^, on peut se ramener au cas où 

sont tous deux irréductibles. Il s'ensuit 
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n-nf, g- - g'. pour 1 <j<n et gn = g'n,. 
Comme gn et g'n, sont de la forme *P * et W " (prop, 8, app.), l'égalité 

'~ (i,®-).^' - pour tout i eî^ 
entraîne Ç • =* • . Par suite gw = g' t et g = g'. 

2° ) Soit X + 1 < £ <. X . Supposons montré que / s /' lorsque 

(i, $•)./ = (*\ $•)./' pour tout i 6/̂  

et qu'il existe £% < £, tel que / 6 « et /' 6 » ; supposons g 6 
et g' 6M^ . 

a) Si £ est de seconde espèce, il existe ̂ % < ̂  tel que g € M^, 
et g' • > ̂ e sorte <ïue llon a g ~ £#» d'après l'hypothèse 
de récurrence. 

b) Soit f = f' + I ; désignons par (gn gx) et (g^. g^) 
les chemins irréductibles caractérisant g et g1. On a 

*x) ff*'. «fx)Wrx. 
1 ) Si gn et g'n, € H g — M g « , les deux chemins sont irréduc
tibles, et g = g'. 

2 ) Si ĝ £ Mg,, g'n*€ i uH^ , on se ramène au cas où 
ffi*.*•),*„ gx) et c e » , g ; . . ! g\) 

sont irréductibles, de sorte que l'on obtient n'~n+l, g'j—gj, 
1 ±j ±n et ( i, $ • ) = f z,<ï> •j.gjj». Cette dernière égalité 
a pour conséquence g' , = $ * (en vertu de l'hypothèse de 
récurrence si g'n, € M g ,) . Ainsi g = g'. 

3 ) Si ĝ  € M gtvH g et ĝ f € Mg , U H g , on peut supposer que 

sont irréductibles et équivalents; il s'ensuit n — nf, 

8j = gj Pou* l±1<n et ff\*').gw = fi. 

c'est-à-dire, par hypothèse, gn=: g'nt> Donc g = g'. 
Par récurrence transfinie, il en résulte que g — g* lorsque g €H, g'€ H et 
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( £,<&•). g = (i, $ *).£' pour tout 
Ceci montre que $ 0 est la limite projective de $ . 
-Soit V l'application 3-limite projective sur H' telle que 

p\(H ' /• ) = (£, $ • ) pour tout £ € 7̂  . 
Supposons ( C \ V ) £ 3^ et F = ( < *, F , H ' ) € ? . Nous allons étendre F 
en un foncteur F' de /7* vers C ' . / cette fin, posons F^= F et soit 
X ± X . Supposons défini un foncteur F£ = ( C * , F^ , M ̂  ) pour tout <f< /V , 
de sorte que F^ t soit une restriction de F g si <f' < b . Si X. est de secon
de espèce, il existe un unique foncteur F'x de Mx vers C* admettant F^ 
pour restriction pour tout < X . Examinons lecas où k - kT + 1 . Si <ï> 8 €' Kx 
et 'F * 6 77 x , posons 

= F'x.fMx,$,7-j et = f'x fBMx 
si 7-= a($)'= a(V 

Soit F'x : k F'x(& j la surjection de Gx dans C telle que 

f F\(h) = F\.(h) si h e k v 
) F'xf$- j = Limv et F'x( £,$•) = p^fé-j si f £,1>') 6//x 

l F' fip; = limvV ' si lP ' €77x. 
La surjection F'x définit un homomorphisme F x du graphe [ Gx] vers le 
graphe [ C ' ] sous-jacent à la catégorie C * . Soit F x = L f C *, Fx , [ Gx] ) 
le foncteur de L [ Gx] " vers C correspondant. Ce foncteur est compati
ble avec rx , car : 

a) Si 6D%, on a 
F\((i.Q-).V') = F/xr£,^-j.F'xf|F-j = p ^ i - h ^ V ^ ' -F'xfrf£jj; 

b) Si (( h1, h), h' .h) € Dx, où f A' » A; 6Mx,*Mx,, on trouve 
T\(h',b) = F'x,(h').F'x,(h) = FX,(A\A) = T%(b\b); 
c)Si (Y*P\ A;,W'-; €Dx,OÙ A =Ç'1 (resp. A €MX,;. alors 

^f^#j.?V,?,,'^iJ = 'J-F'xfl"^ Pour tout * 6 
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(resp.F,x(lP\*>> = limvy- . F\( h ) = limvV" = F^f1?' ' )) . 

Il est a fortiori compatible avec rx étant donné que rx est la relation 
d'équivalence bicompatible sur a ( Fx ) engendrée par rx . Comme Mx est 
une catégorie quotient de L [ Gx] ' par rx , il existe un et un seul Fx € ? 
tel que F'x #rx = F'x, en notant le p<jr- épimorphisme de L[ G^]' sur 
Mx . Evidemment F \ ( h ) — F\(h) si ce dernier est défini. Par récurrence 
transfinie, on construit de cette manière un foncteur F' = F'x de H * vers 
C ' tel que 

F' = (( C •, v ), F', ( H ', v)) € 3^ et F'.( H ', i , H ' ) = F. 
-Supposons que l'on ait 

F" =ffC\ v),F",(H\ v)) F" = p*(F"), 

et que F" admette F pour restriction à H ' . Soit A. .< A. et supposons prou
vé que F" et F' ont la même restriction à M£ pour tout £ < A. . Montrons 
qu'ils ont aussi la même restriction à Mx. En effet, ceci est évident si K 
est de seconde espèce. Soit A. = A? + 1 ; on a F'f h ) = F"( 6 J si 6 6 Mx» . 
Supposons 

$-eKx, /-=a($)- et $ =(//',<&,/•) • 

Puisque <$(I ) C M x, , on a Fr.$ = F".0 , et par suite, pour tout t € î *o, 

F"(i\<ï>-;= Fn(p*(<b)) = p1f(Ff\^)= F'(i,$9), 
F»($') = F'fO'J. 

Si»F-eHrv on obtient de même B F" . V = BF'.*P , où1? = (B H ', ¥ , a(V )•) 
et 

F"(m ' ) = F"f/z^^)= limV(BF" .V ) = limv(UF' .V ) = F'(V • J. 

Par conséquent F' et F" ont même restriction F'x à Gx, de sorte que 
(C-,^l,Mx).r\=L(C-,F"c,[Gx]) = F'x=F'x.r\. 

Comme rx est une p<y- surjection, on en conclut que F' et F" admettent 
F'X pour restriction à Mx.-Par récurrence transfinie, on obtient F' = F" . 
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Ceci signifie que (H *, V ) est une p^ - structure libre engendrée par H * . • 

B. C0MPLET10N PR0JECT1VE LIBRE. 

Soit 3 la catégorie quotient de 3" par la relation d'équivalence r ; 
F ̂  F' si, et seulement si, il existe une équivalence naturelle 

de F sur F'. 
Nous identifions 3 à la classe des unités de ? . Deux catégories sont 
isomorphes dans 3" si, et seulement si, elles sont équivalentes. En par-
ticulier, toute catégorie est isomorphe dans ï à chacun de ses élargis-
sements. Si F ̂  F' et si F est compatible avec les $- limites projectives, 
F' est aussi compatible avec les i- limites projectives. Soit 3 ^ la sous-
catégorie de 3 formée des classes F ??zoJ r, où F est un foncteur à 3-
limites projectives. 
THE OREME 8 . Supposons $ €%q, H * € 3Q et soit (C ', V ) une - struc
ture libre engendrée par H '. Alors C " est une ( 5 ^ , 3 )-projection de 

D EMONSTR ATION. D'après le théorème 6 , nous pouvons supposer que le 
(3^, projecteur (( C ' , V ) , J ) est de la forme / = f C',( , / / ' ) , où / 7 " 
est une sous-catégorie pleine de C * . Soit F — ( K ' , F, H * ) un foncteur 
tel que soit une catégorie à $ - limites projectives. Choisissons une 
application $ - limite projective v' sur K" * . Les relations 

fK\ v') e 3 ^ et F 6 K ' .3 . / 7 ' 
assurent l'existence d'un et d'un seul 

F' = ((K-,V),F'.(C',v)) e $ 
tel que F' .(C ,t , W ) = F. où F' = p^(F'). Dans la catégorie ? , on 

#w #w m 'V» 
a F'. / = F, où 

F' = F' 7770̂  r, J - ( C ' , t , H ' ) 77?W r et F = F ??2oJ r. 
Supposons que l'on ait aussi 

F".J = F, où F" e 3 ^ . 
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Il reste à montrer que F" = F'. En effet, soit F" 6 F" . Nous savons (théo
rème 6) que C* est la complétion projective de M — H dans ( C*,v) 
et que, en reprenant les notations de la démonstration du théorème 5, on 
a C = U a M«\ . Pour tout ordinal \< X, soient F\ et F\ les restric-
tions de F' et de F" à M^. Comme F". / = F',/, il existe une équiva-
lence i x définie par le triplet (F"1,/yi, F't). Soit 2 < X < \ et supposons 
obtenue, pour tout £ < K , une équivalence définie par le triplet 

(FI ,yg ,F£ ), 
de sorte que admette • pour restriction si ̂ ' < £ . Si X. est de 
seconde espèce, il existe une équivalence admettant T^ pour restric
tion pour tout £ < A.. Soit \ — X? 4-1 . Soit E 6f et posons 

7\(E ) = yg (E ) s'il existe ̂  < \ tel que F € ; 
sinon, il existe un et un seul <ï> € SĴ ^ tel que F = Limv , car Limv est 
injectif d'après le théorème 6; comme F' et F" sont compatibles avec 
les limites projectives, F'(E) et F"(E) sont des limites projectives de 
F'.<ï> et de F".<ï> respectivement, et F" (p V ($ )) est la projection cano
nique pyF'1.®) de F"(E) sur F".0(zj pour tout i^I^. Puisque 
$(I)C MX, , le triplet (F".<ï>, cp, F'.O), où 

V( O = y\*(®(0) pour tout z^/^, 
définit une équivalence; deux foncteurs équivalents ayant des limites pro
jectives isomorphes, il existe un et un seul 

b € F"( E ). .F'(E) tel que p'.( F" . $ ) . h = y( i ) . p)'(F'. <ï> ) 
pour tout i 6 1̂  ; posons y X( E ) = h. Montrons que le triplet ( E\fy \»F\) 
définit une équivalence . Pour cela, soit 772 6* o~v( M ) — M ̂f . 

lo ) Si m = p*( 0), on a : 
rx(m)^(F"(p1?( <b)),yi($(i)),yi(E), F'(p*(9))) 6CK-; 

2° ) Soit m — limv *P , où S? eAf, est la transformation naturelle 
définie par le triplet ($>, T, g); posons 

E = Limv$> et I~\ ( 772 ; = ( Fn ( limv ¥ ) , yx ( E ), yx( e ), F'( limv <P )) . 
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On a br - F'( limVx¥) = limv% ( BF' ) et F"(limVi9) est 
Tunique h" e K tel que 

p;.(F".(ï>).A" = F"(r(i)) pour tout 2 6 . 
Les égalités 

P'i(Fn.<l>).b».y>K(e) = F\a(T(i)i.yv(e)-yv(<b(i)).F\9(T(i)) = 
= < P f 0 . p f (F'.Q).h' = pjf F".®).yx( E>.A' 

pour tout z £ 7̂  entraînent &".yx(e) = yx( E ) . b' , d'où 

Ainsi la surjection 
m -*V y(m) si m € M y, 
E + yx(Ep si E efMx^ 
772 -* F X ( 772 ) SÌ 772 £ O"'''f M X, ) ~ M X, 

définit une équivalence F'x = ( B C 8 , Fx , L x ) , où L x est le sou s-graphe 
multiplicatif de C ' engendré par crv ( M x. ) , prolongeant Fx» . Puisque MX 
est la sous-catégorie de C ' engendrée par L x et que les néofoncteurs 
source et but de T équivalence F'x sont les restrictions à L x des foncteurs 
F'X et FX , il en résulte que le triplet ( F'X , yx , F'X) définit une équiva
lence Fx prolongeant Fx ' • 
- Par récurrence transfinie, on construit ainsi une équivalence F^ de FX = 
= F' sur F". = F". Donc F' ̂  F" T W r et Ff = F" 

À 
COROLLAIRE. 5ï p<z($) es/ contenu dans \\, soit 3 (tU /¿2 sous-catégorie 

J ^ d 
pleine de 3 ^ ayant pour unités les II - catégories et soit 3 fli j = 
= 3 (Uj n 3 ^ . A/ors 3 ftl) es/ MA e catégorie à 3^ (M )-projections. 

<̂  ov 
En effet, si f/ 4 € 3 Q est une 11 - catégorie, une p̂  - structure libre 

( C ' , V ) engendrée par 7/ * est telle que C 9 soit une Tl- catégorie, en vertu 
du théorème 6 . Le corollaire résulte donc du théorème 8 . • 
DE FINITION. ¿772e ( 3 ^ , 3 )-projection de H ' £ 3 es/ appelée com-
plétion 3 - projective libre de H ' . 

d 
D'après le théorème 8 , si f C ', V ) est une p - structure libre en-
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gendrée par H ' € 5"o, les complétions $- projectives libres de H ' sont les 
catégories équivalentes à C' . 
T H E O R E M E 9 . Supposons que TJ € %Q soit un univers et que $ soit la 
classe de toutes les catégories triviales l* telles que I ell. Soit H' €Î?0; 
on peut construire explicitement une complétion $ - projective libre N ' de 
H' sans utiliser de récurrence transfinie. Pour que N' soit isomorphe à 

1 une sous-catégorie de Q( H ' ) (démonstration du théorème 6), il faut et 
il suffit que, si h €77 et h' € /3(h).H, il existe k €H et k' €H ,a(k) 
tels que h .k + h'. k '. 
DEMONSTRATION. Soit (H\v) la ( JD, PD)- structure libre engendrée 
par H ' construite dans la démonstration du théorème 7, dont nous repre
nons les notations. Toutes les catégories I'€$ étant triviales (i.e. telles 
que 7 = 7^), un élément $ • € Kx ou Ç' 677'̂  est entièrement déterminé 
par $ ou f , car . est la loi de composition triviale sur a(<ï>) ou aC^P); 
nous pouvons donc écrire $ ou ? au lieu de <ï> • ou *P ' . Soit N ' la sous-
catégorie pleine de 77* admettant (M2)' pour classe de ses unités. Soit 
E €H^ — H^. Par construction, on a E — et, d'après la démonstration 
du théorème 7 , 

E = L f 7 B * $ , où 0> = (77\<ï>, 7') et 7 = a($). 
Puisque 7* est triviale, E est donc un produit n <î>( i ). Si E € M 2 - 77̂  , 
on a <&(i) 6 77 pour tout i €l. Soit X. £ K et supposons montré que, pour 
tout £ < K , toute unité de Mg - M 2 est un produit de (e € j , où e . € 77̂ , 
pour tout / £ / € U. Si \ est de seconde espèce, toute unité de appar
tient à un M g , et par suite a la même propriété. Si \= À.'+I et E Myj, 
alors 

E = Il $(0, où <ï>(z\)€AKi pour tout i€l*. 
i € I ° 

Par hypothèse de récurrence, il existe / . e* 11 tel que 
n où e\eH-, 
i*Ji 1 1 ° 

Puisque 11 est un univers, 
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/= 2 /.ell, d'où /• e$ , 
î € J 

en désignant par / • la catégorie triviale sur / . D'après l'associativité 
du produit, E est un produit de la famille u — ( e\ ) ̂  j) t ] ' désigne 
la surjection 

(i, j)-+ e\ de J dans H, 
on a E' = $' 6 M 2 , et E' est aussi un produit de u dans * . Par consé
quent, E' est isomorphe à E dans H ' . 
-Par récurrence transfinie, on en déduit que toute unité de H' est iso
morphe à une unité de N ' dans H ' . Donc H ' est un élargissement de N * 
et a fortiori * est une catégorie équivalente à N '. D'après le théorème 
8 , H * admet pour (3^ , 3" ) - projection toute catégorie équivalente à H * 
de sorte que N' est une complétion 3 - projective libre de H • . 
-D'après la démonstration du théorème 5 , // * est une sous-catégorie pleine 
de H - , et on a //'.M, = H ' . H .( M „ Soit f € N . 

o 2 O 2 O J 
a) Si /3f/; eff, alors / €M2 ; 
b) Si ß( f) = $ 4 H, on a / = limv ̂  , en désignant par *P la trans

formation naturelle définie par le triplet f$,T,eJ, où $ = 
= (H* ,$ , <!($)•) et 

T(i)~ (i,$).f pour tout z 6 a ( $ ) . 
Or r ( i ) e k 2 , car rfzj e<b(i).H.(k2)-oZH-o.H.(k2)-o. 
Il s'ensuit / = ¥ € M3 . 

Ceci montre que N ' est la sous-catégorie pleine de M ̂  admettant ( M 2 )^ 
pour classe de ses unités. Autrement dit, pour construire N ', il suffit de 
construire M 2 et M*. 
-D'après la démonstration du théorème 6 dont nous reprenons les notations 
il existe 

f = ((â(H-),v$.),r,(H',l)) e ¥ 
tel que 

r)H.= T.(//\i ,//•), où r « p J ( r > . 
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dans e . 77 . e'. 
On a *P ̂  4= *P 2 si, et seulement si, il existe k ̂  € H et £ 2 6 77 tels que 

a ( k t ) - a ( k 2 ) et £ x . * x + £ 2 . 2 , 
de sorte que cette condition est nécessaire pour que F* soit injectif. - In
versement supposons cette condition vérifiée pour tout couple ( h ̂ , h 2) € 
€ 77 X 77 tel que J3(h ̂ ) = /Sf & 2 ) , et montrons que F' est injectif. En 
effet, d'après la démonstration du théorème 7, tout élément de 77 ̂  . N est 
de la forme h^. ( i, $ ) , où 6 77, et, d'après ce qui précède, la restriction 
de F à 77 * , N est injective. Soient 

fl€N et ft €N telsque r ' ( f J = T ' f/2 ) . 
On a /3f/̂ ) = /3(/2 ) = $ et, comme nous avons vu dans la première partie 
de la démonstration, 

/y = T}= Km*^., où ¥'y = (D77-,¥'/,7'), 
pour / = 7 et 2, est la transformation naturelle définie par un triplet 
( $ ,T\, e j tel que t^(1)C H^.N . Les relations 
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Pour qu'une sous-catégorie de Q(H') soit une ( 3 ^ , 3" )- projection de 
1 77 ' , il faut et il suffit que la restriction F' de F à N 4 soit un f̂ ncteur 

injectif. La restriction de F à 77 ' est injective et, puisque LimV77 * est 
injectif, la restriction de F à N^ est aussi injective. Soient 

hx 6 77, h2 677 et P a t J * P(!>2)= e. 

Désignons par <ï> un foncteur de I ' € i vers 77* tel que { 2, 2} = 7 et 
i) = af ̂.j = pour f = 1 et 2. 

Dans A/8, on a £1.(2,<ï>)4:£2.f'2#<ï>). Calculons la transformation natu
relle 

V;.= F f ^ y . = VHAhj)tpj{rJH. .<&), où /-1 ou 2, 
qui est définie par le triplet ( 77̂  .( e ),T., Lim 7} ̂ , .$). Si «?' € 77 ̂, l'ap
plication T .( e' ) est l'application 

. où de 



SUR L'EXISTENCE DE STRUCTURES LIBRES 81 

en trament B F = B T ; puisque la restriction de F à H^.N est 
injective, on en déduit = ¥'2 , et par conséquent /1 = /? . Donc F1 est 
injectif. • 
PROPOSITION 21. Soit 3"' Ztf sous catégorie de 3 formée des Joncteurs 
à i- limites projectives. Pour que H' € 3q admette une ( 3r, 3 j - projection 
il faut et il suffit que H* soit une catégorie à i-limites projectives et que 
l'on ait F ¿3' si F .3 .H •. 
DEMONSTRATION. Soit H ' € 3Q ; selon le théorème 6 , il existe un (3'1 
projecteur (Y C ' , v ), ] ) tel que / = ( C *, ¿ , H ') . Supposons qu'il existe 
un ( 3r' , 3 ) - projecteur J ' — ( K ' , J ', H ' ) . Puisque / € 3 , il existe un et 
un seul F' € 3' tel que F'. ]' = /. Par ailleurs, soit /x une application 
i - limite projective sur K * . Les relations 

(K\/JL) 6 $ et /' £K\3./7-
cri 

assurent l'existence d'un et d'un seul F € ( K ', fi) . J .( C \v) tel que 
/' = F J , où F-p^(F). 

Il en résulte 
F.F' ./'= F./ = /' et F' .F ./ = F'./' = / . 

Comme /' est un (3' , 3 )-projecteur, la première relation entraîne F . F'— 
= K " . D'après le théorè me 8 , / = / mod r est un ( 3^ ,3" )- projecteur ; 
donc de l'égalité 

G . ] - ] , où G - ( F'.F ) mod r , 
il suit que F' . F est équivalent au foncteur identique de C * . Ceci montre 
que les catégories K ' et C ' sont équivalentes, i.e. K ' est aussi une 
completion 3- projective libre de H ' . Posons // = F'(K). Puisque K • et 
H * sont des catégories isomorphes, J"=(H\i,H') est un ( 3"' , 3 ) -
projecteur et C * est un élargissement de // * . Deux cas se présentent : 

1° ) Pour que // = //, il faut et il suffit que l'on ait 
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et S ^ . y . H - - ^ . / / -
(condition qui n'est généralement pas satisfaite). 

2° ) Supposons H + H. Comme H ' est une sous-catégorie pleine 
de C , on a H* + H' et il existe E 6 H' - H*. Soit C* un 
élargissement de C ' tel que = U { E' } , où E' fi C, et 
qu'il existe g € E'. . E (il a été construit au cours de la 
démonstration du théorème 6 ) . On trouve 

G = ( C • , i , C ' ) € ?' , d'où G' = G.fC',i 6Ï', 
Il existe une équivalence définie par un trip le t ( G", T , G' ), 
dans lequel T est la surjection 

T(E) = g et T(e)~e si E ± e € H ^ . 
Les foncteurs G' et G" ayant même restriction à H ' ,on obtient 

et G"./" = G'.J". 
Comme G"(E ) ~ E' *E = G' ( E )t l'élément /" ne peut pas 
être un ( 7' , 3" )-projecteur. 

On obtient donc une impossibilité dans les 2 cas. Ceci achève la démons
tration. Remarquons que ce résultat n'est pas en contradiction avec les 
critères d'existence d'adjoint, car le foncteur (3,t , 3') est bien à. Dlï o -

il limites projectives, mais la restriction de P<j à $"' n'est pas un foncteur 
f- - engendrant pour 3lî. • 
REMARQUES. 1° ) Si les conditions du théorème 9 sont vérifiées et si H% 
est à 11-produits, N ' n'est généralement pas un élargissement de H * , de 
sorte que H * n'est pas sa propre complétion projective libre. 

2° ) La proposition 21 montre que le problème universel du 
plongement d'une catégorie H ' dans une catégorie à $- limites projectives 
n'admet généralement pas de solution (contrairement à ce qui est affirmé 

2 dans [17]). Ainsi les résultats des théorèmes 6 et 8 sont «les meilleurs 
possibles». En d'autres termes, le théorème 8 signifie que le problème 
universel du plongement à une équivalence près (et non à un isomorphisme 
près) d'une catégorie H • dans une catégorie à i- limites projectives admet 
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pour solution une complèti on 4-projective libre de H '. Certains auteurs 
ont cherché à résoudre ce problème universel en associant à H * une sous-
catégorie de d(H'); ainsi que le prouve le théorème 9 , il n'existe pas 
toujours une solution de cette forme. Si $ est la classe des catégories 
triviales ayant un nombre fini d* éléments, la catégorie Virt H * définie 
dans [9] est isomorphe à la sous-catégorie pleine de â(H ') ayant F( H)^ 
pour classe de ses unités (notations du théorème 9 ) . Même si la condition 
du théorème 9 est vérifiée, de sorte que F(N)' soit une solution du pro
blème universel en question, V(N)' peut ne pas être une sous-catégorie 
pleine de Q(H'); par suite Virt H ' n'est pas une solution du problème 
universel voulu. C'est pourquoi est introduite dans [ 9] la notion de «fonc-
teur compatible avec les produits virtuels» (i.e. un foncteur s'étendant aux 
catégories Virt associées à sa source et à son but), afin d'obtenir un 
problème universel dont Virt H * soit une solution. 

3°) Avec les hypothèses du théorème 9 , la complétion 3- projéc
rive libre N ' de H • est isomorphe à la «complétion libre canonique» de 
H • construite directement dans [18]. D'après la remarque précédente, 
cette « complétion libre canonique » est donc solution du problème universel 
du plongement, à une équivalence près, de H ' dans une catégorie à pro
duits. 
THEOREME 10. Supposons ' (H*, JJL) € . Il existe une complétion é-
projective (H',/1) de (H\ JJL), et elle possède Les propriétés suivantes: 

1° ) H ' est isomorphe à une sous-catégorie de H ' ; 
A d 2° ) ( H 9, JJ.) est une q - structure quasi-quotient d'une p - structure 

libre engendrée par H '. 
DEMONSTRATION. D'après le corollaire du théorème 5, (H ',/JL) admet 
une ( , 5"'̂ )-projection, i.e. une complétion i-projective. Soit /' un 
( 3^, 3'^)- projecteur de source (H',/i,). Soit Q(H') la catégorie cons
truite dans la démonstration du théorème 6 dont nous reprenons les nota -
tions; soit V l'application 4-limite projective sur Q(H') telle que 

VM(*) = /zf H',*,/•) si è = (&(H •),£,/•)= T)H..(H •,$,/•) 
et si //*,$,/ •) est défini, 
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Puisque le foncteur q vérifie les conditions du théorème 2 , il existe une 
#  structure quasiquotient (H ', JJL) de ( C ' , V ) par p . Soit 

D = №,jS)f£ffC\V)) *3^ 
4 

la #  quasisurjection associée. Posons 
/ = ((H9ji)9Dt.(H9ti)) et / c p * ( 7 ; . 

Nous allons montrer que / est un (a , «T )projecteur. En effet, si <ï> — 
= (//',$, 7 *) e3r et si /x($) est défini, on a, pour tout t £ 7̂ , 

pi(<b)**P*(Q).*(9) et £faf*)) 
d'où 

J(P>Ï(*)) =D<PÏ(i».D(a(Q» = £ < > * R * » = pt(] 
Ceci signifie que / appartient à «J . Supposons 
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A 
V^($) = V^.(0) autrement. 

La souscatégorie T)H,(H)' admet une complétion projective ( K ' , V ) 
dans (â( H ') YVP) et, comme K 6 %Q (théorème 5), il existe une bijection 
G et un 

Par définition de /', il existe un et un seul G' e* 3^ tel que G'./' — G . 
d  d * 

Cette égalité entraîne que p (J' ) est injectif, puisque p (G) l'est. Ainsi 
d 
£ ( J')(H)* est une catégorie isomorphe à 77 '. 

d 
Soit C C * , V ) une p  structure libre engendrée par 77 * ; nous pouvons 
supposer (théorème 6 ) que le (3^, )  projecteur correspondant est 

Si $ = (//',$,/•) € 3 et si /x(3>) est défini, posons 
è = ( c \ $ , /•) et *($) = Zi772v(Bc',/x(® ; , / • ) . 

Soit A la classe des éléments a(G>) tels que /x(<ï>) soit défini. Soit /9 
la relation d'équivalence sur C' engendrée par la relation ( C, V, C ) , 
dans laquelle V est la classe des couples 

(a($),a(a($))), où e A. 
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F s ((S\V), F,(H-,JJL)) eT* et F - p » ( F ) . 

Puisque ( C * , V ) est une /?- structure libre engendrée par f/', il existe 
un et un seul 

F' = (Y S\ v'),F',fC',V)) tel que F\(C\t , H • ) ~ F, 
où F' = p^(F'). Si $ = (//•,$, 7#) et si /x(<&) est défini, des rela
tions F' = F et 

^ V F . * > = F (pf( <!>)) = F'(pf(<J>))= F'(p*(ê)).F'(a($)) 

= p?' (F'.é).F'(a((b)) = pf(F.<ï>).F'(a((ï>)), 
pour tout i 6 /; , on déduit F'f flf $ )) 6 S";, de sorte que F' est compatible 

D 
avec p . Par définition d'une q - structure quasi-quotient, il existe un et 
un seul F" tel que F" ,D = F', ce qui entraîne F"./ = F. Si FJ j = 
= F, on a 

F'J.D €fS\ V').^.f C \ V ) et pI(F^.D).(C\t ,/f| = F. 
Par construction de F', il s'ensuit F^.D = F'; on en conclut F^ = F" , 
ce qui achève la démonstration. Tout (H ' , JJL) € J"̂  est évidemment sa 
propre complétion. • 

Jusqu'ici, nous avons supposé que § ne contient pas la catégorie 
vide 0 •. En réalité, /es résultats de ce § son/ encore vrais si Von y 
supprime l'hypothèse 0* jii . En effet toutes les démonstrations précéden
tes sont valables lorsque / * =* 0 * € $ à condition d'adopter les conventions 
suivantes : Soit H ' une catégorie; H ' $ désigne une catégorie isomorphe 
à H \ dont l'élément isomorphe à h € H est noté h . Soit 31 (H •, 0 ' )CD la 
catégorie admettant // *^ pour sous-catégorie pleine, ayant une unité 

0H = ( H \ 0 t0') € Ï , 

et dont les autres éléments sont les triplets 
ye ~(0\0 ,ê ), où e 6F;, 

et dont la loi de composition est telle que 
« 0 * • 

*e •Dfc=Ve. si h eH,e'rz a(h), e = YS'F A J . 
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(Cette catégorie est la catégorie H ' ( { 0 ' \ ) associée à H ' au début du 
chapitre TV, C.S.). Nousdirons que 0 est une limite projective de 0 ^ si 
*P0 est un ( ïl(// ' , 0 * )m, H )-éjecteur, i.e. si 0 est un élément final 
de H • ; dans ce cas, q (qui est entièrement déterminé par 0) est la limite 
projective naturalisée associée. Avec ces conventions, il résulte par 
exemple du théorème 10 : 
COROLLAIRE. Supposons 0 ' €$C$0 et i e%Q. Si H ' 6?o admet un 
élément final 0 et si JJL est une application i-limite projective partielle 
sur H' telle que J J > ( 0 H ) = q , il existe une completion $-projective 
(H ', ¡1) de (H 9, JJL) dans laquelle H • est une sous-catégorie de H' et 
0 un élément final de H'. 
CAS PARTICULIER. Supposons dans le corollaire précédent que $ soit 
la classe de toutes les catégories triviales correspondant à l'univers lieJl̂  
et que / J L ( 0 ^ ) soit seul défini. Reprenons les notations des démonstrations 
des théorèmes 9 et 10, ce dernier étant appliqué au cas où l'on choisit 
pour ( C *, V ) la completion § - projective libre ( H ', V ) canonique de H ' . 

1 p est la relation associée à une sous-catégorie propre de N ' ; par suite 
D( C )' est une sous-catégorie H * de H * admettant H • pour élargisse
ment. En identifiant H ' à une sous-catégorie de H ', on obtient une caté
gorie à i- limites projectives dont 0 est un élément final. Cette catégorie 
est construite directement dans [18]. 
3. Adjonction de limites inductives et limites projectives. 

Nous reprenons les notations du § 1 et nous désignons par 5 une 
partie de $ , par 5* la classe des catégories /* duales des catégories 
/ • € 5 • Le dual d'un foncteur <ï> est noté $ * . 

Soit H * une catégorie. Nous appelons application §-limite induc
tive (resp. inductive partielle) sur H ' une application \± qui associe à 
tout (resp. à certains) foncteur <& de / vers H • un (H 3l(H \ J ')m ) -
projecteur /¿(0); alors Lim^désigne la limite inductive de 0 (resp. 
Lim* est le foncteur <{- limite inductive de 2, 3l(H ', J ')m vers H') 
correspondant et 5^(0) désigne l'injection canonique de vers 
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Lim^ <$> pour tout ; €/^. Si *P est une transformation naturelle définie par 
le triplet fê,T,$), où e €//'•' , l'unique élément h tel que 

h . 5^($) - T(j ), pour tout ; € J • , 
est noté lim^^ . Si /" est la catégorie vide, les conventions sont celles 
introduites à la fin du § 2. Pour que fi soit une application 5 " limite in
ductive (resp. inductive partielle) sur // *, il faut et il suffit que l'appli
cation }JL* : <ï>*-* e .( ¿¿((5 )* ) si /x(<ï>) est défini, soit une application 
limite projective (resp. projective partielle) sur la du aie H* de H * , où 
e est l'isomorphisme de ( B t f * )* vers B H* tel que & ( f , h*, h , f ) ~ 
= (f.b,h',f). 

Soit te' (resp. ^ 3 ) la catégorie isomorphe à (resp. à 3 $ * ) 
ayant pour éléments les triplets F ~ (( C •, jjl) , F, ( C \ jjl)) tels que 

(YC*,^*),F,( C*,/i*)) € 3 ' 3 * (resp. € 3 ^ * ) . 
Soient $p et ̂  les foncteurs projections canoniques de ̂ 3 vers 3 et 5lï 
respectivement, $ Q le foncteur associé de même à %Q . Soit ̂  3 ^ la sous-
catégorie de 3 formée des classes F mo^ r, où F est un foncteur à 5 " 
limites inductives. De tout résultat des §1-2 , nous déduisons par dualité 
un résultat analogue concernant les limites inductives. En particulier : 
THEOREME il. Soit 5 € ^ 0 * Alors $ Q est un foncteur à %o - limites pro-
jectives et - engendrant pour %.. Tout H ' 6 3 Q admet une $ p - structure 
libre ( H ', JjL) telle que H * soit une sous-catégorie pleine de H \ que ¡1 
soit injectif et que H ' soit une U - catégorie si Pf(i)CM et si H' est 
une 11- catégorie; de plus H* est une ( te .* ) - projection de H*. La 
catégorie $ 3 ' est une catégorie à te - projections. 
DEFINITION. Si (C\/jL)€ te et si M C C, la ̂  0 - sous-structure de 
(C ' , fi) engendrée par M est appelée completion 5 * inductive de M dans 
f C',/z). Une ( te .y )-projection de H ' € 3 Q est dite completion $-
inductive libre de H *. Une ( te, fa ) - projection de ( H ', fi ) € J% est 
appelée completion inductive de (H \ /jl) . 

Soient $ et 5 deux parties de 3 Q . Désignons par 3 ' ^ la catégorie 
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formée des triplets F = (( C *, V , /x ) , F, ( C *, V , /x )) tels que 
(ÏC\ V>, F,f C\V)) et (( C-, ¡1), F,(C\ jj,)) 

munie de la loi de composition 
(w'v Fv wt).( w', F, w) = (w\, F l F, w) 

si, et seulement si, w ̂ ~ w* > Nous identifions la classe des unités de 
à la classe des triplets (C \ V , /jl) tels que V et fJL soient respec

tivement une application i- limite projective partielle et une application 5 " 
limite inductive partielle sur C' 6 3Q. Soit la sous-catégorie pleine de 
3 ^ ayant pour unités les (C • , v , ¿0 tels que f C •, V ) e3^ et (C \ /x) €$3. 
Soit p'% le foncteur de 3'^ vers 3r associant ( C \ Ft C ) à F, et soit 

sa restriction à 3 ^ . Posons 
q^ = pg:. j$ et - pçt.p^ . 

Soient J%' ̂  les catégories associées de même à l'univers %o, les 
foncteurs canoniques de 3 ^ vers Hi et 5F étant respectivement et 

PROPOSITION 22. et f 3'^, t , 3^) sow/ ^ e s fondeurs à %Q-limites 
projectives» est un foncteur r- - engendrant pour 3ïï. 
DEMONSTRATION. Supposons K € 5lïQ et 

F^ = (C^vk,fik) pour tout k € K> 
D'après la proposition 20 et sa duale, il existe des produits ( C ' , V ) et 
(C\/x) de (Cj.tVk)k£K et de f , /x̂  )^ € K dans pfi et dans V 
respectivement, les projections canoniques étant 

((C-k,vk),p̂ k,(C> ,V)) et ((C^fik)^k,(C\fi)), 
si f C ĵyp C •) est la projection canonique de la catégorie produit C " = 
= ïï C' sur C; . Comme 3 ^ est un produit fibre de (p'\$p')t il en 
résulte que (C',V,/x) est un produit de (Ek)k€K dans «r1 J, la&-ème 
projection étant C Ek, p k, ( C •, V , /x)) . Si de plus F^ € pour tout & €K 
on trouve f C •, v , /x ) € J 3 , de sorte que ( J% J , t , ) est un foncteur à 
%. - produits. 

206 



SUR L'EXISTENCE DE STRUCTURES LIBRES 89 

- Soient 

F = ((€', v, ii)).F. ( C \ V.IL)) effl 
F = ((C\i>,¡1),F',(C-. 

Si N est le noyau de ( p% ( F ), p^ ( F' )) dans 3, la proposition 20 et sa 
& 

duale montrent qu'il existe une q - sous-structure ( N ' ,V* ) de ( C \ V) et 
<\ 

une °q. sous- structure ( N ' ,/x ' ) de ( C \ /A ). îl s'ensuit que ( N ' ,v\/Jin ) 
est un noyau de (F, F' j dans . Donc (prop. 1), p^ et (3'^,t ,3^) 
sont des foncteurs à ÎHo-limites projectives. 
- Soient ( C • , v , /x ) € et M CC. L'intersection H * des sous-caté
gories H ' de C * stables pour V et pour /x et telles que M C F a les 
mêmes propriétés; par suite H ' détermine une Q% - sous-structure ( H \V 
de ( C ' , V , jjl ) , qui est évidemment la Q^- sous-structure de ( C ', V , ¡1 ) 
engendrée par M.B 
COROLLAIRE. Tow/ • € 3'^ ûf̂TTzer une projection. 

En effet, la démonstration est analogue à celle du corollaire de la 
proposition 20 . • 
DEFINITION. Si ( C ' , V , /JL) € et si M C C, la - sous-structure de 
( C ', V, jjl) engendrée par M est appelée (i , § ) - completion de M dans 

Nous supposons désormais que i et $ sont des parties de 3Q 
telles que i e% et 4 € S . 

o c o 
A. CONSTRUCTION D'UNE COMPLETION. 

T H E O R E M E 12. Soit ( C •, v, fi ) € 3^ désignons par ( M ', V, fi ) la 
completion de M C C dans ( C , V, jjl). Si M €%q, on a M € %q . 

57 Ai* est une sous-catégorie de C*, si le joncteur Z est injectif et 
si Limv <b fi M (resp. Lim*1 $ fi M) pour tout $ € M \3 i (7é?sp. € M \3 . 5 ), 
alors M* est une sous-catégorie pleine de M'; ici Z désigne le joncteur 
vers C' somme de Limv et de Lim^. 

DEMONSTRATION. Soient Â.(j et les ordinaux tels que 
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Xrf = supÂ I et Xtf = sup. J . 

On a X<j < A et < A , où A désigne l'ordinal inaccessible associé à 
l'univers %Q (démonstration du théorème 5). Notons X.' l'ordinal initial 
régulier d'indice (sup( X<|, X<j ) + 1 ); on a À.' < A . 
-Supposons M C C et soit M ̂  la sous-catégorie de C* engendrée par M. 
Soit 1 < k £ k* et supposons définie, pour tout ordinal £ < /\ , une sous-
catégorie Aï % de C ". Nous définissons alors une sous-catégorie M * de 

^ À 
C ' comme suit : 

1° ) Si k est de seconde espèce, M\ — U M . 
f < X ? 

2° ) Soit X= X'4-l ; soit (M'x, VX) la completion 3-projective de 
M Xi dans ( C ', V ) ; alors M * est la sous-catégorie telle que 
^ A. 

C f /x\) soit la completion 5 " inductive de M^ dans ( C ", /JL) . 
Par récurrence trans finie, nous obtenons ainsi une sous-catégorie Myt de 
C* . Montrons que Mŷ  est stable pour V et /JL . En effet, si 

$ jrC.f$f/.) € J J f 

on voit comme dans la démonstration du théorème 5 qu'il existe un ^ < X 
tel que C Af A ; puisque M'̂  + t est stable pour V , on a 

De même, si S? est la transformation naturelle définie par un triplet (<ï>, T, ê) 
où e € C^, il existe un ̂ f* < X1 tel que ( I ) C • , et par suite 

Donc MXt est stable pour V et, par un raisonnement analogue, on voit qu'il 
est stable pour fi, On en conclut que Myj définit une - sous-structure 
(M^^v/fi) de fC',V,/x). 
-Soit (Ar,v',ix') la (3,5)-completion de M dans (C#,V,/z). De l'af
firmation précédente, on déduit M C M̂ i . Par ailleurs, on a M M . Suppo
sons montré que MgC M pour tout ̂  < X, où 1 < X< X* . Alors MXC M , 
si X est de seconde espèce. Si X = X'+2 , on a M\C M, car M'x est la 
plus petite sous-catégorie de C* stable pour V et contenant Ai^CM, et 
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que M* est stable pour v ; de même M^C M, puisque Mx est la plus 
petite sous-catégorie de C * stable pour JJL et contenant M\. Ainsi, par 
récurrence transfinie, on obtient M^iCM. D'où 

MX, = M et (M\i>\îi^ = (M{99v,fi). 
-Supposons M On a M1 6 3Ho. Soit X £ X? et supposons prouvée la 
relation Al * € 5lï pour tout ̂ < A.. Si X est de seconde espèce, il s'ensuit 
M X € 5 H , car X £ X.' < À et que % est un univers admettant A pour ordi-
nal associé. Si X= X* + 2 f alors M ̂ 6 5HQ en vertu du théorème 5, et M̂ €ÎIlo, 
d'après le théorème 11. Par récurrence transfinie, on trouve M € JĤ . 
-Supposons vérifiées les conditions de la deuxième affirmation du théorème. 
On a M ̂  = M. Soit 2 < X < X' et supposons montré que M • est une sous-
catégorie pleine de pour tout £ < X. 

1° ) Si X est de seconde espèce et si / € , . M;, il existe un 
£ < X tel que / 6 M; .M̂ . .M; CM, de sorte que M " est pleine 
dans . 

2° ) Soit X = X' -h 2 . définit la completion $ -projective de Af^ dans 
( C * ,v ) et l'on montre (voir démonstration dans appendice, corol. 
laire du lemme 7) que la condition A du lemme 6 (appendice) est 
vérifiée. Ce lemme affirme que M̂ i est pleine dans et (dua-
lement ) que est pleine dans M^. Comme M* est pleine dans 
M̂ i par hypothèse de récurrence, elle est a fortiori pleine dans 

On voit donc, par récurrence trans finie, que M * est pleine dans At̂t = M *. 
-Nous allons maintenant donner une autre construction de Ai* qui nous 
sera utile pour la démonstration des théorèmes suivants. Pour cela, définis
sons au préalable l'opérateur crVfJ,qui associe à toute sous-catégorie B* 
de C * la partie crv^ ( B ) telle que 

cr*P(B) = *"(B)u*p(B). 
où crv(B) est la classe associée à B relativement à (C',V) dans la 
démonstration du théorème 5 et où cr^(B) est la classe cr̂  (B) associée 
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d'une manière analogue à B relativement à (C*,yU*) 6 ^ . Nous définis
sons par récurrence transfinie une suite transfinie (MX)X< y* de sous-
catégories de C ' en posant : 

1 0 ) ^ = ^ ; 
2° ) MA = U M£ , si \ est de seconde espèce; 

m i < * f 
3° ) = sous-catégorie de C engendrée par o^^fM^i), si 

On obtient ainsi une sou s-catégorie de C*. Un raisonnement sem
blable à celui utilisé pour prouver le théorème 5 montre que M^i est une 
sous-catégorie de C* stable pour V et pour jjl , et par suite M C Af̂i • In
versement, il est évident que M 1 C M et que, si Mg C M, on a aussi ^ 
C M ; d*où, par récurrence transfinie, M̂ i CM. Donc M * = M . • 
COROLLAIRE. est un joncteur - engendrant pour 5lî. Les fondeurs 

admettent des adjoints. 
En effet, la démonstration est analogue à celle du corollaire du 

théorème 5 . • 

B. p%-STRUCTURES LIBRES. 

THEOREME 13. Tout H* 6Îo engendre une p% -structure libre ( C\ V, jjl) 
ayant les propriétés suivantes : 

H* est une sous-catégorie pleine de C et le joncteur somme 
de Limv et de Lim^ estinjectif. 

DEMONSTRATION. Soit (( C ' , V , fJL ) , / ) un ( )-projecteur. Il en 
existe d'après le corollaire du théorème 12. Soit Q(H') la catégorie 
51 (ÎH ,//*>)CI3, où H± est la catégorie obtenue en ajoutant à H" un élé
ment initial 0 , et soit T]^ . le foncteur canonique 

(Q(H-)9i 9&(H-)).7)H. e% 
m* 

de H* vers Gt(H') (nous reprenons les notations de la démonstration du 
théorème 6 ) . Puisque ÎIÎ est une catégorie à ÎH - limites projectives et à 
% -limites inductives, (i(H') est une catégorie à i- limites projectives 
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et à 5" limites inductives, car $ u § € 5lï . Soient Lim et Lim les fonc
teurs i limite projective et 5' limite inductive canoniques sur JH. Soit 

$ e(î(H).$.(i u 5 ) . 
Pour tout e €(H+)^ désignons par le foncteur (théorème 6) de a(<ï>) 
vers !)H tel que 
qe(k) = tk(e) pour tout k € a(0), où j = T^f e ̂  6 ( BîR )c . 
Soient l($e) la limite projective de •$ formée des couples 

( z, $ ) , OÙ Z € L*772 $ , 

et soit /' ( $ e ) la limite inductive de $^ dont les éléments sont les cou
ples 

(<ï>, z' ), où z' 6 Lim <Ê> . 

Il existe une limite projective Limv $ (resp. limite inductive Lim^ <$> ), 
qui est le foncteur de vers № tel que 

Limv$(e) = (resp. Lim^^(e) = Z'f<&e)) 
pour tout g €(H^)'o; la transformation naturelle correspondante qui n'ap
partient pas à T]H .(H), est notée (resp. /!($)). Ainsi nous défi
nissons sur Q( H ') une application limite projective V : <ï> + £($) et 
une application 5limite inductive ¿2 : $ > /!($). Donc 

Si ($ ) = ($ i ) , où = Lfmv ou Lim^, et s\ § J e) est un atome 
pour tout e €H'o, alors <ï> = $ car dm($)Q contient au moins un couple 
(z,Q>) ou ($,zj. La classe 77̂  . ( H ) € Jfi admet une ( $ , 5 )  completion 
5" dans S. (Remarquons que la saturante de P^(S) dans Q(H') est la 
completion régulière gauche de H ' au sens de [ 12 ] .) Etant donné que 

est /engendrant pour JH d'après le théorème 12, on a Q^ffj € ÏR . 
Par suite, il existe 

û = ((Q'(H),v\p.'),iL,J)e^.^ 

et l'on peut supposer, en identifiant H* à une souscatégorie de Q'(H'), 

1 
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(â'ff/'),« T)||..J7')= (è(H')iL .H'). 
Les relations 

(<î'(H-),V\p.%) et (â'(tf'), tff/-) 6? 
assurent l'existence d'un et d'un seul 

F = ((Q'(H'),v\fln^,(C\v,fi)) 6$$ 
tel que 

F . / = (Q'(H-),L , //'), où F = p^(F). 

Il s'ensuit que / est injectif, de sorte que J ( H ) * est une sous-catégorie 
M 4 de C * et que F' = ( H ' , F t , M ') est un isomorphisme. 
-Dans la fin de cette démonstration, les symboles d et ¿7' peuvent être lus 
indifféremment Lim ou Lira, à condition de supposer que / * et I^ appar
tiennent à $ dans le premier cas, à 5 dans le deuxième cas. L'indice m 
prend les valeurs 1 et 2 . Si $ 6 C ' . î. / ', on a 
Ff d(<b)) — d( F .<î> ) = u_(d(Q(H ' ), û '1 F<ï>, I ' )) jéy_( H .(H )) = , 

d* où ̂ (<ï> ) ̂  M . Par construction d'une p^ - structure libre, ( C ', V , fi) est 
la (3,5)-complétion de M dans ( C * , V , /x) , car c'est la ( $ , 5 ) - complé-
tion de M = J ( H ) dans un produit d'éléments de (théorème 1 ) . En 
vertu de la fin de la démonstration du théorème 12 dont nous reprenons les 
notations, on a C = U A M\ . • 
Supposons 

$m ec-.?./;, *x**2 et ^ r 4 > 1 ) = F = Jr02). 
Soit A le plus petit ordinal tel que <!> x( I J KJ $ 2( 12) C Mx (la démons
tration du théorème 12 prouve qu'il existe un tel A.< A.'). Nous pouvons 
supposer que l'on a $2(I2)BÏ M g pour tout £ < k . Soit C' la catégorie 
obtenue par élargissement de C * telle que = u{ F'} et que E' jé C 
soit isomorphe à F dans C ° (cette catégorie est construite au cours de la 
démonstration du théorème 6 ) . Le foncteur ( C\i , C ') est à i- limites 
projectives et à limites inductives; F' étant isomorphe à F dans C *, 
on peut trouver des applications ¡1- limite projective V et 5" limite induc-
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tive fi sur C * telles que 
= et sf(ê) = s £ (*) 

si $(I)C C et $ = (C\*,/-)**2 . 
rffrc-,*2./;) = F'. 

Des relations 
(C\ V, et fC\i , c-;./ 

il résulte l'existence d'un et d'un seul 
G ^ (( C \ P ̂  ), G, ( C *, V , fj, )) € 3 ^ $ 

tel que G . J = ( C \ L , C ' ) . J , OÙ G = p% ( G ). En utilisant la construc
tion de M^^_^ comme sous-catégorie de C* engendrée par crVfM(M̂  ), 
un raisonnement analogue à celui fait dans la démonstration du théorème 6 
prouve, par récurrence transfinie, que la restriction de G à M ̂  est l'iden
tité et que l'on a 

E^G(d(<bL))^G(d(^2))^E\ 

ce qui est impossible. Donc O ̂  = $ 2 et le foncteur somme de nv et de 
Lim^ est injectif. 
- Toutes les hypothèses du théo. 12 étant vérifiées relativement à M et à 
( C •, V , /z) , ce théorème affirme que M* est une sous-catégorie pleine de 
C *. Ceci achève la démonstration. • 

C COMPLETION LIBRE. 

Soit 5^ la sous-catégorie de 3" (voir n° 2 j formée des classes 
F tfzodf r, où F est un foncteur à i- limites projectives et à 5' limites induc
tive s. 
THE OREME 14. Si ( C ', V, /J,) est une p% - structure libre engendrée par 
H • € 3" . alors C* est une ( ) - projection de H '. 
DEMONSTRATION. Le raisonnement est analogue à celui utilisé pour prou
ver le théorème 8. Il utilise les résultats suivants : 

1°)(C\V,/JL) est la (i, completion d'une sous-catégorie M' 
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isomorphe à H ' (théorème 13) et C = ^ A*x> ou ̂ X-f i est 
la sous-catégorie de C engendrée par çrVfX(Mx) (fin de la 
démonstration du théorème 12). 

2° ) Pour tout \< À.' , toute unité E de M^_^1- est associée à 
un et un seul $ e C .ï./' tel que $f/jCMx et que E -
- Limv <S> ou E = Lim^^b . • -* 

DEFINITION. Une ( 3 ^ , 3 )- projection de H'€<$o est appelée ($,$)-
complétion libre de H '. Itoé? ( 3 ^ , 3 ' ^ ; - projection de (HW.fi) € 3 ^ 
est appelée une ($, complétion de (H ', V , ¡1 )• 

D'après les théorèmes 6 et 14 , si H ' 6 3Q est une 11 - catégorie, elle 
admet une ( $, 0 )- complétion libre qui est aussi une 11 - catégorie, Il étant 
un univers contenant P^($ ) . 
THEOREME 15. Tout ( H ', V , ¡1 ) € 3^ admet une ($,$)-complétion 
( H ', V, ¡1 ) ayant les propriétés suivantes : 

1° ) H ' est une sous-catégorie de H ' ; 
2°)(H',V,jl) est une q^ - structure quasi-quotient d'une p% -

structure libre engendrée par H ". 
DEMONSTRATION. Soit /'€ 3 ' ^ V , jJL ) un ( 3 ^ , 3 ' ^ )-projecteur; 
il en existe d'après le corollaire du théorème 12 . On sait [ 12 ] qu'il existe 
une sous-catégorie Â^(H') de la catégorie Q(H') (notation de la démons
tration du théorème 13) telle que le foncteur ((? 1f H ' ) , TJ H . , H ' ) soit à 
$- limites projectives et à - limit:es inductives. (Q^(H') est la «trans-
complétion gauche de H ' » au sens de [ 12 ] ) . Choisissons une application 
3-limite projective V et une application 5~ limite inductive ¡1 sur (3 (H • ) 
telles que 

= •nH.(PVI(^)) (resp. que s? (* ) = R, „ .( SF (* )) ) 

si <ï>f/K RJH.(H) et si $ \77~\0,/-), où /•= a(Ô). Soit 

V',M') 
la (3,5)" complétion de 7]H .( H ) dans ( (3 :( W 1 ) , V , /x ) € . D'après 

1 
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le théorème 12 , on a Pg:( â^f H * )) € JR , de sorte qu'il existe 

Puisque 
F = û.((Q\(H-),v\'il'),^H.,(H-,v,fi)) eS*^, 

il existe un et un seul F' € tel que F ~ F'. /' . Etant donné que 
( F) est une injection, il en sera de même pour /' = ( /'). Donc 

J'(H )' est une catégorie isomorphe à H ' , et on peut trouver un (3^, 3"'^)-
projecteur vérifiant la condition 1 . 
-Soit ((C',V,jj.)J) un ( )-projecteur tel que a (] ) = H ' . 
D'après le théorème 13 , on peut supposer que / — ( C \ c , H ') . Si v (0 ) 
(resp. est défini, posons 

ay(<b) = limv(Bc\ V($ ), af $ )) 
(resp. a (<S>) = lim̂ fBc-', ̂ (<$>), a(<t>))). 

Soit A la. classe formée de tous les éléments (0) et tf^(*ï> ) ainsi 
construits. Désignons par p la relation d'équivalence sur C engendrée 
par la relation ( C, V, C ), où V est la classe des couples ( h, <x( h )) 
tels que h 6 A . Puisque çfî$ est un foncteur /--engendrant pour Jf( età 
Ì\lQ - limites projectives, il existe une q^ - structure quasi-quotient (H', V,jl ) 
de ( C ' , V , JJL) par p , en vertu du théorème 2 . Une démonstration analogue 
à celle du théorème 10 prouve que ( H ' , V , ¡1 ) est une ( 3 ^ , 3'^ ) - pro
jection de ( H ' , V , /x ) . • 
REMARQUES. 1°) Tout élément de est identique à son (3,5)~com-
plétion. Si H Q et si (H V, JJL) est une (à , 5) - complétion de (H ', 0, 0) 
les ( à , 5 )-complétions libres de H ' sont les catégories équivalentes à H * . 

2° ) Le théorème 14 signifie que la ( $, 5 )- complétion libre 
de H ' résout le problème universel du plongement, à une équivalence près, 
de H' dans une catégorie à i- limites projectives et à limites induc-
tives. Le théorème 15 peut encore s'exprimer en disant que la ($,5)" com
plétion de (H ', v , (JL) est solution du problème universel du plongement 
de H* dans une catégorie munie d'une application i-limite projective V 
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et d'une application 5 ~ limite inductive /2, de sorte que le plongement 
A A 

soit compatible avec ( v , v ) et avec (/z , JJL) . 
3° ) Soit H'€^Q et (C',V,/z) une (3,5>complétion libre de 

H * . Si 3 = 5 est formée des catégories triviales finies, une ( 3 , 5 ) " com
plet ion libre H* de // • a été construite explicitement dans [18]. La 
construction de [ 18 ] peut se déduire du deuxième procédé indiqué dans 
le théorème 12 pour construire la ( 3 , 5 )'- complétion de H ' dans (C \ V, /x ) 
par une «abstraction » analogue à celle qui a conduit du théorème 5 aux 
théorèmes 7 et 9 . H ' est un élément minimal de la classe ordonnée par 
inclusion des parties K de C telles que H C K et que K' soit une ( 3 , 5 ) -
complétion libre de H ' . 

4° ) Appliqué à partir de l'univers ÎH (en supposant qu'il existe 
un univers contenant !m et admettant !m pour élément), le théorème 15 

° A AA ° 
prouve que tout élément de 3 " * ^ admet une ( 5KQ , ?HO )- complétion appar
tenant théorème 6 montre que, si 1 1 est un univers compris 
entre % et Dlìo et si H ' € 3 Q est une 11-catégorie, elle admet une 
(3HO>0 )-ccmplétion libre qui est une 11 - catégorie. On peut traduire 
comme suit les résultats précédents en termes de «petites» catégories 
et « grandes » catégories : 

Appelons «ensemble» un élément de 5 H et «classe» un élément 
de 5ll . Si 3 et 5 sont des ensembles de petites catégories, toute petite 
(resp. toute grande) catégorie peut être universellement plongée à une 
équivalence près dans une petite (resp. une grande) catégorie H* à 3 -
limites projectives et à 5 ~ limites inductives (à savoir son (3,5)-com
plétion libre); si H ' est une JHQ-catégorie (i.e. au sens de [12] , diffé
rent de celui de [ 5 ] , si H * est «localement petite») , il en est de même 
pour H ' lorsque l'un des ensembles 3 ou 5 est vide. De plus H " peut 
aussi être universellement plongée dans une petite (resp. une grande) 
catégorie à 3-limites projectives et à 5"limites inductives, en conser
vant certaines limites choisies dans H ' . 
4. Adjonction de limites h une catégorie structurée. 

Soit P = (ÏR,P,H) un foncteur d'homomorphismes saturé à pro-
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duits fibres finis et soit p = (Jfi, P t , H) la restriction de P à la sous-
catégorie K = P (%) de H; nous supposons H £ 311 • La saturante de 
H dans K est notée K. Soit A l'ordinal associé à l'univers %q (i.e. 
A = sup^ M) et soit ( <A un ordinal de seconde espèce. Si S eKM €% ° 

o 
et si M C P ( S ) engendre une P - sous-structures de S , nous poserons 
s = S\ M. 
DEFINITION. On dit que P est £ - r- - engendrant pour % si P est 
engendrant pour % et si la condition ( Dr ) suivante est vérifiée : 

( D ̂ ) Soient S 6 Kq et ( sg )^ < ̂  une suite transfinie de type £ 
de P-sous-structure s de S telle que P ( s g ) C P ( s g , ) e%Q si g< £' . // 
existe une P - sous-structure s de S pour laquelle P( s ) = U p( $ ) , 

€<l F 1 
EXEMPLE. Un foncteur dénombrablement /--engendrant pour % [ 1 ] est 
OÙ- /-- engendrant. Un foncteur >—étalant est engendrant pour % 
pour tout ordinal de seconde espèce £<A; il en est de même pour les 
foncteurs Pyji et P . 

Soit 3(p) la catégorie des foncteurs p - structurés [ 1 ] dont les 
éléments sont représentés par des triplets F = ( C 9, f', C ') tels que 

l°)/eH, ( C ' , a( f)) et (C\/3(f)) sont des catégories p-
structurées; 

2o) F = (C-,pJJ2,C') e5. 
Soit p1 le foncteur canonique de 3(p ) vers ? qui associe F à F. 

Nous reprenons les notations des § 1 et 3 . Soient 3 et 5 deux 
parties de 3q telles que $ € %q et 5 6 ̂ 0 • Soient ( p ) la catégorie 
produit fibre de f p'̂ $,p') ayant pour éléments les triplets 

F = ((C\V ,M),/,(C\V ,/x)) 
vérifiant les conditions 

l°)F = (C-,/,C-) eï^J; 
2o )((C'/v/fi)tp(f),(C\vlfM)) eî'^. 

La classe des unités de îf'̂ f est identifiée à la classe des éléments 
( C *, s, V , /i, ), où 
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sous-catégorie B' de C , B € JH , désignons par crv̂ ( B ) la classe cons
truite comme suit : Soit crv̂ ( B ) la classe associée à B relativement à 
( C ' , V , (JL ) € 3 ^ $ dans la démonstration du théorème 12 ; nous savons que 
o~v̂ ( B ) £ %Q . Comme P est /--engendrant pour Jli, il existe une P -
s ou s-structure 6 HQ de s engendrée par crv̂ ( B). Posons 

-Supposons M C C et M £ 3ïl . Pour tout ordinal k< £, nous définissons 
par récurrence transfinie une sous-catégorie de C* et une P - sous-
structure de s de la manière suivante : 

1» ) M 'x est la sous-catégorie de C* engendrée par p( s^), où 

2° ) Supposons trouvées deux suites transfinies (Mjr)^<X et 
(s£^£<k ê sous"catégories de C* et de P - sous- structures 
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(C-.s) e3(p)o et fC-,v,/x) 
Soit (p) la. sous-catégorie pleine de 3 ' ^ ( p) ayant pour unités les 
f C', 5, V,/x) dans lesquels ( C *, V , JJL ) 6 c'est une catégorie pro
duit fibre de (p%,pf). La surjection F -*p'( F) définit un foncteur p'^(p) 
de 5A$(p) vers 3 , dont la restriction à 3 ^ ( est notée p^( p ) . 
Soit p) — pcf »P^(p j le foncteur projection de f p ) vers . Nous 
définissons de même à partir de l'univers % les catégories P) et 

( P ) , les foncteurs Q^(P) et P^(P). 
Soit l'ordinal borne supérieure des ordinaux / tels que 

lepcr(iu$). 
A. THEOREME DE COMPLETION STRUCTUREE. 

THEOREME 16 . S'il existe un ordinal initial régulier £ tel que k̂cj < £<A 
et tel que P soit £- ,~ - engendrant pour JH , alors ( P ) est r-• engen
drant pour X étant la classe des ( P ) - monomorphismes 
de la forme 

F = (u2, f,u1)t avec f 6 p'T. 

DEMONSTRATION. Supposons u - ( C ', s, V , fi ) € ( P)o . Pour toute 



SUR L'EXISTENCE DE STRUCTURES LIBRES 101 

de s telles que 
P( Sg)C €%o et M ^ C P f s f ) si f'<£. 

Soit N\ = crv*L( U M j . Comme est un univers et 
£<X * ° 

que K< A = sup on a 
o 

U, M, €ÎR , d'où N X € % . 

Désignons par la souscatégorie de C * engendrée par 
P( sy), où est la P  sousstructure 

s\ = s | N x 6 Kq de s . 
 Soit M * la souscatégorie de C ' réunion des souscatégories M ̂  , pour 
Â.< C . Alors M eJd , car £ < A . Par définition d'un foncteur £  /
engendrant, la suite transfinie f s\)x< £ ̂ e P~sous structures de s déter
mine une P  sousstructure i de s telle que 

P(s) = U P(sx). 
x< c 

Des relations M^CPfs^+1)CM^+xpour tout À.< £, il vient M C P( ? ) C M 
c'estàdire M = P f s). Un raisonnement analogue à celui fait dans la 
démonstration du théorème 12 prouve que M est stable pour V et pour fi, 
i.e. que M = a"V̂ f M ), car par hypothèse £ est un ordinal initial régulier 
et I< £• pour tout / ' e 3 U 5 . Donc M* définit une Q^ sousstructure 
(M\v,fi) de f C * , V , /x) . Par ailleurs, ( M', s ) est une souscaté 
gorie P  structurée de ( C \ s ) (th. 1311 [14]), i.e. une Py. P' sous
structure de ( C \ s ). La catégorie 3 ^ (P ) s'identifiant à la catégorie 
produit fibre Py . P'V Q̂ J , on en déduit (th. 9, chap. IV, C.S. ) que 
fM*, 5, est une f P j  sous structure de ( C •, s, V , /x ). C'est 
évidemment la f ( P ), X,K) sousstructure de ( C \ s, V , fj.) engen
drée par M, en désignant par K la saturante de fpj dans (Pj. 
Ceci montre que Q^f P ) est un foncteur  engendrant pour (%, X , JC ) , 
et par suite pour (%, X, (p))j car Q 3( P ) est un foncteur d'homo
morphismes saturé. • 
COROLLAIRE 1. Si P est à № produits et £  r" engendrant pour JH, 
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telle que H ' C H * . 
DEMONSTRATION, p% est un foncteur à JlNlimites projectives, Pcf.P\ P^L= 
= ( P ) est /--engendrant pour (IR.X, (théorème 16).Donc le 
critère 1 affirme que ffi& admet un adjoint. Soit (û, / ) un (3^(p), p ^ )-
projecteur tel que a( ]) = ( H ', s ) , et soit û - ( H ', s, V,/x). Dési
gnons par 5^ le groupoîde des couples (H^x / / ^ ) ^ associé à H^.On 
sait (th. 2-II[l4]) que fS"*", so x so) est une catégorie p - structurée, 
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où £ es* un ordinal régulier tel que X<y<£ < A, les fondeurs p^(p) et 
p )) admettent des adjoints. 

DEMONSTRATION. Puisque P est à ̂ -produits et à produits fibres 
finis, il est à ïo" limites projectives. Sa restriction p à P (JH) est un 
foncteur à 3" - limites projectives, car P est un foncteur d'homomorphis-
mes saturé. Il s'ensuit (th. 1 - 3 [ 1 ] ) que p ' est aussi un foncteur à JR -

([A ° 
limites projectives. Par ailleurs, d'après la proposi. 22 , p $ est un fonc
teur à - limites projectives. Comme (p ) est une catégorie produit 
fibre de (p9, p^), c' est une catégorie à ? - limites projectives, et les 
foncteurs p ^ ( p ) et ( 3 ' ^ ( p ), c , (p)) sont des foncteurs à 3̂ -limites 
projectives. Les conditions du critère 1 d'existence d'un foncteur adjoint 
sont donc vérifiées relativement à ces deux derniers foncteurs, de sorte 
qu'ils admettent des adjoints. • 
COROLLAIRE 2. Si P est à % - produits et £-/-- engendrant pour %, 
où £ < A , alors p9 admet un adjoint. 

En effet, supposons $ et 5 vides; alors ( p ) s'identifie à 
3 ( p ) et p ^ ( p ) à p Or, dans la démonstration du théorème 16, le fait 
que £ soit un ordinal régulier n'a été utilisé que pour montrer que M ' est 
stable pour V et pour jjl , ce qui sera vrai ici pour toute sous-catégorie 
de C ' . Donc le corollaire 2 résulte du corollaire 1 . • 
COROLLAIRE 3. S oit p% le foncteur de 3 ^ ( / > ) vers 3 ( p ) associant 
(C\f>C')à((C\v>li),fl(C')v,fi)). Si P est à HlQ - produits 
et £- A- - engendrant pour Jfl, où £ es/ z/72 ordinal régulier et où X<J<J<£<j\, 
/0«/ ( // \ s ) p )o engendre une p% - structure libre ( H ', s, V , (1 ) 
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où sQ est la p - sou s- structure de s définie par De plus, par défi
nition d'une catégorie p - structurée, il existe 

f €(s X sï.K.s tel que p(f) = [/3,a] . 
Ceci signifie 

Comme S4" est un groupoîde de couples il est à 4- limites projectives et à 
5 * limites inductives et, en choisissant deux applications $ - limite projec
tive v' et 5 * limite inductive /x' sur , on a 

u = (S^ ,soX 5o,V',/X») €^(p)Q. 
Par définition d'un p J, )- projecteur, il existe un et un seul 

F' =((SM, v%,fi'),f'.(H\v/n)) tffl(P) 
tel que fâ(F')J=F, d'où P ( f ) .p U ) = P ( f ). où p^pf.p^La 
restriction de ?(/,) = [ /3, a] à H^ étant l'identité, la restriction de p( J) 
à H *o sera aussi injective. Par suite H^ peut être identifié à 

P(D(H'0)CH-0 .m 

DEFINITION. Une ( J H , X, p )) - sous-structure de û £ ( P ) engen
drée par M est appelée ($,§)- completion de M dans û. Une (^(p0f^(p)) 
projection de u 6 3"'̂ (p ) est appelée ($,§) - completion structurée de u . 

Nous désignons par f le foncteur canonique de p ) vers Î'̂ J 
associant (e9 ,p(j), e) à ( e', f, e ) e ^ ( p ) . 
THEOREME 17. Supposons que P soit à ÎR - produits et £- r- - engendrant 
pour %, où £ est un ordinal régulier tel queX.^ <£ < A, et que p admette 
une section maximale z (4 [ 1 ] )• Tout H ' € 3"o engendre une p^(p)-
structure libre û tell fi que v( û) soit une ($>$) - completion libre de H \ 
Si u9 est une ( i, § ) - completion structurée de u, alors v( u9 ) est une 
($,$)- completion de v(u). 
DÉMONSTRATION. Soit K ' € $ o et s = z(K). Alors 

a = z(K.a.K) es.H.s, b = z(K,/3,K) es.K.s. 
D'après la proposition 1-4 [1], z(K X K) = z( s) X z(s) et s * s = 
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= z(K* *K*) est une p - sous- structure de z(s) X z(s) en vertu du lemme 
3 (appendice) .Si K' = ( K, K ), on a 

z( K, K , K'*K') 6 S . K . 5 * S. 
Comme p est un foncteur d'homomorphismes saturé et résolvant, il s'ensuit 
que (K',z(K)) est une catégorie p - structurée. - Supposons f/• 6 3* et 
soit (( C ' , V , /x) , / ) un )-projecteur tel que / e î j ' (il en 
existe d'après le théorème 13). En vertu du corollaire 1 du théorème 16 f 
il existe un -projecteur (û, J'), où 

û - ( H \ s, V , ¡1) et /' e3 \ f 7 \ 
Les relations 

( C •, z ( C ), v , JJL ) e 3 ^ ( p ) et / € C ' . 3 . H • 
assurent l'existence d'un et d'un seul 

F - (( C ', V , fi ), f, ( H ', V , ¡1 )) effl(p).û 
tel que F./' = /, où F = p^(p)(F). Puisque 

et J' € H ' .K.H ', 
il existe un et un seul 

F' €(H\Vf/ji). ,(C\V , JJL) 
tel que F'.J =]', où F' = p^(F'). Soit F = f ( F J ; on a 

F . F' € ( C *, V , JJL ) . 3 ^ . ( C •, V , (JL ) 
et 

P^(F.F').J = F. F'./ = F./' = /. 
Il en résulte F . F' = (C'Iv,/ij, car (( C ', V , jjl ), J ) est un (3^,/#J;-
projecteur. Par ailleurs, on a g = z(/>g:('F'>)>)ez('//>).H.z('C,), d'où 

G = ffr7\ V,Ji).G.(C\V.ii)) effl(p).f3(F), 
pi$(p)(G)= F' et p^(p)(GmF) = F'. F. 

Par définition d'une section maximale, il existe un g«€z(H).H.s tel 
que p(g ~ H, ce qui entraîne 

G' =((H\Vtli)tgs,(H\vtil)) €p(G).ffl(p).Û 
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et p^(p )( G9 ; = H\ On obtient 
p^(p)(G.F).J9 = F',FJ'= F'.J = / ' = pW(p)(G')..J', 

et par suite G . F = G', car ( û, J9 ) est un ( p )) projecteur. 
Ainsi 

F' . F = v( G , F ) — v( G9 ) ~ ( H *, v, jl ). 
Ceci prouve que F est l'inverse de F9 dans 3 " ^ , i.e. que ( H * y V , fi) est 
aussi une p^$ structure libre engendrée par H 9 . 
Supposons u = (f/\ .s, V,/x) €<3r%̂ (p ) . D'après le théorème 15 , il 
existe un ( ,?'<$)projecteur jeJ^.v(u); soit 

(K,v',/x') = /3(J) . 
En vertu du corollaire 1 du théorème 16, il existe un 
projecteur J" €%№(p).u; posons fi( ]") = (H ' ,s, V , Jl) et jm = v(Ju). 
Puisque J" e î ^ . ï ' ^ . v f a), il existe un et un seul M € 3 ^ $ tel que 
M, / = D'autre part, JZT étant une section maximale de p, il existe un 
hs €. z ( s ) .}{ . s tel que p( h s ) = Il ; on a 

k = z(ft(J)).h3 eK.s et pf*; = ̂ f/;. 
On en déduit 

N =((K\v9,fi9),k,(H\v,fji)) e3:%(p)o.<5i%(p) 
et, /" étant un (3^^(p p ̂   projecteur, il existe un et un seul N' 
tel que 

N'.J» = N, d'où N'J" = / si N*^v(N9). 
Les égalités 

N'.M.j = i V » = / 
entraînent AP .M = /3(/ J. Il existe aussi un ib~ € H . s tel que 
p (h~) = H, de sorte que l'on trouve 

M" = (ï//\ V,Ji),h~t (H\ V.fl)) effl(p), v( M" ) = J3(J»), 
M' = ((H\V,Ji),z(q^(k))t(K\V9l fi9)) 6/3(M»).ffl(p)./3(N9) 

et v(M9 )  M. Il s'ensuit 
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v(M' .N* .]")— M .N' . J" = M . J — J" = v(M".J") 
et, v étant fidèle, 

M' .N' ./"•= M" .J". 
Etant donné que /" est un ( pj, 3'^f /7 JJ - projecteur, on a donc 

AT .N' = M". 
Par suite 

M .AT = v(M*.N') = J3(J"), 
et M est l'inverse de A/' dans Ceci signifie que /" est aussi un 

- projecteur. • 
COROLLAIRE. Avec les hypothèses du théorème 17, tout ( H ', s ) € 3~ ( p ) 

' • . . a A ° 
engendre une p ̂  - structure libre û telle que v(û) soit une 3 )-com
pletion libre de H '. 

En effet, ceci résulte du théorème 17, appliqué à l'élément 
u =s ( H •, s, 0 , 0 ) , 

où 0 est l'application vide. • 
EXEMPLES. l°)Si p est le foncteur 6 projection vers 5ïï de la catégorie 
7 des applications continues relatives à l'univers 5fi , les conditions du 
théorème 17 sont remplies, car 6 est /--étalant à section maximale. Par 
suite : Soit (H ', T ) une catégorie topologique, v une application 3-limite 
projective partielle et JJL une application 5" limite inductive partielle sur 
H'; si ( // ', V , /x ) est la (â,5)" completion de ( H ' , v, JJL ) , il existe un 
fcncteur continu injectif F de (H',T) vers une catégorie topologique 
(H',T)y compatible avec (v ,v) et (/z,/z), solution du problème uni
versel du plongement de (H ', T, v , /x ) dans une catégorie topologique 
munie de deux applications 3-limite projective et 5" limite inductive. En 
effet, (H', T, v, /x) est la (iî, £f) - completion topologique de (H \ T, V,/x) 
et 0(F) est une injection, en vertu du théorème 13. 

2° ) Le théorème 16 et ses corollaires s'appliquent lorsque p 
est l'un des foncteurs pŷ , pŷ% ou pçr projection vers JH de la catégorie Jl 
des homomorphismes entre classes multiplicatives, 51' des néofoncteurs, 
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3" des foncteurs, car ces foncteurs sont £ - r~- engendrants pour % pour tout 
ordinal £ de seconde espèce tel que £ < A . 
THEOREME 18. Soit H ' une sous-catégorie de H stable par produits dans 
H et vérifiant la condition ( cr) relativement à (%c , p ) (chap. III, C.S.). Le 
théorème 16 et ses corollaires sont aussi vrais si on remplace partout $ (p) 
par sa sous - catégorie pleine ï ̂  ( p ) ayant pour unités les catégories 
p(K',H)- (resp. p (( K', K ' ) , K ) - ) structurées. 1 

En effet, les démonstrations données plus haut s'appliquent sans 
changement, en utilisant les résultats suivants : 

1° ) 3r1Tp ) est stable par produits dans $(p ) (th. 1 -II [ 14 ] ) ; 
2° ) Si ( C *, s ) € 3" 1f p )Q , si s est une p - sous-structure de s et 

si p( s ) définit une sous-catégorie C* de C ', on a 
(C-.s) e?i(p)o 

et ( C*, s ) est une p ' - sou s -structure de ( C \ s ), en dési
gnant par p 'x la restriction de p* à ? t( p ) ( II [ 14 1 ). « 

B. ADJONCTION DE LIMITES A UNE CATEGORIE ORDONNEE. 
Soit OÙ le foncteur canonique vers % de la catégorie fi des appli

cations ordonnées relative à l'univers 1 , ?t fl' la sous-catésorie de U 
o ' & 

formée des applications ordonnées strictes [15]. Le foncteur œ est r~ -
étalant et fi' est stable par produits et vérifie la condition ( cr) relative -
ment à ( 5ïï6 , p ). Ainsi fi est £- ̂~ - engendrant pour % pour tout ordinal 
£< A. D'après le théorème 16 (resp. 18 ) le problème «universel » de l'ad
jonction de i - limites projectives et de 5 * * limites inductives à une catégorie 
CÔ- structurée (resp. catégorie ordonnée) admet une solution. 

Soient £ et £' deux parties de % telles que £ € i et £' 6 % . 
En fait £ et £' interviendront seulement par les ordinaux 

Â. © = sup^ (L + 1 ) et )vo, = sup ~ ( L'+ 1 ). ^ Lc£ ^ L'€£' 
DEFINITION. On appelle classe ££* -inductive (resp. ££,-sous-inductive) 
une classe ordonnée ( M , < ) telle qu'une partie A (resp. A majorée dans 

x 
(M,< )) de M admette un agrégat %jA (resp. un sous-agrégat \J A si 
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A < x € M) lorsque l'ordinal A est inférieur à et une intersection N A 
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si A < • 
Evidemment une classe ££' -(resp. £ £' - sous-)inductive est aussi 

££'-(resp. ££' -sous-) inductive si, pour tout L E £ et tout L' E £ \ il 
existe L € £ et L' € £' tels que L C L et L' C L'. 

Soit fi(££') (resp. fi5(££' )) la sous-catégorie de fi formée des 
/= ffM' .<),/. (M, < )) 

vérifiant les conditions : — . x 1° ) Si AC M, A < et s'il existe U A (resp. U A) dans ( M , < ) , 
alors f(vA) = uf(A) (resp. /( • (j A ) = $ /(A), où y= f(x)). 

2° ) Si A C M (resp. A < x E MJ, si A < \ et s'il existe N A 
dans (M, <), on a /(N A ) = N f( A ) . 
Soit ?(££') (resp. ?*(££' )) la catégorie des applications ££'-zWKC-
tives (resp. ££? - sous-inductive s), i.e. la sous-catégorie pleine de fi(££') 
(resp. de fl5 (££')) ayant pour unités les classes ££'- inductives (resp. 

- sous- inductives). Soit 0)(££») (resp. co5(££')) la restriction de oj 
à cette sous-catégorie de fi. Désignons par ?(££'), ?*(££'),*;(££•) 
et 0)s(££') les catégories et foncteurs définis de même à partir de l'uni
vers m , ces foncteurs étant des restrictions de co. — 
THEOREME 19 . &>(££') cos( ) so«r tìfes foncteurs £- engen
drants pour %, pour tout ordinal régulier £ te/ que sup( X.̂ , Â.JD, J £ £ < À • 
DEMONSTRATION. Soit y l'isomorphisme canonique de fi sur la sous-
catégorie pleine $ ̂ de % qui associe à (M,<) la catégorie des couples 
définissant fM,<). Soit £ (resp. £' ) la classe des catégories triviales 
ma m* 
L° telles qu'il existe L € £ (resp. € £') vérifiant L C L. Si f M,<) est 
une classe ££' - inductive, C * = y (M , < ) est une catégorie à £ - produits 
et à £' - sommes (chap. IV, C.S. ). Comme tout inversible de C ' est une 
unité, il existe une seule application £-limite projective v et une seule 
application £' - limite inductive JJL sur C*, de sorte que l'on a 

rYM,<) = fC",V,/x) e $ ^ \ 
La surjection 
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((M',<) J .(M,<)) + ( r ( M ' t < ) , ( f ^ x n L ,r(M,<)) 
A A 0 0, 

définition isomorphisme F de ?(££•) sur la sous-catégorie pleine 
de 3^^' ayant pour unités les ( C ', V , u ) € ? ̂  ̂ ' tels que C * € ? .Soit 

la restriction de £)££' à £ . D'après le théorème 12, Q ££* 
«h7 ££' 

est /--engendrant pour Ju ; une ̂démonstration analogue prouve que Q ̂  est 
f5llu, X,y£^)" engendrant, P ^ ' W = classe des fC*,( , C'j.F où C'est 
pleine dans C * et F € 3" . Donc &;(££',) est /--engendrant pour JU . -Soit 
£ un ordinal régulier tel que 

^ £ l £ < A et ££<A; 
il en existe, par exemple l'ordinal initial d'indice sup ( k<j» , k^ ) -fi. 
Soient K = ( M, <)€$(££' )o et, pour tout Â.< £ , ax=(Mx,<) une 
¿0(££')-sous-structure de u vérifiant Mg C t si <̂ < <f' < £. On mon
tre (comme dans le théorème 3-4 [1 ]) que (Mx,<) est une sous-classe 
££'-inductive de (M,< ), i.e. une classe ordonnée par la relation d'ordre 
induite par ( M ,< ) sur MXC M, telle que pour A XC M\, on ait UA^€.MX 
si Ax< >vg et n Ax 6 Mx si Ax< \<gt , où U A x et n Ax sont calculés 
dans (M, < ). Posons M = U M-. Soit A C M et A < ko . Pour tout 
a £ A f il existe k < £ tel que A € Mx . Puisque la suite transfinie 
( ̂ a )a € A , où \fl < £ , est de type A < \o £ £ et que £ est régulier, on a 

Il s 'ensuit 
A C Mx , d'où UA € Mx C M, A A 

car est une sous-classe ££' - inductive de (M, < ) . On voit de même A — 
que, si A < /Vgi , on a O A €Àf. Par suite (M,<) est une sous-classe 
££'- inductive de (M,<) et, a fortiori, une co(££' )- sous-structure de 
( M, < ). Ainsi oj( £ £' ) est £ - r- - engendrant pour 5ïï. 
-Supposons (M,< ) €?*(££•). Les a/(££')- sous-structures de (M,<) 
sont les sous-classes ££' - sous-inductives de (M,<), c'est-à-dire les 
sous-classes ordonnées fM',< ) telles que 

A 
((M.o.t ,(M',<)) e9s(££>). 
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Soit KCM. Désignons par Kg (resp. par Kg, ) la classe des couples 
(A, x), où 

A C K, x€K, A<x et A < Xg (resp. < Xg, ) . 
Soit g (resp. g',) la surjection associant à (A,x) 6Kj (resp. é Kg, ) 
l'élément |J A (resp. nAj. Posons 

r(K) = g(Kg) u g'fKg.); 
on trouve K C t ( K ), car x = Q i * ! Pour tout x 6 ̂ . Pour que la sous-
classe ordonnée ( K ,<) de (M, < ) soit une sous-classe <£<£' - sous-induc-
tive de (M,<), il faut et il suffit que K = t( K). - Supposons K €^0. 
Les relations 

Kg C 9(K) X K €?Ko et K£<cf(K)XK€%o 
entraînent, % étant un univers, o 

g(K£)€5ïïo, gVK£f) €5Ro et r(K)6%o. 
Soit £ un ordinal régulier tel que sup ( X<g , k^ ) £ £ < A . Soit 1 £ X.< £ 
et supposons définie une partie K̂ . de M pour tout çf < X, de sorte que 

K1.= r(K)Ê Kg 6%o et ^C/Cfl s i f < ? . 
Posons K\=r( U KJ; on a 

<f<X f 
Kx €%o et K^ C Kx si <f < X.. 

Par récurrence transfinie, nous obtenons ainsi une suite transfinie £ 
de parties de M . Soit K = U . Etant donné que S est un univers 

F ^ X< J A H ° ~ 
admettant A pour ordinal associé, que £<A et que K^eJti^ pour tout 
X< £, on a K £%0- Montrons que la sous-classe ordonnée (K,<) de 
(M,<) est une sous-classe <££'- sous-inductive de fM,< ), i.e., que 
t( K ) = K. En effet, soit f A,x) 6Kg (resp. € Kgt ). Comme plus haut, 
on voit qu'il existe un ordinal X^ < £ tel que A C Kx ; il existe aussi 
X < £ tel que x € K x ; soit X = sz/p ( X , , X ) ; des relations X -h 1 < £ 
et ( A , x j € f Kx)g (resp. 6 ( Kx)gi ) » on déduit 

gfA,x;= J A 6/Cx+1C K (resp. g'M,x; = n A €KX+1CK), 
d'où 
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t(k) = g(K£) U£'fK£,) = K. 
Ainsi (K,<) est une sous-classe £<£' - sous-inductive de ( M, <) .-Il est 
évident que K C K' si (K',<) est une sous-classe <££'-sous-inductive 
de ( M,< ) et si K C K'. Donc (K,<) est la a; 5 (£ S1)- sou s-structure de 
(M,<) engendrée par K et, puisque K É)ÏÏ0> le foncteur co5(££')est 
/—-engendrant pour Dlï . - Un raisonnement analogue à celui conduit ci-dessus 
prouve que, si ( Mx , < ) est une co s( ££')- sous-structure de ( M , < ) pour 
tout K< £ , ( U M^,<) est aussi une a; 5( £<£' )- s ou s-structure de X< 5 a 
( M, < ) , de sorte que a; 5 ( £ £' ) est £ - /- - engendrant pour ÎIÎ. • 
COROLLAIRE l. Soit u 6 fi ; alors u admet une (resp. une 
(9s(l£'),n)-, une (9(0£'),fl(0l'))-, ou une(?s(0l'), Qs( <$£.'))-) 
projection dont u est une sous-classe ordonnée (resp. ordonnée, l'injec
tion canonique appartenant a Ù(0l') ou a Ùs(0£')). 
DEMONSTRATION. Les foncteurs a;(££,) et o> *(££') sont des foncteurs 
d'homomorphismes saturés à JflQ - limites projectives. Posons K. = fP (££' ) 
(resp. = ?5(££•)); le foncteur (fi,*,K) étant à noyaux et le foncteur 
(fi,£ ,K) à Jlîo-produits, le théorème 19 montre que les conditions du 
critère 1 sont vérifiées relativement à ( fi , t , K ) et à ( fi( £ £' ) , t , K ) 
(resp. et à (fi*(££'),t ,K)), de sorte que ces foncteurs admettent des 
adjoints. - Soit H = (Mf'<)efi et soit / = (( M, < ) , / , u) un ( K , fi ) pro
jecteur. Si on munit Jti de la relation d'ordre C : 

AT < M si, et seulement si, M' C M, 
on trouve 

(5Ro,c) €?(££')ocPs(££'). 
On définit une bijection / de M sur M 1 C ÎK en associant à tout x 6 M 
la classe x^ des minorants de x dans w, et on a 

/ = C),fM.<)) cfl. 
Puisque f(M)e%o, le théorème 19 assure l'existence d'un g 
tel que a ( g ) soit la co ( £ £* ) (resp. a>5 (££')- ) sous-structure de ( Dlî , C ) 
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engendrée par / (M). Il en résulte 

230 

1 

f = (P(g).g_(_.u) eKo.n, 
de sorte qu'il existe un /" € K tel que /* . ; = /'. Comme co( f ) est une 
injection, co( j ) sera aussi une injection, car co( f" ) .œ( j) = cof f ). Soient 

x € M, y € M et / (x)< j (y) 
dans C M, < ) ; les relations 

g(x> ) = r ( x ) = r'{jjx))<f»(jjy)) = gfy> ) 
entraînent r^Cy^ , g étant inversible, d'où x < y dans ( M, < ) . Donc ; 
définit un isomorphisme de u sur la sous-classe ordonnée (j ( M ), < ) de 
(M,<). Il s'ensuit que la classe ordonnée obtenue à partir de ( M,< } en 
identifiant j (M) à M est une (K , fi)-projection de u , dont (M,<) est 
une sous-classe ordonnée. - Supposons de plus £ = 0 . Si A est une partie 
(resp. partie majorée) de M telle que A < \©t et s'il existe x — ̂  A dans 
f M, < ) , on trouve 

x> = H a> et par suite / 6 fî ( 0 £' ) (resp. € D, s ( 0 £' )) . a € A 
Un raisonnement analogue au précédent preuve donc que u est isomorphe 
à une sous-classe ordonnée dans Cl(0 £*; (resp. fi*f 0£')j de la ( K , fi(0£'))-
(resp. ( K , 0 * ( 0 ,£')-) proj ection de a.i 
COROLLAIRE 2. Soir p = 6j(££r) (resp. - ù)s ( £ £1 )). Si (C\< ) est 
une catégorie p - structurée et si r est une relation d'équivalence sur C, 
il existe une catégorie p - structurée quasi-quotient de ( C ' ,< ) par r. La 
catégorie J ( p ) est une catégorie à ( p )-projections, si 3 C J , 

DEMONSTRATION. Soit £ l'ordinal initial régulier d'indice 
sup(kg , A.£, , \<y) + 1, 

où kid = SUP . I; on a kdd < £ < A et, d'après le théorème 19 , P est 
£- /--engendrant pour JÏÏ . Le théorème 16 affirme donc que Q^(P) est 
/—-engendrant pour !)H, et son corollaire 1 que^'^ ( p ) est une catégorie 
à 3^fp;-projectionscar Q% ( P )[. Si $ = 0 = 5 , le foncteur Q^fPj 
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s'identifie au foncteur Q projection canonique vers M de 51 ( P ), de sorte 
que ce foncteur est /—-engendrant pour 3H ; étant aussi un foncteur d'homo-
morphismes saturé à M Q - limites projective s (prop. 1-3 [ 1 ] ), Q vérifie 
les conditions du théorème 2 ; par suite sa restriction à p ) est à struc
tures quasi-quotient. • 
REMARQUES. 1° ) Si £ = 0 ,̂ la catégorie 9S( $£' ) est isomorphe à une 
s ou s-catégorie pleine de S ^ ^ ' , où £' est la classe des catégories obte
nues en ajoutant un élément initial aux catégories triviales L° telles que 
LC L' € £' . Par suite on peut aussi démontrer que co 5( 0£' ) est £-
engendrant pour % par un raisonnement analogue à celui utilisé dans la 
première partie de la démonstration du théorème 19 . 

2° ) Soit H * la catégorie de couples associée à (M, <)€ fi 
Soit (H\v/fi) l'élément de 3 ^ ' correspondant à la (?(££»),fi ) -
projection (M,<) de (M,<). Si (C',V,/x) est une (£,£')-completion 
de (//,,0,0), il existe un foncteur de C " vers H * compatible avec (V , V ) 

A A 
et avec ( fi y fi) . Mais //* n'est pas isomorphe à C *, car C * ne définit 
pas un ordre sur la classe de ses unités. En fait, H ' n'est pas une (Jp,£')-
completion libre de C ' , comme on voit facilement lorsque £ — 0, d'après 
la construction de la completion £' - inductive libre canonique de C * don
née au théorème 10 . 

Appelons catégorie £ £' - inductive (resp. catégorie £ £' - sous-induc-
tive) une catégorie p( H* , a(p ))- structurée, où p = co (££ 1 ) ( resp. 
= oj5(££' )) et H' = a(p)C\Çl< . Du corollaire 2 du théorème 19 et du 
théorème 18, il résulte qu'il existe une solution pour le problème « universel» 
de l'adjonction à une catégorie ££' - inductive (resp. ££' - sous-inductive) 
de $- limites projective s et de 5" limites inductives, avec conservation de 
certaines limites données. En particulier, si £ = £' (resp. £ = 0) et si 
£' est la classe des parties finies de l'ensemble des entiers, une appli
cation - sous-inductive est une application /- sous-inductive (resp. 
sous-préinductive) et une catégorie ££' - inductive (resp. 0 £' - sous-in
ductive) est une catégorie /-inductive (resp. sous-préinductive) [ 1 ] . Ainsi 
le corollaire 2 du théorème 19 généralise le théorème 4 - 5 [ 1 ] . 
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C. ADJONCTION DE LIMITES A DES CATEGORIES MULTIPLES. 
Soit p^n^ le foncteur projection vers % de la catégorie 3:'/2̂  

des foncteurs uples [14]. Soit P^n ̂  le foncteur de ^ n ̂  vers % 
^ S 

associé de même à l'univers m . 
o 

THEOREME 20. ̂  " est un joncteur £  ,— engendrant pour %, pour tout 
ordinal de seconde espèce £ < à . 

_u # 
DEMONSTRATION. Soit (C *)i<n une catégorie ttuple telle que Ce №o 
et soit BC C. Désignons par cr ̂( B ) 1 la souscatégorie de C 1 engen
drée par B , pour tout i Un. Posons 

ot » 3 fBJ = u cr.(B). 
i< n 1 

Si B e %o, on a n^ ( B ) €%Q, puisque Pg: est engendrant pour 5H . 
Supposons 

K C C et K 6 JK . 
o 

Par récurrence, nous construisons une suite croissante de sousclasses K . 
t 

de C telle que 
K . = (j[ n \ ( K ) et K., = cr^lfK.) 
1 v 7 ; +1 ; 

pour tout entier /. Posons K = U £ . 4 Etant donné que % est un uni
verŝ , on a K 6 %o . Montrons que K définit une souscatégorie n  uple de 
( C ')f< w , c'estàdire (th. 5II [ 14 ]) une souscatégorie de C 1 pour 
tout z £ n. En effet, soient 

xeK, y€K et (y,x)6C **C *. 
II existe un entier / tel que x € K. et y C Ky. Puisque cr^K^) 1 est la 
souscatégorie de C 1 engendrée par Ky, on trouve 

a i(x) e cr j( K.) Ccr^n^ ( K.) = Ky + x C K, 

/3 j(y) ea{(K.)C K et y^.xea.fK.jCK. 

Par suite /C 1 est une souscatégorie de C 1 pour tout i <. n. Il est évi
dent que C/C * )x< „ est la sou scatégorie n  uple de ( C 1 < n engen
drée par K , de sorte que P^ n ̂  est engendrant pour % . 
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-Soit £<A un ordinal de seconde espèce. Pour tout \< £, supposons 
donnée une sous-catégorie rz-uple ( Cx')f< n de ( C *')i ̂  n 6 ? J n ̂  , de 
manière que l'on ait 

CXC Cx. si k< /V . 
Posons C — U C-\ . Si 

x €C, y €C et fy,x) €C **C 1 , 
il existe un ordinal \< £ tel que x 6 Cx et y 6 C^. Par conséquent 

a ' ( X J É C X C C , /3 *(x)€C et y L . x f i ^ C C . 
Ceci prouve que ( C f)x< n est une sous-catégorie n - uple de f C n • 
On en déduit que PJ: " ̂  est £ - /— - engendrant pour % . • 

J 
JL 

COROLLAIRE 1. Soient (C n une catégorie n - uple et r une rela» 
tion a1'équivalence sur C; il existe une catégorie n-uple quasi-quotient 
de ( C 1 ). ̂  par r. 

En effet, p J : n ̂  est un foncteur d'homomorphismes saturé à 1 -
limites projectives et /--engendrant pour % ; d'après le théorème 2, P^.*^ 
est donc à structures quasi-quotient. • 
COROLLAIRE 2. La catégorie ̂ ^(p^n^) est à p^n^ )-projections, 
OÙ Je J 0 . 5 c ï 0 . p 3 r r J u 5 ; € » 0 . 

En effet, ce corollaire résulte du corollaire 1 du théorème 16, dont 
les hypothèses sont vérifiées, en vertu du théorème 20, en prenant par 
exemple pour £ l'ordinal régulier \ d'indice ( S1*P ¿1) + 1 *m 

Soit 3"' $ [ n]Q la classe ayant pour éléments les familles 
JL. ̂  

e ~ ( C 1 ,v u .) . ̂  
vérifiant 

Soit « ]o la sous-classe de ï' ^ [ 7 2 ] formée des e tels que p YeJ € 
pour tout 1 £ 7 2 . Soit î'^trt] la sous-catégorie de la catégorie produit 
( 3 ^ ) n formée des (F.).^ n tels que (f3(F.))i4 n , fafF.))^ n sont dans 
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9r,̂ [«]ol № ( F i ) = é $ ( F v ) si i <n et i'<n. 
Nous identifions 72] à la classe des unités de n ] . Soit 72] 
la souscatégorie pleine de « ] ayant 72] pour classe de ses 
unités. Désignons par 72] le foncteur de 72 ] vers M associant 
q^(F.) à (Fi)i<n. Soient ^^[72] , 3%72] et n] les catégories 
et foncteur définis de même à partir de l'univers M . On définit un fonc
teur de ̂ [ 72] vers <$\'n* en associant (( C^1) . . , F, ( C"1"') . ̂  ) à 

[72] *^ " — ^ 
((C^i/vi/(J.i),F.( CL,,,v.,/x.))I.< n € ^ [ n ] . 

THEOREME 21 . Le foncteur n ] est r engendrant pour %. La categorie 7n] esr z/72e catégorie à n] ~ projections et p ̂  admet un 

adjoint. 
DEMONSTRATION. Soit k l'ordinal régulier d'indice 

Supposons e  ( C Z > v j > ) f < „ ̂  ^ [ ̂2 ] Q . Pour toute souscatégorie 
72 uple (B *). s de ( C * ). ̂  , désignons par cr.(M) la sousclasse 
de C obtenue en appliquant à B l'opérateur a 1 1 relatif à (C \ vi, /x.)e3r J 
(construit à la fin de la démonstration du théorème 12 ), et ce pour tout 
i £ n . Soit 

Si B 6 lo, on a cr ̂  B) €%c d'après le théorème 12, et par suite 
cr[n](B)eJio. 

Supposons K C C et K e J(io . Par récurrence transfinie, nous construisons 
une sousclasse K x de C pour tout ordinal k< k comme suit : 

1° ) ( K * ) . . est la pj sousstructure de (C^"*), engen

drée par K (qui existe d'après le théorème 20); 
2° ) ( K.~tl) . s est la PJ"' s ou sstructure de ( C^z ) • ̂  „ engen

drée par a[n] ( ^ V * 
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Du théorème 20, il résulte que Ton a K^€%o pour tout X< X . Posons 
K = U "^X; alors ̂ ^ 0 > car ̂ 0 est un univers et X< A . Puisque Kx 

X < X j , *• 
définit une souscatégorie de C 1 pour tout X< X et tout i £ rz, la classe 
K définit une souscatégorie n  uple de f C"t",,)f. < n . Montrons que K est 
stable pour et pour /i,.. En effet, soit i £ n ; si <ï> est un foncteur de 
/ • 6* 3 (resp. 6 5 ) vers C"1"1 tel que Of/jC K, en utilisant comme dans 
la démonstration du théorème 5 le fait que X est régulier, on voit qu'il 
existe un ordinal X< /V tel que $(/) C il en résulte 

Lir/'O (resp. Lf772Mf(î)) ea.fK^Ccr^j fKx)C KX+1C K. 
Donc K est stable pour Vi (resp. pour fx̂ ) et définit une Q J [̂.1 sous
structure e' = ( K"1"1, v \ , . . de e. Il est évident que e' est la Q ^ M 
sousstructure de e engendrée par K; ainsi, Q tJ [ w ] est /—  engendrant 
pour №. Puisque Q% et /^[^ sont des foncteurs à ̂ limites projec
tives, [rz]) est à % produits. Les conditions du critère 1 
d'existence de foncteurs adjoints sont ainsi remplies relativement à 

,5%]) et à p 3 , par conséquent ces deux foncteurs admettent 
un adjoint. • 

Soit 77 le foncteur de "̂' vers 5 ̂ "~̂  tel que 

77 ((C"*"1*).. )rC4"*).. , et pln*l .77 = J " l . 

Soit N l'ensemble des entiers positifs, A la souscatégorie du groupoide 
(N x N )~*~ associé à N formée des couples tels que z £ ;. Nous 
définissons un foncteur 77 de A vers ? tel que 

77fr2,rz) = 3:'w! et TT ( n , n + 1 ) = 7T pour tout n € N . 
Soit S"̂ *̂  la catégorie limite projective de ce foncteur. Ses unités s'iden
tifient aux suites ( C4"1)^^ telles que : 

1° ) C4"1' € ?o pour tout i € N ; 
2o )f C^a^C4"') €Ï et f C4"', /3 C4"') € ? pour » €N , / €N ; 
3° ) Axiome de permutabilité : Si les composés 

<g'Jfr)'i(gLff) et (g'^ig)^f(rjif) 
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sont définis, ils sont égaux, pour tout i € N, j € N, i j • 
Les morphismes de s'identifient aux triplets 

tels que 

2° ) rC"1"1', /, C"1"1') pour tout z €N. 
DEFINITION, unité (resp. un morphisme) de jt*^ est appelé une 
catégorie a) - uple (resp. appelé un foncteur a)- uple) . 

Soit ê foncteur projection de ^ vers Jfl associant C à 
(CJLt)i eN. Soient i et 5 deux parties de CJ Q telles que /?gr(à U 5) €%q . 
Comme plus haut, définissons la sous-catégorie 5 " * ^ [ a;] de ( S"*̂  )N obte-
nue comme suit : ses unités sont les familles e = ( C , vj->hLj)j€^ telles 
que 

PÏ<e) = (C^,VI,TJ.i)eVW etp^](e) = ( C ^ ) i € N € ^ , 

les morphismes étant les ( FJ)J€N tê s <ïue 
(«rFI.))I-€Ne3:^[aJ]o)(/3rF.)).eN€f^[a)]o et ̂ fF.) = ^fF.) 
pour tout i €N, j €N. Soit 3"^[a)] sa sous-catégorie pleine ayant pour 
unités les e tels que p?( e) 6 pour tout i €N . Désignons par q^[co] 
et p̂ i les foncteurs canoniques de [a;] vers M et vers , par 

[ 60 \ 
Q^[co] et les foncteurs de 3"^[o>] vers *k obtenus de même à - [ co] partir de m . 
THEOREME 22. Le théorème 20, ses corollaires et le théorème 21 sont 
encore vrais si l'on remplace dans leurs énoncés n par co . 

En effet, les démonstrations sont analogues, i ̂ n devenant i €N, 
ce qui conduit à poser 

a[œ^(B)= U cr.(B) (resp. <rr, -, (B) = U a (B)) i€N * 11 i€N 
dans la démonstration du théorème 20 (resp. théorème 21). • 
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DEFINITION-. Soit d ~ n € N (resp.^œ). une ( 5 ̂  [ S], [ S] ) - pro
jection de ^€3r,^[S]0 sera appelée complétion n - uple (resp. co- uple) 
de e. 
APPLICATIONS. 

Io ) Construction de joncteurs types : Soit ( C * , V , fi) e" et 
soit ïtc ( , 3 ^ . ) la catégorie double des transformations naturelles 
entre foncteurs de C* vers C*. Alors 31 ̂  . définit un élément 

(appendice II, proposition 2, C.S. ). Toute partie K de 3ĉ . admet, en 
vertu des théorèmes 16 et 20, une ( i , 5 )- complétion structurée 

dans e (à savoir la (Â f Pj)- sous-structure de e engendrée par K ), et 
K est construite par la méthode exposée dans la démonstration du théo
rème 16. Supposons vérifiées les conditions suivantes : K admet pour 
seul élément la transformation naturelle définie parle triplet (Y, y, C ' ) ; 
£ < A est un ordinal de seconde espèce, $ est la classe des catégories 
triviales Io telles que / < £ et 5 est ia classe des catégories / * telles 
que / < £ et que / * définisse un bon ordre sur la classe de ses unités. 
On montre alors que la catégorie K ̂  = ( K CD C ' ) ̂  contient la catégorie 
des foncteurs de type (Y ,y, £) (appendice II, C.S.) ; mais elle ne lui est 
pas identique, la construction des foncteurs types ne faisant pas intervenir 
les transformations naturelles projection canonique d'un produit parallèle 
de foncteurs naturalisés sur ses facteurs. Les éléments de la catégorie 
des triangles de K111 de sommet C* peuvent être appelés transformations 
naturelles canoniques entre joncteurs types. En particulier, lorsque C * = % 
et ( Y, y) — (9 ,y ) , où 9 est le foncteur «partie» et y sa naturalisation 
canonique (C.S., app. II), on généralise ainsi les résultats de [ 8 ] . 

2° ) Soit C * 6 5"0 et soit ( C ' , F ) un couple ̂-dominant une espèce 
de structures (C.S., chap. II), où w = (% , w, H * ) est un foncteur fidèle. 
Soit q = ( H * , q , G * ) un foncteur admettant un foncteur adjoint injectif q'. 
Alors ( C', q'. F ) est un couple w . q - dominant une espèce de structures, 

1 
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«plongeaient universel» de ( C ', F) dans une espèce de structures w.q-
dominée. Ce procédé s'applique lorsque w est l'un des foncteurs qui ad
mettent des adjoints d'après les résultats de cette partie II. Par exemple, 
si w — p<ji et q = j on plonge ainsi universellement une espèce de 
morphismes ( C ', F ) (chap. II, C.S.) en une espèce de structures q^ -
dominée (C', F), dite espèce de morphismes complétée, de sorte 
que F(e) soit une ( §, 5 )- completion libre de F(e) pour tout e €C'. 

238 



SUR L'EXISTENCE DE STRUCTURES LIBRES 121 

APPENDICE 

Nous allons indiquer divers lemmes implicitement utilisés dans le 
texte précédent ou liés aux questions étudiées cidessus. Nous en dédui
rons aussi quelques généralisations de résultats de [ 1 ] • 
1. Image réciproque de sousstructures. 

Dans ce § , nous désignons par p un foncteur ( %, p , H ' ) d'homo
morphismes saturé, à produits fibres finis. Si f € H, nous posons / = p( f'). 
LEMME 1. l°)Si p est à lproduits fibres et si s. est une p  sous
structure de S € H * pour tout i € I, il existe une p  sousstructure f) s 

° • ici 1 
de S telle que 

P( ïïs )= H p(s ). 
ici 1 ici 1 

2°) Si f 6 H et si s est une p  sousstructure de /3(f), il existe 
un (*fHL , p )sousmorpbisme f1 C s Al de f tel que, en posant a.( f ) — 
= ?( s), on ait p(~f\s)) = T(p(s)). 
DEMONSTRATION. Soit h f. €H et /3 (7> f. J = s pour tout i € I. Si (p (h. h v.). £ f 
est un produit fibre naturalisé dans Dlî, il existe un produit fibre naturalisé 
(b., ̂ f)f€j dans H 4 tel que p ( ) = v., si p est un foncteur d'homomor
phismes saturé à { / j  produits fibres; de plus (démonstration de la propo
sition 4), on a vi e p lorsque 

b ̂  6 p pour i* e l et i + i* > 
En appliquant ce résultat au cas où b .  S s ., on obtient 0 s ., puis

1 p 1 ici 1 
qu'il existe un produit fibre naturalisé 

(P(hi),(p(s ),L , ^P(s.)))i€V 

On construit de même / (s) en prenant b — /3(f') ̂  s et b ~ f, étant 
P 

donné qu'il existe un produit fibre naturalisé 
(P( hi>'vi\^lt2 tel ̂ e v2 e №  i (P(s)). • 

COROLLAIRE 1. Supposons p à \l\produits fibres, fi e H et j 3 ( f () = s 
pour tout i €/. S'il existe S € H * tel que a( f.),.S et si s^s, il existe 

° 1 P P 
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une p - sous-structure s1 de S sur la classe ^ /.( p ( s )). 

En effet, avec les notations du lemme, on a s' = 0 7 (s).m 
i€l 1 

COROLLAIRE 2. Soit h 6 H et f = ( N, h t , M ) une restriction de p( h ). 
Si M et N engendrent des p - sous-structures s' et s de a(h) et J5( h) 

1 respectivement, il existe un (%L, p )- sous-morphisme h* €s .H .s' de h . 
En effet, d'après le lemme, il existe un p - sous-morphisme g € s .H 

-1 de h tel que a(g) — h ( s). Comme f(M ) C N, on a 
MCp(b1(s))> d'où s'r-h(s). 

-1 
Ainsi l'élément cherché est h1 — g .( h ( s ) <-N s ' ) . • 

P 
Supposons que H ' admette un élément final a tel que p( a) — 

— ! 0 ! • Si 5. € H ̂  , il existe /\ € a .H . s ̂  et, p étant à produits fibres 
finis, il existe un produit fibre naturalisé (( f ̂, v ^), ( f2 , v 2 )) dans p 
tel que p ( v ̂) soit la projection canonique de p ( s )̂ X p ( s 2) sur p ( s ̂. ) ; 
l'élément (( t> , v 2 ) , CL( v )̂) est donc un produit naturalisé dans p , de 
sorte que p est à produits finis. D'après le corollaire de la proposition 1, 
il s'ensuit que p est aussi résolvant à droite. 

Comme dans f 1 ] , n° 3 , nous désignons par : 
Kf ( p ) la sous-catégorie pleine de la catégorie produit fibre p \J pŷ , 

ayant pour unités les couples ( C *, s ) tels que 
C ' £ îl' , s £ // \ p ( s ) ~ C 

o o ' 
et que ( [ C * ] , s ) soit un graphe p - structuré [15]. 

Jl' ( p ) la sous-catégorie pleine de K*( p ) ayant pour unités les 
graphes multiplicatifs fortement ̂-structurés (i.e. les couples (C'.s) eK'( p ) 
pour lesquels il existe k. 6 s . H . s * s, où s* s, s X s et où p ( h ) est 
la loi de composition de C ' j. 

Jl(p ) (resp. Jî(p )) la catégorie des homomorphismes entre classes 
multiplicatives p - structurées (resp. fortement p - structurées) . 

îl'fp) la sous-catégorie de Jl(p) formée des néofoncteurs p • 
structurés; ses unités sont les graphes multiplicatifs p - structurés, i.e. 
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les triplets ( C*, s, s') tels que, K étant la loi de composition de C", 
on ait: 

a ) ( C ', s ) 6 K ' ( p )o et il existe k 6 s ,H . s* vérifiant p ( k ) = 
= (C. K, C * * C « ) ; 

b) Il existe vi € s .H .s' tel que p ( v f. j = (C, p .i, C' * C'), où 
p . désigne la z-ème projection canonique de C X C sur C. 
R E M A R Q U E . La condition b ( ajoutée dans [l] à la définition de graphe 
multiplicatif p - structuré introduite dans [ 15 ] ) est nécessaire pour la vali
dité de la proposition 5-3 [1 ] (et par suite du théorème 2-4 [1 ]). En 
effet, cette proposition repose sur le fait que la surjection [ /3, a] définit 
un néofoncteur p - structuré de ( C*, s, s') vers le groupofde p- structuré 
(( C*Q X C^)-1- , SQ X so ), où SQT—s. Or cette propriété n'est plus vraie si 
( C ', s, s1 ) vérifie seulement la condition a. Par suite, il faut aussi suppo
ser dans [ 16 ] (théorème 1-1 et proposition 7-1) que, si ( C, T, T* ) est 
un graphe multiplicatif prétopologique, alors T' est une topologie plus fine 
que la topologie induite par T X T sur C * * C ' . 
PROPOSITION 1. Supposons que ( C ', s, s' ) eJl( p ) vérifie V axiome b . 
Soit s une p - sous-structure de s et C = p ( s ). // existe s'/—s' telle que 
(C-,s,s*) eJl(p)Q. P i 
DEMONSTRATION. Soit k 6 s . H . s' tel que /?(Â>J = ('C,/<,C,*C*). On a 

C* = f C-* C')n 'v1(C)nv\(C)r\KX(C).-
D'après le corollaire 1 du lemme 1 appliqué à la famille ( v ̂, v 2 , k ), il 
existe k € s ,H tel que 

a(k) = 5'; s' et p(k) = (C, KL ,C'*C'). 
Donc (théorème 4-II[15]) ( C ', s, s' ) est une sous-classe multiplicative 
£ - structurée de fC, s,s'J. • 
COROLLAIRE 1. Si ( C , s) eH( p ) si s ,— s, on a (C\s) eH(p), 
où C ~ p(s). 

En effet, la classe multiplicative structurée ( C ', s, s * s ), où 
s « s, s X s, vérifie l'axiome b, de sorte que l'on construit un 
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( C ', S , S' ) 6ÎIf p ) , OÙ s\ S * S, 
à l'aide de la proposition 1 . Les relations 
s\— s* s, s*Sr-sXs, s X s ,—s X s et p( s' ) C p( s X s ) 

entraînent s',— s X s, d'où ( C ', s ) 6 fi(p ). m 
COROLLAIRE 2. Soit ( C •, s, s' ) eJl' ( p ) . Si C * est un sous-graphe 
multiplicatif de C * et si s, 5 et p( s) = C, alors il existe un sous-

p -
graphe multiplicatif p - structuré ( C ', s, s' ) de ( C , s , s* ). Si de plus 
(C\ s) eHf(p )Q, on a (C-, s) eHf(p). 

En effet, d'après la proposition 1 , il existe 
(C-, s, s') eH(p)o, où sV_sr. 

En vertu du théorème 8 -II [15], ([ C '], s ) est un sous-graphe p - struc
turé de ([ C *], s J. Donc ( C ', s , s' ) eJl' ( p )g. La deuxième affirmation 
se démontre comme dans le corollaire 1 . • 

Supposons que Jll soit un univers et que p soit la restriction d'un 
foncteur d'homomorphismes saturé à produits fibres finis P = (m ,P , H *) 
à H = P (511). Soit % la saturante de % dans % . Si 0 = K', îl,3î' , 3 ï ou 
Tl', nous notons P Q et Pg les foncteurs projections canoniques de Of P J 
vers Dlï et vers H * . Soit X ^ la classe des PQ- monomorphismes / tels que 

PROPOSITION 2. Supposons / £ XQ, oà C = K \ 5t' ow 5l' (resp. = 5ïj; 
a/ors P'̂ f/J £(P[g,)f« * désignant par P^ /é? foncteur canonique de 
lj(P ) vers ffl = ft' (resp. = ftj. 0« * ïî'f P Jq . Xj(, = X^,. 

DEM ONSTR ATION. Puisque P est un foncteur d'homomorphismes saturé, 
P Q en est aussi un, et il suffit de prouver l'affirmation lorsque Pty( j ) 
Supposons donc 

1 =P^(j) = (C\i,CA-) et Pgf/j = s^i. 

Soit C* la sous-classe multiplicative de C * définie par C.-Si D = 5t, 
on a ( C , s) eJï(P), d'après le corollaire 1 de la proposition 1. Comme 
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(C',s) et (C ,s) sont deux P̂ j - sou s-structures de (C',s) sur la 
classe C, elles sont égales; il s'ensuit 

C ^ C - et /efP^).^. 
-Considérons le cas où / est un néofoncteur; alors C définit un sous-
graphe multiplicatif C* de C'.-Si 0 = K', le couple ([C '], s ) est un 
graphe P - structuré (théorème 8 - II [15]); ainsi S = ( C \ s ) 6 K'(P) 
est une Pj/t - sous-structure de (C \ s). On en déduit C' — C et Je(Pŷ t)̂ ~m 
Si de plus ( C , s ) e7î'( P ), on a ê eHr(P) d'après le corollaire 2 de 
la proposition 1 , d'où / 6 X̂ t . - Si 0 = 3Ï' > on a de même ( C ', s ) 6 5l' (PJ 
et par suite 

= C *, / €f Pft,)/"" et jeXfc. 
-Soit D = 5T* et posons 

f3(j) = (C-:s.s') = e\ 
En vertu du corollaire 2 de la proposition 1, il existe une Pyji - sous-struc
ture ê — ( C *, s, sr ) de e' telle que s' s'. Un raisonnement analogue 

P 
au précédent entraîne 

£ = a(j) et / €f Pjj,)^. • 

LEMME 2. 5z 5 € #o e£ sz ̂  esr «72e ( P. , H )- sous-structure de S engen
drée par M, alors s est une P - sous-structure de S engendrée par M. 
DEMONSTRATION. P étant saturé, il revient au même (prop. 2-2 [l]) de 
montrer que, si 5 est une (P , H )- sous-structure de S engendrée par 
MCP(S) et si M e3ïï0, 5 est une P - sou s-structure de S engendrée par 
M, en désignant par H la saturante P (311) de H dans H *. En effet, soit 

s\— S, et MCP(s'). P 
D'après le lemme 1, il existe une P - sou s-structure i = 5 H 5 ' de S telle 
que 

P(s) = P(s')nP(s) , s , — s ' et s V s . 
° P P 

Des relations 
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s_S et M C P(s) e% 
p ° 

on déduit s/ s, par définition d'une ( P r~, H)- sousstructure engendrée, 
d'où s = s et s,—s*. Ceci achève la démonstration.» 

P 
1 PROPOSITION 3 Si P est J  engendrant pour %, il est (%, D;résolvant 

( [ 1 ], définition 1  3 ) pour 
DEMONSTRATION. Supposons f C", s j € K ' ( P )q et M C C, M € Dlï . Il 
existe a € s . H . s , b € s .H .s tels que 

Pfa) = (C, a, C) et P(£j = f C,/3, C). 
Si M = MuafMJu/SfM), on a M € № q , car Jll est un univers. Par hypo
thèse, M engendre une ( P{~* H ) - sousstructure s de s qui, d'après le 
lemme 2, est une P  sousstructure de 5 engendrée par M. Comme 

a' = fS, aL ,M) e% et /3' = ( M , J5t , M ) e % , 
le corollaire 2 du lemme 1 assure l'existence de 

a* = (M, ou ,M), J3' =(M, fit ,M), a* e s.H .s et P es. H.s 
tels que p( a') =al et p( b') = ¡3'. Ainsi (Y M, /3',a'), s) est un graphe 
/?  structuré et l'on a ( M ^ s J e K ' f P J . Evidemment (M',s) est la 
( Xj/i , K ' ( P )) sousstructure de ( C \ s ) engendrée par M, de sorte que 
P est ( ÎH , K * )  résolvant, d'après la proposition 22 [ 1 ] .Supposons de 
plus 

e = ( C , s) eJî'(P )Q (resp. = ( C •, s, s1 ) eîl'( P)Q) . 
Du corollaire 2 de la proposition 1, il résulte 

ê ̂  ( M*, s) eJî'(P ) (resp. = (M \ s, s') eJl'f P ), où s'^s'). 
P 

Ainsi S est la (Xq,0(PA) s ou sstructure de g engendrée par M, pour 
0 = 5!' (resp. =Jl').-Si(K',S)€ÏÏ(P)oetsi 

AC K et A €%Q, 

on a (K\ S) eH(P )Q et K = P (f j € ÎRo, en désignant par S la Psous
structure de S engendrée par A (corollaire 1 de la proposition 1). Par 
suite (K',S) est la (X^,5Ï(P ))sous structure de (K\S) engendrée 
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par A. m 
PROPOSITION 4. Si P est dénombrablement engendrant pour %, alors Pŷ  
est (%KJ, Xŷ ,Pyi{%))" engendrant, en désignant par Xŷ  la classe des 

j = ((C\s,s')tj,(C\s, S')) eXft 
tels que /' € P ̂ , où j* € s* .H .s' et P(j') = (Cm*C',j X j i , C '* C 
DÉMONSTRATION. Soit ( C *, s, s' ) e îl( P ) et M C C , M € % . On a: 

kes.H.s', où P(/U = (C,/<,C'*C), 
/< étant la loi de composition de C'. Puisque P est r  engendrant pour 
% et que 

K 1 = fM ,kt , M'*M') e№, 
il existe, comme il est dit dans le lemme 2, des P  sousstructures et 
51 de s' et 5 respectivement engendrées par M * * M * et par M, et appar
tenant à la saturante H de H dans H '. Le corollaire 2 du lemme 1 assure 
l'existence d'un k ̂  € s 1. H . tel que P ( & 1 ) € 3lî soit une restriction de 
P ( k ). Pour tout entier i < n, supposons défini un (%L, P )  sousmorphisme 
ki e ŝ , H , s*, de k, tel que P(k^) 6% et que k ̂  soit un P  sousmor
phisme de pour tout i1 £ z . Définissons par récurrence kn comme suit : 
Soient p et p2 les projections canoniques de C X C sur C et posons 

M = P(s ,)up JP( s' <))<upn(P(s' ,)). 
On a M £511 et l'application K  (M , , M * * M * ) € )H admet P (k ,) 
pour restriction. Il existe des P  sousstructures s' et s de s' et s 
r n n 
engendrées par * et par Mn respectivement, et par suite un P  sous
morphisme kn e sn. H. s'n de k tel que P(k ) soit une restriction de 
P(k) et admette /<n , et a fortiori P ( £ ̂  ̂  ) , pour restrictions.Comme P 
est dénombrablement engendrant pour )IÎ, il existe s',— s' et iy—s telles 

P P 
que 

P(s')= U P(sfJ = M' et P f i J = U P f 5 J = Af. 
Î€iV 1 i€N 1 

Les relations /< ( P ( s\)) C P f s.) pour tout z €/V entraînant K ( AT ) C M , il 
existe 
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kes.H.s', avec P ( k) = ( M, K i , M') 6 % . 

et 

Par récurrence, on en déduit 

246 

Montrons que l'on a AT = M é* M '. En effet, soit (y ,x) 6AT ; on a (y ,xj €P (V.) 
pour un certain entier i; il en résulte 

y € M ... C M, x € M. ,,C M et y .x e M...C M, 
d'où (y,x) 6 M* * M*. Inversement, si ( y*, x' ) 6 M * * M *, il existe un 
entier n tel que 

y' 6M , x' e M et y'.x' €M , 
c'est-à-dire (y1, x' ) €M^*M^C P ( s'n) C M'. Ceci prouve que M ' * M * = AT, 
de sorte que P ( k ) est la loi de composition de la sous-classe multipli
cative M • de C *. On obtient donc 

£ = (M-, s, s') e?l(P) , s s, M C M 6 5)1, o /p-
et e est une P<̂ - sous-structure de e. 
- Supposons que e = ( C ', 5 , s' ) soit une Pj|- sous-structure de ( C *, s,s* ) 
vérifiant 

M CC, s et s's'. 

Soit & l'élément de s. H. s' appliqué par P sur fC,/<£,C"*C'). Comme 
sl et 5i sont les P - sous-structures de 5 et s* engendrées respective
ment par M C C et par M ' * M ' C C • * C * , on trouve 

s.—s et s' —s'. 1 p 1 p 
Supposons prouvé, pour tout i < n : 

s .. s et s'./— 5'. 

Alors on trouve 

et * C C # * C • , de sorte que 
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P(s) - U P(s.)CC et P(s>) = U P(S'.)C C'*C\ 
F€/V V I€/V 1 

Par suite s,—5 et s' s'. Ceci prouve que ( C ', s, s' ) est la (X& ,Jl(P))-
P P 1/1 

s ou s-structure de ( C ', s, s') engendrée par M. Le foncteur d'homomor-
phismes Pŷ  étant saturé, Pft est ( JH u, Xŷ  .Py^IJH)) - engendrant, en vertu 
de la proposition 2 - 2 [ 1 ] , ce qu'il fallait démontrer. • 
REMARQUE. Les propositions 4 et 3 admettent la proposition 4-3 [1] 
pour cas particulier. Il en résulte le résultat suivant (dans l'énoncé du
quel nous reprenons les notations du n° 3 [ 1 ] ), qui généralise le théorè
me 1-3[ 1 ] . 
COROLLAIRE. Supposons que M soit un univers, que P soit (resp. soit 
dénombrablement) r-- engendrant pour % et à 5Kq- produits et que H € 
Soit G(p ) une sous-catégorie pleine de \\( p ) telle que 5ï,( p ) C 0 ( p ) t 
51 + 0 et K 4 0 (resp. de \l( p )). Si e €°W(p)o et si r est une relation 
sur p^( e), il existe une (Jj(p )t p<^)- structure quasi-quotient de e par rt 1 

En effet, la démonstration est analogue à celle du théorème 1-3 
[ 1], le foncteur P étant ( J H , 0 )- résolvant d'après la proposition 3 (resp. 
d'après le théorème 1-5 [ 1 ] si C = K ou si 5(p)D ®(p) ), et le fonc
teur Pŷ  est ( 3ïïU, Xŷ , Tl(p ))- engendrant en vertu de la proposition 4. • 
LE MME 3. Soit q = ( J F L , q , K * ) un joncteur fidèle admettant une section 
maximale z (n° 4[ 1 ] ) ; alors z(%t)Cq 
DEMONSTRATION. Soit f €%l et 7 = z(f). Supposons 

k € j3(j).K, s - a(k) et q(k) = f.g. 
On a z(q(k))~ j.z(g). Par définition d'une section maximale il existe 
h £ z(s ) t K . s tel que q(b) - q(s) . Comme q est fidèle, on trouve 
k = z( q( k )) , b . Les relations 

j.(z(g).h) = z(q(k)).b = k et q(z(g).b) = g 
entraînent que / est un q - monomorphisme. • 
PROPOSITION 5. Supposons que p admette une section maximale z. Soit 
p^ le foncteur canonique de Vi(p) vers œ . o a . u = K \ 7 i ' ou m- et 
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ffi = 31' (resp. Il = ffl = ï , 5 ,6oa 6», r«p. 11 = 31 o« 5! et ffi = 3lJ. 
1 A/ors p^ admet une section maximale. 

DEMONSTRATION. Soit C' £ Ti ; posons 
szzZ(C), j = z(C X C,i ,C-*C') et £ = z(C K, C-*C) 

où K est la loi de composition de C*. D'après la proposition 1-4 [l] 
/3(/ J = s X 5 et, en vertu du lemme 3 , / € p . Donc ( C *, s ) £ 5î( . 
Si de plus on suppose Cell, où 11 = 31' (resp. = , 3 ^ , S ou S'),on 
obtient 

z(C, a, Cj € s.H .s et 'z( C , fi, C ) € s . H .s , 
de sorte que l'on a fC\s) £ (resp. £ Il ( p )). Ainsi on définit un 
foncteui section de p^ en posant 

ZCllrc',£,c-) = fc-.2;fc.£,c;,C') si(C',£,c)€ffi. 
- Soit e - f C ', 5, s' ) £ Il r p Jo • Par définition de z , il existe 

h€z(C).H.s et £' ezfC* C').H .s' 
tels que p( h )~ C et p ( hf ) - C * * C * . Par suite, il existe aussi 

h €( C\ z(C)) .^(p) .e tel que p\\( h ) - C * . 
Ceci montre que ẑ j est une section maximale de p̂ j . m 
REMARQUE. La proposition 5 généralise la proposition 2 - 4 [ 1 ] . 

2. Relation structurée engendrée par une relation. 
Soit %r la catégorie des homomorphismes entre relations d'équi

valence dont les éléments sont les triplets h — ( r', h , r ), où r et r' sont 
des relations d'équivalence sur M et M' respectivement et où h— (M h , M)€% 
est une application compatible avec ( r*, r). Soit p le foncteur canonique 
de %T vers 3lî, qui associe h à h . Dire que r est une relation d'équiva
lence compatible (resp. bicompatible) sur C*, où C * £ 3 l o (resp. 
signifie que l'on a 

(C-,r) eJ{(p)o (resp. el'(p)o). 
LEMME 4. Soient C ' £ ît' et r — ( C,A,C) une relation compatible avec 
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les applications source a et but /3 de C \ La relation d'équivalence f 
compatible sur C * engendrée par r est bicompatible sur C *. 
DEMONSTRATION. La relation d'équivalence engendrée par r est évi
demment compatible avec a et /3, de sorte que nous pouvons supposer 
directement que r est une relation d'équivalence. Soit rQ la relation d'équi
valence induite par r sur C *o et soit fQ la surjection canonique de C^ 
sur Ĉ /ro. En désignant par S le groupoide des couples associé à 
C ' /r , on trouve 
o o 

F = (Ŝ .[r~o f3,r~oa],C) eJl'; 
puisque r est compatible avec a et /3 , le néofoncteur F est aussi compa
tible avec r. Soit / le épimorphisme canonique de C* sur la classe 
multiplicative C'/f quotient de C* par r; on sait que / est une pŷ-
quasi-surjection définissant C ' /f comme pŷ- structure quasi-quotient de 
C* par r; il s'ensuit qu'il existe un et un seul F' € ÎI tel que F',/ = F. 
Supposons 

f €C, f € C et /' ̂  / mod f. 
On a J(f) = J(f>), d'où Ff/j = Ff/'; et 

F(a(/)j = a(F(f)) = af Ff/' Jj = F(*(f')). 
Par définition de F, l'égalité F (a(f)) — F(a(f)) entraîne a(f) ̂  a(f) 
mod r et, a fortiori, a( f) ̂  a( f ) mod r. On montre de même que l'on a 
/3(f)^ j3( f )mod f. Donc r est bicompatible sur C'. I 

Nous désignerons par N l'ensemble des entiers positifs. 
PROPOSITION 6. Soit C * € JlQ et r - ( C, A,C ) une relation. La relation 
d'équivalence (resp. d'équivalence compatible sur C*) engendrée par r 
peut être construite par récurrence. 
DEMONSTRATION. Soit S ̂  — ( S, ) le groupofde des couples associé 
à C La relation symétrique engendrée par r est ( C, B , C ) , où 
B — A U A"1, en désignant par A"1 la classe des inverses des éléments 
de A dans S^ . La relation d'équivalence engendrée par r est la relation 
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( C, e(A ), C), où e(A) désigne le sous-groupofde de S engendré par 
Bj. Définissons Bn par récurrence pour tout entier n en posant : 

B 1 = BU S^ et Bn = K^(S^ n(Bn_1)2). 
On obtient par récurrence 

d'où 

-Soit P ' = ( P, K2 ) la classe multiplicative produit C* x C'.SiMCCxC, 
posons 

M * 2 = fp«*P')n (M x M;. 
Construisons par récurrence pour tout entier n la partie A^ de C X C à 
l'aide des égalités : 

A ^ e ( A ) et ^ +1 = e<K2 (A f ) U . 
Soit A = U A . Montrons que la relation r compatible sur C ' engendrée 

n €N n -
par r est f'~(C,A,C). En effet, on a r ' C f et r* est une relation d'équi
valence, car c'est la réunion d'une famille de relations d'équivalence 
croissantes. Il suffit donc de prouver que r' est compatible sur C*. Or, 
si l'on a 

(x',x)eÀ, (y\ y) e A, (y', x') e C •* C • et (y , x) e C •* C •, 
il existe un entier z tel que 

ç = «v. w.r*'.*;; e A * 2 , 
et par suite 

«2(£) = (y'.x',y.x)6Ai + 1cÀ. 
Ainsi r — r • 
COROLLAIRE. Si C* est un graphe multiplicatif et r' = ( C, Af, C) une 
relation, la relation d* équivalence hicompatible f sur C ' engendrée par 
r* peut être construite par récurrence. 

En effet, la relation compatible avec a et /3 engendrée par r' est 
la relation r = ( C, A , C ), où 

A = A'u a2(A')v fi2 (A9). 
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Du lemme 4, on déduit que r est la relation compatible sur C * engendrée 
par r, relation qui a été construite par récurrence dans la démonstration 
précédente. • 

Soit p = (%, p , H ' ) un foncteur d'homomorphismes saturé à pro
duits fibres finis. Soit X une partie de p contenant H^. 
DEFINITION. On appelle relation (p, X)structurée un couple (s,r) tel 
que s eH^y que r soit une relation d'équivalence ( p( s ), A , p( s )) et 
qu'il existe j € s X s .X vérifiant p( a(j )) = A. 

Soit J!ir( p ) la souscatégorie pleine de la catégorie produit fibre 
pM p ayant pour unités les relations f p, X )  structurées. On définit un 1 
ordre sur JHr( p )Q en posant 

(s',rt)<(s,r) si, et seulement si, s' — s et r' C r. 
Soit s€H*Q, p(s) — C et (C,A,C) une relation r. S'il existe un plus 
petit élément ( s, r) dans la sousclasse ordonnée de (5ìlff p )o>< ) formée 
des éléments ( s, rr ) tels que r C r', on appelle r la relation (p,X)~ 
structurée engendrée par r sur s. 

Soit p(p) le foncteur de %f(p) vers % associant à (h , ( r", p(b), r')) 
l'application 

(A", h X h L , A'), où r' = ( C, A', C ) et r" = ( C", A", C" ). 
Soit Y la classe des h € %r( p ) tels que 

h = (s,(rm,C,rf)), s eHQ et p(s)C. 
Dire que f est la relation (p, X)  structurée engendrée par r = ( C, A, C) 
sur s €H^ signifie que (s,r) est une ( Y, %r(p ))sousstructure de 
(s,(C,CxC,C)) engendrée par A (relativement au foncteur p(p)). 
LEMME 5 . Si % est un univers et si p* = (%, p t , X ') est un foncteur à 
ÎH  produits fibres, p( p) est ( %, Y, Jlïr( p ))  engendrant. 
DEMONSTRATION. Soient s €H^9 C = p(s) et A C C X C . Désignons 
par / la classe des j 6 s X s .X tels que A C p( OL( j)) et (s, r') € №r(p)o , 
où r' = (C, p(a(j))t C) . D'après la proposition 11I, on a / e %n, de 
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sorte qu'il existe un produit fibre s' de (j)j£j dans X •. Il s'ensuit que 
( s,f), où f~(C,p(s'),C), est la relation ( p, X ) - structurée engendrée 
par ( C, A,C) sur s, ce qui achève la démonstration, d'après la remarque 
précédant le lemme. • 
EXEMPLE. Soit X la sous-classe de 7lf formée des néofoncteurs (C ', t ,C') 
tels que C ' soit un sous-graphe multiplicatif stable de C *. Soit C * € ÎÎ  
et r une relation sur C. Pour que (C*,r) soit une relation ( pŷ t, X ) -
structurée, il faut et il suffit que r soit une relation d'équivalence bicom-
patible sur C*. Toute relation r sur C engendre une relation (pyi%yX)~ 
structurée sur C *, à savoir la relation bicompatible sur C * engendrée 
par r. 
PROPOSITION 7. Supposons que p'—(%,pL,X') soit un joncteur dénom-
brablement engendrant pour %. Si s 6 H^, si C = p( s) et si r = ( C, A, C) 
est une relation, on peut construire par récurrence la relation (p, X)• struc
turée engendrée par r sur s. 
DEMONSTRATION. Nous désignons par S ^ — (S,K) le groupofde des 
couples associé à C. On sait [14] que ( S ̂  , s X s ) est un groupofde 
p - structuré, de sorte qu'il existe k €sX s. H vérifiant les conditions 

p( k ) = ( S, K , S^ * S'1' ) et a(k) ~ cr,—.( s X s ) X ( s X s ). 
P 

De plus il existe v . € s X s , H . a , où i = 1 et 2, tels que 
P(v.) = (S, fri. s4' * s"1";, 

en notant p̂  les projections canoniques de S X S sur 5. Puisque p' est 
/--engendrant pour 5lï, il existe une f X, /7 J - sous- structure s' de s X s 
engendrée par 

AU A~XU 5^ C p(s X s). 
D'après le corollaire 1 du lemme 1 il existe aussi une p - sous- structure a. -1 -1 
de cr telle que cr̂  — v ±(s\) ̂  v2 ( * Supposons définies, pour tout 
entier i<n, des p - sou s-s truc tur es sj. et a. de sXs et cr respective
ment, de sorte que 

252 



SUR L'EXISTENCE DE STRUCTURES LIBRES 135 

253 

P( s'i-i) C p( s'.) et or. = v\(sti)nv\(sfi). 
Soit s'n la ( X, H )- sous-structure de s X 5 engendrée par 

An^jA;\ où A n = K ( p ( ° n J ) * 
-1 -1 

et soit an = v^s^) C\ v 2 ( s'n). Si (y, x ) £ p ( s ^ ) , on a 
fx.xj epfs'^C P(s,n̂ 1)1 

d'où 
g = ((y,x).(x,x)) ep(crnmml) et (y,x) = K(Ç) 6AnCp(s'n). 

Ainsi nous avons construit par récurrence une suite croissante (s* ) 
de p - sous-structures de s X s. Comme p' est dénombrablement engendrant 
pour ìti, il existe s' €H^ et j € s X s . X . s' tels que 

Â = p(s')= U p(s'). 
n € N 

Montrons que r = ( C, A , C ) est une relation d'équivalence. En effet, on a 
S ~l~ C A = U A = Â~\ car S"*" C A VJ A ~1 C p( s' ) C A 

Si f y', y ) 6 A et f y, x ) £ A , il existe un entier n tel que 
(y',yj eAn et fy, £ An; 

on en déduit 
7? = ((y'.y).(y.x) ) ep(an) et fy\*J = K(77) € A^ + 1C A. 

Donc (s,f) est une relation ( p , X ) - structurée. - Soit ( s , r" ) une relation 
(p, X)-structurée, où rC r" = (C, A», C); alors A" = et s" sXs; 
de plus A" définit un sous-groupoîde de S contenant A. On a p( sr̂ )CA". 
Si l'on a prouvé que p( s'n_ ) C A", on obtient 

p ( °~ ) C A""1- * A " , Aw = K O f a ^ W C A" et A"lC A". 

Il s'ensuit s' 5" et, par récurrence, s' s". Ceci prouve que r est la 
U P P 

relation (p, XJ-structurée engendrée par r sur s. • 
COROLLAIRE. Supposons que p soit dénombrablement engendrant pour 
J({. Si (C*,s) e\l(p) , toute relation r sur C engendre une relation 
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Y^)- structurée sur ( C',s) que l'on peut construire par récurrence, 
étant la classe des p^-monomorphismes j tels que p^( j) Cp^" (nota

tions § 1 ) si 11 + Jl et Yft = Xj( . 
En effet, si U = K ' , 31' , 5r ou 5î (resp. = Jl, resp. si ̂ (p)C^(p)). 

la démonstration de la proposition 3 (resp. proposition 4, resp. du théo
rème 1-5 [1]) montrent que (ÎR>p(||i , Ycy ) est dénombrablement engen
drant; le corollaire résulte de la proposition 7 • • 
EXEMP L E . Soit Oeîl' et r = (C,A,C) une relation. D'après l'exemple 
donné plus haut, la proposition 7 permet de construire par récurrence la 
relation bicompatible f sur C* engendrée par r. Remarquons que la con
struction est différente de celle indiquée dans la proposition 6. Reprenons 
les notations de la démonstration de la proposition 7, pour p — pj[* et 
s = C * . Si r est compatible avec a et /3, alors p( s^) est formée de tous 
les couples 

(g„ gV fn /x) telsque f g., f. ) e /1 U A _1 U S ̂  

pour tout /¿72 et n €N. Les propositions 37 et 52, chapitre III, C.S., 
signifient que, sous les hypothèses de ces propositions, f est la relation 
d'équivalence engendrée par ( C, p(s'^), C)-

Soit [ C ] un graphe et L * la catégorie libre des chemins propres 
de [ C ] ; nous identifions C à une partie de L . Soit r — ( L , A , L ) une 
relation ayant les propriétés suivantes : 

1° ) A C(C2XC) uAc où Ac est la diagonale de C ; 
2°)Si (y,x) 6A, on a J3(y) = j3(x) et afyj = a(x) ; 
3°)Si(y,x)eA et (y, x') € A, alors x = x'; 
4° ) Les conditions (x",x',x) e C3 , ((xH,x'),x2 )e A et ((V,xJ,x ̂ eA 

assurent l'existence d'un x € C tel que fx" . x ̂ x) € A et (x2 . x, x) € A . 
PROPOSITION 8. Supposons les hypothèses précédentes vérifiées, et soit 
f la relation d'équivalence bicompatible sur L * engendrée par r. Pour tout 
m eL, la classe m modr contient un chemin y (m) de longueur minimale 
(dit irréductible). Il existe une bijection de L/r sur y (L) et C s'iden
tifie à une partie de L/r. 
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DEMONSTRATION. Les symboles i,j et n représenteront des entiers 
positifs. Si m £ L, nous notons l(m) la longueur de m, i.e. l'entier n 
tel que m 6 Cn . Soit A' la classe formée des couples (m1, m2 ) € L X L 
de la forme 

m^g'.yt.g. i = let2. g€L, g' € L , y1 * y2 et f y x. y 2 ; € A . 
D'après la condition 1, on a 

/ ( 772 1 ) = / r ^ 2 j +1 Si y2 4 
l(mX) = l(m2 ) + 2 si y2 €L \ 

o 
Soit B = A'u A'^uA^ H résulte de la proposition 37, chap. ÎÏI, C.S., 
que r est la relation d'équivalence engendrée par ( L , B, L ); autrement 
dit, on a 772 ̂  m' mod f si, et seulement si, il existe (̂  f- ) f« < n tê s que 

m ̂ ~ m , m n — m' et (m^ m^^)€B pour tout i < n . 
-Supposons m — ( xn x ) £ L et l{m) — n . Construisons par récurrence 
un chemin y (m) de la façon suivante : 

1° ) Soit yQ( 772 ) = 772 . S'il n'existe aucun couple ( m , m* ) £ A' , 
posons /yiC 772 J = 77? ; en particulier 'ŷC m) — m lorsque TT? £ C. 

2° ) Sinon, soit z le plus petit entier tel que (T * * + i ' x J * r * ̂  6 ̂  
posons 

yi(m) = (xn>..., x.^2).x\(xi^,..., xt) eL. 
Par hypothèse sur A, le chemin ŷ ( m ) est bien défini et l'on a 

f m, yx(m)) 6A>, l(yi(m))<l(m). 
3° ) Supposons défini y.( m) pour tout / < i <. 72 et posons 

On a /f y^m)) l ( y m ))> Pégalité ayant lieu seulement si y Jim) = 

4° ) Puisque ( y j( m ))̂  ̂  n est une suite de chemins de longueur 
décroissante, il existe un plus petit 7 < 72 tel que ŷ ( yj( m)) — yj( m ) • 
Nous noterons y (m) le chemin yj(m). Ainsi on obtient un chemin y (m) 
tel que 
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1(7 (m)) <l(m)~ j et 7 ( y (m )) = 7 (m ), 

= x " et 772 J = 772 2 . Supposons X 1 ̂  . Alors C 772 772 2 ) 
) Si 7fx1.g1) = x1.glS on obtient 7y +2 fa *) = 7e f 772 2 ) ; 
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de sorte que y : m -* y (m) est une rétraction de L sur y (L). Des rela
tions 

( 7 / ™ ) ' 7i4rl(m)) £ A' pour tout i < 7, 
on déduit m ̂  7 (m)mod f. Si de plus m' € L et 7 (m') = 7 (m), on a 
772' ̂  m mod r, car r est une relation d'équivalence et 

m* ̂  y ( m' ) - y ( m ) ̂  m mod r. 
- Supposons ( m L, 7?22 ) £ /4 ', où m1 ~ g* .y1.g et z = 2 et 2. Montrons que 
l'on a y ( m 1 ) — y (m2 ) . Il suffit de prouver l'existence d'entiers i1 et 
z" tels que y\,( m l) = yin{ m 2 ), cette égalité entramant y (m 1) = y (m2 ) 
par construction de y . En effet, par définition, on a 

fy1,y2)€i4 et y ^ f / ^ ' j e C ^ L . 
Il existe un plus petit 7 > 0 tel que 7j(mt) = g'*yt.7(g). Si 7(gj € f^ > 
on obtient 

r y + 1 f « 1 ) = « ' . y 2 = y y u 2 ) . 
Supposons y f g J ̂  f - ̂  ; il existe x £ C ~ tel que 7(g) — x. g ̂> où 
g x £7fL J.'Alors 

7y f ™ 1 . ) = g ' gA et y. (m2 ) = g ' , y 2 .x.gx. 
Deux cas se présentent : 

1° ) Si (( x', x ), y ) £ A pour tout y € C, on a 

Ty + i f ™ 1 ) = g'.y" = 7f(m2 )• 
2° ) S'il existe (Yx', x), x x ) £ A , on a 

Ty + i f ™ 1 ) = g' .X?L.X1.g 1 = 772 J, 

et la propriété 4 assure l'existence de f x".x1,xJ £ A et 
(y2,x,xj£A. Il s'ensuit 7 e ( 7 7 2 2 ) = g'.x.g1 = 7 7 2 2 , où 
£ = 7 si y 2 £ et e = 7 -f i si y 2 £ . Si x 1 £ L ̂  , on a 
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b)Si l(y(g)) = 1, ona^eL^ et, d'après a, y(m1) = y(m2) . 
Supposons cette égalité déjà prouvée dès que l( y( g )) < n 
et soit !( y (g)) = rc. Comme ( m^, m f ) € A' et que 

Hy(gi))<t(y(g)) = n, 
on en déduit y(m^) = y(m2), d'où y( mX) = y(m1^) = 
= 7/fm2). Par récurrence, le résultat est ainsi prouvé. 

En conclusion, y(m1) = y(m2) lorsque (m*,m2 ) € A*, et par suite 
lorsque (m1, m2 ) € B. 
-Supposons 772 ̂  m* mod r; il existe ( mj)j^ n tels que m ~ m ̂, m' — m ̂ 
et ( 772 I, 772. + ̂  ) € B . Il en résulte 7 ( 772. ) = 7 ( + pour tout z < 72, d'où 

7(772 ; = y(mx) = ... = y (m.) = ... - 7f mn) = 7(772') , 

i.e. y est compatible avec r. De plus l(y(m)) 5../fm'j, l'égalité ayant 
lieu seulement si /( y( m' )) = /( 772' ), c'est-à-dire si m* = y(m* ) - y(m ). 
Donc y(m) est l'unique élément de mmodf tel que l( y ( m )) ̂  l( m' ) 
pour tout 772' 6 m mod r. Nous appelons 7( 772 j le chemin irréductible (rela-

A 
tivement à r) associé à m mod f. On construit une bijection y de L/r sur 
7(LJ en associant y (m) à m mod r. Cette bijection définit un isomor-
phisme de L */r sur la catégorie y(L)J~ telle que 

(7722,7721)-*7(7722 .772I) si, et seulement si, a( m 2) — j3( m ̂ ) . 

-Soit m € y( L ) et m' € y( L ) . Comme m — y (m) et 772' = y(m' ), on a 
772,̂  m'mod f si, et seulement si, m — m'. Etant donné que C C^f L), 
l'application / -> /7720̂  r, où f €C, est une bijection de C sur une partie 
C de L/r. m 
COROLLAIRE. La conclusion de la proposition 8 est valable si [ C] = 
= [ Ĝ J et sz f est /¿2 relation bicompatible sz/r L ' — L [ consi
dérée dans la démonstration du théorème 8-11. 
DEMONSTRATION. Reprenons les notations de la première partie de la 
démonstration du théorème 8-II • "Si À? = 1 et h = 2 , on a 

(H2u H'2u K2)r>H = 0, 
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de sorte que la relation r2 sur L [ G 2 ] vérifie évidemment les propriétés 
1,2,3 et 4 ; ainsi la proposition 8 s'applique dans ce cas. En particulier 
[G2] s'identifie à un sous-graphe de [M^] et H ' à une sous-catégorie 
de M2 = L[G2]7r2; l'égalité 

hl.kl = h2 .k2 , où k. €H 2 et hi e H (resp. £ tf*2 ) 

entraine h . — hn et k « = k „ .-Soit A. un ordinal de la forme \= \'-f 2. 1 2 1 2 
Supposons construite, pour tout ^ < \, une catégorie de façon que, 
si £ = £' + 1 : 

a) soit la catégorie quotient de L [ G^]' par et que [G^] 
s'identifie à un sous-graphe de [ Mg ] ; 

b) si ̂ 1#^1 = ̂ 2 , où k. € H g et h i € M̂ . * , alors h ̂ ~ h 2 et 
h — k 

c ) si r z, $ * ).6 € t pour tout z £ a(<ï> ) , où & £ <ï> * , Mg , on 
ait 6H'g . ~ ~ 
Soient [ G^] , rx et Mx les éléments définis dans le théorème 7-ÎI. Posons 

L* = L[GX]- et r - ( L , A , L ) t oùA = DxuDx, 

en désignant par Dx la classe des couples (( h ,( z, <ï> * ) , *P * ) , £. T (i)) 
tels que ( M Xt , *P , a, ( *P ) ' ) soit la transformation naturelle définie par le 
triplet (<î>yT,ê) et que a(h)~$(i). Un simple calcul montre que A 
possède les propriétés 1,2,3 et 4 . Comme r x est aussi la relation r In
compatible sur L* engendrée par r, les conclusions de la proposition 8 
s'appliquent à cette relation. Il s'ensuit que les conditions a,b et c sont 
encore satisfaites pour £ = \ , de sorte que, par récurrence transfinie, le 

A 
corollaire est vrai pour tout \ <, K . • 
EXEMPLE. Soit [ G ] un graphe, [ C ] un symétrisé de [ G ] (n° 4 [ 1 ] ) et 
L ' la catégorie libre L [C ] •. Soit r la relation (L ,A, L ), où A est la 
classe des couples 

(f, f), ((T1. f). a(f) ) et ((f, rl)y(3(f)) 
tels que / £ G - [G ]q. Cette relation vérifie les propriétés 1,2,3 et 4. 
De plus L '/r, où r est la relation bicompatible sur L • engendrée par r, 
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est le groupofde libre F [ G ] * associé à [G] (i.e. la g-structure libre 
engendrée par [ G ] , en notant q le foncteur fidèle de 5" vers la caté
gorie § des morphismes entre graphes qui associe [S * ] au groupofde S*), 
d'après le théorème 9, chapitre III, C.S. (voir aussi [ 1 ] , n° 4 ) . Par suite 
la proposition 8 montre comment est construit un élément de F [ G] * . 1 
3. Lemmes relatifs au théorème 12-11 . 

Les notations sont celles des § 1 et 3 , II • 
LEMME 6. Soit (C\V)€<5Q tel que Limv soit injectif. Soit M' une 
sous-catégorie de C' vérifiant la condition : 

(A) Si 0 = ( C\<ï>, €Î A et si Limv<!) €M, on a $>(I)CM 
et (M ' , 0 , î ' ) admet ( 0 M *, v($ ) , I * ) pour limite projective 
naturalisée. 

Alors M' est une sous-catégorie pleine de M', en notant ( M ', V ) la 
complétion § - projective de M dans ( C', V). 
DEMONSTRATION. Bien que la condition (A) soit plus faible que la con
dition Limv <$> \ M du théorème 5 - II, la démonstration du théorème 5 - II 
(dont nous reprenons les notations) peut être utilisée sans modification 
pour prouver l'égalité N^ =*- M^ ; il en résulte aussi que M * = Ai ' est une 
sous-catégorie pleine de M ̂  • Soit k £ k et supposons montré 

fM^t^.M^ . M^CM^, pour tout < ̂ < k. 
Soit f €(Mç%)^.Mx.M^, où < k. 

1° ) Si k est de seconde espèce, il existe £ < k tel que £% £ S, 
et f € Mg\ l'hypothèse de récurrence entraîne / €M^% . 

2° ) Supposons A = k' + 1 . On sait que / = m" .rn .m'€ N y. Comme 
a( f) € M, on a (démonstration du théorème 5 - II) m9 € C et / € M i, . A 9. M * . 
Montrons M̂ i . A ̂. h\'o C M̂ t . . En effet, soit m 1 € A ̂  . et /3(rr2 ) 6 M 
alors m1 = limVy¥1 où *P est définie par le triplet (<f>,T,ê). Puisque 
Lim <î> e"M̂ , et que Limv est injectif, il existe £ < A! tel que /3(0 ) C , 
de sorte que 

P"(<&).™1= r(i) €M^.Mxt . M ^ C 

259 



142 c. e h r e s m a n n 

pour tout i 6 a(*P). Mais, par construction de Mg , il s'ensuit 
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ml e ^ + 1CMx,, d'où % M V M ; C M X , . 
-D'après la démonstration du théorème 5-II, on a A-̂ . My% C AyK) M.y% et, 
par définition de Nx, il existe m. € Ax tels que m = m ̂ . Il 
s'ensuit rnz.ml€ . , car 

et, par récurrence finie, 7/2 € Mx . Donc 
f = m" .m eMv et / 6 f Atf. ^ . Mx» . M'0 C M^, . 

3° ) Par récurrence transfinie, on obtient (M̂ ., )^ . M^.M^CM^i , 
pour tout ^' < \ £ X.. - En particulier, M^.M.M^C M; autrement dit, M* 
est une sous-catégorie pleine de M ' . • 
LEMME 7. Soient (C-, V, ¡1) €$ty, O € C A et e C .c5 Si W 
es* W7?e transformation naturelle définie par le triplet ( 0, T, £' ), où E9 = 
= LimV<&, il existe te/ = lim^W. -> 
DÉMONSTRATION. Posons Z'^aCO) et /*=a(<ï>'). Si / 6/ * , le 
triplet ,Tj,$'(j)), où T.(i) = T(i) .sH;(<b') pour tout f €définit 
une transformation naturelle ; soit T%(j)~ limv^.. Si & € ./ . /, on 
obtient 

P^r<I>;.T'r;r;.<ï>'r^>> = T(i).sfi(Q').$'(k) = r(i)\s^(99) = 
= Pl(Q).r9(j), 

pour tout i€l^y et par suite T9 ( j* ).<&'( k ) - T9 ( j ) . Ainsi le triplet 
f £ , T' ,0') , - où E est le foncteur constant sur E s Limv , définit une 
transformation naturelle et il existe h = lim̂ ty' . Comme 

pour tout ; €/^, il s'ensuit = T(z j pour tout £ € , c'est-à-
1 dire h = Zfr72VW . • 

COROLLAIRE. Reprenons toutes les hypothèses du théorème 12 - U et les 
notations de sa démonstration. Alors Mx* (resp. Alors M9^) vérifie la 
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condition A du lemme 6 relativement à (C\v) (resp. à ( C*, /2* )) pour 
tout X = k' + l < X'. 
DEMONSTRATION. M définit une sous-catégorie pleine M ̂  de M'2' d'après 
le théorème 5-II. Si <t>' e C on a Lim^^ £ M par hypothèse et 
Lim^q* £ M' , car le foncteur Z somme de Limv et de Lfra ̂ est injec-
tif; donc, en vertu du théorème 11-11, M^' est une sous-catégorie pleine 
de M '2 . - Soit X = X' -f .Z < X' . Supposons prouvé que M£ + x et M £ x sont 
des sous-catégories pleines de M̂ i pour tout X'. Montrons que M̂ i 
vérifie la condition A relativement à (C *, v ) . En effet, soit O — (C \ 0 , / * ) 
un foncteur et £ = Limv <& € M̂ t . Comme Z est injectif, il existe un ̂ <X' 
tel que E e M ^ ^ — M, de sorte que l'on a 

0(7) C et £?(0) €Ai£ + 1, 
^ ^ ^ . j étant stable pour V. Soit * P une transformation naturelle définie 
par le triplet (0,T,£'j telle que /3(*P ) C • M^, . Posons /̂  = /fr7zvW.Il 
nous faut montrer que h € My$ . Plusieurs cas se présentent : 

l0)S'il existe <f' + / £ X' tel que £ < et € Aî̂  t + J, alors 
/3(SP ) C • Al̂r i _j_ A puisque M£ • ̂  est une sous-catégorie pleine de M y* 
d'après l'hypothèse de récurrence. M g % 1 étant stable pour V, il en 
résulte h CM'^I^JCM^I. En particulier tel est le cas lorsque X' est de 
seconde espèce. 

2° ) Dans le cas contraire, on a X' = X" + 1 et E' € M̂ i - Al. En 
vertu du théorème 5-II appliqué à f C* , M* ) , on trouve 

Déplus E' €MV s + 1 entraîne E^Lim*1®' où /S(0')CMx, 
a) Si E* €M^t 2, alors Aît étant pleine dans M^i, on obtient 

r.(i) = T(i).sf(V) €M9V 
pour tout ; €F et tout / €a(0')o. Comme M>̂ t est stable pour v , la 
transformation naturelle ̂  définie par (O , T̂., Of (/» est telle que T'f ;J = 
= /¿772 " W y € M^, . D'après le lemme 7 , on a h ~ Lim^W, où ¥' est 
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définie par le triplet ( E, t% , $' ). Donc, AfXt étant stable pour /2, on en 
conclut h € Mx« . 

b) Supposons prouvé h € Myt lorsque E' e* et < £ ; soit 
H' €^X* f " Avec les mêmes notations que dans a, on trouve 

t'(j) = / f / * P . eAÎx. 
d'après l'hypothèse de récurrence, la source de m^ étant le foncteur cons
tant sur <P9(j) €Myj ». où £f < £ . On en déduit h = Lim^V € Mv , 
car MXi est stable pour /x . 

c ) Par récurrence transfinie sur £, on obtient h €MX« dans tous 
les cas. 
-Ainsi £ est une limite projective de ( 0 M ^ i ,0, / '). Autrement dit, Afx» 
vérifie la condition A du lemme 6 . Ce lemme affirme que MXi est une sous-
catégorie pleine de M'x . A fortiori, M̂ * _j_ x et Al^^ sont des sous-caté
gories pleines de Al'x lorsque £ < A' . 
-En utilisant le résultat précédent, une démonstration analogue prouve que 
Al'x vérifie la condition A relativement à (C* , de sorte que Aî'x est 
une sous-catégorie pleine de MX- On en conclut, par récurrence transfinie 
sur X, que My, est pleine dans Al'x et Al'x pleine dans Alx pour tout 
ordinal \= A! + 2 < A? . • 
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Cet article nous a été signalé par l'auteur lors de la correction des 
épreuves du présent travail. Bien que le problème abordé soit le même que 
celui considéré dans les § 1 et 3 de II , les méthodes et les résultats dif
fèrent complètement. En effet, dans [ 20 ] le but est d'obtenir un théorème 
de plongement à une équivalence près d'une catégorie H' telle que H j£ A, 
dans une catégorie C* à limites telle que C £ A ; pour cela les limites 
sont ajoutées «une à une». Ici le principal résultat est le théorème 13 de 
plongement, à un isomorphisme près d'une catégorie H* munie d'applica
tions limite partielles V et fl et telle que H < A dans une catégorie C 
munie d'applications limite (totales) prolongeant V et /X et telle que C<A. 
Le seul résultat commun semble être le théorème 14 (auxiliaire dans les 
deux articles), encore que les conditions sur les ordinaux n'y soienc pas 
les mêmes. 
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CONSTRUCTIONS DE STRUCTURES LIBRES 
PAR CHARLES EHRESMANN 

INTRODUCTION. 
Le but de cet article est de donner un critère d'existence de p-struc-

tures libres et des applications de ce critère, qui fait intervenir un foncteur 
auxiliaire P dont p est une restriction; par exemple si p est le foncteur 
d'oubli relatif à l'univers % 0 de la catégorie des homomorphismes entre 
structure s d'un certain type, P pourra être le foncteur analogue relatif à 
un univers )ïï 0 auquel appartient Jtl0 . Contrairement au théorème d'exis
tence d'adjoint de Freyd, ce critère impose des propriétés ( telles que l'ex
istence d'un «assez grand nombre » de produits ) sur P , non sur le foncteur 
donné p . Les hypothèses peuvent en être généralisées (voir [ l] ), mais 
ici nous avons cherché à indiquer des conditions simples, réalisées dans 
la plupart des exemples. 

Comme application, nous obtenons des théorèmes d'existence de 
limites inductives ou de structures quasi-quotients ( voir aussi [1] ), et un 
théorème de complétion « maximale » d'une caté gorie en une catégorie à li- 1 
mites projectives et inductives d'une certaine espèce, avec conservation 
de limites données. Nous avons montré ailleurs [2] que ce dernier résultat 
a des conséquences intéressantes pour l'étude d'une notion générale de 
«structure algébrique» définie comme réalisation, dans une catégorie quel
conque, d'une esquisse ( i. e. d'un graphe multiplicatif muni d'une famille 
de transformations naturelles). 

0. QUELQUES RAPPELS. 
Nous nous plaçons dans le cadre de la Théorie des ensembles avec 

A A 
existence d'au moins deux univers JK0 et Jti0 tels que 5K0 e 3TÎ0- Mais en 
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fait la plupart des raisonnements seraient aussi valables dans une théorie 
avec ensembles et classes, en prenant pour Jfl0 la classe de tous les en
sembles et pour éléments de 5ÏÏ0 des classes. Dans le dernier n°, l'axiome 
du choix est librement utilisé dans j!i0 . 

La terminologie et les notations sont ceux de [3], dans l'index du
quel se trouvent les mots non explicitement définis ici. Les autres notions 
que nous allons rappeler figurent dans le cours [4]. 

Univers. Ensemble %0 d'ensembles tel que: 
1° Si E appartient à 5ïï0 , l'ensemble fP (E) de ses parties est un élé

ment et une partie de %0 . 
2° Si (Ej)Ì€j est une famille d'éléments de %0 indexée par un élé

ment / de 5ïï0 , sa réunion appartient à . 
3° Il existe un ensemble infini appartenant à JH0. 

(Contrairement à la définition de Grothendieck, nous n'exigeons pas que 
1 5TÏ0 soit un ensemble transitif. ) 

Application. Une application f de M dans M9 est désignée par le 
triplet (M f, M ) , où / est la surjection 

x h f(x) de M sur f (M)CM'. 
Si / est l'injection canonique de M C M1 dans M', on écrit f - (M9, i ,M) . 

Catégorie. La catégorie (C, K) , où K est la loi de composition 
(y, x) [* y.x de M C CxC dans C , 

est notée C (ou, parfois, C ), et l'on pose M = C * * C*, La classe des 
unités de C * est C*0 , les applications source et but a et /S , le graphe 
( C, /3,a) sous-jacent [ C *], le groupoîde des éléments inversibles C \ Si 
^ et B sont des parties de C, l'ensemble des composés y.x tels que 
y e B et x e A est désigné par B. A ; on pose : 

{b\.A=b.A et 5.{al = B. a. 
Fondeur. La surjection définissant le foncteur F de C' vers H' est 

notée F, de sorte que F - (H ', F, C ) , et l'on écrit: 
a(F) =-C\ ]8rF; = ff\ 
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Transformations naturelles. La catégorie (longitudinale) des transfor
mations naturelles entre foncteurs de C' vers H' est notée 31 ( H\ C )m ; 
soit T un de ses éléments ( F', t, F) . Si p est un foncteur de H' vers 
K* , la transformation naturelle f p. Ff,pt,p. F) est notée p 7". Si F' est 
le foncteur e~ constant sur l'unité e de H* et si h'eH.e, soit h'T Is. 
transformation naturelle 

(P(hT,t', F), où = h'.t(i) pour tout î e C"0 . 
De même, si F - e~ et si h e e * H, on note Th la transformation naturelle 

f F', a(A où t*(i) - t(i ). h pour tout i e C'0 . 

Produits. Si ( j est une famille d'unités de H' admettant e pour 
produit dans H' , la projection canonique de e vers e étant p ̂  on ap
pelle ((p.). ,e) un produit naturalisé dans H* ; dans ce cas, pour toute 

l l € I 
famille ( f ). r de morphismes f. de même source et de buts e. , l'unique 

x Ji ie I Ji i 
f tel que 

/. p̂  = /\ pour tout ici 
est noté [/.]. r. 

; l l€ I 
Soit L un ensemble d'ensembles; H' est à L-produits si toute fa

mille d'unités ( e.). r, où / £ L , admet un produit dans H * . Un foncteur 
p de H' vers K* est à L-produits si H' et K' sont à L-produits et si 
((P(P;))j T>Pfe)) est un produit naturalisé dans K lorsque ((p.). Jye) 
en est un dans H ' . 

Noyaux. Une catégorie //' est à noyaux si tout couple 
(h',h), où h€H et hf t $(h).H.a(h)9 

admet un noyau dans H* . Un foncteur p de H' vers K' est à noyaux si 
H* et K' sont à noyaux et si p(j) est un noyau de ( p (h ), p (h ')) dans 
K* lorsque y est un noyau de (h , h ') dans H \ 

Limites [1]. Une transformation naturelle T — (e~, t, F) telle que e 
soit une limite inductive de F (notée lim F ) et que î 'J soit, pour tout 
t e a(F)0y l'injection canonique de F(i) vers e est appelée limite induc-
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tive naturalisée (de F ). Dans ce cas, pour toute transformation naturelle 
T'= ( e9*\ t9, F) , on note limJT9 (ou simplement lim T9 ) Tunique k tel 
que k T = Z". 

Définitions duales: limite projective naturalisée T et lim^ T9. 
Soit à un ensemble de catégories. Une application associant à cer

tains (resp. à tous les) foncteurs F de C e § vers //* une limite induc
tive naturalisée de F est dite application â-limite inductive naturalisée 
partielle (resp. naturalisée) sur H* . Même définition pour une application 
,1-1 imite projective naturalisée (partielle) sur //* . 

p-structure libre. Soit p un foncteur de H* vers K* . On appelle p-
projecteur un couple (s,g)eH'0xK tel que pf s ) = fi( g) et que, si 
( s9, g') e H'o XK et si g' appartient à p (s r). K. a (g), il existe un et un 
seul h es9. H. s vérifiant p ( h ). g = g9 ; on dit alors que s est une p-
structure libre associée à a(g). 

Si, à toute unité e de K' , est associée une p-structure libre p'(e)9 
l'application e \* p '( e) se prolonge en un foncteur adjoint p ' de p. 

Si p est le foncteur injection canonique vers K' de sa sous-caté
gorie H* et si p admet un adjoint, K' est dite catégorie à //-projections. 

P'injection. Soit p un foncteur de //* vers K' . Un élément j de H 
est une p-injection si, pour tout élément h de /$(j). H tel que 

p(h ) = pf j ). k, où k e K, 
il existe un et un seul h9 e H vérifiant 

h = j.h9 et pfh9)= k. 
Si de plus p(j) est un monomorphisme de K* , on appelle / un p-monomor-
phisme. 

Par dualité, on obtient les p-surjections et les p-épimorphismes. 

Structures quasi-quotients. Soit p un foncteur de H* vers la catégo
rie JH d'applications. Soit s une unité de./7" (ou p-structure sur l'ensem
ble p(s))et r une relation d'équivalence sur p(s). On se donne une 
sous-catégorie pleine H9* de //* . On dit que s e H9 est une (H*,p̂ -struc-
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ture quasi-quotient de s par r (voir [5]) s'il existe un élément j de 
s .H. s (appelé (H\p J-quasi-surjection ) vérifiant les conditions : 

1° p f j) est compatible avec r. 
2° Si he H'* H. s et si p(h) est compatible avec r, il existe un et 

un seul h* e H* tel que h - h', j. 
Cette définition signifie que s est une //'-projection de (s, r) dans 

une certaine catégorie pn (voir [5] ). 
Si, pour toute unité s de H' et toute relation d'équivalence r sur 

pfs), il existe une p-structure quasi-quotient (i.e. une (H, p ̂-structure 
quasi-quotient) de s par r, on dit que p est un foncteur à structures qua
si-quotients. 

Si / est une p-quasi-surjection définissant s comme p-structure 
quasi-quotient de 5 par r et si p(j) est la surjection canonique r de 
pfs) sur l'ensemble quotient pfs )/r , on appelle s une p-structure quo
tient de s par r. 

Cas particulier: Catégories quotients d'une catégorie. 

Sous-morphismes engendrés. Soit p un foncteur de H' vers IC , et 
soit X une partie de H . Si 5 est une unité de H' et si f e p ( S ). K , on 
dit que j est un ( X,p j-sous-morphisme de S engendré par f s'il vérifie 
les conditions suivantes : 

1° j e S. X et il existe un k e K tel que / = p( j).k. 
2° Si jf e S. X et s'il existe un e K tel que / = p( j'). k\ il existe 

un et un seul h e H vérifiant: 
/'. h - j et p(h).k - k\ 

Graphe multiplicatif. Oest un système multiplicatif C' pour lequel 
il existe un graphe ( C, /3, a) ayant les propriétés : 

1° Si y.x est défini, on a 
a(y) = (3(x), a(y.x) = a(x) et p(y.x) = 0(y). 

2° Pour tout x e G, les composés x ,a(x) et f$(x). x sont définis et 
égaux à x. 
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La classe a(C) des unités de C" est notée C'0. 
Néojoncteur. C'est un triplet F = (K , F, C" ) , où C et K* sont des 

graphes multiplicatifs et où (K,F,C) est une application / telle que: 
1° f ( C J c K'0. 
2° Si y. x est défini dans C" , le composé f(y).f(x) est défini dans 

K' et l'on a: f(y.x) = f(y).f(x). 
Nous désignons par Jl' ( resp. par 3r ) la catégorie des néofoncteurs 

(resp. des foncteurs ) associée à l'univers Jll0 . 

1 1. THÉORÈME D'EXISTENCE DE STRUCTURES LIBRES. 
Soit p un foncteur de H' vers K' et e une unité de K*. Nous al

lons donner des conditions suffisantes pour qu'il existe une p-structure 
libre associée à e. 

HYPOTHESES. 1° p est la restriction d'un foncteur P de H' vers K' à 
des sous-catégorie pleines H' de H' et K' de K'. 

2° Désignons par / l'ensemble des couples 
(s,g), où seHl et g€p(s).K. e ; 

le couple i - (s, g) sera noté (s. , g .) . On suppose qu'il existe un couple 
(S, g), où S est une unité de H' et g € P (SJ. K. e , tel que, pour tout 
i e I, il existe un p . £ si . H. 5 vérifiant P(p(),g - g . 

3° Soit Z un ensemble de monomorphismes de H* . Il existe un 
f H'0,P ̂-sous-morphisme j de S engendré par g ; on note s - a( j ). 

4° Si h et A' sont deux éléments de H de source s et de même but, 
il existe un monomorphisme n de H ' tel que h .n - h*. n, X. n C X et que 
p(n ) soit un noyau de (p ( h'),p(h )) dans K' . 

PROPOSITION 1. Si les hypothèses 1, 2, 3 et 4 sont vérifiées, s est une 
p "Structure libre associée à e. 

A. D'après la définition d'un (X. H\, P ) ' sous-morphisme engendré, 
il existe un k e K tel que g = P(j).k ; puisque 

a(k) = a(g) = e et p(k) = P(s)€K 
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et que K est une sous-catégorie pleine de K* , on a k e K. Montrons que 
(s,k) est un p-projecteur. En effet, si i -(s., g.) est un élément de /, 
on trouve, avec les notations de la condition 2, 

gi = Pi -J€si.H.s = H. s 
et 

P(gi).k = P(P.).p(j).k = p(p.).g = g.. 
D'autre part, supposons qu'il existe aussi 

g!'es.. H. s avec p(g".).k=g.. 
En utilisant la condition 4 pour h — g\ et h* = g on obtient un monomor-
phisme tel que g!, n — g".n, X.nC X et que pfn) soit un noyau de 
(p( 8\) >P( 8\) ) dans • Cette dernière condition entraîne l'existence 
d'un k ' vérifiant p(n),k9 - k , car 

keK et pfgjM = gi = P(g").k. 
Il s'ensuit j. n e X et 

pa.nj.v = pa).p(n).k' = p r / ; . * = g. 
Par définition de / , il existe un n* e H tel que / = (j. n). n'. Or, / étant 
un monomorphisme, il résulte de cette égalité n.n* = S , d'où n* - n'̂  vu 
que n est un monomorphisme. Donc n est inversible, et g£=g?. Ceci 
prouve que f s, k ) est un p-projecteur. 

CAS PARTICULIERS. A. Supposons que la condition 1 soit vérifiée et 
qu'il existe un produit naturalisé ( ( p t)i£ j, S ) de dans P (i. e. 
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un produit naturalisé dans H' tel que ((P (p. )). ̂  ̂  P ( S)) soit un produit 
naturalisé dans K ) ; en prenant pour g l'unique élément 

S = t SJie/ telcIue PfPiJg^ëi pour tout i€I, 
la condition 2 est remplie. 

B. La condition 4 est satisfaite lorsque p est un foncteur à noyaux et 
que X. n C X pour tout noyau n , 

C. Supposons vérifiées les hypothèses 1 et 2, et soit Q un foncteur 
de K' vers V , Soit X un ensemble de monomorphismes de //' tel que 
P( X) soit formé de monomorphismes de K . S'il existe un ( X. H\ , Ç , P 
sousmorphisme /' de S engendré par Q(g) et si Pf/J est une (̂ injec
tion, alors y est un (X. //̂  , P jsousmorphisme de 5 engendré par g, de 
sorte que l'hypothèse 3 est remplie. En effet, il existe un & tel que l'on 
ait Q. P ( j ). k  Q (g) et, P ( y) étant une Q'mjection, il existe un unique 
gf vérifiant 

Qfg'J = k et Pfjjrg'g. 
Par ailleurs, si 

/'eS.* et Pfj'J.g' = g, 
on trouve Q.P(j').Q(g*) = Q(g) et, par définition d'un ( X . H'0 , Q. P> 
sousmorphisme, il existe un h e H vérifiant y'. A = y ; il en résulte alors 
P(h). g1 ~ g", ce qui prouve l'affirmation. 

1 2. EXISTENCE DE STRUCTURES QUASIQUOTIENTS. 
Nous nous donnons deux univers )IÏ0 et 5H0 tels que %.0 e №Q et 
A A 

№0 C$ï0. Soit № et № les catégories d'applications correspondantes. Nous 
« A 

supposons que Q est un foncteur de H vers Jtl et que ̂  est un foncteur 
de //* vers 3K restriction de Q à la souscatégorie pleine //" de H* . Soit 
//'" une souscatégorie pleine de //* . Nous allons indiquer des conditions 
suffisantes pour l'existence d'une ( H q Jstructure quasiquotient de s 
par r, où s est une unité de H' et r une relation d'équivalence sur q(s)* 
HYPOTHESES. 1° Soit / l'ensemble des i e H r0 . H. s tels que q( i) soit 
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compatible avec r. Il existe un produit naturalisé /YPj )(€ j> de 
dans Q . Soit g = ^ l'unique élément de H tel que p^.g - i pour 
tout i e /. 

2° étant un ensemble donné de Ç-monomorphismes, il existe un 
(X. H'I , Ç̂ -sous-morphisme / de S engendré par Q(g) ; posons s = a(j ). 

3° Si h* e H* et h" e H1 ont même source s et même but, il existe un 
noyau n de (h9,h*) dans H' vérifiant a(n) e H* et X. n C X. 

PROPOSITION 2. Si les hypothèses précédentes sont vérifiées, s est une 
(H 9, q ̂structure quasi-quotient de s par r. 

A. Par définition de j, on a a(j)eH' et il existe un k tel que: 
Q(j). k - Q(g). Comme / est un Ç-monomorphisme, il existe un et un 
seul g e H vérifiant 

Q(g)=k et /. g = g. 
Si i e I, dire que Q( i ) est compatible avec r signifie que Q( i ) = r, 
où r est la surjection canonique de Q( s ) sur Q( s )/r ; l'égalité 

Q(g) = {Qanierii%cr"r 
entraîne que Qfg) est compatible avec r ; l'application Q(j) étant une 
injection, Q( g) est aussi compatible avec r. De plus, pour tout if/, 

pt .je H9 et (p-.j).g =pf • g = *. 
Par ailleurs, supposons h9.g-hn.g, où A' et A" appartiennent à H'.En 
utilisant lvhypothèse 3, on trouve j.n e X et, n étant un noyau de (h9,hn ) 
il existe un g9 tel que rc. gf = g. Il s'ensuit 

QU.n).Q(g') = Qd).Q(g) = <?fg;, 
de sorte que, j étant un (X. //'J, Q J-sous-morphisme de 5 engendré par 
g, il existe un n9 vérifiant ( /. n ). n9 = /. On en déduit 

n. nf ~ s et n9 — n'1 y 
car / et n sont des monomorphismes. Donc h9 - h* et g est une (H9, q)~ 
structure quasi-quotient de s par r. V 

REMARQUE. La Proposition 2 peut se déduire de la Proposition 1 appli-
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quée au foncteur canonique p de H9' vers la catégorie qn servant à définir 
1 les (/structures quasiquotients, si q est compatible avec les noyaux. En 

effet, on montre facilement que, en identifiant H' à une souscatégorie de 
Qny l'élément S est un produit de ( fi(i ))ie j dans Qn, que n est un noyau 
de (h9,h* ) dans qn et que j est un (X. H 9'0 , P Jsousmorphisme de S en
gendré par fg9r)y si P désigne le foncteur canonique de H' vers Qn. 

Considérons toujours les foncteurs Q et q ( le plus souvent nous 
aurons H  Q"^ (%) ). Soit X un ensemble de Çmonomorphismes. Nous 
notons 3ïï0 la saturante de %0 dans %0, c'estàdire l'ensemble des éléments 
de 3K0 qui sont équipotents à un élément de %Q ; on montre que %Q est un 
univers. 
DEFINITION. On dit que Q est (%, X>engendrant si, pour tout S e H'0 et 
tout fe Q( S). 5ïï . 3lï0 , il existe un ( X, Çjsousmorphisme de 5 engendré 
par /. 

PROPOSITION 3. Q est (J(i, XJengendrant ssi, pour tout SeH'0 et toute 
partie M de Q( S) équipotente à un élément de 3lî0, il existe un ( X,Q)~ 

2 sousmorphisme de S engendré par l9injection canonique (Q.(S)9i,M) , 
A . Supposons S e H'0 et / e Q ( S ) . % .  Si Q est X )engendrant, et 

si f  ( Q (S ), L,M ) , où M €%>0 , il existe une bijection g d'un M 9 e 3ll0 sur 
M et un f X, (̂ sousmorphisme / de S engendré par /.g. Il est clair que 
j est un ( X, Ç̂ sousmorphisme de S engendré par /.  Inversement sup
posons vérifiée la condition de la proposition et soit 

/  (Q(S),f,A)e%.% . 
En posant M .= / ( A ), on a /1/ e №0 , car M est équipotent au quotient de A 
par la relation d'équivalence associée à /, lequel quotient appartient à l'u
nivers %0. De plus /=i./',où 

i = (Q(S)9i9M) et f = ( M 9 [ , A ) . 
Comme il existe un (X, ÇJsousmorphisme j9 de 5 engendré par iy on ob
tient i  Q( j9)t k. Il s'ensuit 

/•= i.f = Qfj')(k.f'). 
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Si j* e S. X. s et f ~ Q(j" ).k', l'ensemble M est contenu dans l'image 
Q(în)(Q(s)) et Q(j*) est une bijection (M\ ]\Q(s )). Il en résulte 
i - Q( jn). k" , où kn est la restriction à M de la bijection j""1 . Donc il 
existe un h vérifiant j9 - j" .h , et j9 est un ( X, Q J-sous-morphisme de S 
engendré par f. Ceci prouve que Q est (%fX )-engendrant. V 

Des Propositions 1, 2 on déduit : 
COROLLAIRE. Supposons que Q soit à 9(H)-produits, que q soit à noyaux 
et que Q soit (%,, X. H0 )-engendrant. Si X. n C X pour tout noyau n dans 
q, alors q admet un adjoint et q est à structure s quasi-quotients. 

En effet, les hypothèses des Propositions 1 et 2 sont évidemment vé
rifiées. V 

Application. 
Dans la plupart des exemples, les foncteurs Q et q et l'ensemble X 

possèdent les propriétés : 
(1) Q est fidèle, Qfs.H'y.Hmo) = Q( s ). % . % pour tout s e H'0 et 

X.H'yCX. 
Dans la fin de ce paragraphe, nous supposons cette condition remplie et 
nous notons Y l'ensemble des j e X tels que Q( j) soit une injection ca
nonique ayant pour source un élément de 5li0 . Soit S e H0 • Si je S. X. H 0 y 
il existe un g e H' »a( j) tel que Q( g) soit la bijection / définissant l'in
jection Q(j), et l'on a 

/ = h °ù /' = /. g'1 e y. 
Par suite X.H'0 - Y. H'y . H'0 . Il en résulte que, si M est une partie de 
Q(S), alors j est un ( X. H'0 , Q y)-sous-morphisme de S engendré par 
(Q(S),L,M) ssi /' est un ( Y, Çj-sous-morphisme de 5 engendré par 
(Q(S), t,M). Ceci permet de poser la 
DEFINITION. Soit Se H'0 et M une partie de Q( S) . S'il existe un ( Y, Q )-
sous-morphisme / de S engendré par ( Q( S), t, M ) , on appelle a ( j) une 
( X. H*0 ,Q )~sous-structure de S engendrée par M. 

Grâce à la propriété (1), on déduit facilement de la Proposition 3 
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et de la remarque précédente que Q est (%, X. H'0 j-engendrant ssi pour 
tout S e Ho et toute partie M de Q ( S ) appartenant à 5ïï0, il existe une 
f X. H'0 ,Q j-sous-structure de S engendrée par M. 

EXEMPLES. Prenons pour Q le foncteur Pg: d'oubli vers 5)1 de la caté
gorie ? des foncteurs, pour H l'ensemble CJ des foncteurs associés à %0, 
pour Z l'ensemble des Pgr-monomorphismes. La propriété (1) est vérifiée. 

A a. 
Soit C* e 5 " 0 et /1/ une partie de C appartenant à )ïï0. La sous-catégorie 
B' de C' engendrée par M est une ( X . 3 o , Pg: )-sous-structure de C" en
gendrée par M . En effet, 5* est la Pg:-s ou s-structure de C' engendrée par 
M . Vu la Proposition 2-3-II [4], 5* est un quotient de la catégorie libre 
L[M] , où [M] est le sous-graphe de [ C ] engendré par M . Comme !)ïï0 est 
un univers, on a 

neN 
de sorte que le quotient 5 de L[M] appartient aussi à ÎR0. Donc Pg: est 
( 5ïï, . 3"0)-engendrant. En utilisant ce résultat, on montre que les foncteurs 
d'oubli Pj^ relatifs aux «structures algébriques usuelles» (Chapitre II [4] ) 
sont (ÎH, X. K0 )-engendrants, si X est l'ensemble des Pĵ -monomorphismes. 

1 3. EXISTENCE DE LIMITES INDUCTIVES. 
A Soit encore % et 5ïï les catégories d'applications associées aux A univers 3lï0 et !)lï0 vérifiant 
%0ek0 et X C ft0. 

Supposons donné un foncteur Q de H'0 vers % et sa restriction g vers 
3H d'une sous-catégorie pleine H' de H* telle que // soit équipotent à un 

A 
élément de %0 . 
PROPOSITION 4. Supposons que Q soit à JH0-prv duits et fjfi, X. H'0)-en-
gendrant, où X est un ensemble de Q-monomorphismes. Si tout couple de 
morphismes de H* de même source et même but admet un noyau n dans 
H' tel que X.nC X, alors H' est une catégorie à C -limites inductives, 
pour toute catégorie C* vérifiant C e 3ïï0 . 
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A. Soit F un foncteur de C* vers H' . Considérons l'ensemble / de 
toutes les transformations naturelles i = (sj, F) de F vers un foncteur 
s? constant sur s. e H0 . La surjection i\*ft-(c))cQ. définit une bijec-

C* 
tion de / sur une partie de H ° . Comme H et C0 sont équipotents à des 
éléments de )H0 , ce produit l'est aussi, et il existe un produit naturalisé 
((?•)- i* S) de (s.), j dans Q . Si <I> est un foncteur de C' vers H' 
( resp. vers % ), notons $ le foncteur de C* vers H' ( resp. vers % ) dé
fini par la surjection <|> ; nous utilisons une notation analogue pour les 
transformations naturelles. 
- Le foncteur q.F admet une limite inductive naturalisée canonique o , 
car % est une catégorie à C#-limites inductives ; désignons par a l'in
jection canonique de q. F( c) dans M - Lim q.F. Par construction de 
o-, la transformation naturelle G est une limite inductive naturalisée du 
foncteur q.F de C' vers Jfi . 
- Pour tout c e C°0 , il existe un crochet t( c) = [ ti ( c )]( j , de source 
F( c ) , de but S. Si m e c '. C. c , on trouve 

tfc').F(m) = [t.fc')].erF(mj = [ti(c').F(m)]i{I = 
= \ti(c)\iil = t(c), 

de sorte que T - ( S*, t, F) est une transformation naturelle et 
pt- T - i pour tout i e I. 

Soit k l'application lim° QT de M dans Q(S) telle que ko ̂  QT. Le 
foncteur Q étant (Jfi, X. H'0 )-engendrant et M appartenante 5ïï0, il existe 
un ( X. Hi, Ç̂ -sous-morphisme y de S engendré par M. Montrons que s 
source de y est une limite inductive de F. Or il existe tel que l'on 
ait j ) ,kf - k ; il s'ensuit 

Q(tfc))=k.ac =Q(j).k'.oc 
et, y étant un Ç-monomorphisme, il existe un unique t*(c ) vérifiant 

Q(f(c)) = k'.*c et t(c) = j.t'(c), 
ce pour tout c e C0 . Si m e c C. c , on obtient 
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j.t'(cf).F(m) = t(cf).F(m) = £fcj - j.t'(c), 
d'où tf( c* ). F (m ) - t* ( c ) , car / est un monomorphisme. Ceci montre que 
Tf = ( s", t*F^ est une transformation naturelle qui satisfait les égalités 

QT> = ¿'5 et / f - r . 

Montrons que T' est une limite inductive naturalisée. Pour cela, soit 
i ~ ( ŝ , t., F) e l . En posant h = p. . / , on a 

hT' =p.(jT9) = p.T =î, d'où hT' = i. 
Supposons aussi h* Tf — i . Par hypothèse, il existe un noyau n de (h99 h) 
dans //* avec X. n Z X. Soit c e C'0 . Comme 

h.tf(c) = = A'. 
il existe un unique t" ( c ) vérifiant n . t99( c ) ~ t9( c ) . Si me c'. C e , on 
obtient 

n.t" (c9). F (m ) = t'(c').F(m) = t'( c ) = n. t "( c ). 
Il s'ensuit, n étant un monomorphisme, £*f cf). F(m) = t" (c ) . Par suite 
F" = (a(nf>tw,F) est une transformation naturelle, et nTn - T'. Si 
A' = Zîm0" Q T \ on trouve 

A M 5 - Q(j.n)QT* = Q(j(n T » ) ) = çr/F'J = QT = ko 
et, a étant une limite inductive naturalisée, Q(j.n).ktf — k . Par défini-
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tion de /, il existe n* tel que (j. n). n' ~ j . Cette relation a pour consé
quence n' = n"̂  , car j et sont des monomorphismes. Par suite h = h9, 
et 71' est une limite inductive naturalisée de F. V 

REMARQUES. 1° On pourrait déduire la Proposition 4 de la Proposition 
1, en prenant pour p le foncteur canonique de H' vers la catégorie de 
transformations naturelles 3l(H', C ' ) ffl ; dans ce cas, il faut montrer que 
les conditions de la Proposition 1 sont satisfaites, ce qui est aussi dif
ficile que de prouver directement la Proposition 4. 

2° Avec les hypothèses de la Proposition 4, et en supposant que C' 
est une catégorie discrète, on voit que H* est une catégorie à %0-sommes. 
La Proposition 2 affirmant que, sous ces hypothèses, q est un foncteur 
à structures quasi-quotients, on déduit de cette seule assertion que // * est 1 
à C*-limites inductives pour toute catégorie C* vérifiant C e ÎR0, à l'aide 
de la Proposition 6.5.1 [4]. Mais la démonstration de la Proposition 4 ne 
se simplifie guère en y supposant C* discrète. 

4. COMPLETION D'UNE CATEGORIE. 2 
Soit 1 et 1 les catégories d'applications considérées dans les 

deux paragraphes précédents. Nous supposons donnés deux ensembles § 
et 5 de catégories /* telles que I e Jd0 . 

Désignons par S j J J l'ensemble des triplets u = (C* , ¡1, v), où C ' 
est un graphe multiplicatif, où C e %0 et où ¡1 ( resp. où 1/ ) est une surjec-
tion associant à certains néofoncteurs F de T e $ (resp. /" e 5 ) vers C 
une transformation naturelle de la forme 

H(F) = (F, t, O (resp. v(F) = (e',t,F)), 
en notant e" le néofoncteut de /' vers C constant sur e e C 0 . Soit 
l'ensemble des triplets (u'9<f>9u)yoù 

et où $ est un néofoncteur de C* vers C* vérifiant la condition : 
Si 11(F) est défini, IL'(Q.F) est défini et égal à $,zfFj;si v(F') 
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est défini, v'($.F') est défini et égal à <S>v(F'). 
devient une catégorie pour la loi de composition: 

(u"9<t>'9u').(u'9<b9u) = (u"9<b9.$9u) ssi Û ' = u'. 
Nous identifions à la classe de ses unités. La surjection 

(u\<t>,u) h Pft.(*) = (C\®,C) 
définit un foncteur p de S« 

vers MI . Soit la souscatégorie plei
ne de ayant pour unités les triplets u = ( C', ¡1, v) tels que C' soit 
une catégorie et que ^ soit une application ̂limite projective naturalisée 
partielle, v une application £flimite inductive naturalisée partielle, sur 
C* . Soit J% la souscatégorie pleine de Jr * 3 ayant pour unités les tri
plets u — ( C , pt,i/) f ï'^ tels que ^ et y soient des applications Jj
limite projective naturalisée et 5limite inductive naturalisée respective
ment sur C" . Nous notons p les foncteurs de Jr ¿3 et de 3^5 
respectivement vers № restrictions de p " ̂5 . 

De même nous définissons à partir de l'univers 3ïï0 les catégories 
S ^ , et f ^ , les foncteurs p S et (toujours relatifs 
aux mêmes ensembles $ et $ ). 
PROPOSITION 5. Les foncteurs p^, p'^ etpv% sont à %0produit s, ain
si que les foncteurs injections canoniques de vers 
v ers S ̂  . 

À. Supposons 
arf = (C'd , yid, vd) e § f $ pour tout D, où De)Io. 

Soit C' le graphe multiplicatif produit II Cd et p^ le néofoncteur pro
jection canonique de C' sur C'd . Soit a(^) l'ensemble des néofoncteurs 
F de /'eiJ vers C" tels que \LD(pd. F)  (Fd 9td9 e^) soit défini pour 
tout de D. Si i e V0 , notons £f ¿,1 la famille (î f i))deD ' le triPlet 

(F,t,em), où e = / ed;^D 
est une transformation naturelle F/ De même si Ff est un néofoncteur 
de J'€$ vers et si vd(PdF') ̂  ( ̂d't'd* F V est défini pour tout 
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de D , nous désignons par v(F9) la transformation naturelle (e9~, t9, F1) 
définie par 

e' = (ed)d€D et tf(l) ̂ (td(i))d€D P°ur ieIo' 
Nous obtenons ainsi deux surjections a et ^ et u - f C', (i, est un 
élément de . Montrons que u est un produit de (u d)d ^ dans . En 
effet, par construction, on a 

~ y u) e pour tout deD. 
Supposons 

$ . = (u . çS7, a'J 6 pour tout deD, 
a a d 

où u 9 = f C , vf) ; soit ^ ^ le néofoncteur canonique de C'* 
vers C . Si fi'(F') - ( F', t9, e'~) est défini, fidi <f>d . F9) est défini pour 
tout deD. Comme .̂ F9 = p^ . rf>. F', la transformation naturelle ̂ içj.F9) 
est définie et égale à (çS. f, £, e*j, si 

U = f<£rff*Yi)))deD = ̂ ft'fi)) Pour tout ^ /i, 
c'est-à-dire à ç̂ {it(F9). On voit de même que, si v9(F,}) est défini, 
v(</>. F") est défini et égal à cj>v9( F" ) . Par suite $ = , 0 , w \j appar
tient a et l'on a 0 ^ = . 0 pour tout deD. Ceci prouve que le Jonc
teur est à 5K0-produits. 
- Supposons de plus u^e 3'̂ $ pour tout deD. Avec les notations précé
dentes, C' est une catégorie. Montrons que, si p( F ) = ( F 9 17 e* ) est dé
fini, c'est une limite projective naturalisée. En effet, soit if/ = (F', e'aj 
une transformation naturelle. Etant donné que V-d(pd.F) est une limite 
projective naturalisée et que pd \jj est une transformation naturelle vers 
pd . F , il existe 

kd=lîmpdif, telque ^d(pd. F)kd = p ̂ ; 

en posant k ~\-^d]d^^1 on voit que k est l'unique élément de C véri
fiant (i( F )k = i// . Donc u( F ) est une limite projective naturalisée. On 
montre d'une manière analogue que y est une application ̂ -limite induc
tive naturalisée partielle sur C' . Il en résulte u e 3 " ' ^ , et u est aussi le 
produit de (ujJdçD dans J~9̂ <3. Ainsi p sont des 
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foncteurs à JH0-produits. 
- Enfin si u i e pour tout d eD , la limite \L( F ) est définie pour tout 
foncteur F de V e§ vers C' et v(F9) est définie pour tout foncteur F* 
de /" e 5 vers C' . Il en résulte que u appartient à 3 ^ et c'est le pro
duit de (ud)deD dans 3^5. V 
PROPOSITION 6. Les foncteurs p sorc£ à noyaux, de même 
que les foncteurs injections canoniques de vers 
vers 

A. Supposons que $ = ( û , é, u ) et 0' = f S, 0 u ) soient deux élé
ments de S ' ^ $ , où u - ( C' , u\jv) et u - ( C' ,¡1, v ) . Soit G " le graphe 
multiplicatif noyau de ( 0 , 0 ' ) , qui est formé des 

% 6 C tels que cf> (x)=<}>'(x) . 
Soit 77 le néofoncteur injection canonique de G' vers C*. Soit F* un néo-
foncteur de I' e § vers G*, et F le néofoncteur 77. F'. Supposons que 
u\( F ) - ( F 9t> e~) soit défini ; alors 

ji(<f>.F)=<f>ti(F) et (î(0'.F; = 0>fF;. 
Les égalités 

entraînent 
<f>n(F) = $'n(F), d'où t(I't)Z G. 

Il s'ensuit que (F9, t, e~) est aussi une transformation naturelle, que nous 
notons F') ; on a. iqu,9 ( F9 ) - \L( F ). De même si v( F ) est défini et 
égal à (e9~,t9,F), on voit que (e9~,t',Fr) est une transformation natu
relle, désignée par v9(F9). De cette façon, on construit deux surjections 
fi9 et v et 

u9 = (G',u9,v9)e0 et = (a, 17, 1*'; e • 
Supposons = f U , 0 1 4 * ^ £ , où 

M" = f C " \ f z ' W et = 
La surjection <fin définit un néofoncteur 0" de Cn' vers G* vérifiant 
77.02 = 0". Soit ̂ * un néofoncteur de /'vers C"* tel que ¡1"(Ft?) soit 
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défini, et posons 
F ' = <f>Ï.Fw et F = 0 ' \ F " ; 

alors F ~ rj. F f . Puisque <ï> " appartient à , la transformation naturelle 
u ( F ) est définie et égale à <f>"ji"( F " ) . On en déduit que \if( F 1 ) est 
défini et égal à ^ \in ( F " ) . D'une manière analogue, si v " ( F ,P ) est dé
fini, alors v ' ( cf)1̂ . F " ) est défini et vaut t h ^ v " ( F " ) . Par conséquent, 
(u\c/)"p u n ) appartient à , et c'est l'unique élément de pour 
lequel 77. <ï>f = 3> " . Ceci signifie que 77 est un noyau de dans p 
- Supposons de plus que $ et $ ' appartiennent à 3f ̂  , et montrons que 
^ ' e 3 . En effet, il suffit de montrer que si \if(F9) est défini, c'est 
une limite projective naturalisée. Or soit \l/ une transformation naturelle 
( F \ T , e ~) , et F — rj. F r . Etant donné que 0- est une transformation na
turelle et que yt( F ) - r]\i' ( F ' ) est une limite projective naturalisée, il 
existe k tel que f i ( F ) k = YJI/J . Les égalités 

iïicp. F ) cf>(k) ~ cf>{ix(F)k) - ( . 77) 0 - -
= ( ¿ ' . 7 7 ) ^ = <f>'(ii(F)k)=jH<f>'.F)<f>'(k) 

ont pour conséquence 
6 ( k ) =lim{cf).v)ilf = <f>'(k), d'où ifG et p ' f F ' J k = j/r . 

Ainsi {i'(FT) est une limite projective naturalisée. On prouve de même 
que v ' ( F t t ) est une limite inductive naturalisée lorsque cette transforma-
tion naturelle est définie. Donc a'f 3 ' ^ et 77 est un noyau de (0, <ï>') 
dans î'^. 
- Enfin lorsque $ et $> ' appartiennent à . la construction de a' en
traîne que c'est un élément de , de sorte que 77 est un noyau du cou
ple dans p % . V 

DEFINITION. Soit C ' une catégorie et ̂  une application à-limite projec
tive naturalisée partielle sur C ' . On dit qu'une partie M de C est saturée 
pour ^ si elle vérifie la condition : Lorsque \i.(F) = ( F 9 t 9 e ~ ) est défini 
pour un foncteur F de /" vers C et que F(l) C M , on a 

t ( V 0 ) C M et U m ^ ( F ) x l i e M 
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pour toute transformation naturelle xfj = ( F, t*ef"') vérifiant t'(l'Q)C M» 
On définit d'une façon analogue la notion d'une partie M saturée pour v, 
si y est une application $~limite inductive naturalisée partielle sur C . 

Soit X' l'ensemble des 

3> =((C ,n,v),cj>,(G-,Vl',v'))c 5 M 
tels que cfe soit un foncteur injectif, que uf(F9) soit défini ssi ii{cf>.Fr) 
est défini et que y*(F*) soit défini dans le seul cas où v(cf>. F') est 
défini. 

PROPOSITION 7. Soit u = ( C , il,v) e et çf> un joncteur de G' vers 
C*. On a P*f{(£>) e P'^fu. X1 ) ssi <fi est un joncteur injectif et si <j>(G) 
est saturé pour ¡1 et pour v. Tout élément de Xf est un P*^-monomor-
p hi sm e. 

A . Supposons 

* = f( C", ,£,!/), <f>,(Gm,VL',v')) € Xf ; 
alors 0 est injectif et M - <f>( G) définit une sous-catégorie M' de C*. 
Soit g l'isomorphisme de M* sur G' défini par la bijection cj>"K Suppo
sons y (F) = (F, t, e~) défini pour un foncteur F de l* e$ vers C' tel 
que F(l) C M. Comme 

F = <£. F', où F' = Ç.(M' ,F,r ), 
par définition de X' la limite projective naturalisée ¡1'(Ff) est définie. 
L 1 égalité u(F) = cf>u:'(Ff) prouve que 

YL'(F') = (F',€t9sy, où e = <f>(s) ; 
il s'ensuit 

t(l'0) = <f>{Çt(r0)) C çj)(G) - M. 
Soit ifj- une transformation naturelle (F, t*, e'~) vérifiant t*(I'0 ) C M ; si 
i[/f est la transformation naturelle 

(F',€f,s'~), où <f>(s') = e', 
il existe k' = Um^ ̂ F̂ i//r e G. Les relations 
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<^' = «A et cf>fl'(F') = n(F) 
entraînent 

llm^(F^ = limV(F) 0^« = $(limV<'(F') ̂  ) = (f>(k')€M. 
Donc M est saturé pour ̂  . On montre de même que M est saturé pour v . 
 Avec les notations précédentes, prouvons que $ est un P"^ monomor
phisme. Pour cela, soit 

= ((C',n,v),cf>',(K',ï,ï)) € № et Pj{cf>') = P $i <f>). f. 
D'après la Proposition 42II [4], / " définit un néofoncteur cf>№ de K' vers 
G". Si [L( F j)  ( Fj , tj, e ~) est défini, fiicfr'.Fj) est défini et l'égalité 
(f> '. F j  cf). . J assure que (JL'( cf>n. F j ) est aussi défini. Puisque 

< ^ F 2 ; v(<f>: Ft) =cf>>ï(F1 ) = m  M F ^ ) 
et que cf> est injectif, on trouve p'f </>". Fj ) = {fîfi ( F j ). D'une manière 
analogue, si v(F[) est défini, vf(qbt\F\) est défini et égal à cj>*v(Fj). 
Par suite 

(( G' ), ç6", (K' ,¡1,0)) 
est l'unique élément §>" de tel que 

O . O " = O' et ?<$($*) = 
Autrement dit, $ est un P "̂ îmonomorphisme. 
 Inversement, supposons que 0 soit un foncteur injectif de G' vers C' 
et que cf>( G)  M soit saturé pour ̂  et pour v . L'ensemble M définit une 
souscatégorie de C* . Si F est un foncteur de /* e § vers C tel que 
F(I)CM et que F) = (F, t, e~) soit défini, et si Fj est le foncteur 
de /* vers M' défini par F, le triplet ( F^,t, e~) est une limite projec
tive naturalisée \JJ , car M est saturé pour ̂  . En notant £ l'isomorphisme 
canonique de M' sur C' défini par , la transformation naturelle 
est aussi une limite projective naturalisée, que nous noterons ^ Y • F j). 
Soit ¡1* la surjection associant, à tout foncteur F* de /' £ à vers G' tel 
que iii^.F') soit défini, la limite projective naturalisée 

li'f (.{<!> F')j) = ii'(F') . 
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De même, si F" est un foncteur de /" e§ vers G' et si i/( cf>. F" ) est 
défini, notons v*( F n) l'unique limite inductive naturalisée vérifiant l'éga
lité <f>i/'(F* ) = v{cf).F") . Il est évident que 

((C ,ii9v),<f>9(G\ii',v'))c X9, 
et c'est l'unique élément de u. X9 appliqué par P'̂ $ sur Pg:(0) , ce qui 
achève la démonstration. V 
COROLLAIRE. X - X9n est l9ensemble des Pty ~monomorphism es. 

A. Soit $ un P^-monomorphisme (( C *, u , v )r cf>, ( G " , fi v ')) ; çS 
est un foncteur injectif. Soit F9 un foncteur de I' ç § vers G' ; comme fi 
et |Lt ' sont des applications ̂-limite projective naturalisées, u.{ <$> » F9) et 
pi 9 (F9) sont définis et, <ï> appartenante , on a ̂  ((f>. PV ~ 0 y-'(F 
De même v'( FnJ est Tunique transformation naturelle vérifiant v(çf>. F") ~ 
<j>v9( F" ) pour tout foncteur F" de / * € $ vers G' . Donc $ f I8 
- Inversement, tout élément de X est un P ̂-monomorphisme, car c'est un 
Pf ̂ -monomorphisme (Proposition 7) et 5" ̂  est une sous-catégorie pleine 
defr'«. V 

PROPOSITION 8. Si â e£ 5 équipotents à des éléments de Jfl0 , /e 
foncteur est (%, X9^engendrant et est (% X. 3$)-en-
g end ran t. 

A. Soit a = f C' ,¡1,1/) e â"o^ et soit M une partie de C appartenant 
à la saturante f(î0 de )K0 dans !)ïï0. Soit ÎB l'ensemble des parties B de 
C définissant une sous-catégorie de C* et saturées pour ̂  et . Il est 
clair que l'intersection G de ÎB appartient à ÎB. Le foncteur P'̂ 5 véri
fiant la propriété (1) du n° 2, pour prouver que P'% est ( Jfi, X\ ïïfô )-
engendrant, il suffit de montrer qu'il existe une ( X9. $ f ô 9 P )- sous-
structure de w engendrée par M . Or, d'après la Proposition 7, si une telle 
sous-structure existe, elle est de la forme ( G', fi9, v9) , et G appartient 
à Jtio , nous sommes donc ramenés à montrer que G est équipotent à un 
élément de %0 . Pour cela, nous allons construire G par récurrence trans
finie. 
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- Nous aurons à utiliser quelques notions sur les (nombres) ordinaux que 
nous allons rappeler. Soit X un ordinal et 0^ l'ensemble bien ordonné 
des ordinaux inférieurs à À . Si À n'a pas de prédécesseur dans 0^, on 
l'appelle un ordinal limite. On dit que À est un ordinal régulier si, dans 
0^ , on a sup t\g < X pour toute suite transfinie 

(A^)^<^, telle que Xg < X et À ' < A . 
A tout ensemble A , nous associons l'ordinal A , qui est le plus petit or
dinal équipotent à A ; un tel ordinal est appelé ordinal initial. Il existe 
une bijection y du sous-ensemble bien ordonné de Oj formé des ordinaux 
initiaux g < A sur une section commençante de 0 ~ ; l'ordinal y~Hx) est 
dit ordinal initial d'indice X, et noté co ̂  . Si X admet un prédécesseur 
CÙ ̂  est régulier. Si ^ est régulier tandis que X est un ordinal limite, on 
dit que cô  est inaccessible ; dans ce cas, on montre que X = cô  . Soit A 
l'ordinal bome supérieure des ordinaux A, où A e 5K0 5 on a aussi A = 
sup» A . Comme JH0 est un univers, on prouve que A est un ordinal inac-
cessible. Si /* e $ U$ , on a / < A ; soit A ' l'ordinal bome supérieure des 
ordinaux /, où /" décrit L'hypothèse 

i e X et 5fî0 
entraînant âufj < A et A étant régulier, À' est strictement inférieur à 
A ; a fortiori 

A'+7 < A, d'où Û)A,+ ] < CÔĴ  = A . 
A 

Notons X l'ordinal initial régulier co ̂  '+ 7 • 
- Soit MQ la sous-catégorie de C' engendrée par M . Nous avons vu ( fin 

A 

no 3) que MQ appartient à )TC0 . Soit X un ordinal inférieur ou égal à À et 
supposons définie une suite trans finie ( )̂ <X vérî iant la condition : 

(a) M^ appartient à 5H0 et définit une sous-catégorie de C' ; on a 
Mgt C M g lorsque é;' < £ < X . 

Définissons comme suit: 
1er cas : Si À est un ordinal limite, on pose M \ = U M t. Evidem-
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ment M ̂  définit une sous-catégorie de C contenant M g et, À étant 
l'ordinal associé à un élément de JH0 , on a M ̂  e • 

2eme cas; À =£ + 7. Si F est un foncteur de /" vers C* tel que 
F(I)CM^ et que F) = (F, t, e~) soit défini, notons Ap l'ensemble 
formé des éléments t(i ) , où i e I'0 , et des éléments ^ = /im̂  ̂ îjj , pour 
toute transformation naturelle 

é = ( F, tl9 ej) telle que t jfI'0 ) C M ç . 
La surjection telle que 

i h *fi>J, (tl(i))ieil h A 
applique une partie 6jp de lufMg/0 sur / 1 ^ . Puisque / et M g appar
tiennent a 3ïï0 , on a UF€%0, d'où 4F e )H0 . Si F' est un foncteur de J'e 51 
vers C' tel que l'on ait F'fJJCMg et que v ( F* ) = ( e*~, t* 9 F') soit 
défini, notons Apt l'ensemble formé des éléments t*(i) , où i e 70#, et des 
éléments /̂Vra17 ̂  î/r ' pour toute transformation naturelle 

il*9 = (em~9fl9F') vérifiant tyj'JCMg; 
on trouve encore 4̂̂  r ̂  ÏR0 . Soit M^r l'ensemble réunion des ensembles 

A , où F fa((i) , et 4 ' , où F'fa(i^). 
Nous noterons la sous-catégorie de C' engendrée par M g . La bijec-
tion F\>(F(i)). r appliquant a{a) sur une partie de U.fM t ) !e %n , 

6 I'ei * 
on a ai ¡1) < A . Il en résulte que l'ensemble réunion M g appartient à %0, 
car, de même, a{v) < A . A fortiori, M^ e 3ll0 . 
- Dans les deux cas nous avons ainsi construit une suite transfinie (M^ 
vérifiant {a) . Par récurrence transfinie, on obtient de cette façon une suite 
transfinie croissante (M'g)^^ de sous-catégories de C' telle que l'on 
ait M^ e ÎK0 • Posons A ~ M\ ; Par définition de A, on voit que ̂  est con
tenu dans tout élément de ÎB . Montrons que /1 est saturé pour ^ et pour 
v , d'où il résultera que A est l'intersection G de $ . En effet, supposons 
fi(F) = (F, t, e~) défini pour un foncteur F de I vers C" tel que F(l) 
soit contenu dans A . Pour tout i e I, il existe un 
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d < A tel que F( i) e M £ ; 
_ A A 

étant donné que / e %0 entrarne / < À et que A est un ordinal régulier, on 
a £ = suji ̂ i < X . Par suite F (1 ) C Me et, par construction de M g + j , 
on obtient 

«r/;;c M % c c / 4 . 
De plus, si i/f est une transformation naturelle 

(F,f, e'') telle que t'(l'0)C A, 
A 

il existe pour la même raison un ordinal vérifiant £ < < A tel que 
^ / ; j C ^ , , d'où lim̂ (F)i/f e M^fC A 

Ceci prouve que ,4 est saturé pour ^ . Un raisonnement analogue montre 
que A est saturé pour y . Donc /1 £ S , de sorte que G  A , c'estàdire 
que G appartient à 5ïï0. Ainsi P'^ est (%, X9.%9^ )engendrant. 
 Si l'on suppose dans ce qui précède que u appartient à . le corol
laire de la Proposition 7 entraîne que G définit également une (X. ̂ A^P^j 
sousstructure ( G , \L',V*') de u engendrée par M . Par suite, P % est 
( 5 1 1 , engendrant, ce qui achève la démonstration. V 

PROPOSITION 9. Si § et $ appartiennent à №0, la catégorie est à 
3F '̂ fLp po je étions et à ̂ ̂projections ; la catégorie 3"' $ est à m

jections. 
A. Nous nous ramènerons au théorème général d'existence de struc

tures libres. Pour cela, montrons d'abord que est equipotent a un 
élément de î)ïï0 . En effet, soit u ~ ( C\\i,v) un élément de Sf^ . Notons 
¿7 l'ensemble des couples 

(F>(t(i))Ua(F),)<*'*£iCr. =UC 

tels que \i( F ) = (F, t, e~) soit défini, et U l'ensemble des couples 

tels que ( e9", t9, F9)  v(F9) soit défini. La surjection 
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Y:u\>(C\UVi,Uv) 
est une bijection de sur une partie de U  Jl'X (UnXl)9^) . 

o c ^ c C 

Comme %Q est un univers, les relations 

entraînent 
Uc ei0> (¡¿($1, et f/e ft0. 

Par suite l'ensemble est équipotent à un élément de 3)I0. Le foncteur 
p étant fidèle, ( et a fortiori J' ̂  et 3 ^ ) est équipotent à un élé
ment de jlî0 . 
 Posons 

p=fS«.t.ï'#) et P = 
D'après la Proposition 5, P est à M0 produits, de sorte que P est aussi à 

roduits. Par ailleurs p est à noyaux en vertu de la Proposition 6; 
la démonstration de cette proposition signifie que tout noyau n appartient 
à X9 et, X9 définissant une souscatégorie de 3 " , il s'ensuit 

X9. n C X9.X9 C X9. 
Enfin la Proposition 8 affirme que P9% = P"^L P est un foncteur qui est 
(№, X9. 3rĴ )engendrant, et la Proposition 7 que P( X9) C X9 est formé 
de P̂ tîmonomorphismes. Des cas particuliers ( n° 1 ) de la Proposition 1, 
il résulte que p admet un adjoint, i.e. que Ŝ î est à 3"'̂ projections. 
 On démontre les deux autres assertions d'une façon analogue, en prenant 
pour p le foncteur injection canonique respectivement de 3^$ vers 
et de 3 ^ vers V 

Soit (u,çj>,u ) un (3^$, Ŝ )projecteur, où u = f C* , jLi, v). En gé
néral, 0 n'est pas injectif. Mais, si u appartient à 3"'^, on montre que 
cf) est injectif, de sorte qu'il existe également un ( rojecteur 

(u',rj,u), où a' = ( C'\/z',i;';> 
tel que C* soit une souscatégorie de C9' et que rj soit le foncteur injec
tion canonique de C' vers C9' . Dans ce cas, on appelle u' une ( 3 , 5 ) 
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completion de u . Supposons de plus que ^ et y soient les surjections 
vides; u' est aussi appelé (i , 5 )complétion libre de C . Cette définition 
est justifiée car, si q désigne le foncteur projection canonique de 3"^ 
vers ff , on voit facilement que u' est une qstructure libre associée à C , 
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SUR LE PLONGEMENT D'UN PROTOTYPE DANS UN TYPE 
par Andrée et Charles EHRESMANN 

Nous désignons par U un univers, par é et 5 des ensembles de 
catégories / dont l'ensemble / des morphismes appartient à 11, par 
et 33 les catégories des morphismes entre 5 )-types et entre ( $ , 5) -
prototypes associées à 11. Enfin on suppose que § et 5 sont équipotents 
à des éléments de U . Le but va être de prouver que tout 
jecteur est injectif. Au passage on montrera le « théorème du faisceau asso
cié» (Corollaire, Théorème 3) pour les structures définies par un prototype 
projectif. 

1. AUTRE FORMULATION DU PROBLÈME. 
DEFINITION. Si ( C, p.,v) est un ( §, 5)-prototype et // une catégorie, on 
appelle réalisation vague de ( C, \L , v ) dans H un foncteur F de C vers 
H tel que Ffi( cf>) ( resp. Fv(<fi) ) soit une limite projective naturalisée 
( resp. inductive naturalisée ) dès que <f> est un foncteur vers C tel que 
fi(cf)) (resp. que v(cf>) ) soit défini. 

PROPOSITION 1. Soit ( C, [i,v ) un ( $ , 5 )" pro to type, où C appartient à 
TJ. Soit V = ((C,(i,v),v,(C,ti,v)) un ( 

g:* $5 )-p tv jecteur. Alors 
v est injectif ssi il existe un foncteur F de C vers une catégorie H véri
fiant les conditions suivantes: 

1° F est un foncteur injectif ; 
2° H est une catégorie à ̂-limites projectives et ̂ -limites inductives ; 
3° F est une réalisation vague de ( C,[i,v) dans H . 
A. Si V est injectif (i.e. est défini par une injection ), v vérifie les 

conditions 1, 2 et 3. Inversement, soit F un foncteur de C vers H véri
fiant les conditions de l'énoncé (on ne suppose rien sur la «grandeur» de 
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la catégorie H ). 
1° Construisons un , 5 )-type ( H , a * , v ' ) de la façon suivante : Soit 

0 ' un foncteur de / vers H . 
a) Soit J e § ; si cj>*([) est contenu dans F f C ) , il existe un et un seul 
foncteur 0 de / vers C tel que F . <f> = <fif, car F est injectif et Ff 
définit une sous-catégorie de H . Lors que (i(cf)) est défini, on pose : 
fi'fc/)') = Ffiicf)) . Dans tous les autres cas, on choisit une limite projec-
tive naturalisée de 0 ' ( il en existe, vu la condition 2), qu'on appelle 
H'(<fi'). Ceci définit l'application ^ '. 
b) Soit / e 5 • D'une manière analogue, on note v'((£>') une limite inductive 
naturalisée, choisie arbitrairement, de 0 ', sauf dans le cas où cfy* ( ] ) est 
contenu dans F/ Q ) et où il existe un foncteur 0 de / vers C tel que 
iy ( 0 ) soit défini et que F . 0 = <fi ' ; dans ce cas, on pose v ' (<f>* ) - F u{cf) ). 
c) On obtient ainsi un ($, 5 )-type ( E ,\i\v* ) et, par construction, 

F=((H,^',v'), F, (C,p,v)) 
est un morphisme entre ($ , 5 )-prototypes. 

2° Soit 11 un univers auquel appartiennent U et // , et soit p ̂  le 
foncteur d'oubli canonique de la catégorie 3 ^ $ des ( $, 5 )-types associée 

A A A 
à 11 vers la catégorie jlî des applications associées à 11. Alors ( H , j i \ v * ) 
est un objet de et F ( C ) est équipotent à un élément de K (car on 

1 a C e U ). Sous ces conditions, on sait qu' il existe un ( X , J-sous-
morphisme 

G = ((H,\L',V'), G, (H,i\v')) 
de ( H , ur ,vf ) engendré par F ( C ) (on note X l'ensemble des p^-mono-
morphismes ) ; il existe aussi un et un seul 

F' = ((H,i',v'),F',(C,v.,v))i<i'^ 
tel que G . F ' = F . Comme F et G sont injectifs, F * l'est aussi. De plus 
V étant in )-projecteur, il existe un et un seul 

F " tel que F n . V = F f . 
Puisque F' est injectif, t> l'est également, car F * . v = F'. V 
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2. SOLUTION DANS LE CAS PROJECTIF. 
Soit C une catégorie telle que Ç appartienne à K . Nous noterons 

N la catégorie des transformations naturelles entre foncteurs de la duale 
C* de C vers la catégorie % des applications associée à U ; nous iden
tifions les unités de A aux foncteurs de C* vers Jti . 

Nous désignons par Y le plongeaient de Yoneda de C vers /V . Si 
e est une unité de C , le foncteur Y ( e ) est identique à Horriç(e> -) ; si 
feef.C.e,ona Y( f') = (Y(e* ), t f, Y ( e ) ) , où 

tf( e " ) ~ Homc(f, en ) pour tout e " e C 0 . 
On sait que Y est un foncteur injectif de C vers A et que Y ( Ç ) définit 
une sous-catégorie pleine de /V . 
P ROPO SITION 2. N est une catégorie à CJ0-limites pro je ctive s et à !f0 -
limites inductives. Une transformation naturelle T dans C est une limite 
projective naturalisée ssi Hom^f-, e) T en est une pour tout e e C 0 * Le 
foncteur Y est compatible avec les limites projectives. 

A. Comme 5 H est une catégorie à 3 o -limites projectives et inductives 
(i.e. à /-limites projectives et inductives, pour toute catégorie / vérifiant 
/ £ Il ) il en est de même pour la catégorie /V des transformations naturel
les vers J(i . Pour toute unité e * de C , notons pe , le « foncteur d'omission » 
de /V vers % associant t(e') à T = (F',t,F) e N. On a 

pe ,. Y ~ Homc f = , e ' j , 
La construction « terme à terme » des limites projectives dans N montre que 
Y est compatible avec les /-limites projectives ssi HoniQ (- , e*) l'est pour 
tout e'. Or soit T = (<f>, t, eA) une transformation naturelle issue du fonc
teur constant eA dans C. La limite projective canonique de Horn (-, e* ). qo 
est l'ensemble B des familles % - (xt)Ì€ j , où / est la source de <f> , 
telles que 

xi e Hom(çf>(i), e') pour tout i e J 0, 
<f>(h). xi - Hom(cf>(k), et)(xi ) = x̂ , si kei'.J.i. 

Ces conditions signifient que (cf>, t , e où 
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tx(i ) - x¿ pour tout i e h , 
est un cône projectif 7^ . Il s'ensuit que Hom(-, eJT est une limite pro
jective naturalisée ssi il existe une bijection g de B sur Homf e, ef) as
sociant à x (donc à Tx ) un morphisme g fx) tel que J - Tg(x), c'est-
à-dire ssi T est une limite projective naturalisée dans C . V 
COROLLAIRE. Si 5 est vide, tout (3^ ,3'̂ )~projecteur est injectif 

A. Dans ce cas, y vérifie les conditions de la Proposition 1. V 

3. RESTRICTIONS DE Y COMPATIBLES AVEC LES LIMITES INDUCTIVES 
CONVENTION. Si T = ( e~, t,çf>) est une limite inductive naturalisée d'un 
foncteur 0 d'une catégorie / vers C et si F est un foncteur de la duale 
C* vers une catégorie K , nous noterons F T le cône projectif 

(F.<¡>*,Ft, F(ef), où 0 * = dual de 0 . 

PROPOSITION 3. Soit p un foncteur de C vers H et T = ( e~, t, 0 ) une 
limite inductive naturalisée dfun foncteur cf> de J vers C. Alors p T est 
une limite inductive naturalisée ssi (Hom( s, - ) . p*) T est une limite pro
jective naturalisée pour toute unité s de H . 

A. Ceci résulte de la Proposition 2 appliquée à la duale de H et au 
cône projectif «dual» de p T. V 

PROPOSITION 4 (Lemme de Yoneda). Soit F un foncteur de la duale de 
C vers DR. Alors F est équivalent au foncteur Hom^(F, - ) . Y*, où Y est 
le plongement de Yoneda de C vers /V. 

A. L'équivalence g de Hom^ (F, - ) . Y* vers F associe à l'unité e 
de C la bijection 

g(e): HomN(F, Y(e)) -> F(e): (F, t, Y(e)) h t(e)(e). V 

PROPOSITION 5. Soit (C9\L,V) un )-prototype tel que C appartienne 
à Ti et soit L une sous-catégorie pleine de N vérifiant les conditions : 

Io L contient Y( C) et est stable par ̂-limites projectives dans N ; 
2° Si F est un objet de L et si v((f>) est défini, alors Fi/(<f>) est 
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une limite projective naturalisée dans %. 
Alors la restriction Y* : C -> L de Y est une réalisation vague de (C 

A. Y* est compatible avec les à-limites projectives, puisque Y l'est 
(Proposition 2) et que L est stable par $-1imites projectives dans N ( ce 
qui signifie que le foncteur injection canonique de L vers /V est à à-li
mites projectives ). Pour tout objet F de L , on a 

HomL(F, - ) . Y'* = HomN(F,-). Y*, 
car L est une sous-catégorie pleine de /V ; d'après le Lemme de Yoneda 
ce dernier foncteur est équivalent à F. On en déduit à l'aide de la con
dition 2 que, si v(cf>) est défini, alors (HornjjF, - ). Y''*) v(cf>) est une 
limite projective naturalisée. Il en résulte, en utilisant la Proposition 3, 
que Y V( (/> ) est une limite inductive naturalisée. V 

La Proposition 5 ramène le problème initial à la recherche des sous-
catégories pleines de N vérifiant les conditions 1 et 2 et à ̂-limites in-
ductives. 

4. ÉTUDE D'UNE SOUS-CATEGORIE DE N . 
Nous désignons par (C,[i,v) un ($, 5 )-prototype tel que Ç ap

partienne à T.J, par /V la catégorie des transformations naturelles de C * 
vers % , par Y le plongement de Yoneda de C vers /V, 
DEFINITION. Soit F un foncteur de C * vers une catégorie d'applications 
% . On appelle sous-foncteur strict de F un foncteur F' de C * vers Ml tel 
que Ff(f) soit une restriction de F( f) pour tout f e C. Un foncteur F" 
équivalent à un sous-foncteur strict de F est appelé sous-foncteur de F. 

On voit que F" est un sous-foncteur de F ssi il existe une trans
formation naturelle ( F, t, F" ) telle que £fej soit une injection pour toute 
unité e de C. 

Nous désignerons par L la sous-catégorie pleine de /V ayant pour 
objets les foncteurs F de C* vers % vérifiant les conditions: 

(1) Fv(<f>) est une limite projective naturalisée lorsque v(cf>) est 
défini. 
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(2) Il existe une famille ( ê  ̂  ^ d'unités de C telle que F soit un 
sous-foncteur du foncteur II Y( ) (produit dans /V ). 

ieK 
PROPOSITION 6. L est une so us-catégorie de N stable par ̂  0-limites pro-
jectives dans N et contenant Y(C); la restriction Y* de Y à (L,C) 
est une réalisation vague de ( c,[i,v) dans L . 

A. L est une sous-catégorie pleine de N contenant Y( C). Tout fonc
teur équivalent à un objet F de L vérifie les conditions (1) et (2) , de 
sorte que L est une sous-catégorie saturée de /V (i.e. tout objet isomor
phe à un objet de L dans /V appartient à L ). 

1° Montrons que L est stable par 11 -pro du its. Soit ( F Jj£j une famille 
d'objets de L telle que / appartienne à 11 ; pour tout je] il existe une fa
mille ( el). v d'unités de C telle que le foncteur F. soit un sous-fonc-

i i e K j 
teur de .IL Y( e{-) . Soit F = .II F- ; on vérifie que F est un sous-fonc-ieKj 1 l/ jej / ' ^ 
teur du foncteur 

n Y (eh), où K = Il K, . 
fiJjeK 1 jeJ t 

De la commutation des produits avec les limites projectives, il résulte que 
F, produit de foncteurs transformant i/ ( 0 ) en une limite projective n a na
turalisée, a la même propriété. Par suite F est un objet de L et c'est le 
produit de (Fj)jej dans L . Ainsi L est stable par U-produits dans /V. 

2° Soit w un foncteur de / vers L tel que / e 11 . Comme L est stable 
par U-produits dans N , le foncteur F = H w( i ) appartient à L .Par 

ie J0 
construction une limite projective F' de w est un sous-foncteur de F. Du 
Théorème de commutation des limites projectives entre elles, il résulte 
que F' i/(0) est une limite projective naturalisée lorsque v(cf>) est défini 
puisque w(i)v(cf>) en est une pour tout i e JQ . Donc F9 appartient à L, 
et c'est la limite projective de F dans L. 

3° Nous avons prouvé que L vérifie les conditions de la Proposition 
5 ; il s'ensuit que Y 9 est une réalisation vague de ( C, fi,v) dans L . V 
COROLLAIRE. Si N est une catégorie à L-projections, Y9 est une réali
sation vague de (C, [LjV ) dans une catégorie à 5̂ -limites projectives et in" 
ductives, et par suite tout 5' J)-projecteur est injectif (Prop. 1). 
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A. Soit q un foncteur adjoint au foncteur injection canonique de L 
dans /V ayant pour restriction le foncteur identique de L . Comme q est 
compatible avec les limites inductives, si w est un foncteur de / e vers 
L , il existe une limite induetive naturalisée T du foncteur (N, w, J ) et 
le cône q T est une limite inductive naturalisée de (L , qu>, J ) , lequel 
est identique à w , par choix de g . Donc /V est à ÎQ limites inductives. V 

Pour résoudre le problème initial, nous n'avons plus qu'à montrer 
que /V est une catégorie à Lprojections. 

5. THÉORÈME DU FAISCEAU ASSOCIE. 
Nous reprenons les notations du n° 4 et nous allons montrer, à 1' ai

de du Théorème d'existence de structures libres, que /V est une catégorie 
A 

à L projections. Nous désignerons par il un univers tel que 
.Ueîl et ïlctl, 

par N la catégorie des transformations naturelles de C * vers la catégorie 
% des applications associée à il . Nous identifions N à la souscatégorie 
pleine de /V ayant pour objets les foncteurs F de C * vers Jíi tels que 
F( e) e H pour toute unité e de C. 

A 
PROPOSITION 7. N appartient à 11. 

A. Soit F et F ' des objets de /V . En associant à la transformation 
naturelle (F\t,F) la famille ( t( e ) ) r on définit une bijection de 
F'mN m F sur une partie de )ïï C° . Puisque C0 C Ç appartient à 11 et que 
Jíi e 11, le produit DlîC° appartient à l'univers 11 , de même que F'm/V m F . 

A 
Par ailleurs, on sait que !?0 appartient à il, ce qui entraîne 

îox^eîl et iV = ^ F'm/V m F 6 îl. V 
~ (F:F)e50x5o 

On définit un foncteur P de N vers DU en associant à ( F', t, F) 
l'application produit II t(e) du produit cartésien II F( e) dans 
II F Y e ^ » La restriction de P à N prend ses valeurs dans 3lî . 

Soit L la souscatégorie pleine de définie de manière analogue 
à L , mais à partir de l'univers K . Soit P' le foncteur de L vers i№i res
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taction de P . On note X l'ensemble des P '-monomorphismes, qui sont 
simplement les transformations naturelles (Ff,t,F)eL telles que t(e) 
soit une injection pour tout e e C0 . Soit 11 1' ensemble des éléments de 
Il équipotents à un élément de 11 et L la sous-catégorie pleine de L ayant 
pour objets les foncteurs F e L 0 tels que F (e ) eW pour toute unité e de C. 

PROPOSITION 8. Si $ 6 Ti, le fondeur P' est (%, X. L0 )-engendrant. 
A. Soit F un objet de L et A une partie de P'( F ) . Comme P* ( F ) -

n F( e) pour tout objet F de L , il existe une ( X. L 0, P')-sous-struc-
ture de F engendrée par A ssi il en existe une engendrée par H A( e ) , 
en notant 4 f e J l'image de /1 par la projection canonique du produit F (e) 
sur F( e ) pour tout e e C0 . Par ailleurs, si F e L est un sous-foncteur 
strict de F et si P'(F ) e 11 , on peut choisir pour toute unité e une bi-
jection g( e ) de F ( e ) sur un élément FY e J de 11 , et il existe un sous-
foncteur F ' de F tel que (F\g,F) soit une équivalence ( à savoir : 

F'(f) = gfe').F(f).gfe)-1 si fee. t.e>). 
Ceci prouve qu'il suffit de démontrer le résultat suivant : 

Soit F un objet de L et ( E( e))ee c une famille telle que 
E( e)C F( e) et Efeje 11 pour tout e e C0 . 

Alors il existe un sous-foncteur strict F de F vérifiant les conditions sui
vantes : 

( 1 ) F est un objet de L et E( e) C Ffejell pour tout e 6 C (, , 
(2) si Ff est un sous-foncteur strict de F objet de L et si l'on a 

E( e )C F'(e ̂  £ Il pour tout eeC9, alors Ffe)C F'( e ) (ce qui entraîne 
que F est un sous-foncteur strict de F* ). 
Pour cela, nous allons construire F par récurrence transfinie : 

1° Soit S l'ensemble des suites s = (E'(e))ee c telles que 
E( e ) C Ef( e) CF ( e ) et E'(e)eVi pour tout e e C0 . 

Nous allons définir une application « de S dans S. Pour cela, supposons 
s = ( E'( e))eeC eS et e e C0 . Posons 
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s(e)= u F(f)(E'(P(f))) C F(e) feC . e 
( rappelons que F est un foncteur de la duale de C vers I ). Soit a(i/) 
l'ensemble des foncteurs de / e 5 vers C tels que viqo) soit défini et 
ait e pour sommet, i.e. tels que i/(çS) = ( e~9 t9 <f> ) . Pour tout f a(i/) , 
soit 

= U e Ffej | F(t(i))(x)e E'(cf>(i)) pour tout i e/0 1. 
Ecrivons 

E9fe) = sfe)ui u sfç6j et u( s ) = ( E" ( e ) )e f c . 

Montrons que zzf s) appartient à S. 
a ) Par construction, E"(e) est une partie de F(e) contenant E'(e)7et 
a fortiori E( e), car 

F(e)(E'(e)) = £ Y ^ C sfej. 
Pour tout /e e'. C. e , l'image F(f)(E'(e')) par de FYe'Je 11 ap
partient à l'univers 11; il s'ensuit que sfe), réunion d'éléments de U in
dexée par C e C Cell, appartient à 11. 
b) Soit 0 e a(i/)e ; l'application 

XV ( xi h € j °ù x e s ((f)) et xt ~ F(t(i ))(x) e E'(<f>(i )) 
(en posant 1/(0) = ( e~, t,cf> ) ), est une bijection de s{cf)) sur une partie 
du produit II E'(<f)(i )) ; comme 

E'(<f)(i)) e U pour tout îf/9f 11, 
le produit appartient à l'univers 11 et, a fortiori, s{cf>) e H . Par ailleurs 
a(i/)e est une partie de 

or C. 3 \ / appartient à 11 pour tout / e 5 et 5 f ̂  » ce <lui donne C. î . 5 
dans 11 . Il en résulte 

s(0)61j, d'où FVeJeîlet ufsJeS. 
<f> ta(v)e 

2° Soit À l'ordinal bome supérieure À = si*p̂  /, où / désigne l'ordi-
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nal initial (ou cardinal) de /. Soit À' l'ordinal j d'indice À+i; 
c'est un ordinal initial régulier. Comme / et 5 appartiennent à U, l'ordi
nal À est strictement inférieur à l'ordinal A associé à l'univers U (et 

l aussi à 11). L'ordinal A étant inaccessible, on trouve A'< A. Par ré
currence transfinie, on construit une suite transfinie (s\)\<\r tçlle que 

(a) s0 = (E(e))e€Q9 , sx = (Ex(e))eeCo pour tout À < A', 
(b) sx = u(sç) si X = f+ 1, 
(c) E \( e ) - u E t ( e ) si A est un ordinal limite et e £ C0 . 

Posons F ( e ) - E^tf e) pour toute unité e de C. 
3° Définissons un sous-foncteur strict de F. Soit {e e \ C. e, Pour 

tout y e F ( e ' ) , il existe un ordinal f < A ' tel que y e ^ eV 5 ̂  s'ensuit 
F(f)(y)<F(f)(Eç(e')) C C FfeJ. 

Ainsi il existe une application F(f) de F( e') dans Ff restriction de 
F(f) ; on en déduit que l'application f \* F(f) de C dans 5ïï définit un 
sous-foncteur strict F de F tel que Ff = 'E^ ( e ) pour tout e ç C0. 

4° Soit cf)ea(v)e et i/(0) = (e~, t, <fi ). Montrons que Fi/(<f>) est 
une limite projective naturalisée. Par hypothèse, F appartenant à L , la 
transformation naturelle Fv(cf)) = ( F. <fi, F t, F( e)~) est une limite pro
jective naturalisée. F.0 étant un foncteur vers % et F. <f> un sous-fonc
teur de celui-ci, on montre facilement que F. cf> admet pour limite projective 
naturalisée (F.cf>,t'9 B~), où B est l'ensemble des x e F ( e ) tels que: 
F(t(i))(x) e F(<f>(i)), et où t *(i) est l'application de B dans F(<j>(i)) 
restriction de F(t(i)), pour tout i e J0 . Montrons que B = F( e ) ce qui 
prouvera que Fi/(0) est une limite projective naturalisée de F. 0 et, a 
fortiori, que F est un objet de L . 
a) Si # e Ff ê l, pour tout i e 10 on a 

F(t(i))(x) = Fft(i))(x)e F(<t>(i)), 
d'où F(e)C B. 
b) Soit %e fi et ̂ . = F(t(i))(x) pour tout i e J0 * Comme 

xi€F(<f>(i))= U E^tfi)), 
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Il existe un ordinal A' tel que 
x.eEt(cf)fi)) pour tout iej0. 

L'ordinal À = sup <f. vérifie A < A', car A' est régulier, 
ieJg 1 

£\ < A' et J0 < J < k < A \ 
Par suite x. e (cf>(i ) ) pour toute unité i de / , ce qui entraîne 

xe sç(<f>) C Eç+jfe) C F( e). 
Au total B - F( e) . Comme F est un sous-foncteur d'un foncteur de la forme 
II Y( e-), où les e. sont des unités de C , le foncteur F l'est aussi Donc 
ieK . ~l 
F est un objet de L et F est une P '-sous-structure de F . De plus, 

E( e) C F( e) pour tout e e C0 . 
Soit F' un sous-foncteur de F tel que E( e)C F*( e) pour toute unité e 
de C. Montrons que F'( e) contient Ffe), ce qui prouvera que F est un 
sous-foncteur de F'. Or EQ(e) — E(e)cFf(e). Soit A un ordinal tel que 
£ <_ A ' et supposons que Eç(e) soit contenu dans F'(e) pour tout £ < X 
et toute unité e de C. 
a ) Si À est un ordinal limite, on obtient 

EX(e) = £^Eç(e) C F'(e). 

b) Soit X = Ç + 1 et Eg(e) C F'( e) . Si / e e'. C. e, on a 
F(f)(Eç(e')) C F(f)(F'(e')) = F'(f)(F'(e'))Z F'(e), 

Ff étant un foncteur, ce qui entraîne sg(e) C F'( e). Soit <£> e a{v)e et 
v( (fi) =(e~,t,<fi). Comme F' appartient à L0 et est un sous-foncteur de 
F, la transformation naturelle F*v(<f>) est une limite projective naturali
sée et, d'après ce que nous avons vu précédemment, Ff( e) est l'ensemble 
des x'e F(e) tels que 

F'(t(i))(x')e F9(4>(i)) pour tout i€J0. 
Si x appartient à sg(cf)) , on en déduit x e F'(e) , puisque 

F'(t(i)) (x) = F(t(i))(x)e Eç{<f>(i)) C FY4>(i)) 
pour tout i e J o . Par suite 
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EX(e) = st(e)u . u st{<f>) c F'(e) b <pea(v)e b 
pour toute unité e de C. 
c) Par récurrence transfinie, ceci montre que F ( e ) - E t( e ) est contenu 
dans F'(e) pour tout e e C 0 . Ainsi F est la (P', X. L0̂ -sous-structure de 
F engendrée par A - II E( e), et il existe un objet de L , équivalent 
à F , qui est une (P*, X. L0 j-sous-structure de F engendrée par A. V 

THEOREME 1. N est une catégorie à L -pro je étions , si $ e li . 
A . Ceci résulte des Propositions 7 et 8 et du Théorème d'existence 

de structures libres : Si G est un foncteur de C * vers 5fl , on considère 
l'ensemble D des transformations naturelles T. - f F. , t G ), où F. est 
un objet de L . De la Proposition 7 il résulte que D , partie de N , appar-
tient à 11 de sorte qu'il existe un produit F - H F- dans A' et, L étant 

s table par produits dans /V , le foncteur F est un objet de L ; soit ( F, £?GJ 
le /V-crochet de ( T^) ̂  ^ . Alors G admet pour f L , N ̂-projection une 
( X. L0 , P 'J-sous-structure de F engendrée par li t( e)( G( e)). V 

eeC0 
COROLLAIRE 1. Si C est une catégorie telle que C appartienne à Ti, la 
catégorie N est une catégorie à L '-projecctions, où L* est la sous-catégo
rie pleine de N ayant pour objets les sous-foncteurs des joncteurs 

Il Y ( et), où e{ e C0 • ie K 
A. Il suffit d'appliquer le théorème au cas où 5 est vide. V 

COROLLAIRE 2. Soit C une catégorie telle que C appartienne à U et 
soit Lr la sous-catégorie pleine de N ayant pour objets les fondeurs de 
C* vers 5lï qui sont sous-foncteurs d'un foncteur II Yf ei), où les ei sont 

ie K 
des unités de C, et qui sont compatibles avec les $-1 imite s inductives. 
Alors N est une catégorie à L '-projections* 

A. Soit K l'ensemble des foncteurs d'une catégorie appartenant à 5 
vers C ayant une limite inductive. Si 0 e K, choisissons une limite induc
tive de ef> , que nous noterons v(ef>) . Considérons le prototype ( C, 0 ,v) 
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ainsi obtenu. Deux limites inductives de 0 étant des foncteurs équivalents 
un foncteur F de C* vers Jfi est compatible avec les 5"̂ mîtes projec-
tives ssi Fi/(cf>) est une limite projective pour tout çf> e K. Par suite U 
est la catégorie L associée plus haut au prototype ( C, 0 ,v ) ( ou d'ailleurs 
au prototype (C, fi, v) quel que soit ). V 

THEOREME 2 . Si $ et $ sont équipotents à des éléments de 11, tout 
Yprojecteur est injectif. 

A. Ceci résulte du Corollaire de la Proposition 6 et du Théorème 1. V 

COMPLEMENTS. 
Dans la preuve de la Proposition 8, le fait que F soit un sous-fonc-

teur d'un foncteur II Y f e- ) produit de foncteurs représentables n'a été ie K 1 
utilisé que pour affirmer qu'il en est de même pour F . Par suite : 
THEOREME 3. Soit C une catégorie et v une application ̂-limite indue-
tive partielle sur C. Soit Ly la so us~ catégorie pleine de N ayant pour 
objets les foncteurs F de C * vers JH tels que Fv(cfi) soit une limite pro
jective naturalisée, lorsque viefi) est défini. Alors: 

1° L v contient Y( C) et est stable par limites projectives dans N ; 
2° La restriction Yy : C -» Ly de Y est une réalisation vague de 

( C, fi,v) quelle que soit l'application $-1 imite projective partielle p. ; 
3° Si C appartient à 11 et 5 à 11, la catégorie N est à L̂ -pro je ca

tion s, et par suite Ly est à ̂-limites inductives. 
A. Il suffit de remplacer dans les pages précédentes L par Ly . V 

COROLLAIRE. Soit (H, \L ) un ̂ -prototype projecdf ( i. e.9 ( H9{i) means 
(H, (i,0) ). Soit L9 la sous-catégorie pleine de la catégorie N9 des transfor
mations naturelles de H vers % ayant pour objets les réalisations vagues 
de (H, u ) dans % . Alors N9 est à L-pro je étions, si // e H, â e 1i . 

A. Il suffit d'appliquer le Théorème 3 en prenant pour C la duale de 
H et pour v l'application telle que viefi) soit défini et égal à ( e~, t,<f>) 
ssi est défini et égal à O , où cj> * est le dual de 0. V 
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CAS PARTICULIER. Soit (E, T) un espace topologique, H la sous-caté
gorie du groupofde des couples d'ouverts de T formée des couples (U',U) 
tels que U* C U . Un préfaisceau sur T est un foncteur de H vers J(i. Un 
faisceau est un préfaisceau transformant certaines limites projectives en 
limites projectives. Du Corollaire du Théorème 3 on déduit l'existence d'un 
«faisceau associé à un préfaisceau», i. e. l'existence d'un faisceau projec
tion d'un préfaisceau dans la catégorie des faisceaux sur (E,T). C'est 
pourquoi on appelle le Corollaire du Théorème 3: Théorème du faisceau 
associé. 

REMARQUE. La catégorie L ' du Corollaire 2 du Théorème 1 est la caté-
1 tégorie trans compi étion de C , utilisée par L ambek et Isbell (dans le cas 

où 5 est l'ensemble des catégories associées à un univers appartenant 
à 11). Remarquons que, pour prouver le Théorème 2, nous aurions pu nous 
servir de la catégorie L du Théorème 3 au lieu de L . 
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TEXTE DE LA CONFÉRENCE FAITE AUX 
JOURNÉES MATHÉMATIQUES SUR 
L 'ALGÈBRE DES CATÉGORIES 

/146, v.1/ 

COMPLETION D'UN FONCTEUR 
par Charles EHRESMANN 

Etant donné un foncteur p de H' vers K" fidèle et tel que la res
triction p^ de p au groupoi'de des éléments inversibles de H' soit bien 
fidèle, un problème important consiste à chercher un foncteur p de H' vers 
K' , vérifiant ces mêmes propriétés mais tel que, de plus, p vérifie l'une 
des conditions suivantes : 

1° p est K'-étalant, c'est-à-dire-. K'' est une sous-catégorie de K' 
et, pour tout s € H'0 ( = ensemble des unités de ¡7' ) et tout / € p ( s ) .K9, 
il existe un et un seul f e s. H tel que pf f ) ~ f et que f soit une p-in-
jection. 

2° Soit $ une classe de catégories et ̂  une application à-limite pro
jective multiforme, c'est-à-dire: pour tout foncteur 0 de /' vers K' , où 
/" e i, ti(cf)) est une classe (éventuellement vide) de limites projectives 
naturalisées de but 0 . Alors on demande que p soit pt-compatible, i.e. 
qu'il existe une applications-limite projective multiforme ^ sur // * appli
quée par p sur fji (autrement dit : si c|> est un foncteur de I' e ê vers H', 
et si $ est un élément de jn(p.Ô), il existe une limite projective natura
lisée 0 de 0 appliquée par p sur 0 ; comme p^ est bien fidèle, 0 est 
déterminée d'une façon unique; then Q e jil(<£> ) ). 

Ce problème se pose, en particulier, lorsque K' est une catégorie 
d'applications, d'autant plus que, dans la théorie des catégories p-struc-
turées, de nombreux théorèmes généraux sont valables si p vérifie l'une des 
conditions précédentes; existence de catégories p-structurées quasi-quo
tients, existence de limites projectives ou inductives dans la catégorie 
des foncteurs p-structurés,... . 

Le problème posé admet des solutions : il admet même des solutions 
maximales et des solutions minimales, définies respectivement comme des 
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structures libres ou colibres relativement à un certain foncteur. Ici nous 
allons construire la solution minimale explicitement dans le deuxième cas. 

CONSTRUCTION D'UN FONCTEUR p. 
Soit p un foncteur de //* vers K' qui soit fidèle et tel que p ̂  soit 

bien fidèle. Soit ̂  une application ̂-limite projective multiforme sur K' . 
Associons à p le foncteur p de H' vers K* construit comme suit; 

1° Soit A la classe des couples (<!>,#) , où $ est un foncteur de /* 
vers H' , où /* e $ et où 0 e u ( p. 0) . Si ($>, 6) e A , pour toute unité s 
de //* désignons par Es($>,6) la classe des f e K tels qu'il existe une 
transformation naturelle ^ du foncteur constant s~ vers $ , vérifiant la 
condition p y = 0f9 c'est-à-dire 

) ~ 0(i) .f pour tout iel'o. 
Soit r la relation d'équivalence sur A telle que 

($,60 "(*', 09) ssi Es{<b9e) = Es(<b9,d9) pour tout 
Posons //̂  = A/ruH'0 (on suppose H'0 disjoint de A/r). Si o dési
gne la classe Q) mod r , on pose 

Es{a) = Es {$,6) et p(cr) = e où source de 0 . 
Si a est dans //̂  , on pose : 

E s(o) - p( o.H. s ) et p(o)~p(o). 
Soit // la classe des triplets (of9g9o)9 où g e p (o9). K .p(a) 9 vérifiant 
la condition : 

Pour tout f€ Es(o) , on a g.fe Es(o') (i.e., g . E s(o) C Es (o9 ) )9 
et notons p(o'9g,cr) -g. 

On montre que H* est une catégorie pour la loi de composition 

(o*9g99o9).(o99g9a) = ( a*, g'. g ,cr ) 
et que P application ( o*, g9o ) |-* g définit un foncteur fidèle p de H vers 
K* . On identifie H* à la sous-catégorie pleine de H* ayant H0 pour clas
se de ses unités. On montre que, si <I> est un foncteur vers H' qui admet 
une limite projective s préservée par p, alors s est aussi une limite pro
jective de $ considéré comme foncteur à valeurs dans H ' . 
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Le procédé de construction de p à partir de p décrit ci-dessus sera 
appelé construction canonique. 

2° En général, p n'est pas ̂ -compatible. Par récurrence transfinie, on 
construit un foncteur p de H* vers K' qui est ̂-compatible : 

Soit X l'ordinal borne supérieure des ordinaux / associés aux en
sembles / tels que /" € $ .Soit A l'ordinal initial régulier GJ£ , d'indice 
A + 7 . Posons L'j - H' et q} - p . 

Soit X < A . Supposons définis L p et 0£ pour tout ordinal £ < X . 
Nous définis sons alors L ̂  et q ̂  comme suit : 
a ) Si X = X' T 1 , alors çr̂  est le foncteur obtenu à partir de q^, par la 
construction canonique, et est sa source. 
b) Si X n'a pas de prédécesseur, posons L^= U hp ; alors est une 
catégorie dont L £ est une sous-catégorie pour tout £ < X , et est l'uni
que foncteur de L ̂  vers K admettant les g^ pour restrictions. 

Par récurrence transfinie, on obtient ainsi une catégorie // * , à sa
voir L ̂  , et un foncteur p de H' vers K' , k savoir . 

30 On montre que p est une solution du problème proposé: p est fidè
le, p y est bien fidèle et p est ̂-compatible. De plus p admet p pour res
triction à la sous-catégorie pleine H * de // * . 

LE FONCTEUR p COMME STRUCTURE C0L1BRE. 
Nous allons montrer que p est une solution «minimale » du problème 

proposé. Soit J({0 un univers, % la catégorie pie ine des applications et J 
la catégorie des foncteurs correspondantes. Supposons K e Jfi0. Soit H la 
catégorie formée des triplets f p ' 9 F 9 p ) , où p et p ' sont des foncteurs 
vers K ' fidèles, tels que p^ et p^ soient bien fidèles, et où F e 3" est 
un foncteur vérifiant p '. F = P . 
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Soit ¡i une application á-limite projective multiforme sur K' . Soit 
la sous-catégorie de H formée des (p',F,p ) 6 H tels que, si © est 

une limite naturalisée dans la source de p et si p© € ¿ ¿ ( 0 ) , alors F© est 
une limite naturalisée dans la source de p'. Soit la sous-catégorie 
pleine de ayant pour objets les foncteurs ̂ -compatibles. 

Soit H la catégorie ayant pour objets les couples (q, C) , où <7 
est un foncteur de C' vers K ' appartenant à et où C est la plus pe
tite des sous-catégories G' de C* contenant C' comme sous-catégorie 
pleine et telles que la restriction de q à G* appartienne à K^. Les mor-
phismes de H"^ sont les triplets 

F = ffg2,C2),F',(q1,C1)), OÙ fg¿,C¿; f H * / , 
où (q2 9 F ', q̂  ) e et où la restriction F de F* à est un isomor-
phisme sur C'2 . Soit Y le foncteur de K"^ vers le groupofde des éléments 
inversibles de associant à F le triplet (p2yF,PjJ, où p¿ est la res
triction de q. à C¿ . 

THEOREME. Y admet un co~adjoint, si ê est une partie de 3"0 equipo ten
te à un élément de %Q . Tout foncteur p e K0 engendre comme Y-structure 
colibre le couple (p, H) construit plus haut, 

EXISTENCE D'UNE SOLUTION MAXIMALE. 
THEOREME. Tout p e H0 admet également une ()-projection p et 
engendre une (K, e,Ĥ )«-structure libre, telles que p soit une restriction de 
chacune d'elles. 

Ce dernier théorème, qui résulte d'un théorème général d'existence 
de structures libres, signifie que p admet un prolongement «maximal» en 
un foncteur ̂ -compatible p tel que le plonge ment de p dans p soit com
patible avec les á-limites projectives pouvant exister dans p et se proje
tant sur un élément de l'un des ^(çS) . 
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TEXTE D'UNE CONFÉRENCE FAITE A 
SAINT-QUENTIN, LE 27 AVRIL 1972 

/146iv.2/ 

LES CATÉGORIES DANS L'ENSEIGNEMENT 
p a r Charles E H R E S M A N N 

Je me propose de parler de quelques aspects delà théorie des caté
gories, surtout des aspects qui montrent l'intérêt de cette théorie pour l'en
seignement des Mathématiques. 

î . La notion de catégorie peut être considérée comme une notion unifie a-
tri ce des Mathématiques dans l'état actuel de leur développement. Celles 
des G r e c s dans l'Antiquité étaient réduites, essentiellement, à l 'Arithmé
tique des nombres entiers et à la G é o m é t r i e de l'espace de notre intuition 
spatiale, dont Euclide nous a laissé un exposé, qui est le prototype d'une 
théorie axiomatique. Avec la découverte des géométrie s n o n euclidiennes 
au XVIIIe siècle, on a senti la nécessité de formuler un principe général 
permettant de définir les diverses géométries comme des exemples d'une 
théorie plus générale. Ainsi on a mis en évidence la notion de g r o u p e et 
celle de g r o u p e d e transformations, et les géométries considérées étaient 
ramenées à la théorie des e s p a c e s h o m o g è n e s , c'est-à-dire des ensembles 
munis d'un groupe transitif de transformations. Mais par contre les e s p a c e s 
de R i e m a n n , introduits à la même époque, ne rentraient pas dans ce cadre, 
ce qui a conduit ultérieurement à la définition générale des e s p a c e s topo-
logiques. Par la théorie d e s e n s e m b l e s , Cantor a créé une b a s e et un lan
g a g e pour les mathématiques modernes. La voie était ainsi ouverte pour le 
développement extraordinaire des Mathématiques. De nombreuses théories 
ont vu le jour.- a n n e a u x , corps, g r o u p e s d e L i e , variétés différentiables ré
elles ou complexes munies de structures infinitésimales variées 

Pour éviter la confusion devant tout ce foisonnement d'idées, une 
conception globale des mathématiques a été recherchée par B o u r b a k i , ce 
qui l'a conduit à la clarification de la notion générale de structure m a t h é - 1 
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matique sur un ensemble, et par conséquent à l'étude des relations entre 
structures de même espèce ou d'espèces différentes. Ainsi la théorie des 
structures mathématiques conduit logiquement à la théorie des catégories 
de morphismes entre structures d'une même espèce et des relations entre 
différentes catégories de morphismes. 

En 1945 enfin, la notion de catégorie a été dégagée par Eilenberg-
Mac Lane et depuis une quinzaine d'années la théorie des catégories a fait 
l'objet de nombreuses recherches et publications. Cependant cette théorie, 

1 en plein développement, est encore souvent méconnue et contestée ; en par
ticulier, on entend parfois dire qu'elle ne représente qu'un langage. C'est 
effectivement un de ses grands mérites de fournir un langage commun à l'Al
gèbre, à la Topologie, à la Topologie algébrique, à la Géométrie différen
tielle, et d'éviter ainsi aux mathématiciens la confusion dans laquelle se 
sont perdus les constructeurs de la Tour de Babel. Mais naturellement ce 
n'est pas son seul mérite: au cours des dernières années, la théorie des 
catégories s'est développée d'une façon extraordinaire pour elle-même et 
pas seulement pour les applications. 

2. La notion de catégorie généralise celle de groupe et celle de structure 
d'ordre. L'exemple fondamental d'une catégorie, on pourrait dire le proto
type, est la catégorie formée des applications entre ensembles ; un autre 
exemple est la catégorie des relations entre ensembles. Donnons une défi
nition précise des catégories : 

Appelons graphe orienté un triplet ( C, /3*a) , où C est un ensemble, 
a et jS des rétractions de C sur une partie C0 de C , c'est-à-dire 

a(x)-^(x)-x pour tout x e C0 . 
Un élément de C0 est appelé sommet du graphe, un élément f de C tel que 
a(f) - % et fi(f) - x' est dit floche de source x, de but x 

Une catégorie est un couple f C, k), où C est un ensemble et k 
une loi de composition partiellement définie sur C , c'est-à-dire une appli-
tion d'une partie A de CxC dans C ; si (g,f) appartient à A , on dit 
que le couple ( g,f ) est composable, et on pose g. f ~ k(g, f ) . On suppo-
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se de plus qu'il existe un graphe orienté (C, /3,a) vérifiant les axiomes 
suivants : 

1 0 g. f est défini ssi a(g) — $(f)\ dans ce cas 

a(g.f) = aff), & ( g . f ) = P ( g ) . 
2° Pour tout / dans C , on a fi(f).f=f = f.a(f). 
3° Si a(h) = f3(g) et afgJ = $(f), on a À.(g./; = ( h . g ) . f (As-

sociativité ). 
On montre qu'un élément e de C est un sommet du graphe (C, j3»a) ssi 
e est une unité pour i} c'est-à-dire si: 

f.e = f et e.g = g, 
dès que f.e ou e.g est défini. De plus a( f ) est l'unique unité telle que 
f.a(f) soit défini, et $( f) l'unique unité telle que @(f).f soit défini. 
Il s'ensuit que le graphe ( C, /3, a) est déterminé de façon unique par la 
donnée de h. La catégorie (C9k) sera souvent désignée par une seule 
lettre C , l'ensemble C dont les éléments sont aussi appelés morphismes 
de C par C, l'ensemble des couples composables A par C*C, le graphe 
( C, fi,a) Par [ C] , l'ensemble de ses sommets ou unités de C par C0. 

Un morphisme f de C est dit inversible s'il existe un /' tel que 

f'.f=a(f) et f.f' = (i(f); 
si f9 existe, il est unique; on le note alors et on l'appelle IHnverse 
de f ; dans ce cas, on dit aussi que / est un isomorphisme de C . 

On appelle groupoïde une catégorie dont tous les morphismes sont 
inversibles. 

En particulier, un groupofde n'ayant qu'une seule unité e est sim
plement un groupe ; on a alors a( f ) - e = j8 ( f ) et C*C = ÇxÇ. 

Si E est un ensemble, on obtient un groupoïde sur E x E en munis
sant E x E de la loi partielle o: 

(y',X9)o(y9x) =(y',x) Ssi X' = y; 
on l'appelle le groupoïde des couples associé à E . Si P est le graphe 
d'une relation de préordre sur E , on définit une catégorie sur P en consi-
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dérant une restriction de la loi o . Inversement, une catégorie telle qu'il y 
ait au plus un morphisme de source e et de but e' définit un préordre sur 
l'ensemble de ses unités, en notant: 

e'< e ssi il existe un morphisme de source e , de but e'. 
Ce préordre est un ordre si les unités sont les seuls inversibles de la ca
tégorie. 

3. La catégorie la plus fondamentale est sans doute la catégorie des appli
cations. Soit U un ensemble d'ensembles, 5)1 l'ensemble de toutes les ap
plications entre éléments de \{ . Alors JH devient une catégorie pour la loi 
de composition partielle ; 

( f 9 > f ) V f ' ° f SSI f est une application de E dans E* et f 
une application de E9 dans E19, 

où f'° f est l'application composée (au sens usuel) de (f9,f). La source 
de f est l'application identique de E , son but, l'application identique de 
E9. Les unités de cette catégorie sont donc les applications identiques 
des éléments de U , L'application E f-* identité de E est alors une bijec-
tion de \{ sur l'ensemble des unités de 311 ; on dit que II est une classe 
d'objets pour la catégorie % . 

Certes cette catégorie dépend du choix de l'ensemble U et on ai» 
merait pouvoir parler de «la catégorie de toutes les applications entre en
sembles quelconques». Mais ici on rencontre une difficulté majeure. Nous 
avons dit qu'une catégorie est formée d'un ensemble d'éléments, ses mor-
phismes, et d'une loi partielle; or la classe de tous les ensembles n'est 
pas un ensemble, et la classe de toutes les applications non plus. On peut 
contourner cette difficulté de deux manières : 

1© En se plaçant dans le cadre de la théorie des ensembles au sens 
de Von Neumann-Godei - Bernays, où l'on distingue entre «ensembles» et 
«classes», une classe propre étant une sous-classe de la classe de tous 
les ensembles qui n'est pas elle-même un ensemble; dans cette axiomati-
que, une classe propre ne peut être élément d'aucune classe. Dans ce cas, 
on définit les «grandes» catégories, telle la catégorie de toutes les appli-
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cations, dont les morphismes forment une classe propre; les «petites» caté
gories sont au contraire celles définies sur un ensemble. 

2° L'inconvénient de la méthode précédente est qu'il est impossible 
de former des classes propres; la construction de nouvelles catégories est 
ainsi sérieusement limitée. C'est pourquoi on peut se placer dans le cadre 
de la théorie des ensembles de Zermelo - Fraenkel et éviter de parler de la 
catégorie de toutes les applications. On supposera que 11 est un ensemble 
d'ensembles vérifiant les conditions suivantes : 

lo Si E est élément de 11 , toute partie de E est élément de 11 . 
2° L'ensemble 9 f E) des parties d'un ensemble E de 11 est dans 11 . 
3° Si / est un élément de U et Et un élément de K pour tout i€ J , la 

réunion de la famille f Ei )tf j d'ensembles appartient à 11 . 
4° Il existe un ensemble infini appartenant à \i . 
En d'autres termes, Il est un ensemble d'ensembles qui est stable 

par toutes les opérations de la théorie des ensembles, c'est-à-dire qui est 
un modèle de la théorie des ensembles de Zermelo - Fraenkel. Un tel K est 
appelé un univers. On ajoute aux axiomes de Zermelo - Fraenkel l'axiome 
des univers ; 

Tout ensemble est élément d'un univers. 
En particulier, on montre que l'ensemble vide et l'ensemble N des 

entiers naturels appartiennent à tout univers. Il existe un plus petit univers, 
appelé l'univers classique. Pour beaucoup de questions, on peut se borner 
à la considération de cet univers classique ; tous les ensembles construits 
explicitement dans les Mathématiques classiques y appartiennent. 

Ainsi à chaque univers U correspond une catégorie d'applications 
Jti , dont les objets sont les éléments de 11 . Cette catégorie est souvent 
appelée catégorie des ensembles, et notée ënA.. Cependant plusieurs caté
gories peuvent avoir la même classe d'objets : ainsi la catégorie dont les 
morphismes sont toutes les relations entre éléments de 11 , munie de la com
position usuelle des relations, admet aussi U pour classe d'objets. Il me 
paraît donc préférable de désigner une catégorie d'après le nom de ses mor
phismes et non d'après celui de ses objets. 
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4. Etant donné deux catégories C et K , on appelle joncteur de C vers 
K un triplet F = fK,F,C), où F est une application de Ç vers K telle 
que : 

lo Si e est une unité de C , alors F( e) est une unité de K . 
2° Si (g,f) est un couple composable dans C, le couple (F(g ), F(f) ) 

est composable dans K et on a F(g). F( f) ~ F(g. . 
Exemple: Un homomorphisme d'un groupe C vers un groupe K. 

Si C est la catégorie de couples correspondant à un ensemble or
donné (E,<) et K celle associée à (E',< ') , les applications ordonnées 
h de f E ,< ) vers f E < ' ) correspondent biunivoquement aux foncteurs de 
C vers K (en associant à b le foncteur F tel que 

F(y,x) = (b(y),b(x))). 
Soit 1( un univers, J0 l'ensemble des catégories C telles que Ç 

soit élément de U . L'ensemble de tous les foncteurs entre catégories ap
partenant à 3"0 est rnuni d'une structure de catégorie 3~ , la loi de compo
sition étant 

(K,F',C)o (K, F,C) = (K,F,o F,C) ssi K = C . 
L'application associant à ( K , F , C ) 6 5" l'application F définit un fonc
teur «d'oubli» de 5" vers la catégorie % des applications. 

On définit ensuite une nouvelle catégorie dont les objets sont les 
foncteurs, les morphismes étant les transformations naturelles. On obtient 
ainsi la catégorie des transformations naturelles; c'est d'ailleurs une ca
tégorie double, la deuxième loi ayant les catégories pour objets. Cette ca
tégorie joue un grand rôle. 

5. Soit p un foncteur d'une catégorie H vers une catégorie C ( le plus 
souvent C sera la catégorie des applications). Si s est une unité de H 
et si e ~pfs), on appellera s une p-structure sur e . Toutes les struc
tures habituellement considérées en Mathématiques rentrent dans ce cadre. 
On dit souvent que p est un foncteur d9oubli (il «oublie» la structure s 
pour ne conserver que l'unité sous-jacente e ) ; un foncteur d'oubli est gé
néralement fidèle, i.e. deux morphismes h et h* de H, de même source,de 
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même but et tels que p(h) ~p(h9) sont identiques. 
EXEMPLES. On prend pour C la catégorie Jd des applications. Soit H la 
catégorie § dont les morphismes sont les homomorphismes entre groupes 
dont les ensembles sous-jacents appartiennent à l'univers 11 ; en associant 
à un homomorphisme de G vers G' l'application sous-jacente, de G dans 
G' , on définit un foncteur d'oubli fidèle de § vers JH . On définit d'une fa
çon analogue le foncteur d'oubli vers % de la catégorie des homomorphis
mes entre anneaux dont l'ensemble sous-jacent appartient à 11 ; ou encore 
le foncteur d'oubli de la catégorie des applications linéaires entre espaces 
vectoriels sur un corps, entre modules sur un anneau, entre algèbre s ,... Un 
autre foncteur d'oubli est le foncteur vers % de la catégorie des applica
tions continues entre espaces topologiques (E9 T ) tels que E soit un en
semble appartenant à 11 ( et T une topologie sur E ). 

Etant donné un foncteur p de H vers C , on peut définir d'une ma
nière générale les notions de p-sous-structure d'une p-structure ( on retrou
ve ainsi les sous-groupes, les sous-anneaux, les sous-modules, les sous-
espaces topologiques,...) , de p-strudure quotient d'une p-structure ( grou
pes quotients, anneaux quotients, modules quotients, espaces topologiques 
quotients... ), p-sous-structure engendrée ( sous-groupes engendrés, ... ) . 

6. Soit p un foncteur de H vers C . Si e est une unité ( ou un objet) de C, 
on appelle p-strueture libre engendrée par e une p-structure s telle que : 

Il existe un morphisme j de C de source e , de but p(s) tel que, si 
s9 est une p-structure et f9 un morphisme de C de source e , de but p ( s9 ), 
alors il existe un et un seul morphisme h de H de source s et de but s9 
tel que f'=p(h).j. 
On dit aussi que (s, j) est un p-projecteur. 

Si pour toute unité e de C on s'est donné un p-projecteur (s e>j e) 
tel que je ait pour source e , il existe un foncteur q de C vers H tel que 
l'on ait q( e) = s e et que q({) vérifie p(q(f)).je = j e,. /, si / a e pour 
source et e9 pour but. Ce foncteur q est appelé foncteur adjoint de p. 

Par dualité ( on remplace C et H par les catégories duales C * et 
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H*, obtenues en «inversant le sens des flèches», de sorte que le composé 
f *g est défini dans C* et égal à g. / ssi g.f l'est dans C ), on obtient 
les notions d'objet colibre, de coprojecteur et de fondeur coadjoint. 

Un cas particulier fréquemment utilisé est celui où p est le foncteur 
injection canonique vers C d'une sous-catégorie H (i.e. H est une par
tie de C et la loi de H est la restriction de celle de C ) ; on parle alors de 
projection et à'éjection. 

Voici quelques applications des notions de structure libre et de 
foncteur adjoint; 

1 o Soit 3" la catégorie des applications continues associée à l'univers 
Il . Soit 3 ^ la catégorie formée des applications continues entre espaces 
topologiques compacts (E9T) tels que E appartienne à l'univers U , et 
soit p le foncteur injection canonique de CJ^ vers 3" . Tout espace topolo
gique ( E ,T ) admet alors une p-s truc tu re libre: c'est le compadifié de 
Stone-Cech de (E9T ) . Le foncteur d'oubli de 3~ vers J(i admet aussi un 
adjoint, qui associe à un ensemble l'espace topologique obtenu en le mu
nissant de la topologie discrète; la topologie grossière apparaît, quant à 
elle, comme une structure colibre relativement à ce même foncteur. 

2° Soit S la catégorie des foncteurs entre monoides C tels que Ç ap
partienne à li (un monoi'de est un ensemble muni d'une loi de composition 
partout définie associative ayant une unité; c'est aussi une catégorie ayant 
une seule unité). Soit p son foncteur d'oubli vers Jfi. Si E est un ensem
ble, il engendre une p-s truc tu re libre, à savoir le monoïde libre sur E (qui 
est formé des suites finies d'éléments de E , y compris la suite vide qui 
est son unité, sa loi de composition étant la concaténation: 

(ym>->yi)-( xn>->xi) = (ym>"'>yvxn* — >xi)ï-
Cet exemple se généralise comme suit; 

3° Si (C, (3 ,a) et ( C, /3',a') sont deux graphes orientés appelons 
homomorphisme de ( C, ¡3 ,a) vers ( C % /3 a* ) un trip le t 

((C'9fl\a')9 F, (C,(39a)) 
tel que F soit une application de C dans C vérifiant 
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F(a(f))=a'(f) et F ($( f )) = $'( f ) pour tout feC. 
Soit r la catégorie des homomorphismes entre graphes orientés dont les 
ensembles sous-jacents appartiennent à 11 . Soit 3" la catégorie des fonc-
teurs associée à U . En associant au foncteur F de C vers O l'homomor-
phisme ([C'],F,[C]) défini par la même application, on obtient un fonc
teur q de J vers T. Si [G] = ( G, ¡3, a ) est un graphe orienté, il engen
dre une q -structure libre, appelée categorìe libre des chemins sur [ G] . 
Elle est construite comme suit; appelons chemin du graphe [G] une suite 
(f >•••> /7 ) d'éléments de G telle que 

a(fi + l) = 0(fi) Pourtout î<n-
Le chemin est dit réduit si aucun des f n'est un sommet. Considérons l'en
semble formé des chemins réduits et des sommets. Il devient une catégorie 
si on le munit de la loi ; 

,(g „r-,g1)-(fn,-~,f1) = (gm,...,g1,fn,...,f1) ssi a(g1) = /3ffn) 
^(fn,...,f1).a({1) = (în,...,f1) =$(fn).(fn,...,f1). 
Les unités de cette catégorie sont les sommets du graphe. 

Si le graphe a un seul sommet, la catégorie libre est un monofde, 
et c'est aussi le monofde libre engendré par l'ensemble des flèches du gra
phe autres que le sommet. 
CAS PARTICULIER. Si E est le singleton \ Ç) \ , le monofde libre engen
dré par E s'identifie au monofde additif N des nombres entiers. Ainsi ce 
monofde est caractérisé à un isomorphisme près par la condition; 

Pour tout monofde C et pour tout élément x de C , il existe un unique 
homomorphisme de N vers C appliquant 1 sur x. 

4° Si S est la catégorie des homomorphismes entre monofdes associée 
à Ti et si § est sa sous-catégorie formée des homomorphismes entre grou~ 
pes, tout monofde C admet une projection, qui est le groupe associé à C . 
En particulier, le groupe associé au monofde additif N des entiers est le 
groupe additif Z des entiers relatifs (positifs ou négatifs). L'ensemble N* 
des entiers naturels autres que Q muni de la multiplication forme aussi un 
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monoîde; le groupe projection de ce monoi'de est le groupe multiplicatif des 
nombres rationnels positifs. De même, le corps des rationnels apparaît com
me le corps libre de caractéristique 0 associé au singleton {()} . 

D'autres exemples très importants de structures libres ou colibres 
sont; les produits et les sommes d'une famille d'unités dans une catégorie, 
les limites projectives ou inductives d'un foncteur, ... 

7. Ces exemples, qu'il serait facile de multiplier, montrent la grande por
tée de certaines notions de la théorie des catégories. Ces notions sont des 
idées directrices qui donnent aux Mathématiques un style nouveau (on s'in
téresse plus aux «morphismes» qu'aux structures elles-mêmes) et une unité 
qui facilitent et approfondissent la compréhension des différentes théories 
particulières. Très souvent, les questions posées à l'occasion d'une cer
taine étude et les démonstrations données utilisent seulement quelques pro
priétés catégoriques ; elles ont alors leur analogue, et des applications, 
dans d'autres branches. On peut ainsi augmenter considérablement la por
tée d'un résultat ou d'une preuve en dégageant son sens général du point 
de vue catégorique -, et cette opération peut conduire à de nouveaux théo
rèmes (unification des différentes théories de l'homologie par l'homologie 
dans les catégories abéliennes, par exemple) . 

La théorie des catégories influencera certainement l'enseignement 
des Mathématiques dans les Universités ; on commence à l'enseigner très 

1 explicitement dans le second cycle, parfois à utiliser son langage et ses 
premières notions dans le premier cycle. Dans l'enseignement secondaire, 
il ne sera sans doute pas possible d'introduire explicitement les notions 
générales de cette théorie, car les structures considérées en Algèbre et en 
Géométrie sont en nombre trop limité pour fournir assez d'exemples con
crets. Cependant si les professeurs sont familiarisés avec la théorie géné
rale, le style de l'enseignement en sera influencé: les résultats en Algèbre 
et en Géométrie pourront être exposés d'une manière plus nette. Je pense 
par exemple à la théorie des ensembles qui apparaîtra comme la théorie de 
la catégorie des applications et de la catégorie des relations. L'ensemble 
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des entiers muni de sa structure d'ensemble de Peano pourra être caracté
risé à un isomorphisme près comme une structure libre; de même le monoide 
additif des entiers naturels, le groupe additif des entiers relatifs, le corps 
des rationnels. L'algèbre linéaire pourra être présentée comme l'étude de 
la catégorie des applications linéaires. Quant à la Géométrie, beaucoup de 
questions me semblent ouvertes et il serait intéressant, pour les profes
seurs, sinon pour les élèves, d'étudier les catégories de morphismes entre 
espaces euclidiens, entre espaces affines, entre espaces projectifs réels 
ou complexes, et leurs différents foncteurs d'oubli. On pourra essayer de 
donner des caractérisations axiomatiques de ces catégories, d'interpréter 
comme structures libres l'espace projectif déduit d'un espace affine par 
adjonction des points à l'infini, l'espace des vecteurs libres d'un espace 
vectoriel... Voici quelques problèmes auxquels on commence à s'intéresser, 
semble-t-il. 

8. M ais la théorie des catégories n 'a pas seulement un rôle unificateur, ac
tuellement, cette théorie se développe considérablement et elle se diver
sifie elle-même très fortement. Comme on est passé de la théorie des grou
pes proprement dite à celle des groupes topologiques, des groupes de Lie, 
..., on étudie actuellement les catégories «enrichies » de structures supplé
mentaires; Catégories additives et modules généralisés, catégories exactes 
et catégories abéliennes, catégories monofdales, monofdales fermées et ca
tégories cartésiennes fermées, catégories structurées ( ou «objet de catégo
rie dans une catégorie » ) ; catégories doubles ou multiples, catégories topo-
logiques, groupoi'des topologiques ( intervenant dans la théorie des espaces 
fibres ), catégories différentiables ( à la base de toute la Géométrie diffé
rentielle ) , catégories algébriques,... 

C'est cette diversification même qui compromet un peu l'unité qu'on 
pouvait espérer obtenir grâce aux catégories. Mais cela montre que l'évolu
tion des Mathématiques ne sera jamais terminée et il ne faudra jamais re
lâcher les efforts en vue de l'approfondissement et de l'unification de nos 
conceptions mathématiques. 
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C O M M E N T S ON PART IV-1 
by Andree CHARLES EHRESMANN 

INTRODUCTION 

The general comments aim to point out necessary corrections, mo
tivations, more intuitive or stronger statements, connections between the 
papers and other literature, subsequent developments and possible prolong
ations. 

The following Synopsis contains a motivated summary of the reprint
ed papers and may be used as a «guide» for the reading of the papers and 
of the main Comments. 

The style and terminology of the papers are very personal (later we 
adopted more usual notations); they were intended to be as rigourous as 
possible even if heavy. 

The essential difference with common notations comes from the way 
morphisms are written : If C is a category, the set of morphisms from e to 
e9 is denoted by e'. C. e or Hom(e9, e)y with the right object e at the 
right (and not Hom( e , e') as is usual). This notation (we dropped with 
regrets in our last papers because it confused outsiders) is perfectly co
herent when diagrams are drawn from right to left 

so that the composite g. f is in the same order as on the figure. 
Similarly, a map (or functor, ... ) h: E -* Ef is denoted by the triple 

(E9,h,E) (with its domain E at the right), where h is its graph or the 
onto map x\-*h(x). If F and F' are functors, a natural transformation 
T: F => F' is represented by (F'9 T,F). 

Other characteristic notations are the following ones : 
- Categories are thought of as «classes» equipped with a composi-
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tion ; so they are named by their morphisms instead of their objects : the 
category % of maps, 5 of functors, ... (and not Set, Cat, ... ). 

- A category is often denoted by C , where C is the class of its mor
phisms and «.» the symbol of its composition; C0' is the class of its ob
jects (often identified with their identities and called «units»). The dom
ain and codomain are suggestively called source and target (a morphism 
being looked at as an arrow), and denoted by a and f3 . 

- In the category DK of maps (or of sets), the canonical limits are: 
the cartesian product, the equalizer (called kernel) of two parallel mor
phisms as a subset of their source, the pullback as a subset of a product. 

In the Comments, we try to avoid ambiguous notations, and general
ly standard terminology (e.g. Mac Lane's book) is adopted. 

English language is used, except for the terms in French to be re
placed in the original papers : I hope this may make Charles' papers ac
cessible to a wider audience, in spite of the deficiencies of my english. 

CONVENTIONS. 
The symbol Y.X preceding a comment means that it is the Xlh com

ment on page Y . The number X is to be found in the outer margin of page 
Y , beside the line or just after the paragraph which the comment is about. 
Sometimes X is followed by the symbol : 

11 warning of real flaws or omissions, 
+ indicating more substantial addenda. 

For instance, 31.2+ points out the second comment on page 31 > which is 
not just a brief remark. 

Numbers between / / refer to the Liste des Publications de Char
les Ehresmann at the beginning of the Volume, numbers between square 
brackets to the final Bibliography. 

Read ... instead of is abbreviated into R. ... i.o. . 
O. refers to other parts of these «Oeuvres». 
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GENERAL COMMENTS 

ON /88/ : ADJONCTION DE LIMITES AUX CATÉGORIES STRUCTURÉES. 

This Note is developed in /102/, Part II, to which we refer for 
comments. 
3.1. So v is a (partial) choice of limit-cones in H indexed by categories 

belonging to $ . 
3.2. 3"'̂  is the category of categories with a partial choice of limit-cones 

( called prototypes in /106/ ) and the morphisms preserve choices. 
A 

4.1. R. Limv est injectif et à valeurs dans M-M i.o. v est injective . 
4.2. R. Il est un univers contenant pj($) i.o. U = p g: ( $ ) est un uni

vers . For the proof ( intricate enough), cf. /102/, Theorem 2. 
4.3. R. Lim v i.o. v . 
4.4. R. est contenu dans un i.o. est un . Cf. / 102/, Theorem 5. 
5.1. Cf. /102/, Theorem 10. 
5.2. Cf. /102/, Theorems 12, 13, 15-
6.1. The preceding theorem does not imply a concrete functor to Set is 

extended into a functor from the completion. But completions of con
crete functors are constructed in /107/. 

6.2. 3~fp ) is equivalent to the category of internal categories 'in H ; cf. 
/113/ (O, III-2). 

6.3. Cf. /102/, Corollary 3, Theorem 16. This theorem is made more pre
cise and the following examples are treated in / 102/. 

ON /97/: PROBLÈMES UNIVERSELS RELATIFS AUX CATÉGORIES 
rc-AIRES. 

This Note has not been developed; it was written as a complement 
to a Note by Topentcharov [126] published in the same Compte-Rendus. 
7.1 + n-ary structures : 

Structures defined by a (partial) /i-ary operation were introduced in 
[126] as a generalization of the ̂-semigroups (studied e.g. by Wagner) 
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7.1... similar to the passage from semigroups to multiplicative graphs 
(or neocategories ), quasi-categories, categories... (obtained for n -
2 ). They are not to be confused with the rc-fold structures given by 
n commuting binary operations. 

To fix the terminology, we record that a n-ary neocategory G"n = 
(G,U9k) is formed by a set G, a sequence U = (ui)i<n of n re
tractions ui: G -> (G*n)o fr°m G onto the set of poles and a partial 
n-aiy operation k : * G'n -> G , where * G'n is a subset of the set 

U f i ) i < n t G" | Urffj/^Ujff.) \fi<n,j<n\ 
( denoted by Lim F JJ ) ; the unique axiom is 

uj(k((fi h < n ^ = uj( f j ) for e a c h i < n ' 
It is a non-associative wary quasi-category if *G'n - Lim Fy . 

The other structures are defined by adding an identity and/ or an 
associativity axiom as in the case n - 2 ; they are sketched structu
res for appropriate sketches, so that their properties may be deduced 
from general theorems on sketched structures /98, 106/. 

Their theory is developed in a series of papers by Topentcharov 
and his students, by Dekov [31,32]. Other notions of n-ary categ
ories have been considered, e.g. by M. Hasse [67]. In [97], Lair 
describes an algorithm for deducing rc-ary structures from a given ske
tched structure, so that rc-ary categories be obtained from categories. 

An important example is the n-ary category of n-simplices of 
a set M , which is the product Mn equipped with its projections (con
sidered as retractions on its diagonal) and with the n-ary operation: 

( ( m V i < J j < n ^ ( m \ h < n iff 4 = m j breach i'< *,/<*. 
It leads to the n-ary category of n-relations [126]. 

8.L The proof is straightforward. For the last assertion, we consider the 
/7-ary quasi-neofunctor V from G'n to the ft-ary category (Gn)0 of 
rc-simplices (Comment 7.1), which maps h on (u^h))^ ; it is 
compatible with A, and a fortiori with f. So V factors through the 
canonical R: G 'n -» G'n/f. The restriction V0 of V to the poles is the 
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bijective diagonal map and it factors through R 0 ; hence R 0 is 1-1. 

8.2. Erase = e, which is the supplementary condition for < f > j to be 
in * C* 

n 
8.31 R. C'n i.o. C ~ . This error was pointed out by Dekov [31]. 
8.4. is the functor 

for any i, /, i ', jf lesser than n . 
9.1. The first assertion comes from general results on sketched structures 

/98/. For the second assertion, the proof given in /102/ Section 
4-1, for n ~ 2 carries on. 

ON /98/ : SUR LES STRUCTURES ALGÉBRIQUES. 
Sections 1-3 are developed in / 106/ to which we refer for general 

comments on sketched structures. From 1966 on, Charles gave many lec
tures and courses where he developed this theory. 
11.1. is the exponential by K' functor on Cat. 
11.2. When the reflector ù ( U') of U* into a category is 1-1, IT is called 

a base of category, 
1 2.1. This condition means that IT is equipped with a partial choice of 

cones ( at most one cone with a given basis ). It was added for tech
nical reasons, so that the completion theorems of / 102/ may be appli
ed. The theorem is also valid without this assumption, as proved in 
/ 115/, thanks to a more constructive proof. 

12.2. H'-structure is taken in the sense of internal structure in H' ( not 
enriched in H"). 

13.1. This result comes from the commutativity of limits. 
1 3.2 1 R. £-r- -engendrant pour J(i , où £ est un ordinal supérieur à l'ordinal 
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13.2... de toute categorie indexant un cone distingue, et si Uf X? <T^o> 
i.o. denombrablement engendrant pour %; for ̂generating, cf. p. 217. 

13.3 1 F is not a model of a ; it is only the subfunctor of F generated by 
C ; moreover this functor is obtained at the first step, because F (k) 
admits a submorphism s2{u ) * s2(u'') for each k : u > ur in U ( cf. 
/102/, Appendix, Corollary 2 of Lemma 1); hence F(u) = s2(u). 

The substructure G of F generated by C is defined by the follow
ing transfinite induction: G(u)~ U s^(u), where (s\(u))\<f 
is the increasing sequence of Psubstructures of F( u ) such that: 

Sjfu) is generated by Cf u ), 
sa(u) is generated by C^^u), where C^f u ) =P (s x f u )), 

for each limit ordinal a , 
s X+ ) LS §enerate<̂  ° Y tne union of : 

V?(k)(CK(uf)), for each k : u' > u in U , 
{ x<?F(u)\ PCftiVxJe Cx(<t>(iJ) V ¿,1.1, 

for each distinguished cone {//; u => 0 indexed by I . 
If P is ̂ generating, this construction stops at the ordinal be

cause unions of increasing transfinite sequences commute with limits 
in Set 7 and P(G(u))= u,C\(u) by hypothesis. 

For a similar proof in the case H = Set, cf. / 114/, Proposition 8 
and Theorem 3. 

13.4+ It is deduced from the preceding Theorem, via the existence theor
ems for quasiquotients and colimits of / 102/ (or the simplified ones 
given in / 108/ ). Similarly, we get: 
PROPOSITION (Associated Sheaf Theorem). If U € 5H0, if P : H * » 1 
is a concrete functor which lifts limits and is ̂ generating for № and 
if H = P (%) e !l0, then S (H ") is a reflective subcategory of H *U . 

For other versions of the Associated Sheaf Theorem, e.g. when H 
admits a «good» factorization, cf. Comments 155.2 and 305.2. 

14.1. Cf. /106/ and Comments 31.2, 31,3 and 31.4. 
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ON /99/: ADJONCTION DE LIMITES A UN FONCTEUR FIDELE OU A 
UNE CATEGORIE. 

This Note is a summary of / 107/ to which we refer for further com
ments and for recent results on initial completions of concrete functors. 
15.1. R. p f J i.o. p . 
15.2. So H is the category of small concrete functors over K'. The small-

ness condition is weakened in / 107/. 
15.3. p is K'-spreading iff p admits initial lifts of singleton sources 

( k: e -> p( s ), s ) with k in K' . 
16.1. Natural transformations, in particular cones, are looked at as func-

tors to a category of quartets K (or commutative squares). 
16.2. Cf. /107/, Theorem 10 and the corresponding comments. The plan 

adopted in / 107/, where this theorem is only given at the end of the 
paper, is more logical, because the construction made in the follow-
wing section is used to prove that p is a restriction of p ̂  and pj(. 

17.1. Cf. /107/, Theorems 5 and 6 and their comments, which explain why 
pj|, is the «Mac Neille c-completion » of p. 

17.2. Cf. Comments 94.1, 76.1 for the justification of the terms «minimal» 
and « maximal». 

18.1. The theorem is taken in a larger universe. 
18.2. Cf. / 107/, Theorem 8. 

ON /106/: ESQUISSES ET TYPES DES STRUCTURES ALGEBRIQUES. 
This paper has been developed in a series of (unpublished) lec

tures from 1967 on, as well as in several Theses. 
19.1 + Algebraic structures and sketched structures. 

What is a mathematical structure? This question has aroused wide
spread interest since the thirties, and it preoccupied Charles very 
early. In the fifties, he simultaneously introduced the axiomatic theory 
of species of structures over a category and of local structures /36, 
47, 55/ and he gave a constructive definition of structures via the 
type functors / 52/ as a categorical version of Bourbaki's theory (cf. 
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19.1 ... Comment 116.1). 
In the sixties, his general results on structured (or concrete intern

al ) categories, groupoids, groups,..., actions of categories (0,111) 
triggered the problem of including them in a theory of internal struc
tures which so could be studied in a unified setting (Comment 593-1, 
O, III-2). Such a theory for the algebraic structures of universal al
gebra was meanwhile developed, following Lawvere's lead [103], by 
Linton [107], Beck [8], Benabou [9] (who pointed [103] to us), ... , 
on a syntactic basis (equational presentation, algebraic theory) and 
on a semantic basis ( characterization and properties of algebraic cat
egories, of equational categories, of monadic categories); cf. the ex
position of Manes [109]. 

This dual aspect carries on to the more general theory of sketched 
structures, initiated in /93, 98/, which unites structures defined by 
partial operations such as categories and their actions, sheaves over 
a Grothendieck topology ( Benabou [ 9 ] ) and many other structures 
( cf. Comment 31.2 ): 

1. Syntax (Comment 31.4): The sketch provides a graphical equa
tional presentation of the structure; two such presentations are equi
valent if their sketches have the same type, which is the analogue 
of the algebraic theory; the type of a sketch is defined in /98, 115/. 

2. Semantic (Comment 31.3): The realizations - or models - of a 
sketch in a category H are called (internal) sketched structures in 
H ; hence a categorical study of categories of sketched structures. 

19.2+ On the definition of sketches. 
In /93/, a very general definition of sketches was adopted to cover 

most usual structures. In / 98 / a ( projective ) sketch o is defined as 
a pointed base of category U with distinguished projective cones ; 
the models of u in a category H are the neofunctors U -> H which 
send the distinguished cones on limit-cones and the distinguished 
morphisms on monomorphisms (condition which might also be given 
by cones ) ; the type of 7 is its reflection in pointed ii-complete cat
egories with a choice of ̂-limits; it is proved to exist only if o has 
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19.2... a partial choice of cones (there is at most one distinguished cone 
with a given basis ). 

In this paper a presketch is a pointed base of category with a par
tial choice of projective cones and of inductive cones (a«mixed» 
sketch). A prototype is a pointed category with a partial choice of 
limits and of colimits ; a type is a pointed ̂ -complete and jj-cocom-
plete category with a choice of ̂-limits and of jj-colimits. The reflec
tions of a in the prototypes and in the types are proved to exist; a 
is a sketch if the reflectors are 1-1. The models of a in H are the 
morphisms from a to a given type on H . 

In /115/ (O, IV-2) sketches are replaced by mixed cone-bearing 
neocategories a and there are constructed reflections of a into mixed 
limit-bearing categories, into loose types (i. e., categories with a mul
tiple choice of ̂-limits and $-colimits ), into prototypes and into types. 
The models of a in H are the neofunctors sending the distinguished 
( co)cones on ( co)limits. A theory of such mixed sketches is being de
veloped by Guitart & Lair [63]. 

Sketches with cylinders i.o. cones have been studied by several 
authors ; e. g.; Freyd & Kelly [49], and Kelly [ 86] in an enriched set
ting; Isbell [77] who calls them pretheories. 

The variance in the definition may be explained as follows : 
1. The definition of /93/ is too general for obtaining deep results. 
2. The restriction to projective cones ensures the category of sket

ched structures has nice properties : however it eliminates important 
structures, as fields or topologies ; whence the mixed sketches. 

3. The partial choice of cones was introduced as a purely tech
nical device to apply the completion theorems of / 102 /; it is dropped 
in /115/ where constructive ( i.o. existential) methods lead to more 
general completion theorems. The condition that a sketch be a base 
of category or be sent 1-1 in its prototype comes from the desire of 
obtaining «cheaper» presentations of the structures; but it is diffi
cult to check it; whence more computable conditions devised by Lair 
[93] to cut off the clearly unuseful data. 
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19.2... 4. The distinguished morphisms and the realizations in a pointed 
type give categories of sketched structures which are isomorphic (not 
only equivalent) to the usual categories; e.g., the category of topo
logical categories as defined in /50, 92/ is only equivalent to the 
category of internal categories in Top . But for semantic problems, 
« equivalence » is a good notion, so that it's easier to work with limit-
bearing categories and their models in a category, as we did in /115/ 
Part III and in / 117, 119/, specially for regular sketches. 

20.1. For these sketches, cf. /93/ (0,111-2). 
21.1. R. de £ / g i.o. £/g . 
21.2. is the dual of a subcategory of the simplicial category / 113/. 
23.1. R. p1 ( % l ) n R s r H ' ) i-o. p^JR') . 
27.1. This theorem is also valid if S ' ^ is the category of cone-bearing 

neocategories (not necessarily with a partial choice of cones), j%" 
the category of limit-bearing categories, and 5" " the category of 
( $ , $' )-complete limit-bearing categories; cf. / 115/, Propositions 13 
and 15. 

28.1. For the injectivity of U -» H , cf. / 114/. 
29.1 1 R. S ' ^ ' et S ^ ' sont a ?0- i.o. est a ?0-

The insertion b C_> b may not preserve inductive limits, 
since the injectivity-in-the-prototype condition is not preserved by 
inductive limits. 

29.2. R. prototype i.o. protype . 
30.1 11 This assertion is not valid unless conditions are laid on the form 

of a, e.g. to eliminate « cycles of distinguished cones », such as 

31.1. R. but 0, de source i.o. source 0, debut . 
In the following comments, the term « sketch» means «mixed cone-

bearing neocategory » ; it's a projective sketch if all the distinguished cones 
are projective, a mixed sketch otherwise. 
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31.2 + Examples of sketched structures. 
They may be constructed in several ways: 

- To explicitly describe a sketch by abstraction of the littéral def
inition of a structure, each axiom being « sketched » (hence the term). 
For instance an equational presentation of an algebraic structure is 
such a sketch (and its type is the algebraic theory). 
- To characterize a category A as belonging to some class of sket
ched structures (algebraic categories, locally presentable categories, 
localizable categories,...); cf. Comment 31.3-
- To construct a sketch from other sketches (by syntactic operations, 
Comment 31.4) or a category of sketched structures by general pro
cesses ; these two methods are more or less intertwined ; e. g. if a 
and 0-1 are sketches, their tensor product a ®cr' may be directly de
fined (Conduché [261, Lair [98]) or axiomatically characterized by 
the condition Ha0a' - (Ha)a* , where H°" is the category of mod
els of a in H. 

Here is a list of concrete examples • 
1. Projectively sketched structures • General algebraic structures, 

such as categories, groupoids, ... /93/, ringoids (Lellahi [106]), re
lations (Barthélémy [7]). Dominated categories (A. Burroni [ 19] ) 
and discretely structured ones (E. Burroni [21]). Prototypes and 
types (A. Burroni [19], C Lair [99] ). Action of a category on a set 
(A. Burroni [19]) or a category (Horrent [73]), distributors (Vauge-
lade [128], / 117/ ), join of two categories (A. Burroni [19]). Sheaves 
for a Grothendieck topology ( Bénabou [9], who calls a projective 
sketch a projective topology). Algebras of a monad with rank in a lo
cally presentable category ( Gabriel & Ulmer [50] ). 

2. Mixed sketched structures: Fields. Cartesian closed categories, 
toposes (Conduché, A. Burroni [ 20] via his graphical languages ). 
Limit-spaces and topologies (A. Burroni [19]), whose sketches are 
simplified thanks to the notion of typification, which sketches any 
endofunctor of Set (as colimit of representable functors). Local rings, 
total orders, metric spaces, euclidean spaces, Banach spaces, which 
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31.2... Diers describes [34] thanks to sketches with «local limits» i.o. 
limits ; but a local sketch on U is equivalent to a usual sketch with 
coproducts and projective cones on the free coproduct completion of 
U ( cf. [39l and Guitart-Lair [63]); notice that in these local ex
amples, the sketched morphisms are very strict (local homomorph-
isms, isometrics). Models in Set of a site [9]. 

31.3+ Semantic problems. 
They concern the category Ha of models in a category H of a 

sketch a on U. 
1. Properties of RaIn/98/ and Lair [94], existence theorems 

for limits and colimits are proved and forgetful functors from Ha (e. g. 
evaluation functors to H, or Set when H is concrete) are studied. 
For a mixed sketch, Guitart & Lair [63] obtain pointwise computations 
of limits, colimits, ultraproducts, and prove the existence of local 
limits (in the sense «limits in the free cocompletion») and of locally 
free structures (whence a strengthening of Diers's work on the spec
trum). The associated sheaf Theorem ( cf. Comment 305.2) gives con
ditions for Ha to be reflective in HU ; conversely, each reflective 
subcategory K of generates a category Hg for some inductive 
sketch on U (Conduche [26]). Internal structures in H are «indexed 
a-structures over H»; more precisely, Ra is equivalent to the full 
subcategory of (Seta)^°P whose objects are the F:Hop -» Seta such 
that peF (where pe is evaluation at e ) be representable for each 
object e of a a-generating subset of U (/115/, section 0-B)„ Mon-
oidal closed structures on Ha are constructed from monoidal closed 
structures in H : via double structures, in /115/ (O, IV-2, to which 
we refer for comments) or via double costructures in Foltz & Lair [46] 
whose general existence criteria imply that the categories of magmas, 
semigroups, groups, rings, have no monoidal biclosed structure [47]. 

2. Characterizations of Set°: When is a category L sketchable, 
i.e., equivalent to some Set° ? Lair [94] proves that, if L is sket
chable, then it is also sketched by the canonical (large) type on 
Set^ for a mixed, and by a sketch on L°P for o projective. This 

334 



COMMENTS ON / 106/ 

31.3... last result is linked with the several characterizations of projec-
tively sketchable categories given by Gabriel & Ulmer [50]: locally 
presentable categories, categories of extreme continuous functors, cat
egories of functors t; U°P -> Set such that Homfs, t) be a bijection 
for each 5 in a given subclass of Set^ ̂  . Diers's localizable categ
ories [34] (i.e., categories Set°, a a local sketch) are exactly the 
categories of Se£-models of sketches with projective limits and copro-
ducts, cf. Guitart & Lair [63] who characterize the mixed sketchable 
categories as the axiomatizable categories of Andreka & Nemeti [3]. 

3. Comparison functors : Ha -> Ha' , where 0 : a' -> o is a mor-
phism between sketches are studied by Burroni [19], Conduche [26], 
Lair [100], Guitart&Lair [63], who give conditions for to admit 
a coadjoint or an adjoint. Adapting Beck's tripleability theorem, Lair 
[99] proves that the category of types is monadic over Cat , thanks to 
an appropriate description of the sketch of types. Burroni [20] gives 
many examples of sketchable categories which are monadic over Graph, 
in particular the category of toposes (with distinguished objects and 
limits ) . 

31.4+ Syntactic problems. 
They center around properties of the categories of sketches and 

constructions based on the «form» of the sketch, whence a geometrical 
and a logical theory of sketches. 

1. Ideas or minimal presentations are defined in a very general set
ting in /93/ (O, III-2). A constructive definition is given by Lair [93] 
who characterizes sketches admitting an idea (maquettes) and cons
tructs all the sketches with a given idea; this leads to comparisons 
between structures (e.g. categories are «finer than» quasi-categories ) ; 
in the more logical frame considered by Mijoule [111], the idea is seen 
as a language and the corresponding sketches are described by formulas 
on it. Now in [29], Coste describes his Ztm-theories (which are but 
projective sketches whose distinguished cones are indexed by finite 
categories) and the corresponding types via a calculus of sequents with 
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31.4... «good» formulas written with finite conjunction and existential quan
tifications. 
2. Coherence problems. Often a sketch a is given by the data of an 

idea S (i.e. a graph) and relations and cones on the type T of S . The 
type T' of a is a quasi-quotient of T by relations (or axioms). To 
give an explicit description of T' from S requires to solve a «word 
problem» for recognizing which diagrams commute. It may be called the 
coherence problem for the sketched by a structures, by analogy with 
the coherence problems studied by Mac Lane, Kelly [108,88,85] and 
several authors ( cf. [25] ). The structures they consider, e.g. monoid-
al (closed) categories, are 2-sketchable, so that it would be necessary 
to solve the word problem for 2-sketches (Comment 32.1); notice that 
the club of Kelly [83] plays the same role as a 2-sketch. In [85] Kelly 
gives a more concrete interpretation of coherence problems, as being 
the word problem for free models (which he solves for compact closed 
categories ) . 

3. Construction of sketches; Lair [99] associates to a sketch a 
the sketch of the «total» <j-structures, whose distinguished cones are 
indexed by discrete categories (e.g., the sketch of monoids so corres
ponds to the sketch of categories ) ; on this total sketch, associativity, 
unitarity, commutativity, ... are easily defined; these supplementary 
axioms are transported back on cr . A more closed study of commutativi
ty is done [96], thanks to the product of the groups of isomorphisms 
of the indexing categories of the distin guished cones ; the class of 
dual to a species forms a homogeneous space on this group, whence 
a formalization of the two kinds of duality ( right and left modules, a 
category and its dual) . In [97] Lair constructs rc-ary structures cor-
reponding to a cr-structure ( generalizing the rc-ary categories /97/ ) ; 
they are not to be confused with the /z-uple structures of species G 

n 
whose sketch is the tensor product Q 0 and which lead to applications 
in homotopy [ 95]. 

4. Calculus on internal formulas (Guitart & Lair [63] ) ;To a mixed 
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31.4... sketch a, there is associated a concrete sketch (in the terminology 
of [62]) formed by a graph S and projective cones on Set̂  such that 
the models of a in Set be those functors M; S -» Set which «validate» 
each cone (each morphism from the vertex of the cone to M factors 
through a canonical projection, unique up to a zigzag in the base). A 
logical calculus on internal formulas, which are inductive systems of 
projective cones (or cylinders in the free cocompletion (Set^)op) 
is developed, one of the tools being the exact squares defined by Gui-
tart [60]. Given a family (0- a -* oi)i<n of «pseudo-dense » morphisms 
between sketches and a boolean formula P( XQ9 ... 9 xnmj ) , there is 
constructed a sketch <j' such that 

F(=ff' 4=» PfFhir, F H ^ j j , 
where F |= a' means F is a Se£-model of a which extends into a mod
el of a' (cf. [65]). 
5- Morphisms between sketches; The categories of sketches and 

morphisms which preserve the distinguished cones are studied in /98, 
115/ and [98, 99] : reflectivity of some subcategories, representabi-
lity of the corresponding 2-categories9 monoidal closed structures. The 
morphisms are very strict: e.g. there is no morphism from the sketch 
of categories to the sketch of monoids, since the indexing categories 
of the distinguished cones are preserved. Morphisms with a «change 
of indexing* F: (U ,D -> ( U1 ,T' ) may be defined by the data of aneo-
functor F; U -* U1 , amap 0 : T -> P' and a family 

(<V Xy 1<^(y))yer 
of functors, where 1^ is the indexing category of the cone y e F , such 
that F y = 0 (y ) <£> for each y e T . To construct rc-arisations in [97] 
Lair defines ̂ -differentiated sketches, which are semi-simplicial ob
jects in the category formed by these morphisms. Another generaliza
tion is afforded by the lax morphisms ( cf. Comment 32.1 ). 

32.1 + Some generalizations of sketches. 
1. Enriched sketches and lax models; Foltz [ 43,45] proved the asso-
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32.1 ... ciated sheaf Theorem for dominated projective sketches and the 
reflection of V-prototypes into V-types, where V is a monoidal closed 
category. Kelly [86,87] has undertaken a general theory of V-sketches 
with cylinders (Associated sheaf Theorem, characterization of V-cat-
egories of V-models). For V = Cat, examples of 2-sketched structures 
include monads (the 2-sketch being the simplicial 2-category, E. Bur-
roni [21] ), algebras on a monad, adjoint functors (Auderset [5] ). 
Other examples are obtained by the following method, which leads to 
descriptions of structures involving diagrams which commute up to an 
equivalence i.o. up to the nose : To a 2-sketch 2 on C there is asso
ciated a 2-sketch lax% on the 2-category which makes 2-functors out 
of lax functors from C (constructed by Vaugelade [128], Gray [53] , 
Benabou); the 2-models of lax 2 are called lax models of 2 or, if 
2 is the trivial 2-sketch on a usual sketch a, lax models of a . In 
particular, monoidal categories are lax models of the sketch of monoids, 
Benabou's bicategories [11] and double up to isomorphism categories 
(Chamaillard [22], Moreau [112]) are lax models of the sketch of cat
egories. More general indexed 2-sketches (with cones replaced by in
dexed limits) are defined in Comment 491.2 (O, III-2), in Street [123], 

2. Internal sketches and lax morphisms; An internal sketch (resp. 
internal prototype, type) in a category H is a model in H of the sketch 
of sketches (resp. apro of prototypes, atype of types). If H admits 
-̂limits which commute with colimits of -̂sequences, where • £ is an 
ordinal greater than the ordinal of each category I in 3 , any internal 
-̂prototype freely generates an internal <j-type in H (Burroni [19]). 
Internal sketches in Cat are called double sketches; 2-sketches may 
also be viewed as special double sketches. Let 2 be a double pro
totype on the double category Q (defined by 

°Cat C > °pro-^~+Set >; 
since 

CataPro - (SetaCat)aPr° - (SetaPro)aCat, 
2 determines a category in the category of prototypes; its object of 
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3 2.1 ... moronisms is a prototype 2 on the first category of Q and its 
object of objects a prototype 2 ^ on the first category H of 1 -morphisms 
of Q . If a is a sketch, the models rf> of a in 2 ^ form a category 
(a,2) for a composition deduced from the second composition of Q ; 
the domain a<t> and codomain /3 4> of 0 are models of o~ in 2 ̂  and 
2 is called (/117/, Section 2-D ) a Q-wise lax morphism from a(/> to 
/3 </> , by analogy with the case Q is the double category of squares of 
the 2-category Cat, in which lax functors are so obtained. (<j,2 ) con
tains W° to which it reduces if 2 is the canonical prototype on the 
double category H^. In [64], Guitart & Lair give conditions for Ha to 
be coreflective in (<j, 2 ) . Dually, they consider categories of lax mor
phisms between models of a in H associated to the data of a cocat-
egory on the category of sketches (or, equivalently, to an internal 
sketch in Cat0? ) with a as its object of morphisms. 

3. Theories relative to a corpus (Benabou [12]). A corpus is a 
stable enough sub-2-category K of Cat, such that each category D 
has an up to equivalence reflection G (D ) in K . A relative to K theory 
is obtained by equipping G(D) with axioms to identify some objects 
and some parallel morphisms and with a class J of distinguished mor
phisms ( to be sent on iso) . Whence a sketch on the K-quasi-quotient 
D of G (D ) by the axioms, whose distinguished cones are the cones 

where p : G ( D )-> D is the canonical K-morphism (Benabou asks the 
axioms and J to be finite, but this is not essential). A model of the 
theory in an object X of K is a K-morphism D -> X which is a model 
of this sketch. The interest of these theories and their models is their 
versatility, depending on the choice of the corpus : they include struc
tures sketched by projective, local or mixed sketches for K the corpus 
of complete, complete with coproducts, complete and cocomplete cat
egories resp.; internals-types in a « good» category H ( Section 2) for 
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32.1... K the corpus of internal ̂-complete categories; V-enriched types 
for K the corpus of complete V-categories ; geometric theories for K 
the corpus of regular categories admitting universal finite unions of 
subobjects,... 

4. Machines (Guitart [57]). Let G = (U ,F ) be a sketch, where U 
is a category and T a class of cones ( or cylinders ) on U. Then V 
generates a subcategory C of the category DU of diagrams in U ; to 
the insertion C C DU , the adjunction (Diagram - Crossed product) 
( cf. Comment 440.2, O, III - 2 ) associates a span 

i 

where the cofibration np is deduced from the functor 
F = ( C C_* DU — ase„. Cat ) . 

So a sketch becomes a peculiar machine ; we recall that a machine [57] 
with input G and output U is any span 

i 

G ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ U 
with p a cofibration; for G and U monoids, it reduces to a Mealy 
machine; if p is a discrete cofibration, it is a «preferential control 
system» [37]. Conversely, a general machine, identified to the corres
ponding functor G -> DU , may be interpreted as a sketch U with cy
linders G which are «organized in a category». Machines form a bicat-
egory embedded in the bic ate gory of 2-pro functors [57]« 

32.2. R. Ac. Sci. i.o. Aci . 
32.3. R. categories n-aires i.o. categories . 

ON /107/ : PROLONGEMENTS UNIVERSELS D'UN FONCTEUR PAR AD-
JONCTION DE LIMITES. 

35.1. In modern terms: p is faithful and amnestic, hence it is a concrete 
fun cto r. 
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3 5.2. Also called transportable concrete functors. 
35.3 + Geometrical motivations. 

This paper stemmed from problems in Differential Geometry. The 
concrete category ®r of r-differentiate manifolds ( finite dim en sion-
al or Banach manifolds) admits finite products, but it's not finitely 
complete: If f and g are differentiate maps from M to II', the equa
tion f(m) - g(m) does not define a submanifold of M ; two differen
tiate maps which are not transversal have no pullback,... The lack 
of pullbacks led Charles to define a differentiable category as an in
ternal category in D r whose domain and codomain are submersions 
/50/. This condition is satisfied by the differentiable categories of 
jets ; recently Kock has proved it has a real meaning in Synthetic Dif
ferential Geometry. 

However, some problems suggest to consider on any subset of a 
manifold M , or at least on those subsets defined by equations, the 
«differentiable structure induced by M ». Charles gave a specific sense 
to this sentence by constructing the following concrete category ®r : 
if M is a manifold, A a subset, a map h : /V -> A from a manifold /V is 
admissible for (A,M) if N J L A M is differentiable. Then the 
objects of D r are the equivalence classes / A ,M / of pairs (A 9M) 
for the relation : 

( A ,M ) ~ ( A ,M ) if they have the same admissible maps. 
A morphism k ; / A, M/ -> / A1, M'/ is a map k; A~* A ' whose composite 
with each admissible map h; /V -> A for (A , M) is an admissible map 
ior(A',M'). 

The concrete category ®r admits initial lifts of finite sources, in 
particular finite limits. So internal categories in J)r satisfy general 
theorems on concrete internal categories (C, III -1 ). Internal groupoids 
are the Lie groupoids as defined by Ngo Van Que [113]. Later on, fDr 
has been studied ( in a non-categorical setting) by Aronszajn and Mar
shall [110]. It would be interesting to obtain an axiomatic character
ization of usual manifolds among the objects of D r ( or of other com-
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35.3... pletions of 3)r), Specialists of Differential Geometry have exhibited 
larger categories than 2)r, smaller than J!r ; for instance, the category 
of Q-varieties of Pradines [116]. 

Initially, Charles intended to describe J)r in his paper /105/ on 
differentiate categories ; but he thought this point of view would not 
be well understood by geometers, and he decided to publish it separate
ly. When writing down the details, it became clear the same construc
tion applied to any concrete functor and other completion theorems were 
deduced from it. Whence the present paper, which was about unnoticed 
in its time. Several years later, the theory of initial completions of 
concrete functors has been extensively investigated to generalize re
sults on completions of posets and to study cartesian closed complete 
extensions of Top and similar categories over Set (useful for appli
cations in Algebraic Topology and Analysis). A good summary and bi
bliography are to be found in Herrlich [69] ( cf. also Comment 76.1). 
The constructions given here are related to the Mac Neille completion 
(Theorems 3, 6 and Comment 76.1 ), the largest completion and the uni
versal completion (Theorem 10 and Comment 94.1). 

35.4. P is K '-spreading iff it admits initial lifts for singleton sources 
(k': e -» pfs), s) with kf €K\ 

36.1. Here p is associated to a generator a of H means that p is a con
crete functor equivalent to Hom(a,'):H^ Set, where a is a final 
object of H. 

37.1. In /115/, this result is generalized to the case where v is a multi-
map. The problem of embedding a category into a ̂-complete and5-co-
complete category, with preservation of a given class of limits and 
colimits, is also solved in /102, 115/. 

37.2. A quartet is just a commutative square. 
37.3. F is well-faithful iff F is amnestic. 
38.1. Notice the order in which C and C are written. 
38.2. 8 is the Yoneda embedding C'^Set^ P. 
39.1. With usual notations, 8q = Horn ̂ (q -, o ). 
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39.2. /: ŝ > S is a (/-monomorphism means that U(j) is a monomorphism 
which admits j as an initial lift. 

39.3. A «foncteur d'homomorphismes sature» means a transportable concrete 
functor. 

40.1 + Why three universes ? 
Elements of %0 are to be thought of as small sets, while elements 
A 

of y t i 0 are large sets. The initial problem was to extend the concrete 
functor from the category of small differentiate manifolds. This func
tor is a large functor, so the completion problem had to be solved for 
large functors, which are objects of a category of functors. It is 
transposed into the existence of an adjoint for some functor from Kf ; 
solutions are either constructed (in which case %Q is unuseful, as 
in Theorem 2, 3) or proved to exist via the Adjoint functor Theorem 
of /102, 108/ ; in the latter case, there is considered as an auxiliary 
tool the «same» category as H6, but relative to a larger universe than 
A ft 
)R0 , namely %0 . 

40.2. is the category of large functors over K° , and K is its full 
subcategory of concrete functors over K . 

40.3. C' is an enlargement of C * iff C is the smallest subcategory of 
C closed under isomorphisms which contains C. 

41.1. R. L' i.o. L . 
43.1. q is K '-right solving iff it lifts the equalizers which lie in K ' ; cf. 

Comment 221.2 (O, III -1 ). 
43.2. In other terms, q is K '-spreading iff its restriction (Kf, q )*~ -* K* 

is a discrete fibration. 
45.1. The fact that K' is a subcategory ( and not any subset) is used here. 
48.1 + Theorem 1 is still valid if Kf is not a subcategory of K . However, 

then the proof must be modified, taking for //' the union of the sequen
ce (//̂  ), where H fn̂ j is the full subcategory of H with objects the 
domains of the P-injections whose codomains are in H'n. 

48.2+ Finally dense sub categories. 
Let q ; L -> K be a faithful functor and H a full subcategory of L . 
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48.2... L is 9-generated by H iff L is the largest category with a faithful 
functor to K and with L.H0 as its class of morphisms with domains 
in H . Such is the reason why Charles introduced this notion. However, 
there is an equivalent useful well-known characterization : 

Say H is finally dense for q if each object S of L is the final 
lift of some g-sink with domain in H . Then : 
PROPOSITION. L is q-generated by H iff H is finally dense for q* 
A. If L is ̂ -generated by H , then the object S of L is the final 

lift of the ̂ -sink: 

(s^qfk.) | s.eH„, A.; s r S ) . 

Conversely, suppose S is the final lift of the (7-sink 
(st> fi' q(st) -* q(s) I i'f1) 

with st in H , and let g: q (S) -> q ( S' ) satisfy 
g. q(S. L . s) C q(S}. L . s) for each s in H . 

Then g./j lifts into a morphism s. S' in L for each i e / , whence 
g lifts into,a morphism S -» S' from the final lift S of the sink, It fol-
llows that L is ̂ -generated by //. V 

48.3. R. a H , ou 5 H 0 contient les Horn de L i.o. a H . 
49.1. In other terms: the insertion in L of a finally dense subcategory// 

(cf. Comment 48.2) preserves the concrete limits (i.e., the limits pre
served by the concrete functor) . A similar proof shows that it preserves 
all existing initial lifts. 

53.1. The insertion of H in L preserves all initial and final lifts, a for
tiori all limits and colimits (Comment 49.1 ). 

54.1. q is considered later on ( in Theorem 10, with the symbol pj/- ). 
54.2. Fof a justification of «smallest», cf. Comments 58.1 and 76.1 . 
55.1. £ is unuseful (it comes from the older way Charles defined coad-

joints through coreflections ). 
58.1. What means « maximal» ? 

The construction of pj|, = q may be sketched as follows: q is the 
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58.1 ... amnestic functor associated to the faithful functor q; L' -> K' which 
satisfies the conditions: 
1. The objects of L are the «formal lifts » ( s,k) , where k € p(s).K', 
and ( s ,p (s ) ) is identified to the object s of H ; 
2. k defines a morphism f s 9 k ) -* s ; for this morphism to be a -̂in
jection (i.e., an initial lift), the morphisms from the object sf of H 
to (s9k) are defined by those g such that 

k. g — p (h ) , for some h; s -» 5 ' in H ; 
3. The Horn set from ( s, k ) to ( s k ') is the «largest» possible ; more 
specifically, it is choosen so that q be p-generated by H (which deter
mines it uniquely from 2). 

In the passage from q to q , the «largest number» of objects are 
identified, since condition 3 implies there is the largest number of iso
morphisms over an identity; but the Horn are unmodified. Hence q is 
the Kf-spreading extension of p which has the smallest class of objects 
and the largest Horn sets. For precise optimality properties of q9 cf. 
Comment 76.1 . 

61.1. Add si p en est un . 
61.2. Pa ~ Hom(a, -) ; //'-> Set is defined if the Horn in H are small sets. 
6 2.1. Then a is a final object of H and p admits atoms in the sense of 

/77/ (O, III-2). This condition is satisfied by most functors occuring 
in Topology. 

6 2.2. So p lifts constant maps. 
6 3.1 + Finally dense subcategories and functor categories. 

PROPOSITION. If q: L -+ Set is a concrete functor, H is a finally 
dense subcategory of L and q is equivalent to Horn(a, -) for some 
final object a of H, then §^ ̂  ; L -* Set^°^ defines an isomorphism 
onto a full subcategory and it preserves concrete limits. 

The proof of Theorem 4 generalizes to this setting. In fact, the full
ness follows from the fact that each natural transformation 

m : 8q H ( S ) -> 8q ̂ (Sf ) with S and S' objects of L , 
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63.1 ... is a substructure of Hom(q-, g) , where 
g;S->S!: # *P f a / f *0> x~~ constant map on x. 

As 8„ u factorizes as q ,H 

L - J L ^ S e t 3 W a , SelSefP Setf"'"^ SetH°P 

where the two last functors preserve limits, S n preserves concrete 
limits (i.e., limits which are preserved by q ). 

63.2. Here is a quicker proof; If S9 is closed under isomorphisms, it is 
closed under equalizers, so that the equalizer closures A and A of 
A in S and 5' are equal. In any case, A is equivalent to the equal-
lizer closure of A in the isomorphism-closure of S9 y hence to A. 

66.1. R. (®,k,o) i.o. (a,k,s). 
68.1. -A more striking description of P is given in /146jy.l/. 
76.1 + Mac Nellie JH-completions. 

Theorems 2-3 an<̂  5-6 are particular cases of a slightly more gen
eral completion theorem, which also encompasses recent results on 
(initial) completions of concrete functors ( cf. [69] ). Indeed the proofs 
of Sections 5 and 6 carry on if ̂  distinguishes any cones (i.o. limit-
cones), which are to be lifted into initial cones ; the only modification 
consists in replacing the limits in the domain by initial lifts. To make 
the comparison with other papers more striking, and to emphasize in 
what sense the constructions are optimal, we state the corresponding 
results with a terminology suggested by Herrlich's one. For more de
tails, cf. [40]. 

Let K be a category, $ a class of categories, ̂  a multi-choice of 
(projective) cones on K ; i.e., ̂  associates to each functor d> : I -> K 
with l6i a (may-be void) set ̂ (^>) of cones with base . Suppose 
p; H -» K is a concrete functor (denoted p ; H' -> K' in Sections 5 - 6 ). 
We say that P '; H' -> K is a ̂ -completion of p if it is a concrete func
tor which admits p as a full restriction and which is ̂-complete:, i.e., 
for each P '-cone (0, $) where $ : I-* H is a functor and <9ejLt(P\<H 
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76.1 ... there exists an initial cone 0' with base (D such that P'Q' = 0 • 
to say that 0* is an initial cone means that T factors through 0r if 
t is a cone with base $ such that P'r factors through 0 . This //-
completion Pr is finally dense if H is finally dense for F' (Comment 
48.2), (fully) ̂ -generated if H' is the (full) (a, P 'J-closed subcat
egory of H' generated by H (Proposition 10 and Definition page 72 
are valid for initial cones i.o. limits), weakly dense if 

P'(S'.H\S) = P'fS'.W.S) for each S€H0 implies S'= S". 
If P' if both finally dense and fully ̂ -generated ( resp. weakly dense 
and ̂ -generated), then P* is called a (resp. a weak) Mac Neille ¡1-
completion of p. 

The proof of Theorem 6 only uses the final density of P in Part 1 , 
the weak density of P in Part 2 ; so it extends to give ; 
PROPOSITION A. Let P H' -» K and Ph ; Hv -* K 6e ¿^0 -̂comple
tions of p . In each of the two following cases; 

(i) P' is fully ̂generated and P is finally dense, 
(ii) P * is ̂-generated and PH is weakly dense, 

there exists a unique morphism F'; P * Pv which is the identity on 
H and preserves initial lifts of P'-cones ( 0 with 0 e (i f P 0 ) (ab
breviated into ; Pf is ̂ smaller than P" ). 

( For a stronger statement, cf. Comment 77.1. ) 
The construction of F' ( proof of Theorem 6 ) shows that it maps 

S. H'.S' 1-1 onto S.H" . F'(S') for each object S of H ; if P' also 
is finally dense, it follows that F': P ' P n is a morphism which ext
ends the identity on H and is a full embedding ( abbreviated into: P' 
is smaller than P * , following Herrlich ) . Whence : 
COROLLARY. A Mac Neille µ-completion of P is both a smallest final
ly dense ̂ -completion and a ̂ largest fully ̂ -generated ̂ completion 
of p. 

The constructions of P and P in Theorems 5, 6 are still valid (cf. 
also Comment 307.1 ), so that: 
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76.1 ... PROPOSITION B. The concrete functor p admits, unique up to iso
morphism, a Mac Neille ̂ -completion P and a weak Mac Neille ̂ -com
pletion P, // § and its elements live in the same universe as p then 
so do P and P. 

Corollary, Theorem 6, may be easily generalized as follows: ̂  is 
called commutative if the conditions: 
c/>:I-*K, d€fi(<t>)9 diCfiicbi) with vertex çf> ( i ) 9 base cf>i : 1,- K 
for each ielQ imply y e p.( i/f) , where 

ée . 2 Ii + K:(i,j) \>4>i(i), V(i,j) = ei(j).d('i) for ; 
l€ I0 

PROPOSITION C. // ̂  is commutative, the Mac Neille ̂-completion 
P : H -> K ¿5 constructed in one step and each object of H ¿5 ini
tial lift of a P-cone ($,<&) where $ takes its values in H and Q is 
in nf P ,<t> ) fin other terms; P is ̂-initially dense ). 

This Proposition suggests another construction of the Mac Neille 
-̂completion P (cf. [40]): If /x is commutative, P isthe concrete 
functor associated to the faithful functor obtained by adding to p «for-
mal initial lifts » of the p-cones ( Q, $ ) with Q € ̂ ( p . $) . In any case, 
H generates a smallest commutative partial multi-choice of cones 
and P is the ̂ -generated by p restriction of the ̂ -completion of p. 

Here are some applications of Propositions A, B, C: 
1. Let K' be a class of morphisms of K ; take § = \ 1 } and let \i 

distinguish all the morphisms of K' (considered as singleton cones); 
then jji is commutative iff K' is a subcategory of K ; in this case, the 
Mac Neille K'-completion of p : H -> K is the functor p^, of Theorem 
3, which is K'-initially dense. If K' is not a subcategory, the MacNeil-

A A 
le K'-completion is only K'-initially dense where K' is the subcateg
ory generated by K' . Corollary, Proposition A., stresses its optimality. 

2. Suppose § is formed by the unique category 
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76.1 ... and jLt distinguishes the equalizers which are in a subclass K' of 
K. The Mac Neille ̂ -completion of p : H -> K is then the functor p-̂ , 
of Theorem 4, whose optimality is still emphasized by Corollary, Pro
position A. 

3. Leaving aside size conditions, we can take for $ the class of 
small discrete categories and for (̂c/S) all the sources ( = discrete 
cones) with base 0 ; this u 1S commutative. A -̂completion is then 
called an initial completion. Proposition B asserts that there exists 
a unique (up to isomorphism) Mac Neille initial completion P ; H -» K 
of p , which may not live in the same universe as p . Proposition C 
proves that P is initially dense, so that an object S of H is a class 
of P-sources (6 ) with $ valued in H ; the union of these sources 
is a closed source in Herrlich's sense [69], which belongs to S and 
determines it. So P «is» the Mac Neille initial completion p^ of p 
constructed byHerrlich, who proves that it is the smallest initial com
pletion of p ( i.o. the smallest finally dense one, as in Corollary, Pro
position A). This stronger result comes from the Duality Theorem for 
initially complete functors, which has m analogue for a general ̂  . 

Since 1976, Mac Neille completions of concrete functors (which ge
neralize Mac Neille completions of posets, whence their name) have 
been studied by several authors, e.g., Adamek, Brummer, Herrlich, 
Hoffmann, Porst, Strecker, Tholen [1, 4, 15, 18, 68, 71, 72, 114, 125] ; 
their results are summarized in [69] where a good bibliography is to 
be found. We just point out the two following properties : 

1. p has a reflective Mac Neille completion P ; H -» K , i. e.; H is 
reflective in H , iff p is a semi-topological functor, and then P is al
so the Mac Neille K'-completion of p , where K' is formed by the semi
final p-morphisms ( cf. [71]). 

2. p has a small (resp. reflective) Mac Neille initial completion 
iff H can be fully (resp. fully and reflectively) embedded in the stru
cture category S(G) associated to a set-valued functor G ( cf. [1]). 
Here small means in the same universe as p. 
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77.1 + Extension of morphisms. 
The proof of Theorem 6 is still valid if the isomorphism F is re

placed by a functor F: C">r7" which lifts 3cones, in the sense that 
F is leftsurjective and for each functor C\ V e$ and each 
cone y with base F<& , there exists a cone y' wtih base <J) such that 
Fyf = y . More precisely, with the hypotheses and terminology set up in 
Comment 76.1, its Proposition A may be strengthened into : 
PROPOSITION. Let Q be a ̂ completion of a concrete functor q to 
K ; let P be a ̂ completion of p and F: q > p be a morphism which 
lifts icones. In either of the following cases, F extends into a unique 
morphism F*:Q^P preserving initial lifts of Qcones (d,<№) with 

1. Q is fully ̂generated and P is finally dense; 
2. Q is (jLgenerated and P is weakly generated. 
If (j, singles out equalizers in K1 (Example 2, Comment 76.1), F 

lifts Jcones iff it is leftsurjective, and this proposition gives back 
the couniversality of pĵ , in Theorem 3

77,2. This assertion follows from the more general proposition given in 
Comment 63.1, since H is finally dense for P . 

79.1. In fact, the solution constructed in /102/ is universal. 
79.2. L is fully generated by H iff each object G of L is the colimit 

of the base functor from the comma category (H L )̂<j to L, iff H 
is colimitdense in L , iff id̂  is the Kan extension of H L along 
itself. It implies that the insertion H C_» L preserves limits. 

8 0.1 . This proposition amounts to the Yoneda Lemma and to the fact that 
the Yoneda embedding is colimitdense. 

87.1 + Mac Neille completion of a category. 
The parallelism between Sections 5 and 6 on completions of con

crete functors and Section 7 on completions of categories is emphasiz
ed by singling out the optimality of as in Comment 76.1, with an 
analogous terminology. 
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87.1 ... Let H be a subcategory of a category L. We say that L is an i-
completion of H, where J is a given class of categories, if L is in
complete : each functor I -> L with I e § •> admits a limit. The ̂ -comple
tion is codense if L is colimit-dense in L (Comment 7 9 . 2 ) ; it is (ful
ly) ̂ -generated if L is the (full) $-limit closure of H . A Mac Neille 
completion of H is a codense and fully ̂ -generated ̂ -completion. 
The first part of the proof of Theorem 8 gives : 

A 
PROPOSITION A. // H is a colimit-dense full subcategory of L, if C 
is an ̂-generated ̂-completion of C and if F; C -» H is a functor which 
lifts i-cones (Comment 77.1), then F extends into a (unique up to 
equivalence) i-limit preserving functor F': C-> L. 

Notice that the proof of Theorem 8 follows the same lines as the 
proof of Theorem 6 , if the finality of H for P is replaced by the co-
limit density of H in L . In fact, Proposition A could be deduced from 
Proposition, Comment 7 7 . 1 , with P' - g ~ , 

P" = f L 8^>».Set«°P _ J s L £ ^ _ Set C°P ; , 
and ̂  distinguishing all limit-cones on Set 

From Theorem 8 and Proposition A, it follows: 
P RO POSIT ION B, 1. H admits a unique up to equivalence Mac Neille 
-̂completion Hg, , equivalent to , which is (up to an equivalence) 
the smallest codense ̂-completion of H and its largest fully generat
ed one. 

2. H admits a largest (up to an equivalence) §-gen era ted §-com
pletion Hg„ . 

The order on the ̂-completions of H is defined by : 
L1 < L" iff there exists an S-limit preserving functor F ; Lf -> L" 

which extends the identity on H . 
H may not be limit-dense in its Mac Neille -̂completion though it is 

e.g. if § consists of discrete categories and is closed under copro-
ducts. If H «is» an order, its ( usual) Mac Neille completion «is» the 
Mac Neille ̂ -completion of H for $ = all discrete categories. 
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87.1 ... Other optimal ̂completions of H are formed by its universal §
completions (with or without preservations of limits) constructed in 
/102/ ; they correspond to the universal completions of concrete func
tors (Comment 94.I ). 

87.2. In this case, 3ty is equivalent to the Mac Neille ̂ completion of 
p, where ^ distinguishes the canonical $limit cones on Set ( cf. The
orem 7). Whatever be p , thanks to the maximality of Jl̂  among the 
fully ̂generated ̂ completions of H (Comment 87.1), there exist un
ique (up to an equivalence) $limit preserving functors 

. H  ftj , 
where H(j is the universal ̂completion of H (cf. /102/ ). 

88.1. As indicated in Comment 76.1, both cases are encompassed in the 
common setting where ̂  distinguishes any cones (i.o. limitcones), to 
lift into initial cones. The results of this section then extend. 

88.2 11 Erase a №0products (it's not true ) . 
89.1 . A pullback over K is always a product in the category of objects 

over K , 
89.2 If vJ is not left surjective if not all the p^ are, so that Ke does not 

admit products. However, p. preserves K'initial lifts if all the p. are 
K 'spreading. 

89.3 If Proposition 20 /102/ says that 0 is a limit cone in the product 
category HHj iff all its factors are. But here we take a subcategory 
H' of the product, and we may ensure only that 0 is a limitcone if 
each vj® is. Hence does not admit products. However, if all the 
p . are in , then p is a product of (p .) • f both in K 6 and in K€ . 

94.1 + Universal ̂ completions of a concrete functor. 
Section 8 carries on in the frame set up in Comment 76.1, the ter

minology of which we use. Then the cases € = e and €  ̂  are unit
ed, as well as recent results on universal (initial) completions of con
crete functors. The proof of Theorem 10 via Existence Theorems is 
easily transposed to get the slightly more general proposition; 
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94.1 ... Let § be a class of categories, ̂  be a multi-choice of cones on 
K , indexed by categories in $. Suppose p; H-» K is a concrete func
tor and A is a given class of initial cones for p sent by p on ̂-dis
tinguished cones. 
PROPOSITION A. There exists a ̂  completion p^ : -> K of p such 
that the insertion J : p C~_* P/\ maps (the cones of) A on initial cones 
and that, for any morphism F; p -> q to a ̂ complete concrete functor 
with F mapping A on initial cones, there exists a unique morphism 
: P A ~* ° uhich preserves initial lifts of ̂-distinguished cones. 
p ̂  is called the universal ( A , xx)-completion of p. In [40], it is 

explicitly constructed, by a one-step process if ̂  is commutative (the 
objects being A-complete p-sources), otherwise as a restriction of the 
(.A, jlt°)-completion of p , where ̂ ° is the commutative hull of ̂  • 

A 
Defining the categories H, and associated to Jfl0 as in 

Section 8 (but for the present ^ ), we get: 
COROLLARY.// i, its elements and p live in the universe %0 , then 

is a reflective subcategory of both J( and . 
Indeed, the reflection of p from H is the universal (0 ^comple

tion of p , called the free ̂ completion of p . Its reflection from , 
called the universal ̂ "completion of p , is the universal (A ,^)-com-
pletion, where A^ is the class of all initial cones sent by p on pt-
distinguished cones. As in Theorem 10, it is proved that p^ , for any 
A , is a quasi-quotient of the free ̂ -completion. 

Proposition A implies p ̂  is the ̂-smallest ̂ -completion of p such 
that the insertion maps A on initial cones. It has also the following 
«maximal» property ( cf. also Comment 95.1 ) : 
A (A.flt )-expansion of p is defined as a pair (Q, with Q : L-» K 

a concrete functor which admits p as a full restriction and ^' a multi-
choice of cones in L such that 

Qli'(®)Cii(Q.Q) for each <& : I -> L , I e 3 , 
id^ is the universal (A, (i ')-completion of H c .y L . 
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94.1 ... (Notice that Q may not be ̂ -complete.) 
PROPOSITION B. Let ; K be the universal (A, ̂ -comple
tion of p and the multi-choice of initial cones on H^ sent by 
p on ̂ -distinguished cones; then (P\,u/±) Is the ̂ -largest ( A, ) -
extension of p . 

The proof is similar to that of Theorem 3.5, Synopsis (O, III - 2) 
which corresponds to the case where § is reduced to 1 , but for internal 
functors. 
EXAMPLES. 1. If $ = {li and u distinguishes the morphisms of a 
subcategory K' of K , or if u is a multi-choice of limit-cones, the free 
and universal ̂ -completions are given by Theorem 10. 

2. Let K be complete and u distinguish all small limit-cones. Then 
p^ is initially dense ( cf. [40], last Corollary and Adamek & Koubek 
[2] ). Though $ is large the universal completion of p lives in the 
same universe than p ; its one-step construction by Herrlich in [70] 
has suggested the construction given in [40]. 

3. 1̂  fx distinguishes all discrete cones, the free and universal ini
tial completions of p , which may only live in a larger universe than 
p , are the p2 and p3 constructed by Herrlich [ 6 8 ] ; he proves that 
p2 is the largest initial completion, while p3 is the largest preserv
ing initial lifts one; this is a stronger result than Proposition B; it 
may be partially extended to other ̂  ( cf. [40] ). In [7 1], Herrlich & 
Strecker prove that the universal initial completion of p is reflective 
iff p is a topologically-algebraic functor, and in this case it is also 
the universal K'-completion of p , where K' is formed by the semi-uni
versal morphisms; the free initial completion is never reflective. For 
more properties of initial completions, cf. [ 6 9 ] and its bibliography. 

SOME GENERALIZATIONS. 1. If v is a multi-choice of cocones on 
K , the problem of embedding p into a concrete functor which is both 
-̂complete and ̂ -cocomplete (dual definition) has also a universal 
solution, whose existence is proved as in Theorem 10. A trans finite 
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94.1 ... construction of it is given by Adamek & Koubek [2]. 
2. Smallest and universal cartesian closed initial completions of a 

concrete functor have been considered by several authors (cf. [69] for 
a bibliography) after Antoine (whose work stemmed from [36] where 
limit-spaces are used to get a cartesian closed category of infinitely 
differentiable maps) and Brown [16] (who introduced the cartesian 
closed category of k-spaces). More generally, Chartrelle [24] cons
tructs universal ( monoidal) closed (̂  , v )-completions of a functor. 

3. If K is a locale, if ̂  distinguishes all joins and if p is a pre-
local map (in the sense of /55,86/ ), then the universal ̂-completion 
of p contains the local completion of p (which, viewed upside-down, 
is equivalent to the sheaf associated to the presheaf defined by p ), 
obtained by Charles as a special case of the important Complete En
largement Theorem for local functors /47,55,85,110/ which gives a 
method for constructing structures defined by atlases, such as mani
folds, fibre bundles,... (O, II). Local functors are particular cases of 
double functors, whence the problem of «completing» an internal func
tor in a concrete category C (for instance a double functor) into an 
internal functor in C whose underlying functor is ̂-complete for some 
multi-choice a of limits. An existence theorem for such universal in» 
ternal completions is given by Leblond [105]. 

95.1. M «is» the full subcategory of the comma category p±K with objects 
the «formal lifts» (s, k)9 kep(s).K'; the free /('-completion p is 
the amnestic functor associated to the restriction q ; H -> K of the base 
functor piK -> K . So p may be described as the MacNeille K'-comple
tion was in Comment 58.1, except that the Horn sets of M are required 
to be the smallest (i.o. the largest) possible ones. It follows that p is 
the K'-completion of p with the «smallest Horn sets» and the «largest 
class of objects ». 

96.1. An extended version of these lecture notes has been published [38]. 
It contains e.g. the equivalence between the axiom of universes andthe 
axiom of transitive universes. 
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ON /52/: CATEGORIE DES FONCTEURS TYPES. 
This paper was begun in Buenos Aires in 1959 and finished during 

our four-months stay in Sao Paulo in I960; though much older than the other 
papers in this volume, it is included here because of its links with the pa
pers on completions, especially /102/. 
102.1. Otherwise, is an acting category on the category Jl(£)=£^. 
103.1. Here is the first definition of the 2-category of natural transforma-

tions (reduced to C ) ; the permutability axiom, which englobes the 
Godement calculus on functors [52], provided a motivation for defin
ing double categories in /57/. The general 2-category of natural trans
formations (to-day denoted by (̂cd ) was introduced by Charles in /58/ 
along with the double category of its squares (called «quintets» in 
/58/ ). Cf. (O, III-l). 

103.2. They are called pointed endofunctors of <2 by Kelly [84] who gives 
conditions for their categories of algebras to be reflective in £ . 

The category of naturalized categories, whose objects are the pairs 
formed by a category £ and a naturalized functor on C , is studied in 
Charraud's Thesis [23], as well as its subcategory formed by the cat
egories equipped with a monad. 

104.1. To any double category D there is associated /120/the triple cat
egory of its squares (for the first composition ) ; for each vertex 
D of D , it gives the double category of objects of under D. 

In particular, if D is the 2-category , its double category of ob
jects under Id(p is }1 (C) (which is a 2-category). 

1 04.2. Notice the notation § (which reminds of «ensemble») for the cat
egory of sets ; later on, Charles prefered to name a category by its mor-
phisms i.o. by its objects (as explained in / 146jy.2/ ). 
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1 05.1. The parallel product of functors is their product in Tl = SetSet. 
105.2. It is the product in the category J[ of objects of SetSet under Id. 
106.1. *P is the inductive limit functor Lint: Set®1 -* Set. 
107.1. Urn® is the (pointwise) inductive limit of 0 : 0 -» SetSet, since 

O; Se£ -> Se/;̂  is the functor canonically associated with ®. 
107.2. Zi'm0 is the inductive limit of 0 in the category of objects of 

SetSet under Id ; the hypothesis 0 is filtered is used to define . 
More generally, let £ be any category and F: ] -* be a functor 
to the category of objects under C ; if 

has an inductive limit and if / is connected, then F has an induc
tive limit, namely 

110.1 + Type functors and double completions. 
The construction of the monoid Jr is carried on in the frame of a 

theory of sets and classes, as Charles favored in the late fifties ; cf. 
/47/ and Comment 24.1 (O, III-l). It A is a regular ordinal and if 
the definition is restricted to families indexed by an ordinal lesser 

A 1 
than A , then 3^ = 3"r . In particular, 3 ^ is the monoid correspond
ing to the first uncountable ordinal. 

Similarly, the monoid 3rf ( Y9 y,\) of functors of type ( Y 9y9 A) is 
defined in /123/, Appendix 2, with (Y9y) any naturalized functor on 
a category (2 ( we just replace (!P,y) by (Y, y) everywhere). 

Now let § be the class of discrete categories whose ordinal is les
ser than A and 5 De tne class of all ordinals lesser than A ( looked 
at as categories). For a subclass Q of a double category 2) there is 
constructed the double ($, 5 )-completion of (5 in 2) ( cf. /102/, Def
inition page 221). If 5) is the 2-category of objects of un
der Id and if (J = { (Y, y) \ , this double ( $ 9 $ )-completion contains 
$ ( Y9y9A) as a submonoid of its monoid M of 1-morphisms. If A = N 
it is proved in [23] that 3 ( Y 9y 9N) -M. 
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1 10.1 ... E quivalently, we may consider the ($.t $ )-completion % of the set 
reduced to y:Id-+ Y in the 2-category C , take the 2-category %\ld 
of objects under Id(d and look at 5" ( Y, y, A) as a submonoid of the 
monoid of 1-morphisms of %\Id ( cf. /102/, Application 1, page 2 37 
where the morphisms of 58 are called canonical natural transformations 
between type functors ). 

110.2. This is true if Ti.(E) is an injection and the preorder is a total 
order (Charraud [23] ). 

110.3. A more detailed proof of a and b is given in [23]. For c, the del
icate enough proof is carried out in Blanc's Thesis [13]. 

111.1. <£($) is the free object generated by the graph SB with respect to 
the forgetful functor Cat-* Graph (which is monadic). Free categories 
are just the free objects relative to this functor. 

111.2. Free groupoids are the free objects relative to the forgetful functor 
from the category of groupoids to Graph. 

112.1. A more detailed proof is given in Blanc [13]. 
112.2. The definition of Jl is not precise enough: its morphisms are the 

(($',<£') ,r ,($,<£)) such that ($,<£) and ($','<£') are type func
tors and there exists a (necessarily unique) type functor (*H ) such 
that r (whence = x($,<£) ). 

1 13.1. Sum means sum of ordinals (as well-ordered sum). 
113.2. These are the canonical equivalences deduced from the commutati-

vity between products, between limits, between products and limits. 
113.3. It is the product of the equivalences in the category of objects of 

SetSet under Id. 
114.1. R. r[(E) i.o. Ti(E), where r f . ip . is inductively defined 

T b = ro> T U r r i + i * T l > 
r I = r X limfr i ̂  I 1S a limit ordinal, where 
Um(r 'j)j < i ( E ) : Urn y . ( E ) - lim V j f E ) : ( j , y ) V f!,rj(y)). 

114.2. JlJ, is the smallest sub-2-category of 31 containing the elementary 
equivalences and the canonical injections, which is closed by the pro-
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duct functors and the lateral limit functors ; Jl̂  is the groupoid of its 
equivalences. Notice that Jl% does not admit products (nor limits), 
since the projections of a product are not in it. 

114.3. An inductive category is an internal category in the category of 
complete meet-lattices. 

1 1 5.1. ($ 0 ') is a ( strict) naturalized sub-functor of ($>, c6 ). The nota
tion (<]>',(£')< has not the same meaning as at the end of Sec
tion III ( since T is not in 7l , cf. Comment 112.2). 

115.2 11 33 is only a subinductive category, and 3" a subinductive class 
(the intersection, or meet, of a family (0̂ -, cfc>i)i j is not always de
fined, unless the family is bounded). 

1 15.3. A product or a filtered limit of injections is an injection. 
116.1 + Categorical constructions of structures. 

These remarks lead to a categorical description of structures, which 
encompasses Bourbaki's definition via scales of sets and Quine's form
ative constructions on a language ( cf. [119], and Houdebine [ 7 4 ] ) . It 
transposes nicely in any topos (not only Set), in a fuzzy logic,,.. 

Such a constructive theory of structures over Set has been develop-
ed by Blanc Ll3l, whose main tool is the notion of structural natural 
transformations. To define them, he proves first that two type functors 
are equal if they have the same restriction to the groupoid 6 of isomor
phisms of & ( = Set ), called a y=type functor. The structural natural 
transformations between y-type functors form the smallest subcategory 
S of & ̂  which is closed under finite products, power- and inverse 
power-extension (i.e. if t: T -* T' are in S , so are 9 t; 9 T -> 9 T' and 

t*: 9T'->9t, t*E:9 T'(E)-* 9T(E); A'\> qtfA')), 
and which contains the natural transformations : 

(a) projection; U T; -> II T- , for any / C /, 
iel 1 jeJ } 

( b) complement; 9 T -* 9 T , intersection: 9 Tn -* 9 T, 
(c) valuation v.- T -+ 99 T, where 

vE: T(E)-*99T(E): x\> { Xc T(E) \ x€ X\, 
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116.1 ... (d) constant c ; T' ̂  9 (T x9 T), where 
cE: T'(E)->9(T(E)x9T(E))): x\*i(a,A) \ A€9T(E), a€A\, 
for any y-type functors T, T', Ti (the restriction to y-type functors 
is necessary for (b) to define natural transformations). 

If t; 71-> y T* is a structural natural transformation, a t-structure 
on a set E is an element S of T(E) such that tE(S) = 0 . Blanc 
proves the so-defined structures are the same as the structures defined 
by a typified formula. 

What are the properties of the power-functor on Set used to define 
type functors and the corresponding structures? This question prompted 
Guitart to introduce his involutive monads (or standard constructions 
[56,58] ) in 1970. Later on, he refined them into algebraic universes 
which give [61] the appropriate frame for transposing the theory of 
type functors and Blanc's above cited result. Algebraic universes in
clude Lawvere-Tierney toposes [78] (and therefore Grothendieck top-
oses or categories of sheaves), but also fuzzy logics , ... They are well 
suited to study topological and logical problems (cf. [61] for details). 

1 16.2 + On species of structures. 
This paragraph refers to the construction of species of structures 

over products of subcategories of Set given in /47/ . 
To get an axiomatic definition of structures, Charles introduced 

species of structures over a category £ (and local species of struc
tures) in 1957 and he proved the equivalence between their three def
initions: action of £ on a set, discrete fibration over £, functor F 
from £ to Set with disjoint fibres. In particular, if (2 is a subgroupoid 
of the groupoid of isomorphisms of Set, or a product of such subgroup-
oids, the functor F may be the restriction of a type functor, or a pro
duct of such restrictions; whence species of structures of type ^ , if 
^ is the smallest ordinal such that the considered type functor(s) be 
in 3"^ . Such species of structures are constructed in /47/, where t 
Charles takes in account only the type functors generated from J by 
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116.2.., composition and products (without using lateral limits as here). 
Recently, A. Joyal [80] has developed a fine combinatoric theory of 

species of structures over a groupoid, viewed as a generalization of 
formal series. He so obtains a kind of algebra on species of structures 
akin to the geometric algebra of Grassmann ( and Leibniz ) . 

ON /102/ : SUR L'EXISTENCE DE STRUCTURES LIBRES ET DE FONC-
TEURS ADJOINTS. 

The dedication recalls this paper was written during our six-months 
stay in Kansas. The second (and most important) part was triggered by si
multaneous work on sketched structures / 9 3 / . 
118.1. For canonical properties of such subcategories, cf. Comments 87.1 

and 199.1. 
1 24.1 . The results of Sections 1 , 2, 3 precise the theory of reflections 

and of generated substructures undertaken in /100/, Section 2 and in 
/ 9 1 / . Unhappily the intricate technical hypotheses somewhat hinder 
their impact. The idea was to cover an as wide as possible variety of 
cases. The applications at the end of Sections 2 and 3 show where the 
hypotheses come from. A simplified version of the main existence the
orems is given in /108/ . 

1 27.1. C is the comma category (K0 C_~» K')iP . 
1 43.1 . A dd : avec M 0 . 
146.1. A (H, H, H' J-projector g : e -> er is almost a reflector into H , ex

cept that e* is not required to be in H but only in H . One of the mo
tivating examples (in /92/) is the case of a small topological cat-
egory C for which there exists a topological functor F: C -> C into a 
universal large compact category C, through which factors every top
ological (i.e., internal to T o p ) functor from C to a small compact 

A 
category; but C might not be small. 

147.1. H' is the comma category K±P . It is introduced to define free ob
jects from reflections (as Charles usually did in the sixties) and, si» 
milarly, the more general (H, P )-projectors from «up to the size» re-
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flectors (Comment 146.1 )• 
149.1. Add , si ee K'0 , . 
153.1. This condition is a « solution-set» condition; for a case where it is 

satisfied, cf. Comment 155.2. 
1 54.1 . A more informal comparison with usual existence criteria is made 

in Comment 277.1 (O, III -1 ). 
155.1. Remark 3 is also valid if Q9 is only (Jíi, X, H ̂-generating for a 

closed under pullbacks subcategory X of ()-monomorphisms, and if s , 
in condition a, is the ( X, H J-subs truc ture generated by M'. 

Informally, condition a means that the size of a generated substruc
ture is just determined by the size of the generating set, independ
an tly from the structure in which it is generated. It may be verified in 
most applications where the generated substructure is explicitly cons
tructed (by transfinite induction). So Remark 3 gives a practical way 
for proving existence of ad joints without taking a higher universe. An 
important example is the following one. 

155.2+ Categories with a good factorization lead to generating functors. 
Several authors have given existence criteria for free objects (e.g., 

for free algebras [84] ) in terms of a given factorization system on the 
category. The following proposition proves this data is more peculiar 
than the notion of a subgenerating functor used by Charles, so that their 
results could be deduced from Remark 3-

Let A be a category. A factorization (E ,M ) in A consists of two 
subcategories of A containing all the isomorphisms, such that each 
morphism factorizes as m . /, with m e M and f e E , and that, if 

a.m. f = m'. f. a9 with m, m 9 in M , /, /' in E , 
there exists a unique b rendering commutative the diagram 
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155.2... It is proper is M is formed of monomorphisms and E of epimor-
phisms. Such factorizations are studied by Freyd & Kelly [49], who
se terminology we use (cf. also Barr [6], Isbell [75] ). If A admits 
small coproducts, a generator for (E,M) is a small set G of objects 
G of A such that, for each object A of A , the cofactor through the 
coproduct of the family ( hG ; G -> A \ G e G ) be in E . 
PROPOSITION. Le^ Abe a category admitting small coproducts and a 
proper factorization (E,M) with a generator G. Let q be the functor 

n Homf G,-); A -> Set. Then : G e G 
1. M is included in the class of q-monomorphisms and, if q sends 

E into epimorphisms, equal to it; 
2. q is a faithful (Set, M , A )°>generating functor; 
3. If A is E-co well-powered, for each ordinal £ , there exists an 

ordinal A,(f) such that the ordinal of q(S) is lesser than if S 
is a (M,A^substructure generated by a set whose ordinal is lesser 
than £ . 

A . q is faithful ( [49], Proposition ?.5.3)and sends M into monos. 
1. a) Each m; S -> A in M is a g-monomorphism. Indeed, suppose 

h; A 9 -+ A in A and q(h)-q(m).k-1 for G e G and (hQ )Q€Qtq (A9) 
we have the commutative diagram 

where k((KQ )Q ̂  G ) = ( h*Q )Q g . By the initial definition of a genera
tor [49], it follows there exists a unique h' such that 

m.h'-h and q(h')=k. 
b) Conversely, let j: S -* A be a g-monomorphism and j — m.fe M.E 
its canonical factorization. As m is also a ̂ -monomorphism, so is /; if 
q( {) is an epi, it is a bijection ; then / is an isomorphism and j eM. 
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1 55.2.... 2. Let C be a subset of q( A ) . We are going to construct a(M,A) 
substructure A Q of A generated by C . 
a) Let G Q be the coproduct of the family 
( A G \ G e G , c e C ) 9 where A Q - G for each c - (cQ)GeGe C9 
let vG c : G -» be the canonical injection and v; G Q -> A the cofac-
tor of the family ( cG \ G e G , c e C). If v = m. f is the canonical fac
torization, then the domain of m may be taken as A Q . It comes from the 
fact that the insertion C C_» q(A) factorizes as 

qfm'J.k for some m '; S' -> A in M 
iff there exists c*G; G S ' with m'. cfc - cG for each c € C , G € G , 
i.e., iff v ~ m '. g, where g is the cofactor of the family 

(c'G\ G e G , ceC )• 
and then, there exists a unique d rendering commutative the diagram 

b) Suppose A is E-cow ell-powered. The above construction shows A Q 
is an E-quotient of G Q ; hence the ordinal q f A Q ) of q ( A Q ) is lesser 
than the ordinal 

X( C) = C V sup (q(S) | S any E-quotient of G Q ) • 
This ordinal does not depend upon C but only C , since G Q is iso
morphic to G Q T if C is any set with C* - C and if C'Cq(A') for 
any object Af of A . Moreover, if D is a subset of /4 such that 
D < C < q( A') , there exists a subset C' of q( A') with DC C and 
C9 - C ; by definition of a generated substructure, there is an /n in M 
from Ajy to A Q 9 , which implies 

q r ^ ) < * r A b . ) £ * ( C ) * 
Therefore, q( S) <\( CJ whatever be the (M , A )-substructure S gen
erated by a set whose ordinal is lesser than C. V 
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155.2... COROLLARY. // A satisfies the hypotheses of the above propo
sition and is ordinally bounded [49], then there exists an ordinal C 
such that q be £-(Set,M , A)-generating. 

Indeed, for each G in G , there exists an ordinal £^ such that the 
functor Homf G,-) preserves ̂ -unions of ( M , A )-substructures and 
we can take for £ the ordinal supf^Q | G e G). 

Suppose A satisfies the hypotheses of this Corollary and is com
plete. As an application, we get another proof of Theorem 4.1.3 [49] : 
If A is a small set of morphisms of A, its orthogonal subcategory 
A1" is reflective in A . Indeed, from the proposition we deduce, via a 
transfinite construction up to that the restriction q 9 of q to A1* is 
(Set, Mn A**", A1")-gene rating and verifies the conditions of Remark 3 . 
Similarly, we prove that the category of models in A of a small sketch 
on U (with cones or cylinders) is reflective in A^ and admits co-
limits, which gives back Theorem 5.2.1 of [49] ; or still that the cat
egory of F-algebras is reflective in A, where F is a (pointed) endo-
functor on A which preserves ̂ -unions of M-subobjects [84]. 

But this method of proof may be applied more generally to get the 
same results when A is equipped with any ̂-generating functor to Set 
satisfying the conditions of Remark 3, and not only with the functor 
associated to the generator of a proper factorization on A . 

Another kind of generalization is obtained by Kelly [84], who finds 
back these applications without any completeness assumption on A , 
th anks to a more constructive approach (unifying methods of Barr [6], 
Gabriel & Ulmer [50], Koubek & Reiterman [92], Schubert [121] ... ) . 
It does not seem his theorems are a consequence of the criteria given 
here, where products are essential. 

156.1. The «diagonal functor» preserves products. 
1 57.1. q-inductive limits and semi-final lifts. 

From Theorem C, Comment 233-3 (O, III-l ), it follows that s is 
a «q -inductive limit» of (<^,$0) iff it is a semi-final lift of the q-s ink 
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(3>ô A <fi(i) -> Lim cf> | i e l o ) . So Theorems A; B of the same 
comment, which give criteria for the existence of semi-final lifts gene
ralize the following corollary. 

158.1. / rnay be called a «multi-morphism », since it generalizes the notion 
of a multi-linear map. 

160.1 + On tensor products. 
The problem of defining tensor products in a category has aroused 

much interest in the sixties. Mac Lane's monoidal categories [108] (or 
Benabou's multiplicative categories [10]) only retain its (up to iso
morphisms) associativity and unitarity, and they stress the coherence 
problem (cf. Comment 31.4). In [42], Foltz defines the tensor product 
of objects in a concrete category as a universal solution to the problem 
of making a morphism out of a multi-morphism ( as here), and he cons
tructs it as a quasi-quotient of a coproduct. In [44], he generalizes his 
definition to the case of a non-faithful functor, with special kinds of 
multi-morphisms. Pumpliin [118] gives a similar definition in a concrete 
category H and his main result (translated in modern language) as
serts that, if H is a closed category with a generator / , there exists 
such a tensor product with unit / iff H is monoidal closed. 

Kelly [82] also takes a concrete category with an internal Horn, 
and his tensor product must be such that -®A be an adjoint of the 
partial Horn-functor Horn (A, -) ; then he discusses the associativity, 
unitarity and commutativity of this Q. His paper (published in 1965) 
is a precursor of his famous joint paper with Eilenberg [41], which 
has opened the way to enriched structures. 

Explicit constructions of tensor products have been given by several 
authors. E. g., Freyd [48] defines the tensor product of algebraic the
ories T, T' so that SetT®rt be equivalent to (Se£T/r', and he 
uses it to compute the tensor product of the corresponding algebras. 
Guitart [59] gives an explicit construction of the tensor product as a 
coequalizer in the category KP of algebras for a monoidal monad P 
on a monoidal category K ; he improves results of Day [30],Keigher 
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160.1... [81], Kock [91], Porst & Wischnewsky [115]. Monoidal (closed) 
structures on categories of sketched structures have been investigated 
in /115, 118-121/ and by Foltz & Lair [46,101] (cf. Comments, O, 
IV-2). Greve, Szigeti & Tholen [54,55] lift monoidal structures along 
pre-semitopological functors and generalize Pumpkin's results. 

161.1. Most ideals are such p-ideals ; in this case, computations on short 
exact sequences are reduced to operations on quasi-quotient structures 
(Proposition 17). For instance, if H admits a proper factorization with 
a generator G and if p = II Horn ( G, - ); H -> Set ( cf. Comment 1 55. 

Ge G 
2), then there exists a canonical p -ideal. it is associated to the map 
r which, to a p-monomorphism h ; S'-> S, associates the relation r(h) 
on p (Sf) such that 

(h-fG)GeG-fh-fGk(G forany fG,f'G:G-s'-
170.1. J'̂  is the category of categories with a partial choice of ̂-limits, 

the morphisms being the functors which preserve these choices. is 
the full subcategory of categories with a choice of ̂-limits. Or, with 
the terminology of / 106/, S1'̂  is the category of ̂-prototypes, and CJ^ 
the category of $-types. 

170.2. J also admits %0 -projective limits, and Q is sub-generating 
A A 

for Dli . Moreover, if $ is a 3K0-class (i.e., is small enough), Q' and 
are sub-generating for )H (not only for Jf{ ); cf. Theorem 6. 

1 71.1. If F and F' are in (i.o. f ̂  ), their equalizer in is (N, vf) 
where v'(<f>) is defined iff the limit-cone v ( ) is defined and in
cluded in A (i.e., iff all its projections pV(<I>) are equalized by 
F and F' ). 

172.1. If 4 is a 3K0-class, 33̂  is reflective in J(Corollary, Theorem 5). 
173.1. It's easier to identify an ordinal \ to the class formed of the or

dinals a < A. (Von Neumann's definition) and a cardinal to an initial 
ordinal, as it is done in /108, 114/. 

181.1. R. un des i.o. le . (There may exist several i with the samepro-
jection and one has to be chosen.) 
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182.1, rf]£- is the composite 
K'o > K ; Yoneda>a(K-). 

The addition of 0 to K is not essential, though it simplifies the proof 
LimVK: is 1-1. 

183.1. $e is the composite of <& with evaluation at e, 
187.1. The last assertion is precised as follows: Let B be the set con

sisting of the Y , where Y is any functor in $ A . There exists a bi
section g from the (may-be void) set Br\H on a set B* disjoint from 
BuH . Then we replace Y* by g( Y) for each Y in BnH. 

The following construction may be sketched as follows: M^ + j is 
deduced from by adding «formal limits» <p * of functors <|> from 3 
to M'̂  , formal projections (j> * , i J from this limit to (i) , V i e V0 > 
and formal factors *P " for every cone *P with base 0 . The axioms en
sure the formal factors become real factors. A functor from a category 
in $ to Mĵ ĵ which does not take its values in may not have a 
limit. So the construction is reiterated up to an ordinal \ large enough 
for any functor from a category in § to to be valued in a M^, £<A. 

196.1. More precisely, the condition is necessary and sufficient for the 
existence of an isomorphism y; /V'-» NF C &(H') such that the reflec
tor H'£—> /V*-X> /V , be a restriction of the Yoneda embedding. 

198.1. R. H' avec une restriction de rĵ . pour projecteur i.o. //" . 
199.1 + Other constructions of the free completion. Applications. 

Let H be a small category and § a class of small categories. Var
ious constructions of the free ̂ -completions of H are known : 

1. Street's construction [122]. Any functor 0 : I -> H factorizes as 
E{<&) .<&', where E(<&) is a discrete fibration and <X>' a final func
tor (cf. Comment 470.1, O, III - 2 ) ; and $ admits a limit iff £(<$>) ad
mits one. Whence the idea of Street: i.o. adding formal limits of all 
functors as in the construction of Theorem 5 it is sufficient to only add 
limits of discrete fibrations. More precisely, he inductively defines the 
class of categories, for each ordinal £ , as follows : 

368 



COMMENTS ON / 102/ 

199.1... l~ = U i ; <k = U it for each limit ordinal A , 
+^ consists of the domains J of the discrete fibrations 77 : J -> I 

such that Ie^uill and that each fibre of 77 is the codomain of a 
final functor with domain in . 

Then he constructs transfinitely the free completion, exactly as in 
Theorem 5, the only change being that, in the step from M^9 to M^,^p 
he adds as objects the discrete fibrations with domain in $^t+j i.°. 
the functors with domain in § . 

Now a discrete fibration over I may also be looked at upside-down 
as a functor I -> Set, so that the objects of the so-defined free comple
tion may be identified to set-valued functors. So Street's construction 
is related with the following one, given by Gabriel & Ulmer [50] (dual
ly, for free co-completions ): 

2. The free completion of H as a subcategory of (Set̂ )op ; Let 
J be a stable class of small categories, i.e., $ contains: 1 , the co-
limit of any functor F: I-* Cat, where I and F(I), for each I € I0, are 
in § , and J if G : I -> J is a final functor with I € § . Then, the small 
category H admits as a free ̂-completion the full subcategory H(j of 
(Set^)op whose objects are the ̂-indexed colimits in Set H of repre-
sentable functors H --> Set ; the reflector (into 3^, up to equivalence) 
is the restriction H -> H(J of the Yoneda embedding, and it is ̂ -limit-
dense ([50], 15.3). This does not contradict the second assertion of 
Theorem 6 which concerns Set H P and not (Set ̂ )°P . For instance, 
$ might be the class of all categories whose ordinal is lesser than a 
given regular ordinal; or the class of small cofiltered categories, in 
which case, H(j is equivalent to the category of pro-objects Pro H , 
(Duskin [35] ). If i is the class CatQ of all small categories, H(j is 
equal to (SetH Jop itself, and its universality has been emphasized 
by Roux [120](in the dual case). 

If H is not small, (SetH)op has large Horn-sets; then the free 
Cat0 -completion of H is its full subcategory whose objects are the 
bounded functors (Conduche [26] ). 
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199.1 ... 3. Pro-objects and adases; If $ is the class of small cofiltered 
categories, H admits as a free ̂ -completion the category Pro H of pro-
objects [35] , defined as follows : 

(i) Its objects are the functors F: I-* H with I e $ ; 
(ii) Hom(F, G ) - Um Urn HomH (F-, G.), where G: J -» H . 

J I 
More explicitly, a morphism from F to G is defined as a J0-indexed 
family of equivalence classes of morphisms F (I) -> G( J ) , or as an e-
quivalence class of J0-indexed families of such morphisms [79]. 

Now suppose $ is any stable (cf. 2 above) class of small categ
ories. Then Vincent [129] (cf. also [50], 15.4) proves that H admits 
as a free ̂ -completion the category Pro^H formally defined by the 
same conditions (i) and (ii). This category Pro^H is also considered 
by Deleanu & Hilton [33] (with § = Qat0 ) in view of applications 
to Shape Theory. 

We are going to give a new slightly different description of the mor
phisms of Pro(jH as atlases (which amounts to replace an indexed 
family of equivalence classes by its «union»). 
DEFINITION. Let F: I-* H and G: J -> H be functors. An atlas from 
F to G is defined as a class A of triples (J ,a,I) , written a: I -+ J , 
which satisfies the conditions : 

(a) U I0, I e J o and a: F(I)-* G( I) in H; 
( b) G( j). a; I -> / * belongs to A for each /; / -> /' in J ; 
(c) For each object / of J , the set 

/. A = { a;/-/ in A | I €l0] 
is the class of objects of a component of the comma category FlJ. 

So /. A ̂  0 and, for a: I -> / in A , /; / -> /' in J , we have: 
a*; /*-»/' is in A iff there exist a zig-zag 

in I and a commutative diagram in H of the form : 
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199.1 ... 

If I and J are groupoids, atlases of /78/ are recovered (they were 
introduced in /47, 55/ for defining local structures, as manifolds). 
A morphism h ; S -* S' of H is identified to the atlas from the functor 
S~: l-> H with value S to S'*; 1 -> H consisting of the single h; 0 -> 0. 
PROPOSITION. H admits as a free ̂completion the category Pro^H, 
whose morphisms are the atlases between $-indexedfunctors ; the ob
ject F ;*I-> H is the limit o f the functor iirlc—» Pro(j H . 

A. The composite of the atlases A : F -> G and B : G -* G ' is the 
well-defined atlas C : F -» G' generated by the class consisting of the 
composites : 

b. a ; / -* / w ith a ; / -* / in A and b ; J -> J ' in B . 
If <ï> : K -> Pro(jH is a functor, its limit is the functor F Q : I Q -> H , 
defined as follows: 1^ contains as a subcategory the disjoint union 
of the categories 1^ domain of <S>(K ) , for each K e K0 , and its other 
morphisms from /f to I' € lgt 0 are the °: / -» /' which belong to 
the atlas for some k; K Kr in K ; the functor extends the 
functors <&(K) and maps a; / -> /' on a, V 

4. Complete categories as algebras of a monad. When $ is stable, 
there is still another free ̂ -completion A<J H of H, described as follows 
by Prochasson [117] (in the dual case): Let 3)(jH be the category of 
$-codiagrams of H (which is the dual of the category of diagrams in
dexed by § of Hop ) : its objects are the functors F : I -* H with I € ff ; 
a morphism from F to G is defined by a pair (f,<fi ), where f: J -»I is 
a functor and cf> : F, f ̂ G a natural transformation. 5)<jH is the cat
egory of 1-morphisms of the 2-category D^H whose 2-cells from 
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199.1.., (f94>):F-*G to (f',d>'): F -* G 
are defined by the natural transformations Q: f -> f' such that 

D(jH is the lax-completion of H (Guitart& Van den Bril [66] ). 
Let AcjH be the quasi-quotient category of 5)(jH by the relation 
(f9cf>) ~ ( F -> G iff there exists a 2-cell between them, 

so that A(jH is the category of components of the 2-category D<j H . 
PROPOSITION. There is a functor A(jH -* Pro^H which is the identity 
on objects, and A(jH is also a free ̂ completion of H . 

Indeed, the class of (/, c/>) ; F -> G is mapped onto the atlas from 
F to G generated by the class 

\ <£>(J): f(J) -> I j J e Jo I.. 
A(jH is small if $ is small. 
Let $ be small and denote by 3^ the quotient category of 5" ( = Cat) 

by the relation «two functors are equivalent». Then the correspondance 
H-*A(jH extends into an endofunctor A<j on . Prochasson proves 
Ad is the endofunctor of a monad on J , whose category of algebras 
is isomorphic to , so that the functor 3^ C_» ¿5 monadic [117] 
(for a related result, cf. Kock [90] and, when $ is the class of dis
crete categories, Lawvere [104] ). 

There is no choice of ̂-limits on A(jH making it into a free object 
for the forgetful functor p^; 3r̂  -> 3r . However, Lair [99] proves that 
p^ is also monadic, thanks to a general Tripleability Theorem for cat
egories of sketched structures and to an adequate construction of the 
sketch of $-types. 
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200.1 11 3"' does not admit equalizers. 
200.2. In this reference, (Sefl)°P is proved to be a free completion for 

all small limits (Comment 199.1 ); it's only the wording which is some
what ambiguous. 

201.1. The subcategory of Set considered by Benabou, Isbell, Lambek, 
... is the «Mac Neille ̂ -completion» of H' (cf. /107/, section 8 and 
Comment 87.1 ). It is not to be confused with the subcategory of the 
dual of SetH which is a free ̂ -completion of H' (Comment 199.1 ). 

2 01.2. In [14], Borceux proves that //* is a full subcategory of H' thanks 
to a weakening of the hypotheses taken in Theorem 5 : 

Limv infective is replaced by Limv'0 - e for at most one $ when 
e is an object of C not in M ; 

Limv<f) \ M is replaced by condition A, Lemma 6, Appendix. 
2 03.1 + Loose ̂-completions of a category. 

a 
if (H ,fz ) is a p -free object generated by the category H, then H 

is also a free ̂ -completion of H , i. e., a reflection of H into 3^ (The
orem 8). A similar result is valid for universal completions with pre
servation of some limits. It is proved in /115/ (Corollary Proposition 
10) that: 

//fH, JL) is a f universal up to isomorphism ) ̂ -completion of (H ,pc). 
then H is also a loose ̂-completion of (H,u), 
which means that H is a universal (up to equivalence) solution of the 
problem: To embed H into an ̂-complete category, so that the cones 
distinguished by ^ become limit-cones. The proof lies on an explicit 
(transfinite ) construction of the ̂-completion of (H ,̂  ), more generally 
done in /115/ (O, IV - 2) for ̂  any multi-choice of cones indexed by 
categories in § ( cf. Comment 216.1). 

Another transfinite construction of a loose 3-completion of (H,^) 
is given by Coppey [27] : it is the union of the Hx's, where HL , , is 
the 9-completion of in Set A . 

Gabriel & Zisman [51] construct a loose ̂-completion of (H ,̂  ) as 
the category of fractions of a free ̂ -completion C of H by the class A 
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203.1 ... consisting of the factors through a limit-cone in C of a ̂-distin
guished cone (in fact, they suppose ̂  distinguishes all small limit-
cones in H and they take C = (SetH)op ). With the notations of The
orem 10, it implies that H = H' , which is a quasi-quotient of C by 

A = { a($) | ^($) is defined } , 
is equivalent to the category of fractions of C by A . 

203.2. This category is deduced from H by adding a final object 0H . 
204.1 . /V has only one non-identity morphism. 
207.1 . It's also true if F and F* are in f'^ ( cf. Comment 171.1). 
211.1. Qe is the composite : 

214.1. Borceux [14] has proved H is a full subcategory of H \ 
214.2. This category is explicitly constructed in / 114/ . 
216.1+ Some generalizations. 

The completion theorems given here, in particular Theorem 15, are 
generalized in /115/ (Propositions 13, 14, 15), where it is shown that 
an (5, 5) -cone-bearing category H (i.e., a category equipped with a 
set of cones indexed by 3 and a set of cocones indexed by 5 ) is uni
versally sent; 
1° up to an isomorphism, into an (§ , 5)-limit-bearing category, into 
an ($ , 5 )-prototype (object of 5 " ' ^ ) and into an ($., 5 ) "tvPe (object 
of 5 % ) (Htype,p,Z) • 
2° up to an equivalence, into an i!-complete and 5-cocomplete categ
ory (called a loose (i , $)-type) in which the distinguished (co) 
cones become (co)limits. 
Moreover, if H is a prototype, then is equivalent to Htype . 
The proof lies on an explicit transfinite construction of these comple
tions. 

In Section 4, completion theorems are given for internal categories. 
On the other hand, «enriched» completion theorems for V-categories 
have been proved by several authors. If V is a complete and cocom-
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216.1 ... plete symmetric monoidal category in which -Q V preserves co-
limits, Foltz [45] proves the existence of universal (3, 5 )-comple
tions for V-categories and V-sketches when the base functor V -> Set 
has good enough properties; and he constructs the free $ )-comple-
tion when this functor preserves -̂unions and ̂ -limits commute with 
-̂unions, where the ordinal £ is greater than the ordinal of all the 
categories in <Ju$ . Results of the same kind are given by Kelly [86]. 

For V = Ab, G. & M. Weidenfeld [130] obtain the Ab-prototypegen
erated by a cone-bearing additive category C as a subcategory of 
Ab^ (via the additive associated Sheaf Theorem), and they deduce 
from it a construction of the prototype associated to any sketch. 

217.1. Let (sg)g<£ De a ̂ -sequence of P-substructures of S. If P is 
sub-generating, it admits an union s = u s £• , namely s is the P-
substructure of S generated by the union M of the P ( ) , g < £.The 
condition (D^) means P preserves such unions, i.e., P (s) —M. It 
follows that £-unions of P-substructures commute with limits preserved 
by P ( cf. Comment 155.2). 

219.1. P lifts limits because, by the initial assumption (valid in all this 
Section 4), P is a concrete transportable functor which lifts pullbacks. 

220.1 . When P is countably generating, this corollary is proved in /100/. 
221.1 . This definition is very weak, since the «structure» and the limits 

are not linked. 
A more precise notion of internal completion consists in replacing 

J'^fp) and 3^5 (p) by the categories of internal (3,5 ̂prototypes 
and internal ($,$)~types in //' . Theorem 17 is still valid in this case 
as well as in the case H * admits small limits and colimits of ̂ -se
quences which commute ( Burr on i [ 19] ). 

221.2. The condition ̂ -generating may be omitted, since it follows from the 
existence of a maximal section, which implies P is spreading (cf. 
Comment 247.1, O, III-l ). 

224.1 . The proof is complicated. It follows from the general lemma (Syn
opsis (O ,111-2), Section 5, Corollary 1 of Theorem 2): 
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376 

A 
224.1 ... If U; A -> A is a functor admitting a maximal section Z , if 

U9: A' -> A' and Z9: A' -> A' 
are restrictions of U and Z resp. to reflective subcategories, then a 

A 
reflector into A' is mapped by JJ on a reflector into A1 . 

It is applied to the forgetful functor J'^fp J -> 3^fp J with amax-
imal section deduced from Z , and to its restrictions 

and $ (p ) $ . 
225.1 . For the terminology, cf. /63/ (O, III-1 ). The theorem is used later 

on, in the case of ordered categories. 
227.1 . This assertion follows from the preceding one, because the sub

structures of ( M , < ) are its ££'-inductive subclasses (as it is said 
in the sequel of the proof), hence correspond to full subcategories of 
the category associated to ( M , < ) . 

230.1. The hypothesis f = 0 is used here, because f does not preserve 
joins. 

236.1 . The category jt^l is proved to be monoidal closed in / 1 1 9 / . In 
[17], Brown & Higgins study ̂ -fold groupoids with a view to applica
tions in Algebraic Topology. 

237.1. Cf. /52/ and Comment 11 0d . 
237.2. It may be necessary to disjoin the fibres, which is possible if w 

transports isomorphisms. 
240.1 . This corollary is a particular case of Proposition 9. 
241.1. The propositions of this section strengthen some results of / 1 0 0 / . 
244.1. The definition of ( J H , 0 )-solving has to be precised. Here it means 

that is (5K,Ij3,Pjjj1()K) )-generating; it follows that is also 
(3K,*Q, Ofpjn Of P ̂-generating. However, it may not be (JR, A ^ , D e 
generating ( as defined in / 1 0 0 / ), since Ofp ) is not included in 13 (P) 
when there exist p-injections which are not P-injections. 

247.1. For D — 31' or 7l, the proposition only asserts the existence of 
(®(P)n^(P) > )-quasi-quotient structures, except if we add the 
hypothesis p'J c PJ , in which case Of p ) C Of P) ( cf. Comments 
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235.1 (O, III-l ) and 2441 . 
248.1 . More generally, if G is a projective sketch and Z a maximal sec

tion of p ; H -> Set, then Z°: Set0" -* Ha is a maximal section of the 
functor pa : Se£a . 

251.1. f P, A! j-s truc tu red relations are objects of %r(p ) . If is closed 
under pullbacks, they are also morphisms of a category of relations 
considered by several authors, e. g. Coppey and Davar-Panah [28]. 

253.1. A defines the structured subgroupoid of ( $f~, 5 X s] which is ̂ -gen
erated by AuS^ , whence the following alternative construction; 

A - u p(Sn), where Sn is the ( X ,H ) -substructure of s X s gen-n £ N 
erated by Bn , with BQ - A and 

Bn + i =P(SJup(Snr1ui g.f\ f,gcp(Sn)\. 
258.1 . The only delicate point is proving 4 for elements of the form : 

then the common composite is h . hi . Wj ( i ' ) , where ^ ( i ) = h ^ f i ' ^ j ) 
(with the notations on page 188). 

258.2. b is satisfied because ( h , (i ) ) is an irreducible path hence is 
not equal to another irreducible path by the proof of Proposition 8. 

259.1 . This construction generalizes the usual construction of the free 
group on a set of generators. 

260.1 . More briefly, *P ' is defined as Vf' = Urn v Vf . a ( $ ) . 

ON /108/ : CONSTRUCTIONS DE STRUCTURES LIBRES. 
This paper takes back some results of /100/ (O, III-1 ) and /102/ 

(to which we refer for further comments) with simplified hypotheses, sa
tisfied in most of the applications. From part 1 on, it was multigraphed in 
Paris as lecture notes of a «cours de troisième cycle», written as an add
itional chapter to the booklet /123/. Part 0 was added to make the text 
self-contained for its inclusion in the Proceedings of the Seattle Confer
ence (1 9 6 8 , Part II, preprinted in Lecture Notes for Mathematics 9 2 ) ; fin
ally Charles did not participate in this Conference because of the turmoil 

377 



COMMENTS ON / 108 / 

in May 68. The text has been specially recomposed on Varityper. 
265.1. Universal would be more justified than «maximal» (Comment: 87.1 ). 
266.1 . The transitivity condition is added for a universe to be a model of 

Set Theory ; it is not necessary here. 
268.1 . More usual terminology: H is a reflective subcategory of K* . 
268.2. A p-injection j: s -> s9 is an initial lift of the p-source (s, p( j)J. 
269.1. A (H,p J-quasi-surjection is a semi-final lift of a singleton source. 
269.2. To compare with the notion of a semi-topological functor, cf. Com

ment 212.3 (O, III-1 ). 
269.3. Constructions of quotient categories are given in /91/, Section 3. 
270.1. For more general results, cf. /102/, Section 3-1. 
272.1. Cf. also /100/, Section 2 and /102/, Theorem 2. 
274.1. This method is used in /100/ , Theorem 1-2. 
274.2. Cf. Proposition 2-2 / 100/ . 
275.1 . This corollary is used to obtain existence theorems for quasi-quo-

tient sketched structures /98/, e.g. for quasi-quotient internal cat
egories in /100/, and for quasi-quotient rc-ary structures in /97/ . 

276.1. For this section, cf. /100/ , Theorem 3-2 and /102/ , Theorem 2. 
279.1. This method is used in /100/, Theorem 3-2. 
279.2. For this section, cf. /102/ , Part II, and / 106/ . 
280.1. is the category of neocategories with partial choices of proj

ective and inductive cones, is the category of (á , 5 )-prototypes 
and f% is the category of (á ,5 )-types ( cf. / 106/ ). 

280.2. Cf /102/ , Proposition 22. 
282.1 . Cf. /102/ , Proposition 22. 
286.1. Cf. /102/ , Theorem 12. 
287.1 . All these assertions are proved in [38]. 
289.1 . Cf. /102/, Theorem 15, for the last assertion. 
290.1. Cf. /102/, Theorem 15, and /114/. 
291.1. R. universelle de u i.o. de u . 
291.2. The free completion is explicitly constructed in /102/ (cf. also 

Comment 199.1 ). Other properties of the universal completion are giv
en in /102/ and non-universal completions are studied in /107/. 
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ON /114/ : SUR LE PLONGEMENT D'UN PROTOTYPE DANS UN TYPE. 
This text is a sequel of /108/ ; it was multigraphed as a part of a 

«cours de troisième cycle de l'Université Paris VII», which developed the 
theory of sketched structures along the lines of /106 /. It has been compos
ed on Varityper for inclusion in this volume. 
2 93.1. As in /106/ an ($, 5 )-prototype means a category C with a partial 

choice |u of cones indexed by elements of $ and a partial choice v of 
cocones indexed by elements of 5- It's an ($ » 5 )~tvPe ̂  tne choices 
are total i.o. partial. The prototype is projective if y is void. 

2 93.2. The term «lax» is not to be taken in a 2-categorical sense (as at 
the end of /117 / ) ; it just precises that no type structure is used on 
H, so that all limits and colimits are distinguished. To-day we'll say 
that it is a realization - or a model - of ( C ,(i, v ) in H. 

294.1 . Cf. /108/, Proposition 8. 
298.1 . The consideration of L follows from Lambek [102] and Isbell [76]; 

it might be replaced by the smallest subcategory of /V satisfying the 
conditions of Proposition 5, which is the category of Theorem 3. 

302.1 . Cf. /108/ , Proof of Proposition 8 for more details. 
305.1 . L is the category of co-models of the inductive prototype ( C,v ) 

in Set, i.e., the category of Sei-models of its dual projective proto
type (C*,v*). 

305.2+ The Associated Sheaf Theorem. 
This corollary, called the Associated Sheaf Theorem (as said on 

page 306), has been proved by several authors, e.g., Gabriel & U lmer 
[50], Kennison [89], Bénabou ( [9] page 51 and [26] Appendix). 

More generally, if a is a sketch on H equipped with a small class 
of cones (or cylinders), the category h ° of its models in a category 
A is reflective in AH in each of the following cases : 

1 o A is equipped with a concrete functor satisfying the conditions 
of the proposition of Comment 13.4 or the conditions at the end of Corn
ent 155.2; the proof is «existential» (not constructive). 

2° A admits a proper factorization (E,M) with a generator ( cf. 
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3 05.2... Comment 155.2), is cocomplete, bounded and M-well-powered (Kelly 
[84], Theorem 12.1, who strengthens Freyd & Kelly's [49] ; the asso
ciated sheaf - or free model - is constructed as a colimit of a trans-
finite sequence, via the Orthogonalisation Theorem, and A need not 
be complete ). 
3° A is complete and admits ̂ -indexed colimits which commute with 

-̂limits, where i consists of the indexing categories of the distinguish
ed cones and the ordinal £ is greater than the ordinal of each element 
of $ (Burroni [19], Foltz [43], Ulmer [127] ). 

Enriched associated sheaf theorems have been proved by Foltz [43] 
(who takes an enrichment in a closed category with a faithful base 
functor) and by Kelly [86] whose models are enriched in a monoidal 
closed category. 

For mixed sketches, the category of models ( even in Set) is no 
more reflective in the category of all functors. However Guitart &Lair 
[63] prove the following related result; If a is a small mixed «c-in-
jective» sketch (e.g., if the inductive cones are discrete), then each 
Se£-model of the underlying projective sketch generates a small loc
ally free diagram in Set? . This result leads to a spectral analysis of 
first order theories. 

306.1 . Cf. Lambek [102] and Isbell [ 7 6 ] . 

ON /146,y.l / : COMPLETION D'UN FONCTEUR. 
This is the text of a lecture delivered by Charles at the «Journées 

mathématiques sur l'Algèbre des catégories» (Dijon-Paris, 1967). It was 
not published in the Proceedings of this Conference (Cahiers de Topologie 
et Géométrie Différentielle X-3, 1968) because it's just a summary of the 
paper /107 /, and near enough of the Note /99/ (written three months earl
ier). However this lecture is more striking than /99/ : the problem of com
pletion of a concrete functor is well presented, and the construction of the 
Mac Neille completion is very clear. So it might be helpful as an introduc
tion to the intricate paper /107/. The manuscript has been varityped for 
inclusion here. 
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307,1 + Initial completions as a generalization. 
As emphasized in Comments 76.1 and 94.I (to which we refer for 

more details), all the results of this Note are still valid if ̂  is a 
multi-choice of cones on K (i.o. a multi-choice of limit-cones) to be 
lifted into initial cones. In this way the first mentioned problem ap
pears as a special case of the second: distinguishes the single
ton cones in K'. The only modifications are the following ones : 
- p. 307 and 310: u is a multi-choice of fj-cones ( i.o, â-limit cones); 
i.e., for each functor <$>;!' -» K * with /" e i, u(<f>) is a - may-be 
void - class of cones in K' with base 0 ; 
- p. 307: is a multi-choice of p-initial fj-cones (i.o. limit-cones); 
- P- 308, 1. -1, -2 : s is an initial lift of (<£>, Q ) for p and p ( i.o. a 
limit of $ ) ; 
- p. 310, 1. 3 : Q and F® are initial cones ( i.o. limit-cones ) ; 
- p. 310, 1.-3 : the embedding of H into H preserves the initial lifts 
( i.o. the lifted limits) of cones distinguished by a . 

Then the two theorems englobe more recent results on ( initial) com
pletions of concrete functors, e.g., Herrlich's constructions [68, 70] 
which suggests to call p the Mac Neille um completion of p and p its 
universal a-completion. 

308.2. The terms «maximal» and «minimal» are not explained by this sen
tence ; a precise meaning is given in Comments 58.1, 76.1, 94.1, 95.1« 

ON /146,y.2/ : LES CATEGORIES DANS L'ENSEIGNEMENT. 
This text is a lecture given by Charles in Saint-Quentin, on the in

vitation of the «Association des Professeurs de Mathématiques », As it was 
primarily intended for teachers in a secondary school, the exposition is 
more mathematical than in /94/ ( designed for a wider audience ) though 
the basic ideas are similar. In particular, it gives a clear insight on the 
way Charles introduced category theory and conceived its importance in 
didactics as well as in advanced research. The manuscript was prepared to 
be multigraphed ; it has been varityped for inclusion in this volume. 
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311.1. Charles participated in Bourbaki up to 1947. For his ideas on math
ematical structures, cf. Comments 19.1, 116.1, 116.2. 

312.1. At the time of this lecture, there was much criticism in France ag
ainst categoricians ( specially against our research team). 

315.1. In his first papers on categories /47,52/, Charles adopted the first 
viewpoint; later on, he took over the second (cf. O, III -1 ). 

315.2. To be really a model of set theory, U should be transitive, but 
this property is not useful for applications to category theory. The no
tion of a transitive universe is due to Tarski [124]; many authors, fol
lowing Grothendieck, use the term universe in the sense of a transi
tive universe. Notice the two « axioms of universes »: 
- Each set belongs to a universe, 
- Each set belongs to a transitive universe 
are proved to be equivalent in [38]. 

320.1 . The booklet /123/ was written as an introduction to category the
ory for students in the «second cycle». Charles teached it in his (un
dergraduate) Maîtrise course on General Topology ( based on the study 
of the categories of topological spaces and of uniform spaces and their 
reflective or coreflective subcategories), on Differential Geometry (in 
which the categories of jets and their actions played a central role), 
on Algebraic Topology ( with homology in abelian categories and for 
simplicial objects) /128/. 

3 21.1. Charles often suggested a thorough study of the categories of affine 
and projective spaces (e.g. for the stage report of N. Penon, Paris, 
1973). In his last years, he exposed some of their properties as an 
introduction to non-euclidean geometry in his course /129/ and he got 
some (unpublished) results. A categorically-minded course on affine 
and projective spaces has been given by Bourn in Amiens (1980). 

3 21.2. The unity and simplicity of Mathematics were essential ideas of 
Charles, which led him to discover powerful notions; fibre bundles, 
foliations, jets, infinitesimal connections, almost-complex manifolds, 
differentiable categories, local structures, internal categories and their 
actions, sketched structures 
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0. MOTIVATION AND CLASSIFICATION OF THE PAPERS. 
The main papers contained in Part IV-1 were written in 1966 / 67; 

they originated (cf. Comment 19-1) in the problem of giving a categorical 
description of structures, fit to translate in the internal world, versatile 
enough to englobe most usual structures (universal algebra, categories, 
sheaves, metric spaces,...), yet strict enough for leading to general the
orems similar to those on internal categories (O, III) or on internal rc-ary 
structures /97/ . 

The solution Charles proposed is the theory of sketched structures, 
which he introduced in /93/ (O, III-2), refined and developed in /98,106, 
114/ ; the sketch affords an equational presentation via limits of a structure, 
its models in a category H are the sketched structures in H . 

The connected problem of completing a category (/102/, Part II 
summed up in /88/ ) or a concrete functor (/107/, summed up in /99/? 
/ 146Iv.l / ) arose : 

- to obtain complete presentations, called types (or theories), so that 
two sketches with the same type define equivalent structures, 

- to optimally replace the category H in which models are valued by a 
complete category, in which general theorems on categories of sketched 
structures are available. 

The existence of universal completions comes from a general exist
ence theorem for free objects, which refines the usual Adjoint Functor The
orems thanks to the notion of a subgenerating functor. This theorem admits 
a variety of applications (/102/, Part I), even in the simplified, whence 
more striking, version given in /108/ to obviate the technicity of /102/, 

A much older paper /52/ has been included here: it may be seen 
as a former example of double completion /102/ and it offers another categ
orical description of structures via type functors (Comments 116.1, 116.2). 

Finally Charles's views on categories and didactics are expressed 
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in /146^.2/. 
The papers, which use notions introduced in O, Part III, contain a 

series of deep theorems with explicit proofs. The technicity of some parts, 
allied with unorthodox and heavy ( because rigourous) notations have some
what hindered their diffusion. Its's a pity for most results still retain an act
ual value, and many ideas have not yet been developed. 

1. EXISTENCE THEOREMS. 
Theorem 1 of /102/ and Proposition 1 of / 108 / generalize the ex

istence criteria devised in /100/ (O, III -1 ) to study quasi-quotients and 
colimits of internal categories. They imply several adjoint functor Criteria, 
based on the notion of a subgenerating functor developed in /102/, Sec
tions 1, 2. 

A concrete functor Q from A to the category of ( large) sets is call
ed (small) M-generating for an adequate class M of monomorphisms of A 
if, for each object A of A and each (small) subset C of Q( A), there ex
ists a ( small) (̂ -substructure A* of A generated by C with A* C_^> A in M. 
This condition is satisfied by most usual forgetful functors, e.g., by the 
functor II Hom(G9 - I associated to a generator G of a proper factoriza-

G€G 
tion (E.,M) on A (Comment 155.2). 

Let p ; H -> K be a functor; an object E of K generates a free p-
object s in each of the following cases : 

A A 1. There exists an extension p; H -> K of p and a concrete functor A «* 
q : K -» Set to large sets such that H and K are subcategories mapped by 
q.p and q on small sets, q and q.p lift large limits and q . p is small 
M-generating; let S be the large set of all «possible solutions ». 

2. There exist a concrete functor q; K -» Set such that q and q.p lift 
small limits and q.p is M-generating, and a solution set S (Remark 3, 
page 155 and Comment 155.1 give a practical condition for S to exist); 

A 
then we write H = H and p = p . 
In either case, s is constructed as follows ; write 

S={(Si, ffE-pfSt)) \iel\; 
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there exists a product 5 of ()i j in H and 5 is the q. p-substructure of 
5 which is M-generated by the factor [q ( f\)].^; q( E) -» qp ( S). 

Criteria 1, 2 of /102/, Section 3 are linked to the first case. Cri
teria 3, 4, which englobe Freyd's Theorem, to the second one, which is sa
tisfied e.g., if H is a complete category admitting a proper factorization 
with a generator (Proposition, Comment 155.2). 

Several applications are given : 
- Existence of quasi-quotients, colimits and semi-final lifts (/102/, 

Theorem 1 ; /108/, Propositions 2, 3 ) ; 
- Existence of tensor products for a concrete functor, where a tensor 

product is a universal solution of the problem to make morphisms out of mul-
timorphisms (/102/, Theorem 3 and Comment 165.1 ) ; 

- Existence of quasi-cohomology functors valued in an enriched con
crete category with an ideal (/102/, Theorem 4, which strengthens / 9 3 / ) ; 

- Reflectivity of orthogonal categories and of categories of algebras 
for a pointed endofunctor (Comment 155.2, which generalizes results of se
veral authors, e.g. Barr [6], Freyd & Kelly [49] ) . 

Other applications are indicated in the next sections. 

3. COMPLETIONS OF A CATEGORY. 
Let H be a small category, 3 and 5 small classes of small categ

ories. A (partial) choice of ̂limits is a map ̂  associating to ( some) func
tors O : I-* H with I 6 3 a limit-cone JLC(<1>) with base $ . 

A category equipped with (partial) choices of ̂-limits and 5-ccdimits 
is called an (i, 5 )-(proto-)type ; a category with partial choices of 3-cones 
and 5-cocones is called an (3 , 5 )-presketch /106 / . 

Let 8 « . T % and J « be the categories of small (3,5)"ptesket
ches, prototypes and types, the morphisms being the functors which preserve 
the (partial) choices. 

The preceding existence theorems imply the Universal com
pletion Theorem (/102/, Theorem 15; /106/, Theorem 5; /108/, Propo-
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sition9; /114/ ); 5'93 is a reflective subcategory of and is a 
reflective subcategory of T ^ ; the reflector (H ,u , v) -» (H ,¿6, i? ) from 
an (3,5 )-prototype to its (3,5 )-*ype is 1-1. 

In / 102/ , Section 2-II, this theorem is precised when 5 is void and 
fx is void (no cones are distinguished on H ): 

A 
1. Construction of the i-type (H yp) of H by transfinite induction, the 

generic step consisting in adding «formal» 3-limits, their projections and 
the factors through them (Theorems 7, 9). 

A A 
2. Free ̂-completion \ If (H,JL?) is the 3-type of H , then H is also a 

universal solution (up to an equivalence i.o. an isomorphism) of the pro
blem to embed H in an 3-complete category (Theorem 8). 

3. Other constructions of a free ̂-completion of II are given in Com
ment 199-1, namely.-

- the 3-limit closure of H in ( Set H ) °P ( Gabriel & Ulmer); 
- the category of 3-pro-objects, whose morphisms may be described as 

atlases between functors with domains in 3 ; 
- the category of components of the 2-category of codiagrams in H ; it 

is used by Prochasson [117] to prove 3-complete categories are the alge
bras of the «co-diagram» monad on the quotient category of Cat by the re
lation «two functors are equivalent». 

4. The universal ̂-completion -or 3-type- of an 3-prototype (H,iy) is 
a quasi-quotient (H,£) of a free 3-completion H of H (Theorem 10); H 
is a universal solution, up to an equivalence, of the problem to embed H in 
an 3-complete category with preservation of the ̂-distinguished limits (Loo
se 3-completion Theorem, Comment 203.1 ). This problem also admits a mi
nimal solution, the Mac Neille ̂-completion of H, which is the ̂ -closure 
of H in SetH°P (/107/, Theorem 8 and Comment 87.1 ). 

All these completion theorems are generalized in /115/ (O, IV-2), 
where multi-choices of cones are taken i.o. partial choices. 

Section 3-II /102/ is devoted to a similar universal ( 3 , 5 )-comple-
tion theorem for internal categories in a good concrete category (Theorem 
18, Corollary 3), e.g. for some ordered categories (Theorem 19, Corollary 
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2) and for multiple categories, whence double completions. Other general
izations are indicated in Comment 216.1. 

3. COMPLETIONS OF A FUNCTOR. 
Theorems on internal categories in H often require some complete

ness assumptions on H . In particular, they are not valid for differentiable 
categories, because the category of differentiable manifolds does not admit 
enough limits. It is one of the motivations which led Charles to construct 
completions of concrete functors (Comment 35.1). Recently this problem 
has been thoroughly studied (cf. [69] and Comments 76.1 and 94.1). 

We sum up the results of /107/ in the slightly more general frame 
set up in Comments 76.1, 94.1 to which we refer for definitions and details 
(the proofs are similar to that given in / 107/ ). 

Let p ; H -> K be a concrete functor, 3 a class of small categories, 
and jji a multi-choice of 3-cones on K . A (x-completion of p is a concrete 
functor P ; H -> K admitting p as a full restriction and which is pt-complete : 
each P-cone (#,$) with <& : I-» H and Q e /x( P.O) has an initial lift. 
Then we have the following results : 

1. Mac Nellie ¡1-completion (Theorems 5, 6 ; Propositions A, B of Com
ment 76.1) : there is transfinitely constructed a ̂-completion P ; H -» K of 
p which is the smallest finally dense ̂ -completion of p and its -̂largest 
-̂generated one (i.e., H is the closure of H in H under initial lifts of 
-̂distinguished cones). If p , 3 and its elements live in a universe K , so 
does P . If [i is «commutative», P is initially dense and it may be cons
tructed in one step (Corollary Theorem 6 ; Proposition C Comment 76.1). 

2. Universal (k,̂ )-completion (Theorem 10; Propositions A, B, of 
Comment 94.1 ). Let A be a class of initial cones lifting ̂-distinguished 
cones; there exists a universal solution p^ : -> K of the problem to 
embed p in a pt-completion so that the cones of A remain initial cones ; 
p^ has also a «maximal» characterization. If A is void, p^ is called the 
free ̂-completion of p ; if A consists of all initial cones lifting ̂ -distin
guished cones, then p^ is the universal ̂ -completion of p. 

387 



SYNOPSIS 6 

The following particular cases are considered: 
1. K1 is a subcategory of K and u distinguishes the singleton cones 

in K' : the Mac Neille K'-completion is the minimal K'-spreading prolonga
tion of p , constructed in one step (Theorems 2, 3); the free K'-completion 
is constructed in Proposition 13. 

2. ̂  distinguishes equalizers in K' (Theorems 2, 3, 10). 
3. K is 3-complete and u distinguishes all 3-limit-cones ; the Mac 

Neille completion, called smallest prolongation, is constructed by induction 
using 1 (Theorems 5, 6 well summed up in /146jy.l / ). The free comple
tion and the universal completion, or largest prolongation, are proved to 
exist (Theorem 10 ; for constructions, cf. Comment 94.1 ). 

4. fx distinguishes all small discrete cones (or sources): the Mac 
Neille initial completion of p , as well as its free and universal ones, may 
live in a higher universe; recently they have been thoroughly studied (Com
ments 76.1, 94.1 and [69] ). 

4. THEORY OF SKETCHED STRUCTURES. 
To get good definitions of mathematical structures has always been 

a central problem for Charles. In the fourties he defined fibre bundles, folia
tions, manifolds with supplementary structures ; in the fifties, to unite these 
notions, he introduced local structures, the axiomatization of which led him 
to species of structures over a category, i.e. category actions (Comment 
116.2). The category of type functors he constructs in /52/ (where double 
categories of natural transformations are considered for the first time) was 
devised to obtain a categorical description of species of structures over 
sets via axioms-, it precises Bourbaki and Quine structures and may be 
translated in algebraic universes, e.g. toposes (Comment 116.1).In the six
ties, he founded the theory of sketches to give a unified setting for studying 
internal «gênerai algebraic structures» (Comment 19-1 ). 

A sketch a is a neocategory U equipped with distinguished cones 
and cocones ; its models in a category H are the neofunctors U -> H which 
map the distinguished (co)cones on (co)limits, whence the category H a of 
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sketched structures in H . 
The sketch gives one presentation of the structure; it is often cons

tructed via a minimal presentation, or idea, and axioms (coherence pro
blem, Comment 31.4). The sketch may be replaced by its prototype (reflec
tion in the category of prototypes. Section 2) more adapted for semantic 
problems (Comment 31.3); or by its type which is a canonical maximal pre
sentation common to the various sketches defining the same structures. 
The existence of the prototype and type of a sketch comes from the general 
universal completion Theorem /115/ (O, IV-2); in /98,106 /, it is ob
tained for sketches whose distinguished (co)cones form a partial choice 
(and the term sketch has a more precise meaning, Comment 19.2). The uni-
vocity of the embedding of a prototype in its type is proved in / 114/ . 

Most usual structures may be recognized as sketched structures 
(Comment 31.2), either by constructing a sketch (Syntactic aspect, Com
ment 31-4) or thanks to characterizations of sketchable categories (Seman
tic aspect, Comment 31.3). 

Properties of categories H ° of sketched structures are given in 
/ 98, 106/ , in the case a is a projective sketch (there are no distinguish
ed cocones). From the Existence Theorems (Section 1) and the transfinite 
construction of generated submodels (/98/, Comment 13.3; /114/ Propo
sition 8), it is deduced Ha is cocomplete and reflective in HU (Associat
ed Sheaf Theorem ) when H is equipped with a good subgenerating concrete 
functor (/98, 114/ ; Comments 13.4, 155.2, 305.2). 

The theory of projectively sketched structures (or locally present
able categories) has been developed in the seventies by several authors 
e.g. Gabriel & Ulmer [50] and Lair [ 9 9 ] . Mixed sketched structures have 
been studied by Burroni [19, 20], Diers ([34] where the cocones are dis
crete), and recently by Guitart & Lair [63] . Cf. Comments 31.3, 31.4. 

For various generalizations of sketches, cf. Comment 32.1. 
/97/ is devoted to the example of rc-ary structures: existence of 

colimits and quasi-quotient rc-ary structures, construction of the free rc-ary 
(non associative quasi-)c ate gory on an -graph. 
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