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Les mémoires originaux faisant l'objet de cette Partie II-2
sont reproduits ci-aprés par procédé photographique. Le cours /81 /,
qui avait été seulement multigraphié, a été recomposé sur machine
Varityper. Le volume débute par quatre articles dfordre général, qui
forment la suite logique de la Partie [I-1; les trois suivants (dont

I*un est plus ancien) donnent des applications.

Les numéros rajoutés dans les marges extérieures référent

aux commentaires situés a la fin du livre (cf. page 705).
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ALGEBRE HOMOLOGIQUE. — Complétion des catégories ordonnées.
Note (*) de M. Cuaries Euresmans, présentée par M. Jean Leray.

Cette Note et la suivante étudient le probléme du plongement d’une catégorie
ordonnée dans une catégorie quasi-inductive, généralisant les théorémes de complé-
tion relatifs aux groupoides sous-préinductifs démontrés dans (2).

1. CATEGORIES ORDONNEES. — Soit JI, une classe de classes contenant :
avec une classe toutes ses sous-classes; avec deux classes, leur classe produit.
Soit M la catégorie des applications (M', F, M), ou M€, et M’ € IM,.
Soit Q 1la catégorie des triplets ((M/, <), F, (M, <)) tels que (M, <)
et (M, <) soient des classes ordonnées, (M’, F, M)€ I et que les condi-
tions : €M, 2’ €M et 2’ < x entrainent F (z') << F ().

Soient (¥, Q7 et O, les sous-catégories de ( formées des triplets
(M, <), F, (M, <)) vérifiant respectivement les conditions suivantes,
owtz€M,F7EMetyeM :

(}’ S <zet f(2)=f(x), on a & =ax.

Q7 2 Sty < fx), il existe 2’ <<z tel que [ (2') = y.

Q, : Si y < f(z), la classe des ' << z tels que f(2') < y admet un plus
grand élément z, pour lequel F (z,) = y.

Derinition. — On appelle catégorie ordonnée (') une catégorie Q (&, 3)-
structurée ('), Une catégorie Q-structurée cst dite semi-réguliére si elle
est Q((Q”, Q”), Q)—Structurée; elle est dite assez réguliére (resp. réguliére)
si elle est Q((Q,, ), 8)-structurée [resp. Q((Q,, 4,), §”)-structurée].
Définition analogue en remplacant le mot catégorie par groupoide.

DEriniTioNn. — Soit (€, <) une catégorie Q-structurée; soient g€’
et fE€C; soit ( g, f ) la classe des couples composables (g, f') tels que g’ << g
et f' < f. 81 { g, f> admet un plus grand élément (g, ) pour l'ordre induit
par lordre produit (EX €, <), on dira que g et f admettent g.f pour
pseudoproduit dans (€, <) et 'on écrira : g.f = gf.

Provposition. — Pour qu'une catégorie Q-structurée (&, <) soit assez
réguliére, il faut et il suffic qu’elle vérifie la condition suivante :

(R) Sott feC; pour tout e€C, tel que e << o (f) [resp. e << B (f)], le pseudo-
produit fe (resp. ef) est défini et Uon a o (fe) = e [resp. B (ef) = e].

Soit (M, <)&€, et CCM. Si C admet une borne inférieure dans (M, <),
on Pappelle intersection de C et on la note m C. Si C est majoré par f€C

et si C admet une borne supérieure dans la classe f~ des minorants de f,
s

cette borne supérieure est appelée sous-agrégat de C et notée U C.
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(2)

Prorosttion. — Sott (&, <) une catégorie ordonnée assez réguliére;
sotent f€C et g€C; le pseudoproduit gf est défini si, et seulement si,
e= a(g)NB (f) est défini; dans ce cas, gf = (ge).(ef). St (€, <) est réguliére
et st les pseudoprodutts h (gf) et (hg) f sont défints, on a

h(gf) =(hg) [.

Soit {3 la sous-catégorie pleine de (} ayant pour objets les classes sous-
inductives (M, <C), c’est-a-dire (*) les classes ordonnées (M, <C) telles que
toute sous-classe majorée de M admette une intersection et que M posséde
un plus petit élément. Soit JY la sous-catégorie de O formée des appli-
cations quasi-inductives, qui sont les triplets (M’, <), F, (M, <N el tels

;
que, si U C est défini dans (M, <), on ait
7 Fif)
F(UC):UF(C).
Dirintrron. — Une catégorie JY (3VAQ, JY)-structurée sera appelée

catégorie quasi-inductive. Une catégorie sous-préinductive (?) (&, <) telle
que (€, <) soit une classe préinductive (*) est appelée catégorie préinductive.

Prorosition. — St (€, <) est une catégorie ordonnée réguliére et si (C, <)
est une classe sous-inductive, alors (€', <) est une catégorie quasi-inductive

réguliére.
Soit (€', <<} une catégorie ordonnée assez réguliére.
Derinitron. — On appelle sous-catégorie réguliére de (€', <) une sous-

catégorie €, de € vérifiant les conditions suivantes :
10 Sif€C,Le€(Cy), ete << a(f)[resp.e <B(f)],onafe€C, (resp.ef€C,).
20 Solent e& (C,), et ¢ €(C,);, ; st eNe’ est défini, on a ene’ €(C,),.
ProrosiTion. — Soit C; une sous-catégorie réguliére de (€', <), alors
on a CCCCy, ou C C, désigne la classe des pseudoproduits gf, g&C,
et f€Cy; 51 (C, <) esi régulicre, (C), <) est une catégorie ordonnée réguliére.
2. Fuskes sTRICTES REGULIERES. — Soit (€', <C) une catégorie ordonnée
réguliére telle que le groupoide G, des éléments inversibles de €', muni de
la relation d’ordre induite par (&, <C), soit un groupoide ordonné semi-
régulier (C;, <<).
Dérinrrion.— On appelle fusée stricte neutre de (C', <) une sous-catégorie
réguliere & de € vénfiant les conditions suivantes, ot f&€® et f'€B :
19 St a(f) == a (f’), il existe f; €B et g€ B, tels que :
a(fy=a(f)y, A<Sf e  ghi<<f.
20 Si B (f) = B (f'), il existe f, €ERB et g €B, tels que :
BU =B fi<<f et fig<S.
En particulier, si (€', <C) est un groupoide ordonné régulier, tout sous-
groupoide régulier de € est une fusée siricte neutre de (&, <).

Dermvarion. — On appelle fusée stricte réguliére de (¢, <) un triplet
(03, F, 3) vérifiant les conditions suivantes :
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(3)
10 B et B’ sont des fusées neutres strictes de (€', <) telles que (B, <)
et (3., <) solent des groupoides semi-réguliers.
29 F est une sous-classe de C pour laquelle on a
a (F) = a (B), B(F)y =a(®) et F@=F=a&F.

3¢ Soient f€F et f'€F. Si a (f) = a (f'), il existe fL€F et g €A, tels
que
N<ts @) =2y et gy
st B {f) = B (f), Il existe f, EF et g€ B, tels que
B =3 fi<f e flg<[f.
Tutorime. — Sott F7 (C, <) la classe des fusées strictes réguliéres
de (€', <). Munie de la lot de composition définte par
(@, F, B). (B, F, B) = (B, F.¥, &)

si, et seulement si, B = @B,

et de larelation d’ordre :
(R, Fy, B) < (B, F, B)
st, el seulement si, (3, (resp. (3,) esi une sous-catégorie pleine saturée par
induction de ®' (resp. B) et st F, CF,

(F'(C, <), <) est une catégorie Q' (IY, Q')-structurée assez régulicre.
Les unités de F'7 (€, <) seront identifiées 4 des fusées strictes neutres
en identifiant (B, B, B) avec (3.

TatorEME. — F' (', <) admet une catégorie quotient strict *) par la
relation d équivalence ¢ définie par

(B, Fy, B) ~ (@3, F,. B)
st, et seulement st,
(B, F,uF;, ByedF' (¢, <.
ou ¥ UF, désigne la classe réunion de F, et F..
De plus, F'7 (¢, <)[p est isomorphe a la classe X (C°, <7} des fusées
strictes réguliéres (B’ F, ®B) telles que les relations
(B, F,, BYeF"(C, <) et FcF,
enirainent F = F,.
On utilise le fait que p est aussi définie par

(B, Fy, B) ~ (&, Vs, B)
s, et seulement si, pour tout fi€F,, il existe f;€F,; et f,€F; tels que
Li<F  fi<tw a(f)=alfy et B(f) =B(f)-
oni,j=u,2et17#].
La bijection ¢ de F" (€', <)/p sur X (€', <) est définie par
(B, F, B) modp—>(¢B', F, CB),
ou I est la classe réunion des F; tels que (B, F, ®) ~ (&', F;, B)modulo p.

¢ définit sur X (¢, <) une structure de catégorie quotient I (€, <)
de F' (C, <.
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(4)

Derinition. — Un élément de Z (€', <C) est appelé fusée stricte maximale.

Trtorime. — (I (&, <), <) est une catégorie quasi-inductive réguliére,
la relation d’ordre étant celle induite par (F'"(C, <), <) sur la sous-
classe L (C, <). De plus, (Z(C, <)%, <) est une calégorie quolient
Gr-structurée (*) de (F'7 (€, <), <).

La démonstration, assez délicate, utilise le fait suivant : Supposons

(B, F, Bye(e, <), B < B et B, < @B
Soit F, = @&, .F.®&,. Si
a(F) = a () et B(Fy) = a(®B),
alors on a
(@), By B) €F7 (¢, <).

3. AprrLicATIONS.

Tutorime. — St (&, <) est une catégorie préinductive réguliére telle
que (€}, <) soit un groupoide ordonné semi-régulier, I'application ¢

SB[ 2 ()

est une équivalence de C sur une sous-catégorie réguliére de L (&, <)L
La sous-classe C de X (€, <) formée des éléments majorés par un élément
de ¢ (C) est une sous-catégorie saturée par induction de (Z(C', <)t <)
et (CL, <) est une catégorie inductive (*) régulicre.

Soit (€, <} un groupoide ordonné régulier.

Derintrron. — On appelle atlas de (G, <) une sous-classe F de € telle
que

F(FF) V.

En particulier, un atlas complet (*) d’un groupoide sous-préinductif

(€, <) est un atlas de (€', <), qui est U -saturé.

Trtorimu. — Soii (&, <) un groupoide ordonné régulier. X (&', <)L
et F' (C', <) sont identiques. L’application (®', F, ®) — F est une bijection
de L(C, <) sur la classe des atlas de (€, <) et € s'identifie & un sous-
groupoide régulier du groupoide gquasi-induciif régulier (X {C', <), <7).

Tutorime. —— St (&, <) est un groupoide fonctoriellemeni ordonné (%)
[resp. sous-préinductif (%), resp. préinductif ()], alors (& (C, <))&, <) est
un groupoide sous-inductif (resp. sous-inductif, resp. induciif).

{*} Séance du 16 décembre 1963,

{"Y Ann. Ec. Norm. Sup., 1963; Compfes rendus, 256, 1963, p. 1198, 1891, 2080 et 2180.

(*y Elargissemenis de catégories, Sém. Topologie et Géométrie difiérenticlle (Ehresmann),
ITI, Paris, 1961. — Groupoides sous-inductifs, multigraphié, Paris; Ann. Inst. Fourier (sous
presse).

(¥ Sous-siructures el calégories ordonnées, multigraphié, Paris, avril 1963; Fund., Math.
{sous presse}.

(*) Struclures guotieni, multigraphié, Paris, juin 1963; Comm. Maf. Helv, (sous presse);
Comptes rendus, 256, 1963, p. 5031 (la définition du foncteur Z, p. 5032, doit éire modifide,
mais la caractérisation d'une IC;-projection est correcte; voir article précédent).

165 378. — lmp. GavTHier-VicLars & Cle, 55, Quai des Grands-Augustins, Paris (6¢).
Imprimé en France.
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C. R. Acad. Sc. Paris, t. 259 p. 701-704 (27 juillet 1964). Groupe 1.
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ALGEBRE HOMOLOGIQUE. — Complétion des catégories sous-prélocales.
Note (*) de M. €uarces Enresmany, présentée par M. Arnaud Denjoy.

Catégories quasi-inductives de superfusées. Solution du « probléme universel »
du plongement d’une catégorie sous-prélocale réguliére vérifiant la condition (P)
dans une catégorie sous-locale réguliére; cas particuliers : catégories prélocales,
groupoides sous-prélocaux.

Cette Note fait suite & (*) dont la terminologie et les notations sont
utilisées. Une catégorie ordonnée (C', <) est dite sous-prélocale (resp.
prélocale, resp. sous-locale, resp. locale) si (&', <C) est une catégorie sous-
préinductive (resp. préinductive, resp. sous-inductive, resp. inductive) ()
et si (G, <) est une classe sous-prélocale ().

1. Surerrustes. — Soit (G, <) une catégorie ordonnée réguliére
telle que (€, <) soit un groupoide ordonné semi-régulier (*).

Dirintrion. — On appellera superfusée de (¢, <C) un triplet (®, B,, &)
vérifiant les conditions suivantes :

10 F = (@& F, ®) est une fusée stricte régulidre (') de (¢, <0);

20 B, (resp. &) est une sous-catégorie pleine de B(resp. B}, saturée
par induction dans (B, <) [resp. (B, <)];

39 Pour tout e€a(®,) [resp. ¢ €a(®))], il existe fe€®B F.B, tel
que x(f)<<e [resp. B(f) < ¢

Cette définition entraine que F,==® .F.®B, est une sous-classe de I,
saturée par induction dans (F, <), et que F,= ® F®&,.

Cas particulier. — Supposons que les conditions

fee, S et a(fy = a(f) [resp. B =5(/)]
entrainent f = f’ [ce qui est vérifié par exemple si (€', <C) est un groupoide
fonctoriellement ordonné (*)]. (B, B, F) est une superfusée de (€', <)
si, et seulement si, F et F,= (B, B|.F.®B,, B3,) sont des fusées strictes
régulieres de (C', <) et st F,<<F dans (F'7 (C, <), <).

Soit J(C, <) la classe des superfusées de (€, <<). Nous munirons
F(¢, <) de la loi de composition :

(&), B, F).(B,, By, F)= (&R, B,, F.F)

si, et seulement si, B, = @, et si le composé F'.F est défini dans la
catégorie F'7 (&, <) (*).

Tutorime. — (J(C, <), <) est une catégorie quasi-inductive réguliére,
la relation d’ordre étant définte par

(B, By, ) < (B, By, F)

si, et seulement si, F'=F et si B, (vesp. B,) est une sous-catégorie pleine
de B, (resp. B,) saturée par induction dans (B,, <) [resp. (B, <)].
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(2)
2. CATEGORIES VERIFIANT LA conbpItioN (P).

Dfrinirion. — On dira qu'une catégorie ordonnée réguliere (€, <)
vérifie la condition (P) si (C,, <) est un groupoide ordonné semi-régulier
et si les conditions

e

fee et a(f):OE [resp,(s(f):UE], ou Ece;,

entrainent f= CJ fE [resp. f= Q Ef]

Soit (€, <) une catégorie ordonnée régulitre telle que (G}, <{) soit
un groupoide ordonné semi-régulier. Si 'une des conditions suivantes
est vérifide, (€', <) vérifie la condition (P) :

10 Si fec, free, f<[ et af)=alf') [resp. B(f)=B(f)], on a f={";

20 (€, <) est sous-prélocale. Si e€C,, ¢ €C,, ¢ <<e et ' =e, il
existe ¢ €C, tel que ¢"=£ o0, ¢’ < e et ¢ Ne’=o.

Nous supposons désormais que (€', <) est une catégorie sous-prélocale
réguliére vérifiant la condition (P).

51 H est une sous-classe de C et K une partie de H, nous désignerons

par (K), la classe des h& H tels que h soit un sous-agrégat d’une partie
de K.

Derinition. — On appellera (P)-superfusée de (€', <<) une superfusée
(B, By, F) de (€, <) vérifiant la condition :
4° Soit F = (&', F, B); on a

a(B)=(a(F)aw e  a«(B)=(B(F))gm ou F=a, F.a.

Soit F (€, <) la sous-classe de J(€, <) formée des (P)-superfusées
de (¢, <).
Prorosition. — L’application © : (B, B,, F)~ (B .F.B, F) est

une bijection de F(C, <) sur la classe des couples (F,, F) vérifiant les
conditions suivanies :

10 F= (B F, B) est une fusée stricte réguliére de (C, <);

20 F, est une partie de F saturée par induction dans (F, <) et (Fo)e=Fy;

30 0na §(F,).& F,=F,=F,.&.«F,).

Si fe€d, le triplet (B(f)>, >, «(f)>), ot f~ désigne la classe des minorants
de f dans (€, <), est une fusée stricte réguliére, que nous représenterons
par ¢(f). Soit 3"(C, <) la sous-classe de F'(C, <) formée des (P)-super-
fusées de (C, <) de la forme (&), B,, ¢(f)), ot fEC.

Prorosition. — F(C, <) [resp. J7(C, <)] définit une sous-catégorie
ordonnée (resp. saturée par induction) de (J(C, <), <). De plus,
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(3
(J(C, <), <) est une catégorie quasi-inductive régulidre et (3" (€, <), <)
est une catégorie sous-inductive réguliére [*).
Soit  J(C, <) la classe des couples (F,f) tels que f€C et
(F, e (Mer(F (¢, <))
Prorosition, — F(C, <) est la classe des couples (F, f) tels que f €C

et que F soit une partie de C saturée par induciion, majorée par [ et
¥

contenantu C, pour toute partie C de F telle que U existe.

Nous désignerons par (] (¢", <)®, <) la catégorie sous-inductive réguliére

isomorphe a (J"(C, <), <) par l'isomorphisme
(B, By c(f)) — (B, . [f>. B, f).

Sa lo1 de composition est donc définie par

(F e ) =((FF)e g), ot g=[.],
si, et seulement si,

w(f)=pN1=e et (@(F))o=(EF))e
et sa relation d’ordre par (F',f) << (F,f) si, et seulement si, f/=/f
et F'CF.

TuioREME. — (ﬁ(C, <), <> admet une catégorie sous-inductive réguliére
quotient (%), (J(C', <)®, <), relativement & la relation déquivalence v
définte par :

(B, f)~ (¥, [') si, et seulement si, F = F’ et s'il existe f €C tel que F < f,
f<fef<f;

(J(€, <)®, <) est une catégorie sous-locale et Uapplication p : f—{(f~, )}
identifie (C, <<) & une sous-catégorie réguliére de (J(C, <)®, <).

CoroLLatre. — Si (G| <) est une catégorie prélocale, (J(C', <)®;, <)
est une catégorie locale.

3. TuZoREMES DE COMPLETION.

Dirinition. — Soient (8, <) et (), <) deux catégories sous-préinduc-
tives. On dira que ®=((§, <), ®, (S, <)) est un foncteur inductif si
les conditions suivantes sont vérifiées :

1 @ est un foncteur quasi-inductif, c’est-a-dire JY-structuré [{*), (*)];

20 Si f; €S, f€S et fi<<f, ou i==1, 2, on a

finfe) =P (L) nR(f).

Soit J* (resp. J7) la sous-catégorie de la catégorie des foncteurs
JV-structurés (*) formée des foncteurs inductifs (8, <), @, (S, <))
tels que (5, <) et (S, <) soient des catégories sous-prélocales (resp.
prélocales) réguliéres vérifiant la condition (P). Soit J* (resp. J) la sous-
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(4
catégorie pleine de J**(resp. J”) ayant pour objets les catégories sous-
locales (resp. locales) réguliéres vérifiant la condition (P).

THEOREME DE COMPLETION. — J° est une catégorie a J'-projections
admettant pour application (I, 3“/’>—projection naturalisée [(*), (*)] Uappli-
cation m telle que, pour tout (C, <)&€J)’

r(C, <) = ((J(€, <)% <), p. (€, <))

J7 est une catégorie & J-projections, admettant pour application (J, 3”)-
projection naturalisée la restriction de ©= & J°.

Il résulte de ce théoréme que, si (€, <)€J}, alors n(€, <) est un
1somorphisme.

4. Cas pamrricurisrs. — Supposons de plus (&, <) prélocale. 51 M
est une partie de C, soit M la classe des agrégats des parties de M
[on a M= (M)_]. Soit € la classe des parties F de € saturées par induction,
majorées et U-saturées (°*) dans (&, <C). Munissons ¢ de la loi de compo-
sition définie par

(F',F) > FeF = F F si, et seulement si, z () = 3\77
et de la relation d’ordre
F<F si, et seulement si. V¢ V.

L’application F — (F, f) mod v, ou F < f, définit un 1somorphisme de
(G*, <) sur (J(€, <)*, <). Par suite :

Tutorime. — Si (&, <)€I!, alors (&, <) admet la catégorie locale
(G°, <) pour (3, 37)-projection. De plus, la catégorie inductive (€1, <)
de (') admet (G, <) pour catégorie inductive quotient.

Soit g(a7) |resp. G(J7)] la sous-catégorie pleine de Je(resp. ar)
ayant pour objets les groupoides sous-prélocaux (resp. prélocaux).
Soit gj(j):g}(jl’)nj et g(j‘): 9(3")05 Du théoréeme de
complétion on déduit :

TutoriMe. — G(I?) est une catégorie a C(J)-projections. & (J7)
est une catégorie o §(3>-projections, une (g (), g <3P>>-projection de (€, <)
étant (é', <).

La deuxiéme partie de ce théoréme a été démontrée dans [(*), (*)].

*) Séance du 20 juillet 1964.
Comptes rendus, 257, 1963, p. 4110.
Ann. Ee. Norm. Sup., 1963, D. 349-426.
Fund. Math., 54, 1964, p. 211-228,
) Comm. Math. Helv., 1963, p. 219-283.
(*) Catégories et structures, cours multigraphié, Paris, 1964; Cahiers Sém. Topologie
(Ehresmann), 6, Paris, 1964.
(8) Ann. Inst. Fourier, 13, 1963, p. 1-60.

(Institul Henri Poincaré, 11, rue Pierre Curie, Paris, 5¢.)
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CATEGORIES ORDONNEES, HOLONOMIE ET COHOMOLOGIE
par Charles EHRESMANN (Paris)

Introduction.

Le but de cet article était de développer une théorie de
la cohomologie d’une catégorie ordonnée a valeur dans une
catégorie et de 'appliquer au cas d’un espace feuilleté. Mais
comme 'exposé complet de cette théorie s’est révélé trop long,
il a fallu remanier le plan, de sorte que seules les cohomologies
d’ordre 0 et 1 sont considérées 1ci.

Deux possibilités s’offrent pour définir la cohomologie dans
Ie cas considéré : 1) Généraliser les méthodes utilisées dans le
cas de la cohomologie pour un faisceau, en définissant les
classes de cohomologie par un procédé de récurrence a partir
des classes d’ordre 0. Il faut pour cela munir la classe de coho-
mologie d’un certain ordre d’une structure de méme espéce
que la structure initiale. Cela est possible en partant d’une
catégorie quasi-inductive, a condition d’utiliser une nouvelle
catégorie, a savoir celle des fusées. C’est la construction de
cette catégorie des fusées, qui est trés longue, qu’il nous a
fallu supprimer et qui sera publiée ultérieurement. 2) Généra-
liser la construction de la cohomologie d’un groupe, a l'aide
des foncteurs Ext". Le n® 4 indique rapidement comment
construire ainsi la cohomologie d’ordre 1. Nous montrerons
ailleurs que cette construction peut aussi se faire pour les
ordres supérieurs.

Comme ces deux méthodes, pour les cohomologies d’ordre
supérieur, ne s’appliquent que si 'on part d’une catégorie
quasi-inductive, le premier probléme est de plonger une caté-
gorie ordonnée dans une catégorie quasi-inductive. Nous mon-
trons que la catégorie des atlas réguliers résout cette question

Collogque Grenoble.
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pour les groupoides ordonnés réguliers. Dans le cas général,
il faut utiliser des catégories quotient de la catégorie des fusées
et cecl se trouvera dans la suite du présent article.

Dans les n” 1 et 2 les résultats sur les atlas obtenus dans le
cas des groupoides sous-préinductifs [1] sont étendus au cas
des catégories et des catégories ordonnées réguliéres. Dans le
n® 3 est construit le groupoide d’holonomie complet associé
4 un feuilletage localement simple, qui est un quotient d’un
sous-groupoide du groupoide des atlas du groupoide d’holono-
mie. Le n® 4 est I’étude de la cohomologie d’ordre 0 d’une
espece de structures (ordonnée). Le n® 5 est consacré
a la cohomologie d’ordre 1 d’une catégorie munie d’une
catégorie ordonnée d’opérateurs, ce qui généralise les résultats
connus dans le cas des groupes. Enfin quelques applications
aux structures feuilletées sont simplement esquissées (ces
questions seront reprises ultérieurement).

Nous reprenons les notations de [3]: une catégorie sur la
classe C est désignée par C', le composé de fet g étant noté g.f.
La classe des couples composables est C'«C", la classe des
unités C;, le groupoide des éléments inversibles C;, les
applications source et but sont « et 3, la loi de composition est
notée x. Le mot foncteur signifie foncteur covariant. Si
AcC et Bc(, on désigne par A.B la classe des a.b, ou
ae A, beB, par A, la classe An (.

1. — Atlas dans une catégorie,

Soit C° une catégorie.

Deérinition 1. — Soit B un sous-groupoide de C*. On appelle
atlas de C° compatible a droite (resp. a gauche) avec B une
sous-classe F de C vérifiant les conditions sutvantes :

1) BycalF) e¢ F.B=F (resp. B,<PB(F) et B.F = F).

2) Pour tout feF et tout f'eF tels que B(f) = B(f') (resp.
a(f) = a(f’), tl existe geB tel que f=f".g (resp. f= g.f').

Si F est un atlas de €' compatible a4 droite avec B, on a
a(F) = B,, puisque d’aprés la condition 2 pour tout feF
il existe ge B tel que f.g= 1.
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Remarque. — 51 tous les éléments de F sont des monomor-
phismes (resp. des épimorphismes), i1l existe un et un seul
geB tel que f=f".g (vesp. f = g.f’) st F est un atlas compa-
tible a droite (resp. a gauche) avec %.

Prorosition 1. — Soit C une sous-classe de C; soit  un sous-
groupoide de C* tel que % soit la composante de «(C) dans %;
st C vérifie la condition 2 de la définition 1 (dans laquelle on
remplace F par C), alors C.% est un atlas compatible & droite
avec R.

En effet, on a: (C.%).8 = C.%. Supposons f,.geC.%,
ou 1t =12, ge®B, fieC et B(fi) = B(fy). Il existe ge B tel

que f, =1/[,.g et on trouve: ;.8 = [;.4.(g:'-8-8), donc
C.# est compatible & droite avec B.

Prorosition 2. — Soit ¥ un ailas de C* compatible a drotte

avec B et & gauche avec B'. Si H (resp. B') est un sous-groupoide
de € contenant % (resp. ®') comme sous-groupoide plein et st

A (resp. A’) est la composanie de $ dans & (resp. de B’ dans &),
alors A" F . A est un atlas compatible a droite avec A et & gauche
avec A'.

Démonstration. — Soit e e A,; il existe ge % tel que a(g) = e
et B(g) e By. Soit f e F tel que a(f) = f(g);on a f.ge A" F.A,
d’ott Agca(A’.F.A). On trouve évidemment :

(A".F.A).A=A".F.A et A'.(A".F.A) = A".F.A.

Solent gi.fi.;1€e A" F. A et gi.fo.gae A" F.A ot g, eA, fieF
et gie A’, tels que B(gi) = B(g). Comme B’ est plein dans &',

on a:
gt g e R, d’ou e t.g-f;e® . F=F;
F étant compatible & droite avec %, il existe ge$ tel que:
firg=g" g f;
posons g = gi'.g.g.; on obtient: ge A et:
(81-fi-81) E=gl.fi &8 -88=28..87" g -8 =8-f2- 8-

Donc A’.F.A est compatible & droite avec A. On montre de
méme que A'.F.A est compatible & gauche avec A’.
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Prorosition 3. — Soit F un atlas de € compatible & droite
avec B et a gauche avec ®'. Soit B une sous-classe de F. Soient
By et By les sous-groupoides pleins de B et B’ respectivement
ayant o(B) et B(B) pour classes d’unités. Alors F' = $;.B. B,

est un atlas de €' compatible d droite avec B, et d gauche avec ;.
Démonstration. — On a évidemment
F'. % =F’ et a($,) = a(B) c «(F").

Solent gi.fi.giel', ou 1=12 ged;, gieB, fieB et
B(g1) = B(gs). Comme F'cF, il existe ge® tel que

/

. g;fz-gz = <g£-f1~g1)~g§
les relations:

x(g) = a(g) e a(B) et Blg) = alg) e «(B)

entrainent g e $,. Par suite F’ est un atlas compatible a droite
avec $;. On montre de méme que F’ est compatible a gauche
avee P,

CoroLLAIRE. — Avec les hypothéses de la proposition 3,
st A désigne la composante de a(B) dans & et A’ la composante
de B(B) dans %', alors A" .B.A est un atlas compatible @ droite
avec A et & gauche avec A’

En effet, $; et K; sont des sous-groupoides pleins de A et A’
respectivement et le corollaire résulte de la proposition 2.

Remarque. — Avec les hypothéses de la proposition 3 et
de son corollaire, les atlas $;.B.B; et A'.B.A sont resp.
le plus petit atlas et le plus grand atlas contenus dans F
et contenant B.

Tutorime 1. — Sott € un groupoide. Pour qu'une sous-
classe F de € soit un atlas compatible & droite avec un sous-
groupoide & de €', il faut et il suffit que Uonait: F.(F1.F)=F;
dans ce cas, B est égal a F*.F et ¥ est ausst compatible &
gauche avec F.F71

Démonstration. — Soit F un atlas de & compatible & droite
avec . Les conditions fe F, f' e F et B(f) = B([’) entrainent :

f=Ff.(f*f e f=f.g ou ged
doit f-i.f=ge®

446



CATEGORIES ORDONNEES. HOLONOMIE ET COHOMOLOGIE 209

Soit g'eB; comme f(g)ea(F), 1l existe ffeF tel que
f") = B(g'); par suite f".g'«F et g’ = "7 .(f".g') e F*.F.
Ainsi on trouve % = F~'.F.— Inversement, supposons que ¥
soit une sous-classe de € vérifiant la condition: F = F.(F—1.F).
La relation:

(F-1.F).(F1.F) = F (F.F).F = F-1..F

montre que F~1 . F est un groupoide tel que a(F1.F) = a(F);
la condition 2 de la définition 1 est évidemment vérifiée par F.
Donc F est un atlas compatible a droite avec F-1. F. De plus
comine

(F.F1).F=F.(F*'.F)=F,
F est aussi un atlas compatible a gauche avec F7* F.

CoroLrarre., —— Soit C* une catégorie. St F est un atlas de
¢ contenu dans Cy et compatible a drotte avec un sous-groupoide
B de €, alors I est un atlas de Cy compatible & droite avec F71 . F
et on a $ = F1.F,

Remarque. -— Le théoréme 1 signifie que, s1 C* est un grou-
poide, F est un atlas de C* si, et seulement si, la classe réunion
de F et de 0 est un atlas complet [1] du groupoide obtenu
en mumssant le groupoide somme de C- et d'une umté 0 de
la relation d’ovdre définie par:

f<<f s1, et seulement si, f'=7f ou sl f==0.

Sott F un atlas de ¢* compatible a droite avec chacun des
groupoides %;, ol 1 e I. Alors F est ausst compatible & droite
avee le sous-groupoide b de O engendré par les sous-groupoid s
#,. Le plus grand sous-groupoide a(F) de € tel que F soit
compatible a droite avec a(F) est formé des ge ) tels que

F.gcF.

De&rinrrion 2. — On appelle atlas de €- une sous-classe F
de C telle que T soit un atlas de C- compatible & droite avec le
sous-groupoide a(F) de Cy formé des geCy tels que F.gcF,
et compatible & gauche avec le sous-groupoide b(F) de Cy formé
des g’ tels que g .FcF.

Pour que F soit un atlas de €, il faut et 1l suffit que les condi-
tions suivantes solent vérifiées, ou feF et f'eF:
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1) St B(f) =B(f’), il existe ge Cy tel que F.gcF et f.g=f";

2) Sia(f) =a(f"), l existe g’ eCytel queg’ . FcFetg .f=f

Il en résulte qu’'un atlas de C* compatible a droite avec %
et & gauche avec %’ est un atlas de C*. D’aprés le théoreme 1,
si C* est un groupoide et si F est un atlas de €' compatible
a droite avec B et & gauche avec $', on a B = a(F) et B’ = b(F)
et F est simplement un atlas de €.

Si €' n’est pas un groupoide et si (F);er est une famille
d’atlas de €+, alors la classe intersection des F; peut ne pas étre
un atlas de C.

Soit Jo(C*) la classe de tous les triplets (B’, A, B) tels que &
et %’ soient des sous-groupoides de C* et A un atlas de C’
compatible & droite avec # et a gauche avec %'

Tatorime 2. — J(C+) est une catégorie pour la loi de composi-
tton définte par: (%", F', ®). %', F, &) =R, F'.F, &)
si, et seulement si, B; = R'; le groupoide des éléments inversibles
de X(C-) est le groupoide Jo(Cy).

Démonstration. — Soit $ un sous-groupoide de C*; on a:
B.B = B; les conditions ge R, g'eB, B(g) = PB(g’) entrainent
gl.g «B; par suite (B, B, B)eH(C'). On a:

(B, F, B).(B, B, B) = (&, F, B) = (B, B, ®).(%, F, B),
car F est compatible 4 droite avec # et & gauche avec %',
Ainsi (%', F, #) admet (B, B, B) et (B, B', B') respectivement
pour unités a droite et a4 gauche dans A(C*). Soient

(R, F, B) e H(C") et (R", F', #') e B(C");
on a:

R".(F.F)=R".F).F=F.F=(F.F).%.
Supposons f'.feF'".F, f'.f e F'.F et §(f') =B(f'); il existe
ge® tel que f'={f.g; comme g.feR F=F et
a(f’) = B(g') = B(f), il existe ge By tel que g’.f =f.g;0n en

déduit : _ o
f-f=rt.g.r=r.rs

donc F’.F est un atlas compatible & droite avec $; de méme

on voit que F’'.F est compatible 4 gauche avec %", d’ou

(B, F'.F, ®) e B(C").
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Par conséquent Jb(C') est une catégorie, dont la classe des
unités sera identifiée 4 la classe des sous-groupoides de C-,
en identifiant (%, B, B) avec B.

— Soit (%', F, B)eb(C*) tel que Fc . On a:
F2 & =@ F)r=F1=%.F"

et F-1 est un atlas compatible & droite avec %', & gauche
avec $B. Comme d’aprés le corollaire du théoréme 1, on a
B =F1F et % = F.F1, on obtient:

(®, F, ®).(®, F1, §) = (&, F.F, %) = (%', %', ®)
et (B, F1, &) (%, F, &) = (#, F1.F, ®) = (8, B, B).

Il en résulte que (%', F, ) admet (%, F2, %’) pour inverse
dans Q(C*). Inversement, supposons que {$B, F’', #') soit U'in-
verse de (', F, ) dans &(C"). Soit ¢ € a(F); comme F'.F = &,
il existe feF et ffeF tels que e =f".f= a(f); puisque
F.F' =% il existe feFet f' e F’ tels que f.f = B(f). La
condition B(f) = B(f) assure Dexistence de geB tel que
f=F.g. Par suite f.(g.f)=F.F =B(f). L’élément f, qui
admet f’ pour inverse & gauche et (g.f’) pour inverse a droite
dans C', estinversible dans C-. Pourtout f; € F tel que a(f;) =e,
il existe g’ € B’ satisfaisant a f; = g'.f, d’ott f; € C}. Il en résulte
F c €7 et &(C*) admet &(Cy) pour groupoide de ses éléments
inversibles.

Cororraire. — Soit b(C*) laclasse des atlas de C-. L’applica-
tion: F - (b(F), F, a(F)), ot Fe(C"), tdentifie b(C') a une
sous-catégorie de Jo(C) contenant Jo(Cy). St v désigne applica-
tion: (B, F, B)—>F de K(C) sur M(C"), alors (n, H(C")) est
une extenston inessentielle de b(C-) (défimtion 5-2-11I, 1) [2].

2. — Catégories ordonnées.
Soit M, une classe de classes contenant avec une classe
toutes ses sous-classes, avec deux classes leur produit. Soit Jb

la catégorie des applications (M', f, M), ot M e Jb,, M’ e Jb,
et ou f est une surjection de M sur une partie de M’.
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Soit (), la classe des classes ordonnées (M, <), ou M e My,
et ou < est une relation d’ordre sur M. Soit ) la catégorie

des triplets
(M, <), f, (M, <))

tels que (M, <)eQy, (M, <)eQq, (M, f, M)e M et que, si
zeM, 2’ e Metz' <z, onait f(z') < f(z). Soit w I'application :

(M, <), f, M, <)) = (M, f, M)

de O dans ab. Alors (M, o, O, QY) est une catégorie d’homo-
morphismes résolvante a droite, & produits fims [3]. S1

M, <)e Qo
et si M; est une partie de M, le symbole (M;, <) désignera la
sous-structure de (M, <) au-dessus de M;, c’est-a-dire la
classe M; munie de la structure d’ordre induite par (M, <).
Soit ' la sous-catégorie de  formée des

(M, <), f, (M, <) =0
vérifiant la condition :
SizeM, 2’ eM, 2’ <z et f(z) = f(a’), alors on a z =2a'.
Soit Q; la sous-catégorie de Q' formée des

((M” <)> f) (M, <)) = Q

satisfaisant a4 Paxiome:
S1i zeM, 2’eM, 2’eM, 2’ <z, 2" <z et f(z')=f(2"),
alors 2’ = 2". Lo
Rappelons [3] qu’une catégorie Q(Q’, Q)-structurée est
appelée catégorie ordonnée. Pour que (€, <) soit une catégorie
Q-structurée (resp. catégorie ordonnée), il faut et il suffit
que les axiomes Oy, O, et O; (resp. Oy, O,, O3 et O,) suivants
solent vérifiés :
0,) C- est une catégorie et (€, <) e Q,.
0,) Soient feC et ffeC; si f'<<f, on a a(f’) < a(f) et
B < B(f)-
0;) Solent (g, f)eC«C et (g, f)eC*xC; si f'<<f et
g < g, alors g'.f < g.f.
0,) Soient feC et f' €C; les conditions : f' < f, a(f) = «(f’)
et B(f) = B(f’) entrainent f= f".
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D’aprés la proposition 18, II [3], tout groupoide (Q-structuré
est ordonné. R

Une catégorie Q({;, Q)-structurée est appelée catégorie
s-ordonnée.

Soit (" la sous-catégorie de Q formée des

P

(M, <), f, (M, <)) =

vérifiant la condition :
Soit xeM; pour tout yeM’' tel que y << f(z), il existe
' <z, 2’ eM pour lequel on ait f(z') =y.

Derinition 1. — On dira qu’une catégorie Q-structurée est
semi-réguliére si elle est Q((Q”, Q"), Q)-structurée.

Pour qu’une catégorie Q-structurée (€*,<C) soit semi-régu-
iere, 1l faut et il suffit que soit vérifié Paxiome:

Og) Soit feC; st e <<alf), eeCq, 1l existe f/<f tel que
alf'y=e;s1e e et e’ <B(f), 1l existe f” < ftel que B(f") =¢'.

Soit (M, <<) e Q4. Soit C une sous-classe de M. Si C admet une
borne inférieure dans (M, <), nous I’appellerons ['intersection
de C et la noterons ﬂC. Si C est majoré par ze M et s1 C

admet une borne supérieure dans la sous-classe des z'e M
tels que 2’ < x, nous appellerons cette borne supérieure le

r
z-agrégat de C et nous la noterons ‘ 'C; la classe des z-agrégats
de C, o z e M, est appelée congrégation de C dans M et dési-

gnée par| |C- un élément del IC est aussi appelé sous-agré-

b5l 2 - ]

gat de C. S1 pour tout majorant z de C il existe l ’C et s1
x

‘ lC =y, on dira que y est 'agrégat de C dans M, noté UC.

Soit (% la sous-classe de Q, formée des classes sous-induc-
tives, c’est-a-dire [1b] des classes ordonnées (M, <7) e (; admet-
tant un plus petit élément 0 et telles que toute partie C de M,

majorée dans (M, <), admette une intersection; alors C admet
un z-agrégat, pour tout majorant x. Soit {* la sous-catégorie

pleine de { ayant (3 pour classe des unités.
Soit JY la sous-catégorie de (* formée des applications
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quast-tnductives, ¢’ est-a-dire des triplets (M, <), f, (M, <)) e Qs
tels que, pour toute partie C de M on a1t

f(UJc) < o

Cette derniére condition est équivalente a:
(U) 51 C est une partie de M majorée par xe M, on a:

f(CJC> = L:JﬂC), ot z=f().

Derinrmion 2. — Une catégorie Y0 Y, IY)-structurée
sera appelée catégorie quasi-inductive. Une catégorie sous-
préinductive [3] (€, <) telle que (C, <C) soit une classe préinduc-
tive [1] est appelée catégorie préinductive.

-

Prorosition 1. — Soit (C*, <T) une catégorie ordonnée.
Pour que (C+, <C) soit une catégorie quast-tnductive, il faut et
il suffit que les conditions sutvantes soient vérifiées:

Q) (G, <) est une classe sous-induct.ve.

o) Soit F une partie de C majorée par feC; on a:
P ] pP

a () f &N A
Oxm=o(Ur) o Uam=s(Jr)
La démonstration est analogue a celle du théoréme 5 de [3].

Soit (€, <) une catégorie (-structurée.

DérFinrrioN 3. — Soient gel et fe ; soit <C, f) la classe
des couple‘; composables (g, f') e C* xC* tels que g < getf <f.
Si (g, ) admet un plus grand élément (g, ) dans (C* «C-, <),
on dira que g et  ont g.f pour pseudoproduit dans (€, <)
et on posera: gf = g.f.

Cette définition entraine que, si gf est défini, alors gf est le
plus grand élément de la classe »({g, ).

Prorosition 2. — Soit (C+, <) une categorw (( Q
Q")-structurée. Soient geC et feC; si la classe »({g, f>) admet
un plus grand élément g.f, alors on a g.f = gf.

Démonstration. — Soit (g, ') e{g, f); comme g'.f" <<g.f,
on a:

g.f=eg-h ou g <g et L <f,
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car ((€, <), %, (€* %€+, <)) e Q". Les relations: f, <<f, f'<f
et a(fy) = af’) entrament fi=/[', puisque

(€ <)y (6, <)) el

De méme g; = g’; done f' <f, g <<get (g, f) estle plus grand
élément de (g, f), c’est-a-dire g et f ont g. f pour pseudo-
produit.

Cororraire. — St (€, <C) est un groupoide fonctoriellement
ordonné [3), le pseudoproduit gf est défini si, et seulement s,
la classe x((g, [)) admet un plus grand élément.

En effet, les conditions de la proposition 2 sont vérifiées,
en vertu de la proposition 20, II [3].

Prorosition 3. — Soit (C*, <) une catégorie quast-inductive.
Sotent feC et geC; si a(g) nB(f) est défint, alors le pseudo-
produtt gf est défint.

Démonstration. — Soit G (resp. F) la classe des g’ (resp. ')
tels qu’il existe ‘W) elg [); posons E = a(G) = 3(F).

Soit g——UG et f= UF Ona:

a(9) 3 B
o=|JE e pH=|JE
Puisque E est majorée par e = a(g) n B(f), il existe UE et

on a:
UE = a(g) = B(f).
Donc (g, f) est le plus grand élément de (g, f) et on trouve
gf=g-l
Cororratre. — Si (C-, <) est une catégorie inductive, deux
éléments quelconques ont un pseudoproduat.

Remarque. — Dans [3], nous disons que gf est le pseudopro-
duit de g et f dans la catégorie sous-préinductive (G, <)
s1, et seulement si, gf est le plus grand élément de la classe
%((g, f)). En général cette propriété n’entraine pas que gf
soit le pseudoproduit de g et f au sens de la définition 3;
mais si le pseudoproduit au sens de la définition 3 existe
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aussi, les deux pseudoproduits sont égaux. Toutefois, il résulte
des propositions 3 et 2 que les deux notions sont identiques dans
le cas des groupoides fonctoriellement ordonnés et des caté-
gories inductives.

Prorosition 4. — Soient f € C et e e Cy; st le pseudoproduit fe
est défini, alors fe est le plus grand élément de la classe F des
<[ tels que a(f’) <Ce.

En effet, on a (fe,a(fe)) e (fie). Comme les conditions
f'<<f et a{f') <e entrainent (f’,a(f’))e{f,e), on obtient
" <<fe. Donc fe est le plus grand élément de F.

Propostrion 5. — Soit (C*, <) une catégorie Q (Q, Q")-struc-
turée; sotent heC, ge € et feC; si (hg)f et h(gf) sont définis,
on a (hg)f = h(gf).

En effet, on a (hg)f = k.fi, ou k<<hg et f; <f, d’ou:

k:—hl'gl’ hl <h et g]_ <g.

Par suite g .f; <<gf et (hg)f=Mh.g.fi <h(gf). De méme
hgf) < (hg)f.

Soit (3, la sous-classe de ( formée des triplets

(M, <), f, M, <)) el

vérifiant la condition suivante :

Soit ze M; pour tout y << f(z), la classe des 2’ <<z tels
que f(2') <y admet un plus grand élément =z, vérifiant
f(z) = y. .

(), est évidemment une sous-classe de Q.

Prorosition 6. — (), est une sous-catégorie de (), stable
par produit dans ( (définition 2-II [3]).
Démonstration. — Soit

(M7, <), f, W, <)eQy et (M, <), f, (M, <)) eQy;

supposons ze M et z<f'f(z). Soit y, le plus grand élément
de la classe des y' e M’ tels que y' << f(z) et f'(y') << z; soit
z,, le plus grand élément de la classe des 2'eM tels que
¥ <<zetflz'y<<y, on a:

Ff@:) = f'(y:) = 2
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La condition 2" <z entraine f(z") <<f(z); de plus si
f'fl2") <z on a f(2") <y, d'ou 2" <=z, Donc z, est le
plus grand élément de la classe des 2" <z tels que f'f(z") <z
et on trouve (M”, <), f'f, (M, <))e(Q,. Ainsi Q, est une

sous-catégorie de (), laquelle est évidemment stable par
produit.

DeériNiTioNn 4. — On dira qu'une catégorie Q-structurée
(€, <) est assez réguliére (resp. reguhere) st (€, <) est une

categorw QuQ,, OQ,), Q)-structurée (resp. Q(Q,, Q,), O")-struc-
turée).

Prorosrrion 7. — Pour qu une catégorie (Q-structurée (C*, <)
soul assez réguliére (resp. sout réguliére), il faut et il su}‘ﬁt que
sotent vérifibes les conditions R, et R, (resp. R, R, et R))
sutvantes :

(Ry) Pour tout feC et tout e e Cqy tel que e < «(f), le pseudo-
produit fe est défini et on a a(fe) = e.

(R,) Pour tout fC et tout ¢ € Oy tel que &' < B(f), le pseudo-
produit e'f est défint et on a B(e'f) = €.

(R,) Sott (g, [leC*xC eth<g.f;onak=2¢g . oug <g
et [/ <f.

Démonstration. — Solent feC, ee Cy et e < a(f). Supposons
les conditions R, et R, vérifiées. D’aprés la proposition 4, fe
est le plus grand élément de la classe des " <Cf tels que a(f’) <e,
c’est-a-dire on a: ((C, <), a, (C, <)) ef)z; de méme

(€ <), B, (6, <)) e .

L’axiome (R,) entraine ((C, <0}, %, (C" «C*, <)) e ", puisque
(€, <) est Q-structurée. Les conditions sont donc suffisantes.
Inversement soit (C-, <{) une catégorie Q-structurée réguliere.
Soient feC et e<T«(f); soit (f',h)e e {f,). Comme h <e,
on a fB(h) = a(f’) < e et [’ est majoré par le plus grand élément
f. de la classe des f’' << f tels que a(f’) <<e. Par définition
a(f.) = e, donc (f,, e) est le plus grand élément de (f, e). Par
conséquent f et e admettent f, pour pseudoproduit. On voit
de méme que la condition (R,) est vérifiée.
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CoroLLAIRE. — Pour qu’un groupoide Q-structuré €, <)
sott régulier, tl faut et il suffit que la condition R, soit vérifiée.
Par suite tout groupoide Q-structuré assez régulier est un grou-
poide ordonné régulier.

Démonstration. — Montrons que la condition R, est suffi-
sante. En effet, soient fe € et ¢’ << B(f); on a: e'f = (fe) 2,
car f' < f entraine f'~1 < f~1. Si k << g.f, on trouve:

k=g .(fa(k), ot g =k.(falk)? <g.ffr =g

Prorosition 8. — Soit (C*, <) une catégorie ordonnée assez
réguliére. Sotent e Cy et ¢ €Cy; ene est défini si, et seule-
ment si, e et ¢ admettent une intersection ¢ dans (Cy, <<), et
ona:e=ence'.

Démonstration. — Supposons e n e’ défini; on a:

alene) <<ene et Blene) <<ene,
d’ou
alene’) < f(ene’) et Blene) << alene),
c’est-a-dire a{ene’) = fB(ene’); 11 en résulte
ene = alene’) =eé,
car (€, <) est ordonnée. Inversement supposons ¢ défin.
Puisque (€C-, <) est une catégorie ordonnée réguliére, il existe
ee tel que a(eé) = ¢; comme ¢ < eg, on a e < B(ee) et il existe
e(ee) pour lequel [(3(é(e¢)) = é¢. La relation e < e(ee) entraine
a(e(ee)) =e, donc e(eg) =e. Soit h un minorant de e et de ¢’
dans (€, <); a(h) et B(h) étant majorés par e et ¢, on trouve
alh) <e et B(h) <<e, d’on
h << ee et h <e(ee) = e.

Par conséquent e = e n e’

Proposition 9. — Soit (C*, <) une catégorie Q-structurée
assez réguliére; soit ge C et f e C; le pseudoproduit gf est définu
st, et seulement si, o(g) et B(f) admettent une intersection

e=alg) (VB  dans (€ <);
G

dans ce cas, on a gf = (ge).(ef).
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Démonstration. — Supposons e défini; d’aprés la proposi-
tion 7, il existe ef et ge et on a:

a(ge) = e = f(ef), dou  (ge, ef) (g, [)

Soit (g', f) e{g, [); on trouve oc(g') <e, car a(g') est majoré
par a(g) et B(f). Il en résulte: g = g'.a(g’) << ge et ' < ef;
par suite g et [ admettent (ge).(ef) pour pseudoproduit.
Inversement, supposons gf défini et désignons par_ (g, f) le
plus grand element de <g, f). Alors a( g) < a( g) et a(g) < B(f)
Soit ¢ e €y tel que ¢ << a(g) et ¢ <B(f); comme (A <)
est une catégorie (-structurée assez régulitre, il existe e'f << f,
ge’ < getona: Bef)=¢ = a(ge’). On en déduit:

(ge'se'f) egf), g’ <3 ef<<f et ¢ <a(g).

Par suite
= a(g) [ )B()
G

Cororrarre 1. — Soit (€, <) une catégorie ordonnée assez
réguliére; sotent geC et feC; le pseudoproduit gf est défini
st, et seulement si, e = a(g) n B(f) est défini.

Ce corollaire résulte des propositions 8 et 9.

CoroLrLaire 2. — Soit (€, <) une catégorie ordonnée
réguliére telle que (C, <) soit une classe sous-préinductive.
Sotent feC, geC et heC; suv gf et hg sont définis, alors h(gf)
et (hg)f sont définis et égaux.

En effet, (‘omme a(h) n B(g) est défini et majore par B(g)
et que B(gf < B(g), I'intersection (a(h) n 3(g)) n B(gf) est défi-
nie et par suite egale a a(h) n B(gf)- Donc h/gf est défim;
de méme (hg)f est défim et, en vertu de la proposition 5,
ces deux pseudoproduits sont égaux.

Prorosition 10. — Soit (C-, <) une catégorie ordonnée
assez réguliére; alors (C', <) est une catégorie s-ordonnée. Si

(C+, <) est aussi une catégorie ordonnée assez réguliére, la caté-
gorte ordonnée produit (C* X C*, <) est assez réguliére.

Démonstration. — Supposons

feC < <fiaf)y=aff")=e et B(f)=B(") =
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Il existe fe et on a a(fe) =e, f' <<fe. Il existe e'(fe) et
on a B(e'(fe)) = ¢ et f' <Teé'(fe). Les relations:

e=alf) <ald(fe)) et ale(fe)) <alfe) <o

entrainent e = a(e’(fe)); de méme e’ = B(e’(fe)). Comme (€, <)
est ordonnée, des conditions :

['<elfe), ale(fe)) =alf') et PBle(fe)) = B(f)

il résulte f' = é'(fe); de méme f” = e'(fe). Donc f' = f" et
(€, <) est une catégorie s-ordonnée. La deuxiéme partie de
la proposition se déduit du théoréme 13 [3] et de la propo-
sition 6.

Prorosririon 11. — Sout (C+, <) une catégorie quasi-inductive.
Pour que (G, <C) sotit assez réguliére, il faut et il suffit que (C*, <)
sott semi-réguliére.

Démonstration. — La condition est évidemment nécessaire.
Si elle est vérifiée solent feC, eeCy et e < a(f). D’aprés la
proposition 3, le pseudoproduit fe est défini et a(fe) <e.
Puisque (€, <) est semi-réguliére, il existe f' <Cf tel que
o(f') = e; comme f’' << fe en vertu de la proposition 4, on
trouve e = a(f’) < a(fe), d’ol a(fe) == e. On montre de méme

que si ¢’ < B(f) on a B('f) =¢.

Prorosrrion 12. — Soit (C+, <) une catégorie Q-structurée
assez réguliére. Soit C une sous-classe de € admettant un sous-
agrégat g; alors a(g) et B(g) sont des sous-agrégats de a(C) et
B(C) respectivement dans (Cy, <7).

En effet, a(g) est un majorant de «(C); soit ee C; un autre
majorant de a(C) tel que e << a(g). Comme (€, <) est réguliére
on a e ==ua(ge). Pour tout ceC, on trouve:c<Cge << g.
Par suite ge = g et e = «(g) est un sous-agrégat de a(C) dans

(€ <.

Cororraire 1. — St (€, <) est une catégorie Q-structurée
assez réguliére, et st (C, <) est une classe sous-inductive, alors

(€, <) est une catégorie Qx(ﬂu, Of)-structurée.
En effet, soit E une partie de C; majorée par ee Cj; soit

h =UE; on a a(h) =UE dans (G, <) et (Cg, <) est une
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classe sous-inductive. 51 (g, f)eC +C*, (g, fi)eC +xC" et
(g, fi) < (g, f) pour tout rel, alors:

a(g)

AU o) = Jated = oty = (U Jr),

g S
d’oﬁ( i i) eC xC et (C*xC, < e (. Le corollaire
e L (126, <)
résulte donc de la proposition 12.

Cororraire 2. — St (€, <) est une catégorie ordonnée
assez réguliére et st (C, <) est une classe sous-inductive, (-, <)
est une catégorie quasi-inductive.

En effet, soit E une sous-classe de €y majorée par ee .

(4

Soit h = UE; comme a(h) et B(h) sont les e-agrégats de E
dans (G5, <), on a: alh)=[B(h) et a(h) << h, dou hed,
puisque (€', <C) est une catégoric ordonnée. Le corollaire 2
résulte alors des propositions 1 et 12.

Soit (€*, <) une catégorie Q-structurée assez réguliére.

Une sous-catégorie Q((Q,, (), Q)-structurée de (€, <)
est une sous-catégorie C de €' qui, mumie de la relation
d’ordre et de la loi de composition induites par (€, <C) est
une catégorie Q-structurée assez réguliére (G-, <). Nous aurons
a considérer des sous-catégories plus particuliéres de (€, <),
a savolr:

DériNvition 5. — On appelle sous-catégorie réguliére de
(€', <) une sous-catégorie C de C' oérifiant les conditions.
sutvantes :

1) Soient fe C et ee Cy; si e < alf) (resp. e << B(f)), on a:
fee C (resp. ef e C).

2) SteeCyete ey etst eme' est défini, on a em e e C,

Si C est une sous-catégorie deCC‘, saturée par induct?:)n dans
(€, <), alors C est une sous-catégorie réguliére de (€, <).

S1 G est une sous-catégorie réguliere de (C-, <), alors
(G, <) est une catégorie (-structurée assez réguliére.

Prorvosition 13. -—— Soit C une classe de sous-catégories

réguliéres de la catégorie (Q-structurée réguliére (C-, <) telles
Collogue Grenoble.

459



222 CHARLES EHRESMANN

que Cy =B pour tout CeC. Alors la catégorie Ci engendrée
par la classe réunion des C e C est une sous-catégorie réguliére
de (C, <).

Demonstration — Un élément de €z est de la forme

. fa-fi, o0 fieC, et C,eC. Soit e <<a(fy), eeB; on a:
(f2 f1 e = fy(fie), d’apres la proposition 5 et:

(fe-fh)e = (f2B(fre)) . (fre)

en vertu de la proposition 9. Comme fiee C,, on en déduit:
B(fie) € B = a(C,), d’ou f2B(fre) € C,.
Par suite (f,.fi)e e Cg. Par récurrence, on démontre
. fo-fi)eeCg.

Prorosition 14. — St C est une sous-catégorie réguliére de
(€, <), alors C est stable par pseudoproduit.
En effet, soient ge Cet fe C tels que gf soit défini; en vertu

de la proposition 9, on a gf = (ge).(ef), ou e=a(g mB(f
comme eeCy, geeC et efeC on en déduit gf C

Trtorime 1. — Soit (C*, <) une catégorie ordonnée réguliére.
St C est une sous-catégorie réguliére de (C*, <), alors (C-, <)
est une catégorie ordonnée réguliére.

Démonstration. — 11 suffit de montrer que, si k << g.f,
ou geC, feC et ke(, il existe g"’eC et f"eC tels que
f"<<f, g <gethk=g".f". Eneffet, puisque (C', <) est une
catégorie (Q(Q’, Q")-structurée, il existe g <<g et f/<<f,
g «C et [ eC tels que k-— g .f'. Comme a(k) e Cy et B(k) e C,,
on a fa(k)eC. Soit & = B(fa(k)) e Cqy; les relatlons f < f
et a(f') = a(k) entrainent f' << fa(k) et a(g’) = B(f’
Puisque ¢’ << a(g), on a ge' «C, age’) = ¢ et g < ge',

B(k) = B(g') < B(ge)-

Par suite le pseudoproduit B(k)(ge’) = g” appartient a C;
cet élément vérifie les conditions: g’ << g” et f(g") = B(k)
Soit " = a(g") < e'; il existe [’ = e"(fa(k)) e C; des rela-

tions :
Bif)=alg) <e" et [ <falk),

' d’ou
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il résulte f'<<f", dou alk) = alf') < alf) et a(f”) = a(k),
car a(f”) << a(k). Ceci prouve que g".f" << g.f est défini et
tel que:

a(g"f") =alk) et B(g".f") = B(k).

En vertu de la proposition 10, (€, <<) est s-ordonnée, de sorte
que on a: k= g".f", ot g"e«C et f"eC. Par conséquent
(C*, <) est une catégorie ordonnée réguliére.

TutoriMeE 2. — Soit (€', <) une catégorie Q-structurée.
La catégorie Jo(C*) (théoréme 2-1) munie de la relation d’ordre :

(By, Fy, By) < (B, F, B) st, et seulement si, FycF et s1 %,
(resp. $;) est un sous-groupoide plein saturé par induction de
B (resp. B'), est une catégorie quasi-inductive réguliére.

Démonstration. — Soient
(B, F, B) e H(C") et (By, Fy, By) e H(C).

Montrons que si (%1, F;, #;) << (%', F, &), alors Fy est une sous-
classe saturée par induction de F et ona: F, = B(F,).F.«(F;).
En effet, F; ¢ F entraine F, c §(F;).F.a(F;). Soit

feB(F,) . F.aF,;).

11 existe f; e F; tel que a(f) = a(f;). Comme F est compatible
a gauche avec &', il existe g' e B’ tel que f= g'.fi; le sous-
groupoide $; étant plein dans %', g’ appartient a B; et par
suite fe B;.F, = F, et B(F,).F.«(F,) cF,. Ainsi

F, = B(F,).F.a(F,).

De plus les conditions f; e F; et fe F, f<{f; entrainent a(f) e %,
et B(f) e B, car a(B,) et a(R;) sont saturées par induction dans
a(R) et a(B’) respectivement, d’ou:

f=B()-f-«(f) = B(F1). F.2(F,) = F,.

Donc F, est saturée par induction dans F.
— Les relations (%;, Fy, 8,) < (%', F, &) et

(%,1’ Fzy %1> < (EB’, Fs ‘%)
entrainent $; < %', B, < B et
F, = a(B;) .F.a(B,) = B(F;).F.a(F;) = F,.
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Si on suppose aussi (B, Fy, $;) < (B", F', #’), on trouve:
Fi.F,cF'.F et

<g‘;:a Fi’ ‘%’1) (‘%i’ Fla :Bl) < (5?)”, FI7 %’)‘(%,a F’ 55)

Par conséquent (Mb(C'), <C) est une catégorie s-ordonnée.
Soit H une sous-classe de Jo(C*) majorée par (B, ¥, %)
dans (&(C*), <). Le sous-groupoide plein By (resp. HBy) de
$ (resp. &) ayant pour classe de ses unités la classe réunion
des classes a{F}) (resp. B(F))), ou (%, F;, ;) e H, est un sous-
agrégat de la classe a(H) (resp. B(H)) dans (b(C'), <C}. Soit
Fu la classe réunmion des F;; posons:

H —_ (%ﬁ, %Q.FH.%H, -‘BH).
Puisque «(Fy) = a($Bg) et B(Fy) = a(By), on a HeR(C), en

vertu de la proposition 3-1. On en déduit que H est le
(%', F, B)-agrégat de H dans (b(C"), <).

— Soient (B, F, B)eb(C") et B, < B. Soit B; le sous-
groupoide plein de $’ ayant B(F.%,) pour classe de ses unités.
On a:

F.@ = F.a®,), a(F.B) = afB)
et
R, (F.B,). %, = F.%B,.

D’aprés la proposition 3-1, il en résulte
(By, F. By, By) e b(Cr).

Si (B, Fy, By) < (&', F, B), on a: F; = B(Ry).F.a(B,), d’ou
F, c F.%; et B3 << By. Par suite (By, F. %, $,;) est le pseudo-
produit de (B, F, B) et de B, dans (A(C'), <). De méme si
B, < B, le pseudoproduit $(B’, F, B) est défini et admet B,
pour unité a gauche, de sorte que (A(C*), <) est une catégorie
quasi-inductive assez réguliére.

— Supposons (#', F, ®)el(C-), B", F, B)eh(C),
(BY, K, B,) e b(C") et (B], K, B,) < (%", F'. F, B). Soit E
la classe des e’ e B tels quil existe fe F et f' e F' vérifiant
les conditions :

«f')=B(f) =¢, afjea(K) et B(f)eB(K)

Soit B, le sous-groupoide plein de %’ ayant E’ pour classe des
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unités. Pour tout eea(K), 1l existe ke KcF'.F tel que
a(k) =-¢e, d’00 k=f".f, feB,.F.B et feB.F.B. Onen

déduit, en vertu de la proposition 3-1 et de ce qui précéde:
Fre®e), FelE) e F.EF<(@, F.F ),

en posant :

B = (B], ,.F..9;, B et =@, %.F.%, 3.

Comme (&(€°), <<) est une catégorie s-ordonnée d’aprés la
proposition 10, les atlas F'.F et (B, K, B;), qui ont mémes
unités a droite et & gauche %, et B; respectivement, et qui sont
majorés par (B", F'.F, &), sont égaux. Par conséquent
(Jo(€*), <) est une catégorie quasi-inductive réguliére, car on a

F' < (®", F', %) et F < (%', F, ®).

CoroLrLairE 1. — M(C) est une sous-catégorie saturée par
induction de (b(C*), <) et la relation d’ordre induite par << sur
K(C-) est définie par:

F, <F si, et seulement si, a(F;) et B(F;) sont des

sous-classes saturées par induction dans a(F)

et B(F) respectivement et si F, est plein

dans F, cest-da-dire st

F, = B(F,).F.a(F,).
_Démonstration. — Soit F e b(C) et (B, F;, B;) <F dans
(Md(C+), <). Montrons que l'on a %, = a(F;) et &; = b(F,).
En effet, soit gea(F;). Comme
2(g) e a(F;) c a(F) et Blg) e a(F,),

il existe f, € F; tel que a(f;) =f(g) et ona f;.ge F,.a(F,) =F,.
Soit feF et a(f)=[(g); 1l existe g’ e b(F) tel que f=g'.f,,

d’ou :
fge=4¢.fi.gebF) . F,cF.
On en déduit gea(F) et ge B, car B, est un sous-groupoide
plein de a(F). De méme B," = b(F,), de sorte que
(35;.7 Flv 5‘31) € .&)(6)
et Jof

de (Jof

€C*) est une sous-catégorie saturée par induction
e.

), <)
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— Montrons que la relation d’ordre induite par (J(C*), <)
sur b(C*) est définie par:

F, <F si, et seulement si, F, = B(F,).F.a(F,).

En effet, st F; << F, on a vu au cours de la démonstration
du théoréeme 2 que 'on a F, = B(F,).F.a(F;). Inversement
solent F et F; deux atlas de C tels que F, = §(F,).F.a(F,).
Soit, g e a(Fy)-a(F).a(Fy); i f, e Fy et a(f) = Blg), on a:

flogE FI.CL(F).O((FI) < B(Fl).F.a(Fl) —_— Fl?
d’ou gea(F;). De méme B(F,).b(F).B(F,) < b(F;). Comme
F; < F, il en résulte
(B(F1).b(F).B(Fq), Fy, a(F,).a(F).a(F,)) <F
dans A(C*), et, d’aprés le début de la démonstration, F; <<F
dans (&(C-), <7).

CororraIre 2. — Soit (€, <) un groupoide ordonné régulier;
alors (K(C*), <C) est un groupoide quast-inductif régulier admet-
tant pour sous-groupoide un sous-groupoide C” équivalent d
C-, sur lequel (J(C+), <) induit une structure d’ordre isomorphe

a (€, <.

Démonstration. — (H(C*), <) est évidemment un groupoide
ordonné. Soit fe C et f~ la classe des minorants de fdans (C, <);

sify <f, o <[ et Blf) = B(fa); on a fi7.f, < aff); si de plus
fa < feta(fs) = a(fy),onobtient: f5.fi*.p <[f.f*.f= [ donc
7 eX(C), en vertu du théoréme 1-1. Soient fe € et f'C.

Si a(f’) = B(f), on a:
= (=N,
car (€, <C) est un groupoide ordonné régulier. Supposons

f' < f dans (€, <); soit fy <[ tel que a(f;) < a(f’) et
B(fy) < B()-

fi = BlA(f(f)) < BU)(falf) =1

et par suite '~ est pleindans f>, d’ot f'> <f> dans (b(C), <).
Enfin, sie e &, et e < a(f), on trouve, par définition du pseudo-

produit
f7e” = (fe)”.

On a:
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Ceci montre que la bijection: f— f> identifie C¢* & un sous-
groupoide régulier de (A(C’), ).

Soit (€', <C) un groupoide ordonné régulier.
DErinition 6. — On appellera atlas régulier de (G, <)

un atlas F de C tel que a(F) et b(F) soient des sous-groupoides
réguliers de (C, <C) et que Uon ait: Fa(F)c F et b(F)F cF.

Prorosition 15. — Pour qu'une sous-classe F de € soit
un atlas régulier de (G-, <), il faut et il suffit que Uon ait:
F(F—F)cF.

Démonstration. — Supposons F(F-'F)cF. On a:
F.(F1.F)cF(F-F)cF,
donc F est un atlas de €, en vertu du théoréeme 1-1. De plus:
Fa(F) c F(FF)cF.

Supposons ee a(F), ¢’ e a(F) et ene’ défini; il existe feF
tel que a(f) = e et il existe f'eF tel que ¢ = a(f’); comime
fe e Fa(F)c F, on a a(fe’) = en e’ e «(F). Supposons g e a(F),
eca(F) et e < f(g); soit feF tel que «(f) = B(g). Les rela-
tions :

feeF et (fe)g = Fa(F)<cF

entrainent h = (fe)™.(fe)ge F1.F. Comme le pseudoproduit
est associatif, en vertu de la proposition 5, on obtient:

h = efIfeg = eg, car ex(fle = e.

Donc a(F) est un sous-groupoide régulier de (C', <C); on a
ausst :

(FF-1)F <« F(FF) c F,
car Fa(F) c F entraine
FF-t = F.F;
ceci permet, par un raisonnement analogue, de démontrer que
b(F) est un sous-groupoide régulierde (C*, <) et que b(F)F c F,
de sorte que F est un atlas régulier de (C-, <).

— Inversement, soit F un atlas régulier de (€', <<). On a
Fa(F)cF. Montrons que a(F) = F-F, d’ou résultera la
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proposition. En effet, soient fe F et f'eF. Si f1f' est défini,

ornoac:
ot B(f)f «B(F)F<F, B(f)feF
dol = = @) (B()f) « F.F,

F-1F c F1 F.
Comme F7.FcFF, on en déduit ¢(F)= F1.F = F1F
et F(FF) = Fa(F) < F.

Tatorime 3. — La classe A7(C, <) des atlas réguliers de
(C, <) est un sous-groupoide saturé par induction de

(.}b(@), <) et (3{,,"(@-’ <)7 <>;
est un groupoide quasi-inductif régulier & un sous-groupoide
duquel s’identifie (C', <).

Démonstration. — Supposons F e b7(C, <) et F; < F dans
dans (A(C'), <). Les sous-groupoides a'F,) et b(F,) de (€, <)
sont réguliers, car ils sont saturés par induction dans les sous-
groupoides réguliers a(F) et b(F). Comme I, est saturé par
induction dans F, on a Fa(F,)cF,, dou F, e b (€, <) et
L€, <) est une sous-classe saturée par induction de
(A(C), <). On a aussi F* e A€, <), car F1e b(C) et:

F4((F~)F~%) = (FFF)™ c 7,

en vertu de la proposition 15. Supposons de plus F' e &(C:, <)
et a(F') = b(F). On a F'.F e b(C) et les groupoides
a(F'.F) = a(F) et h(F' . F) = bF")

sont réguliers. Soient feF et f'eF tels que f'f soit défini.

On a: .

['f= "B -(elf)f) = F'.F,
de sorte que F'FcF'.F. Evidemment, F'.F<FF, dou
F'.F = F'F. 1l en résulte:

(F'F)a(F) = F'(Fa(F)) = F'F = F'.F
et B(F)(F'F) = (b(F")F')F = F'.F.

Par suite F'. Fel(C, <) et H(C, <) est un sous-grou-
poide de H(C*).
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CororrLatre. — Sott @, la sous-classe de Jo7(C', <C) formée
des atlas saturés par induction dans (€, <<). Alors (C;, <)
est un sous-groupoide saturé par induction de (M"(C, <), <),

@ un sous-groupoide duquel s’identifie ¢ La relation d’ordre
induite par (&(C), <<) sur C, est définie par:

F' <F si, et seulement si, ona F' = B(F').F.a(F").

Démonstration. — Soient FeC, et F'e€. Si F' <<F, on a
F' = B(F").F.«(F"). Inversement si F' = B(F').F.a(F’), on
obtient I'' ¢ F et, a(F’) et B(F’) étant des sous-classes saturées
par induction de (C;, <), elles sont aussi saturées par induc-
tion dans «(F’) et [(F’) respectivement. Donc, en vertu
du corollaire 1 du théoréme 2, on a F’ < F. Le reste du corol-
laire est évident.

Tutorime 4. — Soit (€', <) un groupoide fonctoriellement
ordonné. Alors (8-, <) est un groupoide sous-inductif, ot &
est le sous-groupoide plein de C; dont les unités sont majorées
dans (C, <) (et par suite dans (5, <<)).

Démonstration. — Supposons (€, <) fonctoriellement
ordonné; alors (€, <) est un groupoide ordonné régulier [3].
Soit BeCy et F << #. Comme % est majoré par e<C;, on a
Fc®cC et (€, <) est fonctoriellement ordonné. Comme

ry

& est saturé par induction dans (€, <), (&, <) est un
groupoide quasi-inductif (théoréme 3), donc sous-inductif.

Remarque. —— Le groupoide # (C*) des atlas faibles complets
d’un groupoide sous-préinductif (€', <) considéré dans [1]
est un sous-groupoide saturé par induction de

"\"Lr(c., <)7 /~)

3. — Groupoide d’holonomie complet.

Soit (T, T’) un feuilletage topologique localement simple
{nous supposons connues les notions de [4]).

DeErintrion 1. — Soient W et W’ deux ouverts simples tels
que W’ soit distingué dans W et que Uouvert obtenu par saturation
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de W' relativement & la relation d'équivalence sous-jacente &
(T, T')w soit identique a W. Alors nous dirons que le couple
(W', W), ou le couple (W, W’), est un chainon pur. On appelle
chatne pure une suite ['=(W,, ..., W,) telle que, pour tout
i << n, le couple (W,, W) soit un chainon pur.

Cette définition est différente formellement de celle de [4].
A une chaine pure (W,, ..., W,) correspond la chaine pure
au sens de [4]: (Wy, ..., W3 Wi, .., Wiy,), o Wiy,
est contenu dans W, et dans Wy, et égal & 'un de ces deux
ouverts. Inversement si on a une chaine pure

(WI; e ey Wn; W1,29 ey Wn--l,n)
au sens de [4], alors la suite

("Vla W1,27 W2’ W2,35 ey Wn—l,m Wn)

est une chaine pure.

Soit J’ le groupoide formé des triplets (U’ f, U) tels que U
et U’ soient deux ouverts simples et f un homéomorphisme
de DPespace transverse U sur Pespace transverse U’, muni
de la loi de composition :

(Ulla fla Ul)'(U,’ f’ U) = (Ull' flf> U)

a1, et seulement si, U = U. ¥’ est un groupoide ordonné pour
la relaticn d’ordre :

(U, fi, Uy) < (U, f, U) s1, et seulement si, Uj est distingué
dans U’, U, est distingué dans U et u'fy = fu, ol u et v
¢nnt les 1njections canoniques de U, dans U et de U; dans U’
_espectivement. La classe des unités de J° est identifiée a la
lasse des ouverts simples.

Soit H' le groupoide d’holonomie, qui est le sous-groupoide
de J’ engendré par les triplets (U’, f, U) tels que (U’, U) soit
un chainon pur et que f soit la bijection canonique de U sur U’.

Prorosition 1. — (H', <C) est un groupoide ordonné régulier,
la relation J’ordre étant celle tndutie par (3, <).

En effet, H' est évidemment un groupoide ordonné. Suppo-
sons U<<Ujeth= (U f1, U). Ona AU =(U", LU ), ot f
est la restriction de f;, & U et U’ est la réunion des plaques
de U} appartenant & f,(U).
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DériniTioNn 2. — On appellera groupoide d’holonomie
faiblement complet le sous-groupoide (H}, <<) de (b(H', <), <)
formé des aitlas F saturés par induction dans (H', <).

D’aprés le corollaire du théoréme 3-2, (H}, <C) est un grou-
poide quasi-inductif régulier et H' s’1dentifie & un sous-grou-
poide de (H;, <C), en identifiant he H' & la classe des mino-
rants de h dans (H', <).

En particulier, soit U un ouvert simple de (T, T’) et soit
(Ujier une famille d’ouverts saturés de U, telle que

Ju=u.

Soit A la classe formée des minorants d’un élément quelconque
des U;. Alors A est un élément de H}; mais les éléments A
et U” sont différents, si U 5= U; pour tout iel. Toutefois
du point de vue holonomie ces deux éléments doivent généra-
lement étre considérés comme égaux. Nous allons montrer
qu'on peut construire un groupoide quasi-inductif régulier
quotient de (Hj, <C) dans lequel ces deux éléments sont
confondus. .

Si fe H', nous désignerons par f Pisomorphisme de «(f)"

sur B(F)° tel que £ = (B(f), F, «(f)).

DerinttioN 3. — Sott C une sous-classe saturée par induction
de (H', <). On dira que C admet f pour sous-agrégat admissible
st les conditions suivantes sont vérifides:

1) C est majorée par f.

2) Soient zealf) et y un point de la plaque f(x) de B(f);
il existe ge C tel que zeag) et yeB(g).

En particulier si fe H’, alors f est le seul sous-agrégat admis-
sible de la classe des minorants de f.

Prorosition 2. — St f est un sous-agrégat admissible de C,
f est le f-agrégat de C et a(f) (resp. B(f)) est Uouvert réunion des
ouverts appartenant d a(C) (resp. a (C)).

En effet, soit f* un majorant de C tel que f’ <<f; pour tout
zea(f), 1l existe ge C tel que ze a(g); 1l en résulte z e aff’),
donc o(f’) = a(f). De méme B(f') = B(f); d’ou f'=/f. Ceci

prouve que [ est un sous-agrégat de C
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Remarque. — 51 une classe C saturée par induction admet

un sous-agrégat [ tel que a(f) = ch(C) et B(f) = UQ(C) dans

@, il n’en résulte pas que f est un sous-agrégat admissible de C.

Prorosirion 3. — Si C (resp. C') admet un sous-agrégat
admussible [ (resp. ') et sv f'.f est défini, alors [’ .f est un sous-
agrégat admissible de la classe C'.C des composés g'.g, ou
geC et gel.

Démonstration. — Soient

zeolf), yef(@) et yef'y =N
Il existe ge C tel que zea(g) et yef(g); il existe g'e C' tel
que yea(g’) et y e B(g’). Soit U un ouvert distingué dans a(g’)
et dans f(g), contenant y; on a: (g'U).(Ug) e C'.C, zea(Ug)
et y' efB{g'lU), done f'.f est un sous-agrégat admissible de
C¢.C.

DEérinitioN 4. — On dira que C est une sous-classe compléte
de (H', <) si C est une sous-classe de H' saturée par induction
et telle que fe C st f est un sous-agrégat admissible d’une sous-

classe C' de C. L’intersection A des sous-classes compléles conte-
nant une partie A de H' sera appelée sous-classe compléte
engendrée par A.

Prorosition 4. — St C est une sous-classe de H' saturée
par induction, la sous-classe compléte engendrée par C est la
classe C des sous-agrégats admissibles des sous-classes de C.

Démonstration. — 11 suffit de montrer que C est saturée

S
parinduction. Soient fe G, f = U Clet [’ << Soit " la classe

des g' e C' tels que g << f'. Soient z e a(f’) et y e f'(Z). Comme
yef(&), il existe geC tel que zea(g) et yeb(g). Soit U
un ouvert distingué dans ag) et dans aff’) et soit ze U;
on a yefB(gU) et yeB(f/'U). Soit U un ouvert contenant y
et distingué dans 3{gU) ainsi que dans B(f'U); les éléments
U’(gU) et U’(f'U) sont égaux, car ils sont majorés par f, ont
méme unité & droite U; et méme unité & gauche U’. Il en résulte
U'(gU) e C”, donc f’ est un sous-agrégat admissible de C”

et f’ec.
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Deérinition 5. — On appelle atlas complet saturé de H’
un atlas A de H' tel que A soit une sous-classe compléte de
(H', <).

Soit H' la classe des atlas complets saturés de H'. Si A e H’,
nous désignerons par @(A) (resp. b(A)) la classe compléte
engendrée par a(A) (resp. par b(A)).

Proposition 5. — Soit A e H'; alors @(A) et b(A) sont des
groupoides tels que A.G(A) = b(A).A = A.

En effet, les conditions he b(A), B’ « b(A) et a(h’) = B(h)
entrainent 2’.k e b(A), en vertu des propositions 3 et 4. Donc
b(A) est un groupoide. Si fe A et B(f) = a(h), h.f est le sous-
agrégat admissible de la classe des composés A".f", ou " << f,
h" <<h et h"eb(A). Comme R".f"eA, on trouve h.feA
et 5(A).AcA. D’ou b(A).A = A et de méme A.a(A)= A.

Prorosition 6. -—— St A est une sous-classe de H' saturée par
induction et st A.A71. A = A, la sous-classe compléte A engen-

drée par A est un atlas complet saturé tel que a(A) = A1, A
et b(A) = A. AL
Démonstration. — Soient feA, f'eA et f"eA. Si
g=F T

est défini, g est le sous-agrégat admissible de la classe des
composés f".f . fe A A1 A=A tels que f<<[,f <[ et
f” <<f’", en vertu de la proposition 3. Donc A.(A71.A)cA.
Comme A est saturé par induction, il en résulte A(A™A)c A
et par suite A est un atlas complet saturé. De méme la sous-

classe compléte engendrée par A. A est identique a la sous-
classe compléte B(A) engendrée par A.A1.

TrtoriMe 1. — (H', <) est un groupoide quasi-inductif
régulier, la loi de composition étant définie par:
(A, A) > A"OA = A".A si, et seulement si, a(A') = b(A)

et la relation d’ordre par:

A'<<A si, et seulement si, = B(A").A.a(A).
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(H', <) est un groupoide quasi-inductif quotient [5] de (Hj, <C)
par la relation d’équivalence p:

F'~F si, et seulement si, F =F.
Tout élément de H' est un sous-agrégat d'éléments de H'.

Démonstration. — Si AeH’, on a évidemment A-1eH’.

Supposons A’ e H' et G(A’) = b(A). La classe A’.A est saturée
par induction, car (H', <) est régulier. De plus:
AA (A AT A A=A A A AT A Ac A B(A).a(A"). A
et

A" b(A).G(A").A=A"a(A").A = A" A.
La proposition 6 entraine A’OA e H’ et

G(A'OA) = (A" A (A" A) = A .G(A") A

= A"1.B(A).A = A1 A =3a(A).
Si A; = A"O(A’OA) est défini, A, est la sous-classe compléte
engendrée par A”.A’. A, en vertu de la proposition 3, donc
A; = (A"OQAYOA, et la loi de composition © est associative.
Par suite H' est un groupoide. Soit § 'application: F —F
de H; sur H'. On a:

g(a(F)) = a(F) = a(F), pour tout F e Hj,
et §(F'.F) =F.F=FOF = §(F)O5(F),

si F' e H} et a(F') = b(F). Donc § définit un foncteur de H;
sur H’ et, en vertu de la proposition 23 [5], H’ est un groupoide
quotient de Hj.

— D’aprés le corollaire du théoréme 3-2, la relation d’ordre
indiquée sur H’ est celle induite par (H}, <). Une famille
(A d’éléments de H’, majorée par A eH’, admet pour
sous-agrégat dans (H’, <) atlas A; ot Af est le A-agrégat
de (A);e dans H;. Donc (H', <) est une classe sous-induc-
tive. De plus, on a (H', <), 3, (Hy, <)) edV.

— Soient AeH’ et A’=H’. Supposons A’ << A. Comme
a(A’) = a(A").a(A).«(A’), on obtient, en utilisant la proposi-
tion 3:

a(A') = a(A').a(A ).a(A)) = a(@(A’)).3(A). x(@(A")),
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c’est-a-dire @(A’) << @(A). De méme b(A’) << b(A). Supposons
deplus A; e H', A; e H', A] <A,,a(A;) = B(A) et @(A]) = B(A").
Puisque A;(OA’ est la sous-classe compléte engendrée par:

(B(A1). Az 2(Aq)). (B(A) . A (A7),
elle est contenue dans la sous-classe compléte engendrée par
C=B(A1).A;. A a(A).
Soient fyeA;, fe A et fi.feC. Il existe f'e A’ tel que
«(f') = a(f)

et on a: g = f.fleb(A). 1l existe une sous-classe E de
a(A;) dont «(g’) est un sous-agrégat admissible, car

a(g’) e B(A') = a(Aq).

Pour tout ee E, on a fig'e e Aj, puisque Aj est plein dans A,,
de sorte que f; =/f;.g" est un sous-agrégat admissible de la
classe fig’E et appartient &4 A;. Il en résulte:

fi-f = (f1.8) (8- f)=f1.f < A1 A"
Donec AjOA’'=C et A;OA’' < A,OA. Ceci montre que
(H’, <) est ordonné. - .
— Supposons G < @(A) et GeHy. On a A.GeHj et A.G
est le pseudoproduit de A et de G dans Hj. On en déduit

A.GeH' et par suite A.G est le pseudoproduit AG dans
(H’, <); on a:

A G)=G1.A1.A.G=0G.

De méme si G’ << b(A) et G’ « Hy, on trouve G'A = G'.A
et B(G'A) = G'. Par conséquent (H’, <) est un groupoide
ordonné régulier et, & 'aide de ce qui précéde et du corollaire 2
de la proposition 12-2, on voit que (H’, <) est un groupoide
quasi-inductif régulier. H’ s’identifie au sous-groupoide de H’
formé des f>, ot fe H'. Tout AeH’ est le A-agrégat de la
classe des f~, fe A.

_ DErinrTion 6. — Avec les notations du théoréme 1, on appellera
(H'’, <) le groupoide d’holonomie complet.
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Remarque. — (H', <) n’est pas un groupoide sous-inductif,
car les relations A’ <T A et A” <C A n’entrainent pas:

B(A’ n A”) = B(A") n B(A").

4, — 0-cocycle au-dessus d’une catégorie.

Soit € une catégorie. Soit X une classe. Nous supposons que
C' est une catégorie d’opérateurs [1a] sur X relativement a la
loi de composition K. Soit v = [, ®, X] I'espéce de struc-
tures correspondante, ou = est I'application: z e si K(z, ¢)
est défini, de ¥ dans Cq. Si K(f, z) est défini, nous poserons :

K{f, z) = fz.

Soit X' la catégorie des hypermorphismes associée & 1, dont les
éléments [1 a] sont les couples (f, z) e C X X tels que K(f, z)
soit défini, la loi de composition étant définie par:

(f', 2").(f, z) = (".f, 2) s1, et seulement si, 7 =fz.

Nous identifions la classe des unités de & a 2, en identifiant
(e, z) avec z; soit T le foncteur de X sur € défini par: (f, z) - f.

DérinitioN 1. — On appelle 0-cocycle sur une sous-catégorie
&R de C un foncteur (-, O, B°) tel que TO(f) = f pour tout fe B.
Si (X, O, B*) est un O-cocycle, la sous-classe P(B,) de X est
appelée une 7-section sur %.

Si (X, O, #°) est un 0-cocycle, alors @(R) est une sous-caté-
gorie de X-.

Prorosition 1. — Pour qu'une sous-classe B, de L soit
une v-section sur B, il faut et il suffit que la restriction w[H,
de & o By soit une bijection sur By et que [, /By, By] soit une
sous-espéce de siructures [1 a] de [C, =, 2.

Démonstration. — Pour que [, ©/B,, B,] soit une sous-

espéce de structures de [C, «, 2], il faut et il suffit que, pour
tout fe®, on ait:

s’ = fs, si se By, s’ e By,

wls) = alf) et w(s) = B(f).
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Si (2, ®, #*) est un 0-cocycle, on a:
Of) = (f,s), ou  s=(f)

s' = QB(f)) = B = 1s.
— Inversement si les conditions de la proposition sont véri-
fiées, alors 'application @ : f—(f, s), oufe B, s € By et =(s) = a(f),
définit un O-cocycle (X, ®, &°).

et

Nous désignerons par Z°2) la classe des 0-cocyecles sur les

sous-catégories de C'. En particulier, Z°(Y) contient la classe
des 0-cocycles (-, P, €). Soit Z(X) la sous-classe des 0-cocycles
(2, @, B) tels que B soit un sous-groupoide de C-.

Tutorime 1. — La sous-catégorie pleine Z°(C') de R(C')
formée des atlas (%', F, RB) tels qu’il existe un 0-cocycle sur &
opére sur la classe Z9(X) relativement a la loi de composition :

((55" F, ‘6}31)1 (z’ (Da %)) g (29 (I)” g‘)’,)
st, et seulement si,
B=% ou V) =(gf5
si feF,s=uf) e Bif) = a(g).
La catégorie des hypermorphismes Z°(C')+Z3(X) est équivalente
& une sous-catégorie de Jo(Z').

Démonstration. — Soit (2, @, B') e Z3(Z) et (', F, B) « Z°(C).
Soit g' € B'; il existe fe F tel que B(f) = «(g’) et le composé fs,
ou s = Q(alf)), est défini. Posons: @'(g') = (g',fs). Soit
f'eF tel que B(f') = a(g’) et s == Q(a(f’)). Il existe geB

tel que f=f'.g. Comme ¢ définit un foncteur, on a: s; = gs.

Il en résulte:
f'ss = f'(gs) = (f".g)s = fs;

par suite 9’(g’) ne dépend pas du choix de feF. Soit aussi
g’ e®’ tel que a(g”) = B(g’). On trouve:

(") = (8", (8- Fs);
car g'.feF, et:

Y'(g".g) = ("8, fs) = '(g"). V(&)
Donc (T, ¢’, #"*) est un 0-cocyecle.
Colloque Grenoble.
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— Supposons de plus (®", F', #')eZ°C"); on a:
(R", F'. F, B) e Zo(C),
de sorte que, pour tout (X, @, B') e ZY(X), le composé:
Z, ", ®") = (B", F'. F, B)(T, ¢, B*)
est défini. Puisque:
(f'.fls=f'(fs), si feF, feF e sel
on obtient:
(X, 07, ") = (3", F', BT, ¥, #").
Oon en déduit que Z°(C’) est une catégorie d’opérateurs sur
ZgE)SOit (B, F, ®), (5, D, B)) e Zo(C)+ Z8(Z) un couple compo-
sable dont le composé est (X, 9, B"). Posons & = B(%)
et B = Q'(#'). Soit F la classe des couples (fis)e, ol
feF et se®B, Montrons que (B, F, %) e b(2). En eflet,

% et & sont des sous-groupoides de X' et on a:
«F) =By et BF) =

Soit (f, s)eF et (g, fs)e®'. On a:

(g, fs)-(f,s) = (g .f,s)eF, car g.feF;

si (g, &)eB et gs; = s, on obtient de méme:
(f, 5).(8, 81) = (f-& &) = F.

Soient (f, s) e F et (f,s)eF. llexiste g e B tel que f' =¢g'.f

et par suite:

() =(g,fs).(fis), ou (g, fs)=D'(g) .

Enfin, si (f', s;) e F et f's; = fs, il existe ge B tel que f={".g
et 1l s’ensuit:

Y

f,s)=(f,s).(gs), ou (g5 =0geB

Donc (B, F, B) e Jo(X:). Soit s I'application :
h=((®,F, &), Z, 9 8)— &, F, B)
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de Z°(C*)+Z3(X) dans &
R o= (%", F, &), (&, ¥, B")) e Z°(C" )« ZY(Z),

(£+). Si on a aussi:

on trouve:

w(h'. b) = (B", F'. F, &) = w(k').u(h),

car la restriction de ® a4 F et 3 F' est une bijection sur F et F’
respectivement. Par conséquent p définit un foncteur de
Z°(C )+ ZY(X) sur la sous-catégorie pleine de Mb(Z:) ayant
pour unités les groupoides & tels que la restriction de © 4 B
soit une bijection sur ®®).

Nous désignerons par Z°%v) lespéce de structures
(Z°(C+), Z%w), ZY(X)) ou Z°(w) est I'application :

=, P, %) — 3.

CoroLLAIRE. — Z°%n) admet pour sous-espéce de structures

Uespéce de structures (Z°(C*), Z%m), Z3(X)), ou Z%C-) désigne

la sous-catégorie de Z°(C*) dont les éléments sont les atlas de C- ;
la catégorie des hypermorphismes correspondante est équivalente

d une sous-catégorie pleine de Jb(X").
Démonstration. — 11 suffit de démontrer que, si
(@, F, &) = (Z2(C) » Z9(X))
alors on a: & = a(F) et B’ = b(F), le reste du corollaire résul-
tant facilement de ce qui précéde. Soit donc ge X tel que:
f.geF pour tout f eF.
Soit g = %(g). Si feF et a(f) = B(g), on a, par construction :
, B@) <F,
d’ou f'=(f,B(g).g<F et #{f)eF.
Par suite T(g)ea(F) et ge®B. Il en résulte B = a(F). De
méme B’ = b(F).

Application. — Soit ¥ la classe des parties A de X telles
que A c@W(e), ou eeC. La catégorie C' opére sur 4 relative-
ment a la lo1 de composition :

(f, A) = fA = classe des fa, ol aeA,
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si, et seulement si,
n(A) = {«(f)}.

Soit H D'espéce de structures [C-, =, ¥] correspondante, =
désignant aussi la projection canonique de ¥ sur Cy: A — e,
s1 A c(e). Soit §- la catégorie des hypermorphismes associée

a H.

ProrositioNn 2. — Il existe une bijection canonique ¥y, de
2Y(8) sur la classe des sous-espéces de structures [%H-, =, 5]
de m telles que B soit un sous-groupoide de €.

Démonstration. — Soit (9, @, $°) un 0-cocycle de H et soit

S =U‘D(e). Supposons zeS, ge®B et w(z) = a(g). Comme
eERe .
ze O(«(g)) et que ¢ définit un foncteur de B vers ¥, on a

gz« O(B(g)) €S. Donc [H, ', S] est une sous-espéce de struc-
tures de v, en désignant par =’ la restriction de = & S. Inverse-
ment, soit [$°, ©’, S] une sous-espéce de structures de 7 sur
lIe sous-groupoide $ de €:. Pour tout e ey, posons:

®le) = SnT(e).

Soit ge®B, e=a(g) et ¢ = f(g). Si zeP(e), on a gzeS,
d’ot gzeP(e’). Si z'eP(e’), on a de méme g1z’ ePle) et
2 = g(g7'z') « g0(e). Par suite P(e') = gl(e) et ¢ définit un
0-cocycle.

Cororraire. — Soit E la classe des sous-espéces de structures
[B, =, S] de telles que % soit un sous-groupoide de . La caté-
gorie Jo(C') est une catégorie d’opérateurs sur E, ainst que la
catégorie Jo(C).

Démonstration. — Pour tout sous-groupoide B de -, le
triplet [®, =, #($)] est une sous-espéce de structures de ¥,
de sorte que, en vertu du théoréme 1, Bb(C') est la catégorie
d’opérateurs sur Z3(J) de I'espéce de structures Z°(H). Comme
v, est une bijection de Z3(¥) sur E, la catégorie Bb(C') opére
aussi sur E, la loi de composition étant définie par:

(®', F, #y), [#, ', 3]) - [&", =", §'],

si, et seulement si, $; = R, en désignant par S’ la classe des fz
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tels que zeS, feF et (f, z2eX. En utilisant le corollaire
du théoreme 1, on voit de méme que b(C’) opére sur E.

Rappelons [3] qu’on appelle (-espéce de structures un tri-
plet [(C*, <), =, (¥, <)] vérifiant les conditions suivantes :

1) €' est une catégorie d’opérateurs sur X relativement & K
et [C-, =, X] est I'espéce de structures correspondante.

2) (€', <) est une catégorie {)-structurée et
(&, <) m (2 <) <G
3) Ona: R=((%, <), K, (€+%, <) e, ot & +2 est la

catégorie des hypermorphismes associée a [C*, &, X, la relation
d’ordre étant la relation induite par (€, <) X (X, <).

Derinition 2. — On dira que 7 = ((C*, <), =w, (¥, <))
est une espéce de structures ordonnée st 7 est une Q—espéce
de structures, si (C*, <C) est une catégorie ordonnée et si on a
fo = ((Cy, <), 7, (2, <)) e Q. On dira que 7, est une espéce
de structures quasi-inductive (resp. sous-inductive) st 7 est
une espéce de structures ordonnée, st Tjoe IV (resp. e¥F) et

st (€, <) est une catégorie quasi-inductive (resp. sous-inductive).

Prorosrtion 3. — Si 7 est une espéce de structures quasi-
inductive (resp. sous-inductive) on a: KedV (resp. eJ).
Démonstration. — Soient (f;, z)eC +X et (f, z)eC +Z.
Supposons z; << z et f; < f pour tout tel. Comme (C*, <)
f

est une catégorie quasi-inductive il existel 'ﬂ, comme
Z

« 1 inducti 1 exis

(£, <) est une classe sous-inductive, il existe z; et on a,

puisque T, e JY :

z 3

() =Uetty = Ut =), on e=aip
donc g =<LfJf,><Lsz,> est défini. Les relations :

wo =L Jor =8 Jr), on e =g
P - .
AU Jhe) =ity =\ JBe) = (o)
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fz
et fiz; << g pour tout :el entrainent ! 'f,-zi < g, d’ou, en

Sz
utilisant la relation 7, e (), l |fizl- = g. Donc KedY.
— Supposons que 7} soit une espéce de structures sous-induc-
tive. Supposons (f', 2')eC +Z (f", 2")eC 2, (f, z)eC T,
FF<<fi"<<f, 3@ <z et 2" <z Puisque:

alf 0 f) = alf) 0 olf") = =) 0 =) = 7z 0 2,
ona (f'nf" z2'nz")eC xX. De plus les relations:
E — (fl n f”)(zl n z/l) < f’z/ n f/’zll
w(z) = B(f" n ") = B(f") n B(f") = =(f'" 0 ["2")

entrainent

et

7 = flzl A f”Z” ol K - Js_

Cette proposition signifie que ¥ est une espéce de structures
quasi-inductive (resp. sous-inductive) si, et seulement si, ¥
est une JV-(resp. J-) espéce de structures, si 7o« Q' et st (€, <}
est ordonnée.

TutoriME 2. — Si 7} est une espéce de siructures ordonnée
(resp. quasi-inductive, resp. sous-inductive), alors ((C+X")", <)
est une catégorie ordonnée (resp. quasi-inductive, resp. sous-
inductive) et on a:

-

((C, <), =, (€2, <)) e Q' (resp. €I, resp. e¥F),
ou T(f, z) = f.

Démonstration. — D’aprés un théoréme de [3], ((C' «2), <
est une catégorie ()-structurée (resp. JY-structurée, resp.
J-structurée). Supposons (f, z) e C«X, (f, 2)eC %, ' <,
<z alf, z) =2 et B(f, ) =pB(f, z'). Ces conditions
entrainent :
2=, «(f) = a(f’), B =B(F) et fr=f7.
Comme (€', <C) est une catégorie ordonnée, il en résulte f = f',
d’ou (f, z) = (f’, z’) et ((C*2)’, <) est une catégorie ordonnée.
D’aprés le méme théoréme de [3], on a aussi:

(€, <), %, (C'+3, <) el (resp. eIV, resp. ).
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Si(f', ') < (f, z) et T(f', 7" = ={f, z), on trouve:
f=1r, 7 <z et ={z') = w(z), d’ou 7=z
et -
(€, <), 7, (C2, <)) e
Soit % = [(C, <), =, (¥, <)] une espéce de structures
ordonnée. Posons: v = [C, &, Y] et X = (€' +X)". Désignons
par © la projection canonique: (f, z) = f de X sur . Soit

Z°(v)) Yespece de structures construite ci-dessus & partir de y
(théoreme 1).

DeriniTioN 3. — On appelle 0-cocycle ordonné au-dessus
de (€, <) un O-cocycle (X, @, B) tel que
(2 <), @, (B, <)<l

ProrositioN 4. — Pour qu'un O-cocycle (X, ®, B} soit
ordonné, il faut et il suffit que les conditions: ee By, e B,
et ¢/ << e entrainent P(e’) << Dle).

En effet, la condition est nécessaire. Si elle est vérifide,
solent ge®B, geB et g < g On a:

Pla(g) < P(x(g),  P(g) = (g P(x(g))
P(g") = (¢, P(x(g))) < ¥(g).

Proposition 5. — Soit 7, une espéce de structures quast-
inductive (resp. sous-inductive). St (X, ®, $) est un 0-cocycle
ordonné et st (B, <) est une partie sous-inductive faible, on a:

d= (T, <) 0, (B, <)) e

et

(resp. e JF).
Démonstration. — Les conditions g,e®, geB et g < g
g
pour tout tel entrainent g’ = U gie® et:
O(g) < O(g") < V(g).

Comme (Y, <C) est une classe sous-inductive, il existe :
d@

LJ2(e) = (b 5) <2
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et on a:
_ _ [i1¢)) ) [4 B
mmw=h=wQJ®@x=LJw@w=a
en vertu du théoréme 2. Puisque:
(h,s) <P(g') et T(h,s) =T(P(g) =¢,

il résulte du théoréme 2: (&, s) = ®(g’). Donc ® eIV,

— Supposons de plus 7| sous-inductive. Soient ge $, g’ e B,
g'ed, g <get g <g Ona gng'eR et, les éléments
D(g’') et P(g") étant majorés par P(g), il existe

O(g) nD(g") = (W, s') e &;
on a: P(g' ng") < (K, ). Daprés le théoréme 2,
((c’ <)7 T, (—21 <}) EJ:,

de sorte que 'on obtient:

”

B=xk,s)=0(g)n7P(g")=¢gng" =7V (g ng").

On en déduit (B, ') =D (g’ ng") et De.

Soit Z°(Y) la classe des 0-cocycles ordonnés (X, @, HB°) tels
que % soit un sous-groupoide de € et que (#°, <) soit un grou-
poide ordonné semi-régulier. Soit Z°(C) la classe des atlas
(®', F, B) e (C) vérifiant les conditions suivantes:

1) (B, <) et (&', <) sont des groupoides semi-réguliers.

2) SifeF, eeB, et e < a(f), il existe f'e I tel que f' < f
et aff’) =e.

3) Si feF, eBy et e <B(f), il existe f"eF tel que
fr<f el B = ) )

4) 11 existe des O-cocycles ordonnés (£, @, &) et (X, @', B").

Tukorime 3. — Avec les hypothéses précédentes, Zo(n)
admet pour sous-espéce de struciures lUespéce de structures

[Z°(C), Z%=), Z%3)]. De plus
o) = [(Zye), <), L=, (2°3), <)

est une espéce de structures ordonnée, la relation d’ordre sur

Z°(2) étant définie par: (T, ¥, B') < (T, D, B) si, et seule-
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ment st, B' << B et si V' est une restriction de O. Les hyper-
morphismes correspondanis s’identifient & des atlas de X
vérifiant les conditions 1, 2, 3.

Démonstration. — Montrons que Z°(C') est une sous-catégorie
de J(C). En effet, soient

(B", F', ®)eZoC) et (B, F, R)eZo(C).

Soient feF, f'el, alf') = B(f) et e<<a(f). Il existe fyeF
tel que fi <f et a(f;) = e; comme on a

B(h) — ¢ e alF) = B(F) et ¢ < alf)
il existe fieF’ tel que fi <[ et a(fi) =¢. Il en résulte
fi-ieF F fi.fi <[ .fetafi.fy) =e. De méme sie” <<B(f'),
il existe fo.fo e F'.F tel que fi.fo <f'.f et
Bfa-fa) = €.

Done (®”, F'.F, #) appartient a Z°(C") et Z%C*) est une sous-
catégorie de H(€-). De plus (Z°C-), <) est une catégorie
ordonnée. ~

— Supposons (B, F, B) e Z°(C") et (X, @, ') e Z%) et mon-
trons qu’alors le O-cocycle (théoréme 1):

(z., (I)', 55/) _ (%r, F, 55)(2’ (I), %)

est ordonné. En effet, soient e e By, e; e By et e; < e'. Soit
feF et B(f) =¢'. 1l existe fyeF tel que fy <f et B(fy) = e1.
Si s = P(a(f)) et s, = P(a(fy)), on a: s, < s. Puisque ¥ est
une espéce de structures ordonnée, les conditions: & <
et fy <[ entrainent fis; << fs. Par construction: fs = ®'(¢’)
et fis; = ®'(ef), de sorte que D'le)) << (') et (T, ¥, B")
est un O-cocycle ordonné. Il en résulte que Z%¢*) opére sur
Z°(Y), 1a loi de composition étant la restriction de celle de
Z%(x). N

— Supposons (B, Fy, B,) < (By, Fy, B,) dans (Z°(C+), <) et :

(Z, 0y, By) < (T, By, B))  dans  (Z°(Z), <).
Soit :

(-, ®, B)) = (B, F,, BT, ¢, B), on =12
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Pour tout e e a(®;), 1l existe fiel; tel que B(f;) =¢ et
on a:
D) = f1Di(e) = fiDy(e) = Pife’), o e = «(fy),
car fie F, et @, et une restriction de ®;. On en déduit :
(T, O, B) < (21, D3, By).
Puisque 7Z%(%) :
P &)~

définit évidemment un homomorphisme strict, Z%(%) est une
espéce de structures ordonnée.

— Soit (B, F, B), (X, D, %)) = (H, F

t

= , B) (notations théo-
réeme 1). La restriction de ® &4 F, & e

?
®' étant une bijection
sur F, B, et B’ respectivement, (#’, F, &) vérifie les conditions

1, 2 et 3.

Remarque. — En général Z°(7) n’est pas une espéce de struc-
tures quasi-inductive car Z°(C*) n’est pas une catégorie quasi-
inductive.

DériniTioN 4. — On dira qu’une espéce de structures ordonnée
7, est véguliere st (X7, <) et (¢, <) sont réguliéres.

Proposition 6. — Si (€, <) est un groupoide ordonné
régulier (resp. st (€, <C) est une catégorie ordonnée réguliére
et si 7, Q"NQY), alors Vespéce de structures ordonnée 7, est
réguliére.

Démonstration. — Soit (€, <C) une catégorie ordonnée régu-
liere. Soient (f, z) € X et 2’ << z. Comme n(z’) <C n(z), il existe
f'=fr(z)eC et on a (f', 2)ed. Si (fi, m)ed, 2 <z et
fi <f. on trouve fy < f’, d’ou (i, z) < (f’, 2’). Donc (f’, 2')
est le pseudoproduit de (f, z) et de z’ dans (2, <). Si (€, <Q)
est un groupoide ordonné régulier, alors (X, <) est un grou-
poide ordonné, et, en vertu du corollaire de la proposition 7-2,
(¥', <) est un groupoide ordonné régulier; ainsi % est une
espéce de structures ordonnée réguliére. Supposons 7, « 3"NQL.
Soit 2" < fz et f" = =(z")f. On a a(f") < «(f) et, puisque la

restriction de = a la classe des minorants de z est une bijection
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sur a(f)”, il existe z <z tel que 7(z) = «(f”). Par suite
(f", z)eX. Les relations:

le < fz, f”zl (< fz et ﬁ(f”zl) j— ﬁ(f”) —— 7:(;7,”;

entrainent "z, = z”. Comme tout minorant de [ est 'image
par © d’un minorant de (f, z), 'élément (f", z) est le pseudo-
produit z(f, z) dans (X, <) et (X', <C) est assez réguliére.
Soient de plus:

(fl, fz) Ez et (g’ E) < (fl-f, z)'

Ona: g="f,.f, ou fi <fetf<f donc:
(g %) = (fla 7E> (7: z)
et (X', <) est réguliére.

Remarque. — (C, <{) peut é&tre une catégorie ordonnée régu-
liére sans que 7 soit réguliere, car 'axiome (R,) peut ne pas
étre satisfait dans (2, <7).

DErInITION 5. — On appelle espéce de structures ordonnée
(resp. quasi-inductive) étalée une espéce de structures ordonnée
(resp. quasi-inductive) 7, telle que U'on ait § e Q"NE;.

Cette définition généralise la notion d’espéce de structures
sous-préinductive étalée définie dans [1 a].

Soit 7} une espéce de structures ordonnée réguliere telle que
(€, <) soit un groupoide ordonné régulier. Soit Z2(X) la classe
des O-cocycles ordonnés (¥, @, #) tels que ® soit un sous-
groupoide régulier de (€', <C). Soit Z%C') le sous-groupoide
plein de A"(C, < (théoréme 2-3) ayant pour unités les sous-
groupoides réguliers B tels qu’il existe un O-cocycle

(2, O, B e 29X,

TatorkME 4. — [Z2(C), ZY(w), ZAX)] est une sous-espéce
de structures de 79(%) et 227) =[(ZYC), <), Lx), (ZY(X), <)]
est une espéce de structures quasi-tnductive réguliére; la catégorie
des hypermorphismes correspondante est équivalente & un sous-

groupoide de A7(Y:, <).
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Démonstration. —~—__Soient BeZC) et B, <R dans
(€, <). 11 existe (X, @, B') e Z2) et on a

(X, By, #3) = Z9(3),

ot P, est la restriction de ¢ a %;. Donc Z%C') est un sous-
groupoide saturé par induction de A7(C, <) et (ZYC), <)
est un groupoide quasi-inductif régulier, en vertu du théoréme
3-2. De plus Z%7) est une espéce de structures ordonnée.

— Si (T, O, B)eZ¥D), T, O, B)eZUX) et:
(X, O, ) < (X, 9, ) pour tout ie ],
la classe des (2, @;, B}) admet (¥, O;, B;) pour sous-agrégat,
ou By :@%i et Oy est la restriction de ¢ & By. Ainsi (Z2(T), <)

est une classe sous-inductive et on a: Z(7) € V. Ceci montre
que Z%(7)) est une espéce de structures quasi-inductive. Comme
(ZY€"), <) est un groupoide ordonné régulier, il résulte de la
proposition 6 que Z9(7)) est réguliére.

— Si (#', F, B) e w(ZC") » Z%)) (notation du théoréme 1),
on a:

F € "Q"r(-}—}} <))

car F est un atlas de X' d’aprés le corollaire de théoréme 1
et que, si z’ <<z, on a:%((f,2)z") = %(f, 2)7(z'), en vertu de la
démonstration de la proposition 6. La restriction de w® a
22(C) » Z82X) définit une équivalence de la catégorie des
hypermorphismes associée a Z)7) sur le sous-groupoide
plein de A7(Z:, <) formé des atlas réguliers F tels que la
restriction de © & & = a(F) (et par suite aussi a B’ = b (F)) soit
une bijection sur T(R) (resp. sur T(H')).

CoroLLAaIRE. —- Soit 7| une espéce de structures ordonnée
étalée. 78(7) admet pour sous-espéce de structures Uespéce de
structures quasi-inductive réguliére

ﬂf = [(é}7 <>7 Toss (Z?(z)y <)]’

ol éf‘ est la sous-catégorie pleine de C; (corollaire, théoréme 3-2)
dont les unités sont majorées dans C; et ou 1¥(Z) est la classe des
0-cocycles ordonnés (T, ®, B*) tels que B e (C7)o. De plus 7 s’iden-
tifie & une sous-espéce de structures de Y.
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Démonstration. — Comme €; est un sous-groupoide saturé
par induction du groupoide quasi-inductif régulier (G;, <)
défini dans le corollaire du théoréme 3-2, (&;, <C) est un grou-
poide quasi-inductif régulier. Soit B e (€})y; il existe eeC;
tel que B << e”™; la restriction de = a la classe des minorants
d’un élément z tel que w(z) = e étant une bijection sur la
classe des minorants de e dans Cj, I'application: g — (g, z'),

o ge B, z' <z et n(z) = ag) définit un O-cocycle (¥, ¢, &*).
Par suite % « Z%(X). Soit Fe & et (T, ®, a(F)") « Z¢Z). On a:

F(Z, @, a(F)) = (T, ¥, b(F)) e Z}(Z),

puisque I'image par ®’ d’une sous-classe saturée par induction

de (€, <) est saturée par induction dans (¥, <C). Donc 7
est une sous-espéce de structures quasi-inductive réguliére
de Z2%7). De plus v s’identifie & une sous-espéce de structures

de 7, en identifiant fe € a f> e, et ze X au O-cocycle
(2, @, (n(2)”))
tel que P(e') = z" <<z, si e = =n(z").

Remarque. — Si % n’est pas une espéce de structures étalée,
7} ne s’identifie pas une sous-espéce de structures de Z%7).

5. — Cohomologie d’ordre 1.

Soit Y+ une catégorie; soit € une catégorie d’opérateurs
sur la classe X, relativement a la loi de composition K. Suppo-
sons vérifiées les conditions suivantes, dans lesquelles nous
désignons par C' =X la classe des couples (f, z) tels que K(f, z)
soit défini et ou nous posons K(f, z)=fz, si (f, z)eC*X:

1) St se2y, on a fseX,, si (f, s)eC *2.

2) Soit (2, z) € & +C* on a (f, 2. z) e C x X 51, et seulement si,

(f, z)eC X et (f, z')eC-+X; dans ce cas: f(z'.2) = fi'.fz.
Derinition 1. — Si les conditions précédentes sont vérifiées,

on dit que X est une catégorie munie d’une catégorie d’opé-
rateurs €' relativement a la loi de composition K.
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Les conditions 1 et 2 signifient que 'espéce de structures
déterminée par (C-, X, K) est sous une espéce de morphismes
[3] (€, F) et que la catégorie 2 est la catégorie somme des
catégories F(e), o eeCy.

DeriniTiOoN 2. — On dira que (X, <) est une catégorie
munie d’une catégorie ordonnée (resp. quasi-inductive, resp.
sous-inductive) d’opérateurs (€', <) la loi de composition
étant K, si les conditions suivantes sont vérifiées:

1) X est une catégorie munie de la catégorie d’ opérateurs C-,
relativement a la lot de composition K.

2) 7 =[(C, <), =, (X, <<)] est une espéce de structures ordon-
née (resp. quasi-inductive, resp. sous-inductive) réguliére, ou
[C-, w, X] est Uespéce de structures déterminée par (C*, X, K).

3) (X, <) est une catégorie Q-structurée assez réguliére.

Dans la suite, nous supposons que (X°, <C) est une catégorie
munte d’une catégorie ordonnée d’opérateurs (€, <) relative-
ment & la loi de composition K. Nous désignons par [C, &, 2] =1
Pespéce de structures déterminée par (€, 2, K) et par 7; I'espéce
de structures ordonnée [(C, <C), 7, (X, <<)]. Soit v’ = [C, ', 2]
la sous-espéce de structures de v telle que =’ soit la restriction
de 7 & Y. Soit X la catégorie des hypermorphismes (€' xX)"
associée & v et S* la catégorie des hypermorphismes (C-x2g)-
associée a v)’. Solent © et &' respectivement les foncteurs cano-
niques (f, z) — f de Z* et S* sur €.

Prorosition 1. — (X, <) est une catégorie fonctoriellement
ordonnée [3]. St 7| est une espéce de structures quasi-inductive
(resp. sous-inductive), (X°, <<) est une catégorie quasi-inductive
(resp. sous-inductive).

Démonstration. — Solent ze X, z' € 2, 2" < z et a(z’) = a(z).

Les conditions: 7' <z et:
(z) = w(2(3)) = w(«(z)) = =(z)

entrainent z == z’, puisque 7 est ordonnée. De méme 7z’ < z
et f(z’) = B(z) entraine z=z'. Il en résulte que (¥-, <)
est une catégorie ordonnée. Soit seX; et z <s. Il existe
7' = sa(z) et on a a(z’) = a(z). Comme z <z, il en résulte
z =z. Puisque a(z) <sa(z) on a a(z) <z, dou z=a(z).
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Ainsi un élément de ¥ majoré par une unité s € X, est une unité
de X-. Supposons z €X, a(z) =08(z) et 2" <<z.z. Il existe
des pseudoproduits za(z") et z = (z,.z)a(z") tels que

a(aa(s")) = of2") = a(z),

car (¥, <) est assez réguliere. On a s’ = (za(z")) << B(z), de
sorte qu’il existe un pseudoproduit zs tel que a(zs’) = s
Les éléments:
2" et z, = (7,8") . (za(z"))
sont majorés par z et on a a(z,) = a(z) = «(z"). En vertu du
début de la démonstration, il en résulte z, = z = z". Donc
Papplication : z — z> définit un foncteur généralisé de X vers
2 et (X, <C) est une catégorie fonctoriellement ordonnée.
— Soit 7} une espéce de structures quasi-inductive; alors
(2, <) est une classe sous-inductive et, en vertu du corollaire 2
de la proposition 12-2) (¥, <C) est une catégorie quasi-
inductive.
— Soit ¥ une espéce de structures sous-inductive. Supposons
z<<zetz' <z On a:
a(z’ n z") < a(z') n a(z”)
et

m(a(z' n z")) = =n(z' n z") = =(z’) n n(z")

— 5(a(z)) n =(o() = w(a(z) 0 al")
d’ou «(z' nz") = a(z’) n «(z"). De méme
B( n ") = B(z) n B(=").
Par conséquent (2+, <) est une catégorie sous-inductive.
Soit 3 la classe des triplets (z, f, s) tels que:
zel, (f, s)eS et a(z) = fs.

TrtorimE 1. — (X, <) est une catégorie ordonnée réguliére,
la lot de composition étant définie par:

(Z’7 {5 ') (5 f, s) = (z'.f'z, f,'f’ s)

st, et seulement si, s" = [3(z) et la relation d’ordre étant définie

par:
& 1, 8)<(3 [, 9)
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st, et seulement st, [/ <f, 3 <zets <<s.(%, <)et (S, <)
s’identifient a des sous-catégories réguliéres de (¢, <<). De plus
(€, <) est une catégorie ordonnée quotient [b] de (2, <),
le foncteur projection & étant défini par: (z, f, s) = f.

Démonstration. — Montrons d’abord que 3 est une catégorie.
Soient :

h=(zf s)ed et =G, f,s)el.
Si s ==f(z), on a:
a(z'. 3) = alf’s) = f'a(z) = (" -F)s,

de sorte que (z'.f'z, f'.f, s) e &. Prouvons que & admet pour
unités les triplets (s, e, s) tels que e e C;. En effet, s1 h.(s, e, s)
est défini, on a:

h.(s; e, 8) = (z.fs, f.e,s8) =
puisque fse Xg. Si (s, e, s).h’ est défini, on trouve:
s = B(z") et (s, e 8).h = (s.ex,e.f,s) =R

Par suite (s, e, s) est une unité; h admet pour seule unité a
droite (s, a(f), s) et pour seule unité a gauche (s', B(f), '),
ou s' = (z). Le composé h'.h est défini si, et seulement si,
a(h') = (s', a({f’), s') = B(h). Dans ce cas, on a:

a(h' . k) = a(h) et B(Rh'.h) = B(R).
Soit de plus A" = (", [, s"). Si les composés h".(Rh". h)

t (h".R').h sont définis, ils sont respectivement égaux a:
R (B k)= (", ", 8") (&[5 ' f, s) = (" f"(z" - [2), ["-F -, 5)
(’L”h')h "f”'f"f;S)(,f, s)

= (&".f"(f".[)s "1, 9)-

Comme f"(z'.f'z) = "' .(f".[")z et que la loi de composition
dans X est associatlve il en résulte:

BB .R) = (B .K).h

et ¥ est une catégorie; % est un foncteur dont le noyau est la
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sous-catégorie de $- formée des triplets (z, =(z), «(z)); nous
identifierons cette sous-catégorie a X, en identifiant

(z, ©(z), a(z)) avec z;
en particulier les unités de X* sont ainsi identifiées aux unités
de X-.
— 8- s’identifie & la sous-catégorie de X* formée des tri-

plets (fs, f, 5), ot (f, s) < S,
— Soit (z', f', &) < (2, f, &) dans (X, <{); on a:

a(z', 'y sy = <s=uazf, s)

B, [ 8') = B(a") <B(z) =BGz 1, s).

Supposons aussi (z, fi, 1) << (2, fi, 81), 81 =B (z') et s, = B(z).
Comme 7} est ordonnée, les relations : f < fet z’ <z entrainent
f'z" <<fz. Les catégories (X, <) et (C, <) étant (Q-structurées,
on trouve:

z1.[17" < z.f1z et fi.-f <fi-f
DOI]S (Z{, f{: S{) . (zls fly S,) = (le.'fl/fla f],.'f,a sl) < (Zh fl) 31) . (Z, fs S)

et (X, <) est une catégorie Q-structurée.
— Si (Z, f', s') < (z, f, s) dans (£, <) et si on a
’

S=s et B() =),

les conditions: f's <fs et
7(f's) = =(B(x)) = n(B(z) = =(fs

ont pour conséquence f's = fs, d’ou B(f') = B(f). La catégorie
(€, <) étant ordonnée, on en déduit f' = f. En vertu de la
proposition 1, on a aussi z' = z. Par suite (z', f', s') = (z, f, s)
et (2, <) est ordonnée.

— Soit (z, f, s)e 3. Soit s’eT;et & < s. Puisque (€, <)
est réguliére, il existe f' = fr(s’) et on a: «(f’) = w(s'); il en
résulte (f', s")e S et f's" << a(z). (X, <) étant assez réguliere,
il existe z' = z(f's’) et on a: a(z’) = f's’; par conséquent
(2, ', s)e%. Supposons:

h=EF35)<(nfs) N=(z)3<s et ah)=pE).
Colloque Grenoble.

et
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On a %i(h) << fet ®(h') < w(s"), ot "(h.h') << f et f <<f'; on
trouve f2<f's’ et 7.fz < z(f's’) =7z'; par suite h. A’ << (2, f’, &)
Ainsi (2', ', &’) est le pseudoproduit de (z, f, s) et de s dans
(8, <). Soit s" e et s” < B(z). Il existe 2" = s"z et on a
a(z") < fs; par définition (X', <) est réguliére, de sorte qu’il
existe (f", §') = a(z")(f, s) et que ["s' = «(z"). Il S’ensuit
(z, f", s')eZ et un raisonnement analogue au précédent
prouve que (z", ", s’) est le pseudoproduit s”(z, f, s). Ceci
montre que (2, <) est assez réguliére.

— Supposons g = (7, f, s').(z, f, s) défini dans 3 et
gll — <z”’ fl/, S”) < g.
11 existe f; <[ et fy <<f'tels que f" = fi.fi, car (C, <C) est

7

réguliére; ona: h = (2, fi, s") e X, ol 7z = z(fy s"). De I’éga-

hté:
m(z) = n(a(z)) = B(f),

il résulte b’ = (21, f1, B(z)) € &, o 2 = 2'(fiB(z)). On trouve:
i

z" == z{.f1z;, d’aprés la proposition 1, car:

dl) = ' = f{lls") = alfiz), & <z .f

et
’ ’ 7’
z1.f15 << 7 .f'z.
Done A'.h = g" et (X, <) est une catégorie ordonnée
réguliére.
TakorEmME 2. — St 7] est une espéce de structures quasi-induc-

tive (resp. sous-inductive), (X', <C) est une calégorie quast-
inductive (resp. sous-inductive) et © est un foncteur quast-inductif
(resp. sous-inductif).

Démonstration. — Soient
ho= (3, fys)ed, h=(5fs)eS et h<h
pour tout ¢ e [. Comme (€, <C) est une catégorie quasi-induc-
tive, il existe [ = Lijf; puisque (X', <<) est quasi-inductive,
: s
en vertu de la proposition 1, il existe z = sz et s = Usi.
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D’aprés le théoréme 2-4 on a (f, 5)eS et:

s a(z)
s =\ Jfis = Joz) = a(@);

il en résulte b = (z, f, 5) e S etk est le h-agrégat des h;,. Donc
(i, <) est une classe sous-inductive et, en vertu du corol-
laire 2 de la proposition 12-2; (i, <) est une catégorie quasi-
inductive. De plus ® est un foncteur quasi-inductif.

— Supposons 7, sous-inductive. Soient k= (z, f;, s) e $ et
h, <<hel, ou i= 1,2. 1 existe finfeC, 2z nzy et s n sy,
car (€, <) et (£, <C) sont des classes sous-inductives. En uti-
lisant le théoréme 2-4, on obtient:

(fin fo)(sy nsy) = fisy 0 fasy = a(z) 0 a(z) = a(z; n z,),
puisque (X', <) est sous-inductive (proposition 1). On en
déduit :

h’z(zlnzz,flnfz,slnsz)ez et h' = hy n hy.
Comme : a(h') = s; ns, = a(hy) n alhy) et:

BUK) = Blzx n ) = Bz) 0 Blzs) = Blha) 0 Blka),
(S]', <) est une catégorie sous-inductive.

Soit (X;, <) une autre catégorie munie d’une catégorie
ordonnée d’opérateurs (C;, <C) relativement a K,, Pespéce
de structures (resp. ordonnée) correspondante étant v}
(resp. 7).

DeriniTion 3. — On appelle application covariante ordon-
née de ((C, <), (&, <), K) vers ((€;, <), (&1, <), K;) un
couple (p, {) vérifiant les conditions:

1) p=(6, p, €) et ¢ =(;, ¥, ') sont des foncteurs.

2) (n1, (p, V), M) est une application covariante [1 a], c’est-a-
dire on a:

Yfz) = p(ibz)  si (fz) e
3) i) = ((61, <)a P (6, <))EQ et

~

(‘[" = ((21) <)a 4/, (E, <))E Q.
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Prorosition 2. — St (p, V) est une application covariante
ordonnée de ((C, <), (&', <), K) vers

(€1, <), By, <), Ky),
Papplication { Xgp:
(z £, 8) > (b(a), p(f); ¥(s), ot (3, f s)ek
définit un foncteur ordonné de (2, <) vers (5, <)
Démonstration. — Soit h = (z, [, s) e Siona (p(f), V(s)) &5,

et :
«($(z) = ¢ = Y(fs) = p(f)¥(s),

(«(z))
dot (Y(z), p(f), ¥(s)) e En n particulier 4 Xx p(s) = {(s), si
se Xy Soit A = (&, f', & s’ = B(z). On obtient:

et
4’ XKp(k’h) f ) (f f)s "!"(
Z'>-4J(f’Z), p(f’)-p(f), 4(s)
x p(7').v Xx p(h),

car $(f'z) = p(f')¥(z). Donc 4 Xxp définit un foncteur.

DEFINITION 4. — Avec les hypothéses du théoréme 1, on
appelle (2, <) le produit croisé ordonné de (€, <) et de

(X, <) et on pose: (2, <) = (2 xXxC,<). St (p, {) est une
application covariante ordonnée de ((C, <) (X, <), K) vers

(€1, <), (51, <), Ky), on appelle (3, § Xx p, &) (proposition 2)
le produit croisé de (p, ¢)

Prorosition 3. — Soit C une sous-catégorie de C'. Pour
que (¥, @, C) soit un foncteur tel que wP(f) = [ pour tout

feC, il faut et il suffit que Uon ait: O(f) = (3(f), £, ¢(«(f))),

oty ¢ est une application de C dans X vérifiant les conditions :
(H) =0  ¢(C)c

et

o(f'.f)=o(f").f'e(f), st (f, HeCxC.

Démonstration. -— Soit (f, ¢, C) un foncteur tel que

nd(f) = f. Posons:
o(f)=2 si  Qf)=(fs)
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On a =g(f) = B(f). Si e<C;, la relation ®(e) e, entraine
o(e) e Xy. Soit feC, f'eC et alf') = B(f). On trouve:

Of".f)=((f" 1), f-f, )=0(F).Qf)=(ef).f'o(F): f'-f, s

de sorte que (H) est vérifiée. Inversement soit ¢ une applica-
tion de C dans X satisfaisant & la condition (H). Soit feC
et a(f) = e. Posons: ®(f) = (3(f), f, ¢(e)). On obtient:

¢(f) = ?(f-e) = ¢(f)-fole), ~ dou  a(3(f)) = fo(e)

et O(f) e X. Si de plus f' eC et a(f’) = B(f), on a:
() ‘l’f (#(f)-F9(F), '-F, 9(e)) = @(f'.1)-

Par suite (2', P, C) est un foncteur.

Cororratre. — St (S°, @, C*) est un 0-cocycle de v', Vapplica-
tion: f— ®B(f)), o feC, vérifie la condition (H).

DériviTioN 5. — On dira qu'une sous-catégorie C de ¢
engendre (C', <) st C est une sous-classe saturée par induction
de (C, <) et si, pour tout feC, il existe une sous-classe F de C

i S
telle que f = UF

Remarquons que cette définition est surtout intéressante
dans le cas ol (€', <C) est une catégorie quasi-inductive.

Si €, et C, sont deux sous-catégories de C' engendrant
(€, <), alors (; n C, engendre aussi (¢, <C).

DeriNitioNn 6. — On appelle 1-cocycle ordonné un triplet
(2+, @, C), o C est une sous-catégorie engendrant (C', <)
et ot 9 est une application de C dans X vérifiant la condition (H).
Le foncteur (-, @, C) correspondant sera appelé foncteur croisé
associé a (X, g, C).

Nous désignerons par Z! (X, &) la classe de tous les 1-cocycles
ordonnés § = (X, ¢, C') et par Z 'application: § — &, @, C,
ou (Z', o, C') est le foncteur croisé associé & (¥, ¢, C). Nous
écrirons ausst (f) au lieu de ¢(f), si feC.

D’ apres le corollaire de la proposition 4, tout O-cocycle )
de v’ sur une sous- catégorie C engendrant (€, <) détermine

un 1-cocycle ordonné, qui sera dit associé d P.
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Derinition 7. — On appelle équivalence croisée ordonnée
un triplet (9,, T, @) vérifiant les conditions suivantes:

1) o= (2, o, Gi), ot i = 1,2, sont des 1-cocycles ordonnés.
Soit C=C;nC,.

2) © est une application de Cy dans Xy telle que

W) 0a(f) = eu(f).frle) si feC, e=«(f), & =p(f)

Dans la suite nous dirons équivalence croisée au lieu de
« équivalence croisée ordonnée ».

ProrositioNn 4. — Soient §, = (X, ¢, C;) deux 1-cocycles
ordonnés et C = C; n C;. Pour que (§,, T, @) soit une équiva-
lence croisée, tl faut et il suffit que (D,, ©, O,) soit une équivalence
naturelle, ot @, est le foncteur restriction de %(3;) a C.

En effet, soit feC, ¢ = a(f) et & = B(f). On a:
() (91(F); 1, 9ale)) = (2alf), [ Pale)) -7(e)

si, et seulement si, t(e').o:(f) = @2(f).f(e)

TatoriME 3. — Soit § = (X, ¢, C*) e ZY2r, C'). Les condi-
tions suivantes sont équivalentes:

1) (2, ¢’y C), =, ) est une équivalence croisée.

2) 7 est une application de Cq dans Xy telle que a(t(e)) = ¢(e)
pour tout e e Cq et ¢’ est Uapplication de C dans X définie par:

9'(f) = (). ¢(f)-f=(e)
si feC, e=alf), ¢ =235

Démonstration. — Si la condition 1 est vérifiée, la condition 2
est évidemment satisfaite. Inversement supposons la condition
2 vérifiée et montrons qu’alors (2-, ¢’, C*) est un 1-cocycle
ordonné. En effet, soit ee C;. On a:

7'(e) = t(e).9(e).7(e) = Blx(e)) « N,

Soit fe C, e= a(f) et ¢ = B(f). Comme § est un homomor-
phisme croisé, on trouve:

a(t(e’)) = 9(e') = B(e( a(fx(e)) = fe(e) = «¢(f),
de sorte que fc(e).go(]").]"'t(e)“’L est défini. Supposons

(f'sf)eC-«C- et  B(f)=¢".
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Le composé ¢'(f).f'¢'(f) est défini, car:

B{f'e'(F)) = B(F=(¢") = ale’(f")),

et on a:

?'(f')-f’?’(f)='f( ') 9lf) fe(e) 1 (3{e’)  9(f) - fr(e)™)
— <" .9l o) Fr(e) = 7 f).

Ainsi ¢’ définit un 1-cocycle ordonné et (¢', =, ) est une équi-
valence croisée, ou 3’ = (X, ¢/, C) car:

w(e')-¢(f) = ¢"(f)-f=(e).

CorovrraIre. — Soit C une sous-catégorie engendrant (C-, <).
Soit T une application de Cq dans X5 telle que:

x(t(e’)) = fa(z(e)) 8t feC, e = a(f), e’ = Bif).
Soit g. Uapplication: f—=(e’).fz(e)™. Alors (%, =, azf) est

une équivalence croisée, o 3. = (X°, o, C-).

En effet, 'application: f—(f, «(z(e))) définit un O-cocycle
de 1 et, en vertu du corollaire de la proposition 3, P'appl-
cation atf} de C dans X définit un 1-cocycle ordonné. Le
corollaire résulte donc du théoréme 3.

DEriniTioNn 8. — On appelle 1-cobord ordonné un 1-cocycle
ordonné g tel qu’il existe une équivalence croisée (9, =, Z71P)),
ot @ est un O-cocycle ordonné de 7'.

Les 1-cobords ordonnés sont donc les 1-cocycles ordonnés
9. du corollaire du th. 3 tels que ((X-,, <), «7, (C,, <)) 0.
Si ©" est un O-cocycle ordonné de ¥ tel que 7’ = ar, alors le
1-cobord 9. peut aussi étre représenté par le symbole T ..

Soit B*(2r, €°) la classe des 1-cobords ordonnés. En vertu
de la proposition 3, ¢ est un 1-cobord ordonné si, et seulement

s1, il existe un 0-cocycle ordonné ® de %’ et une équivalence
naturelle (Z(%), T, P).

Prorosition 5. — La relation p définie sur ZM(%:, C*) par:
¢~ 9 si, et seulement si, il existe une équivalence croisée
(@', 7, 9), est une relation d’équivalence et B1(X:, C*) est saturée
relativement a p.

Démonstration. — p est réflexive car (9, @, ) est une équi-
valence croisée, ot gy(e) = P(e) pour tout e e Cy. Soit (¢/, 7, 3)
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une équivalence croisée; les relations:
©W€).3() =F(f).fxle) et (e)edy
entrainent :
fr(e) « Iy et B(f).fr(e)™ = (e)7*.%(f),
de sorte que (9, 7%, §’) est une équivalence croisée, ot
t71(e) = t(e)1.

Ainsi p est symétrique. Soient (@, T, 9;) et (Ps, 7/, Pp) deux
équivalences croisées et g, = (X, ¢, C;). Posons

C=CnCnC,
Soit feC, e=a(f) et & = B(f); on a:

v(e').7(e") . galf) = 7(¢) - 9a(f) - fr(e) =
= 9a(f) . f(v'(¢) .x(e))-
Donc (93, 7'.%, 3;) est une équivalence croisée et @~ Ps.
Ainsi p est une relation d’équivalence.

9a(f).f7'(¢) . fx(e)

DEFINITION 9. — On appelle classe de cohomologie d’ordre 1
une classe d’équivalence T mod p, ott § e Z1(X-, €'). Soit HY(Z-, €')
la classe des classes de cohomologie d’ordre 1.

Soit § = (¥, ¢, C) un 1-cocycle ordonné. Il résulte du
théoréme 3 que la classe gmod p est la classe des triplets
(X, ¢', C;) construits de la fagon suivante: soit C; une sous-
catégorie engendrant (€', <C) et soit C; == Cn C,;; soit 7 une
application de (C;), dans Xy telle que a(z(e)) = ¢(e) pour tout
ee a(C,); alors ¢’ est une application de C;, dans X vérifiant
la condition (H) et telle que, pour tout feC; on ait:

¢'(f) = =(e').9(f).fr(e)™, ou e=ualf), & =B(f).

Supposons que 7 soit une espéce de structures quasi-induc-
tive. Soit B une sous-catégorie réguliére de (C, <) telle que

(®, <) soit quasi-inductive. Soit I/ = = (B,). Alors
(5/B), <)

admet (#', <) pour catégorie ordonnée d’opérateurs; soient
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7B, B) et HUE /R, #°) la classe des 1-cocycles ordonnés
et la classe de cohomologie d’ordre 1 correspondantes.
Soit NY(€, <) la classe des triplets (U, ¢, ®) tels que:

1) ¥ est un foncteur quasi-inductif de la sous-catégorie
%' sur une sous-catégorie $" de €

2) (tar. W, {, @) est une transformation naturelle, ol g
désigne le foncteur injection de % dans C-.

3) (€, <)y &y (B, <)) e,

NY(C:, <) est une catégorie pour la loi de composition :
(', 4, R AT, 4, B) = (W1, Ty, B)
si, et seulement si,
# =Y®H), ou (V. Y)e) =y (V(e)).Y(e)

(c’est-a-dire pour la multiplication latérale des transformations
naturelles correspondantes).

Proposition 6. — NY(C', <), est un groupoide d’opérateurs

sur | JZ2(3 /B, ) et sur | JHV(E /B, B°).
Démonstration. — Soit (', 4, B)e NY(C, <)y,
= (B/B), 3, B ) e TN B, B) et B = V().
La catégorie W(B) engendre (#-, <). Soit ¢’ I'application :
g—>Ye)p(T(g), ov geW(B) et W) =plg).
Soit g'e W'(B) et a(g’) = f(g); on a:

(#(Fg")). ¥ (g")e (T (g)))
=¢'(¢")-8'9'(8),
ou 1F(e”)lzﬁ(g'), car (") ¥ (g) = g'.4(¢'). Par suite

(Z[®'), ¢, ¥(B)) est un 1-cocycle ordonné, qui définit le
compose de (F, 4, B) et de 3.

— Si he HY(Z:/®, #) et §eh, le composé (¥, §, B) h est la
classe :

(B/%), ¢', ¥(B)) mod. ¢.
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6. — Applications.

A) Cohomologie a valeurs dans un faisceau de groupoides :

Soit E un espace topologique et € la catégorie ayant pour
éléments les couples (U’, U), ou U et U’ sont deux ouverts
de E et U’ c U, la lot de composition étant définie par:

(U”, U .(U", U) = (U", U).
€' est munie de la relation d’ordre définie par:
(Ug, Up) < (U’, U) si, et seulement si, UjcU" et U;cU.

Soit X' un groupoide muni de la catégorie d’opérateurs C-
relativement a la loi de composition K; soit n = [C, w, X]
Pespéce de structures correspondante. (X, <C) est munie de
la catégorie quasi-inductive d’opérateurs (C', <) relativement

a K, la relation d’ordre sur ¥ étant définie par:

z <z si, et seulement si, z = (w(z), =(z))z.

L’espéce de structures quasi-inductive 7 est étalée.

Les O-cocycles ordonnés sur € s’identifient aux sections de =
sur E. Toute sous-catégorie pleine saturée par induction C
de €' dont la classe des unités forme un recouvrement de E
engendre (€, <<).

Pour que 2¢ soit un faisceau de groupoides sur E [6], il faut
et 1l suffit que 7 soit une espéce de structures compléte [1 a].
Supposons qu’il en soit ainsi.

Tutortme 1. — Il existe une bijection canonique de H (X, C*)
sur le premier ensemble de cohomologie [6] a valeurs dans le
faisceau de groupoides Xr.

Démonstration. — La notion de 1-cocycle ordonné est diffé-
rente de la notion de 1-cocycle au sens de [6]. En effet, un
1-cocycle au sens de [6] peut étre défini, en utilisant notre
terminologie (différente de celle de [6]) de la fagon suivante:
soit C une sous-catégorie engendrant (€, <C). Soit I un
ensemble d’indices. Soit ¥; un groupoide dont les éléments sont
des triplets (U, j, 1) e Cg X I X I, la loi de composition étant
définie par:

(U, ', i').(U, j, i) = (U, j’, i) si, et seulement si, U’ =U, j=1".
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Nous supposons que les conditions (U, i, i) e X, et (U, 7, j) ey
entrainent (U, j, i) e X;; de plus C: opére sur 2; relativement
a la loi de composition K, : (U, U)(U, j, i) = (U’, j, t) (c’est-
a-dire: si (U, j, i) e X, alors (U, j, i) e &, pour tout U’ < U).
Munissons 2,; de la relation d’ordre:

(U, 1, )Y <<(U, j, i) s1, et seulement si, U' c U, j'=jet ' =1

Alors (¥;, <<) admet (C-, <<) pour catégorie ordonnée d’opé-
rateurs relativement & K;. Un 1-cocycle au sens de [6] s’identi-
fie & une application covariante (i¢, ¢) ordonnée de

(C, <), (B <), Ky vers (G, ), (B, <), K).

Soit § = (X, ¢, C)eZ} (X, C); soit 2; le groupoide formé
des triplets (U”, U, U") et (U”, U’, U) tels que

U'cU' cU, U e Cy;
% détermine P'application covariante (ig, §) telle que
$(U", U, U) = (U", U)e(U’, U)

(= « restriction » de ¢(U’, U) a U”). Inversement soit (i¢, ¥)
une application covariante définissant un 1-cocycle au sens
de [6]. Pour tout U e C,, choisissons un (U, i, i) € ¥; et posons
e(U) = (U, ¢, ¢). St U cU et st ¢(U’') = (U’ 4, 1), posons
o(U’, U) = Y(U’, j, 1). Alors (¥, g, C) est un 1-cocycle ordonné.
Le théoréme résulte donc de la définition de 5 et de la défini-
tion de la relation d’équivalence sur I’ensemble des 1-cocycles
de [b].

Nous discuterons dans un autre article le rapport entre les
notions de feuilletages de seconde espéce définis par des atlas [4]
ou par des classes de cohomologie d’ordre 1 dans un faisceau
de groupoides [6].

Remarquons que la définition de [6] utilise essentiellement
le fait que les seuls morphismes de € sont les couples définis-
sant la relation d’ordre et que X est un groupoide et ne pourrait
pas s’étendre au cas général que nous considérons ici.

B) Structures transverses d’'un feutlletage :

Soit (T, T’) un feuilletage topologique localement simple
sur E. Soit H’ le groupoide d’holonomie complet construit
au n°® 3.
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Dérinition 1. — On appelle groupoide d’holonomie rela-
tivement complet le sous-groupoide plein H' de H' ayant
pour unités les atlas complets saturés qui sont majorés par un
élément de H,.

Comme H’ est une sous-classe saturée par induction dans
(H', <), le groupoide (H’, <) est quasi-inductif régulier.

Supposons que §| = [(H’, <), =, (¥, <<)] soit une espéce
de structures ordonnée et soit &' la catégorie des hypermor-
phismes associée a [H', =, X]. Soit 3 la classe des 0-cocycles
ordonnés (T, O, B°) tels que B e ﬁ(’,, que nous mumnissons de
la relation d’ordre induite par (Z%2X), <) (th. 4-4). Soit =
la restriction de Z=w) a 3.

Une sous-classe n-compléte de X est une sous-classe C de 2,
saturée par induction et par agrégation et telle que:

w(sns’) = =n(s) n w(s’),

siseC, s"«C etsisns’ est défini. On dira que 7 est compléte
[1 a] si toute sous-classe w-compléte C telle que =(C) admette
un sous-agrégat admissible dans H’ admet un agrégat dans X.

Prorosition 1. — Si 7| est étalée et compléte,

7=, <), % & <)

est une espéce de structures quasi-inductive étalée, dont ¥, est
une sous-espéce de structures.

Démonstration. — Soit Fe H' et x, o, Zi(F)')c—:-ﬁ. Soit :
(5, ¥, B(F)) = F(S, Bfa(F), a(F)),

ot P/a(F) est la restriction de ® a a(F) (notations corollaire
du th. 4-4). Soit g = (U,, g, U,) e b(F); il existe une sous-classe
C de b(F) dont g est un sous-agrégat admissible. Comme ®’
est une bijection de C sur ¢’(C ), les classes <I)'(oc( )) et ®°(B(C))
sont complétes et, puisque ~q est supposée complete elles
admettent des agrégats o et o’ respectwement Ona: ¢ = go,
car g's’ < go pour tout g’ e C et s’ e a(C). Par suite, en posant
®’(g) = (g, o), on obtient le 0-cocycle ordonné (T-, ®',b(F)")
de 7. Un raisonnement analogue & celui du théoréme 4-4 et
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de son corollaire montre que H’ opére sur X relativement
a la loi1 de composition :

F&, ©, a(F)) = (T, ¢, 5(F))
et que ¥ est une espece de structures qua51 -inductive dont 7
est une sous-espéce de structures.

Derrnition 2. — Si 4 = [(H, <), #, (8, <)] est une espéce
de structures quast-inductive, un 0-cocycle ordonné de 7 sur H’
sera appelé f-structure transverse du feuilletage (T, T').

On peut ainsi construire par exemple une structure diffé-
rentiable transverse sur (T, T’). Si U est un ouvert simple, soit
=(U) la classe (supposée non vide) de toutes les structures r

fois différentiables sur les ouverts de l'espace transverse U
(dont la topologie est la topologie quotient de la topologie

induite par T). Soit ¥ la classe réunion des =(U). Le grou-
poide H’ opére sur X, le composé (U’, f, U)s, ou =n(s) = U,
étant par définition la structure r fois différentiable image
de s par 'homéomorphisme f. Munissons £ de la relation
d’ordre :

s’ < s s1, et seulement si, U = =(s') << n(s) = U et
si 'image de s’ par Dl'injection canonique u de U’ dans U
est la structure différentiable induite par s sur uw(U’).
n=[(H, <), = (£, <)] est une espéce de structures
ordonnée étalée compléte. Un O-cocycle ordonné o de 7 sur
# < Hy sera appelé structure r fois différentiable transverse

sur #. D’aprés la proposition 1, H opére sur la classe 3 des
structures r fois différentiables transverses; soit # l'espéce
de structures quasi-inductive correspondante. Un 0-cocycle
ordonné de ¥ sur H' sera appelé structure r fois différentiable
transverse de (T, T'). D’aprés la proposition 1, une telle struc-
ture transverse s’identifie & un O-cocycle ordonné de # sur H'.

Soit (X, ®, H’) une telle structure r fois différentiable.
Considérons sur le groupoide ©O(H’) I’espéce de structures
dont les structures se projetant sur s e ®(Hg) sont les formes
différentielles de degré p sur s. Soit 7P 'espéce de structures
ordonnée correspondante, qui est définie facilement. Un
0-cocycle ordonné de 7# peut étre appelé forme différentielle
transverse de degré p. Les formes différentielles transverses
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forment un module différentiel gradué £* = (4*) relativement
a Popérateur d. On définit par la méthode classique la coho-
mologie H*(4*) en posant:
HA(E7) = Zr(47)/Br(E9),
ou Z*4*) est le noyau de l'application d de %" dans £+ et
ou B*(4*) est 'image d({"7) < 4.
On définirait de méme les notions de champ de vecteurs

transverses, de champ de tenseurs transverses, de structures
riemanniennes transverses, de connexion transverse,... (voir

ausst [4]).

Une construction analogue a partir de 'espéce de structures
[H, =, 2] telle que 7(U) soit ensemble des topologies sur U
plus fines que la topologie de U conduit & définir les structures
topologiques transverses d’un feuilletage. En particulier on a
la structure topologique transverse canonique en associant

a U la topologie de U. On peut également construire les struc-
tures de feuilletages transverses: a une telle structure est
associé un feuilletage (T, T;) sur E tel que (T;, T’) soit ausst
un feulletage.

C. Eléments transverses en un point ou le long d'une feuille :
Soit H” le groupoide d’holonomie pointé, dont les éléments
sont les (', U', f, U, ) tels que:

(U, f,U)eH, zeU, 2'eU et x' e f(z),
muni de la lo1 de composition :
<x”’ U”, f/’ Ul’ xl)'(x', UI’ f’ U, x) — <x”, UII’ f’f’, U’ x).

Si F est une feuille de (T, T’) la classe des (2, U’, f, U, z)
tels que z e I est un sous-groupoide de H”, noté H"(F). Soit V
la classe des éléments (U, z, s, ¢), ol U est un ouvert simple,

ze U, s est une structure r fois différentiable sur U et ¢ un

vecteur sur (U, s), de source £. H” opere sur V (si cette classe
n’est pas vide) par la loi de composition:

(@, U, f, U, 2)(U, 2, s, v) = (U, &, fs, fv).

Soit v l'espéce de structures correspondante. Un 0O-cocycle
de v sur H"(F) est appelé vecteur transverse le long de F. Un
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O-cocycle de v sur le sous-groupoide H"(z) formé des
(z, U, f, U, z) est appelé vecteur transverse en z.

Soit o= (¥, ®, H’) une structure r fois différentiable
transverse de (T, T’). Soit V(s) ’ensemble des vecteurs trans-
verses associés & o, ¢’est-a-dire 'ensemble des vecteurs trans-
verses 1, tels que:

Y, (U) = (U, g, s, ¢), ou s e D(Hy).

V(o) est muni d’une structure d’espace fibré vectoriel de base E.
On étend de méme les autres notions de Géométrie diffé-
rentielle.

D. Catégorie d’holonomuie :
Soit H' la catégorie dont les éléments sont les triplets

(U', f, U) tels que 'on ait (U”, f, U)e H et que U” soit un

ouvert saturé de U’. On munit H’ de la loi de composition :
(U, f1, Uy) (U, £, U) = (Ug, A1f, U) si, et seulement si, U;=U’,
et de la relation d’ordre:

(Ug, fi, Up) < (U4, f1, Uy) si, et seulement si, U; < Uy

et
(Ulzla f27 U2> < < ’{7 fl, Ul)y 0f1 (Uli,a fia Uz) € H,'

Alors (H', <C) est une catégorie ordonnée réguliére.

DerintTioN 3. — On appelle (H', <) la catégorie d’holonomze
associée a (T, T').

Soit (¥+, <) une catégorie admettant (H’, <) pour catégorie
ordonnée d’opérateurs relativement & K. On peut alors définir
les 1-cocycles ordonnés, les 1-cobords ordonnés et les classes
de cohomologie d’ordre 1 correspondantes.
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COMPLETION DES CATEGORIES ORDONNEES
par Charles EHRESMANN

Introduction.

Etant donnée une catégorie ordonnée régulicre (&', <),
on appelle complétion de (€', <C) une catégorie quasi-inductive
réguliere admettant € pour sous-catégorie réguliere et dont
tout élément est un sous-agrégat d’éléments de C. Le probléme
umversel de la complétion est le suivant : associer canonique-
ment A une catégorie ordonnée réguliére une complétion
« minimale ». Nous montrerons que ce probléme a en particulier
une solution si (€', <) est une catégorie sous-prélocale régu-
liere vérifiant la condition (P), la complétion étant alors une
catégorie sous-locale (et locale si (€, <C) est prélocale). Plus
généralement, nous construirons des plongements d’une caté-
gorie ordonnée réguliere dans des catégories quasi-inductives
réguliéres.

Le paragraphe 1 associe 4 une catégorie ordonnée réguliére
(€', <) une catégorie (-structurée de fusées, qui admer
pour quotient la catégorie quasi-inductive des fusées max’-
males. Le paragraphe 2 est consacré a I’étude d’une sous-
catégorie de la catégorie des fusées, a savoir la catégorie
des fusées strictes régulieres; elle admet pour catégorie
quotient la catégorie des fusées strictes maximales. Si (€', <)
est préinductive, la catégorie des fusées strictes maximales
a une sous-catégorie inductive, qui est une complétion de
(€, <). En considérant certains couples (JF;, F), o F, est
une fusée majorée par la fusée stricte F, on obtient la notion
de superfusée. Les superfusées, qui font I'objet du paragraphe 3,
forment une catégorie quasi-inductive réguliere. On montre
que, s1 (€', <C) est sous-prélocale et vérifie la condition (P), elle
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admet pour complétion « universelle » une catégorie sous-locale
réguliére quotient d’une sous-catégorie de la catégorie des
superfusées.

Ces résultats ont été résumés dans 2 Notes [0] Le cas
particulier des groupoides sous-locaux a été étudié dans [3].
Dans un prochain travail, nous étudierons le probléme de la
complétion d’une catégorie sous-prélocale au-dessus d’une
catégorie sous-locale, généralisant les théorémes indiqués dans
[4] pour les groupoides sous-prélocaux, et nous montrerons
comment les catégories des fusées, des fusées strictes et des
superfusées interviennent dans divers problémes, en parti-
culier celui de la cohomologie. '

Cet article est la suite de [1] et nous supposons connues les
notations et la terminologie des n% 1 et 2 [1]. En particulier,
si €' est une catégorie, nous désignons par €, la classe de ses
unités, par €y la classe des éléments inversibles, par o et
les applications source et but. 51 A et B sont deux sous-classes
de €, les classes B.A et BA sont respectivement formées de
tous les composés b.a et de tous les pseudoproduits ba tels
que beB et aeA; on pose Ay = And,

1. Fusées dans les catégories ordonnées.

Dérintrion 1. — Soit (€', <) une catégorie ()-structurée.
o

On appelle fusée ncutre de (€, <) une sous-catégorie B de C
périfiant les conditions suivanies :

1) (B, <) et (By, <<) sont des catégories semi-réguliéres.

2) Soient feB et f'eB. St alf) =a(f’) (resp. B(f)=B{f')),
existefye Bet geBytels quefy < fetg.fy <[ (resp.fi.g <f').

Si 4 est un sous-groupoide de €, alors # est une fusée neutre
de (€', <) s1, et seulement si, ($, <) est une catégorie semi-
réguliére. N

81 € est une fusée neutre de la catégorie Q-structurée (', <7),
alors (€, <) est semi-réguliére et toute sous-catégorie pleine
de €', saturée par induction dans (€, <), est une fusée neutre
de (€, <).

Soit (€', <) une catégorie Q-structurée semi-réguliére telle que
(€}, <) soit un groupoide Q-structuré semi-régulier.
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DeErinrrion 2. — Soit B une fusée neutre de (€', <<). On
appelle fusée a droite de (€', <) compatible avec # une sous-
classe F de C vérifiant les conditions suivantes:

(F;) On a F.% =TF. Pour tout ee®,y, tl existe e ea(F)
tel que ¢ <e.

(Fy) Sotent feF, eeBy et e < a(f); il existe fy el tel que
L <fetaf)=e.

(F3) Sotent feF et f'eF. St B(f) =B{f), il exviste fyeF,
fielF et ge®y tels que [y <f, [Lr<<[ et fi.g="f1

On appelle fusée & gauche de (€', <) compatible avec .5
une fusée a droite de (C*, <) compatible avec B, ot C* désigne
la catégorie duale de €.

Dans la définition 2, on peut remplacer la condition (F;)
par: Soient feF, f'eF et B(f)=B(f). Il existe fielF
et ge By tels que fy <f et fr.g<<f".

Derinirion 3. — On dira que (%', I, B) est une fusée de
(C,<<) st B et B sont des fusées neutres de (€', <) et si F est
une fusée a droite de (€', <C) compatible avec B et une fusée &
gauche de (€', <) compatible avec B'.

En particulier, tout atlas (', F, B) de ¢ tel que # et &'
soient des fusées neutres de (€', <) est une fusée de (€', <0).

(Voir [11.)

Prorosition 1. — Soit (B, F, B) une fusée de (C', <).
Alors a(F) et B(I) sont des sous-classes saturées par induction
de By et de By respectivement. Soient feF et f'eF tels que
B(f) et B(f') admettent un minorant e dans (S, <C); il existe
fieF et ge® tels que f, <f et fi.g<<f'. (On a de méme la
propriété duale.)

En effet, la premiére partie résulte des conditions (F,) et
(F,). Comme e << 8(f), il existe [ « F tel que f < f et B(f) = e;
il existe aussi f'<f’ tel que f'eF et B(f')=e et la propo-
sition résulte de la condition (F;) appliquée aux éléments
fetf.

_ Soit I une classe d’indices. Soit ((¢', I), <C) la catégorie
Q-structurée semi-réguliere définte de la fagon suivante:
(€, I) est la catégorie produit € X (I X I)t, ou (I X I)*
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est le groupoide des couples (j, ©)el X I mum de la loi de
composition :
(', )Y L(j, 1) = {(j', 1) si, et seulement si, i’ = J.
(€', 1) est munie de la relation d’ordre définie par:
18 <1
si, et seulement s1, i’ =1, ' =] et [ <[

S1 C est une sous-classe de €, pour tout (j, 1) e I X I, nous
noterons (C, j, t) la sous-classe de (€', I) ayant pour éléments
les (e, j, 1) tels que ce C.

Soient (’j, el X I et i z£) Soient B, B et F des sous-
classes de €. Boit (7, 7, 1) la classe réunion de (%, 1, 2), (R, 5, j)
et (F, 7, 1). Pour que (R, F, #®) soit une fusée de (€', <), il

faut et 1l suffiv que (J, 7, ) soit unc sous-catégorie de (€7, 1)
et que

= ((®', 1, 7), (F, [, 1), ($,1,1))
soit une fusée de ((F, j, i ), <). Dans ce cas, ((F, 5, 1), <)

est une sous-catégorie semi-réguliere de (€', 1), <).

Tutorime 1. — La classe F(C', <) des fusées (&', F, £)
de (€', <) est une catégorie pour la loi de composition définie
par:

(B, F, By (B, F, #) = (B, F'. I, B)
st, et seulement st, By = K.
Démonstration. — Soit (%', F, B) e HC', <); on a
(B, B, B) e FC, <), (B, B, B eIE, )
et
(B, F, B).(B, B, B) = (&, F, &)= (B, &, &). (&, F, B),

puisque F.B% = F = &' . F. Soit (8", I, ®") e F(C, <). Mon-
trons que (B, F'.F, &) est une fusée de (€', <). En effet, on a:

F.F.&=F.F=%&.F.F.

Supposons feF, el et alf’)=B(f). St eeBy et e<alf),
il existe f; e F tel que f; <C f et a(f,) = e; comme

Bl eBF) =B et B(fy) < af),
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il existe fi < f’ tel que fie ¥’ et «(f]) = B(f.), d’on
fi-he¥.F,  fi.hi <f.f et «fi.fi) =e

Démonstration analogue sie” <<f(f'.f). —SoitfeFetf eF’,
tels que of) = B(F) et aff) —af). U existe f <f, [ <T
et g'eBy tels que fi=g'.f;. Comme F’ est une fusée de
(€7, <), 1l existe f1 e F' tel que fi <[’ et a(f;) = B(g'). D’apres
la proposition 1, les relations fi.g’e F'.®' =F', f'eF et
a(g') << a(f’) entrainent qu’il existe f"eF’', fieF’ et g By
tels que [ <f', f"<<fi.g" et f"=g".f1. Puisque «(f;)e By
et a(fs) < B(F2) il existe fac F tel que fo <7y et B(Fs) = a(f3)

et il existe g ey vérifiant les conditions:

a<g et algy=afy).
On en déduit:
711-72‘< 71-77_ gi-fz“—'Fa
g-fe<g.fr=F(<f
ffoatel et Mg <(fig).g T <[

Donec o

o) g T < FLF, Tifa <T.7
et g (fifa) = (f" g) (g o) <f'-f

On montre de méme que la condition duale est vérifiée.
De plus sie e B, il existe f e F tel que a(f) << e; comme B(f) e 5,
il existe [ e F' tel que a(f") <<B(f) etilexiste f; e F tel que f; <f
et B(fy) = a{f’); il enrésulte f'.f, e F'.F et a(f’.f;) <e. Donc
(8", F'.F, B) est une fusée de (€', <). Comme la loi de composi-
tion entre classes:

(F', F) - F".F

est associative, on en déduit que F(C', <)' est une catégorie.
Nous identifions la classe des unités a la classe des fusées
neutres de (€, <{) en 1dentifiant (B, B, B) avec B.

Pour tout feC, nous désignons par f~ la classe des mino-

rants de f.

Derintrion 4. — Nous dirons que (€', <) vérifie la condition
(C) st, pour tout feC, le triplet (B(f)>, 7, «(f)”) est une
fusée de (C', <).
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Prorosition 2. — Supposons que (C', <) vérifie la condition
(C) et sott CF la sous-classe de C obtenue en saturant par induc-
tion Cy dans (C, <). Alors (Cy, €3, ;) est une fusée de (C', <C).

Démonstration. — €y est une fusée neutre de (€', <) et
C% est saturé par induction dans (€, <{). Soient geCy et
g eC3 tels que a(g) = a(g’) =-c. 1l existe yely et Yy eCy
tels que g <<y et g <y'. Puisque (€}, <) est semi-régulier,
il existe y; € Gy et y; € &y tels que:

n<y, Y71<Yy et an)=e=ay)
Comme vy~ définit une fusée, 1l existe g <{ g et YeCy tels
que ¥.g < 3. Soit vy « Cy vérifiant ; <vy;.v7" et a(yy) = B(3).
Les relations :
Yi:Y-& <Y1I-T—1"1«Y1 <Y’, g <v

= s ’
et a(V1-¥ &) = alg) < «(g) = a(g)
assurent, en vertu de la proposition 1 apphiquée a la fusée
déterminée par v~ , existence de gy < g’ et de ¥’ e ¢ tels que:

Yoo <(h¥-&
Soit Y. e €y tel que ¥, <¥,.¥ et B(T,) = B(¥'). On obtient:
YRV S et TRY)d <O heTe < e

Amnsi €3 est une fusée compatible & gauche avee €y Par

dualité on voit que C3 est une fusée compatible & droite avec
. Done (Cy, €7, €y) est une fusée de (€, <).

Smt (€7, <) une catégorie ordonnée réguliére telle que (Cy, <)
sott un groupoide ordonné semi-régulier. Alors ((C') 1), <)
est une catégorie ordonnée réguliére.

DEériNiTION 5. — On dira qu’'une fuse (B, F, B) de (€', <}
est réguliere st la sous-catégorte (¥, 1, ¢) de (C', I correspondante

est une sous-catégorie réguliére de ((C, I), <).

Pour que la fusée (B, F, &) de (€', <) soit réguliere, il faut
et 1l suffit que les conditions suivantes soient vérifiées :

1) By et K, sont des sous-classes de &y, saturées par intersec-
tion fime (c’est-a-dire contenant avec deux éléments leur
intersection dans (G5, <) si celle-c1 existe).

2) On a: BBcR, B'B® cB’, FBcF et #'FcF.
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TatortME 2. — Soit F(C', <) la classe des fusées réguliéres
de (C', <). F(C, <) est une sous-catégorie de F(C', <)". Munie
de la relation d’ordre

(By, Fy, By) < (B, F, B) su, et seulement si, B, et B{ sont des
sous-catégories pleines saturées par induction de % et &’
respectivement et st FycF,

F(€, <) devient une catégorie (Y-structurée assez réguliére.
Démonstration. — Soient
(B F, Byed (€, <) et (B, F, &)eIF(E, <.

Il en résulte BeF(C, <) et K eF(C, <). Sotent feF,
ffeF et ged tels que (f'.flge(F . F)4. Pulsque (€, <) est
supposée réguliere, le pseudoproduit est associatif (proposition

5-2 [1]) el on a:
("-Neg = ("8fg))- ().

fgeFif»cF

Les relations :

et
f'B(fe) e F'B(F)c F'$ = F’

entrainent (f’.f) ge F'.F. Par suite (F'.F)BcF'.F. Par
dualité, on a B'(F'.F) < F'.F. Donc (8", F'.F, B) e F(C", <),
de sorte que F(C ', <) est une sous-catégorie de F(C' | <),

— Montrons que la relation (%, F,, ;) <<(#', F, #) dans
(Fr(€’, <), <<) entraine que F, est une sous-classe saturée
par induction de I'. En effet, soient fj e F; et feF tels que
f<<fi; on aa(f)eB, et B(f) e B], car B; est saturé par induc-
tion dans (#, <7). Comme (€', <) est une catégorie ordonnée,
on obtient :

[=Bif

it
S (B, Fy, B)) << (#, F, #), on trouve #; << B et B, < &h.
Supposons de plus (8;, Fy, J%i) < (%", F', &) dans

([, <), <)

e B(F,8,) < F,.

Alors :
(B, F{.Fy, B,) < (®", F'.F, #).

Ainsi (F7(€’, <)', <) est une catégorie (-structurée.
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B
Solent (B, F;, #,) << (B, F, #), ou te 1. Soit ;= l |:t3i

& i€l
(rcsp. By = ‘ 'tB§ la sous-catégorie pleine de & (resp. de &')
\ =3
ayant pour classe de ses umités la classe réunion des a(®))

(resp. des a(h;)), t e I; alors By est saturé par induction dans B
et c’est un sous-agrégat des ®£. Soit Fy la classe des feF
qul sont majorés par un élément de $;.F,.:8;, ot tel. On a:
Fy#y = 'y = BiF1. Pour tout eealfy) (resp. e ealhy)), il
existe tel et fieF, tels que a(f)) <<e (resp. B(f) <<eé).
Comme Fy est saturée par induction dans F, b = (8, Fy, By)
vérifie aussi Paxiome (Fy), de sorte que .b est une fusée régu-
liere de (€', <), majorée par (B’ I, B). Puisque B, est une

®
sous-catégorie pleimme saturée par induction de| 'L’B,f, on en
=T .

1 \ . )
déduit (B, F, B,) <4, pour tout 1 e 1, et .1 est un sous-agrégat
des (B, Fy) ). Ainst (F7(C7) <), <) est une classe sous-inductive.

— Supposons $H; e F(C, <)y et (B, F, B) e F(C, <); soit
By <<Hh On a:

.o, ceF.8=F et F by e Floalshy),
d’on FLBy = F.a(#).

Soit By la sous-catégoric pleine de B ayant pour unités
les e edy tels quiil existe fe F.i8, pour lequel 3(f) <e'.
On a:

BF. B e® F.8B = F.5
et

F.#, =8(F).F.B8, ch.F.p

2

cest-a-dive B 178, = F.®;. La classe 5, étant saturée par
induction dans 8, la classe F.2(8;) est saturée par induction
dans I et Fa(h) = F.a(#;). Pusque $, et %; sont des sous-
catégories pleines de B et B’ respectivement, (B, F.Hy, B;)
est une fusée réguliere, qui est le pseudoproduit de (:B', F, %)
et de ®; dans (F(C', <)', <{). De méme si £, < B, 1l existe
un pseudoproduit By(%’, F, B) admettant B, pour unité a
gauche. Ceci montre que (F(C', <), <) est une catégorie
Q-structurée assez réguliére, et par suite, en utilisant ce qui
précede et la proposition 12-2 [1], une catégorie Q'-structurée.
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Remarques. — 1) Munie de la relation d’ordre définie par:
(B, Fy, By) < (B, F, B) si, et seulement si, B, et $; sont
des sous-catégories pleines saturées par induction de %
et B’ respectivement et si Fy est une sous-classe saturée
par induction de F,
la catégorie F(C', <)’ peut ne pas étre Q-structurée.
2) Avec les hypothéses du théoréme 2, (F(C', <), <)
peut ne pas é&tre une catégorie ordonnée.

3) St (€, <) est seulement une catégorie ordonnée assez
réguliére, alors #(C’, <) peut ne pas étre une sous-catégorie
de F(C', <)

Soit (€, <) une catégorie Q-structurée semi-réguliére telle
que (Cy, <) soit un groupoide ordonné semi-régulier.

Takortme 3. — F(C', <) admet une catégorie quotient
strict [2] par la relation d’équivalence ¢ :

(B, Fy, B) ~ (B, Fy, B) si, et seulement si, pour tout f; < F;

il existe [ F; tel que f; <fi, ot 1, j =12 et v 5.

Démonstration. — La relation p est évidemment symétrique
et réflexive. Montrons qu’elle est transitive. En effet, suppo-
sons

(B, Fy, B) ~ (%', F, B) et (B, F, B) ~ (B, F,y, B).
Soit f;eF;, ou i =1,2; il existe feF tel que f<Tf; et 1
existe e, j =12 j=£1, tel que f; <[, dou f; <f; et:

(%17 F17 %> ~ ('%,7 Fz, %)

Par suite p est une relation d’équivalence.

— Montrons que si (®', Fy, &) ~ (#', F, &), on a
(%, FuF,, %) <, <),

ou Fu F, désigne la classe réunion de F et de F;. Pour cela,
prouvons que les conditions fe F, f; e I, et a(f) = a(f,) assurent
Iexistence de he Fu F;, de A" e FuF, et de g" e & tels que:

h <f, h<<fi et h = g'.h;

la propriété analogue si B(f) = B(fi) s’en déduira par dualité,
et les autres conditions d’une fusée sont évidemment vérifiées.

515



9 CH. EHRESMANN

Puisque (%', Fy, B) ~ (', F, B), il existe f'  F tel que ' < f;.
Des relations «{f)e®B et af’) << «(f), on déduit qu’il existe
f"eF tel que [" <[ et a(f’) = a(f’). Par conséquent il existe
aussi heF, i"eF et g'e Ry tels que B =g'.h, K <f" <f
et ' <f' <<fi, ce qui démontre Iaffirmation précédente.

— Soit p(F) la classe réunion des classes F; telles que

<£B,’ Fi’ ﬁ&) ~ (g‘)’,a F, %)
Sifec(F)etf ep(F), il existe F; et F; tels que feF;et f'eF,

D’aprés ce qui pliécéde, il existe he F;u F;co(F) et g’ e By tels
que, si a(f) = a(f’):
h<f et g -h<f.

Il en résulte que (B', p(F), ) est une fusée. Cette fusée
est équivalente a (&', F, &) et c’est le plus grand élément de
la classe (%', F, #) mod p relativement a la relation d’ordre :

(B, Fy, B) < (B, F, B) s1, et seulement s1, F,cF.
I’application 3:
(%', F, #) mod p — (B, o(I7), B)

est une bijection de la classe quotient F(C', <)/p sur une sous-
classe de F(C', <).

— Montrons que la relation d’équivalence p est compatible
sur la classe multiplicative F(C', <C)’, c’est-a-dire [2] que les
relations :

(g?)rl’ Fl; 931) ~ (‘CB’Za F2y ‘%2)
et
(B1, F1, By) ~ (B, Iy, By)

entrainent (B], F;.Fy, $B;) ~ (B3, F5.F,, B,). En effet, soit
i=1,2, fieF, fieFi et fi.fieFi.F; 1l existe feF; tel
que f; < f, ou j=1,2 et j %= i. Comme

Bifyed et B(f) < «fi),

il existe fi <<fi, fieF. tel que a(fi) = B(f}). Il existe aussi
fi< F/ pour lequel f; < fi. Puisque a(f}) e ® et a(f}) < B(f),
il existe f; e F; tel que f; <<f; et B(f)) = a(f}), d’ou:

fF e F, et fLF<fif
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— La relation p n’identifiant pas deux unités différentes de
F(C', <), il existe [2] une catégorie quotient strict de F(C', <)
par p. Cette catégorie admet pour classe de ses unités la classe
des triplets (B, o(®), B) ou B est une fusée neutre de (€', <).

Nous désignerons par ¢ (€, <) la catégorie quotient strict
de F(C', <)" ayant pour support la classe 5(F(C', <C)/p).

Prorosition 3. — Soit ($', Fy, B)eF(C, ). St
(R, F, B)e €, <)
et st F est une sous-classe saturée par induction de Fy, on a
F = F,.
Démonstration. — Montrons que l'on a
(B, Fy, B) ~ (%, F, B)

modulo p, d’ou résultera la proposition. Soit f; € F;; comme
a(fy) e B, 1l existe fe F tel que aff) < «(fy); puisque a{f) e %R,
il existe fie F; tel que fi <fi et a(fi) = a(f). Dans la fusée
(H, Fy, B), il existe fyeF,, fieF, et g « By vérifiant:

f1i<f, i <fi et fi=¢"fu

La classe F étant saturée par induction dans F,, on a f; e F,
dou fie®B . F=F et (&, F,, B) ~ (B, F, B), car {1 <<f;.

CororLraiReE. — Soient (€', <C) une catégorie ordonnée assez
réguliére et (B, F, B) une fusée réguliére de (C', <). On a

(B, F, 8) = (€, <)
st, et seulement s, les conditions (%', Fy, B) e F(C', <) et FcF,

entrainent F = F,.
En effet, supposons ces conditions vérifies. Si

(%’9 F17 53> ~ (‘%’7 F7 ‘CB):
on a (B, FuF,, 8)eFC, <), d’aprés la démonstration du

théoréme 3. Mais par hypothése il en résulte FuF, = F.
Donc F = p(F). Inversement, soit (%', F, #) e (€, <); soit
(B, Fy, B)eF(C, <) et FcF,. Si feF et f; «F; sont tels

que f; <<f, on a:
fi = Bf)(fa(fy)) « B'(F%H) = F.
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Par suite F est saturée par induction dans F, et le corollaire
résulte de la proposition 3.

Nous supposons désormais que (C', <C) est une catégorie
ordonnée réguliére telle que (Cy, <C) soil un groupoide ordonné
semi-régulier.

TukoriMe 4. — F(C, <) admet une catégorie quotient
strict relativement a la relation d’équivalence " induite par p.
De plus la classe F7(C', <)[e" est isomorphe & une sous-classe

de F(€, <.

Démonstration. — Comme ¢ est compatible et n’identifie
pas deux unités distinctes de F(E', <), 1l en est de méme pour

r

p" et F(C', <)° admet une catégorie quotient strict par p.
Si (B, F,B) ~ (%', F;,Bymod g"ona (B, FuF,, B)eFC, <)
d’aprés la démonstration du théoréme 3. Puisque

(FuF)®c(FRuF,®) cFuF, et ®(FuF,)cFuF,

on trouve (%', Ful,, $)eF(C, <). Il en résulte que, si
o"(F) désigne la classe réunion des F; tels que

(&, Fiy &) ~ (B, F, &) modulo g,
on a (%', p"(F), B) e F(C', <) et (&%, o"(F), B) est le plus grand

élément de la classe (B, F, ) mod ¢ relativement a la rela-
tion d’ordre:

(B, Fy, B) < (B, Fy, B) s1, et seulement s1, F;cF,.
L’application ¢":
(%', F, %) modulo p" — (B, o"(F), #)
est une bijection de F(C, <{)/¢" sur une sous-classe de
F(C, <.
Remarquons que si (%', I, ) est une fusée régulicre de
(€, <), on peut avoir p(F) == o"(F).

Nous désignerons par ¢7(C', <)* la catégorie quotient strict
de F(C’, <)" ayant pour support la classe

&I (c, e
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ProrositioNn 4. — Supposons (B', F, B) e F(C, <). On a
(B, F, B) e O7(C", <) si, et seulement si, la condition
(B, F, B) < (H, Fy, B)

dans (F7(€, <), <) entraine F = F,.
En effet, si la condition est vérifiée, on a F' = p"(F). Inver-
sement, supposons (%', F, B)e d(C’, <) et

(B, F, B) < (B, Fy, B).
D’aprés la démonstration du théoréme 2, F est une sous-

classe saturée par induction de F,. Une démonstration analogue
a celle de la proposition 3 prouve que I'on a

(B, F, B) ~ (B, Fy, B) modulo p",
d’'ou F = F,.

Dérinition 6. — On appelle fusée maximale de (€, <)
une fusée réguliére de (C', <C) appartenant a ¥7(€', <7).

TratoriME b. — La catégorie O7(C’, <C)* des fusées maximales
de (C', <), munie de la relation d’ordre induite par

<gr(8.’ <)7 <)’

est une catégorie quasit-inductive réguliére, qui est une catégorie

quotient Qs-structurée de F(C, <), <.

Démonstration. — Supposons (B;, Iy, B,) < (%', F, %)
dans (F(C', <), <), c’est-a-dire (théoréme 2) B; et B, sont
des sous-catégories pleines saturées par induction de B’ et $
resp. et I} est une sous-classe de F; on sait qu’alors F; est
saturée par induction dans F.

— St (B, F,B)eF(C, <), soit feF;s1fieBy.f”.Bpon a:
fr = B(h)(felfy)) « B'(FH) = F.

— Montrons que la relation ¢" est équivalente a la relation :

(B, Fy, B) ~ (B, Fy, B) si, et seulement si, (B, F; u F,, B)
est une fusée de (C', <).
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En vertu de la démonstration du théoréme 4, il suffit de
montrer que les conditions :

(®, Fy, B) e F(C, <), (B, Fy, B) e F(C, <)
et
<‘6B19 Fl U F29 %) € ﬂ(@’ <)

entrainent (%', F;, &) ~ (%', F,, ) modulo ¢". En effet, soit
i=1,2 et fieF;; 1l existe f;eF;,j =12 et j=~1, tel que
a(f;) < a(fy) et il existe fi e F; tel que a(fi) = a(f;) et fi <f-
Comme (%', FyuF,, ) est une fusée, il existe hel, uF,,
FeF,uF, et g'eBy tels que:

h <<f; R <fi et h =g .h
La fusée (%', F;, B) étant réguliére, on a:
he®y.f7- B F,,

d'ow h'e® .F;=F, Par sumte (B, F;, B) ~ (&, F,, &)
modulo ¢".

— Supposons (B, F, B) e "(C", <), B, <B et By <<%’ dans
(F(&, <), <). Posons F, = %;.F.%,. Supposons que, pour
tout e = a(B;), il existe fy e Fy tel que «(fy) << e et que, pour
tout e’ e o(By), 1l existe fy e F; tel que B(f;) << ¢’ et montrons
qu'alors (%, F;, %,) est une fusée maximale. La classe

F, = a(®)).F.a(®,)

étant saturée par induction dans F, (B; , F;, B,) est une fusée
réguliere de (€', <C). Pour montrer que cette fusée est maximale,
nous allons prouver que si on a (%;, K, &) ~ ($#;, Fy, %),
alors (%', #".K.BuF, %) est une fusée. En effet, posons
K=%.K.®% et H=K UuF. Soient keK et ge®; st kg
est défini, on a: kg = (ke).(eg), ot e = a(k) n f(g) et ege B;
B, étant saturé par induction dans %, on a ee$B;, d’ou
kee K&, c K et kge K. 5.

Il en résulte K& = K.B; de méme B'K = %'.K, de sorte
que l'on obtient:
K' = (@®K)%, K&=(@%.K.®8%c(@K)(BB) =K’
et
'K <K/, d’ou H® = H = #'H.
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Pour tout ee By, 1l existe fe F tel que «(f) << e et pour tout
e e By, 1l exaste [ e F tel que B(f') <<e'. Soit feF, g’ k.ge K’
et a(g) =a(f), ou geB, geBh et keK. Il existe fieF,;
tel que f; <k, d’ou:
gfige B (FB) c B (Fh) = F;
comme e = a(g'f;g) < a(f), d’aprés la proposition 1 il existe
heF, K"eF et ¥ e Ry tels que A =v".h, h << gfig<g .k.g
et A’ <f. Par dualité on en déduit que, si feF, g’ k.ge K’
et B(f) = B(g’), il existe iy e F, hj e F et ye By tels que:
hi < g'.k.g, h <f et R = hy.y.

Supposons encore g'.k.ge K’ et soit g .k.geK, ouge®,
ge®, keK et o(g) = a(g). D’aprés ce qui précéde, on a

gheeF, (@-kPecK ou  agfig) =e¢;
donc il existe heF, i’ e F et ¥ e By tels que
k< gfig, W <g.k.g et R =7 .h.

Dualement les conditions ke K', kye K’ et B(k) = B(ky)
assurent ’existence de h;eF, de hieF et de v, Ry tels
que: hy<<ky, h <<k et hy=h.v, Cec prouve que
(%', H, %) est une fusée. La fusée (%', F, $) étant maximale,
on en déduit H=F, c’est-a-dire KcF. Par suite on a:
Foce(F,) eF, dot ¢"(F,) =F,, car ¢"(F,)c%;.F. B = F,.
Ceci prouve que (#;, F;, #,;) est une fusée maximale, majorée
par (%', F, &).

—- Soit (By, F', B,) < (¥, F, B) dans (7€, <), <). Comme
pour tout ee a(B,) (resp. tout e e a(By)), il existe

f'eF cB,.F.%

tel que a(f’) << e (resp. B(f’) <<e'), on a aussi, d’aprés ce qui
précede, (B3, $1.F. By, B;) e O7(C, <). Puisque

F e ®.F.%,

il résulte de la proposition 4 que F' = B;.F.%,. Par suite si
(B, F, B)e (€, <) et (B, Fy, B,)eF(, <), on a

(‘%1’9 F17 g‘,)l) < (%’9 F; g‘%)
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dans (P7(C, <), <) si, et seulement si, B, < B, B < B
et F,=2%;.F.%,. En particulier, on a p"(%;) << p"(%B) si,
et seulement si, #; << B dans (F(C', <), <), ou # et %, sont
des fusées neutres réguliéres de (C', <) et p" (B) == (B, p" (B), B).
S1(B, Fy, B) < (R, F,B), on a F; =%".F.8 = F.
— Nous désignerons par e« la lo1 de composition de la caté-

gorie ¢7(C’, <)° quotient de F(C', <C)’. Supposons

(B, Fy, B,) < (B, F, B)
et

(B4, Fy, $1) < (B, F', )
dans (P7(C, <), <); on a:

(B, o"(F'.F), B) = (B", F', ')« (B, F, B)
; (B1, ¢'(Fi-Fy), By) = (B, Fr, By) (B, Fy, By).
Comme F;.F; c%{.0"(F'.F). %, et que
(@1, FLT,, ®) e, <),
on trouve, en utilisant ce qui précéde, A e P (C, <), ou
%= (B, B (B F). By, By),
R~ (%4, F1.Fy, %), d’ou
K= (B, ¢"(F}.Fy), By) < (B, &"(F.F), B).

On en déduit que (P7(€", <)%, <) est une catégorie ordonnée.

— Supposons (B, F;, B;) < (R, F, B) pour tout i L. Soit &
la sous-catégorie pleine de B ayant pour classe de ses unités
la classe réunion des a(%;), ou tel; comme B; est saturé

par induction dans ®, la classe $ est saturée par induction
dans B et on a B; << B << B; donc " (B) est le o" (B)-agrégat de la

— o~ % o~
classe des p"(®;). Posons %’ :‘ '552. Pour tout ee®; (resp.
o~ i€l
tout ¢ e %), il existe i tel que eea(B,) (resp. ¢ e a(R)) de
sorte quil existe fie F;c B .F.% pour lequel o(f;) < e (resp.
B(f:) << €'). U résulte du début de la démonstration que 'on a:

oy = (B, B .F.B, B) e V(C, <)
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et oy < (#', F, B). La relation:
F,=®.F.% =%.%.F.%.%

entraine (%, F;, ®;,) < Joy, pour tout iel. On en déduit que
oy est le (B, F, B)-agrégat de la classe des (B, F;, #;). Donc
(@€', <), <) est une classe sous-inductive.

— Supposons (%', F, #) e O7(C, <) et B, << B; soit a(B;) la
sous-classe de B, formée des e’ « By tels qu’il existe he F. B,
vérifiant B(h) <<e'. Soit $; la sous-catégorie pleine de B’
ayant a(%;) pour classe de ses unités; on a $; << #’. Pour tout
esa(B,), 1l existe feF tel que a(f) <<e; on en déduit:

(B, B, F. By, B,) e O(C, <)

et (By, By .F.By, By) est le pseudoproduit (£', F, B)B;, dans
(@€, <), <). De méme si B;, << #', il existe un pseudoproduit
Bo(B', F, B) ayant B pour unité a gauche. Cect prouve que
(@€, <)%, <) est une catégorie ordonnée assez réguliére
et par suite, en utilisant ce qui précéde et le corollaire 2 de la
proposition 12-2[1], une catégorie quasi-inductive.

— Solent (%", F’, $) e 7€, <), (%, F, B) e P(C’, <) et:

(B, K, By) < (R, o"(F'.F), B)

dans (P7(C’, <), <). Soit E’ la classe des e’ e B tels qu’il
existe fel et f'eF’ vérifiant les conditions:

“f)ed,  B(f)ed et «f)=B(f) <¢.
Sie"eBpete” << e,ona:h = (fe).(f)eF .F et h <[],

d’ou ¢” e E'. Par suite E’ est une sous-classe saturée par induc-
tion de By et la sous-catégorie pleine B; de B’ ayant E’ pour
classe de ses unités est telle que 'on ait p"(B;) << o"(%’) dans
(P(€', <), <). Pour tout ee®,, il existe ke Kcp'(F'. F)
tel que a(k) << e; comme

(B", F'.F, B) ~ (%", ¢"(F'.F), B),

il existe feF et f'eF tels que f'.f<k, dou «(f’)eE’
et a(f) <<e. Donc

Ry = (B, B,.F. B, B,) e (€, <)
et
oy < (%', F, B).
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De méme:
Ny = (B, BB, B) e I(E, <)
et
foy < (B, F', B').

De ce qui précéde, il résulte: Jojedo, << (B”, o"(F'.F), B) et:
‘fl"fbl - ( ,2;.) Ka %1)7

car ces deux fusées maximales ont méme source $;, méme but
$1 et sont majorées par (B”, ¢"(F'.F), #). Ceci montre que
(@€, <), <) est une catégorie quasi-inductive réguliére.
— Montrons que (97(€", <), <) est une classe sous-inductive
quotient de (F(C, <), <C). En effet, soit p" Iapplication :

(B, F, B) = (%', o'(F), B)
de
I, <) sur (e, <).
Supposons (%3, Fy, %) < (%', F, B) dans (F(C, <), <).
Comme F; c ¢"(F) on a, en vertu de ce qui précéde:
X o= (&, B J(F). B, B) e (E, <)
et
Lo < (B, "(F), B).
La condition F;c®;.0"(F). %, entrainant (%#;, F,, &) ~ A,
on a:
By . o"(F). By = ¢'(Fy)
et
o' (By, Fy, B;) < o"(%', F, B).
Soient (B, F;, 8;) < (%', F, &) dans (F(C', <), <), on te];
soit (B, Fi, B) le (®', F, ®)-agrégat des (B, F;, ®,) (voir
théoréme 2). Puisque Frc ® . F.3, on obtient:

(& Fr, B) ~ (&, &.F.8, 3,

ce qui signifie que ¢ est une application quasi-inductive.
La restriction de z"a ®7(C’, <) étant I'identité, la condition (g
(proposition 30, [2]) est vérifie et (P7(C', <), <) est une classe
sous-inductive quotient de (F(C, <), <) en vertu de la méme
proposition. ¢" définissant aussi la catégorie (€', <C)* comme

catégorie quotient strict de F(C, <), on en dédumt que
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(@€, <), <) est une catégorie quotient (-structurée de
(F©, <, <.

Cororraire. — Sv (€', <) vérifie la condition (C) (défini-
tion 4), alors (P7(C’, <)*, <) admet une sous-catégorie ordonnée,
1somorphe & une catégorie quotient de (C', <).

Démonstration. — Pour tout fe €, désignons par f la fusée

maximale :
B, 7, «f)7)

Si f'eC et si f'.f est défini, on a: (f'.f)” = (f7).(f"),
dot: (f'.f) = f'<f Si f, <f dans (C, <), pour tout fy <f
tel que: afi) < alfi) et Bfi) < B(A), on a fi<fi, doi
fi <f dans (97(C, <), <). Par suite la classe C des f, ou
fe€, est une sous-catégorie ordonnée de

(P, <)% <),

équivalente a la catégorie quotient de (€', <C) par la relation
d’équivalence :

fi ~ f2 si, et seulement si, a(fy) = a(fy), B(fi) = B(fe) et si,
pour tout fi<<f; il existe f;<<[f; tel que [;<<fi ou
L, =12 et £

Cas particuliers :

A) Supposons que (€', <C) admette une plus petite unité
notée 0. Une sous-catégorie $ de ¢ contenant 0 est une fusée
neutre de ((‘3' <) si, et seulement si, (B, <) et (By, <) sont
des catégories semi- reguheres Soient J:’) et B’ des fusées neutres
de (€', <) et F une sous-classe de € contenant 0. Pour que
(B, F, B) soit une fusée de (€', <), 1l faut et il suffit que l'on
ait B ' F=F=F.% et que, si feF, eeBy et e < aff) (rcsp
e e By et ¢ < B(f), il existe fy e F tel que fy <f et a(fy) =
(vesp. B(fy) = ¢€'). S1 (%', F, B) est une telle fusée, p(F) est la
classe des fe B'.C. % tels que, siee By et e << af) (resp. &' e By,
et e << B(f)), il existe f; << f pour lequel a(f}) = e et B(fi) e &’
(resp. B{f) — ¢’ et a(f,) = 8.

S1 B et $ sont des fusées neutres régulieres de (€', <) et
s1 F est une sous-classede $'.C.% contenant 0, (%', F, %) est une
fusée régulitre de (€', <) si, et seulement si, B'F = F = F%;
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dans ce cas, p"(F) est la classe des fe &'.C. % tels que B(fB) c B’
et a(R'f) cB.

La classe des fusées réguliéres (%', F, #) telles que 0 n’appar-
tienne n1 4 F, ni 4 $, ni & B’, est une sous-catégorie de F(C', <),
qui est pleine, saturée par induction et saturée pour la relation
d’équivalence .

B) Soit € une catégorie; soit (€, <C) la catégorie ordonnée
réguliére obtenue en mumssant € de la relation d’ordre
(triviale) :

f'<<f si, et seulement si, f =/

Soit Jo(C’) la catégorie des atlas de € (voir [1], 1, dont nous
reprenons les notations).

Prorosrtion 5. Les catégories Jo(C7), F(C', <), F (€, <)
et (€, <)* sont identiques et (M(C"), <C) (théoréme 2-2[1])
est une catégorie quasi-inductive identique a (D€', <), <.

Démonstration. — Soit (B, F, B)eFC, <). S1 eeBy,
il existe feF tel que a(f) <<e, d’ott af) = ¢ et B, = a(F);
de méme By = B(F). Soient fe F et f' e I tels que B(f) = B(f’).
Hexiste fie Fet ge®; tels que f; < fetfi.g <<f', c’est-a-dire
fi=7fetf.g={f'. Donc F est un atlas de €. De plus les condi-
tions ge®B et a(g) e B, entrainent ge Ry, puisque $ est un
atlas. Donc B = %y et (B, F, B) est un atlas de €. — Inverse-
ment, soit (B, F, ®) e b(C"). Comme B, B’ et F sont des sous-
classes saturées par induction de €, (', F, $) est une fusée
réguliere de (€', <C). Les conditions (#', F,;, #)eF(C, <)
et F c F| entrainent (8, Fy, #) € H(C") d’apreés ce qui précéde,
d’ou F = F;, car (&(€"), <C) est une catégorie ordonnée. Par
suite (B, I, &) est une fusée maximale en vertu de la proposi-
tion 4. Il en résulte:

TE) = e, <) =FE, <) =P (@, <).
2. Fusées strictes

Soit (€', <) une catégorie Q-structurée semi-réguliére telle que
(€y, <) sott un groupoide ordonné semi-régulier.
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DeriniTion 1. — On appelle fusée stricte neutre de (€', <)
une sous-catégorie B de C vérifiant les conditions suivantes :

1) (B, <) et (By, <) sont des catégories semi-réguliéres.
2) Soient fe® et '« B. Si of) — aif’) (resp. B(f) — B(F"),
U existe fy ¢ B et ge By tels que fy <f, a(fi) = a(f) et g.f, <[
(resp. f <[, B(fy) = B(f) et fi.g <[).

DeériNviTioNn 2. — Soit B une fusée neutre de (€', <<). On
appelle fusée stricte & droite de (C', <) compatible avec #
une sous-classe F de C vérifiant les conditions (Fy) et (F,) (défi-
nition 2-1) et la condition:

(F3) Soiei?t feF et f'eF. St B(f) = B(f), il existe feF
et g By tels que f; <f, B(h) = B(f) et 1.8 <.

On appelle fusée stricte a gauche de (C, <) compatible
avec B une fusée stricte & droite de (C*, <), compaitble avec K.
On appelle fusée stricte de (C', <) un triplet (B, F, B) tel que
B et B’ sotent des fusées strictes neutres de (C', <C) et F une fusée
stricte & droite compatible avec % et une fusée stricte & gauche
compatible avec ®'.

Une fusée stricte (resp. stricte neutre) de (€', <C) est aussi
une fusée (resp. fusée neutre) de (€', Q).

TutorEME 1. — La classe F(C', <) des fusées strictes de
(€', <) est une sous-catégorie de F(C', <), qui admet une
catégorie quotient strict par la relation déquivalence ¢°:

(B, Fy, B) ~ (B, F,y, B) st, et seulement si, pour tout f;eF;

il existe ;e I tel que f; << f; et a(f) = a(f}), ov i, ] = 1,2,
v, el [y I tel que f; <{: et B(f) = B(f:).
La classe quotient F(C', <)/o° est isomorphe & une sous-
classe de F(C', <).

Démonstration. — S1 (#', F, $) e F(C;, <), on a par défi-
nition BeF(C', <) et B e F(C, <). Supposons de plus
(B", F', #')eF(C, <) et montrons que (B, F'.F, ) est
une fusée stricte. Comme (%", F'. F, $) est une fusée d’aprés
le théoréme 1-1, il suffit de montrer que (F3) est vérifié. Sotent
f'.feF.F, f'.feF .F, feF feF' [feFetf el tels que

alf) = a(f). Nexiste fy = F et g’ « B tols que f, </, a(fs) = aif)
et fr=2¢g.i <f. Comme a(g') e ®’, il existe, en vertu de (F,),
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fie F’' tel que fi<<f' et a(fi)=a(g') et il existe fye F' tel
que f1 <f' et affy) = B(g). Puisque fi.g'«F'. % =F, il
existe foe F' et g"e %Yy tels que:
fe<fi f)=qfy) e fo=g.fi<fig.
Des relations :
f’z.fleF’.F—, f;.f1<f’.f,_
g (f2-fi) =fao = (fe- g™ .1y

feg D h<hgerh=HhL<F.T

on déduit que F'.F est une fusée stricte & gauche, compatible
avec B”. Par dualité on en déduit que F'.F est une fusée
stricte a4 droite, compatible avec ®”. Donc (%", F'".F, %)
e F(C, <) et F(C, <) est une sous-catégorie de F(C', <)".

— La relation ¢’ est évidemment symétrique et réflexive.
Supposons :

(B, Fy, B) ~ (B, F, ®B) et (B F,B) ~ (&, F,, B).

et

Soient i, j = 1,2, i 5~ et f; e F;; il existe fe F tel que f < f;
et o(f)) = a(f); il existe aussi f;eF; tel que a(f}) = a(f) et
i <<f, dou f; <f; et a(f;) = a(f;). De méme on construit
fieF; tel que f;<<f: et B(f;) = B(f;). Par suite

(B, Fy, B) ~ (B, Fy, B)

et p° est une relation d’équivalence. Remarquons que la classe
d’équivalence de (%', F, B) modulo ¢° est contenue dans la
classe d’équivalence de (%', F, %) modulo p (théoréme 3-1).

— Montrons que ¢° est compatible sur la classe multiplicative
F(C-, <). Supposons (B, Fy, B) ~ (B, Fy, B) et

(B", Fy, B') ~ (B", Fy, $).

Sowt fi.fieFi.F;, ou =12 fieF; et fieF.. Soit j = 1,2,
] 5= 1; il existe f; e F; tel que «(f;) = a(f;) et f; << fi. Les rela-

tions B(f;) e B et B(f)) < afi) entrainent qu’il existe f/eF;
pour lequel fi <<fi et a(fi) = B(f;); de plus il existe fjeF;
tel que «(f}) = a(fi) et f; <<fi. On en déduit:

fi-fie ¥ Fy fifi<fi-f;
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et
a(f.f;) = alfi-f)-

On construit de méme f;.f; e F;.F; tel que f;.f;, <<fi.f: et
B(f;-T,) = B(f)- Par conséquent (R", F; . Fy, B) ~ (B, Fy.F,, B)
et p° est compatible sur F(C', <)".

— Comme p° n’identifie pas deux unités différentes de

F(C, <),

il existe une catégorie quotient strict F(C:, <<)’/¢".
— Montrons que si (%', Fy, B) ~ (#, F,, %), alors

(®', Fy uFy, B)

est une fusée stricte, ot FF; u F, désigne la classe réunion de
F, et F;. D’aprés la démonstration du théoréme 3-1, on a
(B, FyuF,, $)eFC, <). Sotent heF,uF, et 'eF,uF,
tels que a(h) = a(h’) (le cas B(h) = B(h') s’en déduit par
dualité). 1l existe hy e F; et hy € Fy tels que:

hy<<h, <K et  alh)=ak) = afh).

Comme (®', F;, B) est une fusée stricte, il existe h, € F, et
.’ b L I’
g e #y vérifiant les conditions:

hy < hy <h, hy = g’ . hy << hy <R et a(hy) = alhy).

Il en résulte que (B', Fy u Fy, #) est une fusée stricte.
— Soit ¢°(F) la classe réunion des F; tels que:

(B, F, B) ~ ($', F;y $) modulo p°.
La démonstration précédente montre aussi que 'on a

(B, p'(F), B) e F(C, <)
et
(B, p°(F), B) ~ (¥, F, B),

de sorte que 'application §*:
(®', F, $) modulo ¢*— (B, ¢*(F), B)

est une bijection de #(C’', <{)/p® sur une sous-classe de F(C', <).
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Cororraire. — F(C', <)° admet pour sous-catégorie la
classe F°(C’, <) des fusées strictes (B', F, B) telles que a(F) = %,
et B(F) =R .,JF%C, <) est une sous-classe saturée relative-
ment a p°.

Démonstration. — Supposons (%", F', $) e F(C', <) et
(B, F, $)eF(C, <). Soit eea(B); 1l existe feF tel que
a(f) = e; comme B(f) e By, il existe f' e F' tel que af’) = B(f)
et on a f'.felF .F et a(f'.f)=-e. Donc a(F'.F)=%,; de
méme B(F'.F) = %, de sorte que (#", F'.F, ®) appartient
a (€, <) et F*(C', <) est une sous-catégorie de F(C’, <7)".

— Supposons (#', F;, B) ~ (#', F,, ) modulo ¢*. On a
évidemment :

a(Fy) = a(Fy) et B(F,) = B(Fy).
Par suite si (®', Fy, #) e F(C’, <), on a aussi
(EBI’ FZ) g‘))) € ‘V]’S(G’, <)

Soit (€', <) une catégorie ordonnée réguliére telle que (Cy, <)
sott un groupoide ordonné semi-régulier.

Nous désignerons par F(C’, <) la classe des fusées strictes
régulieres de (€', <), c’est-a-dire la classe intersection de
F(€, <) et de F(C', <). Soit F(€', <) la classe intersection
de F(C’, <7) et de F*(C’, <) (corollaire du théoréme 1).

Proposition 1. — F(C', <) est une sous-catégorie saturée
par induction de (F(C', <C)°, <{) (théoréme 2-1), dont F"(C’, <)

est une sous-catégorie.
Démonstration. — F(C", <) et F7(€, <) sont évidemment
des sous-catégories de F(C, <{)'. Supposons
(®, F, B) e F(C, <)
et soit:

(B, Fy, By) < (B, F, B) dans (e, <), <).

Comme %, B; et F; sont des sous-classes saturées par induction
de B, B’ et F respectivement, ce sont des fusées strictes de la
sous-catégorie de (€', I) correspondant a (', F, B) (déf. 5-1)

et par suite (%3, Fy, B,) est une fusée stricte. Ains1 F(C', <)
est saturée par induction dans la classe (F(C°, <), <).
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THEOREME 2. — (—5’(6', <), <) et (FC, <), <) sont des
catégories (-structurées assez réguliéres, la structure d’ordre
étant celle induite par (F7(C', <), <).

Démonstration. — Comme F(C', <) est une sous-catégorie
saturée par induction de F(C’, <)’, (F(C', <), <) est une
catégorie (F-structurée assez réguliére. — (F7(C', <), <) est
une catégorie (-structurée. Soient iel et

(g?’:, Fi7 931) < (%,7 Fa :’B) dans (g’r(@‘, <)7 <)

b2 B
Il existe un (%', F, %)-agrégat fo = <U%£, F, U%) dans

iel i€l

. B
(€, <), <). Pour tout eea(U%i> 1l existe 1el et

\ i€l B
fieF; tel que ¢ = a(f;), d’ot fieFy et o(Fy) = oz<u.%,->-
& i€l
De méme B(Fy) = a<U%§>, de sorte que Jyed7(C, <)
i€l ~
et (F7(C’, <)’y <) est une catégorie (¥-structurée. — Soit

(B, F, B)edC, <) et B <3

Soit B; la sous-catégorie pleine de ®’ ayant pour unités les
éléments de B(F.%,). Comme pour tout e e a(B;) il existe fe F
tel que «(f) =e¢ on a «(F.%H;) = «(B,). Par suite:

Joy = (B, F. By, B,) e Fr(C, <)

et J, estle pseudoproduit (B, F, $)%, dans (F7(C", <", <).
De méme si B, < B, on a B (R', F, B) = (By, B;.F, %),
ce qui prouve que (F7(C', <)', <) est une catégorie (’-struc-
turée assez réguliére.

TutoriME 3. — La relation d’équivalence p* (Théoréme 1)
induit sur F(C', <) la relation d’équivalence o définie par:
(B, Fy, B) ~ (B, Fy, B)

si, et seulement st,

o(Fy) = a(Fy),  B(Fy) = B(Fs)

(B, Fy uFy, B) e F(C, <).

et
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F (€', <) admet une catégorie quotient strict par & et la classe
quotient F (€', <)o s’identifie & la sous-classe de F(C', <)
formée des fusées strictes (%', F, B) telles que les relations:

(#', Fy, B) e F(C, <),
= B(F)

entrainent F = F,.
Démonstration. — D’aprés la démonstration du théoréme 1,

st (B, Fy, #) et (#, F,, 8) sont équivalentes modulo ¢*, on a
(®', FyuF,, #)eF(C, <). Inversement supposons
(%', Fy, B) ~ (B, Fy, B) modulo 6.
Soit fieF;, ot 1= 1,2. Comme «f;)ea(F;), ou j =12 et
], il existe f,eF; tel que aff) = «(f;); comme
(®', FyuF,, %)
est une fusée stricte, il existe heF, uF, et g’ e By tels que

g.-heFuF,, h<f;, alh)=uqaf;) et g'.h <fi.. La fusée
(%', F,, %) étant réguliére, on a:

g .h=g . (a(g"f)ah) e B .F;=F,
De méme on construit f;jeF; tel que B(f)) = B(f) et f; <f
Donc (%', Fy, 8) ~ (%', F;, $) modulo ¢°.

— Comme p° est compatible sur #(C', <)°, la relation d’équi-
valence o est compatible sur (€', <)° et il existe une catégorie
quotient sirict. Soit (%, F, B)eF (€', <) et o(F) la classe
réunion des F; tels que

(%', F;, B) ~ (B, F, $) modulo 0.
On a (®', o(F), #) e F(€C, <) et application &:
(®', F, #) modulo ¢ — (B', o(F), B)

est une bijection de 372’(8', <)/o sur une sous-classe de ?’(@', <).
—S1(®, F,B) e 6(F(C', <)o) et sion a (R, Fy, B) e F(C, <),

a(F,) = a(F), B(F,) = B(F) et F cF,,
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alors F;uF =F, et on a (%', FyuF, %) eg’((ﬁ', <), de sorte
que, d’aprés ce qui précéde, on trouve

(%’, F, 52)) ~ (‘6’%’: Fi, ‘OB)’
d’ou

o(F,) =o(F) = F = F,.
Inversement soit (%', F, ®)ed (€, <); supposons que les
relations : ~

(%/? F17 g"’) € gr(@-’ <)a

o(F) = a(F;),  B(F)=B(F;) et Fck

entrainent F = F,. On a:
Fco(l), oF)=0a(s(F)) et  B(F)=PB(s(F)),

par suite F =o(F) et (®, F, ) edF(C, <)/s), ce qui
démontre le théoréme.

Cororraire. — F7(€, <) admet une catégorie quotient
strict par la relation d’équivalence o induite par o et qui est
ausst définte par:

(’%Ia Fl? ‘CB> -~ (g?)/, FZ’ '%)
si, et seulement st,
(B, F, uF,, ) 37(C, ).

La classe 37(C’, <)|s" est isomorphe & la classe 2(C°, <C) des
fusées strictes (B', F, R)eF7(C, <) telles que les relations
(B, Fy, B)edF(C, <) et FcF, entrainent F = F,.

En effet, si (B, F;, 8) e F7(C’, <), o1 = 1,2, et si de plus
(®, FyuF,, ®)ed"(C, <), on a a(F) =%, = aF, uF,)
et B(F;) = ®Bo; par suite le corollaire résulte du théoréme 3.

Nous désignerons par ®(C', <)! la catégorie quotient strict
de F(C’, <) ayant pour support la classe 5(F(C:, <<)[a) et
par X(C, <)t la catégorie quotient strict de F7(C, <)
ayant pour support la classe §(F"(C’, <C)/s'); nous munirons
(€, <) de la relation d’ordre induite par (F(C’, <), <).

DerinttioN 3. — Un élément de X(C°, <C) sera appelé fusée
maximale stricte de (€, <C).
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TrtorEME 4. — (X(C', <)L, <) est une catégorie quasi-
inductive réguliére qui est une catégorie quotient (-structurée

de (37(C, <), <)

Démonstration. — (X(€, <), <) est une classe ordonnée
quotient de la classe ordonnée (F7(C'; <), <) et on a

a(By) < o(R)

si, et seulement si, B; < B, ou B, et B sont des fusées neutres
strictes et (%) = (B, o(B), B).
— Supposons (B, F, B) e X(C, <), B, < B et By < B'. Soit :

F,=%.F.% = o(®;).F.a(%).

Supposons que, pour tout ee a(®B,) (resp. tout e’ ea(%)), 1l
existe fy e Fy tel que a(fy) = e (resp. B(fi) = ¢’). Montrons
qu’alors on a: (%3, Fy, $,)e2(C’, <). En effet, on a

oFy) = a(®) et B(F)) = B(#Y).

Comme F; est une sous-classe saturée par induction de F,
on a ausst (B, Fy, $,)eTF"(C, <). Soit

(B, K, By) ~ (B, Fy, B,) modulo ¢

Une démonstration analogue a celle du théoréme 5-1 prouve
que B . K.% = (3'K)B. Nous allons montrer que (%', H, &),
ou H=®".K.8uF, appartient & F"(C, <). On a:

By = a(F) c a(H) c B, et Bo = B(F) < B(H) c By;
par conséquent :
a(H) = a(F) = %, et B(H) = Bq.

Soient feF, k' = g .k.g, keK, ge®, g B et alg) = a(f).
Il existe fyeF, tel que affy) = a(k) et f; <k, d’ou

(8'h).g=(#'F,) . BcF.
Comme (#', F, $) est une fusée stricte, il existe f'eF et
Y edy tels que f'<f, a(f')=a(f) et y'.[" <(g'h).g <K

Soit de plus ' = g'.k.ge B . K.B, o ke K et a(g) = «(g);
on construit d’une maniére analogue (g'f;).geF tel que
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(8T.).8 <K' et, d’aprés ce qui précéde, il existe ['e F et
Y e By tels que:

P<ghi<k, of)=og e F.J'<y.f <K
Par conséquent (%', H, B) e F"(C’, <) et H = F, en vertu
du corollaire du théoréme 3. On en déduit KcF et
F, co(F,) c F. Par ailleurs, on a: s(F;) c%®;.F.%, = F,, c’est-
a-dire F; = o(F,) et (B, Fy, B,) e X(C, <.

— Supposons (B3, F;, B,) < (®', F, 8). Comme on a:

F,c®.F.%,, a(Fy) = a(H) et B(F,) = B(By),

le résultat précédent entraine (B, B;.F.B,, B;)e (¢, <)
et, en vertu du corollaire du théoréeme 3, F, = B, .I"..3;. De
plus F, est saturé par induction dans F. En particulic:, 1 $,=%
et B; = B, on en déduit F; = F. Une démonstratic.i analogue
a celle du théoréme 5-1 montre que (X(C, <)%, <) est une
catégorie quasi-inductive assez réguliére, le pseudoproduit

(B, F, B)Ry, ot B; < B, étant égal a
(B, F.By, By),
en désignant par $; la sous-catégorie pleine de #' ayant

B(F.®8,) pour classe de ses unités.
— Enfin, supposons

@, F, ®)e3e, <), (B, F, %)<, <)
et
(B, K, B;) < (", o(F".F), B) dans (3(€, <), <).

Soit E’ la sous-classe de &’ formée des ¢’ e B, tels qu’il existe
feF et f"eF' vérifiant les conditions:

af') =B(f) =¢, of)ea(K) et B(f)=B(K)

Cette sous-classe est saturée par induction dans %y, puisque K
est saturé par induction dans o(F’.F). Soit #; la sous-catégorie
pleine de " ayant E’ pour classe de ses unités. On a B; << &'.
Soit ee a(B;); 1l existe ke K tel que a(k) =e. Comme

K < o(F’.F),
il existe f'.fe F'.F tel que f'.f <<k et a(f) =e. Par suite on
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obtient :

b= (B, E'.F.B,, B;) < (B, F, B) dans (2(C, <), <),
et

A= (B, B; . F.E, B) < (8", F', %) dans (Z(C, <), <).

Comme (2(C', <)Y, <) est une catégorie ordonnée, il en

résulte :
(B, K, B)) =" L.

Ainsi (X(C, <)Y, <) est une catégorie quasi-inductive régu-
liére.

— Une démonstration analogue a la fin de la démonstration
du théoréme 5-1 prouve que (X(C, <)*, <) est une catégorie
quotient O¢-structurée de Fre, <), <).

DeriniTioN 4. — On dira que (€', <) vérifie la condition (C°)
si, pour tout feC, le triplet (B(f)”, f~, a(f)”) est une fusée
stricte de (€', <0).

Prorosrrion 2. — Si (€, <) est un groupoide ordonné
régulier, (C', <) vérifie la conditron (C°).

En effet, soit feC; si fy <f, o <f et B(fi) = B(fa), on a
fit.fe<<af) et f7 est un atlas de (€, <), donc définit
une fusée stricte, puisque (€', <) est régulier.

Prorosttion 3. — St (€, <) est une calégorie sous-pré-
inductive réguliére, (€', <} vérifie la condition (C’).

En effet, sotent feC, fi <<f, fo <[ et o(fy) =alfy). 1l
existe finf, et on a a(fynfy) = a(fy) na(f,); donc

B 17, aH7)

est une fusée stricte de (€', <).

TrtoriME 5. — Supposons que (€', <) vérifie la condition
(C%); alors (2(C, <)Y, <) admet pour sous-catégorie réguwére
une catégorie c(C)* quotient strict de C. La classe Y'(C', <)
des fusées mazimales strictes (%', F, B) telles que B, B et F
sotent des sous-classes saturées par induction de C est une sous-
catégorie pleine saturée par induction de (X(€, <), <).
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Démonstration. — L’application:

= @) 7)), o feb,

1dentifie C & une sous-catégorie de F7(€’, <). Comme la rela-
tion d’équivalence ¢’ n’identifie pas deux unités distinctes,

Vapplication c¢:
f= @7, olf7), «f)”)

définit une sous-catégorie ¢(C)t de X(C', <)' comme catégorie
quotient strict de .
— Soient feC, fyeC et f; <[ Les relations:

h<elf), —ak)<<alfi) et B(h) < a(f)

entrainent h = B(h)ha(h) < a(f;), donc «(f;)> est une sous-
catégorie pleine saturée par induction de «(f)”; de méme
B(fi)” est une sous-catégorie pleine saturée par induction de

B(f)~. Par suite c(fy) < ¢(f) dans (X(C, <), <). Soit eeC
tel que e << a{f); on a:

feef~e”, d’ou c(fe) = c(f)cle).

— Montrons que si f;eC,t = 1,2, on a ¢(fy) = ¢(fa) si,

seulement si, a(fy) = a(fs), ﬁ (fi) = B f2 ) et si, pour tout fi <C f,,
il existe h et A tels que: h<fi, h<fj, K <<fi, M<Ff,
a(h) = a(fi) et B(A') = B(fi), ou j =12 et j=~1i. En effet,
ces COIldlthIlS sont verlﬁees, st ¢(fy) = cfz). Inverse-
ment, supposons-les remplies; soit f; <f 11 existe [ <f;
tel que a(f]) = a(fi) et f; <f;; comme f7 est une fusée
stricte, il existe A < f; et veB(fi)y tels que:

h < fi, a(h) = a(f}) et  Yv.h <[],
d’ot A <<y7Y7<<f. On construit de méme ' <f; tel que

R << fi <<fi et B(R) = B(fi). Ainsi c(fy) = c(fz). De plus
soit k <fi un majorant de h et de h’; on a:

alfi) = a(h) <afk) et B(fi) = P(h) < Bk

d’ou a(f) = a(k), B(fi) = B(k) et, puisque (C', <C) est une
catégorie ordonnée, f; = k. Ceci démontre que f; est le fi~agré-
gat de h et de h En particulier, 1l existe f<Cf; et f <fi

tels que f, = fo dans ce cas, on a aussi f; = fo
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— Soit (B, F, B) e X(C’, <); supposons B et B’ saturés par
induction dans (€, <C). Soit feF et f' < fdans €, <). On a
(1)« B al e b ot [ B = SR < B, done F
est une sous-classe saturée par induction de (€, <C). On en
déduit que X'(€’, <) est la sous-catégorie pleine de X(€', <)*
ayant pour unités les fusées (B, o(%h), B) telles que B soit une
sous-catégorie de €', saturée par induction dans (C, <7).

— Soit (B, F, &) « X'(C", <); s1 (By, Fu, By) < (', F. B) dans
(X(€, <), <), B, et B; sont des sous-classes saturées par induc-
tion de # et R’ respectivement et on a (B, F;, $,) € X'(€C, <),
donc 2'(€°, <) est une sous-classe saturée par induction de
(2(€, <), <). Enfin (#’, F, B) est un sous-agrégat de la
classe des ¢(f), ou feF, si $ et B’ sont majorés dans Cg.

Remarque. — ¢ ne défimit pas un foncteur quasi-inductif de

(€, <) vers (Z(€, <)Y, <), car, si AcC, on a seulement
6]

()= ety

Application aux catégories préinductives et aux groupoides
ordonnés :

A) Soit ((/ <) une catégorie premductwe réguliére telle que
(Cy, <) soit un groupoide ordonné semi-régulier. Si F est une

sous-classe de €, soit F< la classe de ses majorants. Soit C
la classe des sous-classes F de C qui sont majorées et saturées
par induction dans (€, <{) et qui contiennent tout élément

fleB(F ) tel que f' << F<.

TatoriME 6. — ¢(C)* (th. 5) est équivalente a C et la sous-
classe €' de X' (C', <) formée des fusées majorées par un élé-
ment de c(@) est une sous-catégorie saturée par induction de
(X(C, <)L, . L’application =: (#', F, B) - F définit une
équivalence de (/l sur une catégorie C et (CL, <) est une catégorie
inductive.

Démonstration. — Soient fe &, f' €€ et ¢(f) = c¢(f’). D’apres
la démonstration du théoréme 5, il existe fy <f et fo <f

tels que: .
f=tUJr <« r=alUJr
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!
Soit f =fnfsomafy<fetfo<f,douf=f_Jh=r
Par suite ¢ est une bijection de C sur ¢(C).
— Supposons (%', F, &) <c(f) et (8", F', &) <)
dans (X(€, <), <). Soit e = B(f) na(f’); on a:

(B, s(F'.F), B) < c(f'e)L clef),

de sorte que €’ est une sous-catégorie de X(C, <)t. Comme
€’ est une sous-classe saturée par induction de (X(C', <), <),

le couple (C'*, <) est une catégorie quasi-inductive.
— Soit F une sous-classe de C majorée par feC et saturée
par induction dans (C, <C). Posons:

e = o(F).alf)”. «(F) ot Bb = B(F).B(f)>.B(F).

Br et Br sont des sous-catégories de €', saturées par induction
dans (€, <). Puisque (€', <) vérifie la condition (C*) d’apres
la proposition 3, (%, F, Hr) est une fusée stricte de (C', <).
Remarquons que, si f est un autre majorant de F, on a:

B = o(F).o(f 0 T)> . a(F) = a(F).of)>.a(F),

car a(f n f)> est une sous-catégorie pleine de a(f)> et de a(f)”.
Soit F’ la classe des f' e B(F).C.a(F) tels que f' << F<; cette
classe est majorée par f et saturée par induction dans (C, <7);
d’aprés ce qui précede, (Br, F', Byr) est aussi une fusée stricte
de (€', <). Soit f'eF’'; il existe fyeF et fy eI tels que

ofs) = «(f')  ev  Blf) = B(f);

en posant:
hy=fnfieF e h=fnf,eF,

on trouve:
" b <f, h<f,
a(hs) = a(f’' n fi) = «(f") 0 a(f) = «(f")

Blhe) = B(f)-

(Br, F', By) ~ (By, F, Bx) mod o’
Supposons de plus (Br, F’, B) ~ (B, F, Br) mod ¢’. Soit.

et

11 s’ensuit :
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f"eF" Il existe fieF et foeF tels que:
1<f <[, df)=«f"),  B(f2) = B(F)

Etant donné que (€', <C) est ordonnée, ces relations entrainent :

P
f// — ; U f/zr’ d’ou f” e F.

Par suite (Br, F’, Br) est une fusée stricte maximale de (€', <C).

— 51 (R, F, ®) e X'(C, <) etsi (B, F, B)<<c(f), alors B est

la sous-catégorie pleine de a(f)” ayant a(F) pour classe de

ses unités et la classe I est majorée par f et saturée par induc-
tion. Il en résulte:

R = Rg et de méme B = By,

de sorte que w est une bijection de €’ sur une classe de parties
de C. Soit I la classe des [’ e B(F). C. a(F) tels que f' < F<;
nous avons vu que 'on a (B, F', B) ~ (Br, F, Br). Puisque
(Br, F, Br) est maximale, on en déduit F = F’, c’est-a-dire
F €. Inversement, s1i FeC, on a:

F = n(®, F, ®x).

Donc w est une bijection de ¢’ sur C.

— Soit €* la catégorie image de €'t par «, dont la loi de
composition est définie par:

F_LF-classedesf B(F,).

si, et seulement si, a(F,)

C.a(F) tels que f'<<(F;.F)<,
BE).

L’unité a droite ozl(F) de F est a(F). a(f)>.a(F), son unité
a gauche est BY(F) = B(F).B(f)” .B(F), o f est un majorant

quelconque de F. Sment F,eC et Fel. Si o Y(F,) < YF),
onaF, cF;siF, cF, la catégorie By, (resp. By,) est une sous-
catégorie pleine saturée par induction de %y (resp. %Bg), de
sorte que = *(F;) < n'(F). Par suite = est un isomorphisme de

(€, <) sur (6, <). En utilisant le fait que (€4, <) est une
catégorie quasi-inductive, on voit que (G, <) est une catégorie

quasi-inductive réguliére. Pour montrer que (€L, <) est induc-
tive, 1l suffit de prouver qu’elle est préinductive.
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— Soient I, e C et Iy € C; désignons par K la classe intersec-
tion de F, et F,. Soit ke B(K).C.a(K) tel que £ << K<. Pour
tout majorant f; de F;; ot 1 =12, on a k<<f, dou keF,
Doncke K, KeCet K est 'intersection de F, et F, dans (C, <).
51 de plus F; et F, sont majorés par un élément de C, il existe
aussi fe € tel que F; <<f et Fy <{f. Soit ee a(F;), e=a(F,);
il existe feFy et f, e Fy tels que e == a(f)) = a(fy); puisque
i <fet fo<<f, on a:

a(finfo) = a(fi) na(fy) = e,

ce qui entraine e e a(K). Cect montre que 'on a:
ot(Fy n Fy) = ot(Fy) n aX(F,).

De méme BHF, n F,) = BL(Fy) n BXF,). Ainsi (€L, <) est une
catégorie inductive réguliére.

Cororratre. — St (€, <) est une catégorie inductive, elle
est tsomorphe & (Cf, <), ot €, est la sous-catégorie pleine de C*
ayant pour unités les classes BeC telles que u(BnG)eB.

En effet, on a me(C) < €;. Soit F e €;; comme F est majorée
dans (€, <), elle admet un agrégat f et on a a(f) = v a(F);
la relation «(F) = a'(F)n & entraine a(f)e a(F); de méme
B(f) < B(F). Done

feB(F).C.o(F) et f<<F=.
Il en résulte fe I, d’apres la démonstration du théoréme 6,
d’ou F = f~.

B) Soit (€', <) un groupoide ordonné régulier. Soit b"(€', <)
la classe des atlas réguliers de €', qui définit (théoréme 3-2 [1])
un sous-groupoide saturé par induction de (H(C)", <Q).

Trtorkme 7. — L’application: F — (b(F), F, a(F)) est
un isomorphisme de (M(C', <), <) sur le groupoide quasi-
inductif régulier (X(C°, <)Y, <); par suite (A(C, <), <)
est un groupoide quasi-inductif régulier; C s’identifie ¢ un
sous-groupoide régulier de (H7(C°, <)’, <).

Démonstration. — On a évidemment A7(C°, <)< F"(C, ).
Supposons que l'on ait (%', F, B) e F7(C’, <) et montrons que
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dans ce cas F e A7(C', <). En effet, supposons feF et fy e
Sifi <[ et alf) = alfy), on a f.fi7 <B(f), «(f-f7") —ﬁ(fl
et Bif.f1) = Bif), dous

f.fit = BlNBR) « B,
car B’ est une sous-catégorie réguliére du groupoide ordonné
(€, <0). De méme on trouve f;.f "%, et par suite f.f7 e By

Supposons de plus f'eF et aff) = a(f’). Il existe fyeF,
fieF et g e By tels que:

a(fy) = a(f), h <f, fi<<f et fr=2¢f;

on en déduit :

fi = Blffelfs) = B,
= (BB & BB =By et fT=g"f,

car :

g [= BB BIRIBIAN < B gh =B <,
wg".[)=of) et B(g"-f) = B(f")

Cect montre que F est un atlas régulier de ¢'. En particulier,
si ge B il existe g’ e By tel que g'.a(g) = g, c’est-a-dire ge By
et B est un sous-groupoide de €. Il en résulte (B', F, B) e B(C)
et, en vertu du théoréme 1-1 [1], & = a(F) et B’ = b(F).
L’application (B, F, %) — F est donc une équivalence de
Fre, <) sur M(C, <)

— (H7(C, <)', <) étant une catégorie ordonnée, puisque
(M(C), <) est une catégorie ordonnée (corollaire 2 théoréeme
2-2 [1]), les conditions:

FcF, aF)=aF) et bF,)=>bF)

entrainent I' = F; en tenant compte du corollaire du théoréme
3, on en déduit que (b(F) F, a(F)) est une fusée stricte maximale.
Ceu montre qu’il existe une bijection de &'(C’, <) sur 2, )
(et aussi sur F7(C°, <)). Il en résulte que les catégories

(€, <), Fre, <y et I, <)t
sont équivalentes et que la catégorie quasi-inductive

(‘ROIKG‘, <)? <)
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est isomorphe 4 la catégorie quasi-inductive (X(€'; <)t <).
Enfin lapplication: f — f> est une équivalence de €' sur un
sous-groupoide de A7(C’, <) .

Cororraire. — St (€, <C) est un groupoide préinducitf,
(M€, <), <) admet (G, <) pour sous-groupoide inductif.
En effet, (C’, <C) est une catégorie préinductive; d’apres le
théoréme 6, (€L, <) est inductif et forme un sous-groupoide

de (M7(C, <), <).
3. Superfusées.

Soit (€', <) une catégorie ordonnée réguliére telle que (Cy, <)
soit un groupoide ordonné semi-régulier. Nous désignerons par
© Papplication qui associe a une fusée (%', F, B) de (C', <)
la classe F. :

DeriniTioN 1. —— On appelle superfusée de (€', <) un triplet
(B, By, F) vérifiant les conditions suivantes :

HNF=HB, F, BeIFC, <); B, et B; sont des fusées
neutres de C';on a B, << % et By << B' dans (F(C, <), <).
2) Pour tout e e a(B,) (resp. tout e e a(R})), il existe

fe B .F.%,
tel que a(f) << e (resp. que B(f) <<e).
Soit €', <) la classe des superfusées de (C', <C).

Proposirion 1. — L’application ¢:
(B3, By, F) — ((By, By. F. By, By), F)
est une bijection de J(C, <) sur la sous-classe de
F(C, <) X FrC, )

formée des couples (F,, F) tels que F; < F et Fy = B;.7w(F). R,
ot Fy = (B, F1, By).

Démonstration. — Soit (%1, B,, F) € J(C, <); posons:
F=(%,F R et F, =%,.F.%,.
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Puisque $#, et B; sont saturées par induction dans (B, <)
et (B, <) respectivement, F; est une sous-classe saturée
par induction dans (F, <{) et on a F; = B(F%,). Il en résulte,
en posant ¥ = (B, Iy, %;):

Fed@, <) et F<IF dans (F(C, <), <)

—- Inversement, si (%, ) est un couple vérifiant les conditions
de la proposition, alors (®;, B,, F) est évidemment une super-
fusée de (€', <C). La proposition 1 s’en déduit.

Soit I une classe d’indices contenant en particulier 1 et 2;
soit te I, 7 « I. Nous désignerons par (7, j, 1) la sous-catégorie
réguliére de la catégorie ordonnée réguliere ((C°, I), <7) réunion
de (a(F), 1, 1), (B(F), ], ]) et (n(F), ], 1), par F' la fusée réguliere

(B, 1, D5 (=(9), 1, 1), (2(F), 1, 1))
de (%, j, 1), <)

ProrosiTion 2. — Sotent F = (#', F, B)eIF"(C, <)
et F, = (B, Fy, B,) e F(C, <). Pour que Uon ait
(%, F) e ¢(§(C, <)),
il faut et il suffit que Uon ait B, c R, By c B’ et que F2* soit une
fusée mazimale de ((F, 2, 1), <).
En effet, les conditions sont évidemment suffisantes.

Stona (%, F) e p(J(C, <)), d’apres la démonstration du théo-
réme D-1, F3* est une fusée maximale de ((F, 2, 1)", <7).

Teeorkme 1. — (', <), <) est une catégorie quasi-
inductive réguliére, la lov de composition étant définie par:
(Bsy By, F).(By, By, F) = (B, By, F.F) s, et seulement st,
By = By et a(F) = B(F),
et la relation d’ordre par:
(Rs, By, F') << (B, By, F) s1, et seulement si, F =T et si
Bo < By et By << By dans (F(C, <)y <).

Démonstration. — La lo1 de composition est celle induite
sur J(€', <) par la catégorie " produit du groupoide de couples
(F(C, <o X F(€, <)o)t associé a F(C', <), avec la catégorie
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F7(C, <)'. La superfusée (®;, B;, F) admet (B;, B;, «(F))
et (B;, By, B(F)) pour uniques unités a droite et a gauche res-

pectivement. Soit aussi (B;, $;1, F') une superfusée. Posons:

F=nF), F=n=@), F =3%.F.%
et
F; = ®1.F .%;.

On a: F.F;cR.F'.F.%,. Pour tout eea(B;), il existe
feF; tel que a(f) <<e; comme B(f) e By, il existe f' e Fy tel
que a(f’) < B(f). Puisque F est une fusée et que F; est saturée
par induction dans (F, <{), on a:

d(f’)fe Fla
F(a(f)f) < Fy. Fy < ®.5(5.5) .9,
Par suite la condition 2 de la définition 1 est vérifiée et

(By, By, F.5)

d’ou

est une superfusée. Ceci montre que }(C', <)’ est une sous-caté-
gorie de 4"

— (J(€, <)’, <) est évidemment une catégorie ordonnée,
puisque (F7(C", <)’, <) est une catégorie ordonnée, d’apres le
théoréme 3-2. Soit I une classe d’indices et soit

(%:, g‘)’i’ f}) < ( ;.7 %1’ @)
pour tout ¢ e I dans (}(€', <), <). Il est évident que le triplet
P B
<U B, U%i, fff> est une superfusée, qui est 'agrégat de la

i€l i€l
classe (Bi, B;, F);er dans la classe ordonnée (}(C', <), <).
Il en résulte que (J(C', <)", <C) est une catégorie quasi-inductive.
Soient :

( ;., %1: Eﬁ) € J(e', <) et %2 < %1;

désignons par B; la sous-catégorie pleine saturée par induction
de (B3, <) ayant pour unités les ¢’ € B; tels qu’il existe

fex(F). B,
tel que B(f) <e'. On a:
(B2, By, F) « J(C', <)
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et (By, By, F) est le pseudoproduit (B;, By, F)(B,y, By, a(F))
dans (J(C', <0)', <C). De méme, si B3 < B, il existe un pseudo-
produit
(B, B, B (F))(B1, By, F),

a savolr la superfusée (B, B, F), ot By est la sous-catégorie
pleine de B; ayant pour unités les ee®; tels qu’il existe
fe®Bs.m(F) avec a(f) < e. Ainsi (J(C', <)°, <C) est une catégorie
quasi-inductive assez réguliére. Enfin, s1 on a:

(B, By, ) < (By, By, F) . (By, By, F),
on trouve:

(c ;7 %23 J{) = ( ,éy !2$ g,)(%;, '{B% :})’
ol B, est la sous-catégorie pleine de Bi ayani pour unités
les ¢ tels quiil existe fen(F).B, et f e By.w(F) vérifiant :

B <e¢ e af) <e
Done (J(C', <C)’, <) est réguliére.

CoroLLAIRE. — ¢ définit un isomorphisme de (J(C', <), <C)
sur la catégorie quasi-inductive réguliére (¢(JC', <)), <)
dont la lot de composition est définie par:

(F1, 7). (51, F) = ((B(F2), B(IL) . =(T) . =(T) . a(F), a(Fy)), F.5)

st, et seulement si, a(F) = B(F) et a(F) = B(F),
et la relation d’ordre par:

(Fy, F) << (F3, F') s, et seulement si, F = F et F < F

dans (F(C, <), <.

En effet, ce corollaire se déduit du théoréme 1 et de la
proposition 1.

Remarque. — On peut démontrer directement que
©(HE, <))y <)
est une catégorie quasi-inductive réguliére en utilisant la
remarque suivante: Si (¥, F) et (¥, F) sont deux éléments

composables, la sous-catégorie pleine saturée par induction
engendrée par la classe {(F, 7), (F,, F)} dans o(JC, <))

est isomorphe & la catégorie quasi-inductive (O([', <7)°, <) ou
I est la sous-catégorie de (€' I) engendrée par la classe

(,2,1) u (%, 3, 2).
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DériniTion 2. — On dira qu’une catégorie ordonnée assez
réguliére (€', <C) vérifie la condition (P) si les axiomes suivants
sont remplis: ah

1) Si fe€ EcCet aff) =|_JE, onaf= UfE

B
2) Si fe€, E'cCq et B(f) UE’ onaf= UEf
Ezemple. — Soit (€', <{) une catégorie ordonnée assez

réguliére telle que les conditions f<C g et «(f) = «(g) (resp.

et B(f) = B(g)) entrainent f = g; alors (€', <) vérifie la condi-
’ ah)

tion (P). En effet, si a(f) = U E et si, pour tout ecE, ¢
est un majorant de fe tel que g <<f, on a:

e a(g) <a«f), dou  alg)=«f)

s
et par suite g=[= UfE De méme la condition 2 est

vérifiée dualement. En particulier cette propriété est vérifiée
st (€', <) est un groupoide fonctoriellement ordonné [1].

Sout (€', <) une catégorie sous-prélocale [1] réguliére telle que
(€4, <<) soit un groupoide ordonné semi-régulier et que €, <)
vérifie la condition (P). St H est une sous-classe de € et K une

partie de H, nous désignerons par (K)x la classe des h-agrégats
des sous-classes de K, ot he H. On dira que K est saturé par
agrégation dans (H, <) s1 on a:

Prorosition 3. — Soit H < €; st K ¢ H est saturé par induc-
tion dans (H, <) et st H est saturé par intersection finie, alors

(K)u est saturé par induction dans (H, <<). Si K'cKcH et si
K est saturé par agrégation dans (H, <), on a (K')x = (K')g.

h
Démonstration. — Soit he H, h = U AjouAcK,eth'eH
tel que A" << h. On a

B =Hhaoh=hn (UA) U ‘na),

agA

en utilisant ’axiome de distributivité [1], d’ou A’ e (K)a.
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Si K'cKcH, on a (K')gxc(K")g Si de plus (K)g = K et si

on a:

.
h=UA, ou AcK’ et h'eH,

h
on obtient he (K)u =K et h= UA, donc he(K')x et
(K% = (K')a.

DeériniTioN 3. — On appelle (P)-superfusée de (C', <) une
superfusée (By, By, F) telle que Uon ait:

a(By) = (d(F1))ey et (B1) = (B(F1))pem,

F = =(%) et F, = %,.F.%,.

ou

Soit }'(C', <) la classe des (P)-superfusées de (C', <).

Prorosition 4. — L’application = :
(By, By, F) > (B .F. By, F)

est une bijection de }J'(€', <) sur la classe des couples (F,, )
périfiant les conditions suivantes:

1) F= (@, F, ®)eF(C, <).

2) F, est une partie de F, saturée par induction et agrégation
dans (F, <.

3) On a: B(F,).%".F, =F, =F,.%.a(F,).

Démonstration. — Soit (B, B;, F) une (P)-superfusée, ou:

= (%, F R)edC, ) et F, = %;.F.%,.

D’aprés la proposition 1, (B, F;, #;) est une fusée majorée
par F, de sorte que la condition 3 est vérifiée et F; est saturé

f
par induction dans (F, <C). Soit f = U C, ou CcF,. D’aprés
la proposition 12-2 [1], on a:
)

a(f) = |_J #(C) & (a(F1))apry = ().

De méme B(f) € a(B;), d’ou fe B, .F.B; = F;; ainsi la condi-
tion 2 est satisfaite. — Inversement, soit (F;, #) un couple
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vérifiant les conditions 1, 2 et 3; posons:

E = (a(F1))ay et E = (B(F1))gm-
Sieea(lf;), e e a(F) et ¢’ e, il existe f; e F; tel que a(fy) = e;
on a

fie' e Fa(F) = F et a(fre’) = €'
comme F,; est saturé par induction dans (F, <}, il en résulte
¢’ e a(F;). Ainsi a(F,) est saturé par induction dans («(F), <);
par dualité, B(F,) est saturé par induction dans (B(F), <).
D’aprés la proposition 3, E et E’ sont aussi saturés par induc-
tion dans (a(F), <) et (B(F), <) respectivement, car %, et
Hy sont saturés par intersection finie. Par suite, la sous-caté-
gorie pleine $, de #° ayant E pour classe de ses unités est
saturée par induction dans ($, <); de méme %; = E'. %' . E’
est une sous-catégorie pleine saturée par induction de (%', <)
et (B1, By, F) est une superfusée de (€', <7). Soit

feB(F,y).F.a(F,).
Il existe f, e F, tel que a(f}) = a(f) et, puisque F est une fusée
stricte, 1l existe f1eF et g’ e By tels que:
wfy =), fi<fi e fi=g.i<f.

Comme ((F,) est saturé par induction dans (B(F), <), on a:
fieFi, B(g)=B(F) et g .fiep(Fy). 8" .F, =F,.
De méme 1l existe f, e F; tel que f, < f et B(fy) = B(f). On en

conclut :

s
f=rh Ufz s (Fy)r = Fy,

car (€', <{) est une catégorie ordonnée. Montrons que l'on a
E".F.EcF,. Soit feE .F.E. 1l existe une sous-classe A
saturée par induction dans («(F,), <) et une sous-classe A’
saturée par induction dans (B(F;), <) telles que:

a(f) B

«f) =\ JA e BH=JA.

Pour tout ae A, on a
BN

facF et f(fa) = (fa) n B(f) = \_J (B(fa) n a’)

adEA
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puisque (€', <) est sous-prélocale. Par suite:
S
fo=\_J (B(fa) 0 @)fa.
aEA’
La relation: (B(fa) na’)fa  B(F,).¥.a(F;) < F; entraine:
fa [=3 (—F_I)F = Fl7
d’on
S
f=\_JfaeF, e F,=E.F.E

a€A

Done (83, #,, ) € }'(C’, <) et 7 est une bijection.

Tutorime 2. — J(C', <) est une sous-catégorie de
He, <y et (F(E, <), <)
est une catégorie quasi-inductive réguliére.

Démonstration. — Soit S = (B, #;, F) e} (C’, <); on a
évidemment :

2(S)eJ(C, <) et BS)=F(C, ).
Soit §' = (B, By, F) e J (€', <) tel que S'. S soit défini. Soit :
S;f' —_ (((E)l, F, %) et g/ — (%/[, FI, s};))/);

posons :
F, = ®;.F.&,, Fi = 3.F . %
et
FieF, = &,.F' .F.3,.
On a:

(a(F1oF1))ae) © ((Fo))am = 2(B,).

Soit ee a(F,); 1l existe f; e F; tel que e = a(f;); comme

B(F1) c afBy) = (a(F1))p, o
il existe une sous-classe A’ de F; telle que B(f;) = U a(A");
g

on peut supposer A’ saturée par induction dans (F', <);
a'eA’, on a:

a(a’)fy e Fy et a' . (a(a")fy) e F1 . F,.

1
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!
D’aprés la condition (P), fi = U a(A")fi par suite:
a(f)
€= U e (a(F1-F1))am).
a' €A’

Donc (a(FjeF)))arm = a(B;). De méme

(B(F1eF1))pary = (B(FL))aorn,

de sorte que Pon a S'. Se;}((/' <). Done J'(C", <) est une
sous-catégorie de J(C', <)" et (J'(C', <)’, <) est une categom
ordonnée. Si de plus on a § = (B,, By, B) € J(C', ) et & < 2(S),
soit By = E5.B; . Ey, ott Ey = (B(F.%B,))pw). Alors (B;, By, F),
est le pseudoproduit S§ dans (}'(C', <)’, <{); dualement, il
existe un pseudoproduit §'S tel que B(Z'S) = &', st &' < §(S).
Si 8" << S'.S et " = (B, By, F") € J(C, <), on a:

8" = (&5, B, 7). (%5, By, F),

ou L

By = E3. %" E;, Ey=(Eq)ary>,
E, étant la classe intersection de B(F.%3) avee 2($B3.F'). Donc
(J'(€, <), <) est réguliére.

— Supposons (B;, $;, F) <S dans (J'(C, <), pour tout
te 1, ou I est une classe donnée. Soit E la sous -classe saturée
par induction de $, réunion des a(F;), o F =R;.F.B, et
Ei = (E)ou; soit de méme B’ = v B(F,) et Ej= (E’ )gry- Pour
tout te I, on a: «(B;) c E;. Posons:

%IZEI.%.EI et %iZEi%,Ei

Alors (B, $1, F) est une (P)-superfusée, qui est un agrégat
de la famille (#;, B; F),; dans (J(C', <), <). Ceci prouve
que (J (€, <), <) est une catégorie quasi-inductive réguliére.

Cororrarre. — La classe }"(C, <) des (P)-superfusées

(B, B, w(f)), ov feC et p(f)=(B(f)7, [, «f)”), est une

sous-catégorie saturée par induction de (]'(@', <), <) et par
suite (J'(C', <), <) est une catégorie quasi-inductive réguliére.

Prorosition 5. — L’application t':

(Ba, By, () = (B1.f7 . By, )
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est une bijection de }"(C, <) (corollaire th. 2) sur la classe

HE, <) des couples (F, f), ou F est une sous-classe de C majorée
par [, saturée par induction et agrégation dans (f~, <).

Démonstration. — (B, By, #(f)) vérifie les conditions indi-
quées d’aprés la proposition 4. Inversement, soit (F, f) un
couple vérifiant ces conditions et montrons que (F, @(f))
vérifie la condition 3 de la proposition 4, d’ou résultera la
proposition 5, les conditions 1 et 2 de la proposition 4 étant
évidemment satisfaites. Pour cela, montrons que les relations

fF<f, of)eal) et B{f)=p(F)

entrainent f'e F. Il existe f;e F tel que a(fy) =a(f’) et il
existe fye F tel que B(fy) = B(f’). Comme (C', <) est sous-
préinductive, il existe fi=finf et fa=/[on[f et on a:

fieF, faeF, of1) = a(fr) nelf’) = a(f’)
B(f2) = B(F),

f
d’ou f' = ﬁl 'f’z, et par suite f’ e F, ce qui achéve la démons-
tration.

et

Taktorime 3. — 1’ (prop. 5) définit un isomorphisme de
(J(€, <), <) sur la catégorie sous-inductive (J(C', <), <)
dont la loi de composition est définie par:

(B, fY.(F, AY={F".F)p.pn>, [ -f) si, et seulement si,

af ) =B =e e (aF)> = (B(F).>,
et la relation d’ordre par:

(F, fY<<(F, f)  si, et seulement si, f'=f e F' cF.

Démonstration. — D’aprés le corollaire du théoréeme 2, la
catégorie J(C', <)" image de }"(C’, <()" par 1’ a pour loi de
composition :

(F, Y. (F, =B .f>.[>.8, f'.[) s1, et seulement si,

af ) =B(f) =e et (afF))> = (B(F)).>,

ou B (resp. ou %’) désigne la sous-catégorie pleine de a(f)”
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(resp. de B(f)7) ayant (a(F)lacp> (resp. (B(F))gr>) foun
classe de ses unités. Posons /"= f".f. Puisque (%', B, #(f")) est
une (P)-superfusée en vertu du théoréme 2, F" =®".f'~.f> .3
est une sous-classe saturée par induction dans (€, <{) et on 4

F'.F) > c F”. Inversement, soit he F”; 1l existe une sous-
S/ ’ ’
af) '

classe K de a(F) telle que a(h) = l ' E et, d’aprés la démons-
tration du théoréme 2, pour tout eeE il existe une sous-

classe K, de F'. T telle que e = U a(K,). De méme 1l existe
B

une sous-classe E’ de B(F’) telle que B(h) = U E’ et, pour

tout ¢ € E', 1l existe une sous-classe K de F'.F telle que

e = +K). S1 k est un élément de K, (resp. de ,K), on a:
J 8K (resp )
alk) = alhn k) (resp. B(k) = B(h n k),

knhel’ .F. Par suite on peut supposer K, <h et ,K < h.
Il en résulte que h est le (f'.f)-agrégat de la classe réunion

des classes K, et K, ot ecE et ¢'«E. Donc he(F'.F).>

et " = (F'.F)p>. Ceci prouve que 'on a:

(B 1) .(F, f) = ((F". F)p>, [7).

Nous désignerons par o et § les applications source et but dans

JE, <)sona: alF, f) = (B, «(f)), o B est la sous-catégorie
pleine de o(f)” ayant («(F))y»> pour classe de ses unités.

— Soient (F, f)eJC, <) et (F/, fHe}C, <). 51
v E ) <<HEF ),

onaF' cF et f' = Inversement, supposons F' cF et f' = f.
Comme F et I’ sont saturées par induction dans (f~, <)

et que (€', <) est réguliere, «(F’), et par suite (a(F"))yp>,
est saturé par induction dans ((f)”, <); de méme (B(F'))g)>
est saturé par induction dans (B(f)”, <C). Par conséquent
THE, ) < 7HF, f) dans (}7(C7, <), <). Ceci montre que
la relation d’ordre indiquée est 'image de la relation d’ordre
de (J"(C, <), <). Comme (}"(C, <)’, <) est une catégorie
quasi-inductive réguliére (corollaire th. 2), il en résulte que
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(J(€, <), <) est une catégorie quasi-inductive réguliére
isomorphe. Pour montrer qu’elle est sous-inductive, il suffit
de prouver qu’elle est aussi sous-préinductive.

— Soient (Fy, f) e J(€, <) et (Fy, f) € J(C', <). Désignons par
F; n F, la classe intersection de F; et F,. Soit C une sous-classe
de F; n F; ayant un f-agrégat . Comme CcF;, ona f' eF,;
de méme f'eF, dou (FinF,)p> =F,nl, et (F;nkF,, f)
est I'intersection de (Fy, f) et de (Fy, f). Montrons que l'on a =

o£<F1 ﬂFz, f) = a<F1a f) ﬂOC(Fz, f)

Soit e« a(F;) et eea(F,). Il existe fieF, et f e Fy tels que

ofy) = a(fs) =e; puisque fy <f et fo <[ et que (€, <)

est une catégorie sous-prélocale, on a a{finf,) = e et
finfaeFynF,.

Soit

e’ e (a(F))apy> 0 (a(Fy))acr)>-

Il existe des sous-classes C; et Gy de F; et I, resp. telles que:

¢ = L:J a(Cy) et e = L:J a(Cy).

D’apres 'axiome de distributivité, e’ est aussi un sous-agrégat
de Ia classe formée des ¢; n ¢, ol ¢; € a((y) et ¢, & 2((,). Comme
e negealFy) na(F;) on trouve e e (a(F; n Fy))yp>; par suite
« définit une application sous-préinductive [1]. Pour une raison
analogue, [ définit une application sous-préinductive, de

sorte que (J(C', <)', <) est une catégorie sous-inductive
réguliére.

TuktoriMe 4 — (J(C, <), <) admet une catégorie sous-
inductive réguliére (J(C, <C)°, <) pour quotient [2] relativement
a la relation d’équivalence v: (F, f) ~ (F, f') si, et seulement st,
il existe feC tel que:

f<f, f<f e F<F

De plus (J(€C', <)%, <) est une catégorie sous-locale admettant
une sous-catégorie réguliére isomorphe a (€', <).
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Démonstration. — v est une relation symétrique et réflexive.
Supposons :

(F, f)~(F, f) et (Ff)~(FF).
Il existe feC et f eC tels que:
f<f I<f, F<fi F<f,
F<f e F<F,
de sorte que l'on a:
ff=Faf<f, < e FIf,

d’ou (F, f')~ (F, f'). Ainsi v est une relation d’équivalence.
De plus on a: (F)j> = (F);> = F, ¢’est-a-dire (F, f) c e, <),
d’aprés la proposition 5.

— v est compatible avec « et B. Si les composés :

(FLf.(F, ) et (F,f).(F])
sont définis dans (€', <), et si on a:
F, [y~ ®Ff) et (F,f)~(F,F)
soient feC et f eC tels que:

f<f f<f, F<f e F<f, F<F, F<F

Posons e = a(f)nB(f) et F'oF = (F'.F), p»>. On trouve
(/B /)~ (I =T, (f'e).(ef) ~ (F'+F, . F).

Donc v est compatible sur j €, <.

— D’apres la proposition 21 [2], i existe un graphe multiphi-
catif quotient [2] de j(@', )" par v, dont nous désignerons
la loi de composition par e, les applications source et but par
a® et B° respectivement. Soit v '’homomorphisme de 3(@, <)
sur J(C', <)° défim par: (F, f) = (F, f) mod v. Supposons
(B, 1) = 3(C, <), (F, f)e (€, <) et *(W(F, ') = B((F, 1)),

c’est-a-dire v(a(F’, f')) = V(B(F, f)). Cette condition entraine

B = (a(F))ary> = (B(F))gn>
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et 1l existe e e C; tel que:

e < a(f’), e < B(f) et E<e.

Il en résulte:

(F's fle) ~(F', f") et (F, ef) ~(F, ).

Le composé S = (F', f'e).(F, ef) est défini dans J(C', <),
de sorte que le composé Y(F', f7)+¥(F, f) est défini dans J(C', <)°

et égal & v(S). Si de plus on a (F”, f") e J(C:, <) et
a(F”’ f/l) —~ B(F/, f/)’

on obtient:
V(E”, £7)+3(S) = ((F”, f")«%(F", f'))*¥(F, f).
Donc J(€', <()* est une catégorie, qui est la catégorie quotient
strict de }(C', <) par v.
— Considérons sur J(€', <) la relation :
N < N’ s1, et seulement si, 1l existe (F, f) e N et (F/, ) eN’
tels que FcF'.
Cette relation est équivalente a la relation:
N << N’ si1, et seulement si, il existe (F, f)e N, (F', f)e N’
et feC tels que FcF, f<<f, f<f et F' <,
puisque ces derniéres conditions entrainent (F, f) e N, (F',f) e N’
et (F, f)e N. 1l s’ensuit que N <C N’ est une relation d’ordre

sur J(C', <C). Supposons N << N" = ¥(F’, f"). Il existe (F, f)e N
et (F', f)eN" et on a FcF’; il existe aussi f"eC tel que:

fll < fl, f” < f et Fl < f/l.
On en déduit (F, f") e N et (F/, f”) e N, ce qui a pour consé-
quence (F, f’)eN. Ceci prouve:

(I, <) < v, (GE, <)y <P el
(voir [1]). Donc v vérifie Vaxiome (¢°) (prop. 30 [2]) et, en

vertu de la proposition 30 [2], (J(C', <), <) est une classe

sous-inductive quotient de (} (€, <), <{). On en conclut,
en utilisant le théoréme 23 [2], que (J(C', <)%, <) est une
catégorie sous-inductive.
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— Soit N=3(F, f); st (Fy, f) <(F,f) et (Fy, f) <<(F, f) dans
(}((3 <), <), et siv(Fy, f) = ¥(F,, ), ona F; = F,, ce qui signi-

fie que la restriction de v & la classe des minorants de (F, f) est
une bijection sur la classe des minorants de N dans

(Je, <), <)
Il en résulte que, si AeJ(C, <)g et A << a*(N), 1l existe
(B, «(f)) = A

tel que (B, a(f)) << o(F, f); alors ¥((F, f)(B, a(f))) est le pseudo-
produit de N et de A dans (J(C', <), <) et a’(NA) = A.
De méme si A’ < f*(N), il existe A’'N et on a B°(A'N) =A".
Enfin, siN’eNest défini et si N” <. N’« N, il existe (F',f') e N" et
(F, /e N tels que (F', f).(F, f) soit défini et il existe
(F", f"Ye N" tel que:

(B 1) < (T, ) .(F, f),
d’aprés ce qui précéde. Puisque (J—(C, <), <) est réguliére,

on a:
‘ (F" ") = (Fs, ). (Fy, f),
ol
FicF’ et F,cF;
d’ou;

N = NioN,, Ny=3%F,f)<N et N,=5%F,f) <N

Ceci montre que (J(C', <0)*, <) est une catégorie sous-inductive

réguliére quotient de e, <, <.
- Lapphcatlon b: f— v (f~, f) identifie ¢ a une sous-
catégorie régulicre de (J(C', <)°, <).
— Supposons K, =3, f)eJ(C, <), ou i el. Puisque la
classe des K;, ou ie I, est majorée par 0(f) dans (J(C', <), <),
(10p}
il existe K =|_JK;=73F, f), ot F= (H);>, en désignant

iel
par H la classe réunion des F;. Soit K’ = (F', f) e J(C', <)
tel que K n K’ = %(G, f) soit défini. On a:

(G,f)~ (G, H~ (G f) et GeFaF.

Si C est une sous-classe de F n F’ admettant un sous-agrégat g,
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les relations ge(F');> =F et ge(F);> =F entrainent
geFnF dou:

(FonF);> =FnlF et G=FnF".
De plus, pour tout tel, K;n K' =75 (F;nF’, f) est défini et

i1l existe :
6(S)
K" =5(F", ) =|_JKin K.

i€l
Si G’ désigne la classe réunion des F;nF’, ou i1el, on a:
F'" = (G');>cFnF.
Par ailleurs, soit g’ e F n F’. Il existe une sous-classe (' de
.
H telle que g'=‘ 'C'; pour tout ¢’ eC’, 1l existe te 1 tel
que ¢’ eF;nF' cG’; donec g eF” et FnF = F". Par consé-

quent: K= KnK’ et (J(€, <)% <) est une catégorie
sous-locale.

Cororraire. — Si (€', <) est une catégorie prélocale,
J©e, <5 <)

est une catégorie locale, tsomorphe d la catégorie locale (J°, <),
ou J est la classe des sous-classes de C qui sont majorées, saturées
par induction et par agrégation dans (C, <), munie de la lo
de composition:

(F', F) = (F".F)o s1, et seulement si, (a(F))e = (B(F))e,
et de la relation d’ordre:
F, <F s, et seulement si, F,cF.

Démonstration. — Soit v(F, f) e J(€', <). Si f’ est un autre
majorant de F, on a F < fnf’, car (C', <) est prélocale, et

(F)p> = Fgam> = (F)p>,

(F, ') ~(F, f).

d’ ot
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En tenant compte de la proposition 5, on voit que Iappli-
cation

y(F, f)=F ou S, f)eJ(, <)
est une bijection de J(C', <) sur la classe J. Comme toute
sous-classe C de J(€', <) majorée par A"(F) e J(C', <) est aussi
majorée par O(f), o f est un majorant de F dans (€, <),
A(C) admet pour agrégat I'élément (C')p, ou C’ est la classe
réunion des F e A(C). Le corollaire s’en déduit.

Soit Ji la catégorie des foncteurs inductifs entre caté-
gories sous-prélocales, c’est-a-dire des foncteurs ordonnés véri-
fiant la condition U([1], p. 214), (¥, <), 9, (€', <)), tels que
(€, <) et (X7, <) soient des catégories sous-prélocales et que
les conditions feC, [ <<f et f” <[ entrainent:

e(f" 0 f") = ¢(f") 0 (f")-
Soit J; la sous-catégorie pleine de J} ayant pour objets les

catégories sous-locales. Soit J; la sous-catégorie pleine de J;
ayant pour objets les catégories locales.

Tutorime b (Théoréme de complétion). — (J(C', <)*, <)
est une Ji-projection de (€', <) dans J} (voir [2]).

Démonsiration. — Montrons que

b= (I, <)% < 0, (€, <)
est un Jj-projecteur dans Ji. Pour cela, prouvons d’abord

que 6 € J}. En effet, si C est une sous-classe de C ayant un sous-
agrégat f, la classe 6(C) admet 0(f) pour sous-agrégat. Si
f'<<fetf" <<f, ona:
OF nf") = nf"), 10 f") = 8f) n 0(F),
donc 6§ Je.
— Supposons & = (¥, <), g, (€, <)) e et (¥, <) <.

Soit ¢ 'application :

~ {0 B

WE N e, on F HeIE, <)
Si (F, f') ~ (F, f) modulo v, il existe fe € tel que:

f<r, f<f et (FH~(F
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Par suite:
6] 10 P

\Je® =Je® =Je®,

et 'application ¢ est bien défime. Montrons que g définit
un foncteur. En effet, comme ® est un foncteur inductif,
pour toute sous-classe F de C, majorée par feC, on a:

Posons :

e=o) et &=|_J¢E).

D’aprés ce qui précéde, on a:

~U<p ) <UJ s <.

De la relation:

2(8) = 9(B(g)-8-=(g) = ¢(B(8)) . #(g) . 9(x(g)) < ¢'ee’ =¥,

ou geRB, il résulte (%) << e’. Donc:

¢ = o =
Qﬁ? > WET LJ? =

on obtient: a(3(N)) = g(a*(N)). De méme
BEN)) = #(B*(N)).

Soit N'e J(€', <) tel que a*(N’) = B°(N); on peut supposer
qu’il existe (F’, f') e N’ tel que (F', f').(F, f) soit défini; posons :
¢

), =9 =D
), HK=7gN) e h"=3FNeN).

Comme :

8]~
Z |

b=
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On a:

-~ Uswn <(Uom)-(Jom) =

D’aprés le début de la démonstration, on trouve:
(k. b) = a(h) = F(o(N)) = F(ar(N'+N)) = a(h’)

et de méme B(R'. h) = B(R"). Il s’ensuit ' .h = A", car (¥, <)
est ordonnée. Par suite (N'eN) = g(N').g(N) et ¢ définit
un foncteur.

— Supposons K; = y(F;, f) <V(F, f), pour tout iel. Le
y(F, ) agregat K des K; est égal a v((F) f), ou F’ est la
classe réunion des F;, de sorte que:

LN L1632 L10)) A ? (K)
=Uew) =UJ(Uee) =Usitr
iel €1
Enfin, on a:
L1ED)

F(Ky n Ky) = §3(Fy n Fy, f) = |_J ¢(Fu n Fo),

d’aprés la démonstration du théoreme 4, et

£16)) o) ()
K,) n5(K,) = (o) o (U2 m0) = U)ol n oth

Si€F;

en vertu de 'axiome de distributivité dans (%7, <C). Puisque
F, et I, sont majorés par f et que @ est un foncteur inductif,

on a:
¢(h) no(fe) = ¢(frn f2),

quels que soient f;eF, et f,eF,. Par conséquent:

3(Kq) n3(K,) <3(Kyn Ky)
et

3(Ky) n 3(Ka) = 9(Ky n Ky),

car ¢(K; n K;) < 9(K;) n9(K;). Cect démontre que ¢ définit
un foncteur inductif ® = (X', <), 3, (J(€, <)*, <)) tel que
0.6 = .

— Soit ®; un autre foncteur inductif de (J(€, <)°, <) vers
(27, <) tel que ®,.0=>P. Soit K=5(F, f); comme K est le
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v(F, f)-agrégat des éléments O(f;), ou f;eF, on doit avoir:

~ O o) ~
,(K) = ®:(8(F) =] #(F) = 3(K),
ce qui entraine ® = ®,. Donc § est un J-projecteur [2] et

par suite (J(C', <)%, <<) est une Jj-projection de (€', <)
dans JY.

Cororraire 1. — Si (€7, <) est une catégorie sous-locale
réguliére, § est un tsomorphisme de (€', <) sur (J(C', <)°, <.

Ceci résulte de l'unicité, & un isomorphisme prés, d’une
Ji-projection (voir [2]).

Cororraire 2. — St (C') <) est une catégorie prélocale
réguliére, (J(C', <)%, <C) est une J,-projection de (C', <).

Ce corollaire résulte du théoréme 5 et du corollaire du théo-
réme 4.

Remarque. — Le théoréme 5 et le corollaire 2 de ce théoréme
admettent pour cas particuliers des théorémes de complétion
démontrés dans [2] et [3], dans lesquels (€, <C) est supposé
étre un groupoide sous-local.
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STRUCTURES FEUILLETEES
CHARLES EHRESMANN, Iustitut Henri Poincaré

Introduction

Cet article a pour but la définition précise et I'étude des structures
feuilletées dans le cadre de la théorie des structures locales telle
qu'elle est exposée dans {3; 5; 6). Les résultats connus dans le cas
des variétés feuilletées sont précisés et généralisés au cas d'un
feuilletage topologique localement simple. Les notions d’holonomie,
de déroulements et de tubes analysées ici permettent d'étudier les
questions de stabilité. Seuls des problémes généraux sont abordés,
les applications étant réservées pour une publication ultérieure.

I.a plupart des idées contenues dans ce travail ont été exposées
dans mes cours (en particulier, Paris 1955-56, 1958, 1961) et dans
des conférences (par exemple Princeton 1953, Buenos-Aires 1959
60, Montréal 1961). Rappelons que la notion de variété feuilletée
a &té introduite dans une Note en collaboration avec Reeb (1),
puis étudiée d'une fagon approfondie par Reeb (13; 14) dans
différentes publications. Les structures feuilletées d’espéce B# §
" élargie et de seconde espéce ont été définies dans (3). Les I-struc-
tures étudiées par Haefliger (16), qui sont étroitement liées aux
feuilletages de seconde espéce,-ne seront pas considérées ici. Les
feuilletages localement simples ont été introduits dauns une Note
en collaboration avec Shih Weishu (2).

I. Définitions de diverses espaces de structures feuilletées

1. Feuilletages topologiques

Soit £ un ensemble muni de deux topologies T" et 77. On dira
que (7, T7) définit sur E un feuilletage topologique ou une structure
d’espace feuilleté topologique si la condition suivante est vérifiée :
Pour tout x € E, il existe un voisinage ouvert U’ de x relativement
a 77 sur lequel 7" et 77 induisent la méme topologie.

Si (T, T') est un feuilletage topologique sur E, alors 7" est une
topologie plus fine que 7. Nous supposerons désormais que 77 est
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localement connexe. Une composante connexe F de E relativement
a T”, munie de la topologie induite par 77, sera appelée une feuille
de (T, 7"). Si T et T induisent la méme topologie sur F, on dira
que F est une feuille propre. Les feuilles de (T, T7) forment une
partition de E; la relation d’équivalence correspondante sera appelée
relation d’équivalence sous-jacente & (T, T'). '

Remargue. Un feuilletage topologique (77, T7) tel que T = 77
peut n'avoir qu'une seule feuille. Par exemple, considérons sur le
tore A deux dimensions une géodésique E partout dense. Soient 7"/
la topologie de variété a une dimension de E et T la topologie
induite sur E par celle du tore. Alors (7, 7”) est un feuilletage
topologique dont E est la seule feuille.

Soit E” I'espace quotient de I'espace E, muni de la topologie T,
par la relation d’équivalence sous-jacente & (7, 7”); I'espace topo-
logique E° sera appelé espace transverse de (T, T).

Si U est un ouvert de E relativement a 7, le couple des topo-
logies induites par T" et 77 sur U définit un feuilletage topologique
sur U, que nous appellerons feuslletage induit par (T, T') sur U
et que nous noterons (7, 77) .

Sotent (7, T) et (T, T") deux feuilletages topologiques sur E
et E, respectivement. Une application f de E sur E; est un 1somor-
phisme de (T, T") sur (T3, TY') si f est un homéomorphisme de T
sur Iy et de T sur T\. Un isomorphisme local de E sur E; est un
isomorphismede (T, T")ysur (T4, T1') vy, 00t Uet Uy sont des ouverts
de E et E; relativement & T et 7 respectivement. Soit E” un
espace étalé par p sur E; alors il existe un feuilletage (77, 7) sur
E~ tel que la restriction py+ de p 4 U” soit un isomorphisme de
(T, T"yu* sur (T, T")p= pour tout ouvert U tel que py* soit
un homéomorphisme sur p(U").

Une feuille F de (T, T7) sera dite simple si tout point de F a un
systéme fondamental de voisinages U ouverts relativement a T et
tels que l'application canonique de l'espace transverse U~ de
(T, T") v dans 'espace transverse E” soit un homéomorphisme sur
un ouvert de E*; un tel voisinage sera appelé ouvert distingué de
(r, ).

Le feuilletage (7, 77) est dit simple si toute feuille est simple, 11
est dit localement simple si tout point x de E admet un voisinage
ouvert U relativement & T tel que (T, T")y soit simple; un tel
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ouvert U sera appelé ouvert simple et une feuille de (7, T")y sera
appelée une plegue de U; alors tout point x admet un systéme
fondamental de voisinages simples.

Soit {7, T7) un feuilletage localement simple sur E. On appelle
chaine simple une suite finle C= (Uy, ... Uy Vigy ooy Vaer )
vérifiant les conditions suivantes :

(1) Pour tout 7 < %, U, est un ouvert simple de E.

(2) Pour tout ¢ < n, V; 1 est une plaque du feuilletage induit
sur U, M Uy et Vg et Vi1 appartiennent 4 une méme
plaque V, de U,.

11 en résulte que la suite (Vy, ..., Vi3 Vie, ..., Vae1.) est une
chatne de plaques d’une feuille F, c’est-a-dire que V, ;1 est une
composante connexe de V, M V.. Si de plus x et &’ sont deux
points de F tels que x € Vyet ' € V,, on dira que C relie x & x'.
Le triplet (x, C, x’) est appelé chaine simple pointée.

On appelle chaine pure une suite T = (Wy, ..., Wy, Wia ...,
Wy-1,) vérifiant les conditions suivantes :

(1) Pour tout 7z < n, W, est un ouvert simple de (7', 77).

(2) Pour tout ¢ < #n, W; 41 est un ouvert distingué dans W, et
WH~1-

(3) Pour tout ¢ < n, W,; et W,y sont obtenus par saturation de
W;.i1 relativement aux relations d’équivalence sous-jacentes a
(T, Tw, et & (T, T")w,,, respectivement.

(4) Pour tout ¢ < #, une plaque V' 1 de W, 41 est une com-
posante connexe de V,/ M V., ot V,/ est une plaque de W,.

A T et a toute plaque V; de W, est associée une chaine simple

(Wi, ..., Wa; Via, ..., Va_1.) bien déterminée, ot V; s est con-
tenu dans Vi, et par suite une chaine de plaques (Vy, ..., V,;
Vieyeooh Vac1a). La suite (x, Wo, oo, Wy Wie, o ooy Wasam, &)

= (x, T,x), ot x € Vyet &’ € V,, est appelée chaine pure pointée
reliant x & x’.

ProprosiTiON. Awec les mnotations précédentes, lapplication :
Vi— V, est un isomorphisme de 'espace transverse Wy~ sur lespace

transverse W, appelé isomorphisme canonique associé & T.

PropositioN. Sz (T, T7) est un feuilletage localement simple, la
relation d'équivalence sous-jacente est ouverte.
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COROLLAIRE. L’adhérence d'une feuille F relativement & la topo-
logie T est une réunion de feuilles.

Soit (Ui, Us, Vi2) une chaine simple. Dans U; M U,, il existe
un ouvert W distingué relativement & U; et & U, et dont une
plaque contient Vi .. Soient Wi, W, et Wi, les ouverts obtenus
par saturation de W relativement aux relations d’équivalence sous-
jacentes & (T, T u,, (T, TN v, (T, T v,nv,; alors (W, Wy; W1 2)
est une chaine pure.

PRrROPOSITION. 4 toute chaine simple (Uy, . .., Uy; Vi, oo, Vi)
est associbe une chaine pure (Wi, ..., Wy Wi, ..., Wao1n) telle
que Wy C Ui et Vs C Wi

ProrosiTiON. St (7', T') est un feuilletage topologique et si T' est
régulidre, toute feuille simple est propre. Si de plus (T, T") est locale-
ment simple, toute plagque d’'un ouvert simple U est propre eb les
plaques forment une base de T'; pour qu'une feuiile soit propre il
faut et il suffit qu'il existe un ouvert simple dont la trace sur F soit
connexe.

PRrROPOSITION. Pour qu'un feuilletage localement simple (T, T7) soit
simple, il faut et il suffit que pour tout x € E il existe un voisinage
simple U de x relativement & T tel que deux plaques différentes de U
appartiennent & deux feuilles différentes de (T, T").

COROLLAIRE. Sz (T, T") est simple, tout feuilletage induit est
simple et pour tout ouvert U de E relativement & 1T Pespace trans-
verse U de (T, Ty est un espace étalé (non séparé) au-dessus de E°.

La classe des feuilletages topologiques sur les ensembles, munie
de la relation d'ordre : (T, TY) < (T, T7) si, et seulement si,
(T1, Ty) est un feuilletage induit par (7, 7”), est une espéce de
structures locales au-dessus des ensembles (voir 3).

Un feuilletage topologique peut étre défini de la fagon suivante :
Soit E un ensemble muni d’une topologie 7. La classe © des sous-
espaces (4, T,), ou T, est la topologie induite par T sur le sous-
ensemble 4, forme une espéce de structures locales au-dessus des
sous-ensembles de E pour la relation : (4', Tw) < (4, Ty) si, et
seulement si, A’ est ouvert pour 7 4, et la projection p : (4, T4)—4.
Désignons cette espéce de structures par (B(E), p, &).
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{B(E), p, ©) peut étre complétée en une espéce de structures S—
dont les éléments sont les classes complétes C de & relativement 2
p, c'est-a-dire (3) les sous-classes de & saturées par induction et
agrégation et telles que, pour tout (4, 7°,) € Cet tout (4',74)€C,
A M A’ soit ouvert relativement & 74 et & T 4.

©~ est une espéce de structures locales au-dessus de P(E) pour
la projection

p: C— U p(s).
seC
L’image p(C) de C € &, munie de la topologie 7(C) engendrée
par les éléments p(s), ol s € C, est appelée sous-espace local de
E. Le couple (Tz, 7(C)), ot T'p est la topologie induite par 7" sur
B = $(C), définit un feuilletage topologique sur B. En particulier :

ProPOSITION. La donnée d'un feuilletage topologique (1, T") sur
E équwvaut & la donnée d'un élément C de S~ tel que p(C) = E.

Les ensembles p(s), ot s € C, sont des ouverts de 7.

A Tespéce de structures locales (B(E), p, S) est associée la
classe des jets locaux j,bs, ol s € & et x € p(s) (voir 5). Le jet
j.*s s’identifie & la classe des couples (s', x), o0 5" € @ et x € p(s),
tels que s et s’ alent un ocuvert commun contenant x. Ce jet
sera appelé germe de sous-espace en x. Soit E” I'ensemble de tous
les germes de sous-espaces de E. Les ensembles s™ formés de tous
les germes j.*s du sous-espace s forment une base d’une topologie
sur £°; un élément 5" sera appelé ouvert élémentaire. L'application
canonique p" : j*s — x est une application continue de E” sur £
dont la restriction A 5™ est un homéomorphisme sur le sous-espace s.

Un ouvert W de E” est appelé espace extrait de E (voir 4). En
particulier, pour que W soit 'ensemble des germes d'un sous-
espace local B de E, il faut et il suffit que la restriction de p" &
W soit une application biunivoque sur B. Ainsi un feuilletage topo-
logique (7", T7) est aussi défini par la donnée d'un sous-espace
extrait W de E tel que la restriction de " & W soit une application
biunivoque sur E.

Il convient de considérer plus généralement les espaces extraits
connexes relativement séparés W, c'est-d-dire tels que si
Pw) =p (), ot w€ W et w € W, il existe deux voisinages
de w et @' sans point commun.
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Soit E' un espace topologique et f une application de E’ dans
I'espace topologique E. On dit que f est une tmmersion de E' dans
E §'il existe un étalement f/ de E' dans E” tel que f = p°f’; c’est-
a-dire pour tout x € E’, il existe un voisinage ouvert U’ de x dans
E’ tel que la restriction de f* & U’ soit un homéomorphisme sur un
ouvert de E". Si de plus f est une application biunivoque, alors
on dira que f est un plongement de E’ dans L.

Soit £ une variété topologique, de topologie 7. Un sous-espace
(4, T4) de E est appelé une sous-variété élémentaire si T4 est une
topologie de variété. Les sous-variétés élémentaires forment une
sous-espeéce de structures locales de & et leurs germes, un sous-
espace E,” de E"; E;” est une variété topologique (non séparée).
Un ouvert de E,” sera appelé variété extraite de E.

Soient E et £’ deux espaces topologiques et f une application de
E' dans E. On appellera point limite de E’ relativement & f au-dessus
de x € E un filtre minimal (c’est-A-dire le plus fin possible suivant
Pordre considéré sur la catégorie des filtres (5)) X de E’ ayant les
propriétés suivantes :

(1) f(X) converge vers x € E et X ne converge pas vers un point
y tel que f(y) = «.

(2) X admet une base B formée d’ouverts connexes.

(3) Pour tout U’ € B, il existe un ouvert U de E tel que, en
désignant par U’ la frontiére de U’, on ait : UNFU’) = 0.

En particulier, on définit ainsi la notion de point limite d'un
espace étalé; plus généralement, on appellera point limite d’un
espace extrait W de E un point limite de W relativement a la
restriction de p~ a4 W.

Soit (T, T') un feuilletage topologique sur E. On appellera point
limite d'une feuille F de (T, T") un point limite X de l'espace
topologique F relativement & linjection canonique de F dans
I'espace E muni de la topologie 7" Alors X s’identifie & un point
limite de l'espace extrait correspondant a F.

ProrosiTION. Sotent (T, T") un feuilletage localement simple et U
un ouvert simple. Pour qu'une plaque P de U n'admette pas de point
Limite, il faut et 1l suffit que P soit fermée dans U pour la topologie
induite par T sur U.

ProrositioN. Seit (T, T} un feuilletage localement simple. Pour
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guw'une feuille F n’admelte pas de point limite, il faut et il suffit que,
pour tout ouvert simple U, toute plague de F (M U soit fermée dans U.

Si aucune feuille de (77, 77) n'admet de point limite, on dira
que (T, T") est un feuilletage sans point limite.

Si une feuille F d’un feuilletage (7', 7’) admet un point limite,
I'espace transverse de E n’est pas séparé. Touteéfois un feuilletage
sans point limite peut étre tel que son espace transverse ne soit
pas localement séparé.

2. Partitions locales
Soit E un ensemble muni d’une topologie 7. Soit U un ouvert
de E et soit p(U) une relation d'équivalence ouverte sur U telle
que les classes d’équivalence modulo p(U) soient connexes, locale-
ment connexes et fermées pour la topologie T’y induite par 7" sur
U. La classe de toutes les relations d’équivalence p(U), ou U par-
court 'ensemble des ouverts de E, est une classe inductive & pour
la relation d’ordre : p(U’) < p(U) si, et seulement si, U' C U et
si les classes d’équivalence modulo p(U’) sont les composantes
connexes des traces sur U’ des classes d’équivalence modulo p(U).
Toute sous-classe majorée R’ de R admet, en effet, un agrégat, a
savoir la relation d’équivalence engendrée par les relations p(U) € R'.
L’application p:p(U) — U étale N sur la classe inductive des
ouverts de E.
Une classe compleéte C de R, compatible avec p et telle que
U p(s) = E
seC
sera appelée partition locale de E. Une classe d'équivalence modulo
s, ou s € C, sera appelée plaque de C.

PROPOSITION. Soit C wune partition locale de E et p la relation
d équivalence sur E engendrée par les relations d'équivalence s € C.
Alors les plaques de C forment une base d'une topologie T' sur E
telle que (T, T") soit un feuilletage topologique sans point limite dont
p est la relation d'équivalence sous-jacente.

Le feuilletage (7, 7’) défini par la proposition sera appelé
Jeutllelage associé & la partition locale C.
Les partitions locales forment une espéce de structures locales

569



116 CHARLES EHRESMANN

au-dessus des espaces topologiques, la relation d’ordre étant la
relation d’inclusion.

Soient (7, T7) un feuilletage topologique sur E et p la relation
d’équivalence sous-jacente. Les composantes connexes des ouverts
relativement & 7" des feuilles de (7, 7”) forment une base d’une
topologie 77 sur E.

PROPOSITION. Avec les notations précédentes, I est une topologie
plus fine que T et moins fine que T'. Si (T, T”) est un feudlletage locale-
ment simple sans poing limite, 1" et T" sont identiques et (T', T") est
le feuilletage associé & une partition locale.

De cette proposition, il résulte que (77, T”) est un feuilletage
topologique. Si (7T, T") est localement simple et sans point limite,
c’est le feuilletage associé 4 la partition locale de E dont une base
est formée des relations d’équivalence sous-jacentes & (7, 77)y, ol
U est un ouvert simple de E.

Soit C’ une partition locale de I'espace topologique E admettant
une base C telle que pour tout x € p(s) M p(s’),olts € Cets € C,
il existe un ouvert U 3 x sur lequel les traces des classes modulo s
et s’ respectivement soient connexes, c’est-d-dire identiques aux
classes d’équivalence modulo s” € C, ou p(s"”) = U.

Alors C s'identifie & un systeéme dynamique généralisé au sens de
Reeb (voir 14).

PROPOSITION. Pour qu’une partition locale soit un systéme dyna-
mique généralisé, il faut et 1l suffit que le feuilletage associé soit
localement simple.

Les notions de systéme dynamique généralisé et de feuilletage
topologique localement simple sans point limite sont donc équiva-
lentes.

Soient (77, 77) un feuilletage topologique sur E et F une feuille
localement compacte. On appellera point adhérent & ['infine de F
un point adhérent relativement & 7" au filtre d’Alexandroff de 7
(c’'est-a-dire au filtre admettant pour base les complémentaires des
compacts de F relativement a la topologie T7). Plus précisement,
on peut considérer les points de F adhérents, relativement & 7, &
un filtre § de F tel que :
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(1) & est plus fin que le filtre d’Alexandroff.

(2) ¥ admet une base formée d'ouverts A frontiére compacte.
Un point adhérent & un tel filtre § est un point limite de F selon
& au sens de Reeb (14).

PRroOPOSITION. Sotent (T, T") un feuilletage localement simple sans
point limite, F une feuille localement compacte et § un filtre sur F
vérifiant les conditions (1) et (2) ci-dessus. Alors I'ensemble des points
adhérents & F relativement & § est une réunion de feuilles.

Pour la démonstration, voir (14).

En particulier, cette proposition s’applique si § est un bout au
sens de Freudenthal (15).

Remarquons qu'une feuille F peut étre contenue dans son adhé-
rence A l'infini (la feuille est alors dite stable au sens de Poisson).

3. Variétés feuilletées

Soient G un pseudogroupe de transformations dans ['espace
numérique R? et G’ un pseudogroupe de transformations dans
I'espace numérique R2% Soient 7(G) et 7(G’) les topologies sous-
jacentes & G et & G’ respectivement (voir 3). Soit A un homéo-
morphisme (x, y) — (g(x), g.’ (), défini sur U X U’, ot U est la
source de g € G et U’ la source de g,/ € G’ pour tout x € U, tel
que de plus A(U X U’) soit ouvert pour la topologie produit
7(G) X 7(G"). L'ensemble des homéomorphismes % est la base d’'un
pseudogroupe de transformations G # G’ dans R? X R% Tout point
de R? est supposé fermé pour 7(G).

Soit 4 un atlas complet de R? X R? sur un ensemble E com-
patible avec le pseudogroupe G # G’ {voir 6). On dira que l'atlas
complet 4 définit sur E une structure feuilletée de Uespéce G # G’
élargie, c'est-A-dire obtenue par élargissement complet de G # G’
au-dessus du pseudogroupe & des applications biunivoques d'un
ensemble sur un ensemble. Considérons en particulier 'ensemble 4,
des cartes locales f € 4 ayant pour source un ouvert élémentaire
UXU,ou UE€r(G) et U € r(G'); une telle carte sera appelée
carte élémentaire. A1 est une base de l'atlas complet 4. Soit 7(4)
la topologie sur E sous-jacente 4 A, c'est-a-dire la topologie dont
les buts des cartes de A forment une base; 7(4) admet aussi pour
base I'ensemble des buts des cartes élémentaires.
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A une carte élémentaire f définie sur U X U’ correspond, pour
tout ¥ € U, 'application f, : y — f(x, v) de U’ dans E. L’ensemble
des applications f, forme une base d’un atlas complét 4’ de R¢
dans E compatible avec G’; cet atlas complet A’ définit sur E une
structure de l'espéce G’ élargie. Soit 7(4’) la topologie sous-jacente
a4 A’; nous supposerons 7(G’), donc 7(4’), localement connexe.

PROPOSITION. Avec les notations précédentes, le couple des totolo-
gies (1(4), 7(4")) définit sur E un feuilletage topologique localement
simple sans point limite, sous-jacent & la structure feuilletée de I'espéce
G # G’ élargie.

Les composantes connexes de 7(4’) sont aussi appelées les
feuilles de la structure feuilletée de I'espéce G # G’ élargie. Chaque
feuille est munie d'une structure de 'espéce G’ élargie.

En particulier, si G et G’ sont les pseudogroupes de tous les
automorphismes locaux de R? et R? respectivement, une structure
feuilletée de I'espéce G # G’ élargie sera appelée structure de variété
feuilletée. Le pseudogroupe G # G’ correspondant sera désormais
noté A, ,.

PRrROPOSITION. St E est une variété fewilletée telle que le feuilletage
topologique sous-jacent soit simple, U'espace tramsverse L esi une
variété non séparée.

Soit A un atlas complet définissant sur E une structure feuilletée
de lespéce G # G’ élargie. 4 est aussi compatible avec A, , En
complétant 4 relativement & A, , on obtient un atlas complet
A, . définissant sur £ une structure de variété feuilletée sous-
jacente & la structure de l'espéce G # G’ élargie. Chaque feuille F
est aussi munie d’une structure de variété de dimension ¢ par I'atlas
A, correspondant & A4, , par la méme construction que précé-
demment. De plus, F est une réunion de feuilles de la variété
feuilletée sous-jacente.

Dans tout ce qui précéde, on peut remplacer G #G’ par un
sous-pseudogroupe I' et définir une structure feuilletée de 'espéce T
élargie par la donnée d'un atlas complet compatible avec T. Une
structure feuilletée de l'espéce T' élargie admet une structure
feuilletée sous-jacente de l'espéce G # G’ élargie.
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Exemples de structures feuilletées de Uespéce T élargie

(1) Si T est le pseudogroupe admettant pour base les homéo-
morphismes % : (x, y) — (g(x), g () de U X U’ sur un ouvert
de R? X R, ot Uestlasourcede g € Get U’ lasourcede g’ € &,
une structure feuilletée de Vespéce I' élargie est appelée structure
de produit local. Une telle structure admet deux structures feuilletées
sous-jacentes, de I'espéce G # G’ et de l'espéce G’ # G élargies. On
dira aussi qu'une structure de produit local définit un feuilletage
double.

(2) Soit A, ' le sous-pseudogroupe de A,, admettant pour
base les homéomorphismes & : (x, ¥) — (g(x), g./(¥)) de A, , tels
que g € A%, g/ € A, pour tout x appartenant a la source U de
get h € Apy,”, ot r <k, r <let A,* désigne le pseudogroupe des
automorphismes locaux d’ordre s de 'espace numérique R". Les
structures feuilletées de l'espéce A, ! élargie sont appelées
structures feuilletées différentiables d’ordre (k,1, 7). Les feuilles sont
munies de structures de variétés [ fois différentiables.

Toute structure de variété feuilletée différentiable d’ordre (7, 7, r)
telle que le feuilletage topologique sous-jacent soit simple, est
isomorphe & une structure de variété feuilletée construitede lafagon
suivante:

Soient V, et B deux variétés r fois différentiables, B pouvant
ne pas étre séparée. Soit f une application de V, sur B de rang p
constant. Soient xo € V, et vy = f(xo). Alors il existe une carte
différentiable distinguée g du pavé ouvert de R* formé des points
(%1, .+ ., %) tels que a@; < x; < b; pour tout 2 < # sur un voisinage
ouvert U de x, dans V, et une carte différentiable g’ du pavé de R?
formé des points (v, ...,y, tels que a/ < y; < b/ pour tout
7 < ¢ sur un voisinage ouvert V de y, dans B de fagon que I'appli-
cation /' = g'~fg soit définie par :

y,=x:81<p et ¥y, =058 p<j<yqg

Pour deux cartes distinguées g et g, de R* dans V, le changement
de cartes g~lg, appartient & A, ,_,"""". Donc I'ensemble des cartes
distinguées de R" dans V, définit sur V, une structure de variété
feuilletée différentiable d’ordre (7, r, 7).

Les feuilles sont les composantes connexes des ensembles f~1(y),

573



120 CHARLES EHRESMANN

ol y € B; elles forment une partition de V, et l'espace quotient
de V, par cette partition est une variété non séparée de dimension
$ sc projetant sur une variété extraite de dimension p de B.

(3) Si, dans 'exemple précédent, on remplace A% A, et A,y
par les pseudogroupes d’automorphismes locaux analytiques réels
(ou complexes) A,*, A2, Ayi# de R?, R? et RP+? respectivement
les structures feuilletées de l'espece A, ,~ élargie correspondantes
sont appelées structures feuilletées analytiques réelles (ou complexes).
Toute structure feuilletée analytique admet une structure feuilletée
sous-jacente, différentiable d’ordre (%, [, r) pour tout k&, /[, r.

Si A,} (respectivement A,*) est remplacé par A~ (respectivement
par A,¢), on obtient une structure feuilletée 3 feuilles analytiques
(respectivement transversalement analytique).

4. Structures feuilletées de I'espece B # §F élargie

Soit @~ la catégorie inductive des applications d’un ensemble
dans un autre, un élément étant représenté par le triplet (£, f, E),
ol f est une application de E dans E'. Le groupoide des éléments
inversibles est le groupoide & des applications biunivoques d’un
ensemble sur un autre.

Soient B et §F deux groupoides locaux au-dessus de € (voir 5),
les foncteurs* projections étant p et p’ respectivement, c'est-a-dire
(G, p, B) et (€, p’, F) sont des espéces de structures locales au-dessus
de €. Les symboles .S et s désigneront des unités-(ou structures) de
B, les symboles S’ et 5" des unités de §; nous écrirons aussi B = p(S)
et F = p'(S’); un élément de B sera représenté par un couple (g, S),
ot g € € et alg) = p(S); un élément de § par un couple (g’, S’),
ol g € CGetalg) = p'(S'). Les éléments p(s), ol s < S, engendrent
une topologie 7(S) sur B et les éléments p'(s’), ou s’ < .5/, une
topologie 7(S”) sur F, supposée localement connexe.

——
Soit B#F la catégorie des triplets (S; X Sy, %, 51 X S1), ol
h est un homéomorphisme de By X Fi sur un ouvert de B: X Fs
pour les topologies 7(S1) X 7(S1) et 7(S2) X 7(S¢’), de la forme :

(x, v) — (g(w), g’ ()

*Le mot foncteur signifie toujours foncteur covariant. La classe des unités ou
des objets d’une catégorie € sera désignée par &, 'unité & droite, ou source, de
f € @ par a(f), 'unité & gauche, ou but, de f par 3(f).
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ot (g,S) €9, (x,9) € By X Fy, (g/,S)) € § pour tout x € B,
avec B(g, Sy < S et (g, S/) < Sy. Munie le la relation :
(s2 X s/, B, 51 X s/) < (Se X SY, k,S; X SY) si, :t seulement si,

$: <S5, 5 < S/ olti=1,2, et & est une restrict on de 4, %Té%
devient une catégorie sous-inductive presque au-de. sus de €~ (voir
3). Soit B # § le groupoide des éléments inversible: .

Soient E un ensemble et f une application biunivique de B X F
sur E. Soit (f, S X S)B # § la classe des couples (f%, Si X S¢), ott
(S XS,k S XS) € B#F. Une telle classe sera a spelée structure
de produit assouplt sur E.

Soit o = (f, S X S"\B # § une structure de produit assoupli sur
n(s) = E; on dira que ¢ = (f/, s X s)B # § est nduite par o si,
et seulement si, =(¢") C #{s) et ¢'il existe un élément (S X S, 7,
s X s de B#F tel que f/ = fh. Avec cette relation, la classe de
toutes les structures de produit assoupli devient une classe ordonnée
3).

Deux structures de produits assouplis ¢ et ¢ sont dites locale-
ment compatibles si la classe '’ de toutes les structures de produits
assouplies ¢'" induites simultaném:nt par ¢ et ¢’ est telle que I'on
ait :

w(e) N w(c’) = U =(c").

o’ TeD’!

Soit T une classe compléte de “roduits assouplis o, c’est-a-dire
une classe saturée par induction 2t agrégation et telle que deux
quelconques de ses éléments soiert localement compatibles. Alors
T est appelée structure feuilletée dz Uespéce B # § élargie sur

E= u 7 (7).

A une structure de produit assoupli o correspond la structure
feuilletée ¢ définie par la classe compléte engendrée par la classe
de toutes les structures de produits assouplis qu’elle induit. Re-
marquons que & peut contenir d’autres structures de produits
assouplis sur = (o), qui admettent par conséquent la méme structure
feuilletée sous-jacente.

La classe des structures feuilletées de lUespéce B # § élargie,
munie de la relation : £ < Z’ si, et seulement si, la classe Z est
contenue dans X', et de la projection
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7:z— U w(s) = E,

est une espéce de structures locales (B # F)o au-dessus de E.

A tout T € {(B#F)o correspond une topologie sous-jacente
7(Z) ayant pour base les ensembles 7 (s), oil ¢ € Z; alors Z induit
une structure feuilletée de l'espéce B # § élargie sur tout ouvert
de cette topologie.

Soient ¢ = (f,s X s)B#§F et ¢’ deux produits assouplis. Un
1somorphisme de o sur ¢’ est un couple (&, o), ot & € G, a(k) = n(o)
et o' = (kf,s X sYB #F. Le groupoide de ces isomorphismes est
un groupoide ordonné pour la relation : (&, oy) < (k, o) si, et
seulement si, o3 < ¢ et k; est une restriction de k. Ce groupoide
est 'élargissement de B # § relativement & € (3).

Sotent = € (B # Foet 2/ € UB # F)o. On appelle tsomorphisme
de = sur 2/ un couple (K, Z) tel que K soit une application bi-
univoque de #(Z) sur 7(Z') et que, pour tout ¢ € 2, on ait
B(Kw(s),0) € Z', ou Kn(s) est la restriction de K a 7w(o). Les
isomorphismes ainsi définis forment un groupoide local (B # F)
au-dessus de €.

Soit Z € {B#Foet (f,SXSNB#F € I; soit x € B'= p(S).
La classe ¢ des éléments (f,, S, ol f.(¥) = f(x, v), est base d'un
atlas complet 4 sur E = #(Z), dont la topologie sous-jacente r(4)
est plus fine que 7(Z). Le couple (r(Z), 7(4)) définit sur E un
feuilletage topologique sous-jacent & T et A définit sur E une
structure de l'espéce § élargie. Chaque feuille de (+(Z), 7(4)), on
7(A4) est localement connexe, est aussi munie d'une structure de
I'espéce § élargie.

ProprosITION. Soient B’ et §' deux groupoides locaux au-dessus
de B et § respectivement; alors LB #F') est un groupoide local
au-dessus de LB £ F).

Si B et § sont les sous-groupoides des éléments inversibles des
catégories locales B~ et §~ au-dessus de €=, une construction
générale analogue méne A une catégorie locale (B~ # §™), contenant
QB £ F) et dont les éléments sont des homomorphismes de struc-
tures feuilletées de l'espéce B # F élargie.

Toutes les constructions précédentes peuvent se faire de méme

P d
en remplacant B#F et B#F par I et T, ol I'” est une sous-
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L~
catégorie de B # § avant les mémes unités et saturée par induction,
et T est le groupoide des éléments inversibles de T'™. On est ainsi
conduit A Vespece ¥(I')y des structures feuilletées de l'espéce T
élargie. Toute structure feuilletée de 1'espéce I' élargie admet une
structure feuilletée sous-jacente de 'espéce B # § élargie.

Exemples de structures feuilletées de U'espéce T élargie

(1) Produits locaux. Si T est le sous-pseudogroupe B X § de
B # §, une structure feuilletée de 'espéce B X § élargie est appelée
structure de produit local. L'espéce ¥L(B X F)o admet LB # F)o
et {(F#B), comme espéces de structures locales sous-jacentes.
Les structures feuilletées de l'espéce B # § élargie et de l'espéce
¥ # B élargie sous-jacentes & une structure de produit local seront
dites supplémentaires.

(2) Fibrations. Si on suppose que § est un groupoide muni de la
relation d’ordre triviale (@ < b si, et seulement si,a = b oua = 0),
la topologie 7(S’) est la topologie grossiére sur F = p/(S’). Dans
ce cas, une structure feuilletée de 'espéce B # § élargie est appelée
structure fibrée et les feuilles sont appelées les fibres. En particulier,
supposons que (<, p'/, F) soit une espéce de superstructures locales
au-dessus de (€, r, T), ou T est le groupoide local des homéomor-
phismes d'un espace topologique sur un autre; c’est-a-dire I'ensemble
F est muni d’une topologie p''(S’) et U'application p”’ : (g, S') —
(g’, p”(S")) est un foncteur de § vers L. Toute structure fibrée =
sur E admet pour structure sous-jacente une structure feuilletée
de l'espéce B # T élargie. Si les topologies p”'(S") sont localement
connexes, les feuilles de cette structure feuilletée sont les com-
posantes connexes des fibres.

Pour tout sous-pseudogroupe I' de B # &, on a aussi les structures
fibrées de l'espéce T élargie.

Soit B un pseudogroupe d’automorphismes locaux de l'espace
topologique S, I'ensemble sous-jacent & S étant B; soit § un groupe
topologique opérant d'une facon continue sur un espace topolo-
gique S’, I'ensemble sous-jacent & S* étant F. Soit T le sous-pseudo-
groupe de B # § formé des éléments (S: X S, 2, S1 X S ) de B#F
tels que l'application & : (x, y) — (g{x), g/ (%)) vérifie de plus la
condition : x — g, est continu. Une structure fibrée de l'espéce T’
élargie est alors une structure fibrée a groupe structural topologique.
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On définit de méme les structures fibrées différentiables, analy-
tiques, etc.

Variation de structures. Soient B’ et §' des groupoides locaux
au-dessus de B et F respectivement et 7’ la projection correspon-
dante de B’ # F vers B # F. Soient T' et I’ deux sous-groupoides
de B#F et B’ # T’ respectivement tels que »'(T') C T, les sous-
groupoides I' et I’ définissant les espéces de structures feuilletées
(I et (I, Alors £(T') est un groupoide local au-dessus de
(T) relativement & une projection 5. On est conduit au probléme
suivant : étant donné = € {(T'),, étudier les structures T~ € {(T),
telles que £ = 5(Z7). ;

Plus précisément : supposons &’ étalé (voir 3) au-dessus de §
et B’ = B; on a alors le probléme d’existence et d'unicité & un
isomorphisme prés d'une structure T~ telle que £ = #(Z7) et qu'une
feuille donnée F’ de T soit munie par Z~ d’une structure donnée
8§’ de Pespéce §o'. En particulier, si 2 est un produit assoupli, sous
quelles conditions -, s'il existe, est-il un produit assoupli (cas de
rigidité locale ou globale de la structure S’) ? Ce probléme est le
probléme de variation de structures relativement & une espéce de
structures feuilletées sous-jacentes. Le probléme de variations de
structures complexes étudié par Kodaira et Spencer correspond au
cas suivant : €(I), est formé des structures de variétés feuilletées
différentiables (se réduisant en particulier 4 des espaces fibrés
différentiables) et {(I'), est formé des structures de variétés
feuilletées A feuilles analytiques complexes, les structures trans-
versales étant différentiables.

5. Feuilletages de seconde espéce

Soient B un groupoide inductif complet au-dessus de T et 3 un
groupoide inductif complet étalé au-dessus de £, les projections
étant p et p; respectivement. Soit 9 la classe des triplets (S, f, Z)
tels que S € By, Z € B, (p(S), f, 11(Z)) € T~ = catégorie locale
des applications continues. Posons :

a(S,f,2) = Z, 8(S,f,Z) =S, ¢(S, f, 2) = (p(5), [, p1(2)).
O est muni d’une relation d’ordre : (S',f,Z) < (8,1, Z) si, et
seulementsi, Z’ < Zdans 3,5 < Sdans 8, ¢S, 1, Z") < ¢(S,f, Z)
dans T~. B et 3 opérent sur 6 pour les lois de composition:

[k, S), (S, f/, Z)]— (S, kf, Z) ou S =B(k2S), (kS € B,

(&2, (S /21— (S, fe, Z2) ot Z'=p(g2), (g 2) € 3.
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O est une classe locale au-dessus de T~ relativement 3 la pro-
jection gq.

Soit © une sous-classe de 8, munie de l'ordre induit et vérifiant
les conditions suivantes :

(1) Si k€ 9 tout composé de k avec un élément de B ou de 3
appartient a 9; _

(2) Pour tout z < Z, soit H’' la classe des &' € § tels que &' <
(S, f,Z) € $ et alg(h)) < pi(z); alors pa(z) = Ja(g(H"));

(8) Pour tout s < S, soit H"” la classe des A" € § tels que
B' < (S, f, Z) € © et Blg(h")) < p(s); alors p(s) = UB(g(H")).

Remarque. Si O ne vérifie pas 1, on obtient par élargissement
relativement & B et 3 une classe vérifiant 1, 2, 3. De plus, si B
et 3 ne sont pas complets au-dessus de ¥, on peut les remplacer
par leurs complétés relativement & T (voir 3).

Soit C une classe compléte de §, localement compatible avec g,
c'est-3-dire une sous-classe de § saturée par induction et agrégation
et telle que:sih € Cet B € C, qh) MNg(W) = Jg(H'), olt H’ est
la classe des 2" € C, W' < het B <h'; \Uq(C) existe. C sera
identifiée au triplet (S, f, Z) € 0, ot Z = Ua(C), S = \UB(C) et

(S, 1, p1(2)) = Uq(O),

et appelée homomorphisme de Z vers S.

La classe $~ des homomorphismes de Z € 3, vers S € 8 munie
de Vordre défini par linclusion s’identifie & une sous-classe locale
de © sur laquelle B et B opérent aussi. H~ est une classe locale
au-dessus de T~ pour la projection ¢; de plus $~ est étalé sur 3,
et Bo par les projections « et §.

Soit $~ la réunion de $—, de B et de B (en supposant B et B
disjoints; sinon on prend la classe somme de $—, de B et de 3).
Munissons £~ de la loi de composition suivante : £'% est défini si,
et seulement si, I'une des conditions suivantes est vérifiée :

() ' € B, h € B;alors h'h est le composé dans 3;

2) B € B,k € B;alors il est le composé dans B;

BY W =(5fZ¢cOethl= (g2 € B;alors Wb = (S, fg,
Z") ot Z' = B(g, Z);

4y h = (k,S) € Beth = (S,f,2) € O ;alorsh’h = (S, kf, Z),
ou S = B(k, S}.

£~ devient ainsi une catégorie au-dessus de T~ pour le foncteur
projection ¢~ dont la restriction & B est p, la restriction & 3 est py
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et la restriction & $~ est ¢. De plus ™ est une catégorie locale
au-dessus de T~ pour le foncteur ¢~ si on munit $~ de la loi d’in-
duction suivante : 2 < &’ si, et seulement si, ['une des conditions
suivantes est verifiée :

(1) he B, 0 € Beth <i dans 3;

(2) h€ B, W € Beth <k dans B;

B he O, W eDH eth <hdans H~.

B et B sont des sous-groupoides de H~ saturés par induction.

Soit p la relation d’équivalence sur = : (S,f, Z2) ~ (8, f, Z")
si, et seulement si, Z = Z’ et s'il existe une classe d’éléments %,
et une classe d’éléments g, ol ¢ € I, telles que: %, < (S, f, Z),
B(hy) = algs), ghe < (S, f,2), Yally) = Z, hi € 9, g € B.

Deux éléments & et b’ de §~ seront dits B-compatibles si les plus
grands éléments induits par % et 4’ sur a(h) M a(h’) (c’est-a-dire les
pseudoproduits k(a(k) M a(k’)) et B (a(k) N a(h’)) (voir 5)) sont
équivalents modulo p.

On appellera feuilletage de seconde espece (B, O) élargie un atlas
complet de $~ compatible avec B et contenu dans ™, c'est-a-dire
une sous-classe 4 de $~ vérifiant les conditions :

(1) A est saturé par induction et agrégation; \Ja(4) existe;

(2) Si(S,f,2)€4,(8,f,2) ¢ DetS < S alors (§,f,2) € 4;

(3) La classe B4 des pseudoproduits bz, ot & € Beta € A4, est
identique a 4;

(4) Deux éléments quelconques de 4 sont B-compatibles.

Les feuilletages de seconde espéce (B, ) élargie forment une
espéce de structures locales % (B, ), étalée sur 3, par la projection
4 —>\Ua (4).

3 opere sur (B, D)o, le composé de 4 avec (k, Z) étant 'atlas
complet formé des pseudoproduits ak=}, ot a € 4, si, et seulement
si, Z = {(4). Soit A(B, ) le groupoide des isomorphismes corre-
spondant.

Un feuilletage de seconde espéce (B, D) élargie peut aussi étre
défini par une classe compléte de feuilletages élémentaires de la
maniére suivante : :

Soit /B la classe quotient de $~ par la relation d’équivalence
r: (S, f,Z) ~ (S, f, Z) si, et seulement si, il existe (g, S) € B tel
que (S'.f,Z") = (g,5(S, f, Z). La classe (S, f, Z) modulo r sera
notée B(S, f, Z).
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$~/B est une classe sous-locale pour la relation : A~ < A" si,
et seulement si, il existe # € " et b’ € B avec h < &/, et 'applica-
tion 7 : B(S, f, Z) — Z est un étalement de /B sur B,.

Soit 7’ la relation d’équivalence sur $~: (S, f, Z) ~ (8, f", Z))
si, et seulement si, il existe (S, ', Z"") € $~telque Z = 2/ = 2",
f=f=f",8"<SetS'<S.

Soit §($~) la classe quotient de H~/B par la relation 7 :
h ~ k™ si, et seulement si, il existe 2 € A~ et B € B tels que
h ~ k' modulo 7. Cette classe est une classe sous-locale pour l'ordre
quotient de celui de $~/PB par ¢’ et I'application 7 :

B(S, f, Z) modulo ¢ — Z

I'étale sur Bo. Une classe #~ € (™) sera appelée feuilletage élé-
mentaire de seconde espéce sur v (h™).

Soit C une classe compléte de feuilletages élémentaires de seconde
espéce, c'est-a-dire une sous-classe de & (™) saturée par induction
et agrégation et admettant pour base une sous-classe C’ telle que,
pour tout ¢ € C’ et tout ¢’ € C’, ¢ M ¢ soit défini et 4" (c) M 7' ()
= 9'({c’ M ¢). Alors C s'identifie & un feuilletage de seconde espéce
(B, ) élargie sur Z =Uqy'(C).

Remarque. La catégorie $™ peut &tre remplacée par une catégorie
locale €~ au-dessus de €~ contenant B et 3 comme sous-groupoides
saturés par induction; il faut alors remplacer $— par la classe ¢~
des éléments & € G~ tels que a(h) € Ry et B(h) € By

On pourrait aussi considérer la classe 3M9™) des jets locaux
atomiques des éléments de 9~ au-dessus de &~ (voir §). De la
relation d’équivalence 7, on déduit une relation d’équivalence dans
SM9H™) dont les classes d’équivalence sont appelées germes de
feuilletages (voir 5 et 16); la classe des germes de feuilletages est
un faisceau sur 'espace (méta-) topologique des germes atomiques
de structures de 'espéce 3o, dont les sections au-dessus de Z € 3,
sont les feuilletages de seconde espéce (B, ) élargie.

Exemples

(1) Soit €7 la catégorie de tous les homomorphismes # fois dif-
férentiables, B étant le groupoide A,” et B le groupoide des auto-
morphismes locaux d’ordre 7 d’une variété différentiable V, de
dimension #. Un arlas complet 4 compatible avec A,” formé d’homo-
morphismes 7 fois différentiables d'ouverts de V, dans R? sera
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appelé feuilletage r fois différentiable de seconde espéce. En particulier,
si A est formé d’homomorphismes r fois différentiables de rang
constant, 4 est appelé feuilletage 7 fois différentiable régulier; A est
sous-jacent & une structure de variété feuilletée r fois différentiable
bien déterminée (voir ci-dessous). Les singularités d'un feuilletage
A r {ois différentiable de seconde espéce correspondent aux germes
de A provenant d’un homomorphisme % de rang non constant au
voisinage d’'un point.

(2) Soit B3 = {(B#F) (voir paragraphe 4); soit O la classe des
triplets (s, prif~%, o), 0t o = (f, s X §")B # § et pr; est la projection
canonique de p(s) X p'(s") sur p(s). Alors $ vérifie les conditions
1, 2, 3 du début du paragraphe et on peut lui associer la classe
O (B # F) des homomorphismes de ¢(B # F) vers B. A une struc-
ture feuilletée T de l'espéce B # § élargie correspond l'atlas complet
A de O (B # F) engendré par les cartes (s, prif~t o), ot ¢ = (J,
sXSNB#FE Z; cet atlas complet définit un feuilletage de
seconde espéce (B, (B # §)) élargie sous-jacent 4 =.

Soit 4 € A(B, H)o un feuilletage de seconde espéce (B, H)
élargie sur Z € Zo. Soit 7(Z) la topologie sur pi(Z) sous-jacente
a Z. Les traces sur les ouverts de 7(Z) des ensembles f~1(x), ol
(s,f,2) € 4 et x € p(s5), forment une base d'une topologie 7" sur
p1(Z). Le couple des topologies (7(Z), T") définit sur p(Z) un
feuilletage topologique sous-jacent au feuilletage de seconde espéce
A. Si 77 est localement connexe, une feuille de (7(Z), T”) sera
appelée feuille de 4. '

Si A est le feuilletage de seconde espéce sous-jacent A la structure
feuilletée = € LB # F)o, les feuilletages topologiques sous-jacents
a T et &4 A sont identiques et ce sont des feuilletages localement
simples.

Soit (T, T7) un feuilletage topologique localement simple sur £;
pour tout ouvert simple U de E, soit U~ son espace transverse et u
I'application canonique de U sur U~. Soit ¥ le groupoide des homéo-
morphismes d'un espace topologique sur un autre et soit 3 la classe
des ouverts de E relativement & 7. Soit $~ la classe de toutes les
applications continues d'un élément de 3 dans un espace topolo-
gique. La sous-classe de $~ formée des triplets (U~, «, U) engendre
un atlas complet 4 compatible avec T qui définit sur E un feuille-
tage de seconde espéce (T, $~) élargie sous-jacent au feuilletage
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topologique (7, T77). Le feuilletage topologique sous-jacent & 4 est
aussi le feuilletage (7T, T7).

II. Structure transversale d’un feuilletage

1. Pseudogroupe d'holonomie 7

Soient (T, 77) un feuilletage topologique localement simple sur
E et U un ouvert simple,

Soit » un relévement d'un sous-espace B de l'espace transverse
U~ dans U, c'est-d-dire une application continue de B dans U
(muni de la topologie induite par T) telle que »(x”) appartienne a
la plaque de U ayant x* pour image canonique dans U. Le sous-
espace »(B) de U sera appelé espace quasi-transversal élémentaire. Si
B = U~, v(B) sera appelé espace transversal élémentaire.

Les germes des espaces quasi-transversaux élémentaires forment
un ouvert E,” de I'espace E" de tous les germes de sous-espaces de
I'espace E muni de la topologie 7. Muni de la topologie induite par
celle de E”, l'espace E,"” sera appelé espace quasi-transversal total.
Le sous-espace de E,” formé des germes d’espaces transversaux
élémentaires sera appelé espace transversal total de (T, T') et noté
E¢". Un ouvert supposé relativement séparé de E,” (respectivement
de Ey") sera appelé espace quasi-transversal (respectivement frans-
versal). En vertu du théoréme de Zorn, tout espace (quasi-)trans-
versal est contenu dans un espace (quasi-)transversal maximal.

La classe © des couples (%, N), ot N est un espace transversal
élémentaire et £ un homéomorphisme de N sur un espace transversal
élémentaire N', est un sous-groupoide local de T et un groupoide
local au-dessus de € pour la projection =: (&, N) — (&, w(N)), ot
7w (N) est I'ensemble sous-jacent au sous-espace N. Un élément de
O sera appelé isomorphisme transversal élémeniaire et on appellera
isomorphisme localement transversal une classe compléte C de ©
compatible avec x. Si C est formé d’unités (c’est-a-dire d’espaces
transversaux élémentaires), C définit un espace transversal sans
point double. © contient les sous-groupoides suivantes :

(1) Le groupoide des couples (%, V) tels que, pour toutx € w(N),
x et h(x) appartiennent & une méme feuille de (7, 7). Un élément
de ce sous-groupoide O, sera appelé tsomorphisme transversal strict
élémentaire.
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(2) Le groupoide H engendré par la classe H, des (4, N) tels que
N = (U, k(w(N)) C Uet uhy = Identité de U", ot u est 'appli-
cation canonique de U sur U". Le pseudogroupe H sera appelé
pseudogroupe d holonomie.

(3) Pour tout x € E, le groupoide H, des couples (k, N) € H,
tels que 7(N) N h(x(N)) contienne le point x.

Soit ©" le groupoide des jets locaux j*(k, N), ou (k, N) € 6
et x € w{N); 6" admet Ey" pour classe d’'objets. Soit %2~ I'ensemble
des jets locaux j,*(%, V), ol x décrit = (V); les ensembles 4~ forment
une base d’une topologie sur 6%, induisant sur E4" la topologie con-
sidérée ci-dessus. Pour cette topologie, 6" est un groupoide topo-
logique (voir 7).

Soient 6;" (respectivement H", H.) les sous-groupoides de 0"
formés des jets jr(h, N), ot (h, N) € 6, (respectivement € I,
€ H,); ces sous-groupoides sont ouverts dans 6",

Un ouvert Q@ de 67, tel que la correspondance définie par les
couples (a(X), B(X)), ot X € Q, soit une application biunivoque,
sera appelé tsomorphisme transversal; Q s’identifie & un homéomor-
phisme de l'espace transversal a(2) sur 'espace transversal 8(2).
Les éléments @ forment un pseudogroupe 6'; H s'identifie & un
sous-pseudogroupe faible de ©’; le sous-pseudogroupe H de ©’
ayant pour base H a pour éléments les isomorphismes transversaux
Q contenus dans H".

Le groupoide A quotient de H" par le groupoide réunion des
groupoides H," est appelé groupoide d'holonomie de (T, T”') et un
¢lément de H, jet d’holemomie. La classe d’équivalence X de
n = j,Mh, N) € H est formée des jets locaux s'ys, ou s € H, ,
s’ € H," et x' = h(x); les unités A droite et & gauche de X sont
respectivement H," et H,"; de plus, on posera: o’ (X) = x et
87 (X) = «x'.

On supposera généralement que par tout point de E passe au
moins un espace transversal. Soit F une feuille de (7, T7); soit
&, la classe des jets d’holonomie X tels que «”(X) = x, ol x € F;
alors on a : 8°(®,) = F.

2. Groupoide transverse d’ holonomie
Soit (7, T") un feuilletage topologique localement simple sur
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E; soit § le groupoide des couples (%, U), o U est un ouvert
simple de (T, T") et k un isomorphisme de (T, T")y sur (T, T")p-.
Alors & s’identifie & un sous-pseudogroupe de £ et & contient les
sous-pseudogroupes suivants :

(1) Le groupoide §, des couples (%, U) tels que, pour toutx € U,
x et h(x) appartiennent & une méme feuille de (7, T7).

(2) Le groupoide I, engendré par les couples (%, U), ou U et
R(U) sont des ouverts distingués d'un méme ouvert simple U, et
ol x et k(x) appartiennent & une méme plaque de Uy pour tout
x € U.

Ak, U) € & correspond une application %2° de U~ sur U, ol
U” et U* sont les espaces transverses de (T, T")y et de (', T") ¢
respectivement et U’ = h(U).

Soit §/p le groupoide ordonné quotient (voir 3) de & par la
relation d’équivalence : (h, U) ~ (hy, Uy) si, et seulement si,
U= Uy h(U) = h(Uy) et by = k. La classe d’équivalence de
(h, U) € & sera identifiée au triplet (U, k7, U), o0 U’ = k(U), et
%/p s'identifie & un sous-groupoide du groupoide 3 suivant : &'
est le groupoide des triplets (U’, f, U), ol f est un homéomorphisme
de l'espace transverse U~ sur l'espace transverse U”'. On munit &'
de la relation d’ordre : (U, f, U) < (UY, f1, Uy) si, et seulement si,
U est distingué dans U;, U’ est distingué dans Uy et «'f = fiu,
oll # et »' sont les injections canoniques de U” et U™ dans Uy et
U, respectivement. Un élément de 3’ sera appelé isomorphisme
transverse.

& admet pour sous-groupoide le groupoide H' des triplets
(U7, f, U) tels que f soit I'isomorphisme canonique associé & une
chaine pure (voir § 1.1); H’ est engendré par les triplets (U, f, U)
tels que U soit distingué dans U’ et que f soit l'injection de U~
dans U™, supposée &étre une surjection. H’, muni de la structure
d’ordre induite par J', est appelé groupoide des isomorphismes
d holonomie.

Remargue. On pourrait aussi munir 3 de la relation d’ordre :
(U, f, U) < (U, f1, Uy si, et seulement si, U C Uy, U C UY,
u'f = fiu; pour cette relation, &’ est une catégorie locale (dans
laquelle un élément induit par une unité peut ne pas &étre une
unité) dont §/p est une sous-catégorie locale et H’ une classe
prélocale (3).
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Soient U et U’ deux ouverts simples de E. Soit H'(U’, U) la
sous-classe de H’ formée des triplets (UY/, fi1, Us), ott Uy et U, sont
des ouverts saturés de U’ et U respectivement; alors H'(U’, U)
est une classe locale appelée classe iransverse d’holonomie relative &
(U’, U). Sotent U~ et U les espaces transverses de U et de U’;
lapplication : (UY, f1, Uy) — (U, f1, Ur”) identifie H(U', U) a
une classe ®(U’, U) d’homéomorphismes d’un sous-espace de U~
sur un sous-espace de U™, appelés homéomorphismes d’holonomie
de U” vers U”. En particulier, si U = U’, on peut identifier
H'(U, U) et ®(U, U); on obtient ainsi un pseudogroupe que l'on
désignera par ®(U) et appellera pseudogroupe transverse d’ holonomie
relatif & U. Le groupoide des jets locaux des applications de ®(U)
sera appelé groupoide transverse d holonomie relatif @ U.

Soient x € Eetx’ € E; designons par »3, la classe des éléments
(U, f,U) € Foux" = flx),x € Uetx’ € U’; soit »p; la relation
d’équivalence dans &, : (U, f, U) ~ (UY, f1, Uj) si, et seulement
Si, il existe (Ug',fg, Ug) € r'%z, tel que (Ug',f2, U2) < (l/ﬁ,f, U)
et (U, fs, Us) < (U{,f1, Uy). La classe (U',f, U) modulo ,p,
sera désignée par .7 MU', f, U) et appelée jet local transverse. Par
passage au quotient relativement a la relation d’équivalence
engendrée par les relations ,.p, on obtient le groupoide J*(J') des
jets locaux transverses. Le sous-groupoide J*(H’) de J*(&') formé
des jets 7 MU', f, U), ou (U',f, Uy € H', sera appelé groupoide
d holonomie et noté H'.

PROPOSITION. St par tout point x de E il passe au moins un espace
transversal, H™' est identique au groupoide d'holonomie H~ (§ 1).

Si X = (U',f, U) € H, soit W(X) l'ensemble des éléments
ada™M U f, U) € H', o xy € Uetxy € U'. Les ensembles W(X)
forment une base d'une topologie sur H™’.

ProposITION. Muni de la topologie précédente, H™' est un groupoide
topologique (voir 7).

Pour tout x € E, le sous-groupe H,” de H™' formé des jets
locaux .7.*(U’, f, U) sera appelé groupe d holonomie en x de la feuille
F passant par x. L’unité de H,™’, appelée germe d’espace transverse
en x, s'identifie & I'ensemble des couples (U, py), oit U est un ouvert
simple contenant x et py la relation d’équivalence sous-jacente a
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(T, Ty (c'est-a-dire le germe en x de la partition locale sous-
jacente).

3. Déroulements d'un espace feuiileté

Soit (7, IT7) un feuilletage localement simple sur E.

Soient w un ouvert simple de E et »” son espace transverse. Soit
X = (U, f, Uy € H', olt U’ est un ouvert saturé dans o pour la rela-
tion d'équivalence p, sous-jacente & (T, T7),. Soit ™ une plaque de
U soit & = o j MU', f, U) la classe des triplets (U/, f1, Uy € H’
vérifiant les conditions suivantes : U, est saturé pour p.; il existe
(U, fay Us) € H tel que U)' est saturé pour p,, (Ud,fs, Us) <
(U, £, U, (U, fo, Us) < (U, f1, Uy), x € Us, & est la plaque
de U, contenant faus(x), oll us est Vapplication canonique de U,
sur Uy”. On peut identifier ¢ avec j,2(ifu), jet local de £ dans o,
olt u# et ¢ sont les applications canoniques de U sur U~ et de U™’
dans w”. Soit E*{w) la classe des jets ¢ ainsi définis. Soit W(X)
Pensemble des jets locaux ..., (U, f, U), ot xi décrit U’ et x;
décrit U. Les ensembles W(X) forment une base d’une topologie
T* sur E*(w). Désignons par @ la réunion des feuilles F de (7, T)
rencontrant w. Soit o* l'application : § —» x de E*(w) dans Q et
B* 'application £ — x” de E*(w) dans .

PROPOSITION. Avec les notations précédentes, E* () est étalé au-dessus
de Q par la projection o et le feuilletage (1%, T*') déterminé sur
E*(w) par & est simple. La feuille F* = ¥ 1(x”"), 00 ' € w, est un
revétement normal de F'S x' pour la projection o; le groupe des auto-
morphismes de ce revétement s'identifie au groupe d'holonomie H,.',
en associant & s € H,' lautomorphisme £ — s§, on & € F*

On appelle E*(w) le déroulement faible de (T, T") au-dessus de
w. La topologie de E*(w) peut ne pas étre séparée méme si T est
séparée.

Soit € la classe des chaines pures munie de la loi de composition
définie par :

(Wl, sy W,L; lez, e ey Wn_1,n)(W£, e eey W,;l; I/V{_z, “ ey Wn'—l,n')
= (Wl, “ ey Wn, Wé, PPN ,Wé'; W1,2, ey Wnﬁl,n, Wi,z, e ,11/,:'“1,"')
si, et seulement si, W, = W,.

€ est une catégorie libre dont les unités sont les chaines pures

réduites & un seul élément (IV).
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Soit 7 la plus petite relation d’équivalence sur € compatible avec
la loi de composition et avec les relations élémentaires :

(W) ~ (W, w; W)? (W, Wy W1,2)(W2, Wi, W1,2) ~ (Wl)

La classe d’équivalence T modulo 7 sera notée [T']. La classe &/7
est un groupoide pour la loi de composition déduite de celle de €
par passage au quotient. §/7 s'identifie au groupoide libre associé
au graphe dont les sommets sont les chaines pures (I¥) et les arétes
les éléments (Wi, Wa; Wy9).

La catégorie € est munie de la relation d’'ordre : (W, ..., Wy;
Wl’z, e aey Wn—l,n) < (Wll, [N ,Wn/; W1,2/, e e ey Wn'—-l,n’/) Si, et
seulement si, #» = »/, W, est distingué dans W, et la plaque de
W, 41 déterminée par x est contenue dans la plaque de W,/ ;41
déterminée par x.

Soit € la classe des chaines pures pointées; € est une catégorie
pour la loi de composition : (x, T',x") (x,/,T",x"”") = (x,T'T’,x") si, et
seulement si, x’ = x{ et le composé I'T” est défini dans €. Soit
€' /r le groupoide quotient de € par la relation d’équivalence # :
(x, T, x') ~ (x1, Ty, x1/) si, et seulement si, x = x;, &’ = x,/ et
I' ~ I'; modulo r. La classe (x, T, x") modulo 7" sera notée [x, T, x'1.

§ est munie de la relation d’'ordre : (x, T, ") < (x1, T'y, x¢) si,
et seulement si, x = x;, ' = x, et I' < I';; par passage au quo-
tient, € /7 est ausst muni d’une relation de préordre.

Soit #' la plus petite relation d’équivalence sur €' /r qui soit
compatible avec la loi de composition et avec la relation : C ~ ('
si, et seulement si, C < €’ ou si €’ < C. Nous désignerons par &~
le groupoide quotient de € /r par 7.

Soit R un recouvrement de E par des ouverts simples U. Soit
Gx' la sous-catégorie de € formée des chaines pures pointées
(e, Wy, o oo, Wy Wiey oo, Waiia, X') telles que W, soit un ouvert
saturé dans un ouvert U € R. Soit Cx'/r le sous-groupoide de
€ /7 quotient de Cx" par la relation d’équivalence 7% induite par
7 sur Gw'; cette relation d’équivalence est aussi la plus petite
relation d’équivalence compatible avec la loi de composition et
avec les relations élémentaires entre éléments de Qx'. Soit rx’
la plus petite relation d’équivalence sur € /7 compatible avec la
loi de composition et avec la relation : C ~ (' si, et seulement si, il
existe C'" € € /7 tel que C” < C et C"” < C'. Pour tout ¢ € Cx’,
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la classe (¢ modulo /%) modulo »&" sera notée [¢] modulo r%’. Soit
€%~ le groupoide quotient de & -r par rx’. L’application : [¢]
modulo m’ — [¢jmodulo 7" est une application de Ex™~ sur €, qui
n’est généralement pas biunivoque.

Pour tout T = Wy ..., Wy Wis ..., Wac1) € G, soit
U(T) I'ensemble des éléments C = [x, I, '] modulo ' € C»™,
oli x € Wietx € W,. L’ensemble U(T) sera muni de la topologie
T(T') ayant pour base les ensembles U(T, W/, W,’) des éléments
[x, T, x'] modulo r&’ ol x € W/, &' € W,/, W{ et W,’ étant des
ouverts contenus dans Wy et W, On munit aussi () de la
topologie 77(T) ayant pour base les ensembles U(T, Vy, V,') des
classes [x, I, '] modulo »/, o0t x € V{, & € V., V/ et V,/ étant
des plaques de Wy et W,’. Le couple (7(I'), 7/(I')) définit un
feuilletage topologique sur U(T).

PRrOPOSITION. Avec les notations précédenies, G~ est un groupoide
topologique pour la topologie Tw (respectivement TWw') ayant pour
base les ensembdles U(T, Wy, W) (respectivement U(T, Vi, V,,))) et
le couple (T, TW') est un feuilletage topologique.

Le sous-espace de €~ formé des unités s'identifte & 2 muni de
la topologie T° (respectivement 77).
Nous désignerons par o~ et B~ les projections :

o™ 1 [x, T, '] modulo rat" — &’
B8~ :fx, T, '] modulo r&' — «x

de Cx~ sur E.

Soit M un espace transversal; désignons par Ex(MN) le sous-
espace de Cx~ formé des éléments C tels que 837(C) € N. Alors la
projection o étale Ex(N) sur le sous-espace de E réunion des
feuilles de (7, T") qui rencontrent 9. On appellera Ex(N) le
déroulement relatif & N au-dessus de N. Le feuilletage (T, TW')
induit sur Fx(N) par (Tw, Tw') s'identifie au feuilletage défini
par T'étalement «™.

PROPOSITION. Avec les notations précédentes, le feuilletage (T,

~

Tw') de En(N) est simple et son espace transverse est identifié Q
W par Uapplication 8.

Soit F une feuille de (T, T7), R(F) le recouvrement de F par
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les plaques V des ouverts U € R. Soit € 'ensemble des chaines
de plaques pointées (x, v, ') = (%, Vi, ..., Va; Vi oo o, VacrnX)
ot V€ R(F) pour tout 7 < #. On définit comme précédemment
(en considérant sur F le feuilletage trivial (77, 77)) une loi de
composition dans G et des relations #x et rem’. Soit
Cxim™ = (Coep ' /roem)/roum’. Pour tout élément (x,v,x") de
Gx(m il existe des chaines pures pointées appartenant a € dont
(x, v, x’) soit la chaine de plaques associée reliant x a x'; soit
C(x, v, ") une de ces chatnes. Soit ¢ 'application :

[x, v, '] modulo r&ry’ — [C(x, v, x"}] modulo r&’.

PRrROPOSITION. Avec les notations précédentes, ¢ est un isomorphisme
de Swm~ sur le sous-groupoide de G~ formé des éléments C tels
que B~(C)y = x, o1t x décrit F.

Supposons x fixé dans F. Soit Fw(x) le sous-espace topolo-
gique de €xm~ formé des éléments [x, v, x’] modulo r#g’ et
Cx~(x) le sous-groupe de Gn(z~ formé des éléments [x, v, x]
modulo r#p’; Ex~(x) s'identifie aussi 4 un sous-groupe de ™.

PROPOSITION, Avec les notations précédentes, Ex g (x) est un revéte-
ment normal de F pour I'application : [x, v, x'] modulo rocpy — x';
Cn~(x) est amntitsomorphe au groupe des automorphismes de ce
revétement. Si R (F) est formé d ouverts simplement connexes, En g (x)
s'identifie au revétement universel de F et Sw™ (x) au groupe fonda-
mental de F.

L’antiisomorphisme est 'application qui associe & s € Cx™(x)
Pautomorphisme du revétement vy — sy, ol ¥ € En¢m (x).

Soient C = (x, T, x') € €% et k lisomorphisme canonique de
Wi sur W,” associé & C (voir § I, 1); désignons par #(C) le jet
local 1§ 2(Wo b, Wy) € H'. Soit C = [C] modulo ' = [Cy]
modulo &’ olt C; € €x"; alors on a jA(C) = (Cy). Soit ¥ I'appli-
cation : C — C).

PROPOSITION. Awvec les notations précédentes, ¥ est un foncteur
contravariant de Cw~ sur H'. En particulier, on a une antirepré-
sentation de Cw~(x) sur le groupe d holonomie H,’, ot x € F.

Soit W € R. Soit Cx~ (W) l'ensemble des éléments [x, T, x']
modulo r®’ tels que le premier élément W, de T soit un ouvert
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saturé de WW; cet ensemble est muni de la relation d’équivalence
r’’: [x, T, ¥ lmodulo %’ ~ [x1, T3, x,’] modulo 7%’ si, et seule-
ment si, ¥ = x/, T' = 'y et x; appartient & la plaque x* de W
contenant x. La classe d’équivalence ([x, T, x'lmodulo 7% )modulo
ri'’ sera notée [x”, T, &'} a. Soit Ex(WW) I'ensemble des classes
d’équivalence modulo r»’’.

Soit T une chaine pure (Wi, ..., Wy; Wi, ..., Wa_1,), o0 W,
est saturé dans W, et soit U(T, W/, W,') 'ensemble des éléments
[x, T, &', ot x” est une plaque de W, ¥’ ¢ W,, W, est un
ouvert saturé dans W, et W,” un ouvert contenu dans W,; soit
U(T, x°, V") I'ensemble des éléments [x”, T, '] @, ot x' € V.,
V. étant une plaque de W,'. Soit 7% (V) (respectivement 7%’ (7))
la topologie sur Ex (W) avant pour base les ensemble U(T, Wy, W,
(respectivement U(T, x*, V,,/}). Le couple (To(W),Tw'(W))est un
feuilletage topologique simple dont l'espace transverse s’identifie
a lespace transverse W~ de W par 'application :

[, T, &' ]y — x°.

De plus l'application «™: [x%, T, &'l gy — x’ est un étalement de
Ex(W) sur la réunion des feuilles de (7, ") rencontrant W. On
appellera Ex(W) le déroulement relatif @ R au-dessus de W.

Si NV est un espace transversal élémentaire contenu dans W et
appliqué canoniquement sur W~, 'application :

[x, T, x'] modulo #'& — [x°, T, ']

oll x € N, est un isomorphisme des espaces feuilletés Ex(N) sur
Ex ().
Soit x l'application :

[x'*, Py xl]r’(SR) i :c"jz'(lefnly Wn)

de Eq(W) sur E*(W), oit f désigne I'isomorphisme d’holonomie
associé A la chaine pure T.

PROPOSITION. Avec les notations précédentes, x est un étalement
de Ex(W) sur EX(W).

Remarquons que la topologie de Fx (W) peut ne pas étre séparée
méme si T est une topologie séparée.
En particulier, on pourra considérer pour R le recouvrement
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formé par tous les ouverts simples; N (F), ol F est une feuille de
(7, T"), est alors le recouvrement de F formé par toutes les plaques
de F. L'espace Exn (V) sera noté dans ce cas E(IV); I'application :

[v\:vy Fy x,]r’(fﬁ) - [xv’ Fy -‘C,]r’

est un étalement de Zx (71 sur Z(1V), pour tout recouvrement N,

Nous supposerons dans la fin de ce paragraphe (ue tout point
de 1 admet un voisinage qui soit un ouvert simple dont toutes les
plaques soient simplement connexes,

ProrosrtioN. Si N esi un recouvvement de E formé d ouveris
simples dont toutes les plaques soient simplement connexes, toute feuille
I de Ex' (V) s'identifie au revéiement universel de la feutlle o~ (I7).

ProvositioN. Seit O un recouvrement de I formé d'ouverts simples
dont toutes les plaques soient stmplement connexes; pour tout recouvre-
ment N de E formé d'ouverts simples, l'espace Ex' (W) muni de la
topologie Tw (W) est étalé au-dessus de Uespace Ex(1V) muni de lu
topologie T ().

L'¢talement est Papplication :
[xvr r, x,]r’(??‘,E - [»\'vv r, AJ]r'(‘Vh)'
oll My et R, sont des recouvrements équivalents a3 R et K.
COROLLAIRE. St R et R sont deux recouvrements de I fornds

d'ouverts simples dont toutes les plagues sont simplement comnnexes,
les espaces feuilletés Fox' (V) et E' (V) sont isomorphes.

Nous désignerons par L' (I7) le déroulement relatif & %' (ou a
K'Y au-dessus de V.

4. Questions de stabilité

TatoreMme, Seit (T, T7) un feuilletuge simple vérifiant les condi-
tions suivantes :
(1) T est une topologie séparée;
(2) Tout point x € £ admet un voistnage U compuct relutivement a
T
(3) L'espace transverse E™ est localement séparé.
St F est une feuille compacte de (1°, T7), 4l existe un systéme fonda-
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’

mental de voisinages de F saturés pour la relation déquivalence p
sous-jacente & (T, T") et dont toutes les feuilles sont compactes.

Démonstration. Tout voisinage de F contient un voisinage Q de
F tel que p(Q) soit séparé, ot p désigne la projection canonique
de E sur E". Il existe un recouvrement U fini de F par des ouverts
distingués U; C 2, ol 7 < n, tels qu'il existe, pour tout 7 < #, un
compact U,/ C Q quisoitl'adhérence de U, dans U’ (mais pas néces-
sairement dans E). Soit B; le complémentaire dans U, de

U Z]l) f\ Ui,;
i<n
alors B; est compact et p(B;) est un fermé ne contenant pas
x” = p(F). Soit W~ un voisinage de x” tel que p(B;) "W* =0
pour tout 7 < #. Soit
U= p= (W) M ( U U,).

i<n
Pour tout x* € W, on a :
X =P @ NU =@ 0 (YU) = Y @E N
i<n i<n
donc X', étant ouvert dans p~(x”’) et compact, est une feuille

compacte contenue dans U et U est une réunion de feuilles com-
pactes.

TutoreEME. Soit (T, T") un feuilletage localement simple vérifiant
les conditions (1) et (2) du théoréme précédent. Soit F une fewille de
(T, T compacte et fermée, dont le groupe d'holonomie est fini et
telle qu’il existe x € F admettant un voisinage ouvert simple U dont
Pespace transverse U* soit séparé. Alors -F est propre et 1l existe un
systéme fondamental de woisinages de F saturés pour la relation
d’équivalence sous-jacente & (T, T") et dont toutes les feuilles sont
compactes.

En effet, soit E*(U) le déroulement de E au-dessus de U et F*
la feuille de (7%, 7*) qui se projette sur F. Alors F* est compacte
puisque le groupe d’holonomie de F est fini. Le théoréme résulte
du théoréme précédent appliqué au feuilletage (7%, T%).

Soit (7, 77) un feuilletage localement simple sur E tel que T
soit une topologie localement compacte et que tout point admette
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un voisinage simple dont l'espace transverse soit séparé. Alors 77
est aussi localement compacte. Soit F une feuille compacte, donc
propre, de (7, 7).

On peut construire deux familles (U;) i<, et {(Uy5) i, near d'ouverts
simples vérifiant les conditions suivantes :

(1) Pour tout (1,7) € M, on a 1 < #n, j < n et M contient en
particulier tout couple (Z,7) tel que U, M\ U, = 0.

(2) U, est un ouvert distingué¢ dans Uy, pour tout 7 < n et
(7, 7y € M; de plus (j,1) € M et U;; = Uy

(3) L’espace transverse U,;” est séparé, pour tout (7, j) € M.

(&) U, F =V, est connexe non vide et les V;, ou ¢ < #,
forment un recouvrement de F. U;; M\ F est connexe.

Pour tout ouvert U’ saturé dans /;, on identifiera 'espace trans-
verse "' & un sous-cspace de l'espace transverse U;”

Soit A le graphe (non orienté) ayant pour sommets les ouverts
U, ol 7 < n, et pour arltes les ouverts U, ol (4,7) € M, les
extrémités de U;; étant U, et U, Soit o4 un arbre connexe de A
contenant tous les somniets et toutes les arétes Uy

Soient W et W’ deux ouverts distingués dans un ouvert simple
W’ Soit W, la réunion des plaques de W' rencontrant a la fois 117
et W' si W, et Wy sont les traces de W,” sur W et W, la suite
(W, W', Wy Wi, Wy') est une chaine pure. En utilisant un
raisonnement par récurrence on montre la proposition suivante :

PRrOPOSITION. A toute suite W = (U, ..., U,,) telle que (i, 1;41)
€ M pour tout j < m, on associe une chaine pure maximale

C) = (UL, Ul Uy, Ul ooy Unizty Und—1.ms
/77,717 U{y U.’?y T'Ey ceey UI’IZ)

telle que Uj soit saturé dans Uy, et U'; zq saturé dans Ui, ., (la
relation d’ordre sur 'ensemble des chaines pures étant celle con-
sidérée au § 3.11).

Nous désignerons par (1) 'isomorphisme d'holonomie de U,”’
sur U, correspondant & C(11).

Pour tout 7 < #, soit U(s) la suite (Uy, ..., U,,) telle que
=1, 4n =14, 1; 2 4 si j# k et Uy, € 4 pour tout j < m
(c’est-a-dire le chemin sur A reliant U, & U, et de longueur mini-
male). Pour tout (4, k) € M, soit U(s, &) la suite (U(d), U(R)~H)
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obtenue en écrivant d’abord la suite 11(2) puis la suite obtenue en
inversant l'ordre de la suite U (k).

Soit x € F M U, et supposons que le groupe d holonomie H,' soit
fini. Pour tout X € H,' choisissons une suite W(X) = (Uy, ...,
Ui, Uy ot (1,45) € M, (¢4, 4541) € M pour tout j compris entre
2 et m, (in, 1) € M, telle que l'isomorphisme d’holonomie corre-
spondant 4 une chaine pure contenue dans U(X) ait X pour jet
local en x*, ol x” est I'image canonique de x dans l'espace trans-
verse U7”; U(X) est supposée obtenue par juxtaposition d’un nombre
fini de suites U(4, k). Nous pouvons supposer que U(X~1) est la
suite obtenue en inversant l'ordre des termes de U(X); de plus,
s'il existe une suite (4, k) telle que X soit le jet local en x~ de I'iso-
morphisme d’holonomie associé & une chaine pure contenue dans
U (4, k), alors on choisira pour U(X) une telle suite 1(4, k).

Nous désignerons par (s, k; j) (respectivement 11(X; 5)) la suite
obtenue par juxtaposition de U(4, &) (respectivement (X)) et de
U({j). Soient C(4, k; j) et C(X;j) les chaines pures correspondant a
U, k7)) et & U(X;j): leur premier élément sera désigné par
U, k;j) et U(X;j) respectivement. Nous poserons : C(X; 1) =
C(X) et C(z, k; 1) = C(i, k). Soit W l'intersection des ensembles
U(X;f) et Ui, k; 7). Soient C'(X;j) et C'(4, k; ) les chaines pures
contenues dans C(X;j) et C(s, k; j) et admettant W pour premier
élément; soient U'(X;j) et U’'(4, k; j) leurs derniers éléments.

Soit E*¥(WW} le déroulement faible de E au-dessus de W; la feuille
F* telle que F = o*(F*) est compacte. Soient U* (X; 7) et U (4,k;])
les ouverts élémentaires de E*(WW) définis par les chalnes pures
C'(X:j) et C'(4, k; 7). Les ouverts U¥ (X ; §) et U* (4, k; j) forment
un recouvrement § de F*; d’aprés le théoréme précédent, il existe
un ouvert * de E*(I¥) qui est une réunion de feuilles compactes
et qui est contenu dans la réunion des ensembles de §. Posons
w = B*(2*). Soient T'(s, k) et T(X) les chaines pures contenues
dans C(¢, k) et C(X) et admettant w pour premier élément; leurs
derniers éléments, qui sont des ouverts saturés de U, seront
désignés par w(s, k) et w(X); les isomorphismes d’holonomie corre-
spondants seront notés (4, k) et 2(X).

Soit o’ l'ouvert saturé de U; réunion des ouverts w(7, k) et w{X).
Puisque toute la feuille passant par un point de Q% est contenue
dans @*, le pseudogroupe complété du pseudogroupe transverse
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d'holonomie ®(w’) relatif & o est le plus petit sous-pseudogroupe
saturé par induction du pseudogroupe de tous les automorphismes
locaux de l'espace transverse w”’ de w’ qui contienne les isomor-
phismes d’holonomie k{7, &) et #(X). Le groupe d’holonomie g/
est le groupe des jets locaux en x des éléments de P (w').

TuEOREME, Soit B un espace topologique, O un point de B et
(f1) ica une famille finie d'automorphismes locaux de B laissant O fixe.
Supposons que le groupe & engendré par les jets locaux jiN 4, ot i < n,
sott find. Alors pour tout voisinage V de O 1l existe un ouvert W con-
tenu dans V tel que les restrictions des applications f; & W soient des
automorphismes de W sur W qui engendrent un groupe G isomorphe
A &, lisomorphisme étant : s — jobs, ot s € G.

Démeonstration. Soit A(B) le pseudogroupe des automorphismes
locaux de B: soit § l'ensemble des automorphismes locaux f; et
(f)~% ol 4 < n. Pour tout v € ©, soit g(y) € A(B) un pseudo-
produit d’éléments de § tel que jo*g(v) = vetqueg(v™) = (g(y))™?
{et par suite g{e), ol1 ¢ est V'unité de &, est une unité). Soit H l'en-
semble réunion de § et de 'ensemble formé des g(vy). Soit ¥V un
voisinage ouvert de O dans B; posons V' = (Ma()) M TV, ol
a(H) est 'ensemble des sources «(h) des éléments ik € H. Soit H'
I'ensemble des pseudoproduits 21V’, ott & € H. Pour tout triplet
(i, 7, B) tel que jo*(hh)) = j ., o0 h, € H', by € H et h, € H', il
existe un ouvert V (4,7, k) tel que : kA, V{4, 7, k) = "V (e, 7, k), hshs
désignant le pseudoproduit. Les triplets (7, 7, k) ainsi définis étant
en nombre fini, posons V' = MV(s, 4, k); soit H" la classe des
pseudoproduits %' = kV", ot k€ H; ona: k/'k/ < I''; posons
W = MBH™). Pour tout k) € H' et tout k'’ € H' il existe
R’ € H" tel que k/'h/ < k' ; par suite &/ (W) C kS (B (V') C
RV et b)WY C W opour tout 2/ € I, Montrons que &,/ (W)
= W. En effet, il existe h;'" € H" tel que k,"h,' soit une unité;
puisque h,"" (k) (W) est déni, on a &,/ 'h/ (W) = W; ¢'i] existait
un point x € W qui n'appartienne pas a 2,/ (W), il existerait un
point x’ € b,/ (W) tel que : hp" (&) = hy"(x); puisque h;/'" est
biunivoque, il en résulterait x’ = x € k" (W), ce qui est impossible.
Donc A" (W) = W pour tout 2" € H'"'. Ceci prouve que H" est un
groupe de transformations de V.
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COROLLAIRE. Soit & un groupe rini de jets locaux d'automorphismes
de U'espace topologique B laissant O fixe; pour tout voisinage V de O
dans B, il existe un groupe G de transformations d’'un ouvert W con-
tenu dans V laissant O fixe et tel que l'application : s — jods, od
s € G, soit un isomorphisme de G sur O.

On dira alors que G est une réalisation de & par un groupe de
transformations.

Reprenons 1'étude du feuilletage topologique (77, T7) et du
pseudogroupe transverse d’holonomie ®(w’) considéré plus haut.
D’aprés le théoréme précédent, il existe un voisinage ouvert w”
de x* dont I'adhérence est contenue dans W et tel que les restric-
tions & w” des applications 2(X) et (4, k) engendrent un groupe de
transformations G de w” réalisant le groupe d’holonomie H/. Soit
w l'ouvert saturé de W dont w” est 'espace transverse, Les chaines
pures ¢(X) et ¢(4, k) contenues dans C(X) et C(4, k) respectivement
et ayvant w pour premier ¢lément sont fermées, c’est-a-dire admettent
w pour dernier élément. Pour toute chaine C(2), soit ¢(z) la chaine
pure contenue dans C(¢) et admettant w pour premier élément:
soit w; son dernier élément, qui est un ouvert saturé dans U, A
une suite de plaques B = (V,, ..., V) de F, ot (¢ 4,41 € M
pour tout j < m, est associée une chaine pure notée ¢(B) avant
w,; comme premier élément et w,, comme dernier élément. Pour
une chaine de plaques pointée (xi, v, x1') quelconque de F, il existe
une chaine pure pointée (x3, c(B), x,") telle que vy et ¢(B) con-
tiennent une méme chaine de plagues.

PROPOSITION. Avec les notations précédentes, le groupoide transverse
d’ holonomie relatif & w est le groupoide JNG) des jets locaux des
éléments de G en particulier, pour tout x' € w, H,' est le groupe des
jets locaux en x*' du sous-groupe G, de G formé des éléments laissant
x™ fixe.

A

Par suite H,’ est isomorphe & un groupe quotient de H, et
il se réduit & son unité si H, est réduit 2 son unité.

Supposons que W~ soit localement connexe; en remplacant, si
nécessaire, w” par sa composante connexe contenant x”, on peut
supposer w connexe. Soit ¢(w) la réunion des feuilles de (7', 77) qui
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rencontrent w; alors {{w) est un voisinage ouvert de F possédant
les propriétés suivantes :

(1) Ilexiste un sous-groupoide I' du groupoide des isomorphismes
d’holonomie dont les unités w; ont {(w) pour réunion, o 7 € [ et
w1 = w. Pour toute suite (wy, ..., ws,), ol wy,, M w,; # @ pour
tout j < m, il existe une chaine pure :

(rwin By Winy 325« v 0y Bip—1y Wiy Wy wizy LR | u'im)

telle que I'isomiorphisme d’holonomie associé appartienne a T.

(2) Il existe un ouvert simple - ; contenant 'adhérence de w; et
tel que w,; soit distingué dans ., L'espace transverse w;” est con-
sidéré comme un sous-espace de l'espace transverse .l;” supposé
séparé. w” est connexe et /M w est une plaque,

3) Pourtout1 € I,ona: ((w) MN4d) =w,.

(4) Pour tout 7 € 7, il existe un isomorphisme d’holonomie de .1~
sur 4 qui applique " sur w;",

(3) Le sous-groupe de T ayant w pour unité s’identifie & un
groupe & de transformations de w” qui est une réalisation du groupe
d'holonomie de F.

(6) Toute feuille contenue dans (w) est compacte; G et I sont finis.

(6") La frontitre de ¢{{w) est identique & enveloppe de ¢(w),
c'est-a-dire & la réunion des feuilles de (7, T7) qui contiennent
une plaque x™' de 4, appartenant 4 la frontiére de w” dans 4",

Remarguons que Penveloppe de #{(w) est aussi la réunion des
feuilles qui contiennent une plaque {rontiére de w;, c'est-a-dire une
plaque appartenant a la frontiére de w,” dans A,

Un voisinage d'une feuille F d’un feuilletage localement simple
(T, Ty vérifiant les conditions (1), (2), (3), (4), (6") (respective-
ment (1), (2), (3), (4), (5), (6)) sera appelé un tubde (respectivement
un tube parfaity d’éme F, a groupoide structural T'. Tout tube parfait
t(w) est un tube d’'Ame F’, pour toute feuille F’ appartenant A ¢{(w).
Sit(w) est un tube parfait tel que le groupe G soit réduit & son
unité, on appellera (w) un tube parfait simple; dans ce cas, t(w) est
aussi un tube parfait d’ame F’ pour toute feuille /7 appartenant a
t{w) et le feuilletage induit par (7, 77) sur {(w) est un feuilletage
simple.

TultorEME. Soit (T, T7) un feuilletage localement simple tel que T'
soit une topologie localement compacte. Soit F une feuille compacte
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de (T, T") a groupe d'holonomie fini et telle qu'un point de F admelte
un. voisinage simple localement conmexe dont 'espace transverse soit
séparé. Alors tout voisinage de F contient un tube parfait d'dme F.

Soit t(w) le tube parfait d’Ame F construit ci-dessus. Nous
supposerons de plus, ce qui peut toujours étre réalisé, que le re-
couvrement (U)):«, initial vérifie de plus la condition : si
U NU;N U, # 0, il existe un ouvert simple U, tel que Uy,
U, et Uy, solent des ouverts distingués dans U, ;.

Soit @ (4, s) I'ensemble des couples (sk; 2), ot 7 < n, 2 € w,,
s € G et hy est I'isomorphisme d’holonomie de w,” sur w” associé
a la chatne pure {¢(2))~'. On munira w" (4, s) de la topologie 7" (1, s)
ayant pour base les ensembles w"(7, s, U) formés des éléments
(sh; 2) tels que 2 € U et U est un ouvert contenu dans w;. On
munira aussi @ (7, s) de la topologie T7/(4, s) ayant pour base les
ensembles w"' (4, s, V) formés des éléments (shy, z) tels que z € V
et V est une plaque contenue dans une plaque de w, Le couple
(T7(1, s), T (4, 5)) est un feuilletage topologique sur w” (7, ).

Soit p la relation sur 'espace somme des espaces w” (¢, s) définie
par : (shy 2) ~ (s'h;, &) si, et seulement si, z = 3’ et s' = 55,5, OU
Siy = hihyhVet (b))t désigne 'isomorphisme d’holonomie de w,”
sur w,” associé & la chaine pure (w,, w,;, w;; Wi, w;) correspondant a la
suite (LU, Uy). St U, N\ U; M Uy, 5= B, lexistence de U, entraine
que 'on a :

Ry = by
Il en résulte que p est une relation d’équivalence. Nous désignerons
par [shy z] la classe d’équivalence de (sk;, z) modulo p et par
E"(w) I'ensemble de ces classes modulo p.
Soit T (respectivement 7™) la topologie sur E"(w) quotient de

la topologie sommie topologique des topologies 77 (¢, s) (respective-
ment 77(4, s)).

THEOREME. Avec les motations précédentes, E"(w) muni de la
topologie T (respectivement T"') est un vevétement normal de t(w)
muni de la topologie T (respectivement T') pour l'application o :
[shs, 2] ~— 2; le groupe des automorphismes de ce revétement est iso-
morphe & G. Le couple (T, T"') est un feuilletage topologique simple
dont Pespace transverse s'identifie & w” par Uapplication B~ : [sh, 2]
— shi(2)~.
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En effet, soit [w" (4, 5) | 'ensemble des classes [sk, z]; les ensembles
[w™ (i, 5)], ol s € G, forment une partition de l'image réciproque
de w, par «". La restriction de & & [w"(4, s)] est un isomorphisme
de feuilletages. A s € G correspond Pautomorphisme : [s'4;, 2] —
[ss'h,, 2.

E~(w), muni du feuilletage (77, 77), sera appelé déroulement
parfait de t(w); 'image réciproque par 3" de 1~ est un revitement
normal F* de F, que nous appellerons dme de E"(w).

Remarque. Soit (I, Ty un feuilletage topologique localement
simple; soit t(w) un tube d'Ame F. Supposons de plus que si
W, MYw; M w, # G (respectivement w; N w; ), il existe un
ouvert simple 1 (respectivement A;;) qui coutienne w, et A
comme distingués ct détermine des éléments de I'. Une construc-
tion analogue a la précédente permet d'obtenir un espace feuilletd
E™(w) qui est un revétement normal de #(w) dont le groupe des
automorphismes s'identifie au sous-groupe G de TI' laissant x” fixe,
groupe que nous appellerous groupe struciural de t{(w). On appellera
I (w) le déroulement normeal de t{w).

Soit E™(w) le déroulement parfait du tube parfait ¢(w) d'Ame £
et /" une feuille appartenant & f(w). Solt @’ un ouvert saturé de w
et w” son espace trausverse qui est identifié & un sous-espace de
214", Supposons que Padhérence de w”’ soit contenue dans w”. Soit
2" une plaque de w’. On peut choisir @’ de facon que w™ soit in-
variant par le sous-groupe G’ de G qui laisse ¥’ fixe et que les
images s(w"’), ol s € G, ne rencontrent pas w”’ pour tout s¢ G’
Alors la réunion £ (%) des feuilles rencontrant @’ est un tube d'ame
I’ et de groupe structural G’. L'image réciproque par o  de t{w')
dans E™(w) est formée de k composantes connexes, ol k est le
nombre de classes de G modulo G'. Une de ces composantes est
I'image réciproque de @™ par 37 et forine un déroulement normal
de #(w'). Nous désignerons par F"’' 'image réciproque de x™' par
8" 1 F™ est un revétement normal de F'.

Soit E™(w)/G’ I'espace quotient de E"(w) par la relation d’'équi-
valence : [shy, sl ~ [osh;, 2] pour tout ¢ € G'. La classe d’équivalence
G'[sh;, 2] est une classe d'intransitivité de E"(w) relativement a
G'. Soient T'¢:" et T 4" les topologies quotients de 7 et T sur
E~(w)/G"; le couple (T, T¢"') est'un feuilletage topologique. Soit
ag” la projection : G'[sh;, 3] — 3; pour cette application, E™(w)/G’
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est un revétement de t(w). L'image de F*' par I'application canonique
de E"(w) sur E™(w)/G’ est une feuille F*'/G’ isomorphe & F'. L'image
canonique de I'ame F" de E"(w) est un revétement F*/G’ de F dans
lequel l'image réciproque d’'un point est formée de k points.

Dans [w" (s, 5)], soit V"(z, s) la plaque appartenant & F~ et V"' (4, s)
la plaque appartenant & F*'. PPar passage au quotient, toutes les
plaques V"(4, ¢s) (respectivement V"' (4, ¢s)), ou ¢ € G', sont
identifiées en une plaque V" (4, G's ) (respectivement V" (s, G's)) de
E™(w)/G’ contenue dans F*/G’ (respectivement dans F*'/G’). La
correspondance :

Vo, G's) = VY (¢, G's), ol s € G,

est une correspondance biunivoque. Nous désignerons par
G'[w (4, s)] I'image canonique de [w"(z, s)] dans. E~(w)/G’.

THEOREME. Avec les hypothéses du théoreme page 144 et si tout
point de F adwmet pour voisinage un ouvert simple dont toutes les
plaques sont simplement connexes, alors 1l existe un tube parfait t(w)
d'éme I tel que le groupe fondamental de toute feuille F' contenue
dans t(w) soit isomorphe au groupe fondamental d'un revétement de F.

Démonstration. En utilisant la structure uniforme de F, on peut
construire les recouvrements (U,);er et (U;j) i, pem €t, & partir
d’eux, un tube parfait ¢(w) d'8me F de fagon que la condition
suivante soit réalisée:

Soit w;; I'ouvert obtenu par saturation de w; dans U,; (cet
ouvert est aussi obtenu par saturation de w; dans U,;). Alors il
existe un recouvrement N de F par des ouverts simples dont toutes
les plaques sont simplement connexes et tel que, pour tout (i,7) € M,
la réunion des ouverts w;,;, on (&, ) € M et w,;; M\ w;, # @, soit
contenue dans un élément de N.

Les composantes connexes des images réciproques par ag” dans
E*(w)/G" des éléments de R forment un recouvrement. I’ de
E"(w)/G’; puisque w;; est contenu dans un élément de %, son image
réciproque par ag” se décompose en composantes connexes iso-
morphes & w;;; soit G’'[w™ (4, s; )] celle de ces composantes qui con-
tient G'[w"(4, 5)). Soient V(4,G's;j) et V™ (4, G's;7) les plaques
de G'[w" (4, 5; 7)] contenues dans F*/G’ et F"'/G' respectivement. La
correspondance :
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Vo (@i, G's; §) — V™' (4, G's; §)

est biunivoque (puisque w, est distingué dans w,,). Pour simplifier
les notations, nous poserons : G'lw" (s, s;7)] = {4, s;7) et G'[w™ (4, 5)]
= {4, s).

Nous utiliserons la construction générale suivante : soient
{(a,) jer une famille A d'éléments et A’ un sous-ensemble de J X J
contenant la diagonale. Soit €(¥) la catégorie dont les é&léments
sont les suites (@, @z, v - -y Ejn)y OU (Ga, as1) € A7 pour tout © < e,
et dont la loi de composition est définie par :

(G’J‘n ... iafm> (aj’ly sy a’j’m') = (a']'u ey Qg Bgray o o By

si, et seulement si, a,, = a;,. Soit ;) /7 le groupoide quotient de
C) par la plus petite relation d’équivalence » compatible avec
la loi de composition et avec les relations élémentaires :

(ay) ~ {a;,a5); (a; a) (e, a;) ~a; o (j k) ¢ A
Soit py une relation élémentaire sur () :
{@n, Grgs + v vy Qs BN) ™~ G

a une famille A de telles relations py est associé le groupoide
(3, 47)/A quotient de €(¥) par la plus petite relation d'équivalence
p compatible avec la loi de composition et avec la relation 7 et les
relations py € A; ce groupoide est un groupoide quotient du
groupoide libre €(N)/7 (cette construction est un cas particulier
de la construction d'un groupoide par la donnée de générateurs et
de relations, les générateurs étant ici les couples (e @), ot
(G, k) € 4.

Soit K (E~(w)/G") le groupoide (¥,, T)/A, suivant : ¥, est la
famille des ouverts (4, s}, ot (¢, s) € I X G; B est I'ensemble des
couples ({7, s}, (4,5")) tels que (4,7) € M ou 7 = j, et que (7, s")
soit contenu dans {7, s;7); A, est la famille des relations :

(<’£1, Sl>, ey <’Lm, Sm>> ~ <1.1, Sl> Si <Z.1, Sl> = <'Lm, Sm>

et s'il existe un élément de R’ qui contienne (4, sp), ot & < m. Soit
R(F*/G") le groupoide (v, W)/Ap ol Ay est la famille des plaques
Vi, G's), ot (4,5) € I X G, et Ay la famille des relations :
(V' (i, G's1)y « ooy V(G G's)) ~ V" (41, G'sy) si, pour une relation
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appartenant a A,, on a ({44, Sy, .. ., {lm, Sw)) ~ {41, 51). Soit de
méme K (F"/G’) le groupoide obtenu en remplacant dans &(F"/G’)
les plaques V" (4, G's) par les plaques V" (4, G's).

Les groupoides R(E"(w)/G"), K(F/G), et KF/G') sont
isomorphes. En vertu du lemme qui va suivre, il en résulte
que les groupes fondamentaux de F°/G', de F™/G’ et de F’ sont
isomorphes.

Soit B un espace topologique dont chaque point admette un
voisinage ouvert simplement connexe, Supposons donnés les élé-
ments suivants :

(1) Un recouvrement A de B par des ouverts connexes a;, ol
je

(2) Une famille d’ouverts connexes a;;, ot (j, k) décrit un sous-
ensemble A’ de J X J, telle que a;\U a, C ay; de plus, si
a;Ma, #0, ona (§,k) € A; enfin, a,; = a,.

(3) Un ensemble S d’ouverts simplement connexes tel que, pour
tout (4, k) € A’, il existe un ouvert appartenant 4 .S qui contienne
la réunion des ouverts a ;. pour lesquels a, Ny 7% 0.

Soit p, la relation sur €(A) (voir plus haut) : (@, ..., a,) ~ @y,
si vy = v, et ¢'il existe un ouvert appartenant & S contenant la
réunion des ouverts @.,,,,,, ot g < . Soit & une famille de telles
relations p,, contenant en particulier toutes les relations py dans
lesquelles on a: ay,May,,, =0 et o, Nan,_n # 0§ pour tout
u < m-—1.

Soit R(B) le groupoide (U, A")/A, quotient de &) par la
relation d’équivalence p engendrée par la relation r et les relations
ps € A. Les unités de R(B) s’identifient aux éléments ¢, o0 j € J.

B+l

LeMME. Avec les hypothéses précédentes, le groupe fondamental de
B est isomorphe au sous-groupe de R (B) d'unité a,.

Démonstration. Soit x un point donnéde B. Soity = (2, ..., @;,)
un élément de (), ot x € a,; désignons par ¥~ I'ensemble des
suites pointées (x, v, x"), ol x’ décrit a,,; cet ensemble est muni
de la topologie ayant pour base d'ouverts les ensembles " (4)
formés des suites (x, 7, x) telles que x' € 4 et 4 est un ouvert
contenu dans a,, Soit B” l'espace quotient de l'espace somme
topologique des espaces " par la relation d’équivalence #” :
Co, v )y~ (%, 00, .oy By, X'7) sl, et seulement si, " = &' et
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(@i e vy @iy Qjrry -« o @jry) ~ a;; modulo p. L’espace B” est con-
nexe; tout élément de B" peut se représenter sous la forme
(as, ..., a;, "), oll @, est un ouvert choisi contenant x. Soit B un

revétement universel de B pointé en ¥ au-dessus de x; soit & la
projection canonique de B sur B. La suite (x, v, x) se reléve en
une suite (3,34, ..., 8, &) telle que @,, et G;us, soient les com-
posantes connexes de 0~ (ay,) et 6 (a,,1,) qui appartiennent a une
méme composante connexe de &~ 1(a;,,.1,). L'application § : (x, v, x)
— ¥’ est compatible avec la relation #”'; il en résulte une application
§" de B sur B, qui définit B* comme revétement de B. Puisque B”
est connexe, on a B® = B. Par suite, le groupe fondamental de B
s'identifie au sous-groupe de R (B) formé des classes (a;, ay, ...,
@4, a1) modulo 7"/, ¢'est-a-dire au sous-groupe de £ (B) d'unité a,.

Un raisonnement analogue au précédent perniet plus généralement
de démontrer la proposition:

ProrositioN. Soit (T, T') un feuilletage localement simple tel que
T soit une topologie séparée. Soit F ume feutlle compacie telle que
tout x € F admeite un voisinage ouvert simple dont I'espace transverse
est séparé et dont toutes les plagques sont simplement conmexes. Si
tout voisinage de F contient un tube ((w) d'dme F, il existe un fibe
t(w') d’'dme F tel que le groupe fondamental de toute fewille F' contenie
dans t(w') soit isomorphe au groupe fondamental d'un revétement de F.

Remargue. En utilisant la structure uniforme de F, on pourrait
construire les recouvrements (U;);e; et (Ui pen de F de sorte
que les conditions plus strictes indiquées dans Reeb (13) soient
vérifiées. Dans ce cas, la considération des groupoides R(F"/G’) et
RK(F'/G") serait remplacée par celle des nerfs des recouvrements
(V" (1, G's)) et (V' (4, G's)), ou (i,s) € I X G; ces nerfs sont iso-
morphes. L’isomorphisme des groupes fondamentaux de F’ et de
F /G’ résulte alors du lemme suivant, qui se démontre d’'une maniére
analogue a celle utilisée dans le lemme précédent.

LEMME. Soit B un espace topologique; soit U un recouvrement de B
par des ouverts comnexes a;, 01 j € J, vérifiant la condition : si
a; M a, # 0, il existe un ouvert simplemeni conmnexe contenant la
réunion de a; et ay. Alors le groupe fondamental de B est isomorphe
au groupe fondamental du nerf du recouvrement .
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THEOREME. Soit (I, T") un feuilletage localement simple et i{w)
un tube parfait d'dme I, tel que Uespace fransverse w” soit une variélé
tepologique. Alors le groupe structural G de t{w) est I'ensemble des
éléments de P(w) de source w, oti B(w) est le pseudogroupe transverse
d’ holonomie relatif & w. De plus, les déronlements F*(w) et I (w)
sont isomorphes.

Démonstration. Soit s l'isomorphisme d'holonomie associé & une
chaine pure fermée admettant w pour premier et dernier ¢idment.
Soit x7 & w”; la feuille F' contenant x™ rencontre w en p{x”)
plagues. Puisque p(x’) est majoré par le nombre d'éléments de G,
la transformation s est périodique. Soit s’ € G tel que j. s = j,.A8":
il existe un voisinage de x” dans w” dont tous les points sont fixes
par l'isomorphisme d'holonomie s~1s’. Par conséquent s™1s" est une
transformation périodique dont l'ensemble des points fixes admet
un point intérieur. En utilisant un théoréme de Newman-Smith
(voir 17 et 18), on en déduit que s71s" est l'identité de w”, donc
que s = 5" € G.

COROLLAIRE. Tout élément de ®(w) dont la source est connexe est
une restriction d'une transformation de G.

En effet, deux éléments distincts de G n'ayant pas de restriction
commune, un agrégat de restrictions d'éiéments de G dount la source
est connexe cst une restriction d'un élément de G.

PROPOSITION. Avec les hypothéses du théoréme précédent, I ensenible
u des points x*' de w” tels que le groupe d'holonomic H,' soit réduit
¢ son unité est un ouvert partout dense de w”. Si F' est une feuille
conlenant une plaque x°° € u, alors t(w) est un tube parfait d'dme F'.

Démonstration. Puisque deux éléments de G qui ont le méme jet
local en un point sont identiques, pour tout &’ € w le groupe H ./
est isomorphe au sous-groupe G’ de G laissant fixe la plaque &’
qui contient x’; soit ¢{x’) le nombre d’éléments de G’. Soit w*’ un
voisinage de x*’ ne rencontrant pas s(w”’), pour tout s € G, s § G';
pour tout x* &€ w*’, on a q(x’) < g(x’). Si q(x") = g{x") pour
tout 7' € w”’, toute transformation de G’ laisse fixes tous les points
de w”’, donc est I'identité de w”; par suite ¢(x”) = 1. Il en résulte
que, si ¢g(x) > 1, il existe au moins un point x*"” € w"’ tel que
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g(x”) < q(x'). L'ensemble u des points x™ tels que q(x’) = 1 est
un ouvert de w”; si le complémentaire de « contenait un ouvert z’,
il existerait x;” € ' tel que ¢(x;) soit le minimum de ¢ sur «’;
d'aprés ce qui précede, g(x1) = 1, ce qui est contraire a I’hypothése.
Donc # est un ouvert partout dense dans w".

Remargue. Le théoréme et la proposition précédents sont encore
vrais dans les cas plus généraux auxquels le théoréme de Smith
(18) s’applique.

Soit (7, 7”) un feuilletage localement simple et F une feuille
propre de (7', T").

On dira que (7, T") est parfaitement stable autour de F s'il existe
un tube parfait d’Ame F; dans ce cas, il existe aussi un systéme
fondamental de voisinages de £ formé de tubes parfaits d’'Ame F.
En particulier, si les conditions du théoréme page 144 sont vérifiées,
le feuilletage (T, T") est parfaitement stable autour de toute feuille
contenue dans un tube parfait.

On dira que (7, T") est stable autour de F s'il existe un ouvert
simple U rencontrant F en une seule plaque x” et vérifiant la con-
dition suivante : il existe des tubes ¢(w) d’Ame F tels que w soit un
ouvert distingué dans U et que les images canoniques de w” dans
I'espace transverse U~ forment un systéme fondamental de voisin-
ages de x” dans U,

TaEOREME. Soit (T, T7) un feuilletage localement simple tel que T’
soit localement compact. Soit U un ouvert simple localement connexe et
connexe dont I’ espace transverse U~ est séparé. Soit F une feuille compacte
de (T, T") rencontrant U en une seule plaque x~°. Pour que (T, T”) soit
stable autour de F, il faut et of suffit qu'il existe un systeme fondamental
de voisinages de x” dans U~ qui soit invariant par le pseudogroupe
transverse d'holonomie ®(U") relatif & un ouvert U’ saturé dans U.

Démonstration. La condition étant évidemment nécessaire, mon-
trons qu’elle est sufhsante. On peut construire, comme 2 la page 140,
deux familles (U,)i<n et (U) i, pear ainsi que les suites (4, k)
et U(7, k; 7). Soit U’ un ouvert simple distingué dans U et dont
I'adhérence est contenue dans U; soit W louvert obtenu par
saturation de U’ dans U. On peut construire un ouvert simple W'
tel qu’a toute suite U (s, k; 7) soit associée une chaine pure C(4, k; 7)
admettant W’ pour premier élément;soit U(4, k; j) le dernier élément
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de C(4, k; 7). Il existe un ouvert simple connexe « vérifiant les con-
ditions suivantes : w est saturé dans W’; I'adhérence du sous-espace
w” de P'espace transverse U~ correspondant & o est contenue dans
W', w” est invariant par ®{0U). Soit w(4, k; j) le dernier élément de
la chaine pure contenue dans C(4, k; j) et admettant w pour premier
élément; l'espace transverse w” (4, k;j) s'identifie & un sous-espace
de Vespace transverse [';", Un point frontiére de «” est appliqué
par Pisomorphisme d’holonomie correspondant & C(4, &; j) sur un
point frontiére de w°(7, k;7). Il en résulte : w(s, ;1) =« et
w(i, B;j) = w, pour tout (i, k) € M, j < n. Soit @ la réunion des
w;, olt J < n. 1l existe un ouvert saturé «;” dans w; dont adhérence
est contenue dans Q. Soit w'(j) le premier élément de la chaine
pure contenue dans C(1, 1;j) et admettant w; comme dernier
élément. Soit w un ouvert saturé dans U, contenu dans linter-
section des o’ (j) et tel que l'espace transverse w” soit invariant par
& (). Soit w, le dernier élément de la chaine pure contenue dans
C(1, 1;7) et admettant w pour premier élément. Soit £(w) la réunion
des ouverts w;, olt 7 < n. Soit F' une feuille de (7, 77) contenant
une plague de w; soit ¥ un point adhérent, relativement & 77, &
QM [7; alors v est adhérent au moins A une plaque de ¥’ contenue
dans un ouvert w;, ¢’est-a-dire appartient & {{(w). Par suite /" M t(w)
étant ouvert et fermé dans F’ est identique & 7. On en déduit que
t(w) est un tube d’aAme F, de groupe structural le sous-groupe de
P (U) engendré par les isomorphismes d’holonomie associés aux
chaines contenues dans C(z, k; 1) et admettant w pour premier
élément.

TuftoriME, Soit (T, T") un feuilletage topologique localement
simple tel que T soit une topologie séparée et qu'il existe un tube t(w)
d'dme F. St Uespace transverse w” est une variété topologique et si
toute feuille contenue dans t(w) est compacte, alors (T, T') est par-
faitement stable autour de .

Démonsiration. Soit G le groupe de transformations de " dont
les éléments sont les isomorphismes d’holonomie associés aux
chaines pures fermées appartenant au groupoide structural T' de
t{w) et ayant w pour premier et dernier élément. Puisque toute
feuille F’ contenue dans ¢{{w) est compacte, elle rencontre w en un
nombre fini de plaques et le nombre d’éléments p(x') de l'orbite
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de x*' £ w” relativement & G est fini. Par suite, pour tout s € G, il
existe un nombre & < p(x') tel que s*(x*) = x”/, c'est-a-dire s est
ponctuellement périodique. D'un théoréme de Montgomery (voir
19, p. 224), il résulte que s est périodique; donc, en vertu du
théoréme de Newman-Smith (17; 18), G est isomorphe au groupe
d'holonomie .’ de F par I'isomorphisme : s — 7,.*s. Supposons que
G ne soit pas fini; alors, pour tout x” € w", il existe s’ € G différent
de l'identité de w” et tel que s'(x™') = x~. Pour tout point x;” de
P'orbite de x*/, choisissons un élément s; € G tel que s;(x™) = x,;”'.
Soient # et u’ deux voisinages de x* dans w” tels que l'on ait :
s:(u) Ns(u) =@ st 127 et s"(w) Cu Pour tout ™ € o/, on a
5.7 = s(x”) st 4= 4, dot px”)y > pxf). Si tout x* € u’
était fixe pour §', la transformation périodique s’ serait l'identité,
Donc il existe x € «' tel que s’ (") = x”"'; comme §'(x*') € u,
on en déduit p(x’") > 2p(x"). Par récurrence, on montre que pour
tout entier m, il existe x°,. € u' tel que p(x,") > m. La fonction
p étant une fonction semi-continue inférieurement sur ['espace de
Baire w”, il existe un ouvert sur lequel p est majorée, ce qui est
contraire a l'existence de x,””, pour tout m. Cecl prouve que le
groupe G est fini. Par conséquent {(w) est un tube parfait d’Ame F.

Soit (7', T') un feuilletage topologique localement simple; soit
F une feuille de (7, T7) et f un sous-espace de F. On appellera
chaine pure pointée le long de f une chaine pure pointée (x, C, x"),
oll x € f et x’ € f, telle que la chaine de plaques (x, ¢, ') corre-
spondante sur F contienne une chaine de connexes v; du sous-
cspace f, c'est-d-dire une suite (X, 01, ..., U0l 21,2 -« oy Dty &)
dans laquelle 9, ;11 est une composante connexe de v; M\ v, pour
tout ¢ < m. En considérant les isomorphismes d'holonomie le long
de f, c’est-a-dire associés & une chaine pure le long de f, on définit
comme précédemment les notions de groupoide des isomorphismes
d’holonomie et de groupe d'holonomie le long de f.

On dira que (T, 77) est stable le long de f si, pour toute chaine
pure (x, C, x) le long de f reliant x a x, il existe une chaine pure
fermée (x, C’, x) le long de f contenue dans (x, C, x).

Supposons T localement compacte et 77 séparée. Si tout point
de f admet un voisinage ouvert simple dont l'espace transverse est
localement connexe, connexe et séparé, si f est compacte et si le
groupe d’holonomie le long de f est fini, on peut construire, a
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partir d’'un recouvrement. de f par des ouverts U, simples, un
recouvrement de f par des ouverts w; saturés dans U, tel que la
réunion t{w, f) des ouverts w, vérifie les conditions (1), (2), (3),
(4), (3) d’'un tube, dans lesquelles on remplace isomorphisme et
groupe d’holonomie par isomorphisme et groupe d’holonomie le
long de f.

Supposons qu'il existe un recouvrement K de I par des ouverts
simples dont toutes les plaques soient simplement connexes. Soit
alors G~ (x) le groupe fondamental® de F, identifié au groupe des
classes de chaines pures pointées {x, C, x] modulo %’ (voir § 3).
Soit Ex™(x; f) le sous-groupe de G~ (x) formé des classes admettant
un représentant (x, C, x) qui soit une chaine pure pointée le long
de f. Tout élément du groupe d’holonomie le long de f pouvant
étre représenté comme le jet local en x” d'un isomorphisme d’holono-
mie le long de f associé & une chaine pure formée A partir du re-
couvrement R, Vapplication : [x, C, x] modulo ' — j,.7g, oli g est
I'isomorphisme d'holonomie associé & C, est un homomorphisme
de G~ (x; f) sur le groupe d’holonomie le long de f. Par conséquent,
si Gw~(x;f) est fini, tout feuilletage (77, 77) contenant F pour
feuille est stable le long de f.

Remarquons que si f = F, la stabilité le long de F n’entraine
pas nécessairement la stabilité autour de F.

Rubans. Soit (7, T") un feuilletage localement simple sur £. Soit
U un ouvert simple; désignons par u 'application canonique de L~
sur son espace transverse U~. On appellera rubdan élémentaire un
sous-espace M de U qui est I'image réciproque @'(M”) d’un sous-
espace M" de U”. Les rubans élémentaires forment une sous-espéce
de structures locales de l'espéce de structures locales de tous les
sous-espaces de FE. Le germe j,*M du sous-espace M en x sera
appelé germe de ruban en x.

L’ensemble R des germes de ruban est un ouvert de l'espace £7
de tous les germes de sous-espaces de E; sa topologie 7', a pour
base les ensembles 3", ot M" est 1'ensemble des germes du ruban
élémentaire M. Soit T, la topologie sur R ayant pour base les

*Le groupe fondamental €g~(x), indépendant du recouvrement 3¢, s'identifie,
si F est localement connexe par arcs, au groupe d’homotopie =,(F). Si de plus f
est localement connexe par arcs, Qg™ (x;f) s'identifie 4 I'image canonique de

x (f) dans = (F).
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ensembles formés des germes j M, ol ¥’ appartient & une plaque
de U contenue dans le ruban élémentaire M. Le couple (7', ') est
un feuilletage topologique localement simple sur R; une base
d'ouverts simples est formée des ouverts M", ol M est un ruban
élémentaire.

On appellera ruban un ensemble ouvert M de R relativement a
T,, qui est une réunion de feuilles de (7, T,'). Pour tout ruban
élémentaire 34, il existe un ruban contenant M". Tout espace
quasi-transversal détermine en chaque point un germe de ruban et
il existe un ruban contenant l'ensemble de ces germes. Soit I un
ruban; M est muni du feuilletage induit par (7, 7/). La feuille
F. de I appliquée sur la feuille F par Uapplication p” : jrAM — x
est un revétement de F. Si F,” est un revétement a4 k feuillets, on
dira que I est un ruban muliiple d’ordre k le long de F; st k=1,
on dira que M est simple le long de F. Soit M" un ouvert simple
contenu dans M, correspondant au ruban élémentaire M contenu
dans U. Le pseudogroupe transverse d’holonomie relatif & "
s'identifie au sous-pseudogroupe ®(M) de &(U) laissant invariant
le sous-espace M~ de U”. Les rubans simples le long de I corre-
spondent aux germes de sous-espaces de U~ invariants par le
groupe des jets en & des éléments de ®(U) laissaut x” fixe (groupe
qui s'identifie au groupe d’holonomie H,").

Oun dira que (7, T) est (parfaitement) stable pour F relativement
an ruban M si M contient une feuille F,” appliquée sur F par p°
et si le feuilletage de M est (parfaitement) stable autour de F,”.

Remarque sur les cas d'instabilité. Si (T, T') est un feuilletage
topologique localement simple sur £ et st F est une feuille com-
pacte, & groupe fondamental infini, (7, 77) est généralement instable
autour de F. Si 'espace transverse E” n'est pas localement séparé,
il existe des feuilles autour desquelles (77, 7”) est instable. Si une
feuille Fde (7, T7) est dans I'adhérence d'une feuille F’, le feuilletage
est instable autour de F; il en est de méme si 'adhérence du filtre
des voisinages saturés (c'est-a-dire réunion de feuilles) de F ne se
réduit pas & F, et par suite contient une feuille 7’ différente de F.

D’une maniére plus précise, on peut avoir des couples de feuilles
(F, Fy de (T, T"), que nous appellerons couples liés, vérihant les
conditions suivantes :
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Il existe deux voisinages simples U et U' dex € Fetdex' € F’
et un filtre X de ®(U’, U) tels que :

(1) @(X) est base d'un filtre convergent vers la plaque x” et,
pour tout £ € %, on a x" § «(f).

(2) La plaque x”’ est adhérente au filtre engendré par B(X).

Remarquons que la propriété est indépendante du choix de x et
x’. Elle entraine l'instabilité de (7, T7) autour de F et de F’. Si
I'espace transverse U" est séparé, cette définition entraine qu'il
existe £ € ¥ tel que x4 B(£).

5. Compléments relatifs @ certaines structures feuilletées

Cas de deux feuilletages supplémentaires. Soient (T, T") et (T, T'()
deux feuilletages topologiques supplémentaires sur E (c’est-a-dire
sous-jacents a4 une structure de produit local de l'espéce T X T
¢élargie). Alors tout point x de E admet un voisinage U qui est un
ouvert simple relativement aux deux feuilletages et tel que toute
plaque de U pour 1'un des feuilletages soit un espace transversal
¢lémentaire pour l'autre; U sera appelé voisinage bi-simple de x.

Supposons qu'il existe un tube #{w) d'Ame F relativement a
(T, T") tel que les ouverts w,; soient bi-simples. Soit G le groupe
structural de f(w). Soit YV, une plaque quelconque de w, relative
a (I, T); a tout élément (w, f, w;) du groupoide structural I" de
t(w) correspond ['homéomorphisme f(y; v de ¥, sur ¥, appliquant
y € Visur 3 = YV, M f(y"), ot y~ est la plaque de w, relativement
a4 (7, T') qui contient y. Soient T le groupoide de ces homéomor-
phismes et Ty le sous-ensemble de IV formé de tous les homéo-
morphismes de la plaque YV, sur une plaque 1, quelconque.

PROPOSITION. Awec les hypotheses précédentes, i(w) est un espace
fibré Hw)(F, Vi, G, TY), de base F, de fibre isomorphe d YV, et de
groupe structural G. Toute feuille F' contenue dans t(w) est un revéte-
ment de F pour la projection de t(w) sur F. Le dévoulement E"(w) de
t{(w) est isomorphe au produit F~ X V.

Soient (7, 77) et (T, T')') deux feuilletages supplémentaires sur
E; si (T, T7) est stable autour de la feuille compacte F et si 7" est
une topologie réguliére, tout tube contient un tube #(w’) tel que
les ouverts w,;” correspondants soient bi-simples; ce tube est alors
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muni de la structure fibrée définie ci-dessus. En particulier, si
(T, T") vérifie les conditions du théoréme page 144, il existe un
systéme fondamental de voisinages de F formé de tubes parfaits
t(w) d’Ame F qui sont des espaces fibrés; la structure fibrée de ¢(w)
est entiérement déterminée par la donnée de 'espace transverse w"”.

Remarque. Si dans la proposition précédente les feuilletages
(7, T et (T, T) sont sous-jacents a des structures feuilletées
différentiables, le groupe structural G de t(w) est le groupe d’holo-
nomie (au sens d’'Elie Cartan généralisé dans (9)) de la connexion
intégrable définie dans 'espace fibré ¢(w) par le feuilletage (7", 77),
ce qui est A l'origine de la terminologie que j’ai introduite dans
I'étude des espaces feuilletés, le groupe d’holonomie H,' en x ¢ F
étant isomorphe au groupe 3,2 (G) des jets locaux en x” des éléments
de G.

Réciproquement, soient (7, 77) et (7, T:) deux feuilletages
supplémentaires sur E tels que (7, 77) soit sous-jacent a une
structure fibrée sur E de base B et de fibre isomorphe a F. Soit
(U})ier un recouvrement de B par des ouverts connexes, l'image
réciproque w; de U,; dans E étant un ouvert supposé bi-simple;
soit T le groupoide des isomorphismes d’holonomie associés aux
chaines pures pour (7, 7%) formées & partir des ouverts w,;. Alors
E, muni du recouvrement (w;);., posséde les propriétés (1), (3),
(4) d’un tube relativement a (7', T/), de groupoide structural T'
et muni d’une structure fibrée E(B, F, G, I'y'); la condition (2) d'un
tube n’est remplie que s'il existe une feuille F, de (7, T¢') qui soit
un relévement de B. Une construction analogue a celle du déroule-
ment E*(w) d'un tube {{w) permet d’obtenir un revétement de E
qui est homéomorphe au produit de F par le revétement Iy de
B (voir 9).

PropositiOoN, Soient (T, 1) et (T, T\') deux feuilletages supplé-
mentaires tels que E soit connexe pour T et que toutes les feuilles de
(T, T') soient compactes. Si (T, T") est stable autour de toute feuille,
alors une feuille Fy de (T, T() rencontre toutes les feuilles de (T, T”).

Démonstration. Soit Q le sous-espace de l'espace transverse E~

formé des feuilles de (7, T7) que rencontre la feuille Fy de (7, 7).
Q est ouvert. Soit F une feuille de (7', T”) appartenant a I'adhérence
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de @ dans E. Soit (U;) <, un recouvrement de F par des ouverts
bi-simples; le voisinage \U,, U, de F contenant un voisinage saturé
de F, puisque F est stable, la feuille F; rencontre un des ouverts
U, au moins et par suite F; contient une plaque de cet ouvert
relativement & (7, 7). Il en résulte que Q contient F, donc, étant
ouvert et fermé dans E°, est identique & E".

Lo proposition est encore vraie en remplagant I'hypothése :
(I, T") est stable autour de toute feuille F par : tout voisinage
de I contient un voisinage saturé de . Ces deux conditions sont
d'ailleurs équivalentes si (7, 77) est un feuilletage localement
simple tel que la feuille F soit compacte et qu'un point x de F
admette un voisinage simple connexe U7 dont Pespace transverse
est séparé et localement connexe et si U est distingué dans un
ouvert simple contenant 'adhérence de U.

ProposiTION. Avec les hypotheses de la proposition précédente, si
F1 est une variété topologique et si T est séparée, alors le dévoulement
faible E*(Fy) au-dessus de Iy est un espace fibré de base Fy, de fibre
tsomorphe @ un revétement F° de F, muni d'un feuilletage supplé-
mentaire et admettani un revétement isomorphe au produit de I~ par
un revétement de Fi.

En effet, soit /(w) un tube pour (7, 77) tel que la trace ¥i de
F1 sur w soit un espace transversal élémentaire; alors l'espace
transverse w” est une variété topologique et, en vertu des théorémes
pages 151 et 153, ¢(w) contient un tube parfait t(w’) et les déroule-
ments E*(w') et E"(w') sont isomorphes. De plus E™(w’) est iso-
morphe au produit F* X ¥;, ont F™est un revétement de F. La pro-
position résulte alors de la deuxiéme partie de la remarque ci-dessus.

ProrositioN. Soit (T, 1) un feutiletage localement simple sur E
tel que T soit conmexe et que tout voisinage d'une feuille F de (T, 1)
contienne un voisinage saturé de F: alors un espace transversal fermé
Fy rencontre toute feuille.

En cffet, soit Q@ 'ouvert de l'espace transverse E” formé des
feuilles de (7, 77) que rencontre F;. Soit F une feuille appartenant
a adhérence de Q; si pour toutx € [ il existait un voisinage U (x)
de x ne rencontrant pas Fi;, un voisinage saturé contenu dans la
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réunion des ouverts U(x) ne rencontrerait pas F;, ce qui est im-
possible. Donc il existe un point x* € F adhérent & Fy, c’est-a-dire
x' € F, FEQetQ=FE"

Dans la démonstration de la proposition suivante, nous utiliserons
le lemme :

LemME. Soit (T, T7) un feuilletage simple sur E tel que T soit
localement connexe et localement compact, que toute feuille soit com-
pacte et que 'espace transverse E” soit localement séparé. Soit (T, T1')
un feuilletage localement simple sur E; si Fy est une feutlle simple
de (T, TY') qui est un espace transversal fermé de (T, T7), alors Fy
est un revétement 4 k feuillets de I°, si E~ est connexe.

Démonstration. La feuille /' étant propre, tout point x de F, est
contenu dans un ouvert distingué relativement & (77, 7”) sur lequel
la trace de Fy est un espace trausversal élémentaire. Par suite Fy
rencontre la feuille x* de (77, 77) passant par x en k points x..
D’aprés la proposition précédente, Fy rencontre toutes les feuilles
de (T, 77). 1l existe un voisinage U~ de x” dans E” et k relévements
sy de U tels que s,(UY) C Fi, x; € s(U") et si(UNYNs(U) =0
si 7 3 j. Soit U la réunion des feuilles de (7', 7’) se projetant dans
U~; le complémentaire Fy’ dans FyM U de \U 5,(U”) étant fermé,
il existe un voisinage saturé U’ de x” contenu dans U et ne rencon-
trant pas Fy'. Alors F; (M U’ est une réunion d’espaces transversaux
élémentaires s, (U™) C s,(U”), ot ¢ < ket U™ est I'image canonique
de U’ dans U~. Donc F; est un revétement de E”.

TukoreME. Soient (T, T7) et (1), TY') deux feuilletages localement
simples sans point limite sur E, tels que T soit localement connexe et
localement compact, que toute feuille de 'un des feuilletages soit un
espace transversal pour I'autre feuilletage et que, pour chaque feuille-
tage, tout point de E admetie un voisinage simple dont lespace trans-
verse soit localement séparé. Alors les deux feuilletages sont supplé-
mentaires.

Démonstration. Soit x un point de E. I1 existe un voisinage U de
x relativement & T vérifiant les conditions suivantes : U est un
ouvert simple pour (7, 7") et pour (7, Ty), Vadhérence de U
relativement & 7 est compacte, l'espace transverse U relativement
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4 (7, T") est localement séparé, V'espace transverse U;” de U
relativement & (7", 7'Y) est séparé, la plaque V' de (7, T} passant
par x est un espace transversal élémentaire de (7, 77). Soient
7o U et W des voisinages connexes de x qui sont des ouverts
simples distingués dans U pour (T, T") tels que Von ait I C U,
U C U et W C U"”; on peut supposer que Fy rencontre en un
point et un seul toute plaque de W ainsi que toute plaque de U’
et toute plaque de U7, Soit W’ l'ouvert obtenu par saturation de
W dans U’ et soit W' la réunion des compacts qui sont I'adhérence
pour 77 d'une plaque de W, Désignons par W'* 'adhérence relative-
ment & T du complémentaire de W’ dans W"; on a W™* C U et
W M\ W™ = §§. Puisque I'adhérence de W est compact, 'adhérence
de W~ dans U est contenue dans U™, S'il existait v ¢ Vy M\ W™,
onauraity € U,y £ U et y4 U, ce qui est impossible puisque
la plaque ¥ de U’ rencontre V', en un point et un seul situé dans
U”. Donc l'image canonique dans U'y” du compact W™ ne con-
tient pas V; et il existe un voisinage W; de V, saturé dans [
relativement & (7, 7Y) ne rencontrant pas un voisinage saturé de
W*. Une plaque V" de W; a pour trace sur W’ un espace trans-
versal pour le feuilletage induit par (7, T7) sur W, fermné dans
W’ puisque trace de V' sur W’. D’aprés le lemme précédent
appliqué & (7", T")w+, Vi rencontre toute plaque de W' relative-
ment & (7', T7) en k points. En échangeant le rdle des deux feuille-
tages, on peut faire une construction analogue & partir des feuille-
tages induits sur Wi N W” = WM\ W’; on obtient ainsi un
voisinage w de x distingué dans W, pour (7, 771), qui rencontre la
plaque ¥V de W’ contenant x selon.un espace transversal élémentaire
V' de (T, T")wunw et tel que toute plaque de w relativement &
(T, T') rencontre toute plaque de w relativement & (7', 74') en un
méme nombre de points. Puisque V; rencontre toute plaque de U
pour (7', 77) en un point et un seul et que V’ rencontre toute
plaque de w relativement & (7, 7%') en un seul point, il en résulte
que 'application: y — (¥, ¥%1), oll ¥ € w, est un isomorphisme de
w sur w” X w;", ot w” (respectivement w.”) est 'espace transverse
de w relativement & (7, T7) (respectivement (7', 7)), y° € w",
yi© € wit, ¥ € ¥ M y". Donc les deux feuilletages sont supplé-
mentaires.
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CoroLLAIRE. Soient (T, T') et (T, TY) deux feuilletages topolo-
giques sous-jacents & des structures de variété feuilletée sur E. St toute
feuille de (T, T\') est un espace transversal de (T, T, les deux
feuilletages sont supplémentaires.

En effet on construit, comme dans la proposition précédente,
Iouvert Wy M W’. Puisque toute plaque de W, M W’ pour (7T, 7%")
est un revétement de 'espace transverse 7' et que W*’ peut étre
choisi simplement connexe, les composantes connexes d’une telle
plaque sont isomorphes 2 W™ et Wy M\ W’ est isomorphe au produit
de ses espaces transverses relativement aux deux feuilletages.

Feuilletage sous-jacent @ une structure de l'espéce B # § élargie. Soit
(T, T") un feuilletage topologique sous-jacent & une structure X de
I'espéce B # F élargie (les notations sont celles de § 1, 4). Soit
(f,S X S) B#F € T une structure de produit assoupli sur un
ouvert simple U de (T, T') et N un espace transversal ¢lémentaire
contenu dans U. Soit v le relévement de B = »(S) dans B X F,
ol F = p'(S"), tel que f(»(x)) € N pour tout x € B. Le germe de V
au point fr(x) s'identifie avec le jet local jMv. Les couples (jfr,.S),
ol jMv désigne le flot : x — j, My, x € B, engendrent un atlas complet
A" sur l'espace transversal total E4°, compatible avec 8; ainsi E4"
est muni d’une structure de I'espéce B élargie. Cette structure ne
dépend que de la structure feuilletée sous-jacente de I'espéce B# T
élargie; elle est entiérement déterminée par la structure feuilletée
de seconde espéce (B, O~ (B #F)) sous-jacente A =. Elle induit
sur chaque espace transversal une structure de U'espéce B élargie.

Toute chalne pure contient une chaine pure C formée d’ouverts
simples munis d’une structure de produit assoupli. Les espaces
transverses U;” et U,” du premier et du dernier élément de C sont
munis de structures (f1, S)B et (f,, S,)B de l'espéce B élargie.
Si (U, vy, U) désigne T'isomorphisme d'holonomie associé a C,
alors  ((f,, SOB, v, (f1, S1)B) appartient au groupoide B~ des
isomorphismes de V'espéce B élargie. On définit ainsi unisomorphisme
du groupoide des isomorphismes d’holonomie H' de (7, 77) sur
un sous-groupoide H'(Z) de B~ qui sera appelé groupoide des iso-
morphismes d'holonomie de Z. Cet isomorphisme détermine aussi
un isomorphisme du groupoide d'holonomie de (7",7”) sur un sous-
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groupoide A’ (Z) du groupoide des jets locaux de H'(Z), que nous
appellerons groupoide d holonomie de X. Le sous-groupe de H'(Z)
correspondant a un point x d'une feuille sera appelé groupe d'holo-
nomie de £ en x. De méme au pseudogroupe transverse d’holonomie
relatif & U correspond un pseudogroupe transverse d’holonomie de
2 relatif & U, qui est un pseudogroupe de transformations de
I'espace transverse /" muni de sa structure de ['espéce B élargie.
Les feuilletages (7°%, T*') et (T, T»’) des déroulements E*(L) et
Est(U) au-dessus de U sont sous-jacents a des structures feuilletées
de l'espéce B # § élargie. Si {(U) est un tube d’ame F', le déroule-
ment E°(U) de ¢(U) est aussi muni d'une structure feuilletée de
I'espece B # § élargie, dont le feuilletage topologique sous-jacent
est le feuilletage (77, 7).

TaEOREME. Soit (17, T7) un feuilletage topologique sous-jacent
une structire feuilletée de Uespéce B # § élargie, tel que T’ soit une
topologie loculement connexe et localement compacte. Alors (', T7) est
parfaitement stable autour de toute fewille compacte, & groupe d'holo-
nomie fini.

La construction utilisée au § 4 se modifie aisément, les ouverts
simples considérés étant tous supposés munis d'une structure de
produit assoupli.

Soit 2 € (B # F)e une structure feuilletée sur E, o0 B est le
groupoide des isomorphismes 7 fois ditlérentiables d’une variété sur
une autre. On peut définir dans » 3’, (page 132) la relation d’équiva-
lence ,p,” suivante : (U', f, U) ~ (UY, f1, Uy) si, et seulement si,
il existe un ouvert U, distingué dans U et dans {'; et un ouvert
U, distingué dans U’ et dans U, tels que 'on ait : .j,. o' " Yu =
e fe T "1y, ot x” et 7 sont les plaques de U et U7y contenant x
et x', u, u; (respectivement z’, u,") les applications canoniques de
I'espace transverse U~y sur U~ et U, (respectivement U;” sur
U’ et Uy”).

La classe d’équivalence de (U’, f, U') modulo ,p,” sera désignée
par 7,7 (U, f, U) et appelée jet transverse d'ordre v, de source x et
de but x’. L'’ensemble des jets transverses d’ordre r forme un
groupoide J7(3'). Le sous-groupoide J"(H’) de J(J’) formé des
jets transverses d'ordre 7 7,7 (U’, f, U), ou (U, f, U) € H’, sera
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appelé groupoide d’ holonomie d’ordre r et noté H'"; un élément de
H'" est appelé jet d holonomie d'ordre 7, le sous-groupe de H'” formé
des jets de source et but x, groupe d’holonomie d’ordre 7 en x.
Soient U et U’ deux ouverts simples munis de structures de
produits assouplis. En identifiant un jet transverse d’ordre v,
23 (UYL f, Uy, ot Uy et Uy sont distingués dans U et U’ respec-
tivement au triplet (x', ,..j.-’f, x), 'ensemble de ces jets est identifié
A un sous-espace de l'espace topologique U’ X J (U, U") X U
qui sera noté J°7(U’, U); le sous-ensemble de J7(U’, U) formé des
jets de source x et de but x’ sera noté J7(x’, x) et s’identifie &
o J (U, U, Soit J°7(V', V) le sous-espace de J"(U’, U) formé
des jets transverses dont la source décrit V et le but V’, ou V
et V' sont deux plaques de U et U’ respectivement. Soit 77
(respectivement 777) la topologie sur J'(J') ayant pour base les
ouverts des espaces topologiques J*7(U’, U) (respectivement

IV, ).

ProPosITION. Muni de la topologie T™ (respectivement T'7) définie
ci-dessus, J7 (') est un groupoide topologique localement irivial (7).
Le couple (T7, T'7") est un feuilletage topologique sous-jacent & une
structure feulletée de Uespéce (B X T X B) # (F X T X §) élargie.

Nous supposerons désormais que 2 est une structure feuilletée
d'espéce A,” # § élargie. Alors J'(§') muni de la topologie 77
(respectivement 7”7) est un espace fibré de base I£ X E, dont les
fibres J""(x’, x) sont isomorphes & L,’, le groupe structural étant
L, X L,7, ot L,” désigne le groupe des jets inversibles d’ordre r
de source et de but l'origine de 'espace numérique R?.

Un espace topologique E’ admettant J(3') muni de la topologie
77 comme groupoide d'opérateurs topologique est appelé un pro-
longement transverse de X; il admet aussi H’" pour groupoide
d’opérateurs. Chaque prolongement transverse de X est un espace
fibré de base E et de groupe structural L,”. Réciproquement si K
est un espace topologique admettant L,” pour groupe d’opérateurs
topologique, par élargissement (3) de K (considéré comme espéce
de structures sur L,”) au-dessus de J'(3’), on obtient un pro-
longement transverse de Z.

Soit E’ un prolongement transverse de Z obtenu par élargisse-
ment de K; soient F une feuille de = passant par x et g 'application
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canonique de E’ sur E. Le sous-espace F’ = @'(F) est un espace
fibré de base F, de groupe structural le groupe d’holonomie H,'"
d'ordre r en x, muni de la topologie discréte; ainsi F' admet une
connexion intégrable. F’ sera appelé prolongement transverse de F
dans E'. Soit J," () le sous-espace de J'(&') muni de la topologie
77 formé des jets transverses d'ordre 7 de source x; soit W un
ouvert simple de E et x’ — k. un relévement continu de W dans
T (X" soit ¢ l'application : (x, y) — kpy, ou &’ € W, v € §'(x)
et ol hy.y désigne le composé de ,r avec y. Les applications 5
ainsi définies engendrent un atlas complet qui détermine sur E’
une structure fibrée, de topologie sous-jacente t{. En remplacant
W par une plaque V de W et la topologie 77 par 7”7, on obtient
de méme une deuxiéme structure fibrée sur E’, de topologie ¢/, Le
couple (¢, ¢') définit un feuilletage topologique sur E' dont les
feuilles sont les prolongements transverses dans E’ des feuilles de Z.

PropOSITION. Avec les hypothéses précédentes, si les feuilles F de
%, muntes de leur seule structure topologique, sont les fibres d'une
fibration localement triviale ayant pour base un espace localement
contractile, alors les feuilles F' de (i, ') sont aussi les fibres d'une
fibration localement triviale de méme base.

La démonstration utilise le théoréme 1 de (8).

Un exemple de prolongement transverse de £ est obtenu de la
fagon suivante : soit M une variété r fois différentiable. Dans
I'ensemble des couples (g, U), o0t U est un ouvert simple de E et
g une application r fois différentiable de U” dans M, soit p, la
relation d’équivalence définie par : (g, U) ~ (g, U’) si, et seule-
ment si, il existe un ouvert U’ distingué dans U et dans U’ tel
que l'on ait : j,/gu = j,."g'u’ ott x € U, u et u’ sont les applications
canoniques de V'espace transverse U™’ dans U~ et U, x” est la
plagque de U’ contenant «x.

La classe d'équivalence modulo p, de (g, U) sera appelée jet
transverse d'ordre v de E dans M, de source x et de but g(x). En
particulier, un jet transverse d’ordre r de E dans la droite numérique,
de but O, est appelé covitesse transverse d'ordre r. L’ensemble des
covitesses transverses d’ordre r de source x forme un espace vec-
toriel K,” isomorphe & L,,™. L'ensemble de toutes les covitesses
d’ordre r sur E est un prolongement transverse de Z. En remplacant
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K. par un espace tensoriel au-dessus de K,”, on obtient un espace
de tenseurs transverses d ordre r en x. L'ensemble de tous les tenseurs
transverses d'ordre 7 d'un certain type est aussi un prolongement
transverse de =,

Supposons que I est une structure de variété feuilletée sur I
d'ordre (&, 1, r). Alors l'espace transversal total est muni d'une
structure différentiable d'ordre /: muni de sa structure différentiable,
un espace transversal sera appelé variété transversale. Le pseudo-
groupe d’holonomie I (voir page 130) s’identifie & un pseudogroupe
d’homéomorphismes £ fois différentiables d'une variété transversale
¢lémentaire sur une autre. Soit II"' (respectivement H.Y) le
groupoide des jets d’ordre ! des éléments de I1" (respectivement
H.). Le groupoide H' quotient de II"! par le groupoide réunion
des groupoides H, !, ot x ¢ E, s'identitie au groupoide d'holonomie
d'ordre I de E; ses unités sont les groupoides H,"! appelés germes
transverses d'ordre I en x. L'espace en x des vecteurs transverses
d'ordre 1 s'identifie & 'cspace quotient de l'espace des vecteurs
tangents en x & F par le sous-espace des vecteurs tangents en x d
la feuille F passant par x.

PROPOSITION. Pour qu'une sous-variété propre F d'une variété
différentiable soit une fewille d'une structure feuilletée définie dans un
voisinage de I, il suffit que l'espace des vecteurs transverses admvette
une connexion intégrable (voir 9).

Etant donnée une variété % fois différentiable V,, rappelons
qu'une G-structure d’ordre s et de classe s’ sur 17, est une section
s’ fois différentiable au-dessus de V, de l'espace quotient par G du
prolongement principal F*(17,), ol & est un sous-groupe fermé du
groupe L,% et s’ <k — 5. Un prolongement d'ordre s d'une G-struc-
rure d'ordre s et de classe s est un espace fibré s’ fois différentiable

ss0cié au sous-espace fibré de Vespace fibré H(V,) formé des

peres distingués de la G-structure. Soit §y 'espéce des G-structures
w'ordre s et de classe s’ sur les variétés k fois différentiables de
dimension p. Soit o’ I'espece de structures formée par les pro-
longements d'ordre s des éléments de o correspondant & une
représentation s’ fois différentiable de G sur un groupe d'auto-
morphismes s* fois différentiables d'une variété K. Soient § et §’
les groupoides des isomorphismes correspondant & o et §o'. Soit

€ UB#TF o une structure feuilletée sur E. A une carte
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(f, S X §") € Z correspond la carte (f,.S X .S), ot S € Fo est
le prolongement de S’ et ou l'application f, : ¥ — f'(x, V) est le
prolongementde f, : vy — f{x, v) 48" {voir 10). Les cartes (J/,SX.S")
engendrent un atlas complet =’ sur un ensemble E’ compatible
avec B#F. Muni de la structure feuilletée =’ d'espéce B # §’
élargie, F' sera appelé prolongement de X relativement & §'; les feuilles
de =’ sont des prolongements des feuilles de Z. L'atlas 2’ définit
aussi sur £’ une structure d’espace fibré de base I et de fibres
isomorphes & K.

ProvosITION. Avec les hypothéses précédentes, si les feutlles de Z,
munies de leur seule structure topologique, sont les fibres d une jibration
localement triviale dont l'espace quotient est un espace localement con-
tractile, alors les fewilles de ' sont aussi les fibres d'une fibration
localement triviale de méme base.

Bicn que les prolongements des feuilles de = solent isomorphes

en tant qu'espaces fibrés, les G-structures sur ces feuilles ne sont
pas nécessairement isomorphes.

Structures feuilletées @ métrique viemannienne transverse. Si B est
le groupoide des isomorphismes trois fols différentiables d'une
structure riemannienne trois fois différentiable sur une autre, une
structure feuilletée Y sur £ d'espéce B # § élargie est appelée
structure feuilletée & métrique riemannienie transverse. Tout espace
transversal de = dout la topologie est séparée est alors muni d'une
métrique ricmannienne. Pour qu'une structure feuilletée sur E
appartienne 2 ¥(B # §), il suffit qu'il existe un espace transversal
N tel que I soit la réunion des feuilles rencontrant N et que N
admette une métrique riemannienne invidriante par le pseudogroupe
d'holonomie relatif & 9t (c’est-a-dire le sous-pseudogroupe du pseudo-
groupe d'holonomie dont les unités sont contenues dans IN).

N

PropOSITION, Soif T une structure feuilletée sur E @& métrique
riemannienne transverse; s'il existe un tube t(w) d'dme I, le feuilletage
topologique sous-jacent & X est stable autour de F.

Dans ce cas, le déroulement normal E”(w) de t{w) est isomorphe
au déroulement faible E*(w) au-dessus de w et il existe un tube
\

d'ame F dont le groupe structural est isomorphe & un groupe de
rotations.
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Soit (7', T7) un feuilletage topologique sur E sous-jacent & une
structure feuilletée T a métrique riemannienne transverse; supposons
T localement compact. Soit (7, Ty') un feuilletage topologique
supplémentaire & (7, 77).

THEOREME. Avec les hypothéses précédentes et si toute feuille Fy de
(T, TY) est munie d'une structure riemannienne compléte, toute feuille
Fde T admet un voisinage saturé qui est une réunion d’ouverts bi-
sumples et (1, T7) est stable autour de toute feuille propre. F, ren-
contre toute fewille F et le déroulement I*(F,) au-dessus de F, est
un espace fibré de base Iy de fibres isomorphes d un revétement I~ de
F, admettant un revétement isomorphe & F~ X F\", ot F{" est un
revétement de Fi.

Démonstration. Soit F une feuille de Z. Pour tout x € F, désignons
par B(x, 7) la boule fermée de centre x de rayon » contenue dans la
feuille F, de (7', T{) contenant x. Soit 7, le plus grand nombre tel
que tout point intérieur & B(x, ) puisse &tre joint & x par un arc
de géodésique unique. Soit t{w,, B(x, 7)) un des ensembles analogues
a un tube considérés page 155 recouvrant B(x, #.), réunion d'une
famille ¢ d’ouverts bi-simples, w, € ¢ contenant x; on montre
comme au début du paragraphe que t(w,, B(x, #,)) est un ouvert
bi-simple; soit W (x, ) T'ouvert bi-simple contenu dans l'ouvert
t(w,, Blx, 7.)), produit de la plaque x” de w, pour (T, T7) contenant
x par I'intérieur de la boule B{x, ). Pour toutx’ € x",onar, > 7,.
Soit V T'ouvert de F, supposé non vide, formé des points x tels
que 7, > 7, ol 7 est un nombre fixé, Soit x un point de F adhérent
a V; montrons que x appartient & V. Pour tout »' € VN x",
désignons par p, 'homéomorphisme de B(x', r,) sur B(x, r,) déter-
miné par la projection canonique de ¢(w,, B(x, #,)) sur sa plaque
pour (7, TY) contenant x. Cet homéomorphisme se prolonge cn
une application continue p," de B(x',7) dans F, en associant a
Pextrémité z d'un arc de géodésique (x', z) de longueur ' < 7 le
point &’ situé 4 la distance 7’ de x sur l'arc de géodésique contenant
P (&', 2). Soit g, un arc de géodésique issu de x’ de longueur r;
soit [g.] le plus grand nombre tel que, pour tout z € g, situé a
une distance de x’ inférieure & [g./], la restriction de p,” & un
voisinage assez petit de z soit un homéomorphisme sur son image;
si "€ Vg™ et si po'(ge) = po’(ge) = gy on a [go] = [go]
= [g]. Soient (x’,£,) et (x,7) les arcs de g, et g, de longueur {g]. On
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peut construire une chaine pure pour (7, 74') reliant x & », formée
d'ouverts bi-simples U;, ¢ < #, recouvrant (x, 5); pour tout point
¥’ € x* M V appartenant & la plaque de Uy pour (7, 77) contenant
x, U, détermine un homéomorphisme d'un voisinage de &, dans
F., sur un voisinage de %. Il en résulte que [g] = » et que, pour
tout x" € VN x", l'application p.’ est un étalement de B(x’, 7)
dans F,; B(x/, ») étant compact, B(x’, ) est un revétement de I',.
Puisque I'image réciproque de x par p,/ est réduite & x, p,” est
un isomorphisme de B(x/, #) sur B(x, 7). Ainsix € Vet V = F. Mon-
trons que 'ouvert ¢ (W (x, 7)) réunion des ouverts bi-simples W (x', r),
ou x’ € F, est saturé., Soit F’ une feuille de (7, 7”) rencontrant
LW (x, r); soit V' = FF M E(W(x, r)); V' est ouvert dans F'. Soit
z un point adhérent & V' dans F’; alors z € V'. En effet, soit « un
ouvert bi-simple contenant z; soit g, un arc de géodésique dans F,
issu de z; pour tout point g’ appartenant & la plaque de u pour
(T, T7) contenant gz, soit g, un arc de géodésique issu de 2’ et tel
que g, M u soit appliqué sur g, /M u par l'application canonique
de # sur la plaque de % pour (7, 7) contenant g; soient (z, ) et
(¢', Z') les arcs de g, et g, de longueur k. Il existe une chaine pure
pour (7, Ty) reliant z & %, formée d’ouverts bi-simples #;, ou
1 < m et uy C u, recouvrant (g, z) et telle que u;_; /M u; contienne
un ouvert bi-simple %;/ admettant #, ; et u,; pour saturés dans
1,1 et u, respectivement. Désignons par z;,” et z,” les plaques de 7,
et u,-1 pour (7, T”7) contenant z et Z respectivement, par z,° une
plaque de u,” pour (7, T") contenant un point z; choisi sur (z, %).
Pour tout 2’ € 2", posons z;/ = g, Mz, les arcs (g/, 2,41") et
(21, 2:+1) de g.- et g, respectivement ont méme longueur et I'appli-
cation : 5,/ — 3.1 est continue. On en déduit que z,” = & et que
Iapplication v, : 2’ — 2, ol ¢ € g°, est une application continue
de z;" sur 3,”. En particulier, pour & = 7, on a v,.(¢') € Fsig € V,
d’ot v,(z) € Fetz € t(W(x, r)). Donc ¢(IW(x, r)) est saturé. Le reste
du théoréme se démontre facilement.

COROLLAIRE (THEOREME DE DE RuAM (20)). Un espace riemannien
complet réductible et simplement connexe est isomorphe au produit de
deux espaces riemanniens.

Remargues.
(1) Une démonstration analogue A la fin de celle du théoréme
permet de prouver le résultat plus général suivant : soit v, un

623

™



170 CHARLES EHRESMANN

vecteur tangent en z A la feuille F, de (7', TY); soit z, ['extrémité
de I'arc de géodésique issu de g tangent en gz 4 v, et de longueur /;
alors l'application : (v,, [) — 2, est une application continue pour
les topologies du prolongement des vecteurs transverses, de la
droite numérique et pour la topologie 7.

(2) Si (7, T et (T, Ty') sont deux feuilletages topologiques sur
E supplémentaires tels que, pour toute feuille de (7, 77), il existe
un tube d'Ame F formé d’ouverts bi-simples, alors toute feuille de
(T, T) rencontre toute feuille de (7, 77).

(3) En prenant pour 8 le groupoide des isomorphismes d’espaces
localement homogénes (de Lie (11)) ou le groupoide des isomor-
phismes 3 fois diltérentiables d’une variété munie d'une connexion
de Cartan (9) 2 fois dilférentiable sur une autre, une structure
feuilletée d'espéce B # § élargie sera dite & structure localement
homogene transverse, ou a connexion de Cartan transverse. Pour une
structure feuilletée = sur E & structure localement homogene transverse
ou 4 connexion de Cartan transverse, le théoreme précédent est valable
en remplagant structure riemannienne compléte par structire locale-
ment homogéne compléte ou connexion de Cartan complete,

(1) Soit Z une structure feuilletée d'espice A" # § élargie. Soit
By I'espece de structures locales formée des variétés r fois différ-
entiables munies d'une forme extérieure; soit B le groupoide des
isomorphismes correspoudant. Si 2 admet une superstructure
QB #TF)e, on appellera Q une forme extérieure transverse sur
3. L'application covariante d de différentiation extérieure s'élargit
en une application associant a € une forme extérieure transverse
dQ sur T appelée différentielle extérieure de Q. L'ensemble des formes
extérieures transverscs sur ¥ est un module différentiel gradué, d’ott
on déduit le module d' homologie transverse.

Remarque sur la notion de simultanéité. Le feuilletage topologique
sous-jacent & une structure de variété feuilletée n’admet générale-
ment pas de feuilletage supplémentaire. Ainsi un espace fbré
simplement connexe n‘admet un feuilletage supplémentaire a la
fibration que s'il est isomorphe au produit de sa base par une
fibre, les fibres étant supposfes compactes. Par exemple la sphére
S; n’admet aucun feuilletage supplémentaire A sa fibration classique.

Soit Vs un univers de la théorie de la relativité. La notion de
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simultanéité dans V; sera définie par un feuilletage topologique
dont les feuilles F, appelées feuilles de simultanéité, sont de caractére
spatial en chaque point x (c¢’est-a-dire la restriction du ds? fonda-
mental & 'espace tangent & F en x est une forme quadratique
définie positive). L’exemple de I'espace fibré .S; X .S;de base S» X S;
montre qu'un tel feuilletage de simultanéité n’existe généralement
pas.

Si Punivers V4 admet un feuilletage de simultanéité, il existe un
feuilletage topologique supplémentaire dont les feuilles sont des
lignes de temps (c'est-a-dire telles que la restriction du ds? a la
tangente en chaque point est définie négative). Une feuille de
simultanéité peut rencontrer une ligne de temps en plusieurs points.

Rappelons le résultat suivant (12):

PROPOSITION. Une variété compacte Vi admet un ds® admissible en
relativité si, et seulement si, la. caractéristique d' Euler-Poincaré de
V4 est nulle. (En considérant un revétement a deux feuillets de V4,
on se rameéne au cas considéré dans (12) ot I'on peut définir continue-
ment en chaque point un demi-cone de lumiére, déterminant Uori-
entation vers l'avenir.)

PROPOSITION. Un univers compact Vy admet un feutlletage dont les
Sfeuilles sont les lignes de temps et dont une feuille est fermée. St V,
admet aussi un feuilletage de simulianéité, alors toute ligne de temps
rencontre toute feuwille de simulianéité.

Soit V4 un univers muni d’un feuilletage de simultanéité donné;
pour qu’on puisse définir localement sur V, une durée, il faut et il
suffit que ce feuilletage soit & métrique riemannienne transverse. S'il
en est ainsi et si de plus les lignes de temps ont pu étre munies
continuement d’une orientation (passé-avenir), la durée est définie
par la donnée d’une forme transverse fermée » de degré 1. Pour
tout arc v transversalement différentiable, on peut définir fyw qui
représentera la durée correspondant a y. En appliquant le théoréme
précédent, on obtient en particulier la proposition suivante (qui
résulte aussi de 'étude faite par Reeb d’un feuilletage défini par
une forme fermée (13, p. 110).

PROPOSITION. Avec les hypothéses précédentes, si Vi est compact
toutes les fewilles de simultanéité sont isomorphes; 'une de ces feuilles

625



172 CHARLES EHRESMANN

est soit partout demse, soit compacte; dans ce dernier cas, Vi est un
espace fibré de base Sy et de fibre isomorphe & une fewille de simul-
tanéité. Si Vi w'est pas compact et si les lignes de temps sont com-
pletes (compactes ou de durée infinie) toutes les feuilles de simultanéité
V3 soit isomorphes; st Vi est compacte, alors il n'existe pas de ligne
de temps fermée.
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INTRODUCTION

La définition initiale des catégories topologiques [4] nous a conduits
4 la notion générale de catégorie structurée, étudiée dans plusieurs articles
({11, [2]. [3]); ici nous revenons au cas des catégories topologigues.

Le n° 1 est consacré & la traduction dans ce cas des théorémes de [2]
et [3]. La notion de graphe multiplicatif topologique est précisée en celle
de noyau de catégorie ou de groupoide (exemple: novau de groupe).

Dans le n°® 2, nous utilisons la notion de structure quasi-quotient [3]
et, par un procédé général de construction de projections (qui sera étudié
plus complétement dans {1]) nous démontrons les théorémes suivants:
Si (C",T) est une catégorie topologique et " une catégorie gnotient de
(" par r. il cxiste une catégorie topologique (C*.7') quotient de (C*. T
par r. Toute catégorie topologique peut étre “‘universellement” plongée
dans: une catégorie topologique séparde. une catégorie topologique
compacte, une catégorie topologique dont la topologie est sous-jacente &
une structure uniforme compléte.

Les catégories microtransitives font 'objet du n° 3. Illes nous meénent
& introduire la notion de structure quasi-uniforme w=((4;);er, ¢) sur une
classe B, ol (4y)ier est une partition de £ et ¢ une application de I dans
la classe des filtres de B x ¥ possédant certaines propriétés. Une topologie
et une structure uniforme s’identifient & des structures quasi-uniformes
(ot [=FE et A;= {7}, et olt A;=F respectivement). Toute structure quasi-
uniforme admet une topologie sous-jacente; nous étendons la notion de
filtre de Cauchy (par exemple les filtres de Cauchy pour une topologie
sont les filtres convergents) et le théoréme de complétion des structures
uniformes. La topologie d’une catégorie microtransitive stricte est sous-
jacente a une structure quasi-uniforme (mais non en général a une
structure uniforme); si (C,7) est un groupoide microtransitif, la partition
cortespondante a pour éléments les classes e'-C-e, ou ¢ et ¢’ sont des
unités de C°; si (C7,T) est un groupe topologique, la structure quasi-
uniforme est la structure uniforme bilatére.
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L’article se termine par 1’étude de la catégorie des sections locales
associée 4 une catégorie topologique.

La terminologie et les notations sont conformes & celles des index du
livee “Catégories et structures”, Dunod, 1965, auquel renvoient les réfé-
rences non numérotées. (*) (v. p. 146).

1. GRAPHES MULTIPLICATIFS TOPOLOGIQUES. CATEGORIES TOPOLOGIQUES

Une topologie sur une classe M sera représentée par la partie T de
P(M) ayant pour éléments les ouverts de la topologie, et nous poserons
M=6(T). Si M’ est une partie de M, le symbole 7'/ M’ désigne la topologie
induite par 7" sur M’ (i.e. 7/M’ est la classe des parties U N M',ou U eT).
La topologie grossiére sur M (telle que 7' ait pour seuls éléments ¢ et M)
est notée M,; la topologie discréte est notée My (i.e. Ma=P(M)).

Soit Ay une classe de classes contenant avec deux classes leur produit,
avec une classe toutes ses parties. Soit .# la catégorie pleine d’applications
(n°® 2, chap. I) ayant .# pour classe de ses unités. Soit I la classe des
topologies T telles que 6(7') e.#(. Soit J la catégorie des applications
continues entre topologies appartenant & J; un élément de 7 est un

triplet
(I, 1, T), ot T e To, T € Ty et (0T"), {, 0(T)) €A,

et la loi de composition de J est définie par:
@, p,r)-A@, L, Iy={a", ff, 1) si, et seulement si, T =1".

Nous identifions J a la classe des unités de 7.
Soit 6 la surjection de 7 sur .# telle que

T 6(T) si T €T
I, £, 1) — (6(T"), |, 6(T').

Le triplet (#,0,.9) est un foncteur, noté 0.

Le foncteur 6 a les propriétés suivantes:

1) 0 est un foncteur d’homomorphismes saturé (déf. 19, chap. II) au-
dessus de .#.

2)  est une catégorie & #-produits et & S-produits fibrés (resp. a
J-sommes et & .-sommes fibrées) s’il en est ainsi pour .#. De plus 0 est
compatible avec les produits, les produits fibrés, les sommes et les sommes
fibrées.

3) Les f-sous-structures de 7' €77 sont les topologies induites par T'
sur les sous-classes de 6(7). Par suite 0 est — -étalant ([5] et déf. 1-2 [1])
car, si M' CO(T), alors T/M’ est une 6-sous-structure de 7' telle que
0TI My=M".

4) SiT eJy et si r est une relation d’équivalence sur 6(7), il existe
une ¢-structure quotient de 7' par r, & savoir la topologie 7'/r quotient
de 7" par r, et on a O(T/r)=0(T)/r, si O(T)|r e M.
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5) 0 admet pour section maximale (déf. 1-4 [1]) le fonecteur ¢, section
de 0 tel que
(pg(M', ,f: M):(*M,y} f: Mg)

et le foncteur dual 6* admet pour section maximale le foncteur ¢g tel que
g M, |, M)=(M'q, f, Ma).
Soit (J, <) la classe ordonnée définie par:
T"<T si, et seulement si, (7)) T et T"=T/0(1").
Nous munirons Z de la relation d’ordre:

(1", f, TY<(T"1, {1, T1) si, et seulement si, 7" <T", T <T,
et si f est une restriction de f;.

Alors (77, <) est une catégorie inductive complétement réguliére a droite
(ex. 4-5 [2]) et ((A, <), 0, (T, <)) est un foncteur inductif [2].

Soit J°¢ la sous-catégorie de .7 formée des applications ouvertes (i.e.
on a (7", {,T)eTv si (1) CT"). Dapres le théoreme 2-I [2], la classe
ordonnée (7, <) peut étre définie par:

T <T si, et seulement si, T’;; T,

ou 0’ est la restriction de 6 & .

Définition 1: Un graphe wmultiplicatif 0-structuré (resp. fortement
fO-structuré) est appelé graphe multiplicatif prétopologique (resp. topo-
logique). Une catégorie (resp. un groupoide) 0-structurée est appelée catégorie
(resp. groupoide) topologique (déf. 7-1I [3] et 4-I1 [2]).

Soit " =(G, x) un graphe multiplicatif. Pour que (G°,7") (ou plus
précisément (G, 7, 1")) soit un graphe multiplicatif prétopologique, il
faut et il suffit (prop. 18-II [3]) que les conditions suivantes soient
vérifides :

1) T"eTy et 0(1)=0G %G,

2) Soit G, la classe des couples (f, x(f)), ou f € G, et soit T la topologie
sur G image de 1"/G",, par la bijection (f, «(f)) -+ f de G, sur G. On a

T, 6, TYeT, (T,8,T)eT et (T, x,T')eT.

Soit G"= (G, ») un graphe multiplicatif (resp. une catégorie). Pour que
(G, T) soit un graphe multiplicatif (resp. une catégorie) topologique, il
faut et il suffit que 7' soit une topologie sur G vérifiant les conditions
suivantes:

1) Ona (T, 6, TYeT et (I,5,T)cT.

2) SiT*xT=TxT|F %G, ona (T, xTxT)eT.

Pour qu’une catégorie topologique (G, T') soit un groupoide topologique,
il faut et il suffit que G soit un groupoide et que lon ait

(T, 1,Tye 7,

ou I est la bijection f— f-1 de G sur G.
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Convention: Si (G°,T) est un graphe multiplicatif topologique, nous
posons: ;
To=T|G, TxT=TxT|G %G et T,=T|G",.
Proposition 1: Seit (C°, T') une catégorie topologique. Si T est séparée,
Cy est fermé dans T'; st Ty est séparée, C" x C” est fermé dans T xT. Si
(O, 1) est un groupoide topologique, alors T est séparée si, et seulement si,
C" est fermé dans T et Ty séparée.

Démonstration: Supposons 7' séparée. Soit f un point adhérent & C7
et soit e 'unité 4 droite de f supposée différente de . 1l existe des voisinages
Vdefet V' deedansZ tels que V N V' soit vide. Comme u= V' NCgeT,
U=oaHu) " V est un voisinage de f dans 7. Sie’ e C'o N U, on a

e=ax(e)eunVCV nV,

ce qui est impossible. Donc C°y est fermé dans 7. — Supposons T’y séparée.
Comme C" % " est la clagse produit fibré « V et que les applications

(1. ) = B et (f', /) = &(f')

sont continues de 7' x 7" dans la topologie séparée Ty, la classe C" % C" est
fermée dans T x 7. De méme la classe M =8V f est fermée dans T x7.
—Soit (C". T') un groupoide topologique tel que €7y s0it fermé dans 7' et
Ty séparée. La diagonale 4 de C'xC est I'image réciproque de C7 par
Papplication continue

(f.f)—f-1-f de TxT|M dans T.

Done, % étant fermé dans 7', la diagonale 4 est fermée dans T x T/ M.
Puisque M est fermé dans T x T, A est fermée dans 7' x T' et T est séparée.

Proposition 2. Si (G7, T) est un graphe multiplicatif (resp. une catégorie)
topologique, alors (DG, A7), B6°,O7T) e (3G, AT sont des graphes
multiplicatifs (resp. des catégories) topologiques, en posant:

Q7 =T406" et 2T =736

Cette proposition résulte des théorémes 16 et 17 [2] si (G, T') est une
catégorie topologique; la démonstration dans le cas ou (G,7) est un
graphe multiplicatif topologique est analogue & celle de ces théorémes
de [2].

Foncteurs continus:

Définition 2:  Un néofoncteur (resp. un néofoncteur fortement) 0-structuré
est appelé néofoncteur prétopologique (resp. néofoncteur continu). Un
fonctewr O-structuré est dif continu.

Pour que ((G"1,T"1), p, (G°,T")) soit un néofoncteur prétopologique, il
faut et il suffit que (G"1, p, G7) soit un néofoncteur et que

(T’]., (P X P) Ly T,)
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soit une application continue, ou (G"1,7"1) et (G°,7") sont des graphes
prétopologiques.

Pour que (G, T), p, (G", T)) soit un néofoncteur (resp. un foncteur)
continu, il faut et il suffit que (G°,7) et (G", T') soient des graphes multi-
plicatifs (resp. des catégories) topologiques, que (G", p,G") soit un néo-
foncteur et que (7', p, T') soit une application continue.

Convention: Nous désignons par A7'(7) la catégorie dont les éléments
sont les néofoncteurs prétopologiques; par A(F) (vesp. par F(7)) la
catégorie dontles éléments sont les néofoncteurs(resp.les foncteurs)continus.

Soient 0 4~ (resp. 0 7/, resp. 0 4) les foncteurs fideles vers .# de A7'(T)

(resp. de A7(T), resp. de F(J)) tels que:
e/V’((G.lr T,l)’ q, (G-’ T,)): (Gl’ 9 G) :
07 (G, Th), ¢, (G, 1) = (G, ¢, G); O e = (M, O 71 1, F(T)).

Proposition 3: 0 41,0 771 et 05 sont des foncteurs d'homomorphismes

saturés résolvants & droite, @ S -produits et o F-produits fibrés, si .# est
a F-produits.

En effet, cette proposition résulte des corollaires des théorémes 10, 11
et 17, IT [3]. Si, pour tout i€/, on a

Fi=((&.T), Fi, (G, Te)) e ¥/'(T)
on obtient
V Fi=(V (G, F, G), V (T, F, T4)),

iel iel iel
en posant V (T, F,, Ty)=1] T4V Fi (notations n° 2, IV),
iel iel iel

Corollaire: Si (@', T) € ¥'(T )y (resp. € F(T )o) et m—=(To, m,T') € T,
on a
m* (@, T) = (m*(@), m*(T)) € F'(T) (resp. € F(T)),

ot m*(G")" est le graphe multiplicatif induit de G par O(m) (déf. 14, IV)
P

et ot m*(TYy=(T" xT" x T)m*(F).
Ce corollaire résulte du théoreme 19, II [3].

Définition. 3: Une 0 4 -sous-structure de (G", 1) € /(T )o est appelée
un sous-graphe multiplicatif prétopologique de (G, T"). Une 6 j7:- (resp.
une 04 -) sous-structure de (G", T) € A7(T)o (resp. € F(T )o) est appelée
un sous-graphe multiplicatif (resp. une sous-catégorie) topologique de (G°,T').

Soit (6", 71") € A7 (T )o. Pour que (G'1,7'1) soit un sous-graphe multi-
plicatif prétopologique de (G, T"), il faut et il suffit d’aprés le théoréme
13-I1 [3] que Gy soit un sous-graphe multiplicatif de G et que 'on ait

T=T']G"1 % G'1.
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Proposition 4: Soit (G",T)e V(T ) (resp. € F(T)o). Pour que
(G"1, Th) soit un sous-graphe multiplicatif (resp. une sous-catégorie) topo-
logique de (G", 1", il faut et il suffit que G'1 soit un sous-graphe multiplicatif
(resp. umne sous-catégorie) de G et que T =T[G:.

Démonstration: Si (", T) € F (I )o, la condition est suffisante d’aprés
le théoreme 11 [2]. — Si (", T) € #7(T ), et si la condition est vérifide,
on a Ty xTh =T xT[G1 x Gy et par suite, en posant

Ty % Th1=T1 <TGy %G1,

Ti1%T1 est une O-sous-structure de 7' x 7. Done (G5, T1ix1'1) est un
sous-graphe multiplicatif prétopologique de ((F, T % T) et, en vertu du
théoréeme 13, TT [3], (X1, T'1) est un sous-graphe multiplicatit topologique
de (G, 7). — La condition de I'énoncé est évidemment nécessaire.

Noyaux de catégories:

Définition &: On appelle noyau de catégorie un graphe multiplicatif
topologique (", T) vérifiant les conditions suivantes:

1) @ x(Fe(T,x.TYVT,BT).

2y Si h-(g-f) et (h-q)-f sont défints dans G, on a h-(g-f)=(h-g)-f.
On appelle novau de groupoide un noyaw de catégorie (G°,T) vérifiant de plus:

3) St (7, est la clusse des g € G tels que g admette un inverse unique dans
Gooomoa G e

Exemple: Un noyau de groupoide (G, T') tel que G admette une seule
unité e est un novau de groupe, au sens ordinaire.

Proposition 5: Soit (C°,T) une catégorie (resp. un groupoide) topologiyue
et soit e € C"g. St (1 st un wvoisinage ouwvert de e tel que ~x(G) U p(G) CH,
alors (G°, TG est un noyaw de catégorie (resp. de groupoide); les voisinuges
de e de cetie forine forment une base de voisinages de e.

- . ba . . & -
Démonstration: Soit- U un voisinage de e dans 7' et soit u=U N (7.
Comme » est un voisinage de e dans 7T et que les applications (7, x.T')
et (T, B, T) sont continues, 'ensemble

G=U A x-Lu) O 1),

o
ou U désigne I'intérieur de U, est un voisinage ouvert de ¢ dans 7 tel
que v CG. 8i fed, on a

a(HeuCql et () euCAh,

de sorte que ¢ définit un sous-graphe multiplicatif de C°. D’aprés la
proposition 4, (. T"), ot 7" =T'|@, est un graphe multiplicatif topologique.
La propriété 2 des noyaux de catégories est satisfaite dans G, car "
vérifie 'axiome d’associativité. La classe (G, «,G) V (G, 8,F) est identique &

W=(C"%xC) N (G xG)eT % T.
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Comme G" x =W N x71(G) et que (T, », T % T') est une application con-
tinue, on a " x G €T % T, done (", T') est un noyau de catégorie.

— Supposons de plus que (C°, T") soit un groupoide topologique. Soit I
Phoméomorphisme de 7' sur 7' défini par f— f-1. Soit G, la classe des
g € G tels qu'il existe un inverse de g dans @. Pour que ¢ € G appartienne
a G, il faut et il suffit que lon ait

g =1(g) ed.
Hl s’ensuit: G°, =G N I(G) € T'. Par suite (G°,1") est un noyau de groupoide.

Graphes multiplicatifs topologiques quotient:

Soit S = N"(T) (vesp. = N"'(T), resp. =F (7)) et soit pp le foncteur
prejection canonique de 5 vers .#, ¢’est-d-dire le foncteur 0 -1 (resp. 0 71,
resp. 0 z). Soit @ un graphe multiplicatif et soit » une relation d’équi-
valence sur @. Soit 7 la surjection canonique de ¢f sur G/r. Soit

e=(G",T") ey (vesp. e= (G, T) € H#).

On dira que ¢ est un graphe multiplicatif quasi-quotient prétopologique de e
par r si € est une p g-structure quasi-quotient de e par r. Rappelons [3]
que ceci signifie: 11 existe une relation d’équivalence ¢’ sur ¢f contenant r

telle que
F=(8 1, e)eH

et que, pour tout F=(e;, F,e) € # tel que F soit compatible avec r
(i.e. F= F17), il existe un et un seul

F'—(e1, F', &) e vérifiant F—=F".7.

On dira que ¢ (G, T") (resp.=(G", T)) est un graphe multiplicatij quotient
prétopologique (resp. quotient topologique, resp. une catégorie quotient topo-
logique) faible de ¢ par r si € est une P y-structure quotient faible de e par »,
¢’est-a-dire si les conditions précédentes sont vérifides et si G=7'((); dans
ce cas, on a G"=G"/r". Enfin on appellera é un graphe multiplicatif quotient
prétopologique (resp. quotient topologique, resp. une catégorie quotient topo-
logique) de e par r si on a de plus G=G/r (et par suite v’ =r).

Proposition 6: St e=(G",T") e N'(T ), il existe un graphe multiplicalif
quotient prétopologique faible de e par r de la forme (G, 1), oit
G =Gl et T'=T"[r %7,

v’ dtant la relation d’équivalence bicompatible sur Q" engendrée par v et ' » '
la relation induite par r' xv' sur G *x G .

Démonstration: D’aprés le théoréme 14-II [3], (G, T") est un graphe
multiplicatif quotient prétopologique de (G, T') par r’, de sorte que

F=((G,T),,e)
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est une 6 4-,-surjection. Si
F=(e1, Fe) e /(T

et si F est compatible avec r, alors F est aussi compatible avec ', car F
définit un néofoncteur. Donc il existe un et un seul

e /(T tel que F=F"-7,
ce qui prouve l'affirmation.

Corollaire: Tout graphe muliiplicatif quasi-quotient prétopologique &' de
e € N (T ) par v est un graphe multiplicatif quotient prétopologique faible
de ¢ par r.

Dans [3], nous avons montré que, si (G, T') est un graphe multiplicatif
topologique et si » est une relation d’équivalence bicompatible sur G-, le
graphe multiplicatif prétopologique (G°/r, T % T'/r % r) n’est pas néces-
sairement un graphe multiplicatif topologique.

2. THEOREMES DE PROJECTION
Clatégories topologiques quotient:
4 pologrq q

Nous supposerons que .#¢ est un univers [10] et qu’il existe une catégorie
plemo d’applications A telle que Mo soit un univers et que Mo € My,
Soit .7 la catégorie des applications continues relatives & M.

Théoréme 1: A (T) est une catégorie & F (T )-projections, une (F (),
AT ))-projection de (G°,T') étant de la forme (N(G'),T), ot (N,»)
est le foncteur (F, NV ')-projection canonique (th. 9, chap. I1I).

Démonstration: Soit e= (G, T')e /(T )o et I=F(T )o-A'(T)-e. Si
d est le groupe topologique ayant pour seul élément une unité @, on a
(G, k,e)el, 8i k(f)y=a pour tout fe@. Si K" .47, on a, My étant un
univers admettant .#¢ pour élément:

— (K, o(K")) € Mox M, X0 N'gC Myx M e M.
Par ailleurs, T" € 7o et M =0(T") entraine

7" € P(P(M)) € My, ie. To My
Il s’ensuit

NNT Yo CHox To € Mo et N(T)YCN(T)ox MBx N(T Yo € Mo;

par suite [ e My, de sorte que (prop. 3) la famille (f(%))rer admet un
produit (G°, T) dans (7). Soit v I'application [ — (A(f))ner de G dans G.
Soit " la sous-catégorie de G* engendrée par v(G). D’aprés la proposition 4,
on a, si ’j’:’f’/@:
= (G, Dye F(T) et 6=(G,T),v,e) e N (T).
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Les conditions

Fi1.0=F3-7 et F¢:(el, F;, é) 6.97'-(.7')(),/‘/'(.7-)
entrainent
Fi(k) = Fa(k) pour tout ke o(@);

puisque G" est la sous-catégorie de G" engendrée par v(G) et que F; définit
un foncteur, il s’ensuit F1= Fs. — On a:

((Gox G o), ToxTo), [B, &1, &) € F(T Yo- N (T),

oll ("o x G o)t est le groupoide des couples associé & G (ex. 2, chap. I).
Par suite la restriction vy de v & G est une bijection sur G'o. — Soit LIG'Y
la catégorie libre des chemins du graphe [G"] sous-jacent & G (on identifie
G & une sous-classe de L[G"]). Le foncteur unique L(%) de L{G"]" vers G
(th. 8, chap. III) tel que

(G, v, )= L(8)-(LIG'T, , &)
est défini par la surjection

(fn: (XS fl) ~—>'D(.ffl«) 'v(fl)

de L[G"] sur G. Tl est dong surjectif. La restriction de L(f) & Gy étant une
bijection sur G, le foncteur L(#) définit @ comme catégorie quotient
strict de L[G']". 1Tl en résulte que 'application g:

v(f) = fmod ¢, ol fed,

définit un isomorphisme de G" sur la catégorie C* quotient strict de L{G"}
par la relation d’équivalence ¢ associée & L(v). Soit:

§=((C", Th), g, (&, T)) € F(T),

ot T; est la topologie image de 7' par g. Etant donné que .#, est un
univers, on a L[G'] € .4y, et par conséquent C € .#,; on en déduit:

=46 e F(T - N'(T).
Les conditions
F'ieF(T) et F'1-0'=Fq-¢

ont pour conséquence
(F'1-9)-8=(F'2-§)-6, dott F'y=1F"s,
d’apres le début de la démonstration. — Enfin, soit A €l et soit pp le
foncteur continu projection canonique du produit (G, 7') sur (k). On a
h=pn-(G, 1), v, @) =pa- (G, T), o, (G ])) - 6=1"-7,
K =pn- (G, 1), o, (G, T))-§71 € F(T).

Ainsi " est un (F(F), A7 (T ))-projecteur et A7(J) est une catégorie a
F (I )-projections,
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~— Montrons que la catégorie C" construite ci-dessus est isomorphe a4 N(G),
i.c. est une (F, A7 )-projection de &". En effet, soit

p={(K", ¢, @) e F¢- A",
On a, si K, représente la topologie grossiére sur K:
¢=((K", Ky), @, ¢) € F(T )o- N'(T).
Nous avons vu qu’il existe un et un seul
¢’ = (K", Kg), @', (C", Th)) € F(T)
tel que p=¢’ ¢ Ceci signifie que
g =, ) e F

est 'unique foncteur tel que
p=q"(C", v Q).

Done C" est isomorphe & N(G") et, 04 étant un foncteur d’homomorphismes
saturé, il existe une catégorie topologique (N(G"), T') isomorphe & (C°, T),
qui est une (F(F), A7(T))-projection de e; on posera: N(T)=1T.

Corollaire 1: Si (C°,T") est un graphe multiplicatif prétopologique et st
C" est une catégorie, alors (C°, 1) admet une (F (I ), ¥ (T ))-projection de
le forme (C°,Th).

n effet, dans ce cas N(C") est isomorphe & C" et le corollaire résulte
du théoréme 1, la topologie 7'y étant moins fine que la topologie image
de la topologie induite par 7’ sur la classe des couples (f, x(f)), ou f e G.

Corollaire 2: Soit e=(C", ") wune catégorie topologique et soif r une
relation d’équivalence sur C'. Il existe une catégorie quasi-quotient topologique
de e par r de la forme (N(C'[r"), N(T[r")), otv v’ est la relation d’équivalence
bicompaltible sur C° engendrée par r.

En effet, e admet é=(C"/r", T x T/r' % r') pour graphe multiplicatif quo-
tient prétopologique faible par r d’aprés la proposition 6, et la (#(J),
N(T))-projection N(é) de & est une catégorie quasi-quotient de e par 7,
par définition d'une structure quasi-quotient et du théoréme 7, chap. II1.

Corollaire 3: Soit e=(C", T) wune catégorie topologique et soit r une
relation d’équivalence sur C telle qu'il existe une catégorie quotient C* (resp.
quotient strict) de C" par r. Alors e admet une catégorie topologique quotient
par r, de la forme (C°,T1) (resp. forme (C"[r, T1)).

En effet, N(C"/r) est isomorphe & (" (resp. & C"/r) d’aprés le théoréme 10,
chap. III, de sorte que le corollaire 3 se déduit du corollaire 2.

-~

Corollaire 4: Si j=((C",T),]j,(C",T)) est une 6 g-surjection, j=(C", j, C")
est un p z-épimorphisme.
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En effet, supposons p= (K", ,C") e F et (K, ¢,0)=(K, ¢1,@)~(0,j, ).
Comme @ = ((K", Ky), ¢, (C",T)) e F(T) et que § est une § z-surjection, on a

(K", Kg), 1, (C, T)) e F(T), Aot (K', @1, (") e F
Donc j est une p z-surjection et par suite (th. 3 [1]) un p z-épimorphisme.

Avec les hypothéses du corollaire 3, la topologie 7’1 est moins fine que
la topologie T'/r quotient de T par r. Elle est identique & 7T'/r dans certains
cas, par exemple (th. 21, II [3]) si 7 est une relation d’équivalence fermée
et si T est séparée (resp. si r est une relation d’équivalence élémentaire,
c’est-a-dire qui induit la relation identique sur C%), et si r est ouverte.

Proposition 7: Sie= (G, T') € ¥'(T ), il existe une (N (T, N'(T))-
projection de e de la forme (G, Th).

Démonstration: Soit I =N"(T )o-A"(T)-e. On voit comme au théoréme
Lque I£det quele My, de sorte que (B(h))ner admet un produit (G°, 7
dans A4(J). Désignons par v Papplication x — (h(z))ses de G dans G.
D’aprés la proposition 3, (G, T') est un graphe multiplicatif topologique.
Comme % est un néofoncteur, v(G) définit un sous-graphe multiplicatif de
G et (v(G)", T [v(@)) est un graphe multiplicatif topologique (prop. 4). Puisque

(@, Gy), 1, (G, T")) e /(T ) N'(T),

Papplication v est une bijection de G sur »(@). Done (G°, T1) € 47(T), ol
T, est la topologie image de 7'/v(G) par v-1. 11 est évident que

(G, 1), , (G, T))e V'(T)
est un (A(T), /(T ))-projecteur.

Corollaire: Si (G, T) e /(T )o et si r est une relation d’éguivalence
bicompatible sur G°, il existe un graphe multiplicatif quotient topologique
de (G, T) par r, de la forme (G'[r, T1).

En effet, (G"r, T1) est la (N7(T), 4'(T))-vrojection du graphe multi-
plicatif quotient prétopologique (prop. 6) (G"[r,T*xT[rxr) de (G",T) par r.

Remarque: Le théoréme 1 est énoncé dans [5]. Il est obtenu dans [1]
ainsi que ses corollaires et la proposition 7, comme cas particuliers de
théorémes généraux sur l'existence de catégories p-structurées quasi-
quotient d’un graphe multiplicatif p-structuré, lorsque p est un foncteur
— -6talant admettant une section maximale.

Catégories topologiques séparées ou compackes:

Nous supposons dans cette section que .#y est un univers, que M est
une catégorie pleme d’apphcatlons telle que My soit un univers et que
Von a #, e.///o Soit encore J la catégorie des apphcatlons continues
relative 3 .#. Soit ¢ la sous- categorle pleine de 7 ayant pour unités
les topologies séparées et soit 75 =7 N.J . Soit J ¢ la sous-catégorie pleine
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de J ayant pour unités les topologies compactes et soit T¢=7 N Fe.
Si ¢=5 ou ¢, désignons par F (T (resp. par F(7%)) la sous-catégorie
pleine de F(F) (resp. de F(J)) ayant pour unités les catégories topolo-
giques (C", T') telles que 7' € 1.

Théoréme 2: Soit e=(C",T) € F(T )o. Il existe une (F(T ), F(T))-
projection de ¢ et une (F(T¢), F(T), F(T))-projection de e (déf. [5]).

Démonstration: 8oit i=s ou ¢. Posons I =%{(T )y - F (T )-e. Le début
de la démonstration du théoréme 1 montre que /5= ¢ et que I € .4y, de
sorte que (B(h))wer admet un produit (C°, T) dans F(). Désignons par

v 'application .
x — (Mx))ner de C dans C.

—Supposons i=s et soit ("5 la sous-catégorie de " engendrée par v(C).

D’aprés les propositions 3 et 4, (07, 7'/C;) est une catégorie topologique e;.
Comme 7 est séparée, T'/C; est séparée, de sorte que I'on a:

Bo={es, v, &) € F(F 5)o- F(T ).
~Soit r¢ la relation d’équivalence sur 'y telle que
x~x' si, et seulement si, A(x)="rh(z') lorsque h=(e1, h,e) € I.

Soit M(C) le monoide libre associé & C (nous identifions C & une sous-
classe de M(C)). Soit M(C) la sous-classe de M(C) ayant pour éléments
les suites

(xn, ... 21) € 07 telles que x{xs11) ~ B(xs) mod g, si 1<i<n.

L’application w:

(xn, cevs a:l) —> (h(.’Ln) el 0 h(xl))h cr
définit un homomorphisme de la sous-classe multiplicative M (C)" de M(CY’
sur C5. On a M(C) € My, car .# est un univers, d’or

H(C) e My et C=M(C)fr € Mo,

en désignant par r la relation d’équivalence sur M (C) associée & u. L’appli-
cation ¥ mod r — u(y) définit une bijection g de € sur Cs. Par conséquent,
il existe

= (es, g, (C", 1)) € F(T )y F(T o

Un raisonnement analogue & celui utilisé dans la démonstration du
théoréme 1 montre que §-*-%; est un (F (7 %), F(7))-projecteur.

— Supposons i=e¢. Soit @ la classe de toutes les sous-classes G de C telles
que v(0) C G, que @ soit fermé pour T et que G définisse une sous-catégorie
de C". 8i G € @, la topologie 7T /G est compacte, car induite par la topologie
T sur le fermé @ et que 7' est compacte, étant le produit de topologies
compactes. En posant Co= N @, on a C, € Q. Il s’ensuit:

ee=(C"e, T|Co) € F(T*) et bo=(ec, v, €) € F(T).
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— Supposons
Pr1-be=Fy-0,, ot Pr=(¢', Fs, e0) € F(T Y- F(T), i—1,2

Soit G la classe des x €, tels que Fi(x)=Fe(x). On a »(C) C G. Comme
F; définit une application continue vers une topologie séparée, @ est fermé
pour TC,, et par suite pour T. Puisque F; définit un foncteur, G est
une sous-catégorie de (", done aussi de C". 11 en résulte G € Q, ce qui
entraine par construction G =C,. Ainsi F1— F;. —Si h €1, on a, en désignant
par pn la projection canonique du produit (0", T) sur p(k):

h=pn-(C".T), v, e)=h' b,
B =pn-((C, ), 1, ) € F(Te).
Ceci prouve que #, est un (F(7°¢), F(7°), F(F))-projecteur.
Remarque: Le théoréme 3 n’entraine pas que F(J) est une catégorie
a F(J ¢)-projections, car nous n’avons pas montré que la classe C¢ con-

struite dans la démonstration précédente appartient & la saturante de
A dans A .

Complétion des catégories topologiques:

Soit %, la classe des structures uniformes sur des classes M de .4,
et soit 7o Vapplication: U —> 7(U) qui associe & U € %, la topologie =(U)
sous-jacente. Soit % la catégorie des applications uniformes entre éléments
de %, et soit v son foncteur projection canonique vers 7. Soit fig le
foncteur projection de F(J) vers 7 et soit F (7 %) la catégorie produit
fibré v V P4 ; soit ¢ son foncteur projection canonique vers % (7 ). Le couple

(U f, U), ((C", 1), £, (C", 1)) € F(T%), o T=7(U) et T"=7(U’),

sera identifié & I'élément ((C'", U’), f, (C", U)) et les unités de F (T %) seront
identifiées aux couples (C”, U) tels que

U e %y et (C", 1(U)) € F(T .

Soit F(J«) la sous-catégorie pleine de F(J %) ayant pour unités les
couples (€7, U) tels que U soit une structure uniforme compléte séparée.

Désignons de méme par §—(F (), q. F (T ) et par F(J ) les fone-
teur et sous-catégorie relatifs & la catégorie pleine d’applications M.

Théoréme 3: q admet un foncteur adjoint [8]. Tout e € F (T *)o admet
une (F(F ue), F (T u), F(I *))-projection.

Démonstration: Soit e=(C", T) € F(T )o. Soit I la classe des triplets
h=(G", U), h,e) tels que (G°, U) e F (T et (G, 7(U)), h,e) e F(T).
I contient en particulier le triplet

((d: Ua)a k3 e)y
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ol a est le groupe topologique ayant a pour seule unité, et ou k(z)=a
pour tout ¥ € C. Une structure uniforme U sur G étant un élément de
P(PGxG)) € Mo, on a Uoc Mo, A0u I € My, car

IC (N0 x Uy x M X (N'ox T5)).

Il s’ensuit que la famille (8(%)), e admet un produit (&, U) dans F(Tw),
puisque % et F(J) sont des catégories & .#y-produits et que, par suite
(th.10 chap.1V), # (S ¥) est une catégorie & #o-produits. Soit v ’'application

& (h(x))her de C dans G.

Soit G" 1a sous-catégorie de G" engendrée par v(C) et soit U la structure
uniforme induite par U sur G; on a

é=(G", U) e F(T .

Une démonstration analogue & la premiére partie de celle du théoréme 2
montre qu’il existe

§=(¢.8 6 eF( T F(T),
et que (€', gv, ¢) € I est un (F (T %), L(J *))-projecteur, en notant FL(7 %)
la catégorie associée aux foncteurs q et (#(J), ¢, F#(J)) par la prop. 36,
chap. II (p. 89). Ceci signifie (app.I) qu’il existe un foncteur adjoint ¢’ de
g tel que ¢'(e)=¢'.
—Supposons ¢’ =(K*, U’) € F(T %) et soit I'=F(Tue)y-F(J*)-¢'. On a
comme plus haut ¢1I' € .#,. Tout produit de structures uniformes com-
plétes étant une structure uniforme complete, la famille (8(2))r ez, admet
un produit (K*, U") dans % (J %). Une démonstration semblable & la fin
de celle du théoréme 2 prouve que ¢’ admet (K', U'/K) pour (F(T w),
F (f" ucy, & (5’Q ))-projection, si K est I'intersection de toutes les sous-classes
N de K qui sont fermées pour 7(U’) et qui définissent une sous-catégorie
de K', et si U’|K représente la structure uniforme induite par U sur K.

Remarque: Les théorémes 2 et 3 peuvent se déduire du théoréme
général d’existence de structures quasi-quotient énoncé dans [5] (et
démontré dans [1]).

(*) La surjection définissant un foncteur ou une application F, qui est notée
F dans ““Catégories et structures”, est désignée ici par le symbole F.
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MATHEMATICS

CATEGORIES TOPOLOGIQUES. II

PAR

CHARLES EHRESMANN

Dédié & Monsieur H. Freudenthal,
& loccasion de son soixantiéme anniversaire

(Communicated by Prof. N. H. Kurper at the meeting of October 30, 1965)

3. CATEGORIES MICROTRANSITIVES

Soit 7 la sous-catégorie de 7 formée des applications ouvertes.

Définition 5. On appelle groupoide microtransitif un groupoide (7,7 )-
structuré. Une catégorie topologique (C°,T) telle que (C°,,T,) soit un
groupoide microtransitif est appelée catégorie microtransitive.

Soit C" une catégorie; dire que (C°,T) est une catégorie 6(7 ¥, I )-struc-
turée signifie [2] que c¢’est une catégorie topologique telle que ’application
(ToxTo, [B, ], T) soit ouverte.

Proposition 8: Soit (C°,T) une catégorie topologique. Pour que (C°,T)
soit microtransitive, il faut et il suffit que (C*,, T,) soit un groupoide topologique
et que, pour tout e € C"y, la classe B(U -e) soit un voisinage de e dans 1o,
si eeUel, Dans ce cas, ((",T) est une catégorie 6(.77, T )-structurée.

Démonstration: Supposons (C°,T) microtransitive. (C°,, T',) est un
groupoide topologique. Soit e cC et e € U €T,. Posons u=p{U -¢), et soit
zeu. Ona (z,e) e [f, x](U) et, comme [8, s} (U) €ToxTo, car (C°,,T,) est
microtransitif, il existe un voisinage 4’ de x dans 7'y tel que

u' x {e} C[B, «}(U).

Il en résulte w' Cu, de sorte que u € 7s.—Inversement supposons la
condition de I'énoncé vérifie. Soit V €T et

(¢, e) € [B, «1(V).

1l existe f € ¢'- V-e. Puisque f-e=f et que » est continue de 7' % T dans 7,
il existe un voisinage U de ¢ dans 7' et un voisinage V' de f dans T tels
que V'-U CV. La relation e'-f=f assure I'existence d’'un voisinage U’
de ¢’ dans T tel que U’-fC V'. Comme (C",, T',) est un groupoide topo-
logique, il existe un voisinage ouvert U, de e dans 7T, tel que
U,=U,1CUNC,; soit U',=U" Nn(",. Par hypothese

u=p(U,-e) et u' =p(U",-¢')
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sont des voisinages de e et ¢’ respectivement dans T'. Si (x', %) € " x u,
il existe
gex-U,eet gea’-U', e
On en déduit
g-fgtelU,.fUCV.UCYV
et [B, o](g'-f-g71) = (2, x). Ainsi
w' xuCg «](V).

Done [B, «] est une application ouverte de 7 dans ToxTo et (C°, T') est
une catégorie (77, I )-structurée. Enfin le raisonnement précédent ap-
pliqué a (C",, T',) montre que {C",, T',) est un groupoide microtransitif.

Soit F™(T") (vesp. F'(F)) la sous-catégorie pleine de % (7") ayant pour
unités les catégories topologiques microtransitives (resp. topologiques
(C°, T) telles que (C",, T,) soit un groupoide topologique).

Théoréme 4: Un (C",T) € F'(T ) admet (C*, T) pour (F'(T), Fmn(T))-
éjection, ot T' est la topologie telle quune base de voisinages de f soit formée
des U'-W-U vérifiant:

x(fleUel,, BfyeU €T, et fecWeT|f(f)-C-«(f).

Démonstration: Les classes de la forme U’- W- U indiquée forment une
base de filbre B(f) de C. Soit x(f)=e, f(f)=¢" et U’'- W-U € B(f). 1l existe
Uie®, et U1eT, tels que

ecU=U;"1, ¢ cU=U"1, U U, CU et U-ULCUY,
car (C°,, T,) est un groupoide topologique, et on a U’y W-U; € B(f). Soit
keU'y-W-Uy; il existe
gel; et ¢ U’y tels que keg’ - W-.g.
La surjection & — g'-1.%-g1, ou k & f(k)-C-«(k), définit une application
continue de T1=T/(k)-C-«(k) dans T'fe’'-C-e, de sorte qu’il existe Wy €T

tel que
ke Wi Cg'-W.g.

Il s’ensuit U’y Wy Uy € B(k) et
v, w, U0, CU+ U+ W-U- U CU-W-U.

Ainsi le filtre engendré par B(f) vérifie "axiome Vyv des filtres de voisinages,
et par suite il existe une topologie 7' sur ¢ admettant ce filtre pour filtre
des voisinages de f.
—Montrons que (C°,7) est une catégorie topologique. En effet, soit
fee Ce et U-W.UeBle). 8i ¢£ecU"e€T,, on a, en posant
M=U"-(e"-C-e)-(Un U1
feM e B(f) et

o(M)Caxfe- UNUHCUNU)Le(UNnUHYCU-W'-U.
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Done (T, oc,T) €7 ; de méme, (T, B, Tyed .—De plus,sie”"e(U-W . U)N
N ", 1l existe

welU,uelU et we W tels que ¢"=u"-w-u.

Ceci entraine
e"=pe")=Fu" w), oh v welU -W-U-e,
c’est-a-dire

U-W.-UNCoCBU W -U-e)
de sorte que S(U’-W'-U -e) est un voisinage de e dans To=1/C".

—8Soit (A", K')eC" % C", h=0"-k et U"-W-U’ € B(h). Puisque h=h"-¢"-b/,
ou e =f4(h'), et que (T, »,TxT)eT, o C"=(C, ), il existe

W"eT[ph")-C-e', VeT,le O et Welle -C-ah')
tels que
KeW,ecV,eW et W.V-WCW.

Par ailleurs, il existe U €T, tel que
eelUet UNne-Ce=V,
et il existe Ur e, tel que
eelU=U;1et U- UL CU.
Par conséquent U”-W". Uy e B(h"), Ur-W'-U" € B(h') et
(v-wr.uoy-(U-w-oncuo.-w".u.w.u' cC
cuvr-w-v.w.uCcu-w-u.

Ceci montre que (T, x, T xT) e T, et que (O, T) € F(T ).
—Montrons que (C°,7) est microtransitive. En effet, soit geC", et
U-W-Ue€B(g™?); on a U’-W,-UET,,, ou W,=W n (. Comme

7,,1,T,)eT,, ou I(h)=h7t si he(C,,
il existe Uy-W’'-U’y € B(g) tel que
(UY)CU, IW)CW, et I(U;)CU, ot Wa=W' NC,.
On en déduit U,-W,.U"y ef’y et
HU-W1- U CHUY)-I(Wa)-L(Uy)) CU-W,- U,

par suite (T,,, 1, Ty) € .7 . La condition de la proposition 8 étant vérifiée
d’aprés le début de la démonstration, (C7, T) est une catégorie micro-
transitive. — De plus, on a
?‘: ((C.) T)) [2) (O‘s T)) € e?—,('7~)"9('-7”(3-)0‘
En effet, si V est un voisinage de f € C dans T, il existe U €T, WeTet
U eT tels que
(el pHel’, feWe U -W-UCYV,
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car (T,»,TxT)e T, ce qui a pour conséquence
N=(U' nC,)-(WnB()-C-a(f))-(U N C) e Blf) et
NCV, dot (T,,T)eT.

—Montrons que, dans le cas ou (C7, 7') est microtransitive, on a 7' =7.
En effet, soit U'-W.U € B(f) et soit fe V eT tels que VNe'-C.e=W,
ol e=«(f), ¢ =p(f). Il existe Uy eT,, U1eT, et V1T tels que: fe Vy,

ecU=U11CU, ¢ eU=U11CU et Uy-V1- U1 CV.
En vertu de la démonstration de la proposition 8,

u=p(Uy-e)eTy et v =p(U'1-¢)eTy
ce qui entraine
Vi=VinaWuynpgu)eT.

Si f eV, il existe gew(f’)-Ui-e, ¢ €pf(f)-Ur-¢’; on a feg'-g'~t-
-Vi-g-g71, ou

g'—l.Vl.gCe’.U’l-Vl-Ul'eCW;
il en résulte

feg WglCU-W-U,CU-W-Uet VVCU -W-U,

ce qui prouve T=17.
—Enfin revenons au cas général et montrons que § est un (F'(J),
Fm(T))-éjecteur. Soit

F=(C,T),F (& T)eF(T)FmT )
etsoit geG, f=F(g)et U'-W-U e B(f). lexiste V; €T, o i=1,2, 3, tels que
U=V,nC,, U=VanC, et W=V3n B(f)-C-«(f).
Etant donné que (7', F, T) e 7, il existe Viel pour lesquels
x(g) € V1, Blg) € Vo, g e Vg et F(Vi) C V.
Nous avons vu plus haut, (&", T) étant microtransitive, que
N=(Ven@,)- (Vs B(9)-G-x(g))- (V1 n &) eT
et, F définissant un foncteur, on obtient
F(¥) C (F(72) 0 ") (F(Ts) 0 B(1)-C-a(f)) - (F(P1) N C) C U - W - U.

Il s’ensuit

Fr=((C 1), F, (@, T) e F(T) et j-F'=F,
ce qui achéve la démonstration, car 7 est évidemment un monomorphisme
de F'(9).
Corollaire: 8¢ (C°,T) est une catégorie microtransitive et si f € C, alors
{ admet une base de voisinages dans T de la forme U'-W.U, ou

«(fyeUeT,, p(fleU €T, et fe W eT[p(f)-C-«(f).
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Proposition 9: Si (C",T) est un groupoide microtransitif, tout feC
admet une base de voisinages de la forme U'-f-U, ot U et U’ sont des voisi-
nages de «(f) et B(f) respectivement dans T.

Démonstration: Il suffit de montrer que U’-f- U est un voisinage de f
dans T, d’aprés le théoréme 4. En effet, soit e=o(f) et ¢’=pg(f). Comme
e-e=¢, il existe un voisinage U, de ¢ dans T tel que U;-U; CU. La relation
f1-f=e assure I’existence d'un voisinage V de f dans 7 tel que /1. VC Uy,
c¢’est-a-dire tel que ¢’'- V C f-U;. Posons W=V ne'-C-e. On a: ‘

vU-w.u,CU .. V.U, CU-fU,- U CU-f-U.
U’'-W-U; étant un voisinage de f dans T (th. 4), U'-f- U en est aussi un.

Corollaire 1: Soit (C°,T) un groupoide microtransitif. Un sous-groupoide
O de C est tel que C' €T si, et seulement si, pour tout e € C'y, il existe un
voisinage Ule) de e dans T contenu dans C’.

En effet, la condition est nécessaire. Si elle vérifiée, soit feC’, e=«(f)
et ¢’ =p(f); alors U(e’)-f-U(e) est un voisinage de f dans T d’aprés la
proposition 9, et ce voisinage est contenu dans C'.

Corollaire 2: Soit (C°,T) un groupoide microtransitif. St C' €T, st C”
est un sous-groupoide de C” et si Oy est fermé dans Ty, alors O’ est fermé
dans T. En particulier si T et To sont des topologies connexes, C est le
groupoide engendré par un voisinage quelconque de C7y dans T.

En effet, supposons f adhérent & C’. Dans ce cas e=«x(f) et ¢ =j(f)
appartiennent & (y". Soient U CC’" et U’ CC’ des voisinages de e et ¢
respectivement dans 7'; d’aprés la proposition 9, U’-f- U est un voisinage
de f dans 7. 1l existe f' €C’ tel que f' ¢ U'-f-U, et il existe g € U et
g e U tels que f'=¢g'-f-g, dou f=¢g"1.f.g € C". Le corollaire en résulte,
en utilisant le corollaire 1.

Proposition 10: Soient (C°,T) une catégorie microtransitive et C'° une
sous-catégorie de C* telle que C”, €T, et que Oy soit fermée dans To. Alors
Padhérence de O dans T définit une sous-catégorie de C".

Démonstration: Soient f et f' deux éléments adhérents & C' dans T tels
que B(f)=«(f')=e. On a, C"°y étant fermé dans T'y:

a(fyeC’, B(f)eC et el

Pour tout voisinage V de f'-f dans 7', il existe des voisinages de f et f
dans T de la forme V'=U'-W-U et V'=U"-W’-U’ indiquée dans le
théoréme 4, tels que V”- V' C V. Puisque C”", € T, on peut supposer U C (',
U CC et U CC.Ilexiste f € V' N C'; la relation fi=g"-h-g, o0 h e W,
gelU et ¢’ € U, entralne A eC’. De méme il existe A eC’'NW’'. Il en
résulte »'-h eC’' NV et f'-f e (7, si C" est ’adhérence de C’ dans T. Par
suite " est une sous-catégorie de .
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Proposition 11: Soit (C°, T) un groupoide microtransitif. St To et
Te=T]e-C-e sont des topologies séparées pour tout e € Co, alors T' est séparée.

Démonstration: D’aprés la proposition 1, il suffit de montrer que C%
est fermé dans 7. Montrons d’abord que, si % est adhérent & €’y dans 7',
on a x(h)=p(h). En effet, soit

alk)y=¢e et B(h)=e¢'.

Siese’, il existe deux voisinages u et #’ de e et ¢’ dans T tels que v N w' =¢;
alors U=oa"1(u) N f1(w’) est un voisinage de # dans 7'. Par hypothése, il
existe xe UNC% et on a

r=ou(z) eu et x=p(x) e,

d’olt x eu N/, ce qui est impossible. Il g’ensuit e=e¢’.—~Soit A ee-C-e,
olt e € C"p. Puisque ((e-C-¢)’, T,) est un groupe topologique séparé, il existe
un voisinage v de ¢ dans T, tel que A ¢ v. Il existe un voisinage U de e
dans 7 tel que v=UnNe-C.e, et on a h¢ U. On peut construire un
voiginage U’ de e dans T' tel que

U=U-1tet U.U'CU.

D’aprés la proposition 9, U’'-k-U’ est un voisinage de % dans 7.
SizeConU'-R-U', on a
xz=g'-h-g,ougelU et ¢ €U’
ce qui entraine
h=g¢gt.gleU1.U1=U0"0U CU.

Mais par hypothése, & ¢ U. Done U'-h-U' N C'g=¢, c’est-d-dire h n’est
pas adhérent & C%. Il en résulte que "y est fermé dans 7.

Structures quasi-uniformes:

8i (67, 1) est un groupe topologique, on sait que 7 est la topologie sous-
jacente & une structure uniforme (par ex. la structure uniforme bilatere).
Ce résultat ne s’étend pas aux groupoides topologiques. Nous allons
cependant voir que la topologie d’un groupoide microtransitif est sous-
jacente & une structure quasi-uniforme, notion généralisant celle de
structure uniforme.

Soit # une classe. Nous désignons par (£ x Kt le groupoide des couples
associé & H (ex. 2, chap. I). 8i VCEx K et si V=V-1 dans (¥ x B},
nous dirons que V est une partie syméirique de E x H.

Définition 6: On appelle structure quasi-uniforme sur la classe ¥ un
couple ((Aidier, ), 0% (4A)ier est une partition de E ¢f ¢ une application de
I dans la classe des filtres de B x E vérifiant les conditions suivantes:

1) Pour tout i €1, le filire p(i) admet une base formée de parties V
symétriques de B x E telles que A4 CV, od Aay={Asx Aq) N (E x B)t=
=diagonale de Ai.
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2) 8i Vi€ (), i existe V'y € p(3) tel que V'; soit une partie symétrique
de ExXE et que les conditions j €l et Adg5 O V'i#£¢ entrainent Uexistence
dun V' € p(j) pour lequel V'y | V'; C Vs

L’axiome 2 entraine que, si V € ¢(2), il existe V' € p(1) et V" € (i) tels
que V' | V" CV, comme ¢(i) a une base formée de parties symétriques,
il existe ¥V € g(i) symétrique tel que VC V' N V", etona ¥V | VCV.

Cas particuliers: 1) Soit u=((4¢)ier, ¢) une structure quasi-uniforme
sur #; si I admet un seul élément ¢, on a 4;=F et le filtre ¢(i) est une
structure uniforme sur £, d’aprés la remarque précédente. Inversement,
si U est une structure uniforme sur E et si [={1}, alors ((d1)1e1. ¢) est
une structure quasi-uniforme sur £, ot ¢ est 'application 1 — U.

2) Soit T une topologie et £ =0(T). Pour tout x € E, soit ¢(x) le filtre
ayant pour base les parties V(x)x V(z) de B x E telles que V(z) soit un
voisinage de = dans 7' et soit ¢ la surjection: x — ¢(x), o x € £. Alors
(({2})z e &, @) est une structure quasi-uniforme sur £, que nous noterons (7).
En effet, 'axiome Viv des voisinages entraine que 'axiome 2 est vérifié.

Définition 7. Soit u={_(A:)ier, ) une structure quasi-uniforme sur E et
w' =((4';)7eq, @) une structure quasi-uniforme sur E'. On dira que (v, f, u)
est une application quasi-uniforme st (', f, B) est une application vérifiant
les conditions:

1) Pour tout ¢ €I, il existe jedJ tel que f(4;) C 4';.

2) St iel et si f(4d:) C Ay, pour tout V' e ¢'(j) il existe V € @(i) tel
que (f xUV)YCV".

Cas particuliers: 1) Une application quasi-uniforme (u’, f, ) telle que
u et w solent les structures quasi-uniformes associées & une structure
uniforme est une application uniforme. Si 7" et 7" sont des topologies et si
(T, f, (1)) est une application, (v(1"), f, v(T")) est une application quasi-
uniforme si, et seulement si, (77, f, T') est une application continue.

Soit 2y la classe des structures quasi-uniformes u = ((4;)ier, ¢) sur une
clagse E telles que K € Ay et I € #y. Soit 2 la catégorie des applications
quasi-uniformes (v, f, u), ot w € Zo et v’ € o, la loi de composition étant:

(", [, @) (', f,u)= (", f'f, )

si, et seulement si, @’ =«’. Nous identifions 2y & la classe des unités de 2
et J & la sous-catégorie pleine de 2 ayant pour unités les structures
quasi-uniformes »(7"), ou 7' € Z¢. Soit ¢ le foncteur de 2 vers .# tel que

{ qu)=FE si u est une structure quasi-uniforme sur E,

q(u’, f, w)=(q(u’), f, g(u)).

Théoréme 5: Il existe un foncteur (2, T )-éjection naturalisé canonique
(z,7) tel que ¢(T(w))=q(u) pour tout uec 2y et t(T)=T si T € T .
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Démonstration: Soit u=((44)ier, @) € 2o et g(u)=E. Soit x € A;; pour
tout ¥V e (i) nous désignons par V(x) la classe des y € & tels que (x,y) e V.
Comme 44, CV, on a

(z,z) e V, dou x € V(x).
Si Veg@) et V' eop), la relation V"=V N V' € ¢(¢) entraine
V()= TV({x) N V'(z),
de sorte que les classes V{(x), ot V € ¢(4), engendrent un filtre p(x) de K.
Montrons que @(x) vérifie 'axiome Viv. En effet, soit V; € ¢(¢). Soit V'; la
partie symétrique de F x E dont I’axiome 2 assure Pexistence. 1l existe un

V"i € p(¢) symétrique tel que V';C Viet V" | V"; C V' Supposons
yeVixyn 4; ot jel. On a

(x,y)e V" et (y,z) e V",

done (y,y) € V'y et 44 N V'i~¢. Par conséquent, il existe V'; € ¢(j) tel
que V¢ | V;C Ve Ona V'i{y) €@(y) et, pour tout z € V'j(y), les relations

(y,2)eViyebt (x,y)=(x,2) L (&, y)eV"e LV CV"
ont pour conséquence
(x,z)e Vi L V;;CVy cest-a-dire z € Vi(x).

Par suite V';{y) C Vi{x). Ainsi @(z) est le filtre des voisinages de x pour
une topologie t{(u) € 7. On en déduit

T(u)=(u, ¢, (w)) € 2-T.

— En particulier, si u=v{T}, ou T € J, pour tout x € K, on a r((T))="T,
car le filtre ¢{x) admet pour base les classes V(x) x V(x).
—Soit f=(u,f,T")e2-F,. Si

yeb(I')=E" et x—f(y) € s,
pour tout V € ¢(s) il existe un voisinage V'{y) de y dans 7" tel que
XAV <V CV,

par définition de la structure quasi-uniforme associée & 7. On en déduit
f(V'(y)) C Vix), de sorte que

o) = (x(w), f, T") € T et 2(w)-o(f)=1.

Ceci montre que T(u) est un (2,  )-éjecteur. D’aprés la proposition 21,
chap. III, il existe un foncteur (2, 9 )-éjection naturalisé (v, 7). Si

g=(u,’ 8 u) € -Q’
on &
T(g) = (T(u’): g T(u)) €T,
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Proposition 12: 2 est une catégorie & F-produits si M est une catégorie
a SF-produits. Le foncteur v (théo. 5) est un foncteur d’homomorphismes
saturé compatible avec les S -produits et g=0-7 est — -étalant.

Démonstration: Soit J € # et, pour tout jeJ:
uj=({(Ad)iex, ¢;) € 2, Bj=q(u).
= HE] et I = HI]

jed jeJ

Posons

La famille (B;);er est une partition de E, si
B; = TJ 44 lorsque ¢ = (i;);e.
jedJ

Si i == (t;);es € I, notons ¢(z) le filtre sur B x K produit des filtres (p;(is));er;
ce filtre admet une base formée des classes

Vi=T1I Vi, ou V; € oi(iy)
jed
et V;= E;2 sauf au plus pour un ensemble fini de j €J. On montre facilement
que ((Bi)ier, ¢), ou @ est Papplication ¢ — @(2), si ¢ € I, est une structure
quasi-uniforme u sur B et que u est le produit de (u;); ey dans la catégorie 2.
De plus z(u) = T =(uy).
ied

—Soit u=((4i)ier, @) € 2y et soit K’ C E=q(u). Posons

A=A, 0 E et ¢'(1)=¢p@) N (E'xE")
(i.e. ¢'(¢) est le filtre trace sur B’ x B’ du filtre ¢(i)), sit el et A'; % ¢. Ona

u'=((4")ier, ¢') € 2,

et u’ est évidemment une g¢-sous-structure de u. Ceci montre que g est
un foneteur — -étalant. On appellera « la structure quasi-uniforme induite
par u sur E’', notée u/E’.

Définition 8. On dira qu’une structure quasi-uniforme u=((d¢)}ier, @) est
séparde si, pour tout (3,§) € IxI, on a N () L o) CAg, o
N (@) Le()=(dixd)n N Vi L Vet E=qu).
Ve
V:w(i)
Proposition 13: Soit u=((A:)ie1, ¢) une structure guasi-uniforme sur K.
Pour que w soit séparde, il faut et il suffit que la topologie t(u) (th.5)
soit séparée.

Démonstration: Supposons que u soit une structure quasi-uniforme
séparée sur . Soit x € 4, z' € A; et z~x'. Puisque

N (@) L ¢() C 4g,
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il existe des parties symétriques V; et V; de E x E telles que
Vieg@), Vieqj) et (z,2) ¢ Vi L Vs

Soient Vi(x) et V;(x') les voisinages de x et »’ dans t(u) construits dans
la. démonstration du théoréme 5. 8i z € Vy(x) N Vi(z'), on a

(z,2)e Viet (#',2) e Vy, dou (x,2') eV L V;

ce qui est impossible par hypothése. Ainsi Vi(z) et V;(z) sont des voisi-
nages disjoints de x et 2’ respectivement, et 7(u) est une topologie séparée.
—Eunfin supposons que 7(u) soit séparée. Soient

xedy, yed; et x£y.

Tl existe des parties symétriques V; € p(3) et V; € ¢(j) telles que
Vie) N Vily)=¢.

Si(x, y) e N (pt) L oh)), ona (x,y) e Vi | Vy, c’est-a-dire il existe ze &
tel que
(g, 2)e Viet (z,y) eV,

On en déduit z € Vy(z) N Vi(y), ce qui est contraire 4 'hypothése. Donc
N (@) L ¢(j)) C 4,

ce qui signifie que u est séparée.

Remarque: Si dans les définitions 6 et 8 on suppose que (4;);er est un
recouvrement de F au lieu d’une partition de E, une démonstration
analogue & celle du théoréme 5 montre qu’il existe une topologie 7(u) sur
£ déterminée par u. De plus u est séparé si, et seulement si, t(u) est
séparée. Mais la notion d’application quasi-uniforme doit étre modifiée,
afin que 2 soit une catégorie.

Proposition 14: Soit 25 la sous-catégorie pleine de 2 ayant pour unités
les structures quasi-uniformes séparées. Alors 25 est stable par produits dans
D et 2 est une catégorie & ,@S—;p;o]ectwns 8i My est un univers et sil existe
un univers Mo tel que Mo ew’z’o

Démonstration: Siu = [] u; et siu; e 2¢f pour tout jeJ, on a (prop. 12)

jed
= H (%),
jeJ
de sorte que 7(u) est séparée, d’aprés la propos1t10n 13; cette méme
proposition entraine que u est séparée.—Soit 2 la categorle des apph-
cations quasi-uniformes relative 4 la catégorie pleine d’applications M.
Supposons
u e Py et H=q(u).
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Posons X = 2¢%- 2-u. La structure uniforme g sur la classe {a} € .#, ap-
partenant & 2¢%, on a (@, k, u) € X, si k(x)=a pour tout x € B. Par ailleurs, si

w'=((4'))jes, ¢) € 2o et B =q(u'),

on a:

w e (P M-T)x (P(PE)) M-T) e Mo,
d’out

TUE) e My et 9= \J qUE') e M,
Eedy

Tl s’ensuit X € .#o. D’aprés ce qui précéde, la famille (B(h))sex admet un
produit & dans J¢s. Soit » 'application

z— (M2)nex de E dans E=q@),

et soit # la structure quasi-uniforme induite par % sur E=w»(E). Soit
4’ la structure quasi-uniforme image de 4 par la bijection

(A(2))nex — 2z mod r,

ol r est la relation d’équivalence associée & ». On montre comme dans la
démonstration du théoréme 2 que 4’ est une (2%, 2)-projection de .

Définition 9: Soit w=((Ai)ier, ¢) une structure quasi-uniforme sur E.
Nous dirons que u est stricte si elle vérifie la condition: Il existe une
base §(1) de @(t) telle que:

3) SiieletsiVeg(), pour tout (x,y) € V il existe 2’ € A; tel que

(,xYeVe (y,2)e V.

Exemple: Sil=1FE etsi dy=—{x}pour tout xe £, il résulte du théoréme 5
que Uon a u=v(r(u)) si, et seulement si, u est stricte. Une structure quasi-
uniforme associée & une structure uniforme est stricte.

Théoréme 6: Soit 2t la sous-catégorie pleine de 2 ayant pour unités les
structures quasi-uniformes strictes; 2t est stable par produits dans 2. Si
u=_((4i)ser, p) € 2o, alors u admet une (2, 2t)-éjection w' = ({Ai)ier, ¢') telle
que T{u)=T1(u').

Démonstration: Le produit d’une famille de structures quasi-uniformes

strictes est évidemment une structure quasi-uniforme stricte. —Soit
u=({4¢)ier, ¢) € Z2o. Pour tout V € ¢(i), posons

(V) = U (V(z) x V(x)) (notations dém. th. 5).

:z:eAL
Les classes (V) engendrent un filtre ¢'(3) de E x E. Montrons que Pon a
w' = ((diier ¢') € Zot.
En effet, i(V) est symétrique et contient 44. Si Ve (i) est symétrique et
vérifie V | T CV, pour tout (y,2) €i(V) il existe xec A; tel que
(y,2) € V(z) x V(x), d’ou
(r,2)=@,2) L (x2)eV, et i(V)CV,
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Soit V' € ¢(i) la partie symétrique dont l'axiome 2 assure l’existence
relativement & V et soit ¥’ e ¢(i) symétrique tel que ¥’ | V' C V. Sup-
posons (2,2) €i(V') N A4 On a (z,2) € V' N\ A4, de sorte qu’il existe V" € p(4)
tel que V' | V" C V. Soit V" € ¢(j) symétrique tel que V" | V" CV".
On obtient: . .
M=V 1LjV)CV LV CV.
Si(y',2)e M et
W,y ei(V), ", 2) (V")

il existe »’ € A; tel que ¥’ € V'(2’) et y” € V'(2’). On en déduit
(¥, 2") € V(') x V(z") Ci(V),
(@,2)=("y") Ly 2)eiP) LjPHCV.
Done (V') 1 (V") Ci(V). Ainsi

u eyt et h=(u,,u’) e 2.

car

De plus la relation V(z) C +(V)(x) C i(V)(x) entraine v(u)=rt(u’).
—Montrons que 4 est un (2, 2¢)-éjecteur. En effet, supposons

f=(u, f, u") € 2-2¢,

ou u"=((4");es, ¢"). Soit jeJ et f(4";) CA; Si i(V) e ¢'(d), il existe
V" e @"(j) symétrique tel que (fx f)(V")C V. Lorsque (y",2") e V", il existe
2" € A"; tel que

(x//, y//) E V// et (x//, z/l) e V/I.

Il s’ensuit, si x=f(z") € A;:
(@, fly") eV et (x,fz") e V.
Par suite (Fxf)(V") Ci(V), c’est-a-dire
=@, fu)e2 et f=hf.
Ceci achéve la démonstration, car A est un monomorphisme de 2.

Corollagre:  Le foncteur qt= (M, qi, 2t) est — -étalant.

Démonstration: Soit 4 ¢ 2ot et B C g(#). Soit v la (2, 2t)-éjection de
la structure quasi-uniforme u induite par # sur E construite ci-dessus. On a
g=(4, 1, v) € 2¢

et les conditions }
J=(4 f,u")e 2t et f(qu") CE

entrainent (prop. 12)
f=@Ffu)ye2, dou f=(,f u")ec 2t

en vertu du théoréme 6. Par conséquent « est une gt-sous-structure de %
telle que g¥(u’)=E, i.e. ¢t est — -étalant.
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Structures quasi-uniformes complétes:

Soit u=((Ai)ier, ¢) une structure quasi-uniforme sur £ et soit F un
filtre de E convergeant dans () vers 2 € 4;. Soit V € ¢(¢). Il existe une
partie V symétrique de B x E telle que

Vegi)yet VI VCV.
Puisque F converge vers z, il existe M € F tel que M C V(x) (th. 5).
Lorsque me M et m’ ¢ M, on a

(m,z)y eV et (x,m)eV, dou (m,m)e V.

Ainsi M x M C V. Cette remarque conduit & poser la définition suivante.

Définition 10: Soit u=((d:)ier, @) une structure quasi-uniforme sur E.
On dit qu’un filtre F de B est un filtre de Cauchy pour u s'il existe ¢ € I tel
que, pour tout V; € @(3), il existe M € F vérifiant M x M C V;. St tout filtre
de Cauchy pour w converge dans t(u), on dit que w est une structure quasi-
uniforme compléte.

Cas particuliers: 1) Siu=v(T), ouT est une topologie, un filtre ¥ de T'
est un filtre de Cauchy pour v(7') si, et seulement si, ¥ converge dans 7T,
de sorte que v(7T') est une structure quasi-uniforme compléte. Par suite
une structure quasi-uniforme est compléte si, et seulement si, les filtres de
Cauchy pour u et pour v(r(u)) sont les mémes.

2) Une structure uniforme est compléte si, et seulement si, la structure
quasi-uniforme associée est compléte.

Théoréme 7: Soit 2¢ la sous-catégorie pleine de 2 ayant pour unités les
structures quasi-uniformes w € 2y complétes. 2¢ est stable par produits dans
2 et 2 est une catégorie ¢ 2¢ N Ds-projections, st Mo est un univers et s'il
existe un univers ://?0 tel que M e M.

Démonstration: Soit w = T u;, ol uy; € Zy¢ pour tout § €J; soit p; la
jeJ

projection canonique de u sur w;. Si F est un filtre de Cauchy pour «,
alors p;(F) est évidemment un filtre de Cauchy pour u; et ce filtre converge
vers z; dans t(¢s). Il s’ensuit que # converge vers (x;);es dans 7(u), de
sorte que u est compléte. Si de plus on a u; € 2¢% pour tout j €J, d’apres
la proposition 14 v € 25, Ainsi 2¢ et 2¢5=2¢ N 25 sont des sous-catégories
stables par produits de 2.
—Soit u € Zy¢ et E =q(u). Soit B’ C E un fermé de t(u) et soit I’ un filtre
de Cauchy pour «', ot u’ est la structure quasi-uniforme induite par » sur
E'. Le filtre de E engendré par F' est un filtre de Cauchy pour u, et par
suite converge vers x € B. Si V(z) est un voisinage de x dans 7(u), il existe
M e F' tel que M C V(x). On en déduit que x est adhérent & E’ et, B’
étant fermé dans 7T, on a x € B’'. Le filtre F” converge vers x dans 7(u').
Ainsi u’ est compléte.
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—Soit w € 9y et
X =952 u.

D’aprés la démonstration de la proposition 14, on a ¢4 X € M. Par suite
la famille (B(h))ne x admet un produit 4 dans Jes ot 9 est la catégorie des
applications quasi-uniformes correspondant & la catégorie pleine d’applica-
tions .#. Soit » Iapplication

z — (hz2)nex de E dans E=q(#).

Soit £ Padhérence de »(B) dans 7(#). D’aprés ce qui précéde, la structure
quasi-uniforme ¢ induite par @ sur £ est compléte. Un raisonnement
analogue & celui fait pour prouver le théoréme 2 montre que la structure
quasi-uniforme 4 est une (2¢, Jes, @)-projection de w. Si x ek, soit W(x)
le filtre trace sur »(B) du filtre des voisinages de x dans 7(@). On définit
une bijection ¢ de Il sur une partie de P(P(E/|r)) € #, en associant 3
x € K le filtre image de W(x) par la bijection (h(z))pex — 2 mod r, ol »
est la relation d’équivalence asscciée 4 ». 1l s’ensuit que 'image par ¢ de
4 est une (2¢, 2)-projection de u.

Remarques: 1) Si u est la structure quasi-uniforme associée & une
structure vniforme séparde U la (25, Z)-projection de u est la structure
quasi-uniforme associée & la structure uniforme séparée complétée de U.
Plus généralement, si » est une structure guasi-uniforme séparée, nous
appellerons une (¢, 2)-projection de u une complétion de u. On peut
déduire du théoréme 7 un procédé explicite de construction d’une com-
plétion 4 de « analogue au procédé classique utilisé pour la complétion
des structures uniformes; alors ¢(@) est une classe quotient de la classe
de tous les filtres de Cauchy pour w.

2y Siwe 2y, on peut montrer, & Paide du corollaire du théoréme 6 et du
théoréme d’existence de projections de [1], que » admet une (2¢ M 205, 9)-
projection. Nous n’utiliserons pas ce résultat ici.
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MATHEMATICS

CATEGORIES TOPOLOGIQUES. III

PAR

CHARLES EHRESMANN

Dédié & Monsieur H. Freudenthal,
& Poccasion de son soixantiéme anniversaire

(Communicated by Prof. N. H. Kuirer at the meeting of October 30, 1965)

Structure quasi-uniforme sur une catégorie microtransitive:

Définition 11: Soit (C°,T) ume calégorie microtransitive. On dira que
(C",T) est y-stricte st w est une application de C dans P(P(C)) vérifiant les
conditions:

1) y(x) est une base de filire de p(x)-C-x{x) pour tout x €C.

2) Si Weyk)etyecg -W-g, 00 geC, et g €l il exviste W e yp(y)
tel que W Cg'-W-g.

3) Les classes U'-W-U, ouw Weyl), a(xyeUecl, e flx)e U eT,,
forment une base du filire des voisinages de x dans T'.

4) 8i W ep(x), il existe W’ € p(x) tel que les conditions

g1 Wi Ng's Wegastd, g:€C",-x(x) et g's € flx)-C°,

entratnent g's- W' g2 Cg'y- W.g1.

Soit (C°,T') une catégorie microtransitive p-stricte. Six €C et si W ey(x),
on axc W. En effet, soit W’ Pélément associé & W par 'axiome 4. Ti
existe g (", et g’ e (", tels que z eg’- W’'.g (axiome 3). En vertu de la
condition 2, il existe W'y ep(z) tel que W1 Cg'- W'.g. Puisque W'iNW'#£4,
onag -W-.gn Wxd, doug -W.gC W, et par suitex e W.

Exemples: 8i (C°,T) est une catégorie microtransitive et si y(x) est Ie
filtre des voisinages de « dans T'/f(x)-C - «(z) pour tout x € C, alors (C", 1)
est une catégorie microtransitive y-stricte si, et seulement si, la con-
dition 4 est vérifiée, en vertu du théoréme 4. Dans ce cas on dira sim-
rient que (C°, ) est stricte.

2y Un groupoide microtransitif n’est pas nécessairement strict. En
particulier on montre, en utilisant V’exercice 3, p. 31 [9], qu'un groupe
topologique est un groupoide microtransitif strict si, et seulement si, ses
structures uniformes droite et gauche sont identiques.

3) Un groupoide microtransitif (C",7') est y-strict, en désignant par
y(x) la base de filtre ayant {z} pour seul élément pour tout € C; en effet,
Paxiome 3 est vérifié d’aprés la proposition 9.
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Théoréme 8: Soit u=(C",T) une catégorie microtransitive y-stricte. I1
existe une structure quasi-uniforme stricte w(u) sur C telle que T =z(u(u)),
que u(p)/Co=0v(To) et que les classes de la partition de u(u)/C", soient les
classes €' -C",-e£ ¢, o (¢, e) € C"o x C.

Démonstration: Soit r la relation d’équivalence sur C':
x ~z' si, et seulement si, o(x)=wa(x'), () =p(x') et §'il existe
geC,et g e, tels que g'-x=2"-g.

Soit I=C/r et soit (4;);er la partition de C définie par les classes modulo r.
Choisissons une section s de la surjection 7 de C sur CJr et une application
o de C dans O, x (", telle que o(s(z)) = (B(s(2)), x(s(¢))) et que:

Si zed; et (¢, 9)=0(x), on ait x=g"-s(7)-g.

Soient 7 € I, e=«(s(t)) et &' =p(s(¢)). Soient U et U’ des voisinages de ¢ et
¢’ respectivement dans 7', et soit W e y(s(¢)). Pour tout x € 4;, posons

Wx:g"W'g7 si (gl: g):U(x)’
WU, W, Uy=J (U -W,-Uyx(U'-Ws-U)).

zed;

et

Comme z g -W-g, il existe W; e yp(x) tel que W; Cg'- W.g (axiome 2),
de sorte que

U-w;-:UCU -Wg-U.

Ainsi U’-W,-U est un voisinage de « dans 7', car U’- W1-U en est un
(axiome 3). Lorsque U, U’ et W varient, les classes ¢(U’, W, U) engendrent
un filtre () de € x C. Nous allons montrer que ((4:)ier, @) est une struc-
ture quasi-uniforme u{u) sur ¢ répondant aux conditions de 1’énoncé.

—8i x € C, nous posons o(x)= (&', ¥). La classe V=4(U’, W, U) construite
ci-dessus est une partie symétrique de C x C contenant 44, Soient U’ et
U, des voisinages ouverts de e et de e’ respectivement dans 7', tels que

OC(Ul) C U1: Ul‘l, ﬁ(U'1) C U'lz U'l"l,
(U1)5=U,-Uy-Ur-U1- UL CU et (UL CU".

Soit W' e y(s(é)) 'élément dont la condition 4 de la définition 11 assure
Pexistence relativement 4 W. On a

V'=i(U'1, W', Uy) € p(t).
Supposons (2,2} e d4; N V', 11 existe x € 4; tel que
z=u" & -w -T-u, onwclUy, welUr et weW.
Comme s(j) € (Z'-1-w"-&)- W' (&-u-271), il existe W” cy(s(j)) tel que

W”, Cu'- Wg-u (axiome 2). Lorsque ¢ € A, posons

Fr ot

{=%w-2-1.f-u1 ce e et =13y F ee-C", ¢
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On obtient:
WL Wy t=y' 1.0V 2L W, 5 1.f.u 1 C

Cu-t.3". 2o .8 - W Gy zt-loul=¢-W-L
Puisque

o(z)=o(u) € Uy et B(r)=p(u') e U'y,
on a V'=jU"y, W”, Uy) € (j). Supposons
(v, y1) € V' et (y1,y2) € V",
Il existe @y € Ay et £ € A; tels que
yeU' 1 Wi U, nelU't- Wi - UinNU'-W"-Up et 42U W7 Uy
Or d’aprés ce qui précéde on a
yoc UL W Uy CU ' 8- Wk U, CULULE-WE-UL- U,
peUL- Wy - U1 nUL-UL-t-W iUy U
Par suite il existe u'; €¢'-(U'1)3-¢" et uy ee-(Up)?-e tels que
F1- W10 (@18 W -ur) 5.
En vertu de 'axiome 4 et du choix de W', cette relation entraine
w1t W foug C#1- W %1, Sest-a-dire - W' -{C (U"1)3 Wgy - (Ur)3.

Il en résulte
Y2 € (U'1)5' le' (U1)5 cuU’- le- U et (yz, y) c V,

car W CW. Done V' | V'"CV. Ainsi w(u) est une structure quasi-
uniforme stricte sur C.
—u{u) ne dépend pas du choix de s. Montrons qu’elle ne dépend pas non
plus du choix de o. En effet, soit @=((4:)ier, ¢) la structure quasi-uniforme
associée de méme & (s, ). Soit {(U’, W, U) € ¢(?) et soit W’ I'élément de
w(s()) correspondant & W par l'axiome 4 de la définition 11. Soit
x € Ay, o(x)= (&, &) et G(x)= (&1, &1). Posons Wp=3"1- W' 31 et

WU, w,U0)y=J U -WgUxU W U) e ¢@).

zed

Puisque ‘

x==2-8(4) - T=F1-5(8)-F1eF W -ZNE- W' -,

on obtient (axiome 4)
WeCWset U-Wo-UCU - -We-U.

Par conséquent 3(U’, W', U) C4(U’, W, U), de sorte que ¢(¢) C ¢(¢). De

méme, on trouve ¢(¢) C (i), c’est-a-dire p(¢)=@(t) et &=u(y).

—Soit x e ds et V=e(U', W,U) €¢p@i). Ona U'-Ws-U C V(z), en désig-

nant par V(x) le voisinage de = dans 7(u(u)) associé & V. Inversement,
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reprenons les notations de la deuxiéme partie de la démonstration et
supposons (x, ) € V'. 1l existe x; € A; tel que

X e U'1~ lei' U1 et RS U’1- W’x,-- U1.
Etant donné que

xed W -gn (@ -&)- W (& -4), on ' e U'y et de Uy,

on a, par construction de W':

Il s’ensuit
WeCU Ly Wi Ur et yeU'y- Uy W Uy Ut CU Wi U

ie. V()CU -Wgz U. Ceci montre que z(u(u))=T.—On voit que la
structure quasi-uniforme u(u)/C", =((44)ier,, ¢,) admet pour partition les
classes A;=e"-C",-e£ ¢, ou (¢/, ) € g x Cy, et que u(u)/C'o=v(T). Ceci
acheéve la démonstration.

Corollagre: Si u=(C",T) est un groupoide microtransitif, il existe une
structure quasi-uniforme w(u)={((4i)icr, ¢) telle que T(uw(u))=T et que
Ai=¢"-C-e, st (¢/,e) eCoxC et e’~Ole;é¢.

En effet, (C°, T') est y-strict, si yp(x)={{x}} pour tout x € C, de sorte que
le corollaire est un cas particulier du théoréme 8. Remarquons que le
filtre ¢(¢) admet pour base la classe des classes

WU, U)y=J Uz U)yx (U -z U),
ved;
si U et U’ sont des voisinages de e et ¢’ respectivement dans 7' et si
Ai=e"-C-e.

Remarque: Si p=(C",T) est un groupe topologique, la structure quasi-
uniforme wu(x) (corollaire th. 8) est la structure wuniforme bilatére
(ex. 6, p. 31 [9]).

Proposition 156: Soient u—(C",T) et n=(C",T) des catégories micro-
transitives P-stricte et y-stricte respectivement. St =(M, F u)e #F(T) et si
p(F(x)) C Fiy(x)) pour tout x € C, alors on a (w(g), F, u(u)) E,Q.

Démonstration: Soit w(u) = (Adier, ¢) et w(@) = ((4d))jes, ) (th. 8).
Pour tout ¢ €1, il existe jeJ tel que F(4;)C fi\j, car F définit un foncteur
de " vers C". Soit i el et F(A4;) C Ay D’aprés la démonstration du
théoréme 8, le filtre ¢(7) admet une base gy(¢) construite & partir de deux
applications s et 0. Considérons de méme la base @p(j) de @(j) obtenue &
partir de § et de 6. Comme § ne dépend pas du choix de § et de & (dém.
th. 8), on peut supposer §(j) = F(s(:)). Soit ¥ =4(U’, W, U) € $»(j). Puisque
(8(j)) = F(x(s(s))), il existe un voisinage U de x(s(:)) dans 7', tel que
F(U)CU; il existe aussi un voisinage U’ de B(s(i)) dans T, tel que
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F(UyC U, Soit W’ e §(3(j)) I’élément dont I’axiome 4 de la définition 11
assure ’existence relativement a W. Etant donné que $(F(s(3))) C F(p(s(3))),
il existe W ey(s(#)) vérifiant F(W)C W’. Posons V=4(U’, W, U). On a
Veg(). Soitzedset yeU’- W, U. Notons z= F(x) et o(z) = (& ,&). Comme

Py

F(x)=F(&)-F(s(i))- F@®) e F(@&)- W' -F(@&) N W',
on a, d’aprés 'axiome 4:

F(W,)=F@& -W.3) CF&)- W' F@& CW,,
d’oit
Fly)e F(U')-F(W,)-F(U)CU'-W,-U.

Il sensuit (F(y),2) € (U, W, U), et par suite FxF(V)C V. Donec
(u(@), F, u(u)) € 2.

Corollaire: Soient u—(C",T) et pi— (O, T') deux catégories microtransitives
strictes (resp. deux groupoides microtransitifs). St F = (i, F, u) est un foncteur
continu, (u(@), F, w(u)) est une application quasi-uniforme.

En effet, les conditions de la proposition 15 sont alors Vériﬁées;

Soit Z(2) la catégorie produit fibré po V7, dont les unités sont
identifiées aux couples (C°, u) tels que u € Zg et (C", T(u)) € F (T )o. Soit
F(2¢) la sous-catégorie pleine de F(2) ayant pour unités les couples
(€, u) € #(2) pour lesquels u est une structure quasi-uniforme séparée
compléte. Soit (ﬁ) et & (,520) les catégories correspondantes, relatives &
la catégorie pleine d’applications 4.

Proposition 16: Si #o et Mo sont des univers et Mo e My, tout
(C", w) € F(2)o admet une (F(2¢), F(Ie), F(I))-projection.

En effet, la démonstration est analogue & celle du théoréme 3, en
utilisant la démonstration du théoréme 7.

Problémes: 8i (C°,T) est une catégorie microtransitive stricte (resp. un
groupoide microtransitif), soit (0, 4) la (F(2¢), #(9¢), F(2))-projection
de (C7, u(u)). 1l serait intéressant de construire explicitement (0', #) et de
savoir si (0", 7(#)) est une catégorie microtransitive stricte (resp. un
groupoide microtransitif). Par ailleurs, il faudrait étudier les catégories
g-structurées, en particulier chercher sous quelles conditions (€7, u(u)) est
g-structurée, lorsque p=(C", T') est une catégorie microtransitive stricte.

4. SHOTIONS LOCALES

Catégorie des sections locales:
Dans ce paragraphe, nous désignons par (C", T') une catégorie topologique
4 appartenant & F (7).
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Définition 12: On appelle section locale de u un triplet s=(U’,s, U)
vérifiant les conditions suivantes:

1) UeT,, (T,s,ToJU)ye T et ps(U)C U".

2) Pour tout x € U, on a «(s(x))==x.

Soit S(u) la classe de toutes les sections locales de (C°, 7). Si
s=(U',s, U) € S(u), on pose s(x)=s(x) pour tout x e U.

Théoréme 9: (S(u)®, <) est une catégorie inductive complétement réguliére
a droite [2] pour la loi de composition
(U", s, U)e(U',s, Uy=(U",s'Bs-s, U), ots s'Ps-s est la surjection
x —> s’ Bs(x)-s(x), ow x € U, s et seulement si, U'=U’,
et la relation d ordre:
(U'y, 81, Ur)<(U', s, U) si, et seulement si,
UL,CU, U CU et si{x)=s(x) lorsque x € Uy.

Démonstration: Montrons que (U”,s'fs-s, U) e S(u). En effet, on a,
pour tout xz e U:

«((s' Bs-5)(x)) = a(s(x)) = .
Soit M =a~HU) N 10U’y eT. La relation s(U) C M entraine

§'Bs=(T,s' Bs, To|U) =
= (T, &, ToJU")-(To/U’, Be, TIM)-(T|M,s,TojU) e T,
d?
o g=(TxT,[s Bs,s], To]U)=[sBs, (T,s, To/U)l € 7.

Puisque «(s’Bs(x))=B(s(x)) si z € U, on trouve g(U) CC" % C". 1l en résulte

g=T %xT,[s'Ps,s],To/U)e T
et
(T,s'Bs-s, To)]U)=(T, 5%, TxT)-g €T, si C"=(C, ).

Enfin g(s(U)) C U’ entraine
B(s'Bs-s(U)) C p(s'ps(U)) C p(s"(U") C U”,

c’est-a-dire (U”, s'fs-s, U) € S(u), et S{u)® est une classe multiplicative.
—(U’,s, U) € S(u) admet (U, ¢, U) et (U’, 1, U’) pour seules unités & droite
et & gauche respectivement. La composition entre surjections étant
associative, de méme que la loi de composition #, il est évident que S(u)®
est une catégorie. Nous identifierons S(u)®o & 7, en identifiant (U, ¢, U)a U,
et nous désignerons par «® et §® les applications source et but dans S(u)®.
—Comme (7, <) est une catégorie inductive complétement réguliére a
droite, on voit que (S(u)®, <) est une catégorie induetive complétement
réguliére 4 droite, admettant (¢, ¢, ¢) pour plus petit élément 0.
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Catégorie quasi-topologique des sections locales.

Soit X une classe. Soit (F(X), <) la classe locale de tous les filtres de
X, la relation d’ordre étant

F'< Fsi, et seulement si, # C F’ (i.e. si F' est un filtre plus fin que F).
(I'(X), <) admet pour plus petit élément le filtre trivial Z(X), noté 0.
Un idéal [147 de F(X) est une partie I de F(X) saturée par induction et

telle que
FUF clsi Fel et F'el.

Pour tout @ € X, soit 2¢ le filtre de X admettant pour base {{x}}. Si B
est une base d’un filtre F, nous posons F = B. Si f est une application de
X dans Y, nous désignons par j(F) le filtre de ¥ ayant une base formée
des classes f(m), ot m e F.

On appelle quasi-topologie sur X une application = de X dans la classe
des idéaux de F(X) telle que af € n(x) pour tout x € X. On pose X:a(n)
et, si F ca(x), on dit que F quasi-converge vers x dans n et on écrit Fax.
On appelle application quasi-continue un triplet (', f, n), ot 7 et =’ sont
des quasi-topologies et olt (5(71’), 1, ﬁ(n)) est une application telle que Faux
entraine f(F) 7’ f(z), pour tout z € X.

Si & est une quasi-topologie sur X, la classe des parties U de X telles
que U e F si Fax et x € U définit une topologie T(xr) sur X. Tout filtre
quasi-convergeant vers x dans s converge vers z dans T(sw) (mais non
réciproquement). Si (x', f, @) est une  application quasi-continue,
(Z(n'), [, (7)) est continue.

Soit P la catégorie des applications quasi-continues

f=(, f, n) telles que O(j)= (A=), f, O(xn)) € A,
la loi de composition étant
(@, f, @) (', f, a)y=(=", f'f. x) si, et seulement si, 7' ==n'.

Nous identifions la classe des unités de P a la classe Py des quasi-topologies
vérifiant (z) € Ay, P est une catégorie & .#-produits si .4 est & #-produits
et 7 s’identifie & la sous-catégorie pleine de P ayant pour unités les quasi-
topologies x telles que tout filtre convergeant vers x dans 7(xr) appartienne
a 7w (x). De plus f— (M, 8, P) est un foncteur d’homomorphismes saturé
et — -étalant, la O-sous-structure n/X’ de = telle que @(n,/X’) - X' CH(n)
étant la quasi-topologie induite par s sur X', définie par

F e (#/X')(x), ou x € X', si, et seulement si, Fnx.
Une catégorie O-structurée est appelée catégorie quasi-topologique.

Remarque: Une quasi-topologie est appelée ‘“Limesraum’™ dans [117].
La catégorie P est considérée dans [12], dont nous reprenons les notations.
Si 7 € Py, la topologie T(x) est sous-jacente & la pseudo-topologie [13] telle
que les ultrafiltres pseudo-convergeant vers x & f(z) soient les ultrafiltres
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appartenant 3 n(z); plusieurs quasi-topologies peuvent déterminer la
méme pseudo-topologie.

Nous supposons désormais que #p est un univers.

Soient 7' et 77 deux topologies sur B € # et £’ € .#, respectivement.
Si x € £, désignons par 7'(x) le filtre des voisinages de x dans 7. Pour tout
fel"- 7.7, soit Af) la classe des filtres F de T"-7-T tels que F(T'(z))
converge vers f(x) dans 7" pour tout x € E. (Nous désignons par F(T(z))

le filtre ayant une base formée des classes m(U) = {J MU), ou m e F et
hem

U €T (x).) L’application [-— A(f) est une quasi-topologie sur 7.7 .7,
appelée quasi-topologie de la convergence locale ([12] et [13]), et notée
AT, T). Cette quasi-topologie a les propriétés suivantes:

1) Si 7 est localement compact, (7", T') s’identifie & la topologie de
la convergence compacte.

2) SiT"eTy, on a
(MT”, T), e, \T", T") x W(T", T)) € P,

ol ¢ est la surjection (g, f) —>g-fsigeT"-F - T et f €1".7 -T. En effet,
si FAT'.T) [ et GAT". T') g, pour tout x € E on a

F(T(2)) <T'({(w)) et G(F(T(x)))<G(T"({(=)) <T"(g-{(=))-

Il s’ensuit ¢(G < FY AT, T) (g-}), car ¢(G x F) (T'(x)) =G(F(T(x))).
Soit S(7”,T) la classe des

f=(T", f,T|U) e T tels que a(f)=U eT.

S(T', T) contient en particulier (77, ¢, ¢). Soit a ¢ B’ et soit 7' la
topologie sur B =K' U {a} telle que

U e si, et seulement si, U' €T’ ou U'=E’,
i.e. 7" est la topologie la moins fine sur £’ pour laquelle
T, 6,T)yeT et T'|E'=T".
Si f=T",f,7T|U)eST",T), on a f: (1, f, T)e .7, en posant
f’(m):f(x) sixelU et ?(x)za si x¢U.
L’application f — f est une bijection y de S(T",7T) sur 1"-F -T.
Définition 13: Soient T ¢ T et 1" € To; on appelle quasi-topologie de

la convergence locale sur S(7", T') la quasi-topologie AT, T) image par y-L

de AT",7T).
Soit F un filtre de 8(7",T) et soit x € £. Sim € F et U € T'(x), posons
Sm(U) = |J MU) si U CR&(h) pour tout hem

hem
8m(U) = ¢ sinon.
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Les classes m(U) telles que m € F, U € T(x) et m(U) # ¢ forment une base
d’un filtre F(7T(z)); si m(U)=¢ pour tout m € F et tout U € T'(z), on a
F(T'(x))=0. Pour tout f e S(T",T"), la relation FA(T",T) f est équivalente a:

F(T(x))£0 et F(T(x))<T'(f(x)) pour tout = € &(f).

~

Proposition 17: 8Si T est une topologie localement compacte, AT, T)
s’identifie & la topologie compacte-ouverte [6] engendrée par les classes W(K),
ot K est un compact de T, W un ouvert de T et o

(T, f, T|U) e W(K) si KCU et f(K)C W.

En effet, la topologie compacte-ouverte est 'image par 1 de la topologie
de la convergence compacte sur 7”-.7 -7, laquelle s’identifie & A(7", T)
puisque 7' est localement compact.

Proposition 18: Soient T € Ty, T' € T et T e T y. Alors
A", 1), & AT, Ty x X", T))
est une application quast-continue, ot ¢ est la surjection:
(1", F, 710", (T", f, T]U)) - (T", f'fe, T/fFH(U")).

Démonstration: Soit 0(T)=E, 0(T"y=E" et 6(T")=E", et reprenons les
notations précédant la définition 13. Soit a” ¢ E” et 7" la topologie la
moins fine sur B"=E" U {a"} telle que (7", ., 7"y e T et T"|E"=T".
Sif'=((T",f,17'/U)eST", 1), on a

fr=, f.1eP" 7.7, en posant fx)=f(zx) sixel’
flx)y=a" siaz¢lU.
L’application f —> f" définit une injection »* de S(T”,7") dans 7.7 - 7" et
AT",T") est la quasi-topologie image par »'~1 de A(T",7T"). Soit y” la
bijection de S(T”,T) sur 7”-F T telle que

(T, g, T/U)=(T",8,T), ou g(x)=g(x) si xeU et gx)=a" si ¢ U.
SifeS(I",Tyet f eS(T", 1), on a g=_E&f, f) si, et seulement si,
Y@=y () y(H) =" (1) »(H)s
car v"(g)(x)=a" lorsque x ¢ &(f) ou y(f)(z) ¢ &(f'). Comme
T, Ty, e, MD", Ty x (T, T)
est quasi-continue (voir plus haut), é est aussi quasi-continue.

Théoréme 10: Soit (C*,T) une catégorie topologique u. Il existe une
quasi-topologie 7=mn(u) telle que (S(u)®, w) soit une catégorie quasi-topologique
(th. 9). 8i Ty est localement compact, (S(u)®, T(w)) est une catégorie topologique.
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Démonstration: Posons S® =8(u)® et U=T,/U, si U eTo. On a8 € 4,
car .#o est un univers. La surjection

s=(U",s, Uy = ((To, 1, U), (T, s, )

est une bijection ¢ de S sur une sous-classe de S(T%, T'o) xS(T', To). Soit
a=na(u) la quasi-topologie sur § image par ¢—! de la quasi-topologie i’

~ ~
S

induite sur ¢(S) par A(Te,To) x ML, To). Si Fe F(S)et s=(U’,s,U)eS, ona

Fas si, et seulement si, pour tout z € U, tout 2’ € U’ et tout
V e T(s(z)), il existe m € F, Uy € To(x) et U’y € To(x’) tels que
b=m(U) TV et Uy CS2(s") lorsque s € m.

Soit s la quasi-topologie induite par =z sur C%. Pour que FonoU, ou
Foe F(Cy) et UeTy, il faut et il suffit que, pour tout z € U, il existe
Ui € To(x) et mg € Fy tels que Uy C Uy lorsque Uy € myg. 1l en résulte

(770, «®, ) € P et (o, f®, =) € P.

—Soit »* la loi de composition de S® et munissons S® x S® de la quasi-
topologie n % & induite par la quasi-topologie produit = x 7. Pour montrer

que l'on a
(7, x®, w % x) € P,

il suffit de vérifier que Ton a (i, », 2 x*A)e P, ot XN x A=
=1 xA/(gx@)(S® % S®) et ou

#((To, 1, U"), (T, 51, U1)), (Lo, 1, U'n), (T, 51, Un))) =
= ((To, ¢t, U"), (T, s'1s1-s1, U1)),
ce qui revient & prouver la relation
#" = (UT, To), w", %) € P, ot ax=A(T, To) x AT, To)/K,
K étant la sous-classe de S(T, T'o) x8(T', Ty) formée des couples (§'1, §1)
vérifiant
(S (x))=2 si x € a(8y), x(§1(x))=2a" s &’ €5(81), B&(Z(8)) C &(8"),

et o »” est la surjection telle que

w((T, s, UL, (T, s1, U1))= (T, s'1fs1-51, Uy).
Démontrons cette relation. Supposons C"=(C, %),

(8,8 eK, ou §=(T,s, U) et §=(T,s,0").

Soient F et F' des filtres tels que F' x F ait pour trace sur K un filtre
G#0 et que lon ait FAT,To)§ et F'AT,To)§". Soient xe U et
W eT'(s'Bs-s(x)). 11 existe, puisque (7, », T xT') est continue:

V eT(s(x)) et V' eT(s'(fs(x))) tels que »(V'x V)C W.
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Par définition de A(T,T), il existe me F et UseTo(w) tels que
ds=m(Up) C V; il existe m' € F” et U'peTo(fs(x)) tels que ¢ps£m(U'g) C V.
Comme (T, 5,T) €7, on a ~HU'y) € T(s(x)), de sorte qu’il existe aussi
m” e F et U'yeTo(x) pour lesquels ¢£m”"(U") C p-1(U’). La classe
m’ X (m N m") appartient & F' x F, et par suite contient un n € @. Soit

(§'1, &) en, ot &= (T,s1, U)emnm” et §1=(T, s, U1)em'.
On a U"y C U;s et, pour tout o' ¢ Ug N Uy,
w(§'1, S1)(x")=n(s"1ps1(z'), si(x”)) en(V' x V) C W.
Ti s’ensuit w”"(v)(U"y N.Up) C W, d’out
®'(@) AT, To) (8", §).

Si HzK(é’, §), on a H<H’, en désignant par H’ le filtre trace sur K du
filtre produit p(H)x po(H), ou p; est la projection canonique de
Col -C'oxC-M-Cy sur C-M-Cp. Comme »"(H’) est quasi-convergent
d’aprés ce qui précede, w”(H) quasi-converge vers »"(§’, §). Donec x” € P
et (7, x®, 7w % ) € P. Ceei prouve que (S®, ) est une catégorie quasi-
topologique. — Lorsque 7'y est localement compact, NT,To) sidentifie &
la topologie compacte-ouverte (prop. 17). Par conséquent m s’identifie
a T(m) et (S®, T(n)) est une catégorie topologique.

Remargue: Si Ty n’est pas localement compact, (S(u)®, T(w)) n’est
généralement pas une catégorie topologique.

Définition 14: Awec les notations du théoréme 10, la calégorie quasi-
topologique (S(u)®, n(p)) est appelée catégorie quasi-topologique des sections
locales de u.

Remarque: Soient T € T o, T €T, £-~0(T) et E'=0(T"). Soient a ¢ £’
et b ¢ ', Désignons par 7" la topologie sur £'=FE" U {a} U {b} engendrée
par les classes {6} et U’, ou U’ €1". Pour tout

s—(T",s, U) e S(T", T,
soit U I’adhérence de U dans 7' et soit s la surjection

x—>sx) si xelU, x—>b si 2¢U et z—>a si xeUNCU.

On a3=(1",5,T) 7. Lapplication s — § est une bijection ¢ de S(7",T)
sur la sous-classe M de 7.7 -T formée des f tels que tout point de f~1(a)
soit adhérent & f~1(£’). Soit 1’ la quasi-topologie image par ¢l de la
quasi-topologie A(7",T)/M. Le théoréme 10 est aussi vrai si on remplace
partout la quasi-topologie de la convergence locale par la quasi-topologie
ainsi définie.
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Prolongement local d>une catégorie topologique.

Soit u=(C", T) une catégorie topologique et soit S® la catégorie des
sections locales de u. D’aprés le théoréme 9, (8°, <) est une catégorie
inductive régulidre. L’application

p: (U, s, U)— (U, Bs, U), ot (U, s, U) €8,

définit un foneteur inductif régulier p={((.#, <), p, (5¢, <)).

Les résultats des n° 6 et 7 de [7] sont aussi valables si on supprime de
la définition d’un foncteur suprarégulier 'axiome 4 (p. 323 [7]), ¢’est-a-dire
si on ne suppose pas qu’il est fidéle. Par suite la construction de la catégorie
des jets locaux faite dang [7] peut étre appliquée & p. En particulier, soit
J'= FH8* <) la catégorie des jets locaux atomiques de (S®, <).

Soit 8, la classe des sections locales pointées de p, dont les éléments
sont les couples (s, z) tels que

sef et x €a®s).

Lapplication (s, x) — ((8(s{x)), x), s) est une bijection ¢ de §p sur une
partie K de (C7gx () x 8 et K définit une sous-catégorie K~ de la catégorie
produit (CTp x C7g)t x 85®. Soit 87 la catégorie image de K™ par o-1. Soit T's
la topologie image par o1 de (ToxTo) x8g/K, ol Sg est la topologie
discréte sur S.

Proposition 19: J" est la catégorie quotient strict de 8™ par lo relation
d’équivalence r:

(81, 21) ~ (82, 22} i, eb seulement si, X1=122 et (81 N 82, 1) € Sp.

11 existe une catégorie topologique (J°, T'y) quotient de la catégorie topologique
(8 p, T's) par r (not. précéderite) et on a T="1%/r.

Démonstration: Par définition [7], on a
jits=(s, ) mod r si seS et &€ a®s),

et Vapplication 7: (s, x) — (s, ) mod » définit un foncteur de 87 sur J".
Les conditions

(s, 2) €8p et (U, x) ~ (Uy, z), ot s=(U",s, U),
entrainent
§=(U'",s1, UN Uy €8 et (§ a) ~ (s, %).

Ainsi les hypothéses de la proposition 14, chap. III, sont vérifiées. 11
s’ensuit que J" est une catégorie quotient strict de 8™y, Nous identifierons
Jo & O en identifiant le germe j,2U de U en € U avee ».—Soit p' la
catégorie topologique produit ((C7o x C o)L, T'o x To) x (87,84) et soit (K*,T1)
la sous-catégorie topologique de p' définie par K. Soit (8", T's) la catégorie
topologique image par ot de (K°,7). D’aprés le corollaire 3 du théoréme 1,
il existe une catégorie topologique (J°,Ty) quotient de (S, Ts) par r.
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La topologie T’y est engendrée par les classes js(«x®(s)), olt s €S et ou j*s
est application x — j;*s de «®(s) dans J. Par suite (J°, T'y) est la catégorie
topologique considérée page 330 [7].

Soit (S®, =) la catégorie quasi-topologique des sections locales de .

Posons
m=[(ToxTo)xw][K et ma={[(C"o xCo)ax 7]/K.

Soit 7’4, o =1, 2, la quasi-topologie image de z; par 1. Alors (S8, 74)
est une catégorie quasi-topologique isomorphe dans P & (K, 7).

Théoréme 11: Avec les motations précédentes, il existe ume catégorie
quasi-topologique (J°, ;) quotient de (S™p, 7'y) par r. Si Ty est localement
compact, (J°, T(n:)) est une catégorie topologique quotient de (Sp, T(n'y)) ef
on & T(n)=7(x"5)/r.

Démonstration: Puisque 6 est un foncteur d’homomorphismes saturé,
— -étalant, compatible avec les produits et admettant pour section maxi-
male la section maximale @y de 0 (voir n°® 1), un raisonnement analogue
a celui utilisé pour démontrer le théoréme 1 et ses corollaires permet
de montrer le résultat suivant (démontré plus généralement dans [1]):

Si (H', £) est une catégorie quasi-topologique et si A" est une catégorie

quotient de " par une relation d’équivalence g, alors il existe une catégorie
quasi-topologique (A", £) quotient de (H", &) par o.
- Par conséquent, il existe une catégorie quasi-topologique (J°, #;) quotient
de (8, #'¢) par r (prop. 19). —Supposons T localement compact. Alors
7'; ’identifie & la topologie T(n's) et (8 p, 7(7'¢)) est une catégorie topo-
logique, en vertu du théoréme 10. La relation 7 est ouverte pour 7(z';), de
sorte que l'on a

(T(a' )r)EZ)=7T(7 1)(z)) si 2=7(2) et z €Sy

Il en résulte que 7(n')/r =T; s’identifie & la quasi-topologie =’;/r quotient
de 'y par r. Par ailleurs, comme (J", T';) est une catégorie topologique,
(8 p, 7(%'4)) admet pour catégorie topologique quotient (J°, 7;) (cor. 2,
th. 21 [3]). Il s’ensuit que (J', =n'4fr) est une catégorie quasi-topologique
quotient de (8'p, #’) par 7, c’est-d-dirve que 1'on a n;=a'4/r et Ts=17(n;).
De plus (T'1)o="To.

Définition 15: Awvec les notations du théoréme 11, la catégorie quasi-
topologique (J*, 1) est appelée prolongement local de u et notée J(u).

Remarques: 1) Soit H' la sous-catégorie de (ToxTo)L ayant pour
éléments les couples (Ui, U) € Ty x T tels que Uy C U. L’application

(Ul, U) —> (n/So Ul, ULu, n/So U),
ou
wru(s)=(U', s¢, U1) si s=(U',s,U) e s,
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définit un préfaisceau X d’espaces quasi-topologiques (i.e. (H", 2) est une
espéce de structures a—dominée). Pour tout = € Cy, soit 2 le foneteur
restriction de X & la sous-catégorie pleine H"; de " ayant pour unités les
(U, U) e H' tels que z € U. Le foncteur - X, admet pour limite inductive
Ia classe J-x. Pour tout z’ € C"y, les quasi-topologies induites sur a'-J -2
par 5z et par la limite inductive de 2 sont identiques. Si Ty est localement
compact, Ts/z'-J -x est identique & la topologie induite par la topologie
limite inductive du foncteur 7- 2, ot T est le foncteur projection canonique
de P vers 7. La topologie T est alors la borne inférieure des topologies
Tz et Tf.

2) La topologie Ty est la topologie de I’espace étalé associé au faisceau
6.2 {15].

3) Soit »=(G", £) une catégorie quasi-topologique. Appelons section
locale de » un triplet (U, s, U) tel que

U ez&). U e#(8&), (&s, &U)eP,s(U)C U’

et que as(z) =z pour tout x e U. Soit S(») la classe des sections locales de ».
Les résultats préeédents, en particulier les théorémes 9, 10, 11 et la
proposition 19, s’étendent & ce cas, de sorte que Pon peut ainsi définir le
prolongement local d’une catégorie quasi-topologique v, noté encore J(v). Par
récurrence on peut donc définir le prolongement local d’ordre n de v, noté
J @) (»), en posant

JDO@y=J(») et J@(p)=J(J®-1)(y)), pour tout entier n> 1.

Si v s’identifie & 7(¥)=T et si Ty est localement compact, le théoréme 11
montre que les prolongements locaux d’ordre n de » s’identifient & des
catégories topologiques.

4) Soit v=(G", &) une catégorie quasi-topologique et soit (875, 7'1) la
catégorie quasi-topologique des sections locales pointées de v (construite
comme plus haut). Soit J(v) = (J", n1). La surjection (s,x) — s(x) définit un
foncteur quasi-eontinu de (875, #'1) vers ». Par passage au quotient, on en
déduit un foncteur quasi-continu (», b, J(¥)), et par suite on a

b=(& b, 1) € P, ot b(jz's)=s(x).

Soit J@(¥)=(J @7, 1) et soit J@ la sous-classe de J@ formée des d € J@
ayant la propriété suivante: Soit (t,z) ed, ou t=(U",t,U) eS(J(v)), et soit
bt=(U',bt, U) €8;
alors j,*bt =1(z). La classe J® définit une sous-catégorie quasi-topologique
J@(y) de J @) (), qu'on appellera le prolongement local semi-holonome d’ordre

2 de v. Si s=(U",s,U)e S, on a
Fs=(U", j*s, U) € S(J(»)), ou j*s(x)=7,'s pour tout xz e U.
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La classe J@ des j,(j*s), ot s€8 et z € a®(s), définit une sous-catégorie
quasi-topologique J®(y) de J®(»), quon appellera le prolongement
holonome d’ordre 2 de v. Par récurrence, on définit pour tout entier n>1
le prolongement semi-holonome Jn(v) d’ordre n de » et le prolongement
holonome Jn(v) de ».

5) En particulier, soit 7'= Y Te T la topologie somme dans g
TeTo

de (I)peg, La classe E—O(T) est la classe somme dans A de la
famille (0(T))p . g, Soit » la relation d’équivalence sur £:

(T, z) ~ (1", x) ¢l existe (T"NT,x) ek,

(ie. on a Ejr= F T, <)). Soit u(Z7) la catégorie topologique
(BJr < Elr)L, Tlr < TJr). En appliquant ce qui précéde & u(.7), on définit
les prolongements locaux d’ordre n et les prolongements semi-holonomes
ou non holonomes d’ordre #n de (7). Un élément de J®(u(J")) [resp. de
J(u(T)), resp. de J®(u(F))] sera appelé un jet local non holonome
(resp. semi-holonome, resp. holonome) d’ordre n.
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Chapitre |l: CATEGORIES QUASI-TOPOLQOGIQUES
ET LEURS PROLONGEMENTS

par C. EHRESMANN

AVERTISSEMENT DE L'EDITEUR. Le cours intitulé «Catégories topologiques,
catégories différentiable s» comportait plusieurs chapitres dont seuls les deux pre-
miers ont été rédigés. Le Chapitre [ a été ensuite publié dans l'asticle «Catégories
structurées généralisées» (Cahiers Top., et Géom. Diff. X-1, 1968, reproduit dans
la Partie II1-2 des Qeuvres, /104/), dont les derniéres pages sont un résumé du
présent Chapitre 1I. Les différentes références au Chapitre I renvoient donc a
/ 104/. Le texte a été recomposé sur machine Varityper pour inclusion dans ce

volume.,

1. QUASI-TOPOLOGIES.

A. Définition des quasi-topologies.

Soit X une classe. Nous désignons par F(X) la classe de tous les
filtres de X, y compris le filtre trivial $(X) (noté 0) ; nous munirons
F(X) de I'ordre

F'<F ssi FcF'.
(F(X),<) est une classe inductive ayant le filtre trivial pour plus petit
élément, le filtre grossier § X1 pour plus grand élément. Si ¥/ est une par-
tie de FF(X ), son agrégat est le filtre engendré par les (i.e. engendré par
la classe des) classes A de la forme suivante: Pour tout F ¢ M, choisis-

€ C=~

sons AF eF ;alors A = u AF . Tout x¢ X détermine le filtre x
gendré par { x}; il est forméfdﬁ/é tous les 4 C X telsque x¢ 4.

Si f est une application de X and X', A un filtre F e F(X) est
associé le filtre f(F) image de F par f, aussi noté fF, qui est le filtre
engendré par les classes f(A), ot A ¢ F. La surjection f b fF définit

une application quasi-inductive f de (F(X),<) vers (F(X'),<) c'est-
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a-dire on a f(UM) =Uf(M) pour tout ¥ C F(X). Mais [ n'est pas in-
ductive.

Un idéal de F(X) estune partie [ de F{X) saturée par induction
et par agrégation finie; autrement dit, / est un filtre sur la classe induc-
tive duale de (F(X),<) . Si l'on a donné une partie N de F(X) on lui
associe un idéal de F( X ), appelé idéal engendré par N et noté [(N),
dont les éléments sont les filtres F de X qui sont plus fins qu'un agrégat
d'un nombre fini de filtrtes F, e N, i.e. F < o F; . En effet, [(N) est sa-

. i<n
turé par induction; si

F< v Fpoet F'< v Fl, FoeN, FleN,
i<n i<m
alors FUF'< v G;

oY joen posant
j<nt+m

Gj :F]. sij<n, Gj:Gj-n si n<j<n+tm.

DEFINITION. On appelle quasi-topologie sur X une application 7 de X
dans la classe des idéaux de F(X) telle que x€en(x) pour tout xe X.
On dit que 7 est séparée si n(x)nn(x’) = O lorsque x £ x'.

Si 7 est une quasi-topologie sur X et si Fen(x), on dit que F

quasi-converge vers x , noté aussi Frgx ou F - x.

DEFINITION. Si 7 -est une quasi-topologie sur X et si x¢ X, on appelle
semi-voisinage de x pour m un élément U du filtre Um(x).

Les semi-voisinages de x pour 7 sont donc les ensembles qui ap-
partiennent & tout filtre quasi-convergeant vers x. En général, le filtre
um(x) ne vérifie pas l'axiome Vi, des voisinages de sorte qu'il n'existe
pas de topologie sur X admettant, pour voisinages, les semi-voisinages
de x pour 7. Nous reviendrons plus loin sur cette question (Sect. B). Si
un(x)en(x) pour tout xe¢ X, alors 7 est une prétopologie.

Les quasi-topologies sur X forment une classe inductive pour !'or-
dre 7' < 7 (lire: 7' est plus fine que 7) ssi #'(x) Cw(x) pour tout x¢ X,
L a quasi-topologie la plus fine est la quasi-topologie discréte d telle que
d(x) ={x}; la moins fine est la quasi-topologie grossiére g telle que 1'on

ait g(x) = F(X) pour tout x ¢ X. Si I'on suppose donnée, pour tout x ¢ X
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CATEGORIES QU ASI-TOPOLOGIQUES 3

une partie ¥(x) de F(X), il existe une plus fine quasi-topologie 7 telle
que M(x) Cw(x) pourtout x ¢ X, a savoir zfx) est I'idéal I(M(x))en-
gendré par M(x)uix€}. On appelle 7 la quasi-topologie engendrée par
l'application x> M(x).

DEFINITION. On appelle application quasi-continue un triplet (z’, {,7) ou
1o 7 et 7 sont des quasi-topologies sur X et X' respectivement;
20 { est une surjection de X sur une partie de X'
30 Pour tout x¢ X on a f(w(x)) Cr’(f(x)), en notant f(7(x)) la
classe des filtres fF images par f d'un Fen(x).

Si 7 et 7" sont des quasi-topologies sur X, on a 7 <5 ssi l'ap-

plication (74t,7") est quasi-continue.

Soit [ une surjection de X sur X'. Si 7 est une quasi-topologie

sur X, pour tout ¥ ¢ X' désignons par M(y) la classe

Hm(x)) | f(x) =y},
I'application y|» M(y) engendre une quasi-topologie sur X', notée f (z)
et appelée image de = par f. On voit que f(7) est la plus fine des quasi-
topologies 7" sur X' telles que (7’ f, #) soit quasi-continu. En particu~
lier, si { est une bijection, on a f(#)(x) = f(n(x)) pour tout xe¢ X,
et (rm, f'l, f(#)) est aussi quasi-continue.

Soit f une application de X dans X’ et 7° une quasi-topologie
sur X'. On définit une quasi-topologie 7 sur X telle que 7(x) soit la
classe des filtres F de X vérifiant f(F) en’(f(x) ); cette quasi-topolo-
gie est la moins fine des quasi-topologies 7 telles que (7’ f,#) est quasi
continu. On appelle 7 la quasi-topologie image réciproqu,e- de n” par f,

et on la notera fl (m).

B. Topologie associée & une quasi-topologie.
Soit M, un univers et M la catégorie pleine d'applications corres-
pondante. Nous désignerons par f la catégorie des applications quasi-
continues associée a M, dont les éléments sont les applications quasi-

. I'd N . .
continues (7', fy ), ot # et 7’ sont des quasi-topologies sur des ensem-
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bles de N, la loi de composition étant

(w”, f 780 (7" fon) =(a”, f'f,m) ssia’=nr".
Nous identifions la classe des quasi-topologies & la classe des unités de
9. Soit é le foncteur canonique de P vers N, qui associe a 7 la classe
sous-jacente é(n) ,a {#’, f,n) I'application (é(ﬂ")’f’é(ﬂ)). Ce fonc-

teur est un foncteur d'homomorphismes saturé.

Si T est une topologie sur une classe X, on obtient une quasi-to-
pologie 7(T) telle que 7(T)(x) soit la classe de tous les filtres qui

convergent vers x dans T, pour tout x¢ X. On a naturellement

Tix) =ui(T)(x) e a(T)(x),
ou T(x) estle filtre des voisinages de x dans T ; ainsi les semi-voisi-
nages de x dans #(7T ) sont identiques aux voisinages de x dans T, Si
(T', f,T) estune application continue, (7(71"),f,7(T) ) est une appli-
cation quasi-continue. On définit ainsi un foncteur injectif 7 de g vers

P . L .
P, dont 'image est une sous-catégorie pleine de 9.

THEOREME L. 7 ¢ o engendre une g-structure libre, o savoir la topologie
7{m) sur 8(7) dont les ouverts sontles U C X tels que U soit un semi-

voisinage de x pourtout xe U.

PREUVE. Posons T'=7(r).Si UeT et U'e T, ona UnlU'e T, puis-
que les semi-voisinages de x forment un filtre. Si U, ¢ T pour tout i ¢/
et si x appartient & la classe réunion U =0U,, il existe un U; qui est
un semi-voisinage de x, et par suite U/ en est aussi un. Ainsi T est une
topolo:gie sur X = é(n) . Comme Un(x)<T(x) pour tout x¢ X, on a
j=(a(T), 7) e 7. Montrons que T est une 7 -structure libre engendrée
par 7. En effet, supposons T'e Jo et f=(7(T'),f,m)eP . Soit U’ un
ouvert de T" et 4 = f'l(U'). Si xed etsi Fe 77(-x), le filtre fF con-
verge vers f(x) pour T', de sorte qu'il existe Ay ¢ F tel que f(Ap)CU".
Laclasse U=uU(4p | F en(x)) estun semi-voisinage de x dans r tel
que f(U)CU'. Donc AeT. Ainsi f'=(T',f,T)c¢J, ce qui prouve

1'affirmation. ®
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COROLLAIRE 1. unm(x) vérifie l'axiome Vyy, des filtres de voisinages

ssi c'est le filtre des wisinages de x dans 7 (7). One 7 () =7 (7(F(@)).

En effet, si Ur(x) est le filtre des voisinages de x pour une topo-
logie, cette topologie est évidemment 7 (7). Si 7”¢ #(J ), il existe une et

une seule topologie T' telle que #"=7(T'), et l'on a
(e =7 (7(T"))=T". L
COROLLAIRE 2. On a 7 (7 (%)) =7 ssi Un(x) vérifie l'axiome Viy des

vosinages et quasi-converge vers -x pour g, pour tout x¢ X.

DEFINITION. Avec les notations du Théoréme 1, on appelle 7 (7) la topo-
logie associde @ .

Nous désignerons par 7 le foncteur de P vers I, adjoint de 7,
tel que TA(W’,](, 7) = (f(ﬂ'), f,;(n)). Si #< 77', alors (77’,1.,77) € 5),
donc 7{#) est une topologie plus fine que #(7") . Lorsqu'aucune confusion
n'est possible, nous identifierons une topologie T & la quasi-topologie
7#(T ) sous-jacente; les topologies sont alors considérées comme les qua-
si-topologies 7 telles que 7 =7 (7). Remarquons qu'une prétopologie peut

ne pas étre une topologie.
N
J P
"7
0 6
it
C. Etude du foncteur 0.

Soit @ et 7" les foncteurs de P vers M et vers J définis plus haut.

On a é =@ .7, ennotant @ le foncteur d'oubli de J vers M.

PROPOSITION 1.0 estun foncieur ~-étalant; si »° est une @ -sous-struc-
ture de 7w et si X' =0(x") est ouvert pour 7 {z), on a 7 (z") =7/ X"
St 7 s'identifie a une topologie, il en est de méme pour toute ses O-sous-

structures.

PREUVE, Soit # une quasi-topologie sur X et X’ C X. Soit ” la quasi-

topologie image réciproque de g par l'injection canonique ( de X' dans
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X. Alors (7, ¢,7") estun é-monomorphisme. On posera 7 =7/ X'. Comme
¢ estun foncteur, (r(m), 0,7 (2N e T et ;(ﬂ)/X' étant une @-sous-struc-
ture de ;(n), on a (;(ﬂ)/X',t,;(TT,)) ¢ J . Supposons X' ouvert de
rﬂ(n) ; si U est un ouvert de rA(n') , alors U est un ouvert de rA(n) par

définition de #{r’), et par suite de #(#)/ X’. Donc
(A, (2) /X eT et M)/ X =7 (a/X").
- Sim=#(T) etsilona f=(n,fin)e? et f0(z") C X, alors
F(f)eT enuaine
f’=(T/X’,f,F(n’))eff ec ["=a(f") ({7 @"N,0r")e?.

R
Par conséquent #( T/X') est la f-sous-structure de 7 sur X', i.e. on a

B(T/X') =#(T)/X'. =

COROLLAIRE. € estun foncteur résolvant a droite.

PROPOSITION 2. S e Py et si r est une relation d'équivalence sur X =
é(n), il existe une @-structure quotient w/r de w par r, et l'on a:
ila/r) =7la)/r.

P REUVE. Soit ¥ la surjection canonique de X sur X/r et 7 la quasi-to-
pologie image de 7 par r. On voit que 7 = n/r estla é-stmcture quotient
de 7 par r. Puisque (7,7, 7) e P, on a (A (7),7 7)) ¢ T .1l en résulte
(T, /Ned, car #(7)/r est la topologie quotient de 7 par r.

Par ailleurs la relation
P (aV/ D, Fm) = #F (), 7/ AN (A (F (@) im) € P
entraine, 7 étant la é-structure quotient de 7 par r,

@/, e,m) e, don (3 (a)/re, (7)) ed.

Ceci prouve que 7*{7/r) = 7 (7)/r. .

REMARQUE. Si #=#7( T ), la quasi-topologie #/r peut &tre plus fine que
la quasi-topologie #(T/1).

DEFINITION, Avec les notations des Propositions 1 et 2, on appelle 7/ X’
la quasi-topolo gie induite par w sur X' et w/r la quasi-topologie quotient

de 7 parr.
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PROPOSITION 3. § est un foncteur ¢ Jo-limites projectives et ¢ F,-li-

mites inductives.

P REUVE. Soit 7;¢ P, pour tout iele M, . Désignons par p, la projection
canonique du produit X = in 6’(77i) sur Xi = 6(77i) . On définit une qua-
si-topologie 7 sur X en posant
Fe ”((xi)isl) ssi p.(F)emn(x;) pour tout iel,

puisque la sutjection F | p;( F ) estune application inductive de (F(X),
<) dans (F(Xi) ,<). De plus 7 est la moins fine des quasi-topologies
telles que (7, p;, 7)€ P . 1l s'ensuit que 7 est le produit de ("iA)ieI dans
¢ . - En utilisant le corollaire de la Proposition 1, on sait que §, qui est
a My-produits et 3 noyaux, est & [ -limites projectives dés que [* ¢ ¥.

- D'autre part, (ﬂi)iel admet pour somme dans P la quasi-topologie »”

telle que, en notant s, l'injection canonique de Xi dans X'= X X, ona
iel
7 (x,i) = s;(m,(x)) pourtout (x,i)e X'.
. L . P
Si ® est un foncteur de J* ¢ ¥, vers 5), un théoréme général sur les
limites inductives affirme que ® admet pour limite inductive la quasi-to-

pologie quotient de "= 3 ®(i) par l'équivalence r telle que
tely .

Lim0.® = 6(n”)/r. =

REMARQUE, 7 n'est pas compatible avec les produits, méme finis.

2. QUASI-TOPOLOGIE DE LA CONVERGENCE LOCALE.
A. Quasi-topologie de la convergence locale,

Soit X et X' deux classes, et G un filtre de X’. M. X. Soit F
un filtre de X . Les classes B(4) =fuBf(A), ou BeG, AeF ,engen-
drent un filtre, car on a ¢

(BNB')(AnA') C B(A)nB'(A") ;
ce filtre seranoté GF. Si x¢ X, on écrira Gx au lieu de G x€ ; ainsi GCu«
est le filtre engendré par les classes B(x) formées des f(x) tels que

fe B, lorsque B varie dans G,

Si 7 et 7° sont des quasi-topologies sur X et X' respectivement,
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et si G estun filtre de 7. % .7 et F un filtre de X, nous poserons
GF =0(G)F.

THEOREME 2, Soit 7 et n° deux quasi-topologies sur X et X'. Il existe
une quasi-topologie A sur n’. P.n vérifiant la condition: A\ est la moins
fine des quasi-topologies N’ telles que (n’, v, N'xw) soit quasi-continue,
o v(f,x) =f(x).Si n’ est séparée, A est séparée.
PREUVE, Soit fe 7. 9.7 et associons a [ la classe A(f) des filues
G de 7.9 .7 ayant la propriété :

Pourtout x ¢ X ettout Fem(x), ona GFen'(f(x)).
Montrons que l'application f |» A(f) définit une quasi-topologie X sur
7. P .n. En effet, f€F est identique au filtre fF image de F par f et,
f étant quasi-continue, on a f¢F en’(f(x)), d'ou fSeA(f). Si G'<G
alors G'F < GF, de sorte que G'e A(f} lorsque G ¢ A(f). Soit G ¢ A(f)
et G'e A\(f) ; posons K=(GUG')F et K'=GF UG'F . Le filtre K est
engendré par les classes (BUB')(A), ot Be G, B'¢ G', AeF, et

(BUB')(A) = B(A)UB'(A) ¢« K.
Par ailleurs K’ est engendré par les B(A) UB'(A'). Les relations
(BUB')(AnA') C B(A)uB'(A') et (BUB')(ANA') K
entrafnent K = K’. Puisque 7’ est une quasi-topologie, on a
K=GFuUG'Fen'(f(x)) ;

il s’ensuit GUG'eA(f), de sorte que A est une quasi-topologie. Il est
évident que (7', v, AX7) est quasi-continue et que )\ est la moins fine
des quasi-topologies vérifiant cette condition.

- Supposons r’ séparée et soit G e A(f)nA([’). Pour tout x¢ X les re-:
lations Gxen'(f(x)) et Gxen'(f'(x)) entralnent f(x) = f'(x) car

7’ est séparée. Donc [ = f', ce qui prouve que A\ est séparée. &

REMARQUE. Si fe X'. M. X, on pourrait associer 3 f la classe X(f) des
filwes G de X'.M.X tels que GF en’(f(x)) pour tout x¢ X et tout
Fen(x), m et g’ étant des quasi-topologies données sur X et X'. On
voit comme plus haut que X(f) est un idéal de F (X" M. X) ; mais f€, X(f)
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signifie que f définit une application quasi-continue de 7 vers g’ ; ainsi
?

f |—>;\(f) ne définit pas de quasi-topologie sur X', M. X.

DEFINITION, La quasi-topologie A définie dans le Théoréme 2 est appelée
quasi-topologie de la convergence locale sur 7°. 9.7, notée A7, 7). Si
7 est la quasi-topologie discréte d sur X, on appelle A(7’, d) la quasi-

topologie de la convergence simple associée a (n’, X) , notée o(7”’, X).

Si GeA(f) (resp. ea(n’, X)(f)), on dira que G quasi-converge
localement (resp. simplement) vers f. La classe 7.9 .d s'identifie a
X'.M. X ; un filre G de X'.M. X quasi-converge simplement vers f ssi
G x quasi-converge vers f(x) pour 5~ pour tout xe¢ X. Autrement dit,
o=0{n",X) s'identifie a la quasi-topologie produit (n')X . Il en résulte
que, si 7~ s'identifie & une topologie, ¢ s'identifie aussi 4 une topologie,
a savoir la topologie de la convergence simple. Mais M %", ) ne s'iden-
tifie pas toujours a une topologie, si 7 et ~ s'identifient & des topologies.

Soit u l'injection de 7’. P .7 dans #”.P.d associant (7", f,d)a
(', f,m)e P . Nous désignons par o(n’,7) la quasi-topologie ima_ge par
vl de o(n’, X)/u(n’.P.7), et nous appelons ¢(7’, #) la quasi-topolo-

gie de la convergence simple sur n’. % .7.Ona Mz",7)<o(r’, 7).

P ROPOSITION 4. Supposons que 7 et n’ s'identifient ¢ des topologies
T et T'; alors A=XA(n",n) est plus fine que la topologie compacte—ou-

verte ¢(T',T) ;ona A=c(T', T) lorsque T est localement compacte.

PREUVE. Soit fe T'.J. T ; désignons par V la classe des voisinages W
de [ dans ¢(T', T) de la forme suivante: il existe un compact K de T
etun ouvert U' de T’ tels que f(K) CU’' et que W soit la classe des
freT'.J.T vérifiant f'(K) CU’. On sait que { admet pour filtre des
voisinages dans ¢(T', T') le filtre V' engendré par V. Supposons Ge\(f)
et montrons que, pour tout We V , il existe B¢ G tel que B C W. Pour tout
xe¢ K, il existe un voisinage U(x) de x dans T etun B(x) ¢ G tels que
B(x)(U(x)) clU’, car Ge A(f) et f(x) e U’. On peut choisirunnombre
fini n de x, tels que (U(x;) ), ., forme un recouvrement de K ; posons

B= n B(x;)eG. On trouve
i<n
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B(K) C B(_<U U(x;)) C <U B(x;)(U(x;)) CU’,

d'ott BC W. Il en résulte que G est plus fin que le filtre V' engendré par
V, de sorte que G converge dans ¢(T', T). Donc A< c(T', T).

- Supposons de plus T localement compact et prouvons que V' quasi-con=-
verge localement vers [, d'oy 1'on déduira que A s'identifie &4 ¢(T', T ).
En effet soit x ¢ X et U’ un voisinage de f(x) dans T’ ; laclasse fl (U’)
étant un voisinage ouvert U de x dans T, il existe un voisinage compact
K(x) de x dans T contenu dans U ; soit W le voisinage de f dans
e(T', T) formé des [’ tels que f'(K(x))CU’';ona W(K(x)) CU" et
par suite V’e A(f). =

THEOREME 3. Soit w, n” et n” des quasi-topologies sur X, X' et X" ;
soit k la surjection (f*,f) b f'.f de a”*. P .n'xu". P .7 dans 7”.P .7 .

Alors k = (M a", 7 ), k., Mu", 2 )xA(x", 7)) est quasi-continue.

PREUVE. Soit G'e M, 7 )(f') et GeMn"ym)(f). Pour tout x¢ X et
tout Fen(x), on a GFern'(f(x)), dot G'(GF)en”(f'.f(x)). Le
filtre G'(GF ) est engendré par les classes B'(BfA)),ou Ae¢ F, BeG,
B'e G'. Or B'(B(A)) =k(B'<XB)(A). Comme (k(G'}XG))F est le fil-
tre engendré par les Classe-s k(B'XB)(4), on obti-ent

(k(G'XG))F = G'(GF)en”(f".f(x)).
Ainsi k(G'XG) e M#z",m)(f', ). Comme

He Ma", a2 (w"sa) (', f)

entraine # <p;(H)Xp,(H), ou p,(H) quasi-converge localement (enno-
tant p, les projections canoniques du produit), il s'ensuit que £ est quasi-

continue. =

COROLL AIRE 1. (?, Ao) est une catégorie discrétement @-structurée, oy
X, désigne l'application (7°,7) |» AMa’n) de Pox P, dans 5)0.

(Voir Définition Chapitre I, Section B-4.)
COROLLAIRE 2. Soit A la quasi-topologie sur § somme des quasi-topo-
logies A", m), ou (#'y7m) e 5)0 xP,. Alors (9), A ) devient une catégorie

quasi-topologique.
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Ce corollaire résulte de la Remarque, Section B-4, Chapitre I, car
é est un foncteur 4 atomes vérifiant les conditions de cette remarque. ®
THEOREME 4. (P, \) est une catégorie fortement é-dominée le foncteur
X associant Ma'sn) a (n'ya7) e PoxPy. Soit we Py et A, le foncteur
de P vers @ tel que M, (f)=A(f,m) ; alors A est compatible avec les
[*-limites projectives on I° est une catégorie finie.

P REUVE., La premiére affirmation résulte du Corollaire 1 du Théoréme 3,
et de la Proposition 10 du Chapitre I, car § est un foncteur d'homomor-

phismes & atomes. Supposons 7’ ¢ 5)0 et 7”7 ¢ 9)0 et soit ¢ la bijection
(b h') L h", k] den”.P.axa’.Pun sur (#”xa”).P.om.
Nous allons montrer que ¢ définit un quasi-homéomorphisme de
r=Alz", ) xA(z"y7) sur 7 =A(r"x7"7),
d'on il résultera que )\ est a produits finis. En effet, si G’ et G” sont
des filtres de #".F.ox , et de n”-?'ﬂ, respectivement et si F est
un filtre de X =8(7), le filtre K = G"(F ) XG'(F) est engendré par les
B"(A®)XB'(A'), ou B"e¢G", B'e¢G', A'c¢ F et A" ¢ F ; le filtre K’ =
g(G"XG') (F ) est engendré par les classes
a(B"XB')(A) = (Lg" ¢')(4) | "B, & ¢ B'), 4cF,
formées des couples (g"(a),g'(a)), onaeA.SiAd=A4A""A",ona
G(B"XB')(A) CB"(A)xB'(A) C BU(A")XB'(A").
Ainsi K'< K. Supposons G'e A(z"s7)(h"), G" Az, a)(h"), Fen(x)
soity =[ A", h'](x). Les relations
G'(F)ea’(h'(x)) et G"(F)en”(h"(x))
ont pour conséquence K ¢ (7 x7 ") (y ). Il s'ensuit
g(G"*XGC')(F) =K' e(a"Xa") (y),
d'on ¢g(G"XG")em’[ A", k') . Comme tout filtre appartenant a 7(h', h')
est plus fin qu'un filtre de la forme G''X G’ précédente, on voit que l'ap-

plication (77, g, #) est quasi-continue,

- Inversement, supposons G ¢ # ’(}:) et Fem(x) ; alors b= [A", k'], ot
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h":pl.;b et h' = pg.iz. Comme G(F) E(ﬂ”Xﬂ’)(;L(x)), on a
Py(C(F))en”(h"(x)) et py(G(F)) ea’(h'(x)).

Les relations p,(G(F)) =§,(G)(F), pour i =1, 2, ou p,=A(p;,7) ,
entrafnent ﬁl(é) erln” ,ﬂ/(ll") et pZ(G) erMz’ym)(h'). On en dé
duit §7(C) ew(h" h'), car T (C)<p,(G)xpy(C). Donc (#,9!,7")
est quasi-continue,

-Soit n =(n’, ¢,7") un noyau dans P d'un couple (g, g'),etY = é(n").
Le couple (Aw(g) »A,(g')) admet pour (m‘,é)-noyau la quasi-topologie
A’ induite par Mz, 7) sur la classe N des hen' . P.n tels que g.h =
g'.h. La surjection &' |>n.k", o k' en”. P .7, est une bijection ¢’ de
77.% .7 sur N. Puisque A(n,n) est une application quasi-continue de
Ma#", =) dans A7, 7), sa restriction ¢’ = (A", ¢',A\(#"", 7)) est aussi
quasi-contin;le. Montrons que ¢’ est un quasi-homéomorphisme, ce qui prou-
vera que )\ est compatible avec les noyaux. En effet, soit & eN(h) et
Fen(x). Par définition de \”, on a G(F) en’(h(x)). Si h'e Be Get
si AeF,les classes h'fA) et q"z(h’) (A ) CY sont identiques. Onen
déduit que le filtre q"l({;)(F) est la trace sur ¥ de G(F ), de sorte
qu'il quasi-converge vers h(x) pour ”’. Ceci signifie que q'"" (G ) ap-
partient a Alz", 7). On en conclut que q' est inversible dans P .

- Le foncteur A étant 3 produits finis et 4 noyaux, il est a [*-limites pro-

jectives pour toute catégorie finie [ . ®

THEOREME 5. Soit n, n, et n des quasi-topologies sur X, X, et X'. [
existe un quasi-homéomorphisme de M ', wxm,) sur AN (7" @), 7o) -

PREUVE. Soit fen’. P.{mxn,) . Pourtout y e X, :é(na), soit fy I'ap-
plication quasi-continue de 7 dans 7’ associant f(x,y) a xe X, et soit
flasur]ecuon y }-»fy de X, dans z°. P .7.Si F'eTra(y) etsi Fen(x),
le filtre (fF J(F) est engendré par les classes (f(A JJ(A) ,ou Ae F
et A'¢ F'. Comme (f(4 JI(A) = f(AxA'), ce filtre est identique a
fCFXF'), de sorte qzxe ?: (/\(n',n),f;,ﬂa) est quasi-continue. Soit A
la surjection fI»; de Z = ﬂ”.?.(ﬂxﬂ-o) dans Z' = A(n’sn). P.m,. Si
geZ' etsi Fem(x) et Flemy(y), ona g(F') eXn’ya)(g(y)), i-e.
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g(F')(F)en’(g(y)(x)). Soit g' la susjection (x,y) |> g(y)(x); le
filtre g( F’) (F) étant identique a g'(FX F') , on trouve

g’:{n',_g',nxno) eP et g =h(g'} .
Donc kb est une bijection de Z sur Z',
- Supposons Ge Mz’ wxmo) (f). Si Fem(x) et F'emo(y), on trouve
G(FxF')en'(f(x,y)). Or le filtre G(FXF') est identique au filtre
(ki{G) F*)F, car engendré par les classes B{(AXA') =(h{B)(A'))(A4)

ou Ae#F, A'¢ F', BeG. Par conséquent

RG)F ez sa)(h(f)(y)) et h(G) e rx(N(a",m),md(hf).
1! en résulte que

il- = (/\(A(ﬂ", ﬂ)yﬂo)’hﬁ )\(””WXWO))

est quasi-continue. On montre de méme que B! est quasi-continue, W

B. Quasi-convergence locale sur les sections.

Soit # une quasi-topologie sur X . Nous désignons par m la quasi-
topologie définie comme suit: Soit X, la classe obtenue en ajoutant & X
un élément a4 X ; on pose m (a) = F(X,) et, si xe X, l'idéal 7 _(x)
est formé des filtres F = (X, ,¢, X)(F) de X, engendrés par les F ap-
partenant & 7(x). Ainsi m_ est une quasi-topologie (non séparée) sur Xy .
X est un ouvertde 7 (7, ) et m./X=nu.

Soit 7 et 7 deux quasi-topologies sur X et sur X'. Désignons par
S¢X’, X) la classe des applications locales quasi-continues de 7 dans
7', c'est-a-dire la classe des applications quasi-continues de la forme
f=(n’,f,a/U), ou U est un ouvert de la topologie "(7) . Soit Z{( 7", n)
la classe des f'en”, .3).77+ tels que f’(a) =a’ ¢ X'.

PROPOSITION 5. On définit une bijection y de S(z’,a) sur Z(7’,a), en
associant ¢ [=(a’, f,7/U) le triplet | =(n"y,f ,m, ), ou

fi(x) =f(x) si xelU et f(x')=a" six'eX -U.
PREUVE. y est évidemment injective, car f est la restriction de f, 2

7/U . De plus f, est quasi-continue et appartient a %(#’,7) . Supposons

g'e2(n’yn) et U =g'1(X"). Puisque g'(a) =a', on a UC X. Etant
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donné que _g' définit une application continue, 7(g'), et que X', estle
seul voisinage de @’ dans 7’(77'4_) , on voit que U/ est un ouvert de 7’(77+),
et a fortiori de 7( 77+) /X = ;(77+/X) = 7 (z) (Section 1). On en déduit que
g'=y(g)oug=(a, g'vsa/U)e S(z’,7) . Donc y est une bijection. m
DEFINITION. On appelle quasi-topologie de la convergence locale sur
S(#’,m), notée ):(77',77) , la quasi-topologie image par y—l de la quasi-
topologie )\(77'4_, 77+)/2(77', 7).

Soit G un filtre de S(7",7) et Fen(x). Si BeG, si A¢ F et
si AC é(a(g)) pour tout ge B, posons

B/A:U(g(A)lgeB) (i.e. B/A:y(B)A)

Soit M la classe des classes B/A ainsi définies. Si M # @, alors Y est
une base de filtre et nous désignons par G/F le filtre qu'elle engendre.

G/F estlatracede y(G)F, sur X'.

P ROPOSITION 6. Soit fe S(n’sm) ; on a GeX(n',7)(f) ssi pour tout
xea(f) ettout Fen(x) le filire G/F est défini et quasi-converge vers
f(x) dans n’.

PREUVE. G/F estdéfinissi X'ey(G)F, ; dans ce cas G/F est la
trace de y(G ) F sur X'. Supposons G e:\(rr', a)l(f),xealf), Fem(x) ;
alors y(G) Fy en’ (f(x)). Puisque X' est un ouvert de #(7°), on a
X'ey(G) Fy, de sorte que G/ F est défini et G/F en’(f(x) ). Inverse-
ment supposons ces conditions vérifiées. Si x ca(f) et si Flem (x), il
existe Fen(x) tel que F'= F, ; par hypothése G/F est défini, et:
y(G)Fy en’(f(x)). Il s'ensuit

Y(G)F'=(G/F), en’ (fi(%)).

Six'ta(f) etsi Flem (x'),0na f (x') =a',douy(G)Fen’ (a'),
car 7’ (a')=F (X" ). Ainsi

y(G) 5)\(77'+,17+)(f+), c'esteaedire GEX(W’,W)(f). ]

Si T et T’ sont deux topologies, désignons par S(T', T) la clas-
se des applications continues d'un sous-espace ouvert de T dans T'. On

appelle topologie compactewuverte sur S(T', T ) la topologie engendrée
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par les ouverts V(U’,K) construits de la fagon suivante: U' est un ou-
vert de T', K est un compact de T et V(U', K) est la classe de tous
les fe S(T', T) tels que KCa(f) et f{K) CU".

P ROPOSITION 7. Si 7 et n” s'identifient ¢ des topologies T et T’ et si

T est localement compacte, A ", 7w) s'identifie o la topologie compacte

ouverte sur S(T',T).

N

PREUVE. 7, s'identifie & la topologie T, sur X, telle que T, /X =T,
et que X+ soit le seul ouvert de T, contenant a. La topologie compacte-
ouverte sur S(T', T) est I'image par y"l de la topologie ¢ induite sur
y(S(T',T)) par la topologie de la convergence compacte ¢(T' ,T,)
sur T'+.j. T, (nous désignons par y la bijection définie comme dans
la Proposition 5). D'aprés la Proposition 4, ¢( T, T ) s'identifiea
).(ﬂ'_t,@_) : donc ¢ s'identifie & )\(Tf;_,TT+)/2(7T’,ﬂ) , ce qui signifie
que A 7", 7) s'identifie a la ropologie compacte~-ouverte. =
THEOREME 6. Soit 7, u” et n” des quasi-topologies et soit k la sur-
jection de S(n”,n")xS(w"sm) dans S(w’"",w) définie par:
((n" [ a’/U) (2 fya/U)) o (a7 ' em/f(U)NU ).
Alors k = (Ma",2 ), b, (a2 Y xM(r", 7)) est quasi-continue.
P REUVE. Seit k& 1'application quasi-continue «composition» (Théoréme 3),
de mo=An" 7" YxMu'Lsm.) vers ol =A(a" ,7. ). S [y 2 (7",7),
et fLe2(7",n"), 0ona
k[ fy)(a) = (fp(a)) =a”t0(z"),

si a ¢ 6(7) ; par suite

kE'=(n/2(s", 7 ), k, 770/2(77’, 7 Yx2 (a7’ 7))
est quasi~continue. Désignons par y’; y et y” les quasi-homéomorphismes

de A a” ), /{(77',77) ec A (n”s ) respectivement sur
/\(77”+977’+)/2(7T’,77’), Ma,n)/Z(a"a), Ma" 7 )/ 2(a”, 7).

Ainsi y”71.k".(y"xy) est quasi-continue. On a

TRy S () =y ke L) = keE ),
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car
flo-folx') =f'(f(x')) six'ea(f) et f(x") ealf'),
flo fo(x') =f" (a’) =a" si x"ta(f),
[lhofyo(x') =f'5(f(x')) =a” si f(x')ka(f'),
fry-fy(a) =fi(a’) = ar.

I1 s'ensuitl;:y’_l,k',(y'xy)g?. u

3. CATEGORIE QUASI-TOPOLOGIQUEDES SECTIONS LOCALES.

A . Catégories quasi-topologiques.
DEFINITION. On appelle catégorie gquasi-topologique une catégorie 0~

structurée,

Le foncteur é étant ~ -étalant et a mo-produits, les résultats du
Chapitre I, Section B-1 s'appliquent aux catégories quasi-topologiques.
Pour que (C',7) soit une catégorie quasi-topologique, il faut et il suffit
que les conditions suivantes soient vérifiées:

1o C° est une catégorie et 7 une quasi-topologie sur C .

20 (myarym)e? et (m,B,7) ¢ P

30 (mykymin) e P ot mem=nxua/C +C" .
REMARQUE, Le foncteur 7/ n'étant pas compatible avec les produits fibrés
finis, (C",7 (7)) peut ne pas &tre une catégorie topologique, lorsque

(C',w) estune catégorie quasi-topologique.

Soit ® le foncteur projection vers M de la catégorie F(6) des
foncteurs quasi-topologiques (i.e. @-structurés). Toujours d'aprés le Cha-

pitre 1, Section 1, on a les résultats suivants :

THEOREME 7. ® est un foncteur d’homomorphismes saturé, a ¥, -limites
projectives; F(®) est une catégorie q F,-limites inductives. Si (C, )
estune catégorie quasi-topologique et r une relation d'équivalence sur C,
il existe une catégorie quasi-topologique (ZJ', 7) quasi-quotient de (C', 7 )
par r telle que C° soit une catégorie quasi-quotient de C' par r.

En effet, la demiére affirmation se démontre d'une fagon analogue au

J
Théoréme G du Chapitre I, le foncteur § admettant pour section minimale
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le foncteur de N vers ¥ associanta (X', f, X) I'application quasi-conti-

nue (X'g, fs Xg) , ol Xg est la quasi-topologie grossiére sur X, ®

Dans la suite, (C ,7 ) représente une catégorie quasi-topologique
donnée; 7, et wxmw sont les quasi-topologies sur ¢, et sur C +C , in-
duites par 7 et par gX g respectivement. Nous allens voir ce que devien-

nent les résultats de la Section A-4 du Chapitre 1.

PROPOSITION 8. L'espece de momhismes ($* K®, k") associde o
(C,uw), 00 K=n. P, est sous-jacente g une espéce de siructures O-do-

minée (?*, ;&) telle que ;\(77’) = ((77.?.77’)., )\(77,77’)) pour 77’5 ‘(Po-

En effet, d'aprés le Théoréme 5, (?,1) estune catégorie é-dominée,
A+ est & produits fibrés finis. Par suite les conditions de la Proposition 9
du Chapitre I sont vérifiées, de sorte que (P *, /{) est une espéce de struc-
tures é—dominée, en vertu de cette proposition., ®

Soit P° la catégorie produit croisé associée 3 l'espéce de mor-
phismes (P*,K® &’y dans le Chapitre 1, Section A-4. Puisque (P,
est une catégorie fortement é-dominée ( Théoréme 3, Théoréeme 4) et que
é est un foncteur d'homomorphismes 4 atomes, les Théorémes 8 et 9 du
Chapitre 1 s'appliquent. Ainsi il existe une catégorie fortement é-dominée
(P",AT), ot AT(u”", ") est la quasi-topologie sur y”.P.y’ induite par

Ma.a Ixala”, 7VxA{z, 2" , ot

pU=(mt " m) e Py et pl=(m'ya’m’) e Py

B. Catégorie des sections locales.
Soit toujours (€, 7) une catégorie quasi-topologique, et reprenons

les notations précédentes. On va construire une sous-catégorie de P .

DEFINITION. On appelle section locale de (C°, 7 ) un triplet (U, s, U)
vérifiant les conditions suivantes :
1o U et U’ sont des ouverts de 7 (z,) et (z,s,7,/U) ¥ ;
20 as{x) =x pourtout x ¢ U, et Bs(U)CU".
Soit $ = S(C",n) laclasse des sections locales de (€™, 7 ); soit

x la loi de composition de (.

687

1



CATEGORIES QUASI-TOPOLOGIQUES 18

THEOREME 8. S® est isomomphe a une sous-catégorie P'" de P°, la loi
de composition étant:
(U",s",U') (U'ys,U) =(U",kls"Bs,s],U) sst U'=1U".
De plus (S®, <) estune catégorie inductive pour la relation d'ordre :
(Ul',sl,UZ)<(U',s,U) ssi. Uycy', U, ClU et s;=s/U;.

PREUVE.Soit § = (U"',s,U) ¢S et

Z(g):((W,L,ﬂg/U'),(TTg/U',BS,ﬂg/U},(ﬂ,S,ﬂo/U)).
Onaz(5)eP etz:5 >z(8) estune bijection de S sur une partie P’

de P, Comme gs{x) = x pour tout x ¢ U, on trouve

al(z(8))=((mytom/U)sn/U,(msism/U)) =2(U ,,U)eP’,
B(z(5)) =z(U",,U") ¢ P".
Supposons §’=(U",s’,i/')es. Le composé z(8').z(§) est défini
dans P ssi (wyt,me/ U") Z(n,as',ng/Z/'), c'est-a-dire ssi U'=i/'.

Dans ce cas,

z(§'}.z(§) :(/(7711’WO/U")’(W(}/U"’BS'BS’ﬂa/U)’l)s

L=(lm,s',ao/U" ) (no/U",Bs,mo/U))@(mr,5,7,/U)
:("’K[s'ﬁsys]sﬂa/U)-

En posant s" = k[ s'Bs,s], on trouve

as” =axl s'Bs,s]=as =l et BS’:BK[ s'Bs, s]=Bs'Bs.
Il s'ensuit 3" = (U", s",U) ¢S et 2(3") =2z(8').2(8). Ainsi P’ défi-
nit une sous-catégorie de P’. La catégorie S® image de P’ par 2z~ ad-
met bien la loi de composition définie dans 1'énoncé.
- (S8%,<) est évidemment une catégorie ordonnée. Si 5, =(U},s;,U;) <s
pour tout i¢/{, la classe (§i | i el) admet pour agrégat dans (S,<) la

section locale ( U Ul,s¢, U U;). Ainsi (§,<) estune classe inductive
iel el

® , .. . . N L
et (§7,<) une catégorie inductive, De plus, celle~ci est complétement ré-

guliere a droite, car U, < U entraine (U, ¢, U, )¢ S. =m

. o® . . .
Nous allons munir $° d'une quasi-topologie. Bien que la construc-
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tion puisse se faire directement, il sera plus simple de se ramener a la si-
tuation considérée dans le Chapitre I, Théoréme 9, comme suit:

Soit C:!_ la catégorie admettant ¢ pour sous-catégorie pleine et ayant
pour seuls éléments les éléments de C et un a ¢ € (alors a est une unité).
Si 7, est la quasi-topologie définie dans la Section B-1 a partir de 7 en
adjoignant @ 4 C, le couple (C},w_ ) est une catégorie quasi-topologi-
que. Soit P ola catégorie produit croisé correspondant & 1'espéce de mor-

-

phismes (5)*,(77+ .P) % k) associée a (Cysm,) . Notons ¢y la projec-

tion de P vers P, et P_= ¢1(n+0. 5).77_!_,,). D'aprés le corollaire du
Théoréeme 9 du Chapitre I, (P;T ,0) estune catégorie quasi-topologique, o

étant la quasi-topologie induite sur P par
)\(77+,77+D)x)x(n+o,n+o)><)t(n+,n+o).

Remarquens que 7, est la quasi-topologie déduite de 7, par adjonction

dea a C,.

THEOREME 9. [l existe une catégorie quasi-topologique (S.,;\'), iso-

morphe & une sous-catégorie quasi-topologique de (Pr, o). Si u; et u,

sont les surjections
§ b(asi,mg/U') et 3 (a,s,m/U),
s=(U"s,U)e S, l'idéal }:'(5) est formé des filtres F tels que

8.

o
uI(F)e)\(n,nﬂ)(ul(§)) et u2(F)e/\(77 ,na)(u2(§)).
PREUVE. Notons y et y, les injections canoniques, définies dans Ia Pro-
position 5, de la classe S(w,w,) (des sections locales de 7, dans 7 )
dans 77+.§).77+0 et de la classe S{m,,7,) dans 770+.3).770+. Notons u,
la surjection 5 b (7o,/U',Bs,mo/U), ot §=(U’ s,U)eS. Posons
2(3) =lyu;,youg yu,1(8) ;0na 2(5)e Py car
yur(8).youy(3) =y(a,Bs,m/U) = b'yuy,(5s),
b' étant l'application quasi-continue (17+,B+,7r+) définie par l'application

but de C:l-' Sion a aussi 5'=(U",s",U"') ¢S, on obtient

auy(3') =uy(5), don B(E(3)) = yuy(3') =a((3')).
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Les relations

ul(§'0§) =u1(§'), u2(§'o§) =(m,kls'Bs,s),m,/U),

u3(§'0§) =(wo/U",Bs'Bs,uo/U) :u3(§').u3(§),
ont pour conséquence

yu1(§'0§) :yul(’é'), y0u3(§'0§) =y, u3(.§').yau3(§),
yu, (3'03) =y(n,s'Bs,m/U) ®yuy(3) = (yu,(3') .y (3)) oy u,(3).
11 en résulte

E(5798) =lyupyougyu,l(3'es) =£(387).2(5).
Ainsi  définit un foncteur injectif de S® vers P,.Si P'=2%(S), nous
savons que (P’’, g/ P') est une catégorie quasi-topologique. Donc (S.,/\')
est une catégorie quasi-topologique, \” désignant la quasi-topologie image
de ¢/P' par 37T D'aprés la Proposition 6, la quasi-topologie ):(77,770)
est l'image, par y_l, de la quasi-topologie induite par A(n+,ﬂ+0) sur
v(S(m,ms)) s et Magmo) =y 1A ay pomy o) /y(S(merm,))). Si F est
un filtre de S, ona FeA'(5) ssi
yul(F) e,\(ﬂ+,n+a)(yu1(§)), yuZ(F) € )\(77+,77+0)(yu2(§)),
et VOUS(F) 6>\(77+a’ 77+a)(you3(§))a

c'est-a-dire ssi

uI(F) eh(n,na)(ul (3)), uZ(F) e)\(ﬂ,rr,,)(u2(§))

et u3(F) e)\(wo,ﬂa)(u3(§)).

Des relations précédentes, les deux premiéres signifient que F e A'(§)

(notation de 1'énoncé) ; si elles sont vérifiées, la troisiéme 1'est aussi car
)/aung) = B+()/u2(F} ) € /\(77_(..0’774_0) (u3(§))'
Ceci prouve que )\’ est identique & la quasi-topologie A" du Théoréme. ®

COROLL AIRE. 8 7 et 7, s'identifient ¢ des topologies T et T,, T, étant
localement compacte, la quasi-topologie N s'identifie a une topologie X

et (S®,3) estune catégorie topologique.

En effet, ceci résulte de la Proposition 7. ®
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Celebrazioni archimedee

del secolo XX, Siracusa 11-16 aprile 1961.

Vol. 1: conferenze generali e simposio di geometria differenziale,
pag. 25-37.

/56/

ARCHIMEDE ET LA SCIENCE MODERNE

p1 CHARLES EHRESMANN, A PARIGI.

Lorsque Monsieur Calapso m’a proposé, il y a quelques semai-
nes, de faire ici une conférence sur Archiméde et la Science me-
derne, j'ai ét€ bien surpris et embarrassé, Malgré mes scrupules,
yai finalement accepté, réellement tenté par Dintérédt du sujet,
entrainé aussi par le souvenir d’une premiere visite & Syracuse a
Poccasion du Congrés de I’ Union Mathématique Italienne a Taor-
mina. Cette visite était comme un pélerinage sur les lieux ol
Archimede avait poursuivi ses méditations. M. Calapso, ingpiré par
gson enthousiasme pour les Muathématiques et sa ferveur pour la
Sicile, me parlait alors de son projet d’organiser un jour, ici au
bord de la Mer Ionienne, un congrés des mathématiciens méditer-
ranéens. Aucun projet de congrés ne pouvait étre plus justifié que
celui-ci et il est réalisé aujourd’bui en hommage a Arvchimede,
Certes, les mathématiciens qui sont & Syracuse en ce moment ne
sont pas tous nés au bord de la Méditerranée, mais sans doute ils
se sentent tous un peu méditerranéens, car dans ce paysage lumi-
neux est née la Science qui occupe leur pensée. Quelle est la place
d’Archimeéde dans le développement des Mathématiques? Quels
sont les rapports entre Archimede et la Secience moderne ? Dans
quelles directions et dans quelle mesure la Science actuelle dépas-
ge-t-elle les conceptions d’Archimede et de son temps? J’essaierai
de donner sommairement guelques réponses a ces questions.

(C’est la notion de nombre entier qui a été & origine de toute
réflexion mathématique. En Grece les Pythagoriciens se sont pas-
sionnés pour la théorie des nombres entiers, attribuant méme un
sens mystique aux nombres individuels; pour eux tout est nombre,
Dieu étant Punité, Ils étaient plus théoriciens que calculateurs et
leur mystique du nombre entier, ébranlée seulement par leur décou-
verte des rapports irrationnels, a été plutét un frein pour le
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développement ultérieur de V’'idée de nombre. En fait, les Grecs
n’ont pas réussi 4 élaborer un systéme de numération convenant
pour la théorie et pour les calculs pratiques. Leur systéme était
un systéme décimal de juxtaposition, utilisant les lettres de Val-
phabet grec, les unités, les dizaines, les centaines et les mille
n’étant pas représentés par les mémes caractéres comme dans notre
systéme de position; le principe de position était approximative-
ment suivi & partir de la myriade jusqu’a la myriade de myriades.
Avant eux les Babyloniens avaient un systéme de numération 2
base 60, dont dérive notre calcul du temps et des angles en mi-
nutes et secondes. I1 avait Pavantage d’étre basé sur le principe
de position. Au second sieécle de notre ére, I’astronome Ptolémée a
Alexandrie I’a utilisé pour ses caleuls et ’a perfectionné en intro-
duisant systématiquement le ¢ de position. On sait gue nous devons
notre systéme décimal de position aux Hindous, qui 'ont inventé
environ huit siécles aprés Archimede, Mais initialement ils n’avaient
pas le 0 de position. Cette idée, aussi simple que géniale, ils sem-
blent Pavoir empruntée a Ptolémée,

Archimede a senti la faiblesse du systéme de numération grec
pour Pécriture des grands nombres. Bien avant lui, ce probléme
de nommer ou définir de trés grands nombres avait été une des
préoccupations des Hindous. Déja, comme on sait, le jeune Gauta-
ma, avant d’étre le Bouddha, montrait sa science deés grands nom-
bres dans le concours servant a départager les prétendants de
Ja belle Gopa. Dans son ouvrage, I’Arénaire, Archimede propose
un systeme permettant de nommer de trés grands nombres, en
particulier des nombres plus grands que le nombre des grains de
sable quw’il faudrait pour remplir la sphére des étoiles fixes. Dans
ce systéme, il définit des unités d’ordre supérieur qui sont 108 et
les puissances de 108 jusqu’a 4 = (10%)1%, Puis il définit les nom-
bres de la deuxieme période en prenant comme unité A et les
puissances de A4 jusquwa 41 prouvant 3 cette occasion la régle
du produit de puissances. Ce qui parait étonnant, ¢’est que le plus
ingénieus des mathématiciens grecs, réfléchissant sur le probléme
de la numération, n’ait pas inventé un systéme équivalent & notre
systéme décimal si simple et si efficace et qu’il ait fallu attendre
le seizidme sidele pour que ce systéme soit adopté en Europe.

Le plus curieux dans PArénairve, ¢’est I’hypothese utilisée pour
évaluer le nombre des grains de sable, qu’on trouve étre inférieur
a 109, Archimeéde, en effet, se référe au systéme héliocentrigue
d’Aristarque de Samos. (Vest la plus ancienne mention d’un systéme
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astronomique ne prenant pas la Terre comme centre de 1’Univers.
Archimeéde ne prend pas franchement parti pour ce précurseur de Co-
pernic¢, mais Pidée héliocentrique lui parait naturelle et commode du
point de vue géométrique. D’aillenrs des arguments sérieux pour oun
contre cette hypothése ne pourraient résulter que de considérations
sur la Dynamique. Or Archimeéde n’a pas dégagé le principe d’inertie
ou d’autres principes rationnels de la Dynamique. Il s’est certaine-
ment intéressé activement & I’Astronomie: Son pére était l'astro-
nome Phidias de Syracuse; son meillenr awi, Conon, éfait astro-
nome & Alexandrie. Cependant ’Arénaire est le seul éerit qui nous
80it parvenu ou Archiméde parle d’Astronomie, y décrivant en
particulier lVinstrument qu’il a inventé pour mesurer le diameétre
apparent du Soleil. On sait aussi qu’Archiméde est l'inventeur
d’un planétarium reproduisant fidélement les mouvements du Soleil,
de la Lune et de cing planetes par rapport a la Terre. Clest le
seul trophée du siege de Syracuse dont Marcellus a vounlu orner
sa maisou, et Cicéron, qui I'a encore vu fonctionner, en parle avee
la plus grande admiration le considérant, suivant son expression
méme, comme Pouvrage d’un esprit divin.

Les grands nombres interviennent dans un autre problémse
posé par Archimede, probablement en défi a son rival Appolonins
de Perga. (Vest le fameux probléme des vaches et des taureaux
d’Hélios en paturage dans les plaines de la Sicile. Le probleéme est
intéressant au point de vue de la théorie des nombres, conduisant
a résoudre en nombres entiers équation u® — v® =1 (ot 4 est un
entier sans étre un carré), équation appelée équation de Pell, bien
qu’elle ait été résolue pour la premieére fois par Lagrange et méme
dans des cas particuliers par les Pythagoriciens et par Brahma-
gupta. Elle joue un rdéle important dans Vhistoire de la théorie des
nombres. Sans doute ni Archiméde, ni Appolonius ne Vont résolue.
On a montré récemment (Amthor 1880) & Vaide des fractions conti-
nues que le nombre des boving d’Hélios d’une couleur donnée,
écrit dans notre systéme décimal, remplirait tout un gros livre,

En Mathématiques pures les découvertes les plus remarquables
@’Archimede concernent la mesure des grandeurs. On lui doit
notamment, exprimé en langage moderne, une valeur approchée de

1 10
i1 (a‘m savoir 3 | T < <l3+ ﬁ) , la relation entre Paire et le

périmeétre du cercle [2], Vaire latérale d’un cylindre et d’un cdne
de révolution [1], l’aire d’une spheére [1], le rapport entre le volu-
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ms (1) de la sphdrs ob celui du cylindre circonserit dount les bases sont
tangentes & la spdrs [1], Vaire d’un segment de parabole [7], Vaire
d’un secteur de spirale [4], 1z volume de Pellipsoide, d’un segment
de paraboloide ou d’hyperboloide [3]. Archimeéde a senti que ces résul-
tats formaient sa principale sontribuiion anx Mathématiques pures;
suivant sa volontéd, sur sa tombe devait étre représenté un cylindre
circonserit & une spherve avee Vindication du rapport de leurs volnmes

Y

. . . .3 .
qui est anssi le rapport de lenrs aires, a saveir 5 Ce symbole, porté

par une colonne, a permis & Cicéron d’identifier sa tombe deux sie-
cles plus turd. Comme celts colonune n’exigte plus, ne conviendraip-il
pas d’en driger une semblable guelque part & Syracuse comms
hommage rendu aun plas génisl des mathématiciens de VAntiquité.

La notion de grandeur est une notion intuitive appliquée de-
puis que les hommes ont en DVidée de comparer ou de mesurer
certaines choses. Dégager le contenn mathématique de cette notion
a 666 une des tAches majeures des mathématiciens jusqu’a nos
jours; les Greces out fourni la premiére contribution importante &
la clarification de ecette mnosion. Mals ils nont pas défini explicite-
ment la notion dune espéce de grandeurs. En style mathématique
moderne on pourrait préeigser leur idée de la maniére suivante : On
considere un certain ensemble d’éléments, par exemple Pensemble
des segmenta de droites de 1"Espace, et on suppose donnée une
relation d’équivalence, deux ©&léments équivalents étant dits de
méme grandeur. (’est la classe d’équivalence de 'élément A qui
étre appelée grandeur | 4 |. Par exemple, dans le cas des segments
de droites, deux segments sont égquivalents ou de méme longuenr
lorsqu’il existe un déplacement amenant Pun sur PVantre. On dira
que Pensemble des classes d’équivalence forme une espéce de gran-
deurs lorsqu’il est muni d’une addition commutative ot associative
et d’une relation d’ordre telle que | A|<C| B[ soit équivalent &
lexistence de 4’ tel que | 4 || 47| =|B|. Il en résulte en par-
ticulier lexistence d’une grandeur 0. Ces notions se définissent
trés simplement pour les longueurs, mais sont plus difficiles & dé-
finir pour les aires et les volumes.

(1) Alors gu’Archimede détermine effectivement les surfaces d’un oylindre
ds révolution, d’un obue de révelation et d’une sphére, ses propositions, ainsi
que celles d’Eudoxe (Euclide, livre XI1), concernant les rapports des volumes de
ses solides nentrainent par comire la vonnaissance de ces volmmes gu’a un fac-
teur constant pras.
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Archimede a eu le mérite d’énoncer explicitement 1’axiome qui
porte son nom, & savoir le suivant: Pour deux grandeurs | 4| et
| B| @une espéce considérée, il existe toujours un entier n tel que
n|ld]>]|L]. Comme Archimdde le remarque lni-méme, cette
propriété avait été utilisée implicitement par ses prédécesseurs, eu
particulier par Eudoxe, le plus original d’entre eux, mais ceux-ci
navaient pas senti la nécessité de la formuler comme axiome. En
laisgant tomber cet axiome, Véronese et Hilbert ont construit des
gystemes géométriques daus lesquels il n’est pas valable et qu’on
appelle les géométries non-archimédiennes.

Cest & Budoxe qwon doit la belle définition d’une proportion
ou de Pégalité de rapportde | A ] & | B| etde {C|a]| D], ou
| A | et | B| sont des grandeurs de méme espéce ainsi que | O] et

tD|: On a : 21;: = i g I| si, qusls que soient les entiers p et
q, Pinégalité p| 4 | <q| B | entraine p | C| < g | D |;de méme
plA|>q| B| entraine p | C| - q| D |;entin p| d|=gq|B]
entraine p | ¢ | =¢q | D|. Ceci sapplique dans le cas de deux

grandeurs commensnrables ou incommensurables. Au couple de
grandeurs ( | A |, | B|) est ainsi ussocié Pensemble des couples de
nombres entiers (p, q) tels que ;| 4} <<q| B|. Cest par cet
eénsemble de couples (p, ) quwon peut définir correctement le rapport
P4 ]
1Bl
nw'a pas été claivement posée psr les Grees, qui n’ont méme pas
dégagé avec précision la notion de nombre fractionnaire, correspon-
dant au cas particulier du rapport de deux nombres entiers, Mais
la définition d’Endoxe (3) conduit immédiatement A agsocier au couple

(|41, |8

. Cette définition, conforme nu style mathématique moderne,

) Pensemble des fractions % telles que p|A|<q|B|.

(est par cet engemble quwest défini pour wouns un nombre réel,
d’une facon plus préeise par la coupure correspondante dans Pen-
semble des nombres rationnels, conformément & la définition donnée
par Dedekind en 1872.

Mais la méthode actuelle de définition d’étres mathématiques
nouveaux par généralisation, ou mieux par passage a des éléments

(*) Uue définition plus ancienne de légalité de demx rapports est due a
4]
| B
fraction du nombre gue nous lui faisons correspondre,

Théététe ; elle revient & caractériser le rapport par le développement en

695



30 CHARLES EHRESMANN

de type supérienr tels que classes d’équivalence, suites, coupures,
etec..., semble avoir été trés éloignée de Vesprit des Grees. Ainsi ils

n’ont pas identifié le rapport ——ll—%—»:— avec un nombre et c’est la
principale lacune de leur édifice mathématique, lacune qu’ils ont
cependant réussi & compenser partiellement par leur algébre géomé-
trique, dont les éléments sont des longneurs de segments, des aires
de rectangles et des volumes de parallélépipedes. Cette algébre géo-
métrique. si ingénieuse mais difficile & manier, est une ébauche de
géométrie analytique, mais elle n’a ni lau souplesse, ni la généralité
de la Géométrie analytique créée par Fermat et Descartes, cet ontil
essentiel des Mathématiques modernes. Les Grecs, qui avaient pour-
tant une idée si claire du rapport de deux grandeurs incommensu-
rables, out en des serupules a généruliser franchement la notion de
nombre, & passer des nombres entiers aux nombres fractionnaires et
puis aux nombres irrationels. Faut-il voir 13 Pinfluence de Platon
qui se moqnait des esprits assez vulgaires pour diviser ’Unité, ou
une conséqnence de la prédilection des Grecs pour la Géométrie ?
Méme Archimede n’a pas franchi Pobstacle. Cependant il emploie
déja les fractions avee plus de liberté, il multiplie les rapports
pratiquement comme des nombres réels, définissant méme pour la
premidre fois [1, IT} nne pnissance fractionnaire d’un rapport, mais
il reste dans le cadre de Palgébre géométrique, ce qui rend la lecture
de ses oceuvres assez difficile pour nous, compte tenu aussi de Pab-
sence d’un symbolisme algébrique.

Si nous exprimons, suivant le point de vue moderne, le rap-

| 4]

port de deux grandeurs —A(»B—T par un nombre réel et si nous choi-
. ot | A |
sissons une grandeur |F comme unité, le rapport TE—F sera ap-

pelé mesure i (A) de | A| ou de 4. On définit ainsi une application
biunivoque de V'ensemble des grandeurs d’une espéce donnée sur
une partie des nombres réels positifs, Archimeéde et les autres Géo-
meétres Grecs ont toujours admis implicitement un autre axiome
équivalent au suivant: A tout nombre réel 1 correspond effecti-
vement une grandeur dont il est la mesure (3). Ceci est nécessaire
pour justifier de nombreuses constructions, en particulier la cons-

(?) Par exemple, pour les segments il suffit de poser I’axiome suivant:
Etant douné sur la demi-droite Ox un ensewmble de segments OP, contenus dans
un segment 0@, il existe un plus petit segment OP tel que | OPx { =< | 0P| .
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truction appelée neusis, qui consiste & placer un segment de droite
de longueur donnée de fagon que ses extrémités se trouvent sur
deux courbes données pouvant étre soit une droite, soit un cercle,
Ia droite support du segment passant par un point donuné. Archi-
meéde emploie trés souvent cette construction, qui ne peut pas se
faire, en général, par la regle et le compas; par exemple, il trouve
ainsi une méthode trds simple de trisection d’un angle [11].

En utilisant les nombres réels, la définition d’une espéce de
grandeurs, par exemple Pespéce des aires planes, est équivalente i
la donnée d’un ensemble de parties du plan que nous appellerons
surfaces planes et d’une fonction numérique positive u, appelée me-
sure, qui associe a chaque surface plane A sa mesure u(4) et qui
vérifie certains axiomes. Lorsqu’on traduit les raisonnements d’Ar-
chimeéde en termes de mesures, on voit qu’il suppose vérifides les
propriétés suivantes: 19 Si la surface plane A est subdivisde (9
en denx surfaces planes 4, et A,, alovs u(A) = u(A,) + n(4,).
2% Si la surface plane A est contenue dans la surface plane B,
alors u(4)<Z u(B). 3% Si la surface plane A’ se déduait de A4 par
un déplacement, alors u(A) = u(A’). Ces trois propriétés entrainent
la proposition suivante:

Etant donnés un ensemble de surfaces planes B, contenues
dans A et un ensemble de surfaces planes B, contenant A tels que
la borne supériemre des mesures u(B,) soit égale & la borne infé-
rieure des mesures u(B;), alors la mesure u(d4) est égale a cette
borne commune,

Ce qui précéde s’applique de méme & Despece de grandeurs
formée par les volumes de parties de 'espace appelées corps solides.
La derniére proposition énoncée donne une méthode pour détermi-
ner la mesure sz (Ad): C’est la méthode dite d’exhaustion, due 3
Eudoxe, qui I’a utilisée pour déterminer le rapport du volume de
Ja pyramide au volume du prisme de méme base et de méme hau-
teur ainsi que le rapport du volume du c¢béne au volume du cylindre
de méme base et de méme hauteur. C’est cette mdéthode quw’Archi-
mede applique avee des variantes, d’une fagon trés souple et sub-

(#) D’une fagon plus précise, cette propriété s’énonce de la manidre suivan-
te: Si Ad=d; L d, et si p(d4, N 4y) =0, alors pu(d)=pu(4,) + p(4y). Cela sup-
pose que l'ensemble des surfaces planes 4 forme un clan de parties du plan,
o’est-d-dire contient avee 4; et A4, leur réunion 4,u 4, et leur différence
4, —Ady=4,nC 4,. Tl en résulte d’aillenrs que 4,0 4, y appartient et que
Von a: p (4, udy) + u(dy 0 dy)=p(d)) + p(dy),
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tile, pour déterminer les aires et volumes déja mentionnés. Une
vingtaine de siécles plus tard, Cavalieri, Cauchy et Riemann n’em-
ploient pas une méthode essentiellement différente pour déterminer
Paire limitée par une courbe, I’axe des x et deux perpendiculaives
a cet axe. Cependant ils dépassent Archimede en ce qu’ils démon-
trent effoctivement Pexistence d’une aire lorsque la courbe est dé-
finie par une fonction continue quelconque ou une fonetion assez
réguliere, en démontrant que certaines sommes de rectangles ins-
crits et certaines sommes de rectangles circonscrits ont la méme
limite. Naturellement Archimede n’avait pas Pidée de considérer
une fonction quelcongue, notion qui est vraiment propre aux Mathé-
matiques modernes; mais, malgré cela, il doit étre considéré comme
le précurseur des créateurs da Caleul Intégral, qui d’aillears se sont
toujours référés 4 lui.

En posant les propriétés 1°-2°.3° énoncées plus haut comme
axiomes d’une mesure dans le plan ou dans Vespace, on peut mon-
trer qu’il existe un plus grand ensemble 97 de parties du plan ou
de DPespace contenant en particulier les rectangles ou les parallélé.
pipédes et muni d’une mesure u. Cette mesure est unique dés que
Pon a choisi Vunité de mesure et c¢’est la mesure appelée mesure
de Lebesgue; 9 est la classe des ensembles mesurables. Les recher-
ches d’Archiméde sur les aires et les volumes trouvent ainsi leur
Jjustification compléte dans la théorie de la mesure de Lebesgue. Le
prolongement moderne des travaux d’Archimeéde est done formé par
la théorie de la mesure et de Vintégrale de Lebesgue et plus géné-
ralement par les théories abstraites de la mesure dues a Fréchet,
Radon, Daniell, Caratheodory et d’autres. Ces théories jouent un
role fondamental dans ’Analyse Mathématique actuelle; en parti-
culier, elles sont la base de la théorie moderne des Probabilités. En
restant plus prés d’Archimede, nous trouvons la théorie de la me-
sure de Haar et la Géométrie intégrale (Blaschke, S8antalé) dont Vobjet
est ’étude de mesures sur un espace homogeéne, invariantes par son
groupe de transformations.

Rappelons qu’Archiméde a été le premier a déterminer V’aire
de surfaces courbes, 3 gavoir Paire des surfaces latérales du eylindre
et du cone de révolution ainsi que Vaire de la sphére. Le probleme
est plus difficile que dans le cas des surfaces planes ou des volu-
mes, car les trois axiomes énoncés pour la mesure ne suffisent plus
ici. En ajoutant un axiome exprimant une propriété de continuité
de la mesure, on montre que la mesure de Lebesgue définie pour
les surfaces planes s’étend de fagon unique aux surfaces courbes
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différentiables. Mais cet axiome fait intervenir une notion de conti-
nuité, donc de Topologie, dans 'ensemble des surfaces différentia-
bles. Or les notions de Topologie (°) ne sont pas dégagées dans les
Mathématiques grecques. Archimede a bien senti la difficulté; il la
surmonte en se bornant aux surfaces limitant un domaine convexe.
Il formule des axiomes concernant Paire de telles surfaces et ainsi
it aboutit encore & une méthode d’exhaustion pour déterminer les
aires considérées (5). Il a clairement va DPintérét de la notion de
sonvexité qu’il a introduite a cette occasion et qui joue un role si
important dans les Mathématiques modernes.

Dans son ouvrage sur les spirales, Archimede détermine non
seulement Vaire, mais anssi les tangentes & la spirale. Pour Archi-
méde une tangente & une courbe plane en un point 4 est, comme
pour ses prédécesseurs, une droite 7 passant par A telle que tous
les points de la courbe se trouvent du méme cH6té de T et qu’il
n’existe auncune demi-droite comprise entre la courbe et la tangente
T. Cette définition est pen satisfaisante et differe de la ndtre, ol
la tangente 7' est la limite de la corde AM Jorsque M tend vers
A. Texistence de 7T mn’entraine pas celle de 7', ni réciproquement.
Mais si 7 et T’ existent en un point, alors 7 est identique a T,
Archimede donne la propriété caractéristique de la tangente & la
gspirale par une démonstration par Pabsurde utilisant en particulier
une neusis. Mais, pour découvrir cette tangente, n’a-t-il pas fait un
raisonnement équivalent 4 un passage & la limite, qu’il §’est bien
gardé de transcrire ? (’est fort probable; car pratiqnement il posséde
la notion de limite d’une suite infinie, qu’il rencontre dans Papplica-
tion de la méthode d’exhaustion, en particulier dans la détermina-
tion de I'aire du secteur de spirale ou dn segment de parabole;
dans ce dernier cas il calcule en fait la somme d’une série infinie.
Ainsi nous voyons les liens entre la pensée d’Archimede et le Cal-
cul différentiel moderne, lequel a son origine dans la détermination
des tangentes par Fermat et dans les travaux de Leibniz et de
Newton., Cependant on sent ieci combien un outil équivalent au
Calcul différentiel moderne manque & Archimeéde, car actuellement

(%) Pour le plan, le véritable axiome de nature topologique est I’axiome de
Pasch, équivalent & la propriété: Le complémentaire d’une droite admet deux
composantes connexes, Cet axiome intervient chez les Grecs, mais seulement
d’une fagon implicite.

(8) On peut montrer que toute surface limitant un domaine convexe admet
effectivement une aire,
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N

la détermination des tangentes 4 une spirale se rédunit & un calcul
de quelques lignes. Cette remarque ne diminue en rien le mérite
de Pauteur du beau traité sur la spirale; nous pouvons, en effet,
espérer que les mathématiciens des siecles futurs auront des métho-
des permettant d’exposer simplement ce qui paralt encore bien com-
plexe dans nos travaux actuels.

C’est par ses recherches de Mathématiques appliquées qu’Ar-
chimeéde a acquis ses plus grands titres de gloire et c’est dans ce
domaine qu’il fait figure de pionnier, ouvrant la voie a des sciences
nouvelles. Il est le vrai créateur d’une Statique et d’une Hydrosta-
tique basdes sur des principes rationnels, permettant une analyse
mathématique. Dans son traité sur 1’Equilibre des Plans il donne
un systéme d’axiomes conduisant & la loi du levier, cas particulier
du théoréme général du moment cinétique; il Papplique pour déter-
miner les centres de gravité des triangles, trapeézes, segments de
parabole [5], segments de spheére, de paraboloide, d’ellipsoide ou
d’hyperboloide [10]. Ces recherches de Statique ont joué un role
prépondérant dans ses découvertes de mathématiques pures, comme
il Vexplique dans sa « Méthode des théorémes mécaniques ». En réa-
lité, la loi du levier V’a guidé pour peser en quelque sorte les aires
et les volumes, ce qui montre quau fond son idée intuitive d’aire
ou de volume a été une idée de physique. Cette méthode a été re-
prise par Pasecal sous le nom de balance d’Archimeéde.

Son ouvrage sur les Corps Flottants, le plus pénétrant de ses
travaux, donne des axiomes simples dont il déduit d’abord le fa-
meux principe qui porte son nom et qui lni permettent d’étudier
les positions d’équilibre de corps flottants. En particulier, il obtient
des résultats trés préeis sur le segment de paraboloide flottant. Ses
méthodes sont & Vorigine d’une science rationnelle de la construe-
tion navale.

Cependant Archimaéde, qui est le créateur de la Statique, n’a
pas abordé le probleme de la Dynamique. Celle-ci est une création
esgentiellement moderne, due a Copernie, Galilée, Kepler, Newton.
Indirectement les Grecs y ont contribué en fournissant & Kepler
et 4 Newton loutil indispensable formé par la théorie des coniques.
Ces courbes, considérées pour la premiére fois par Ménechme, ont
été étudides trds sériensement avant Archimeéde, qui se réféere a des
ouvrages perdus d’Aristée et d’Euclide. Mais Archimede enrichit la
théorie de propositions nouvelles qui lui servent de lemmes dans
gses travaux sur les aires et les volumes. Le beau traité sur les
coniques d’Apollonins w’a pas épuisé le sujet, puisque, sous Pin-
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fluence de Pascal, Desargues et d’autres, la théorie des coniques et
des quadriques est aussi devenue un domaine important de la Géo-
métrie moderne surtout dans le cadre de la Géométrie projective.

Archimeéde a consacré beaucoup d’efforts & donner des applica-
tions pratiques de ses découvertes théoriques. I n’a pas jugé utile
(ou assez digne, selon les conceptions platoniciennes) d’écrire des
livres sur ces applications et nous n’en connaissons pas les détails.
Mais ces applications ont largement contribué a sa renommde, plus
que ses découvertes mathématiques. On dit qu’a Paide d’un systéme
de leviers et poulies inventé par Archimede, le roi Hiéron de Sy-
racuse a pu procéder tout senl au lancement d’un bAteau qulon
n’avait réussi a faire bouger pur aucun autre moyen. C’est peui-étre
a4 cette occasion qu’Archiméde a prononcé ses fameuses parvoles:
« Donnez-moi un point d’appui et je souléverai le monde », paroles
qui pourraient étre Porgueilleuse devise des Mathématiques appli-
quées et surtout des Mathématiques appliquées moderunes.

Pendant le siége de Syracuse, Archimede a montré que les
Mathématiques pouvaient étre terriblement efficaces. A-t-il vraiment
incendié la flotte romaine par un systéme de miroirs 2 (7) Ce n’est pro-
bablement qu’une légende, mais il est certain que les machines s
son invention étaient le principal atout des défenseurs de la ville
et qu’elles semaient la panique parmi les soldats de Marcellus. Les
découvertes mathématiques d’Archimeéde étaient trop éloigndes des
préoccupations des Romains de son temps pour étre comprises par
eux, mais le role qu’il a joué dans la défense de Syracuse leur a
inspiré la plus grande admiration,

Archimede, le mathénaticien type, doué d’un extraordinaire
pouvoir de concentration, que d’antres qualifient de distraction, s’est
révélé homme d’action particulierement efficace. Depuis le temps
d’Archimeéde, les possibilités d’applications des Mathématiques ont
singunlierement augmenté. Méme les esprits soi-disant réalistes, qui
ont tendance a voir dans les Mathématiques supérienres des spéeu-
lations éloignées de la réalité, commencent a s’apercevoir de leur
erreur. Ce sont souvent les problemes posés par la Physique ou
P’analyse de situations concrétes de nature quelconque qui ont amené
les mathématiciens a eréer leurs théories les plus générales et sou-
vent les théories les plus abstraites sont les plus indispensables
pour les applications. Lies Mathématiques de PAntiquité étaient en-

(") Un ouvrage d’Archimdde sur les mireirs ne nous est pas parvenu.
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core bien limitées dans leur domaine et dans leurs résultats. A
leur édifice se sont ajoutées de nouvelles constructions: la Théorie
des Ensembles, P’ Algébre moderne, la Topologie, le Calcul différen-
tiel et intégral, la Théorie des fonetions et ’Analyse fonetionnelle,
la Géométrie différentielle, la Géométrie algébrique, Ta Théorie des
Probabilités, la Logique Mathématique, la Cybernétique, etc. ... Les
Grees ont donné par leur Géométrie le modele d’une théorie axio-
matique et sur ce modele Archimede a construit la Statique. Mais
depuis la découverte des géométries non-eueclidiennes ou non-archi-
médiennes, on ’est rendu compte de la possibilité de beaucoup de
théories, correspondant & des structures mathématiques différentes,
chacune d’elles pouvant convenir un jour a Vétude d’une situation
coneréte. Dés lors, le champ d’application des Mathématiques est
devenu pratiquement illimité, dans les Sciences, dans la Technique,
dans VOrganisation de la Société, dans la Stratégie militaire ou
économique. Leur efficacité s’est encove acerue dans des proportions
fantastiques grice au développement des machines & caleuler, cer-
veaux €lectroniques qui dispensent le cerveau humain de répéter
un trés grand nombre de fois des opérations mentales élémentaires.

Ainsi Ia production industrielle et Porganisation de la Société
dépendent de plus en plus du fonctionnement de machines comple-
xes. Mais pour maintenir tout ce systéme en marche, il faudra un
nombre toujours croissant de personnes ayant une solide instrue-
tion mathématique. Est-il concevable que ce systéme s’arréte un
jour dans la confusion ou Vindifférence, faute de cerveaux capables
d’en pénétrer le sens et de continuer le mouvement de la pensée
de ses créuteurs, comme la Science de IAntiquité a perdu sa vita.
lité aprés Archimede et g’est €teinte en Europe peu de siécles plus
tard ¢ Pour que ce sort soit évité a notre civilisation, une condition
au moins est nécessaire, & savoir que la Société actuelle et future
sache former non seulement un nombre suffisant de techniciens et
d’ingénieurs bien instruits, mais aussi de vrais mathématiciens a
Pimagination créatrice.
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COMMENTS ON PART I1-2
by Andrée CHARLES EHRESMANN

INTRODUCTION

The general comments of this Part II-2 point out:

- precisions, necessary corrections /75 /, omitted proofs /54/ ;

- concrete motivations and examples in Topology, Differential Geom-
etry and Analysis, which led to the general theory of /75, 76, 92,81/, in
particular the inciting role of /54/ ;

- more striking or stronger statements, e. g.: the universality of se-
veral types of completions of ordered categories (467.1, 541.1, 562.1), the
representation of second kind foliations as maximal rockets or as atlases
in categories of local jets (580.1), the local triviality of «good» microtran-
sitive categories (642.1);

- connections with other literature and further developments, for ins-
tance on atlases, cohomology /75/, transverse structures of foliations
/ 54/, recent applications of topological groupoids in Differential Geom-

etry, Topology and Analysis /92/.

The Synopsis contains a motivated summary of the papers, in a

modern presentation, and stresses their interrelations.

We take up the terminology and conventions indicated in the introd-
uction to the Comments of Part I[I- 1. Let us recall that the comment numb-

ered Y.X is the X-th comment on page Y, and that the symbol

9 warns of real flaws or omissions,

+ denotes more substantial addenda.

705



COMMENTSON /62/

GENERAL COMMENTS

ON /62/: COMPLETION DES CATEGORIES ORDONNEES.

The results of this Note are taken back from /75, 76/, to which

we refer for proofs and comments.

435.1, Cf. /75/, Proposition 7-2.

436.1. Cf. /75/, Corollary 1 of Proposition 9-2 and Proposition 5-2.

436.2. Cf. /75/, Corollary 2 of Proposition 12-2.

437.1. Cf. /76/, Theorem 2-2. In /76/, more general kinds of rockets
are also defined.

437.2. Cf. /76/, Corollary of Theorem 32-2.

438.1. Cf. /76/, Theorem 4-2.

438.2. R. un isomorphisme i.o. une équivalence .

438.3. Cf. /76/, Theorem G-2. A universal characterization of (éL,<) is
given in Comment 541.1.

438.4. Cf. /76/, Theorem 7-2.

438.59R. C* o X(C-,)*.

Indeed, X (C- ,<)’L is not functorially ordered, since an atlas F
lesser than a subgroupoid B may not be a subgroupoid (e.g., if €
is the pseudogroup of transformations of a topological space).

438.6. References 1, 3, 4 are reproduced in O, III-1, and reference 2 in

o, II-1.

ON /71/: COMPLETION DES CATEGORIES SOUS-PRELOCALES,

This Note sums up Section 3 of /76/, to which we refer for proofs
and comments.
439.1 Ticfl satisfies the conditions to be a strict regular rocket, except
that g (F ) #a(%l) and B(F,) # a(ﬁ'l) . The good property is giv-
en in /76/, Proposition 1-3.
439.2. CL. /76/, Theorem 1-3.
4401 9R. eta(f) A0 #B(f) si f#0.8i io. .Si.
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440.2, Cf. /76/, Proposition 4- 3,

4411, Cf. /76/, Theorems 2-3 and 3-3.

441.2. Cf. /76/, Theorem 2-3 and its corollary.

441.3. Cf. /76/, Theorem 4-3 and its corollary.

442.1. Cf. /76/, Theorem 5-3, and Comment S562.1.

442.2. Cf. /76/, Corollary of Theorem 5-3 for the first assertion. The sec-
ond assertion is proved in Comment 562.1.

442.3. The theorem follows from the Completion Theorem, since ](@ <) °
is easily proved to be a sublocal groupoid when C is a subprelocal

groupoid.

ON /75/: CATEGORIES ORDONNEES, HOLONOMIE ET COHOMOLOGIE.

This paper, published in the Proceedings of the «Colloque intema-
tional du C.N.R.S.: Structures feuilletées», Grenoble, 1963 develops a
lecture given at this meeting. The text has been written in a hurry and not
taken back later on; it remains several imprecisions corrected in the fol-

lowing comments.

443.1. Rockets are defined in /76/ and used to embed a subprelocalcat-
egory into a sublocal one. But they have not been applied in cohomo-
logy theory. In fact, ordered categories are a special case of double
categories ; later, Charles developed a cohomology with values in mul-
tiple categories and, more generally, in enriched categories, which
gives a partial answer to the two problems raised in this introduction
(cf. /73,74,91, 102/ in O, HI-2 and IV-1).

444.1. The problem is solved for subprelocal categories and for preinduc-
tive ones in / 76/ (cf. also Synopsis, Section D.1).

444.2. The intended paper has not been written.

446.1. The order on atlases is not the inclusion (for which fBI’ .B. 531 may
not be the least atlas containing B) but the «full inclusion» order,
defined in Corollary 1 of Theorem 2-2.

449.19 G(C") does not identify with a subcategory of é(@' }, because
a(F'.F) may be strictly greater than a( F), in which case the comp-
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449.1... osite (b(F'),F'.F,a(F)) of the images of F' and F in
Cf'(@) is not contained in the image of @(@) . However, if C'is a

groupoid, a(F'.F) =a(F) and @(€C") becomes a groupoid.

449.2+ Atlases: Examples and generalizations :

Charles introduced atlases and maximal (or complete) atlases to
construct structures locally isomorphic to a given transformation pseu-
dogroup I' (cf. O, II-1, Synopsis, Comment 284.1 and /125/). They
are atlases in the groupoid of topological spaces, right compatible
with a component of I'. In /47, 85/, the construction is adapted to
get the complete enlargement of a local species of structures (e. g.
associated sheaves). Groupoids of atlases of a subpreinductive group-
poid and their orders are studied in /68/, with an application to com-
pletion theorems. In these papers, the charts of an atlas are isomor-
phisms. But the example of second kind foliations in /47, 52/ sug-

gested to define atlases with non-invertible charts, as it is done here.

Let us give two important cases of atlases:

1. If G is a group, an atlas of G reduces to a class g. B modulo a
subgroup B, and the groupoid ({(G ) of atlases is an inductive group-
oid for the inclusion order. Joubert, in his Thesis [50], proves the
following results: An ordered groupoid S is called a localization of
the group G if G is a subgroup of S and a final sub-poset; then there
exists an ordered functor S ({(G ) ; conversely, any functorially or-
dered groupoid S’ is universally embedded into a localization 5' of
the group reflection of S°. The construction of 3" is an essential tool
for exhibiting in [ 50] a foliation with a given holonomy groupoid.

2. In a category C, an atlas F left compatible with a discrete sub-
groupoid B} reduces to a section of the source map a over a(F).
More precise local sections of a topological category are studied in
/92/ (cf. Comment 660.1). If € is a groupoid, an invertible atlas
F: B> B, where B, and B: are discrete, is a partial section of
both ¢ and 8 ; in the terminology of Renault [156], it is a C-set. The

composition of C-sets [156] is but the pseudoproduct associated to
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449.2... a subgroupoid of the ordered groupoid of atlases considered in

Theorem 2.2.

Atlases have been generalized in several ways:
1.If F: B> B is an atlas of the category C, then F may be thought
of as a distributor (in Bénabou's sense [ 96 ], or Lawvere's profunctor
[135]) from B to B'; whence a lax functor from the category A
of atlases into the bicategory of distnbutors, Atlases are so identified
to the distributors between subgroupoids of €, which are «represent-
able» by morphisms of C and whose two actions are transitive on the
opposite fibres (i.e., B' acts transitively on each g-fibre and dually).
The associative up to isomorphisms composition of distributors is
clearly suggested by the composition of atlases (which is associative
because deduced from the associative composition of C).
2. If € is an ordered category, atlases in which the change of (non
invertible) charts is only locally defined are considered in /76 / under
the name of rockets (cf. the corresponding comments) ; they are applied
in completion problems for subprelocal categories.
3. Let § be a class of categories containing the subgroupoids of C.
Let f}’mqé be the category of §-pro-objects of C, which is the free
completion of C under projective limits indexed by members of 4. A
morphism of ?mge may be described (c¢f. O, IV-1, Comment 199.1) as
an atlas A from P:1-Ceo Q:] - G, where [, [ ¢ g, that is P and Q
are functors and 4 is a class of triples a: i > j satisfying:
(i)iely jel, and a: P(i)> Q(j) in C;
(i) Q(y).a:i- ' belongs to A foreach y:j-j"in [ ;
(iii) For each object j of J, the set
joA=ta:i>j ind|iel}
is the class of objects of a component of the comma category Ph
An atlas F: B> B of C is identified with the atlas 4 from Bc_, C
to B'c_, C consisting of the triples f:a(f) -~ B(f), fe F.In this

way, the category é(@) of atlases becomes a subcategory of ?mge
and of the dual of ?mgopGOP , which is the free cocompletion of €
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449.2... under §-inductive limits. If B and B' are subcategories (not sub-

groupoids) of €, an atlas from B, C to B' <, € is a class of mor-
phisms of € on which B and B act and with «zig-zags» (i.o. iso-
morphisms) of B as changes of charts (on the right); if it has also the
dual property with respect to $', it will be called an atlas from B to
B'. These atlases form o category which contains @(G) as a full
subcategory.
4, Frélicher [123] constructs a «good » cartesian closed cate gory cont-
aining the smooth manifolds thanks to the data of both charts (or coor-
dinates) and co-charts (or curves). His method suggests the following
definirion. Let € be a category, B and B' be subcategories. A bi-
atlas (F, G ): %+ B' consists of two classes of morphisms of € such
that the conditions (1) and {ii) are satisfied:

(1Y F=tfeCB(f)eBs, [.CC B,

G :{geg ! a(g)g%é, F_gng'§;

(i) a(F)=Be=p(6G), B(F) =By =a(G), F.BCF,C.FC%.
If C is a groupoid, an atlas F: B - B' is identified to the bi-atlas
(F, F1). Frélicher considers the case € = Set and B' is a given
submonoid M of &et ; he proves that the bi-atlases to M are the ob-
jects of a complete and cocomplete cate gory, which is cartesian closed
iff M is a coresian monoid. In particular, if ¥ = C*(R,R), it is
cartesian and the category contains the smooth manifolds.- Second kind
foliations may also be described via bi-atlases (with transversal sub-

spaces as «Curves»).

45¢.1. {} is the caregory of posets, also denoted by Ond ; and @ defines
it as an initialstructured concrete category (or, it is a «topologicaly
functor, in Herrlich's [128] sense).

450.2. The morphisms of Q' are called strictly ordered maps /85,86/.

450.3+ Ordered categories as intemal categories;
Let us recall the notion of a structured category introduced in /58,
63/ and studied in several papers (O, III-1, I-2) : If p: H » Set is

a concrete functor, a H-structured category is an intemal category C
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450.3... in H sent by p on an ordinary category. C is H((H' Ky, Hv )y~
structured, where H' and H* are subcategories of H, when the source
(or domain) morphism a and the target (or codomain) morphism 3, from
CZ to C,, are contained in H', while the composition morphism «:
G, - CZ is contained in H" . It is }((H‘ Sy estctured if k is in
H* and if the morphism

[B,a]5 C] > CxCorx l"(ﬁ(x}’a(x))
is in H'.

In particular, f)-structured categories are internal categories in the
category of posets; ordered categories are the Q-structured categories
in which the order induced on each Hom-set is trivial, For instance,
an ordinary ordered group is a Q-structured cate gory, but not an or-
dered category {(except if the group is to} ).

Several kinds of ordered categories are studied in this section;
most were introduced in earlier papers, by abstraction from concrete
examples (cf. Synopsis of Part II-1 and the guide /86/). Quasi-ind-
uctive categories are defined here because categories of atlases (The-
orems 2-2 and 3-2) as well as the complete holonomy groupoid of a fo-
liation (Section 3) are quasi-inductive, but not subinductive, categ-
ories. Ordered categories have been studied by several authors (cf.

Comments of O, II-1 and Comments 454.1, 562.1).

451.1. Q"N fll' consists of the etale maps f: M > M' ; they are in 1-1 cor-
respondence with the presheaves over M' (Synopsis of O, II-1).

451.2. A usual terminology for aggre gates is «join».

451.3. R. partie non vide i.o. partie .

452.1. A subpreinductive category is an ordered category in which any two
upper-bounded morphisms have a meet that is preserved by the source
and target maps. For their study, ¢f. /67 / (in O, III-1).

452.2. The exact reference is Theorem S of /67 /.

453.1. A functorially ordered groupoid /G3/ is an ordered groupeid € in
which the source map a: Cos G, is etale; or equivalently, Cis a

semi-regularly ordered groupoid in which the class C, of objects is
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downward closed. For other characterizations, cf. O, II-1, Comments
137.1 and 262.1.
454.1+ Pseudoproducts :

In a transformation pseudogroup 1", the pseudoproduct of the maps

f:U->U"and g: V-V is

gf: THUNV) > g(UnV):x bg(f(x)) .

It is introduced in /125/, to simplify computations on atlases comp-
atible with I'. By analogy, the composition of an inductive groupoid or
category is extended /47,53/ into the everywhere defined pseudo-
product. In subpreinductive groupoids, the pseudoproduct is only par-
tially defined /68/, and its definition is also valid in ordered categ-
ories /G7/ ; however this definition is slightly modified here to get
better existence criteria.

A characterization of (pre)inductive groupoids via the properties
of their pseudoproduct is given in /53, 126/ ; it is generalized to sub
inductive groupoids in /68/. A similar result is proved by de Barros
for regularly ordered categories or groupoids whose class of objects
is downward closed and (sub)preinductive [93, 94].

Rinow extensively applies pseudoproducts, in the sense of /G7/, in

his paper on completions of ordered categories [78].

458.1. R. assez réguliére i.o. réguliére .

463.1. R. sous-classe i.0. sous-catégorie . Cf. Comment 449.1.

464.1. Add a(F;) et B(F;) saturés par induction dans af F ) et B(F)
respectivement.

464.2. R. isomorphe i.o. équivalent .

467.1+ Weak relative completion:

If C is a subpreinductive groupoid, it has as a weak relative com-~
pletion the groupoid O of complexes of € (cf. Theorem 3-4 of /68/
and Comment 306.2, in O, II- 1). Let us show that é' is then identical
to the groupoid & defined here.

More generally, let € be any regularly ordered groupoid, and de-
note by é the full subgroupoid of the groupoid ({(() of atlases whose
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467.1... objects are lesser than an identity of C (ics also a full subgroup-

oidoféf). A

PROPOSITION A, € isa re gular quasi-inductive groupoid, each mor-
phism of which is a sub-aggregate of morphisms of C.

A. Each F in @ is the sub-aggregate of {f> | fe F}.Indeed when g
is in B(f>) . F.a(f>) , then gf'l exists and is lesser than the iden-
tity e, where e” bounds B(F) ; it follows ga(f) <ef, from which
we deduce

g=B(g)galg) <B(g)galf) <B(glef<B(flef=f.
Hence f> < F. Moreover each upper bound G< F of {f> | feF} is
equal to F, because fe G C F foreach f in F implies G = F. V

Now let C be a functorially ordered groupotd. ® has a simpler des-
cription: Two morphisms f, f' are said to be compatible if fe =f'e
and e’'f=e'f' for each e lesser than aff) and a(f’) and each e’
lesser than B(f) and B(f'). A class A of morphisms is said com-
plex of C if A is downward closed and if its members are, pairwise,
compatible. It is easily seen that A is a complex iff it is downward
closed and if AA™! and A"l A consist of identities. If each complex
A of C whose source (A4 ) and target B(A) ate upper-bounded ad-
mits a subaggregate, C is relatively complete. For subpreinductive

groupoids, the notions of /(68 / are recovered.

PROPOSITION B. If C is a functorially ordered groupoid, @ consists
of the complexes F of C such that a(F) and B(F ) are upper-boun-
ded; its order is the inclusion. Moreover, (C,C) is a relatively com-

plete local groupoid.

A. The first assertion is clear. The second one is proved as Proposi-
tion B of Comment 306.2 (O, II-1). The join of a compatible family
of complexes is its set-union. V

If C is a subpreinductive groupoid, ® has the following universal
property: Let Qgc be the category of relatively complete local group-

oids, with functors preserving joins and finite meets; let §* be the
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467.1... category of subpreinductive groupoids, with functors preserving

finite meets (but not subaggregates).

P ROPOSITION C (Weak relative completion Theorem). If C is a sub
preinductive groupoid, C is a reflection of C from G into Qgc
Same proof as Proposition B of Comment 306.2 (O, II-1), which

corresponds to the case € is a preinductive groupoid. V

If C is any functorially ordered groupoid, its embedding in the re-
latively complete local groupoid e might not satisfy the same univer-

sal property.

467.2+ Complete allases:

A manifold is often described as a class of equivalent atlases; but
Charles stressed the fact that among all these atlases there is a max-
imal one. In / 125/ he proves that an atlas 4 compatible with a trans-
formation pseudogroup I' is included in a maximal one, which is the

unique complete atlas A containing 4 ; and he gives an explicit cons-

truction of 4. He gets a similar result for atlases in a prelocal group-
oid in /68/, where he defines a (weakly) complete atlas as a regular
atlas F which is closed under joins of upper bounded (in F) families.
In a regularly ordered groupoid, joins, or even relative joins (subag-
gregates) may not behave well; hence the concept of a regular atlas
introduced here. An atlas 4 compatible with a transformation pseudo-
group I" (asin /125/) is regular iff AT C 4, thatis iff A contains

the restrictions of its charts to smaller objects of I' and if 4 is clos-

ed under the action of I".

467.3. Cf. /52/, in this volume.

469.1. It follows from this proposition that, if € admits an admissible sub-
aggregate, it is unique (though it may not be a join of C).

472.1 Y Replace by: FH' s'identifie & un sous-groupoide ordonné de f’.

473.191If fe H’, the set f> may not be closed under admissible subag-

gregates (for instance, if V' is a simple open set, / and U’ disjoint

distinguished opens in }V which have the same leave-closure in V,
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473.1... then Uu U’ is an admissible subaggregate of {U, U'} C V>, but
it is not lesser than V ) ; let f> be its closure. The map f }-» f> de-

fines an isomorphism from H' onto a subgroupoid of H'. This map pre-

>

serves the order; indeed if f< g, the inclusion B(F) . ?.a(f_>)Cf”
(whence the equality) comes from the following remark: if f' is an

admissible subaggregate of K C g> , if
a(f') = U Ui and B(f') = Vv U;’ Ui<a(f)’ U'<B(f)
ie¢l jel ]
then f' is also the admissible subaggregate of the set
(| JEeK, ie[,je]:h<]c,a(h)<Ui,ﬁ(h)<Uj'},
and this set is included in f>. |

On the other hand, an atlas 4 ¢ ' may not be greater than f> for

some f¢ A, so that the last assertion in the proof is false.

474.1. F:i » ¢ is the discrete fibration associated with 7 (already in-

troduced in /47, 126/ ).

475.1+ The construction has been suggested by the method of complete

enlargement of a local species of structures, which leads to study

groupoids of atlases compatible with a subpreinductive discrete fibra-
tion /47, 85/.

1f € is a groupoid, the subgroupoid of ({(€) with discrete objects

(or C-sets, cf. Comment 449.2, Example 2) acts on the partial sections

of the fibration 7 by restriction; this action of C-sets is used by

Renault [156] and by Westman [168] to study the cohomology of a

groupoid with values in a sheaf of abelian groups.

4771927 O(G' ) may not be a subcategory of Z_o(@) (cf. Comment 449.1)

if C is not a groupoid.

478.1 ¥ Delete catégorie (cf. above comment).

478.2+ The composition of atlases is a particular case of the tensor pro-
duct of distributors (cf. Comment 449.2) ; so is the action between at-
lases and subfibrations; the composite (B',F, B)[ B,#", S| may be

seen as a representative of the product distributor

1__(ﬁ___>93_,__li_.>?)' »
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where ¢ is the distributor associated to the discrete fibration 7.

481.1. Theorem 2 proves that ordeted (resp. quasi-inductive, subinductive)
species of structures are in 1-1 correspondence with the intemal dis-
crete fibrations %:i » € in the category Q of posets (resp. §v of
quasi-inductive classes, §& of ‘subinductive classes) such that the
induced orders on the Hom-sets of C and on the fibres of 3 be trivial.
It generalizes results of /85/.

485.1. Etale species of structures over a discrete category @, correspond
to presheaves over the order of G, (cf. O, II- 1, Synopsis).

486.1. R. un isomorphisme i.o. une équivalence .

The discrete fibration associated with Z?(;]) generalizes, and if
7 is a subpreinductive species of structures, contains the category
of 7-compatible weakly complete atlases constructed in /85/.

488.1. The notion of an action of a category on a category is equivalent
to a split fibration and to a Cat -valued functor (O, II-2, Comment
440.2).

489.1+ Functorially ordered categories :

An ordered category C is functorially ordered iff €, is downward
closed and a morphism lesser than a composite is composite of lesser
factors. It is so in particular if ¢ has the property:

If feC, ecC, and e<a(f), there exists one and only one f'<f

with source e.

This remark cuts down the proof to its first five lines.

In {93, 941, C. de Barros gives a characterization of a functor-
ially ordered category C in which C, is (sub)preinductive by pfoper-
ties of its pseudoproduct: it must satisfy the axioms of a «regular»
monoid (algebra). That generalizes results of /53, 126, 68/.

490.1. The functor 7 : S 5 €@ is constructed in /70/ (and in / 122/ Chap-
ter IT) ; it is the split fibration,also called Grothendieck category asso-
ciated to the action of C on the category 3. Looked at as an ordered
functor, it is an intemal fibration in the category of posets (O, III-2,

Comments 440.2 and 475.1).
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492.1. The proof uses the fact that § is downward closed in 3 , result
which follows from 2 functorially ordered (Proposition 1).

494.1. The proposition comes from /70/ (O, 1II-2).

495.1 TAdd: si (C,<) est sous-prélocale .

In this case, if [ = LJJF = 6F', where FCCZ and F'CC2 then

FAF'={gng' | geF, g'eF'},

since € is subpreinductive, and the distributivity axiom gives

Lenr =cbrincdF) =1 .

495.2. The term «ordonné» does not mean that ¢ (nor ® ) preserves the
orders.

496.1. This definition makes sense when { generates (C, < }, which is not
always true (cf. Comment 495.1). The context (Proposition 5) seems
to indicate that the definition should be: (¢ is any subcategory of both
€; and C2 which generates ((C,<).

497.1 9 Proposition S is valid if the definition is modified as said in Com-
ment 496.1 and if (C7,<) is subprelocal.

498.1. If (@' ,<) is subprelocal, C generates it.

The proof is shorter if the crossed equivalences are replaced by
equivalences between the corresponding sections of the fibration.
498.2. CZ is not necessarily the intersection of ¢ and C] , but any sub-

category generating (G,<) and contained in Cr\,CI .

499.1. NY(C',<) is a subcategory of the category of diagrams of C.

499.2. The second assertion is valid if (C',<) is subprelocal ( Comment
497.1).

499.3 + General cohomology :

This section adapts the theory of 1-cohomology of a split fibration
(as it is defined in /70/) to the case of internal fibrations in categ-
ories of posets. However the orders are probably not sufficiently taken
into account.

Let us recall that Charles published several papers on cohomology,

developing a general non-abelian cohomology theory (/73, 74, 84, 91,

717



499.

500.

COMMENTS ON /75/

3... 102/, in O, -2 and IV-1). For comments, €.g. a comparison

with other cohomology theories, ¢f. O, III-2 (Synopsis and Comments
450.1, 450.6, 579.3).

We still mention two recent papers on cohomology in topoi:

1. Duskin [116] gives the following much simpler interpretation of the
Grothendieck-Giraud non-abelian 2-cohomology [124] of a Grothen-
dieck topos E: A bouquet is an internal groupoid in E which is lo-
cally non-empty and connected; if K is a global lien, H2({ E; L) de-
notes the class of connected components of the category of bouquets
which have lien isomorphic to L ; Duskin constructs a 1-1corres-
pondence between H2( E; L ) and Giraud's 2-cohomology set of E with
coefficients in L .

2. Bourn [ 99 ] exhibits an equivalence from the category of abelian
complexes of length n to the category of internal n-categories in Ab ;
by restriction, Ewt"(Aj,, A ) is equivalent to the category of (n-1)
simply transitive internal actions of A, (identified to an abelian group
in (n-])-Cat) on (n-])-categories in Ab with object group 4, .
Whence an interpretation, valid in any topos with NNO, of n-extensions
from an abelian group to Z in terms of internal actions in {n-1)-Cas;
it is compared with Duskin's interpretation in terms of p-torsors (cf.

[115] and, for n = I, Johnstone [ 48 ]).

1+ Sheaves of categories :

In his Thesis [42], Haefliger develops a cohomology with values
in sheaves of groupoids (over a topology) for defining ["-structures,
so giving a manageable generalization of second kind foliations (cf.
Comment 580.1). His theory is drawn along the lines of the cohomology
with values in a sheaf of non-abelian groups, which provides a char-
acterization of fibre bundles as 1-cohomology classes (Dedecker [114],
Frenkel [1221). ‘

Presheaves and sheaves of sets over a locale L. are the same as
etale and complete ordered maps over L (O, II- 1, Synopsis). Similarly,
let 7:3 5 C be the ordered fibration defined (Theorem 1-5) by the
action K of (C,<) on the ordered category (&,<) ; let 7: Cx3 5 C
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500.1... be the ordered discrete fibration corresponding to the ordered

501.

501,

species 7 =[(C,<),(%,<),K]. As ¥’ is afunctorially ordered cat-
egory (Proposition 1-5), # is an etale (resp. complete) ordered map iff
7 is so; then the presheaf (resp. sheaf) of sets defined by 7 upside-
down «is» a presheaf (resp. sheaf) of categories P~ over (C,<).

If # is an etale local fibration, its completion as a local map (O
II-1, Synopsis) gives the sheaf of categories lsﬁ associated of P,
i.e. the reflection of P~ into the category of sheaves of categories
over (C,<). If € reduces to a locale, e.g. a topology, we recover
the usual associated sheaf of categories. If € is right completely reg-
ular, f)fr is the associated sheaf of categories over the canonical site
defined by (C,<) (0, II-1 Comment 143.1). In fact, for presheaves of
categories over any site a similar construction of the associated sheaf
is done by Felix [120].

Stacks are complete non-necessarily split fibrations over a site,
and any fibration over a site admits a reflection into stacks (Giraud
{124 1). Bourn [100] proves that the associated stack classifies weak-
ly representable internal distributors in the topos of sheaves for the
epimorphism topology. His proof lies on the construction of the asso-
ciated (ot completion) stack given by Bunge [105] for stacks over a

regular category or a topos.

1. The covariant map (i, ) associated to the l-cocycle (Ui’gji)
of the sheaf of groupoids is defined as follows: the objects of C are
all the open subsets of one of the U,. 21 consists of all the triples
(U,j,i) with UC UiﬁUi ;and vy (U,j,i) is the restriction to U of
g (defined on Uiji).

Conversely, if (i-,y) is a covariant map, we have the l-cocycle

(Ui,g].i) such that
U, =U if (U,i,i)e 21 and gji:¢(ljimUj,j,i).

29 For &, to bea groupoid, the definition must be modified: Z; con-
sists of all the triples (U",U',U) of objects of C with U" C U'nU,
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the covariant map associated to & is defined by:
H(U", U, U =g (U™, U L g (U, U).

501.3. The ordered l-cocycle depends upon the choice of (U,i,i) for
each i, but its cohomology class does not.

501.4. It has not been published.

502.1. As X is not preinductive, two members of & may not have a meet,
so the preservation of meets by 7 must be replaced by:

If s, s"arein C and if V<r[s), V<u(s"), then

Vcoulnf§)] §<s, 5<s'.

502.2. 7 is (etale and) complete iff it corresponds to a sheaf over H' (cf.
Comment 500.1).
505.1. Transverse measures of foliations used by Plante [ 147}, Ruelle &

Sullivan [158], ..., may also be defined in this way.

ON 76/ : COMPLETION DES CATEGORIES ORDONNEES,

507.1+ Completion Problem :

Several completion problems originated in the construction of struc-
tures via atlases compatible with a given transformation pseudogroup
(cf. /125, 47/ and Synopsis in O, II- 1).

In /68/ a prelocal groupoid is universally embedded into:

(a) a complete local groupoid, i.e., there is a join for each family of
morphisms which are compatible (they agree pairwise on the meets of
their sources and of their targets);

(b) a relatively complete local groupoid (each compatible family of
morphisms whose sources are upper bounded as well as their targets
admits a join);

(c) a local groupoid.

In each case universal solutions are explicitly constructed, first under
the condition that meets only be preserved («weak solutions»), then
with preservation of meets and joins.

In this paper, the construction relative to the localization problem
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507.1... is carried out to embed (sub)prelocal (P) categories into (sub-)

508

508.
508
508.

509.

509.
511,

511

512.
512.
515.
518.

local ones.

A weak solution for case (b) is given in /75/ for the subpre-
inductive groupoids. Similar problems for local species of structures
and local functors are solved in /47, 85, 110/ .

The term «completion» is also used for the embedding of a category

into a category admitting some kinds of limits (cf. O, IV).

.1. R, prélocaux i.o. sous-locaux .

2. The intended paper has not been written.

.3. It is an internal category in the category { of posets.

4. All the results of the paper remain valid without the hypothesis that

(G-y,<) is a semi-regular Q-structured groupoid 1if, in Definition 1,

the technical condition (‘(B'}/’ <) is semi-regular is omitted (we'll point

out the slight necessary modifications).

1. Atlases were introduced to unify the comnstruction of manifolds,

fibre bundles, foliations, ... Rockets were suggested by the second

kind foliations /47, 54/ in which the charts are not 1-1 and thechan-

ges of charts are only «locally» defined (Comments 563.2 and 580.1).

However rockets are less precise, so they are refined later on.

2. R. atlas régulier j.o. atlas .

1. The hypothesis 53}; semi-regular is only used here to assert the

existence of g7 . It may be by-passed if we write more simply that:
[ifo<itf and g"flfy=f"f<fig-fy=flfi<f"f

2. Condition (C) means that two morphisms lesser than f,with the

same source (resp. target) are isomorphic. It is satisfied e. g. if C is

a functorially ordered category, or a semi-regularly ordered groupoid or

a semi-regular subpreinductive category.

1. This (non-essential) proposition requires that C* be semi-regular.

2. The results remain still valid if @y is not semi-regular.

1. Same comment.

1. Same comment.
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1+ Maximal rockets :

They were defined by analogy with maximal (or complete) atlases.
As for atlases, two regular rockets are equivalent (or define the same
maximal rocket) iff their set-union is a rocket (proof of Theorem 5).
This last condition is not sufficient for non-regular rockets, whence
the more complicated equivalence of Theorem 3. In a local category,
a maximal rocket is complete, i. e. closed under joins.

A concrete method for constructing maximal rockets is the follow-
ing one: Let € be a local category over et and p: C > Set the for-
getful functor; let fj’\(e) be the topological category of its atom-
mic local jets (defined in /53/, Section 7). If A is an atlas of fj\(@)
(in the sense of /75/) andif A is open for the (etale) topology the
set F of its solutions is a maximal rocket; F consists of the mor-
phisms h:s-s'in C such thatji‘h € A for each x in p(s).

For instance, second kind foliations are maximal rockets of thecat-
egory C* of r-differentiable manifolds constructed in this way (Com-
ment 580.1). It follows that the category of manifold schemes (Van
Est [164]) is asubcategory of the category of maximal rockets of (%,

whose objects are downward closed subgroupoids of C*.

1. R. fusée réguliére i.o. fusée .

1. As in the preceding section, the results are valid when Gy is not
semi-regular if %y , in Definition 1, is not required to be semi-regular.
1. (Fj,) is a strong condition. For instance, it is not satisfied by sec-
ond kind foliations. In a functorially ordered groupoid, it implies the
rocket is an atlas.

1. Gy need not be semi-regular.

1. It is not necessary that B and B' be upper-bounded.

2. As before, the results remain valid if Gy is not semi-regular,

3. R. isomorphe i.o. équivalente .

538.4. R. un isomorphisme i.o. une équivalence .

541.

1+ Weak localizations of preinductive categories :
Let Pind be the category whose objects are the regular preinduc-

tive categories and the morphisms the functors preserving finite meets.
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541.1... Let Loc be its (non-full) subcategory whose objects are the reg-
ular local categories, and the morphisms preserve both finite meets

and all joins.

WEAK LOCALIZATION THEOREM. foc is a reflective subcateg-
ory of Pind, a reflection of C being the category C* (Theorem 6).
A. 1. Cis a regular inductive category; to prove that it is local, let

B and fBi, i¢l, be objects of é, where the %i are upper-bounded

by e, and let us show that
(i(E It ) iel (5 )

Indeed, suppose g in the first term; as VfBi = U,(Bio e, uﬂii o, there
exist j, j’¢ such thatafg)e a(33].m53), B(g)e a(%j,m%) ; it fol-
OWS :

geua(BnB). e’ va(B,nB)=V(B.NB).

Notice that F belongs to C iff it is a downward closed subset of €
such that F = 8(F ).f>. a(F) for every upper bound f of F. In parti-
cular, o(f>) = f>.

2. The embedding rc: € » e preserves finite meets (but not joins).
Let ¢ C > S be a functor to a local category which preserves finite

meets (resp. of upper-bounded families). It extends into

3:C>8: Flo Vo (F).
That @ is the unique functor which preserves joins and finite meets
(resp. which is inductive) is proved as in Prop. B of Comment 306.2

(O, II-1). Hence r ¢ is a reflector into fac. (That does not contradict

the corollary of Theorem 6, because Lac is not full subcategory.) V

COROLLARY. If C is a preinductive groupoid, C is the reflection of

C into the full subcategory of Lac uhose objects are the local group-

oids.

A. Then C consists of all the downward closed and upper-bounded
subsets, i.e., of all the bounded complexes of C. Hence it is the

weak localization of C (with preservation of finite meets only) cons-

tructed in /68 / (O, II- 1, Comment 306.2). V
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1. R. un isomorphisme i.o. une équivalence .
2. R. isomorphes i.o. équivalentes .

1. R. un isomorphisme i.o. une équivalence .

543.2. The condition @y semiregular may still be deleted.

545.
547.

547.
547.

554.

559.

562.

1. R. fusée réguliére i.o. fusée.

1. A regular inductive category satisfying condition (P) is called
strongly regular in /110/. It means joins are preserved by «change
of base» and image.

2. Cf. /71 / for another example.

3. Gy may still not be semiregular.

1. J(C,<)® is the category of local jets (in the sense of /53/) as-
sociated to the embedding C ., §(C€',<). If € is a functorially
ordered groupoid, J(C", <)® is also one.

1. Condition (U) means that ¢ preserves subaggregates.

1+ (Sub)localization Theorems :

Condition (P) is essential to construct J (€',<). The completion
(or, more precisely, sublocalization) Theorem 5 may be strengthened
into the Sublocalization Theorem for (P ) subprelocal categories :
PROPOSITION A. J = (J(C,<)®,<) satisfies (P), and it is a re-
flection of (C™,<) from the category of (P) regular subprelocal cat-
egories and inductive functors, to the full subcategory wiih objects

the (P ) regular sublocal categories.

A. It follows from Theorem 5 as soon we prove (P) is satisfied
by J. B
L §=(9(C <),<) satisfies (P). Indeed, let (F,f)¢J be such that

(F,
a(F,f)=a Vf)(%i,ei). Then a{'f):a\gf)ei and, by (P) in C, we

have f=V fe, . By the construction,
(E.f) —
VIF (B, e) =(FB ), fI<(FLf);

for each g in F, afg)e ua(%i)a(f)> implies there exist ¢g'¢ 551-
o
such that af g) = Ve;, whence by (P) in C,

g=\;ge§e(1}73i)f>u
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562.1... It follows that (F, ) is the (F,[)-aggregate of the (F ,f)(%i, €;)-
The result. comes by duality.
E
2. ] satisfies (P): If N¢J and ¢ ®(N) =V E;, we may chose repre-
sentatives (F,{) of N and (%i, e;) of E, such that
(B;,e;) <a(F,f) in §.
Part 1 proves that (F,f) is a sub-aggregate of (F ,f)(fBi, e;), so
— N _ N
N=v(F,f)= Vo ((F,f)(B;, e)) = VNE,,
and condition (P ) is satisfied. V

As a consequence, we deduce:

PROPOSITION B. If C is a regular prelocal category satisfying (P )
sois J; and J is areflection of C, from the category of regular pre-
local categories satisfying (P ) and inductive funciors, into the full
subcategory of regular local categories satisfying (P ).

Proposition B, which is the «Localization Theorem» for (P ) pre-
local categories, may be compared with the weak localization The-
orem (Comment 541.1).
PROPOSITION C. Let C be a regular prelocd category satisfying (P).
Then its localization J is a quotient of its weak localization C.
A. € is the universal embedding of € into local categories preserv-
ing finite meets; hence the embedding 6:C- J factorizes into

C- é@»j, where @(A) = Ke for each A¢ C.

We have to prove that ® is onto; it comes from the fact that each
F¢ ] satisfies F = B(F).f>.a (F) for any upper bound [ of F (cf.
proof of Proposition 5.3); hence F belongs to é and ® is a retrac-
tion from C onto j \Y

Propositions A and B specialize to give the following (Sub)local-

ization Theorem for (subjprelocal groupoids /71/ :

PROPOSITION D. () If C is a subprelocal groupoid, so is -], and
J is the reflection of C, from the category of subprelocal groupoids
and inductive functors, into the full subcategory of sublocal groupoids.
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562.1...( ii ) Same assertion, with (pre)local i.o. subfpre)local.

A. ] is a groupoid, since N=p(F,f) admits D(F'I,f'l) as its
inverse. If N is lesser than an object 7(B,e), then N has a repre-
tative (A,a)< (B, e ) ; the relation A< a< e implies A consists of
objects; hence N is an object of J. A regular sublocal category
which is a groupoid whose class of objects is downward closed is a

sublocal groupoid. Hence J is a sublocal groupoid. V

If € is a prelocal groupoid, j has been constructed in /68 / and
its universality with respect to functors preserving joins and finite
meets is proved in /66 /. Notice that the universal property given
here is somewhat stronger, since any inductive funcror (i. e. a functor
which preserves meets of upper-bounded finite families and all joins)
® from C to a local groupoid & factorizes through J . The difference
just comes from the context, because the main point of /GG / was to
get the universality of the completion of C, not of its localization,
through which only functors preserving joins and all finite meets fac-
torize.

The completion problem has also been studied by Rinow [77, 78].
His basic assumption is that € is a regularly ordered category such
that C, be subpreinductive and that

e'e=¢e¢" =ee’ if e, ¢' are objects and e’'< e

(which implies (, is downward closed). He then constructs a univ-
ersal embedding of € into a quasi-inductive category which is a com-
plete lattice

- with preservation of meets (take all downward closed subsets of (),
- with preservation of meets and joins, when C, is prelocal and (P)
is satisfied (take all downward and join closed subsets of @).

He also exhibits subcategories of these «large» completions, e. g. a
universal localization of €, under somewhat stronger hypotheses than

here. For groupoids, he finds back results of /68 /.

562.2. R. prélocal i.o. sous-local.

In fact, the results of the present paper only encompass the local-
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562.2... ization theorems of /68, 66/, not the completion or relative com-
pletion theorems given in these articles. For a generalization of the

weak relative completion theorem, ¢f. /75/ and Comment 541.1.

ON /54/ : STRUCTURES FEUILLETEES:

This article is included in the present volume, i.o. in O, I with
the older papers on foliations, because it extensively applies results on
ordered categories and complete enlargements given in /47, 53, 68, 85/
(O, II-1). It is not the case for the Note /45/ which defines locally sim-
ple foliations and states the Stability Theorem; so this Note is inserted
in O, I, where it emphasizes Charles's interest in topological foliations,
not only foliated manifolds.

We are at the junction between the older concise papers on Differ-
ential Geometry and the more explicit ones on Category theory. Here, some
proofs are briefly sketched, others are entirely developed. We will provide
missing proofs only for propositions useful in the sequel. We refer to O,
I for more comments on foliations, e. g. on foliated manifolds.

Some parts of this paper are developed in a manuscript of Largillier
from notes taken at a series of lectures on foliated structures I gave in

Paris and Amiens (1972).
563.1. The only posterior paper (partially) dealing with foliations is /75/.

563.2+ Foliations with singularities :

An important literature has been devoted to foliated manifolds, spe-
cially in the last fifteen years (cf. Comments in O, 1). Some pro-
blems require foliations with singularities, so that several generaliza-
tions have been proposed:

- The topological foliations studied here were introduced by Charles
in his early fifries lectures; in particular, locally simple foliations
offer a good framework for stability questions; they have not been
well exploited.

- A close notion is Reeb's generalized dynamical systems (cf. Sec-

tion 2-I for the exact relationship). They were defined to obtain a ma-
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563.2... nageable species of local structures which englobes foliated ma-
nifolds and classical dynamical systems. In [155], Reeb studies the
stability and limit properties of leaves (also called trajectories ),
Poisson stability and recurrence, limit points, wandering trajectories.
- Second kind foliations are introduced in /47 /, along with the BaS-
foliations (or foliations with additional ‘structures on leaves and on
transverse spaces) as instances of local structures obtained by the
complete enlargement method (cf. Sections 4-1, 5-1 and Comment 580.
1). They provide a concept of foliation which includes some singular-
ities and stresses the «transverse structure».

- Foliated manifolds are not preserved by inverse image along a con-
tinuous map. To remedy it, Haefliger introduced his [-structures {42},
inspired by second kind foliations (cf. Comment 580.1). As an applica-
tion, he proves that a compact real analytic manifold with a finite first
homotopy group (as S;) admits no codimension 1 analytic foliated
structure. In [125) a classifying space is defined for [-structures,
and used to study characteristic classes of I™-foliations and their link
with the cohomology of the Lie algebra of formal vector fields.

- Recently several authors have took an interest in quotients of fol-
iated manifolds. Pradines [152} defines a QF-aias as an onto map
g such that two points in the same g¢-fibre have locally ¢g-diffeomorphic
neighborhoods and the fibres are totally disconnected. A (F-manifold
is an equivalence class of QF-atlases. QF-manifolds generalize Barre
Q-varieties [ 921 and Molino foliages (equivalence classes of folia-
tions) [143], and they contain all the quotients of foliated manifolds.
In {112,152} it is developed a cohomology for QF -manifolds, along
the lines of Barre's cohomology for Q-varieties.

- Van Est manifold schemes (164] are related to the QF-manifolds
and to second kind foliations (c¢f. Comments 580.1, 586.1). They were
introduced to describe non-separated manifolds, such as quotients of
foliations or non-separated analytic groups, which restore a 1-1 cor-
respondence between Banach Lie algebras and simply connected ana-

lytic groups. In [ 97 |, manifold schemes are used to study foliations
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563.2... on the 2-torus and on the Klein bottle; in {164}, an analytic
connected and simply connected 1l-dimensional manifold scheme is
proved to be a tree, whence a simpler proof of Haefliger's theorem.
- A more abstract generalization consists in replacing topologies by
paratopologies (or locales) in the definition of a foliation. Such para-

topological foliations are studied by Coppey [18], Tanré [87].

564.1. Only isomorphisms are defined, because it is not clear what a mor~
phism should be: a map which is continuous for both topologies may
not preserve leaves; a continuous map which preserves leaves may
not extend into a functor between the holonomy groupoids.

565.1. The concept of a pure chain is simplified in /75/ (Section 3).

565.2. Proof: It comes from the following facts:

- If F is a leaf and x¢ F, the set consisting of the y¢ F which are
linked to x by a pure chain is open and closed in F, hence is ident-
ical to F. (It is closed because of the first proposition on page 566,
which should be given beforehand.)

- If Q is an open subspace of T and if the pure chain [" has its
first link W; contained in Q, then [" is included in the leaf-closed

subspace generated by 1,

566.1. The pure chain is constructed by induction, thanks to the preceding
remark at each step.

566.2. Proof: Let us prove that a simple leaf F is proper, which amounts
to prove that, if U/’ is an open neighborthood of x in T/ Fand T/U'=
T'/U', then U’ is open in T/ F . Indeed, as T’ is regular, U’ cont-
ains the closure " of an open neighborhood U” of % in T'/F, and
U" may be taken as the trace on U’ of a distinguished open neighbor-

hood Vof xin T'. As VAU"=VnU" =V NU’, we have
VAF =(VnU")u(Vncl”);
It follows VAF =VnU"CU', since VNF is connected. Hence,
U' is openin T/F . The other assertions are easily deduced.
567.1. Cf. /110/ (O, II-1).

568.1. These immersions are not to be confused with the (classical) dif-
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ferentiable immersions.

568.2. R. de E contenant x i.o. de F .

The concept of a limit point has been suggested by Fox's comple-
tion of what he calls a spread [121) (or etale space with singular-
ities) g; the elements of the associated to g complete spread are just
the limit points of the map g.

568.3. The proof comes from the following easily proved assertion: Let
(T,T') be a simple foliation, F a leaf and X a filter on F which
converges to x in T and with a basis B satisfying properties (1) and
(3) of the definition of a limit point for f: T'/F C_, T ; then x is in
the closure of ' and B generates the filter trace of the neighborhood

filter of x in T.

569.1. It follows from the fact that X is a limit point of the leaf F over
x iff the trace of X on a simple neighborhood U of x is a limit point
of the unique plaque of U containing a ( I'-connected) member of X.
572.1. Foliated manifolds are introduced in /19/ ; their theory is deve~
loped in Reeb's Thesis { 75 |; cf. also /30/. For more comments
we refer to the comments of O, 1.
G #G'-foliated manifolds are defined in /47 /, as well as the spe-
cial case of local products.
§72.2. R. qui peut &tre non i.o. non .
574.1. Analytic foliations are e.g. studied by Haefliger { 42].
574.2. S; XS/ is just a notation for the pair (§;,S/), not a product in
a suitable category.
575.1+ On the definition of { B #5¥ )-foliations :
(B #%), is the local class product of B, and %0 . However %#%

(and B #% ) are sublocal, not local, classes: a family

hp: Sx S s SEX ST e,
may have two different subaggregates A and k', since b and k' have
only to coincide

on U(SéXS'i]) not on USéXUS'L}.
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575.1... The forgetful functor B #% » Jop preserves meets of bounded

576.

finite families, but not joins {«presque au-dessus», in the terminology
of /85/). The laxified products are the objects of the enlargement
of B+ over CJpr, which is just subinductive /85/ (Corollary 2 of
Theorem 4-2). It follows that the concept of a compatible class C
cannot be defined as in inductive classes (2 elements of € may not
have a meet), but it must be localized. The corresponding complete
enlargement of (B #%), is the local class X (B #F) of the B #Ffol-
iations. Notice that ( B#%) is alteady constructed in /47 / (Sec-
tion IV-2), by a slightly different method which by-passes the recourse
to subinductive classes. The groupoid B #% is replaced by the local
groupoid consisting of the local isomorphisms of B #%: they are the
triples f: §,%X 5} » S,X Sy such that the bijection f from an open
subspace of 7{S5; )X7(S}) to an open subspace of T(S2)><r(52' ) be
a join of morphisms of the here defined B #%.

1. It is a subinductive groupoid (/85/, Theorem 4-2).

576.2. The proposition comes from the transitivity theorem for complete

577.

578.

579.

enlargements (/85 /, Theorem 9.3).

1. Fibered structures are similarly defined in /47/ (Section IV-3).
For commentaries and history on fibre bundles, cf. O, I.

1. At the time this paper was written, Kodafra and Spencer had just
published a series of important papers [132, 133] on «variations of
structures », -and Charles was directing Srinivasacharyulu's thesis on
this subject [161],

1. ® is the class of objects of the comma category pilp. As p and
p; preserve joins and bounded finite meets, p; ¢ p is -an inductive

category. The homomorphisms from 3 to B constitute the join-closure

of S’Vg in ®,

579.2. S is the join category of p: B » Jap and Py ZsTep /77/.

580.

1+ Second kind foliations, U-structures and manifold schemes:
Second kind foliations are introduced in /47 /. In their definition,
the term atlas has a wider meaning than it has in /75/ ; in fact, such

an atlas is a maximal rocket of &, but not a strict one, in the sense
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580.1... of /76 / (which concepts have precisely been suggested by these
foliations).

However a second kind (5,9 )-foliation may alternately be describ-

ed as an atlas (in the sense of /75/) of the category ?}A(f\j) of atomic

jets of the local category 35 over det. This category is a topological

category for the etale topology on the jets (or germs /53 /, n° 7).

PROPOSITION. There is a I-1 correspondence between second kind
(B, D )-foliations on Z € B, and atlases Fh of L:SA(%) which are left
compatible with a (component closed subgroupoid of) SM(B), open
for the etale tpology and such that o(F») = (jNZ | zep (7))},

A, If A is a (B, )foliation, AX the set of the local jets of itsele-
ments and B the full subgroupoid of YN (B ) with object class 8 (4N,
then AM is an open P Left compatible atlas of ?SK (83) Conversely,
we associate to the atlas FM the set F of its solutions. F consists
of the (S, h,Z")¢ 85 such that ]‘i\‘hf FM for each xepy(Z'); then
F is a(%,9)-foliation on Z. V

In particular, let us take for 3 the groupoid japy of topological
spaces, for B a pseudogroup [' of homeomorphisms between opens
of a topological space B ; let T'M be the local jet groupoid SA(F).
A second kind (I, Jap )-foliation on a topological space Z is ident-
ified with a M left compatible open atlas A of M Fap) such
that 7 = ¢ (A?‘ ). Whence a comparison with two other related notions

the interest of which is stressed in Comment 563.2.

1. A T-structure on Z is an element ( of the first cohomology set
of 7 with values in the sheaf of groupoids formed by the local jets
from Z to ['} (Haefliger [42], cf. also /75/). Then, if (fi’fji) is
a l-cocycle in €, for each pair (f;, f].) of charts and each x in the
intersection Uji of their soutces, there is given an invertible local
jet y’]fi, namely ]2f”, such that

Ao '
y?i’]xfi_/);fj’ Vii=VEjVji Vhere x'=f;(x),

x . .
the map =x > yji is continuous on Uji .
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1... It follows that the set A% of all local jets jAf, xca(f,), def-
ines also a second kind (l—‘,gap)—foliation on 7 ; but the data of
C is more precise, since it not only requires the existence of a jet vy
with y. iR, = jAf (as in a (I', Top)-foliation), but it makes a co-
herent choice among all such jets. If I" is a subpseudogroup of the
category T of r-differentiable manifolds, a I-foliation [42] is a -

structure on an r-manifold Z whose charts fi are submersions; then

it is equivalent to a regular (I, @) foliation (Example 1 page 582).

2. Let I be a downward closed subpseudogroup of the pseudogroup
A p oflocal r-diffeomorphisms of an r-manifold B, which contains all
the identities. M =(B,T") is called a manifold scheme (van Est [164])
and [ its set of gransitions. M is also characterized by the data of
the groupoid of local jets 3)‘(1_‘) , which is an open subgroupoid A
of \@SA(AB) containing all the identities; [' is the set of solutions
of TM. The inductive limit of the functor [° C, Jap is the quotient
of B by the relation

x~y{x) foreach ye ', xealy);

it is denoted by TopM in [ 97]. Let p: B » Top M be the surjection.

If M'=(Z,[’") is another manifold scheme, a set 4 of local r-
diffeomorphisms from Z to B defines a morphism M'> M iff A isa
(T, C")-foliation on 7, with AT'"C A. Then, by quotient, A defines
a map a: TopM'~> Top M such that pf, for each f¢ A, is a restric-
tion of (Z-R Top M’ 2> Top M ).
1. € must satisfy conditions (2) and (3).
2. Homomorphism means r-differentiable map.
1. It is the converse which is proved in Example 2: a B #{} -foliation
admits an underlying second kind foliation.
1. A topological groupoid isan internal groupoid in Jap /92/.
1. This order induces an order on ¥/p , strictly finer than the quotient

order of 5.

.2. 3 and H' are regularly ordered groupoids, but not preinductive

groupoids. A completion of [/’ is constructed in /75 / (section 3).

.3 91t is not an inductive class (joins may not exist),
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586.1+ The kolonomy groupoid and the transverse structure:
Transverse local jets and the holonomy groupoid i’ are introduced
in /45/. They are the basic tools for studying the transverse structure

of a foliation. Let us give seme applications:

1. Transverse morphisms : The quotient scheme of a foliated manifold
recently constructed by Van Est ([ 97 ], Section 4-1) reduces toitsho-
lonomy groupoid. Similarly, if (T, 7T’} is a locally simple foliation
on FE, its holonomy groupoid H' determines the (r =0 ) manifold
scheme (p = ( Vg, H"), whete Vj is the disjoint sum of all the trans-
verse spaces l:’, with U a simple open of £, and H' is the groupoid
of holonemy isomorphisms. Now the identities of simple opens U also
generate a manifold scheme My on F, and the set of all the canon-
ical maps U » U defines a morphism ggp: Mg > Qp ; or (equivalently,
according to Comment S80.1) the second kind (H', ffap )-foliation on
E underlying (T, T'); so Qp is the quotient scheme of (T, T").

If (T,,T;) is a locally simple foliation on E] , a morphism A4:
QE] > QE of manifold schemes is given by an atlas AN of the category
of local jets !A: ]A(TQP), left compatible with i{' and closed under
the action of i?['l (or by a ssconc{ kind (H', Jop )-foliation on VE]);
A defines a continuous map E, > E (which may not come from a map:
E, > E). Such a morphism A is called a transverse mormphism from
(T,,7T;) to (T, T"). The category of transverse morphisms between
locally simple foliations is isomorphic to the full subcategory of the

category of atlases of ]>t with objects the holonomy groupoids.

2. The differentiable holomomy groupoid: Pradines [149, 130] has
equipped the holonomy groupoid H' of a foliated manifold with a dif-
ferentiable structure for which it becomes a differentiable groupoid
with [B,al: H > ifo' Xi],,' an immersion. More generally, he gives a
universal characterization of the differentiable holonomy groupoid of
a QF-manifold [153] ; that makes up the link with manifold schemes.

Recently, Connes [108] has considered this differentiable holonomy
groupoid H® of a foliated manifold (with a different, but equivalent,
description) and applied to it his general theory of integration based
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1... on transverse measures on a measurable groupoid. His main result
is an Atiyah-Singer Index Theorem for an elliptic operator on a leaf
of a measurable foliation of a compact manifold. He also compares
transverse measures on H' and transverse measures to the foliation

in the sense of Plante [147], Ruelle and Sullivan [158].

3. A categorical construction of a foliation with a given finite holo-

nomy groupoid is made by Joubert [ 50 | (cf. Comment 449.2).

1. E*{w), constructed in /45 /, shows how to replace alocally simple
foliation by a simple one. It is used e. g. in the Stability Theorem.

1. The morphisms of € /r may be identified with the irreducible point-
ed pure chains. The order on € does not give on an order after quo-
tienting by r; its quotient relation p only generates a preorder, and
r' is the congruence on € /r generated by p . The proof that there
exists a quotient groupoid of € '/r by p lies on the fact that €/r,
considered as a subclass of € and equipped with the induced order, is

a functorially ordered groupoid.

1. Each path of F is «included» in a chain of € . Conversely,

R(F)
if the elements of R(F ) are simply connected, each chain from x to

x' contains a path from x to x'. It follows that @%(F) is then (iso-

morphic to) the fundamental groupoid of F', and @%(x) to the fund-

amental group. A fortiori, £ (x) is the universal covering of F'.

R(F)

1. This stability theorem is indicated without proof in /45/, with
the assumption T' regular(i.o. Hausdorff). It generalizes the stability
theorems for foliated manifolds (/19 / and Reeb [ 75 ]). Haefliger [42]
adapts this theorem to I'-structures. Cf. also comments of O, L.
1. R. est le saturé de w; dans 4; i.o. =uw;.

As it is said, w; would be saturated in A;, so that A; might not

contain the closure of w; (Condition 1).

1. E*(F;) has not been defined. It is obtained by glueing together

the spaces E*(w; ), where w; are simple opens which cover F; and
each of which F; intersects as an elementary transversal space.

1. For locally trivial groupoids, cf. Comment G42.1.
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The proof comes from the fact that the groupoid of all r-jets is local-
ly trivial.

618.2. It's a particular case of the equivalence between continuous actions
of locally trivial groupoids, and fibre bundles /50/.

623.1. R. pour un certain k<r, on a y,{2')¢e F i.0. pour k=r, on a
vfz')e F.

623.2. Add irréductibles .

As the riemannian space F is reducible, there exists two supple-
tary foliations satisfying the hypotheses of the theorem (cf. de Rham
[1571).

624.1. For the definitions, cf. /6, 28/.
625.1. R. différentiable i.o0. topologique .

ON /92/: CATEGORIES TOPOLOGIQUES,

The article is devoted to the study of topological categories, in
the sense internal (more precisely, structured) categories in the category
Jop of topologies. The first part uses results on internal categories given
in O, HI—l; but, as the main definitions are recalled, it may be read in-
dependently from the general theory. The more original second and third
parts are centered on topological problems linked with orders: «quasi-uni-
form» structure of a microtransitive category, ordered and quasi-topological
category of local sections of a topological category and its category of
local jets. That is why this paper is included here, with applications of
orders, i.o. in O, II (with papers on internal categories), or in O, I (with

papers on differentiable categories).

627.1. The definition of a structured (or concrete internal) category is re-
called in Comment 450.3.

628.1. Properties 1, 2, 3, 4 are equivalent to the fact that §: jo,p 5 Set
is an initialstructured, hence also a finalstructured, concrete trans-
portable functor {or a «topological functor» in Herrlich's terminology,
very confusing here).

628.2, T' is a @-substructure of T (defined in /66 /) iff T' is an initial
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structure for the data ((T')C, 6(T ), T).

3. T is a f-quotient structure of T by r (also defined in /GG /) iff
T is a final structure for the data (T, 0(T)—06(T)/r).

1. The «solid topology functor» gbg is a right adjoint of  and the
«discrete topolo gy functor» ¢b; is a left adjoint.

2. An inductive category is completely right regular if Ee: e E,
for each objects e, £ with e < E (cf. O, II-1, Comment 143.1).

3. ré; is to be read: is a @'-substructure of .

4. A topological category (resp. groupoid) is just an internal category

(resp. groupoid) in Jop.

.5+ Motivations. Examples. Applications :

They lack in this very general paper. In fact, Charles introduced
topological categories and groupoids, and their actions, in the fifties,
to solve concrete problems of Topology and Differential Geometry;

that is made clear by the first papers on the subject /44, 50/ .

The motivating examples are the following ones:

1. The topological groupeid HHT of isomorphisms from fibre to
fibre of a (locally trivial) fibre bundle E( B, F,G,H ), and its action
on E (/28/, where the topology is not explicited, /44 /); it led to
the theory of locally trivial categories / 50/ (Comment 642.1).

2. Topological groupoids of local jets, implicitely used in /32, 39,
40/, which suggested the construction of the topological category of
(atomic) local jets, or germs, of a local category over et in /53/ ;
for instance, the holonomy groupoid of a foliation with the etale top-
ology / 54/ (Comment 586.1). This groupoid is also a topological one
for the more elaborate structure defined by Pradines [153].

3. Topological categories underlying a differentiable category /50/;
the theory of Lie groupoids, of the differentiable categories of infinit-
esimal jets, and of their actions are the core of Differential Geometry
as it was conceived by Charles /32-48, 78, 101, 103, 116/.

4. Topological pseudogroups of transformations, considered in /42 /
(cf. also Bourdaud { 98 ], Abd-Allah & Brown { 90 |).

5. The topological fundamental groupoid of a topological space /111/
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629.5... which Charles defined in his lectures in the fifties (cf.also Brown
& Danesh-Naruie [1011).

The essential paper /50 / contains the formal definitions of a top-
ological category, of a differentiable category, of their actions, though
these notions are considered without the terminology in older papers
e.g. /44/. Its Theorem 1 proves that the groupoid of isomorphisms
of a topological category C is an open topological groupoid when C
is a differentiable category or when C is «regulars in the sense: C
becomes a foliated manifold for the foliations defined by the source
and by the target maps. But the main part of /50 / is devoted to local-
ly trivial categories.

Several results on topological categories are obtained in /66, 102,
112/ as applications of the theory of internal categories. Most of them
are recalled here. In /81/, another construction of the (quasi-)top-
ological category of local sections is given (it is summed up in /104,
105 /). Topological actions (i. e. discrete fibrations in Jap) are stud-

iedin / 113/ (O, D).

In recent years the theory and the applications of topological group-
oids have been much developed (while still few papers deal with gen-
eral topological categories). For a bibliography up to 1975, we refer
to Brown & Hardy {1021, and for the works on Lie groupoids to the
comments of O, I. We'll just point out some promising directions :

1. General constructions : Brown and his students adapt to topologic-
al groupoids the basic results of the theory of groupoids and topolo-
gical groups [102, 103, 104, 113, 144]: quotient and free topological
groupoids (defined here in Section 2); G-spaces and coveringgroupoids
(i. e., actions of a topological groupoid G and the associated discrete
topological fibration, in /50, 59, 78, 111/ ); universal covering group-
oids (cf. also Pradines [1491]). The cohomology of topological group-
oids is studied by Mackenzie [ 140] and Westman [168]. Haefliger cons-
tructs the classifying space of a fopological groupoid [126] which
leads to a homotopic classification of ['-structures (Comment 563.2);

cf. also Puppe & Hardy [127].
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629.5... 2. Applications. to measure theory: An ergodic (or measured)
groupoid is a Borel groupoid (internal in the category of Borel spaces)
equipped with a quasi-invariant class of measures; a virtual group is
a class of equivalent ergodic groupoids. These notions were intro-
duced by Mackey [141] to get a notion of virtual subgroup of a sepa-
rable locally compact group G bearing the same telationship to erg-
odic actions of G as do the closed subgroups to transitive actions.
Following his lead, several authors generalized the theory of Haar
measures to locally compact groupoids. Seda [159] and Westman [167]
define systems of Haar measures on the g-fibres while Lengagne [137 ]
adopts a more global approach. I. o. fixing a class of measures Connes
[108] considers the transverse measures on an ergodic groupoid to
develop a general integration theory, with applications to foliations
(Comment 586.1). In [154] (which contains an extensive bibliography),
Ramsey unifies Mackey and Connes methods in proving that an ergodic
groupoid is similar to a locally compact groupoid. Renault [ 156] asso-
ciates a C*algebra to a locally compact groupoid with a chosen sys-
tem of Haar measures G, so that the unitary representations of G are
in 1-1 correspondence with the non-degenerate representations of its
C*-algebra.

4. Applications to foliations : cf. Comments 563.2, 586.1.

630.1. If C is a topological category and [ a category, the category of
functors C! is a topological category for the «product topology», when
a natural transformation /> C is looked at as a functor ®: ] > oC

(:. C2)7 or as a famlly ((D(f))fgl

631.1. It follows from general theorems on internal structures /106 / that
these functors are concrete functors lifting projective limits.
631.2. m*(G' ) consists of the triples (u',u,f), where u, u' are in
O(T') and f: m(u)>m(u’) in G.
632.1+ Germs of categories :
Charles used group kernels and their local actions in his earlier

wortk /6/, to define locally homogeneous spaces. Another motivating
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632.1... example of category kernel occurs in the categorical approach to
optimization problems developed in [117]: the morphisms are (classes
of) measurable maps from a variable closed interval of R to R; the
composition is by «juxtaposition of the graphs», and the topology is
the compact-open topology. Local actions of category kernels («noyaux
d'espeéce de structures») are also defined in [117], as a frame for ax-
iomatizing Bellman's theory.

It follows from abstract existence theorems /100, 106/ that the
subcategory of topological categories (resp. groupoids) is reflective
in the category of category kernels ; and the category of actions of top-
ological categories is reflective in the category of local actions (Bed-
narz [95]); but the reflectors may not be 1-1.

Germs of categories (that are equivalence classes of pointed cat-
egory kernels) and infinitesimal germs of differentiable categories are
used in /101 /.

In [149], Pradines considers germs of differentiable groupoids,
and their holonomy groupoid and he constructs an obstruction to the
globalization of a germ of functor; that helps him to develop a Lie the-
ory for differentiable groupoids ({150, 151}, Pourreza [148], Tapia
[162]) in which Lie algebras are replaced by Lie algebroids (i. e. vec-
tor bundles with a sheaf of algebras and some extra structure ; cf. also
/48/);e. g. the third Lie Theorem becomes : the category of differen-
tiable groupoids with simply connected g-fibres is equivalent to the

category of Lie algebroids.

633.1. R. (resp. quasi-quotient topologique, resp. une catégorie quasi-quo-
tient topologique) de e i.o. de e .

633.2. Quasi-quotient structures are semifinal structures (cf. e. g. Tholen
[1631]), while quotient structures are final structures.

634.1. M is the category of small sets, it the category of large sets. i
is just considered to apply the Adjoint Functor Theorem under the form
given in /100, 102, 108/, with recourse to an auxiliary larger univ-
erse. However, in Theorem 1, the existence of i is not necessary:

the proof is easily adapted to show the conditions of Freyd's Theorem
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{or Remark 3, page 155, O, IV - 1) are satisfied.

634.2. In 2 modern terminology: F(J) (or Cut(Top)) is a reflective sub-
category of JU'(J), and the ropological category freely generated by
(G, T) is over the category N () freely generated by G,

637.7. B. rXr i.o. r (Cf O, I-1, Comment 203.1.)

A construction of quotient topological groupoids, and of the free
topological groupoid on a topological graph is given in Brown & Hardy
[ 1027 and in Brown & Morris [ 103 | respectively,

637.2. Cf. /100 /, Section 4, Theorem 3 and Corollary (in O, III- 1).

6§38.1. A (?(?“),?(gc),?(?))-projection is a morphism ¥, : e » e, of
():(?) with e, in ?(:Cfc) through which any morphism e » e’ with e°

in 3(6}‘3) factorizes. Informally, e

. is a reflection of the small e

into small compact categories, except that e, may be large. The proof

c
is still another application of the Adjeint Functor Theorem based on
two universes of /100, 102/. In the compact case, the question is

whether a more constructive proof could not show that e, is small.

639.1+ Uniform categories :

An object of (f(gu) (resp. F(Tuey)is a category ( and a uniform
(recp. a complete uniform) structure on € whose underlying topology
makes of € a topological category. it is not a (complete) uniform car-
egory in the sense: internal category in the category of (complete)
uni form spaces.

In [136], Lengagne obtains the analogue of Theorem 3 for uniform
categories: Each small topological category C freely generates a
small uniform category; to a small uniform category E, there is asso-
ciated a (eventually large) complete uniform category iE, its uniform
completion, through which factors any small uniform functor E » E'

with E' complete.

640.1. E(;Cf”) is the join category. It's one of the last papers in which
Charles uses this cumbersome reduction of an adjoint functor to a

reflection (cf. O, III- 1, Comment 152.1).

642.1+ Locally trivial categories :
Microtransitive categories are introduced here, to provide for an
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i... appropriate seftng to &

oy uniform structures on topelogical cat-
egories. Proposition 8 says that a topological category Cis microtrans
sitive if, for each object e, the objects e’ close enough to ¢ are
linked to e by a small isomorphism e > e'. If, more precisely thers
exist a neighbothood U of ¢ in C,, and a choice of isomorphisms
S, e»> e’ for each e’ in U such that e’ = s+ be continuous, then
C is called a locally trivial category /50/. In [118], we prove that
sufficient conditions for a mi‘crotransitive category C to be locally
trivial may be deduced from selection theorems for set-valued maps
(Michael [142}). For instance, it is sufficient that the topology of C,
be countable and regular and that of the groupoid Cy be first count-
able. So a differentiable category, or a metrizable compact category,
is microtransitive iff it is locally trivial.

The basic examples 1, 2, 5 of Comment 629.5 are locally trivial
categories. The theory of locally trivial categories is developed in
/S0/ and, without the name, in /44/ ; essentially a 1-1 correspond-
ence Gl» Hg is construcied between locally trivial groupoids and
(locally trivial) fibre bundles; and it is extended into a 1-1 corresp-
ondence between actions of G and associated to Hg fibre bundles.
For instance, that reduces the problem of restricting the structural
group of a fibre bundle to the construction of locally trivial subgroup-

oids of a locally trivial groupoid.

2. The groupoid C)/ of isomorphisms of a topological category C is
not always a topological groupoid: its inversion may not be contin-
uous. Conditions for it to be are given in /50/ (cf. Comment 629.5).
If C is compact, then CV is a closed topological subgroupoid of C.
1. R. elle est i.0o. elle .

1.R. h#eel, io0. ecC,.

.2+ On quasi-uniform structures :

The topology of a topelogical group is uniformizable. Charlesintro-
duced quasi-uniform spaces to adapt this result to some topological
categories, e. g. microtransitive groupoids (hence fibre bundles).

A quasi-uniform space may be seen as a coherent family of uniform
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646.2 ... structures on the sets of a partition of E. This concept which

647.
649.
650.
653.
660.

units topologies (partition into singletons) and uniform spaces (1
member partition) has not been much developed. Palias [ 145, 146 |
adapts the metrizability thecrems in this frame, thanks to a similarly
defined notion of quasi-metric. Cordier [110] gives a fine construc-
tion of an internal Hom in the category 2 of quasi-uniform spaces,
such that the functors - XU and Hom(U,-) be adjoint for U quasi-
discrete; so the initialstructured concrete category 9 is closed and
«partially » cartesian closed.

Several generalizations of uniformities have been studied. The pre-
sent quasi-uniform spaces are not to be confused with Csaszar's ones
[111]: nor with the uniform convergence spaces of Cook & Fischer
1109] which bear the same relationship to uniform spaces as conver-
gence spaces (that is, quasi-tepologies /81 /) do to topologies; i.e.,
the filter of entourages is replaced by an ideal of filters. The category
of neamess spaces (Herrlich [129]) is an initialstructured concrete
category which englobes topologies and uniform spaces (as does 2),

but it has no clear link with 2.

1. It says that Jop is a coreflective subcategory of 2.

1. So 2 is an initialstructured concrete category over Set.
1. ﬁlo is not useful; cf. Comment 634.1.

1. Idem.

1+ Local sections and generalizations :

1. Geometrical motivations led to the category S(pu) of local sec-
tions of the topological category u. A locally trivial groupoid G is
characterized by the existence, for each object e, of a local section
s around e with 8s constant on e. If G is an r-differentiable group-
oid, the r-jet at e of such an s is an r-th order connection /48,101 /.
The composition of non-holonemic r-jets /41/ is deduced from the
composition of local sections. More generally, the definitions of the
prolongations of a differentiable groupoid or a fibre bundle /41, 101/
suggest the alternative description of S(u) given in /81/. The pseu-

dogroup of invertible local sections of a locally compact groupoid G
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660.1... 1s the semigroup of G-sets recently used by Renault [156].

661.

2. Let gy =(C, T) be a ropological category. A local section s from
U to U' may be identified with the morphism of topological diagrams

Bs
(U, T/U") (U, 1T/0)

u
(in F(T) = Cat(Tap)) between insertions of open in (,, discrete
subcategories. Then the category S{u) is identified to a full subcat-
egory of the category fDiagu of topological diagrams in yu (which is
a subcategory of the category of squares of the 2-category Cat(Jop)).
Hence the 2-category of internal diagrams of an internal category of-
fers a good generalization of the category of local sections. Notice
that the local section s may also be identified to a morphism

Ul Bs U
R

T
of the fibration over Jop°P associated to u, which leads to the cons-
truction of S(y) given in /81 /

3. The construciion of S(p,) remains valid if U and U’ are any sub-
sets of objects i.o. open ones; the corresponding larger category is
still a full subcategory of the above category of topological diagrams.
For instance, if U and U’ are paths, we speak of path-section; the
path connections defined by Virsik {166] in a differentiable groupoid
are their infinitesimal analogue. Dakin [113] considers path sections

in a topological groupoid and calls them lifting functions.

1. The properties of quasi-topologies recalled up to Theorem 10 are

proved in /81 /, to which we refer for general comments.

662.1. Cf. /81/, Proposition 4.

662.2. Cf. /81/, Theorem 3 (in which the topologies are replaced by qua-

si-topologies). P is a cartesian closed category (Comment 683.1).

666.1. An inductive functor is regular iff it preserves the pseudoproducts
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fe and e’f where e and e' are objects lesser than a{f) and ().
1. Tf is the etale topology.

29 The second assertion does not seem valid.

3% r is not open for 7/, nor a fortiori for 77 . Indeed, it would require
that, given a compact K C K’ C C,, a continuous map from the com-
pact K of Ty into T extend into a continuous map from K’. Hence
the following proof is not valid.

19 If 5, (resp. T, ) coincide with lim Ex (resp. lim sz Yon x'.].x,
then n, = n2’/r (tesp. T, = 7( N9 )), which is not true without further
assumptions.

2. Proofs are given in /81/.

1+ [nfinitesimal prolongations :

Non-holonomic, semi-holonomic and holonomic prolongations of a
(quasi)topological category are defined in analogy with the prolonga-
tions of a differentiable category C or (as a particular case) of a dif-
ferentiable manifold. These «infinitesimal»: prolongations of C are
appropriate quotients of its local prolongations /40, 101, 103, 116/,
whose elements are infinitesimal jets. Charles introduced the r-jets
and their composition to get a manageable differential calcuius of high-
er order in manifolds. In the early fifties, he developed the theory of
prolongations of manifolds, which gives an intrinsic theory of geom-
metric objects /32-41, 46, 78 /. His «coordinate-free» approach has
been recently adopted in Synthetic Differential Geometry (Kock [131]).

ON /81/: CATEGORIES QUASI-TOPOLOGIQUES ET PROLONGEMENTS

This course was written at about the same time as /92/, which it

complements in proving the properties of the category ¥ of quasi-topolo-

gies

used at the end of /92/. It also indicates another construction of

the quasi-topological category of local sections of a (quasi)topological cat-

egory C, as a subcategory of the (op)fibration over ¥ associated to the

internal in P category C; that is an application of the general method

given in the first chapter of the course (reproduced in /104/, O, IlI-2).
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671.1. F(X ) is a locale.

672.1. ;f does not preserve meets of upper bounded finite families.

672.2+ The genesis of quasi-topologies :

If T and T’ are topologies and if T is not locally compact, there
is no smallest topology on the set C(T,T') of continuous maps from
T to T' making the evaluation continuous (Arens [ 91 ]). Choquet
[107] already in 1947 suggested to replace topologies by the conver-
gent filters to get a «good» structute on C(T,T'); or, in a modern
terminology, to extend Jaop into a cartesian closed category. His pseu-
do-topologies are the quasi-topologies in which a filter converges if
each finer ultrafilter does (so they are defined by the data of the con-
vergent ultrafilters). The present concept of quasi-topology was def-
ined by Kowalsky [134] under the name of limit-space; they are also
called convergence structures. The word quasi-topology comes from
my 64 paper [ 27 ], which proves that the category ¥ of quasi-topo-
logies is cartesian closed (though this notion was not yet cleared) and
because of that, advocates its use in Analysis and Differential Geom-
etry, in particular for getting a manageable differential calculus in
non-normable vector spaces. Taking up this idea, several authors dev-
eloped and refired the theory of quasi-topologies and of other cartesi-
an closed extensions of Jop; for more details, cf. Herrlich [129]
and Comment 713.1 in O, III- 2.

The present quasi-topologies are not to be confused with the quasi-
topologies intreduced in 1963 by Spanier {160] for use in Algebraic
Topology, and which also form a cartesian closed category 9 cont-
aining Jap ; such a quasi-topology on a set X is the data, for any
compact space K, of a set of maps K » X to be thought of asthecont-
inuous maps from K to X.

Notice that P has also its use in Algebraic Topology; cf. e.g.
Machado [138,139]. However topologists often prefer keeping into
the topologies® realm and working with the cartesian closed subcateg-

ory of jop whose objects are the Kelley spaces [34].
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673.1. The image of 7 by f: X > V' is a final structure for the data (r, [)
and the inverse image of 7 by f is an initial structure for the data
(f,m’).

674.1. So é: P 5> Set is a transportable concrete functor.

674.2. Jap is identified to a reflective subcategory of ?.

676.1. It means that é lifts equalizers /63, 66 /.

677.1. Cf. the Existence of colimits Theorem 2-2 /100/ (O, III-1).

677.2. An etale functor which lift products is an initialstructured (hence
a finalstructured) functor; so is é, according to Propositions 1, 2, 3.

679.1+ If 7 and 7~ are topologies, A=A(r’,7) is a pseudotopology (cf.
Comment 672.2), introduced by Choquet in [107]; this paper led to
the general definition given in [ 27}, where the herein Theorems 3, 4, 5
(that prove P is cartesian closed) are established.

680.1. A discretely 0-structured category is the same as a P-category (in
Eilenberg-Kelly sense [119]), for the cartesian closed structure of
P (ct. O, II-2, Comment 699.1 for the relation between discretely
structured, strongly dominated and enriched categories).

683.1+ At the time this paper was written, the theory of closed categories
[119] was not yet developed ; moreover, Charles still had some reluc-
tance vz general adjoint functors. That explains the striking result:

A, is coadjoint to r X -, or equivalently, P is cartesian closed
is delayed and partially lost in the more technical Theorem 5. It would
be more natural to begin with this statement, which implies Theorem 4
(a coadjoint preserves o/l limits) and Theorem 3 (since the evaluation

is continuous). Chartrelle adopts this plan in his synthesis [106].

686.1. A quasi-topological category is an internal category in . The no-
tion is defined in ['27], for translating the theory of prolongations
of manifolds done in /33 -40, 44/ to manifolds modelled on anon-nor-
mable (quasi-)topological vector space.

686.2. The proof is the same as the proof of Theorem 1 and its corollaries
in /92/.

687.1+ Some recalls from / 104/ :

In a modern terminology, the action x* of P°P on the category
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687.1... (7.9} ® is the small P.indexed category associated to the in-
ternal categoty C=(C",r) in ?; and P is the corresponding fi-
bration. The fibre over 7’ is the category (7.%.7")® obtained in

equipping the set of quasi-continuous maps n”» rr of the compositiomn:

) b op'en:xby’(x)n(x) i#f an’=By.
The objects of P’ are the quasi-continuous maps u":n ' »nw, T, w,
and its morphisms from p” to yp’ are the triples (7, h, "), where
h;rf’—-) n'” mg) and 7’]:#”.11»#’ in (77.5).77’)..
The fibration P° > P* sends (n,h,pn") toh.

The category P’ underlies a P-category with A (p”, 1" as its
object of morphisms from ;i ” to p”; that is the meaning of the asser-
tion: (P ,A") is strongly f-dominated (O, IIT-2, Comment 699.1).
In fact, P is equipped with a finer structure: the A" (4”7, 1"} comesp-
onding to all " and 4" over fixed 7 and r” glue together, and def-
ine on P a polyspan indexed by P, (cf. O, III-2, Synopsis n° 6 and
Comment 701.1).

689.1. A direct construction of the quasi-topological category S of local

sections is given in /92/ (Theorems 9, 10 and Remark 2, page 6G8).

ON /56/: ARCHIMEDE ET LA SCIENCE MODERNE,

This paper is the only chistoricals article published by Charles.
Even the sparse notes of his last course on «Histoire et Fondements des
mathématiques» / 129/ are centered on the foundational aspect. Charles
was much more interested in the history of ideas than of mathematicians
(as the text proves). For this lecture, we collected many informations and

we enjoyed reading the original works of Archimedes in Ver Eecke [165].

691.1. Charles, who was born in Strasbourg, was strongly attracted by the
mediterranean countries and he made several stays in Italy, to parti-
cipate in Conferences or to give courses of lectures. He had many

italian friends. The last conference he attended to in a foreign country
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was the Symposia Mathematica on Algebra omeologica, Algebra catego-
riale, Topologia algebrica in Rome, in March 1969.

1. This anecdote was intentional: Charles had been much impressed
by the Indian culture during his stay in India in 1955; and he thought
Indian and Persian contributions to Mathematics were not sufficiently

acknowledged.

1. R. peut étre i.0. &tre .

1. When he prepared this lecture, Charles conceived a great admiration
for Eudoxus in particular for his theory of ratios. It explains the some-
what long development on ratios given here, and which illustrates
Charles's conception of history in Mathematics: make the old results

clear in translating them in a modern language.

695.2. R. fraction continue i.o. fraction .
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SYNOPSIS

The oldest paper /54/ included in this volume is an extensive
study of foliated structures, stability problems and supplementary folia-
tions. It provides a good application of the theory of local structures and of
ordered categories exposed in O, II-1.

Concrete situations met with in /54 / gave some motivations for
the development of /75, 76/, which are a direct sequel of O, II- 1. The
atlases of a category /75/ (the charts may not be isomorphisms) and the
rockets of an ordered category /7G/ (or atlases with only «locallys def-
ined changes of charts) have for examples the second kind foliations ; they
are the basic tools for extending the completion and localization theorems
of O, II-1 to ordered categories (i.0. prelocal groupoids). Ordered fibrations
and their cohomology /75/ lead to a categorical definition of the trans-
verse structures of a feliation via the ordered holonomy groupoid.

The more recent /92/ is devoted to topological categories. Apart
from general theorems on the category of topological categories it defines
the microtransitive categories (which generalize locally trivial ones) and
their quasi-uniform structures; finally it constructs the ordered and quasi-
topological category S of local sections of a topological category C. An-
other construction of S is indicated in /81/. Local prolongations of C
are obrained as categories of local jets of S.

/62, 71/ sum up /75,76/; /56/ is a brief historical paper.

We are going to stress the main results in a modern language. The
numbers between brackets refer to the comments. The text freely uses the

terminology of the Synopsis of O, II- 1.

1. DEFINITIONS OF FOLIATED STRUCTURES.

A. G #G'-foliated manifolds (/54/, Sections 3-I and 4-I). Foliated
manifolds were introduced in /19/ (in the fourties) to account for integral
solutions of completely integrable Pfaff systems; their theory, developed
by Reeb [75] has recently taken a large extension (563.2; Comments O, I).
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The notion is refined i zcuir-'~z the leaves and the wransverse
spaces with richer structures 747, 5S4/ More precisely, let B and R’ be
r-manifolds, r =0, 7, ..., ; let § and C' be subpsendogroups of the pseu-
dogroups A% and A;g . of local r-diffeomerphisms (i. e., r-diffeomorphisms

etween opens) of B and B’ respectively, which contain all the identities.

We get a subpseudogroup G #G’ of A%, o by taking all the joins

of the local r-diffeomorphisms of B X B' of the form:

-

U><U'—>EJXZ/':(x,y}fc-)(g(x),g;(y)), with g:U->U im G
and g7 : U'> U in G' for each x¢ U.
A G #G"foliation on a topological space [ is a complete atlas
A right compatible with G #G* (in the classical sense of O, II-1); hence
A is a class of homeomorphisms f: W~ V, where W is open in £ and V
in B XB', satisfying the conditions:
(ALY (G#G'). A=4, va(4A)=E.
(A2) 4. 4 1c GG,
(A3) A is downward and join closed in the local groupoid Topy of

hemeomorphisms between topologies (for the order : restriction to opens).

This definition is given in /54 / in a more general setting. Foliat-
ed r-manifolds correspond to the case G = A and G’ =AY, .

A underlies a local product struciure if A is generated by an atlas
A" right compatible with the pseudogroup generated by GX G'; then A’

also generates a ' #G-foliation on £, said to be supplementary to 4.

B. Second kind foliations (/54 /, Section 5-I). They are introduced to
describe foliations with singularities.

Let A be a G #G™foliation on E . Its «transverse structure» is

characterized (cf. /47 /, Section 2-IV) by the class D of all joins (inthe

local category Top) of composites

w_f v_7 U,

where fe A and r is a restriction to opens of the projection B XB'»> B,
This class D satisfies the conditions :
(A'1) G.D =D, uva(D)=F.
(AN U deD, d'¢D and x e afd)na(d’), there exists a g¢ & such
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that gd and d’ have a common reswiction to opens with x in its seurce.

» ¢ 5 - B - .
(A3 LU d: WU isin D, WEUC, U isin D for Ute Go, U950,
2.} is downward and join clesed in the local caiegory Top of

topological spaces {with the order: is a restriction to opens).

More generally, if £ is a topolegical space, a class O of contin-
uous maps &: W+ U where W is open in £ and U open in B, is called a
second kind (G, Top)-foliadon on E if it satisfies the conditions { A'1},
(A'2) and ( A'3). Notice that (A'2) is a «localization» of (A2} it leads

to the definition of rockets in /76 /.

C. Equivelent definitions vio local jets (580.1). Let ])‘ be the top-
ological caregory of local jets (of continuous maps, cf. Synopsis Q, II-1,
Section D-5), equipped with the erale topology.

If P is a subclass of ]A‘(E, B ), where £ and B are topelogical
spaces, a solution of P is a continuous map 5A: W > U, W open in £ and

[/ open in B, such that ]i‘h ¢ P for each x ¢ W. If [ is a transformation

A

X

pseudogroup of B, the local jets jr v, yel', xcaly) form an open sub-
groupoid JMT) (the groupoid of local jets of T') of the groupoid ];‘ of
all invertible jets. [' is included in the set of the invertible solutions of

])‘( "), and equal to it when T is downward closed in Topy .

A G #6G -foliation A on E may alternatively be defined by the data
of a set AN of invertible local jets from £ to BX B’ such that:
(AN JAG#GY) AN = AN q(AM) = E.
(AM2)y AN (AN )T c g,
(A;" 3) A)‘ is open in ]))) .
Indeed, AN is the set of all local jets of elements of A, and conversely
A is recovered as invertible solutions of A™. These conditions imply that

AN is an open atlas of 1; (in the sense of /68/).

Similarly, a second kind (¢, Top }foliation [} on K is also char-
acterized by the set DM of all its local jets, which is a class of local
jets from £ to B satisfying the conditions:

(AN1y JAG).DM =DM, o (DY) = E.
(A')‘Z) If 65« DA, 8¢ D)‘ and g{8) = ¢{§’) there exists a (not ne-
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cessarily unique) y ¢ [)‘(G) such that y.5 =5’
(A 3) DM is open in /™.
Indeed, [ is recovered as the set of all solutions of DA (580.1).
Atlases of a category are defined in /75/ so that DM becomes an

open atlas of the category JA (with non-invertible charts).

For a comparison between second kind foliations, G-structures,

manifold schemes, ... cf. (563.2, 580.1, 586.1).

D. Locally simple foliations (/54 /, Section 1-I). Let D be a second
kind (G, Top }Ffoliation on E . The sources of the charts d of D generate
the topology T of £, and the sets

El(y)C W, where d:W->Uisin D, yeU,
generate a finer topology I'' such that:

(F) For each x¢ £, there exists an open neighborthood V of x in

T' on which T and T' induce the same topology.

More generally, a pair (T, T'') of topologies on a set F which sat-
isfies (F) is called a topological foliation on E . Let us suppose that T’
is locally connected; its components are called the [eaves; they form the
transverse space E, which is equipped with the quotient topology of T,
A leaf F is proper if T and T’ induce the same topology on F,

(T, T') induces a topological foliation on each open subspace U
of T ; let U be its transverse space; U is said to be distinguished if the
canonical map U-E is a homeomorphism onto an open subspace of E.

The foliation is simple if each point x of E has a basis of dist-
inguished neighborhoods in T'. It is locally simple if each x has a simple
distinguished neighborhood (/54 /, Section 1-I).

For instance, the topological foliation underlying a G # G ’-foliation
or a «regular» second kind foliation is locally simple; thatunderlying a

fibre bundle is simple.
2. HOLONOMY AND STABILITY OF LOCALLY SIMPLE FOLIATIONS,
Charles introduced the holonomy groupoid to describe the transverse
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structure of a foliation upon which the stability of a leaf depends. It is
defined as soon as the foliation is locally simple; and it is the essential

tool to analyze the structure around a leaf.

A. The holonomy groupoids (/54 /, Section 2-1I). Let (T,T"') be a
locally simple foliation on E. A small pure chain is a pair (U, U’) of
simple opens one of which is contained in the other so that the canonical
map between their transverse spaces be a homeomorphism. A pure chain
from UZ to Un is a sequence [’ :(UJ’“"Un) where (lé ’Ui+1) is a
small pure chain for 1 <i<n (/75/, Section 3, which simplifies the def-
inition given in /54/y; the canonical homeomorphism y from l71 to ﬁn
assocjated to " is called a holonomy tsomorphism from U; to U, , de-
noted (U, ,y,U; ). The holonomy isomorphisms form a groupoid H' whose

objects are the simple opens. H' is a regularly ordered groupoid for -
rUy U)</W',y", W) if U is distinguished in W,
U' is distinguished in W' and
(0 Car_L_’ﬁ;/ }1/ Wv):([] 4 (7: can Wv/’)

The holonomy groupoid I’ is the groupoid of local jets of H'. It
is constructed as follows: The groupoid H; of pointed holonomy isomor-

phisms is the subgroupoid of H'x {E X E) consisting of the triples
(y, %",x) suchthat y=(U',y,U)ell', xc U, x'cy(x),

where % is the leaf of U containing x. The groupoid H' is the quotient
groupoid of H by the equivalence:

(y,x",%)~(y ', %' ,%) iff there exists (y”,x’,x)e H} such that
y’< ¥y and "<y in H',

H' is a topological groupoid for the etale topology, and also for a
finer one (586.1). It characterizes the transverse structure of the foliation,
whence its use in several problems (586.1).

The holonomy grmup at x is the full subgroup H;c of H' with object
% . It is isomorphic to /{7, for each x' on the same leaf as x. This group
is trivial iff the foliation is simple, so that it measures the «obstruction

to simplicity ».
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B. Unfoldings (/54 /, Section 3-II). To prove some results (e.g. on
stability) it is often easier to replace the locally simple foliation (T ,7T")
by a simple one. An unfolding of (T, T') over a leaf-closed open O is a
simple foliation which is etale over O and whose leaves are covers of lea-
ves of 0.

In particular, if O is the leaf-closure of a simple open W, there
is constructed:

- The weak unfolding E*(W ), which consists of jets of maps

Uee U —Y L [ 22,
where (U’,y,U ) is a holonomy isomorphism and U’ is distinguished in
W. The leaf F* of E*¥(W) over the leaf F of E is a normal covering of
F whose automorphism group at x* over x is the holonomy group Z[; .

- The unfolding K g (W) associated to a cover & of £ by simple
opens, whose leaves are normal coverings of leaves of £ ; even universal
coverings when all the members of @ have simply connected leaves.

- The perfect unfolding E (W) associated to a tube ¢(W) (cf. Sec-
tion C). If W is a manifold, E (W ) and E*(W ) are identical.

More globally, let N be a transversal subspace; it means N glues
together image-sections of maps U M—ﬁ, where U is a simple open. The
unfoldings E*(N ), resp. Eq(N), over the leaf-closure O of N are ob-
tained by glueing together unfoldings E*(W, ), resp. Eq(W ;) relative to
a cover (W, ) of N by simple opens.

C. The main results,

1. Stability (/54/, Section 4-Iy. Let (T, T’} be a locally simple
foliation on £ with T locally compact. The Stability Theorem asserts that,
if F is a compact leaf, if the holonomy groupoid at x¢ F is finite and if
x has a basis of neighborthoods U with U separated, then F is proper
and it has a special basis of leaf-closed neighborhoods (called tubes) the
leaves of which are compact.

It is strengthened thanks to a fine analysis of the structure of the
tubes and perfect tubes. A main tool for constructing tubes is the represent-

ation of a finite group of local jets at b of local homeomorphisms of a space
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B as a group of automorphisms of B.

2. Supplementary foliations (/54/, Section 5-II). Two locally simple
foliations on E with the same topology 7 are supplementary if they are
underlying a local product (Section B-1); then each leaf of one foliation
is transversal to the other foliation. A fine theorem states that this neces-
sary condition is also sufficient under some conditions on T (page 614).

3. Transverse structures. In /75/,the ordered groupoid of holonomy
isomorphisms is embedded in a regular quasi-inductive groupoid H'. Given
an action of /' on a poset S, a transverse structure of species S is asec-
tion over H' of the corresponding discrete fibration (i.e., a O-cocycle).
Similarly for foliated r-manifolds, transversal prolongotions are defined
from actions of the groupoid of r-jets of holonomy. Examples are given in
/54, 75/, e. g. riemannian transverse structures. And de Rham's decomp-
osition of a complete reducible riemannian space is generalized to the
case of two supplementary foliations (7, T') and (T, T;) such that the
first has a transverse riemannian metric for which each leaf of (T, T} )
is complete (page 622).

/54 / ends with an application to the supplementary foliations def-
ined by the simultaneity leaves and the time lines on a universe of relati-

vity theory.

3. ATLASES. ROCKETS. COMPLETIONS OF ORDERED CATEGORIES.

A. Ordered categories (/75/, Section 2). An ordered category C is
an internal category in the category Ord of posets, such that the orders
induced on the Hom sets be trivial. The composition of C is extended into

the pseudoproduct (454.1) defined by :
(g.f) > gf= gf iff (g, f) is a largest element of the set
f(g'.f')e CxC| g'<yg, {'<{, g'. f is defined}.
C is regular if there exist pseudoproducts fe: e » &’ and e'f: é> e’, if

e and e’ are objects lesser than the source and target of [, and if the
pseudoproduct is associative when defined.

A sub-preinductive category is an ordered category C such that
a uppersbounded finite family has a meet preserved by the source and target
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maps. A quasi-inductive category is an ordered category C in which each
subclass upper-bounded by [ has an f-aggregate which is preserved by
the source and target maps. It is subirrductive if it is both subpreinductive
and quasi-inductive. And it is subfpre)local if it is sub(pre)inductive, and
if it satisfies the infinite distibutivity axiom.

A regularly ordered category satisfies (P) if:
f : ¢ f ¢
VIE=fif a(f)=VE, VE'f=f if B(f) = VE'
(that is subaggregates of objects are stable under a change of base or un-

der taking image). The (P ) inductive categories have been called strong-

ly regular in O, II-1 /110/.

B. The category of atlases of a category (/75/, Sections 1, 2). The
following concept of atlas makes precise the definition: a second kind fol-
iation is an open atlas in the category of local jets (Section C-1).

Let C be a category, B' a subgroupoid of C. A left B'-compatible
atlas of C is a class F of morphisms of C (the charts) such that

(i) B".F=F, B(F)= B

(ii) If fe F, f'¢F and a(f) =a(f'), there exists a (pethaps not
unique) isomorphism g ¢ B)'/ satisfying g.f = f".

Equivalently: for each ee¢q(F ), the class F.e={fc¢F |a(f)=e}is
the class of objects of a component of the comma category e{(B'C_, C),
and B(F) = B',.

Dually we define a right B-compatible adas. An atlas F from B to
B' is both a left B'-compatible and a right B-compatible atlas, denoted by
(B',F,B) where B and B' are subgroupoids of C.

For instance, the atlases of a group are the classes modulo a sub-

group. If C is a groupoid, F is an atlas iff F. F!, F = F | and then
B=F1 F and B':F.Fnl;
if moreover B and B’ are discrete, the atlas reduces to a C-set (449.2).

The atlases of C form a category A(C) whose objects are the

subgroupoids of C . It is a regular quasisinductive category for the order

(B',F,B)<(B',;7‘,‘é) iff FCE‘, B is a full subgroupoid
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of B and B’ a full subgroupoid of B

A(C) admits embedding into:

- the bicategory of distributors : the atlas F may be looked at as a
distributor from B to B' whose «structures» from e ¢ B, to e'¢ B, are
the charts f: e~ e’ of F ;

- the category Pro C of pro-objects of C, when a morphism of pro-ob-
jects is defined as an atlas between functors (O, IV-1, Comment 199.1);
the category Ind C of ind-objects of . Whence a concept of atlas between
subcategories (i.o. subgroupoids) of C, the changes of charts being zig-

zags (449.2).

If C is a regularly ordered groupoid, Z(C} has a regular quasi-
inductive subcategory consisting of the regular atlases F, that is the at-
lases such that F(F1F) CF
category of weakly complete atlases /68/ is a subinductive subcategory

of A(C) (467.2).

; and if € is a subpreinductive groupoid the

C. Rockets and superrockets /76/. Atlases were used in /G8/, to
complete prelocal groupoids. For ordered categories, atlases must be re-
placed by rockets, i.e. atlases with only local changes of charts (as sug-
gested by the definition of second foliations, Section B-1).

Let C be a regularly ordered category, B' a regular subcategory.
A left B-compatible rocket is a class F of morphisms such that:

(R1) B(F) is cofinal and downward closed in B, and B'.F CF.

(R2) Two charts f and f' of F with the same source have «B'-iso-
mor;:hic restrictions», that is: there exist ]7<f and g'e¢ B)‘/ such that:
g f<f" )

The rocket is strict if the above f has the same source as f; andregular
if B'F C F. The right B-compatible rockets are defined dually.

A rocket F from B to B' is a triple (B',F ,B) where F is both
a left B'-compatible and a right B-compatible rocket, where B and B' are
regular subcategories which are rockets.

The rockets form a category F(C) . The subcategory F'(C) of reg-
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ular rockets of C is equipped with the order:

F<F iff FcC ;7 and B, B' are full downward closed

A A
subcategories of B, B'.

So it becomes a quasi-inductive category, except that the order on the Hom

sets is not trivial, Its quotient by the equivalence

(B',F,B) ~-(B',F',B) iff (B',FUF',B) is a rocket
is a regular quasi-inductive category, whose merphisms are the maximal
rockets ; they are the analogue of the complete atlases (519.1).

The regular quasi-inductive category X (C) formed by the max-

imal strict rockets is defined similarly.
A supem)cket is a pair (F, F) of regular rockets such that
(S1) F —(B‘ F B) is a strict rocket, a(F) = Bo, B(F) = B‘
(S2) F<F and F = B‘.F.B.
Superrockets form a regular quasi-inductive category 4(C) for the order:
(F,,F) <(F,F) if F,<F in F'(C).

If C is a (P) regular subprelocal category, then §(C) admits a
regular subinductive subcategory isomorphic to the category g(C) defined
as follows: the morphisms are the pairs (F, f), where F is a downward

and join closed subclass of f>and fe C; the composition is defined by:
(F',f')n(F,f):((F'-F)f,f>,f'-f)
it a(f') =p(f)=e and a(F') s =B(F)
€

(where Zg> denotes the join closure of A into the poset g7 =1{ g'< gi);

the orderis (F;,f) <(F,f) if F; CF.

D. Completion Theorems (507.1, 562.1, 541.1, 467.1).

a) Sublocalization Theorem (/76/, Section 3). The category of (P)
regular sublocal categories is a full reflective subcategory of the categ-
ory of (P) regular subprelocal categories, with inductive functors: a re-

flection of C is the quotient J of g(C) by the equivalence:
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(F,{) ~(F, ') iff there exists " ¢ C such that
fr<f, fr<f, F<fm

Localization Theorem.1.1f C is a (P) regular prelocal category, J
is its reflection into (P) local categories; in this case, the morphisms of
] are the upper-bounded, downward and join closed subclasses of C and
the order is the inclusion.

2. If C is a (sub)prelocal groupoid, J is its reflection into the (sub)
local groupoids /71, 68/ .

b) Weak localization Theorems (/76 /, Section 2). The category of reg-
ular local categories with inductive functors is a reflective (non full) sub
category of the category of regular preinductive categories with upper-boun«
ded finite meets preserving functors ; a reflection C of C has for morphisms

the upper-bounded, downward closed subclasses F' of C containing each

g such that a(g)ca(F), B(g) eB(F) and
g< F< where F<=1{heC|F<h}.

(€ «is» the subcategory of S (C) constituted by the upper-bounded max-
imal strict rockets.) The reflector C-» C preserves meets, but not joins.
If C is a preinductive groupoid, C is its reflection in local groupoids,

with preservation of meets, but not of joins.

¢) Weak relative completion Theorem (/ 75/, Section 2). The category
of relatively complete local groupoids with joins and finite meets preserve
ing functors is a reflective subcategory of the category of subpreinductive
groupoids with finite meets preserving functors. The reflection of C is 'the
subcate gory C of the category A(C) of atlases formed by the downward
closed atlases F for which a(F ) and B(F ) are upper-bounded, that is
by the complexes of C (467.1).

If C is a preinductive groupoid, C has been constructed in /68, 66/ .

d) A completion of the ordered groupoid of holonomy isomorphisms H’
of a foliation is deduced from the category of atlases of H' in /75/.
Let us recall that prelocal groupoids have a reflection into complete

local groupoids /G8/ ; completions of local functors are given in /85,110/.
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E. Cohomoiogy of ordered fibrations (/75/, Sections 4=6). Let C be

a category which acts on a set §, that is § is a species of structures over

s
C:letn: S+ C be the corresponding discrete fibration. Then the category
E(C) of atlases of (' acts on the class of subspecies of structures of §
over subgroupoids of € . In particular, it acts on the set of (-cocycles, that
are the sections ¢ of 7 over subgroupoids of ( ; and the source of the

corresponding discrete fibration is a subcategory of /I(’ S).

Now let C =((C,<) be an ordered category. An ordered species
of structures over C corresponds to an internal discrete fibration in Ord,
say m: (§,<) -» C such that the order on the fibres be trivial; its ordered

0-cocycles are the ordered sections of 7.

An action of the ordered category C on a regularly ordered category
(S,<) is an action of  on the category S° such that the poset (§S,<)
be an ordered species of structures over C, It is characterized by the int-
ernal fibration #:S> C in Ord , where S is the regularly ordered crossed
product. An ordered l-cocycle is a section of 7 over a downward closed
subcategory whose subaggregate closure is C ; the J-cohomology classes
are equivalence classes of lacocycles.

In particular, it reduces to the usual l=cohomology for sheaves of
groupoids; and it gives a l-cohomology for sheaves of categories (i.e.,
complete internal fibrations) and stacks (500.1). For recent papers on high-

er cohomology, cf. (499.3).

4. TOPOLOGICAL CATEGORIES.

The theory of topological categories was triggered by concrete pro-
blems of Topology and Differential Geometry, and important applications of
topological groupoids to foliations and measure theory have been recently

developed (629.5).

A. Topolegical categories and quasi-tepological categories (/92/,
Part I, /81/). Topological categories are intemal categories in Top. As
Top is an initialstructured concrete category, it follows from the theory of

intemal categories that the category F(J) (or Cat( Top ) ) of topological
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categories is complete and cocomplete. (Quasi~)quotient topological cat-
egories and free topological categories are studied in /92/, Section 2.
A topological category is universally embedded in a separated topological
category, and in a (large) compact topological category (/92/, Section
2). Germs of categories describe the structure of open sub-graphs of a top-
ological category; they intervene in Differential Geometry and in optimiza-

tion problems (632.1).

As Top is not a cartesian closed category, exponentials are not
defined in Catf Top ). To remedy it, Top is replaced by the cartesian
closed category of quasi-topologies, or limit-spaces (672.2) ; the internal
Hom functor of this category ¥ equips the space of quasi-continuous maps
7> u’ of the local convergence quasi-topology , which reduces to the com-
pact-open topology if # «is» a locally compact topology.

Quasi-topological categories are internal categories in P ; they

form a cartesian closed category, briefly studied in /81, 112/.

B. Microtransitive categories (/92/, Section 3). The primitive exam-
ples of topological categories were locally trivial groupoids C : each ob-
ject e has an open neighborthood U in C, equipped with a continuous map
s: U~» C such that s(e'): e’'»e foreach e’ ¢ U. In /50/, Charles prov-
ed the theory of locally trivial groupoids and of their actions is equivalent

to the theory of (locally trivial) fibre bundles.

The microtransitive categories generalize the locally trivial categ-
ories, though both concepts coincide if the topology is «regular» enough
(642.1). A microtransitive groupoid is a topological groupoid C such that

the map
[Bral: f b (B(f)salf))

be open from C to Cx C,; informally, objects close to e are linked to
e by a small isomorphism. A microtransitive category is a topological cat-

egory whose groupoid C_  of isomorphisms is a microtransitive groupoid

Y
(for the induced topology).
The category of microtransitive categories is coreflective in the

category of topological categories whose groupoid of isomorphisms is a
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topolegical groupoid: the coreflection of C is the microtransitive category
on the same category, in which the filter of neighborhoods of f: e > e’ is
generated by the sets U’ W.U, where U, U® are open neighborhoods of
of e, ¢’ in Cy and W is an open neighbothood of f in Hom(e,e').

A topological group has a canoenical uniform structure ; the analogue
for a microtransitive category is a quasi-uniform structdre, in the sense of
/ 92/, Section 3 (other concepts also bear this name (646.2)). Such a quasi- .
uniform structure on a set £ may be thought of as a coherent family of un-
iform structures on the sets F;, i e/, of a partition of £ . If [ is a single=
ton, it reduces to a uniform structure, while it is just a topology if: [ =F
and £, ={x} for each x¢ E. The category  of quasi-uniform structures
is a concrete initialstructured category over Set, which admits Top as a
coreflective category. Reflections are constructed into the subcategories

of separated, of strict and of complete quasi-uniform structures,

€. Local sections and prolongations (/92/, Section 4 and /81 /).
Iet C be a topological category. A local section s: U~ U', where U and

U’ are opens of C,, is a continuous map s from U to C such that
a(s(e)) =e and B(s(e)) elU’ foreach ec U,
The local sections of C form an ordered category S for the composition :
S0s:UoU':x b 8Bs(x).s(x) iff §: U U,
and the «restriction to opens» order.
The category S is embedded into (660.1) :

- the category of continuous diagrams in C ;

- the fibration P over Top?P associated to the intemnal category C.
p gory

If C, is locally compact, S is a topological category for a topolo~
gy deduced from the compact-open topology on local maps from C, to C.
More generally, the category S of local sections s: U » /' of a quasi-top-
ological category C is similarly constructed (with U and U’ open for
the underlying topology) ; it becomes a quasi-topological category for the
quasi-topology deduced from the local convergence quasi-topology on local

maps from C, to C. This quasi-topological category is directly construct-
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ed in /92/, and obtained as a quasi-topological subcategory of the fibra-
tion P over $°P associated to C in /81/.If C is a topological categ-
ory and C, is locally compact, it reduces to the above mentioned topolo-

gical category.

The quasi-topological category of (atomic) local jets of (S,<) over
Set is a quotient of the quasi-topological category of pointed local sec-
tions of C. It is also a topological category for the etale topology. It is
called the first local prolongation of C ; higher order prolongations are ob-
tained by induction.

If C is a topological category and if C, is locally compact, these
prolongations are topological categories.

Semi-holonomic and holonomic prolongations of the quasi-topologi-
cal category C are defined from the first local prolongation, as the analo-

gues infinitesimal prolongations of a differentiable category are (669.1).
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