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I N T R O D U C T I O N 

Charles EHRESMANN s'est intéressé à des domaines très variés des 
Mathématiques. Il a profondément influencé le développement de la Topolo
gie Algébrique, de la Géométrie Différentielle et de la Théorie des Catégo
ries. Ses travaux (de 1932 à 1979, plus de 2.500 pages) sont souvent pas
sés dans le domaine commun, mais beaucoup ne sont plus accessibles ma
tériellement. C'est pourquoi, depuis plusieurs années, nous avions l'inten
tion, Charles et moi, de publier ses œuvres complètes. 

Pour ne pas faire seulement un travail de compilation, nous voulions 
profiter de cette occasion pour mettre en évidence la genèse des idées et 
les motivations, pour améliorer certains résultats, pour relier les articles 
entre eux et avec ceux d'autres auteurs, pour indiquer les développements 
ultérieurs et, éventuellement, des voies non encore exploitées. 

Désirant être indépendants et n'engager que notre propre responsabi
lité (Charles a toujours été très individualiste), nous comptions éditer ces 
«Oeuvres complètes et commentées» sous forme de Suppléments à notre pé
riodique «Cahiers de Topolo gie et Géométrie Différentielle». C'est pour réa
liser ce projet tel qu'il avait été conçu que j'ai décidé, après le décès de 
Charles, d'entreprendre seule (contrairement à l'usage) cette publication. Je 
remercie tous ceux qui m'aident, par leur soutien moral ou leur souscription, 
à mener à bien ce travail dans cet esprit, comme l'avait souhaité Charles. 

PLAN GENERAL. 
Il est très difficile de classer les œuvres de Charles. L'ordre chro

nologique est loin d'être satisfaisant (ainsi les travaux de Géométrie Diffé
rentielle s'échelonnent de 1939 à 1973); une division par matières laisse à 
désirer, beaucoup d'articles contenant des parties très différentes. 

Le plan adopté (sans doute peu convaincant) tient compte à la fois 
de la date de parution et du sujet. Il comporte quatre grandes parties : 

I. Topologie et Géométrie Différentielle. 
II. Structures locales et catégories ordonnées. 
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INTRODUCTION 

III. Catégories internes et Fibrations. 
IV. Esquisses. Complétions. Enrichissements. 

Chaque partie, divisée en deux volumes, contient: 
- La liste des publications de Charles et une courte biographie de la pé

riode correspondant en gros à la partie, 
-Les travaux originaux, reproduits par procédé photographique (et je 

remercie tous ceux qui m'ont accordé leurs droits de reproduction) ou recom
posés lorsque la présentation n'était pas assez nette ; 

-Des commentaires fragmentés (en anglais) avec renvois aux textes, 
suivis d'un Synopsis guidant dans la lecture des articles et commentaires; 

-Une bibliographie relative aux commentaires et un index dans chaque 
volume; parfois des documents annexes éclairant tel ou tel point. 

SUR LA PARTIE II. 

La Partie II regroupe les travaux sur les structures locales, leurs 
développements: groupoi'des inductifs, catégories ordonnées, espèces de 
structures ordonnées, et des applications aux feuilletages et aux prolonge
ments des catégories topologiques. Les seize articles contenus dans cette 
partie ont été écrits de 1957 à 1964, à l'exception 

- du premier / 125/ fait en 1952 et inclus ici pour montrer les problèmes 
concrets qui ont motivé la théorie générale (de plus il ferait double emploi 
dans la Partie I, cf. page 335), 

- du dernier / 110/ , rédigé en 1969 et qui est consacré à une construc
tion directe et simple de l'élargissement complet d'un foncteur local / 47 /. 

D'autres résultats sur les catégories ordonnées sont disséminés 
dans les Parties III et IV-1 comme cas particuliers dé théorèmes sur les 
catégories internes ; ils sont mentionnés dans le «Guide» / 86 / . 

La théorie des structures locales et des «variétés généralisées » 
a suscité de nombreux travaux. Par contre les recherches sur les groupoi'des 
et catégories ordonnés ont été rares. Le récent regain d'intérêt pour les 
«locales» (en liaison avec la théorie des topos) devrait conduire à une 
meilleure compréhension des idées de Charles et à un développement de 
ses méthodes. 

Andrée CHARLES EHRESMANN 
Amiens, Décembre 1981 
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D E 1 9 5 5 A 1 9 6 2 

Professeur à l'Université de Strasbourg depuis 1939, Charles ai
mait l'ambiance de sa ville natale. Aussi, malgré un certain désir de par
ticiper à la vie mathématique parisienne, a-t-il longtemps hésité à poser 
sa candidature à l'Université de Paris. C'est pendant son séjour à Yale 
en 1955 qu'il s'y décide. A Paris, il fait uniquement des cours de troisième 
cycle, où il expose ses travaux récents sur les structures fibrées et feuille
tées, la Géométrie différentielle, puis la théorie des catégories. Trois thè
ses de Doctorat d'Etat sont soutenues sous sa direction pendant cette pé
riode: Haefliger (1958), Srinivasacharyulu et F. Benzécri (1962), et plu
sieurs autres sont en préparation. Parmi ses chercheurs figurent beaucoup 
d'étrangers, rencontrés au cours des longs voyages auxquels il consacre 
une partie de l'année: En 1956, il est invité en Iran et en Inde, pays dont 
la pensée et la culture l'ont attiré dès son adolescence (à travers Goethe) 
et qui ne l'ont pas déçu comme en témoigne la chaleur avec laquelle il m'en 
parle lors de nos premières rencontres en 1957. Il est Expert de TUNESCO 
à Mexico de Juin à Septembre 1958 (et, pour éviter l'avion qui l'inquiétera 
toujours, il va en bateau de Paris à New-York et en train de New-York à 
Mexico). Nous passons l'été 1959 à Buenos-Aires, d'où il va aussi faire 
quelques conférences au Chili; l'été i960 à Sao Paulo, dont il revient par 
la Bolivie, le Pérou, l'Equateur et le Venezuela; l'été 1961 à Montréal, 
où sont rédigés les mémoires / 54/ et / 126/. De plus il donne des séries 
de conférences en Europe: Allemagne de l'Est et de l'Ouest, Belgique, 
Italie, Pologne; plusieurs des articles écrits à cette époque sont ses con
tributions à des Colloques / 46, 47, 50, 51, 52, 54, 56/ . 

Ces voyages, dont il dit volontiers être plus fier que de ses travaux 
mathématiques, étendent sa renommée en faisant connaître sa conception 
de la Géométrie différentielle comme étude de la catégorie des jets et de 
ses actions. S'il s'intéresse vivement à la théorie des catégories, c'est 
encore du point de vue du géomètre, et il commence seulement à amorcer 
le virage vers cette théorie qui, plus tard, lui vaudra une certaine incom
préhension. 

XXIII 



DE 1955 A 196 2 

A Paris, il participe activement à la vie mathématique. A partir 
de 1957, il anime le Séminaire de Topologie et Géométrie Différentielle, 
auquel il invite de nombreux étrangers. Les exposés sont publiés dans les 
premiers volumes de ce qui deviendra le périodique « Cahiers de Topologie 
et Géométrie Différentielle ». Bien que peu attiré par le travail adminis
tratif, il accepte pour 1958-59 d'être le premier Secrétaire du Département 
de Mathématiques de Paris . Il est aussi membre du Comité National des 
Mathématiciens Français et de l'Union Mathématique Internationale, et il 
entre en 1961 au bureau de la Société Mathématique de France. En fin il 
est l'un des promoteurs d'une union mathématique européenne (qui ne verra 
malheureusement pas le jour à cette époque), car l'idée d'une Europe unie 
est chère à son cœur d'Alsacien. 

A. C. E. 
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Les articles originaux faisant l'objet de cette Partie II-l sont 
reproduits ci-après (par procédé photographique) ; les textes dont le 
format initial a dû être réduit (pages 3 à 124) précèdent les autres, 
de sorte que l'ordre chronologique n'est pas entièrement respecté, 
Les cours /125, 126/, qui avaient seulement été multigrapides, ont 
été recomposés sur machine Varityper. 

Les numéros rajoutés dans les marges extérieures réfèrent 
aux Commentaires situés à la fin du livre (cf. page 333). 
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STRUCTURES LOCALES ET REVÊTEMENTS 

par Charles EHRESMANN 

Premier chapitre du cours donné à l'Université du Brésil 
(Rio de Janeiro, Juillet-Décembre 1952 ) sur le sujet : 

Espaces fibres et Structures infinitésimales 

(Texte multigraphlé à Rio de Janeiro en 1952 ) 
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2 C. EHRESMANN 

1. La notion d'espèce de structures mathématiques. 
Nous aurons à considérer diverses espèces de structures mathématiques struc

turée! topologiques, structures feuilletées, structures fibrées, structures infinitési
males. Toutes ces structures sont des structures de caractère local. Pour donner un 
sens précis à cette affirmation, il est indispensable d'avoir la notion générale de struc
ture mathématique ̂ K 

Partons de l'exemple de structures topologiques. Une structure topologique (ou 
une topologie) est définie par la donnée d'un ensemble 0 de parties de E vérifiant les 
conditions suivantes : 
( 0 i) La réunion d'une famille quelconque d'ensembles appartenant à 0 appartient 

aussi à 0 . 
(O2 ) L'intersection d'une famille finie d'ensembles appartenant à 0 appartient aussi 

à 0. 
Un espace topologique est un ensemble E muni d'une structure topologique. 

Toute partie de E appartenant à l'ensemble 0 correspondant est appelé ensemble 
ouvert de cet espace topologique. 

Remarquons qu'en vertu de la condition (O^) la partie vide 0 de E est un 
ensemble ouvert et qu'en vertu de ( 0 2 ) l'ensemble E lui-même, c'est-à-dire la partie 
pleine de E , est un ensemble ouvert. 

Soit 9 ( E ) l'ensemble des parties de E . L'ensemble 0 est une partie de 9 (E ) , 
c'est-à-dire un élément 3" de 9 (9 ( E )), que nous pouvons appeler Vélément structural 
définissant la topologie. Les propriétés ( 0 l ) et ( 0 2) définissent une partie Cl de 
de 9{9(E)), ensemble des éléments de 9(9(E)) qui possèdent ces propriétés. Tout 
élément J de 0 définit une topologie sur E; l'ensemble Cl définit l'espèce des struc
tures topologiques sur E . Nous pouvons partir d'un ensemble E quelconque. La loi de 
formation de 9 {9(E)) à partir de E et en plus les deux propriétés (O x) et ( 0 2) 
définissent la classe deG structures topologiques sur un ensemble quelconque, et cette 
classe s'appellera l'espèce des structures topologiques. Les propriétés ( 0 i) et ( 0 2) 
sont appelés les axiomes de l'espèce des structures topologiques. 

D'une façon générale, une espèce de structures mathématiques est déterminée 
par : 

1° ) La donnée d'une loi de formation d'un ensemble M à partir d'un ensemble 
quelconque E et d'un certain nombre d'ensembles auxiliaires A ̂9 A 2 A^ . Cette 
loi de formation indique une suite d'opérations du type suivant : a) formation de l'en-

(lì N. Bourbaki, Théorie des Ensembles, fasc. Résultats (Paris, H). 
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semble des parties d'un ensemble déjà obtenu; b) formation du produit de deux ensembles 
déjà obtenus. 

2°) La donnée d'un système d'axiomes imposant des conditions aux éléments 
de .1/, c'est-à-dire déterminant une partie W de M . 

La loi de formation donnée définit un type de structures; tout élément de M 
définit une structure de ce type sur E . 

L'ensemble W constitue une espèce de structures mathématiques sur E.Tout 
élément V de W sera une structure de cette espèce sur E . Les axiomes peuvent faire 
intervenir des structures définies préalablement sur E et sur les ensembles auxiliaires. 
Supposons qu'ils ne fassent intervenir aucune structure définie préalablement sur E . On 
pourra prendre alors pour E un ensemble quelconque, les ensembles auxiliaires étant 
aussi quelconques, ou bien fixés d'avance et munis éventuellement de structures déter
minées préalablement. La loi de formation du type de structures et le système d'axiomes 
définissent alors une classe de structures sur E quelconque, et cette classe s'appellera 
une espèce de structures mathématiques. 
EXKMPLr.s. L'espèce des structures topologiques vérifiant des axiomes supplémen
taires : structures topologiques séparées, structures d'espace topologique compact 
ou d'espace topologique connexe. Structures d'ordre. Structures algébriques. Structures 
composées des structures élémentaires précédentes; c'est-à-dire structures définies 
par un couple de deux structures vérifiant des axiomes supplémentaires; on obtient 
ainsi, par exemple, les structures de groupes topologiques, d'espaces vectoriels topo
logiques, etc. 

Considérons une espèce de structures mathématiques pour laquelle les ensembles 
auxiliaires Al, A2 A ̂  sont fixés et munis éventuellement de structures déterminées 
préalablement. Etant donnés deux ensembles E et E', le type de structures considéré 
détermine, à partir de E et deux ensembles M et M', et le système d'axiomes en 
détermine deux sous-ensembles W et W . Toute application biunivoque f de E sur E' 
admet une extension f appliquant d'une façon biunivoque M sur M'. Comme les axiomes 
ne font intervenir aucune structure préalable sur E et sur E', l'extension /' applique 
W sur W; c'est-à-dire transforme toute structure de l'espèce considérée donnée sur E 
en une structure de même espèce sur Ef. Si S et S' sont deux structures de l'espèce 
considérée sur E et sur E', c'est-à-dire deux éléments de W et W, un isomorphisme 
de 5 sur S' est une application biunivoque f de E sur E' dont l'extension /' applique 
S sur S'. En particulier le groupe des permutations de E laisse invariant W . L,e sous-
groupe qui laisse invariant 5 est le groupe des automorphismes de S . Etant donnée une 
espèce de structures sur E dont le système d'axiomes fait intervenir une structure 

1+ 
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4 C. EHRESMANN 

préalable sur E , cette espèce de structures est invariante par le groupe des automor-
phismes de cette structure préalable. 

Considérons maintenant deux espèces de structures, en général de types diffé
rents. Sur un ensemble E , les deux types correspondent à deux ensembles M et M ' et 
les deux espèces de structures correspondent à deux sous-ensembles W C M et W C M', 
On dira que les deux espèces de structures sont équivalentes sur E lorsqu'on aura 
défini une application biunivoque de W sur W', invariante par les permutations de E. 
On pourra identifier alors les structures qui se correspondent par cette application. 
Si l'ensemble E n'est pas fixé, on dira que les deux espèces de structures sont équi
valentes lorsque pour un ensemble E quelconque on aura défini une application biuni
voque (dite application d'équivalence) de W sur W' de telle façon que les applications 
d'équivalences associées à deux ensembles E et E' se correspondent par toute appli
cation biunivoque de E sur E '. 

Par exemple, une structure topologique sur E peut être identifiée à la structure 
définie par la donnée de l'ensemble des ensembles fermés, ou par la donnée des ensem
bles de voisinages des points de E , ou par la donnée des adhérences des sous-ensem
bles de E . 

Plus généralement, considérons une application de W 'dans W invariante par 
les permutations de E ; nous dirons que c'est une application canonique de W dans W '. 
Si elle fait correspondre à une structure S € W une structure S ' 6 W ', on pourra dire que 
S' est une structure sous-jacente à S, ou que S' est une infrastructure de S , ou encore 
que S est une superstructure de S'. D'une façon générale, étant données deux struc
tures S et Sf sur E , la structure S peut être dite plus précise que 5' lorsque son 
groupe d'automorphismes est un sous-groupe de celui de S'. En particulier S est appelée 
une structure triviale lorsque son groupe d'automorphismes est le groupe de toutes les 
permutations de E . On pourra identifier toutes les structures triviales sur E . Intro
duire une structure non triviale sur E revient à détruire l'homogénéité complète de E . 
2. La notion d'espèce de structures locales. 

Une espèce de structures locales est une espèce de structures ( a) pour laquelle 
il existe une loi d'induction, c'est-à-dire une loi qui associe à toute structure S d'es
pèce (a), donnée sur un ensemble E , un ensemble $ de parties de E et qui détermine 
sur tout ensemble U 6 <p une structure d'espèce (a) appelée structure induite par S 
sur U muni de cette structure induite étant appelée sous-espace distingué de E , de 
telle façon que les conditions suivantes soient satisfaites : 

1°) La loi d'induction est canonique. C'est-à-dire si une application biunivoque 
f de E sur E' transporte la structure S sur une structure S' définie sur E', la res-

1 
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triction de f à chaque sous-espace distingué de E est un isomorphisme sur un sous-
espace distingué de E9 muni de la structure 5'. 

2°) $> est l'ensemble des ensembles ouverts non vides d'une topologie 3" sur 1 
E • On dira que 5 est une structure locale par rapport à cette topologie. 

3°) Transitivité des structures induites. Si U est un sous-espace distingué de 
E (et par conséquent muni de la structure induite par S), les sous-espaces distingués 
de U sont les sous-espaces distingués de E qui sont contenus dans U . 

4°) Axiome du recollement. Soit E" la réunion d'une famille de sous-ensembles 
de E dont chacun est muni d'une structure d'espèce (a) telle que la condition suivante 
soit satisfaite : si E. et Ej sont deux ensembles de la famille dont l'intersection 
E • rï E j ne soit pas vide, celle-ci est sous-espace distingué de E^ et E. et les struc
tures induites sur EinEj par les structures données sur E^ et Ej sont identiques. Il 
existe alors sur E' une structure 5' d'espèce (a) bien déterminée telle que chaque 
£. muni de sa structure soit sous-espace distingué de Ef muni de S*. Nous dirons que 
les structures données sur les E. se raccordent et que E* muni de la structure S" est 
obtenu par recollement des sous-espaces Ei. 9 + 

En vertu des conditions précédentes la structure induite par 5 sur E est iden
tique à 5. 
3. Exemple des structures topologiques. 

Les structures topologiques forment une espèce de structures locales. Soit 3" 
une topologie sur E . Alors 3> est l'ensemble des ensembles ouverts non vides de cette 
topologie. La topologie induite sur U € <ï> est celle dont les ouverts sont les ouverts de 
E contenus dans U . La transitivité des topologies induites est évidente. Soit ( E.) un 
recouvrement de E* et supposons donné sur chaque E une topologie *J. telle que 
Ei n E j soit ouvert dans Ei et dans Ej , les topologies induites sur Ei nE j par 7. et 
3". étant identiques. Une topologie J' sur Ef telle que E. soit ouvert et telle que 3̂. 
soit la topologie induite par 7* sur E. est forcément la topologie qui admet pour ensem
bles ouverts les réunions quelconques d'ensembles ouverts des espaces E.. 

L'espace E* muni de 3"' , c'est-à-dire l'espace topologique obtenu par recol- 3 
lement des espaces E., peut être identifié canoniquement à l'espace suivant : consi
dérons l'ensemble somme £ £\, c'est-à-dire l'ensemble des couples (i,x), où x e£.. 
L'application biunivoque x-* ( i > x ) de £\ sur un sous-ensemble £J de ̂ iEi trans
porte la topologie 3̂  de E. sur une topologie 3*J de Et. La topologie d'espace somme 
sur X. E. est celle dont les ouverts sont des réunions quelconques d'ouverts des espaces 
E\. Soit f l'application (i ,x) + x de 2̂ .£\ sur E*. Soit p la relation d'équivalence 
associée dans ^iEi et considérons l'espace topologique quotient E./p . L'appli-
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6 C. EHRESMANN 

cation biunivoque de £f.£. / p sur E' canoniquement associée à / est un homéomor-
phisme, qui permet d'identifier canoniquement lE-Ê /p avec E*. 

Remarquons qu'on peut définir la topologie induite sur un sous-ensemble A 
quelconque d'un espace topologique E. Mais par recollement de sous-espaces A ̂  
formant un recouvrement de E on ne retrouve pas forcément l'espace topologique E ; la 
topologie sur E n'est pas toujours déterminée par les topologies induites sur les sous-
espaces /L. Il y a cependant un autre cas important où l'application canonique de 

,4. Ip sur E est un isomorphisme, désignant toujours par p la relation d'équiva
lence associée à l'application canonique de sur E . C'est le cas où les Â  sont 
des ensembles fermés tels que tout point de E admette un voisinage ne rencontrant 
qu'un nombre fini des ensembles Ai. 
4. Le pseudogroupe des automorphismes locaux d'une structure locale. 

Soit S une structure locale d'une espèce donnée définie sur E . Soit F l'en
semble des automorphismes locaux de £, c'est-à-dire des isomorphismes d'un sous-
espace distingué sur un sous-espace distingué. F est un pseudogroupe de transfor
mations, c'est-à-dire un ensemble de transformations vérifiant les axiomes suivants : 

1°) Tout / £ F est une application biunivoque dont la source et le but appar
tiennent à 3> , où $ est l'ensemble des ouverts non vides d'une topologie sur E ; cette 
topologie s'appellera la topologie sous-jacente au pseudogroupe de transformations. 

2°) Soit U la réunion d'une famille d'ensembles U<!>. Pour qu'une application 
biunivoque / de U sur un sous-ensemble f(U ) de E appartienne à F, il faut et il 
suffit que la restriction de / à Û  appartienne à F, pour chaque indice i . 

3°) Pour tout ¿7 e $ , l'application identique de U appartient à F . Si / £ F, on 
a aussi £ F. Si / £ F et /' £ F et si de plus /'/ est défini, on a aussi f'f £ F. 

Le composé /'/ est le composé des applications /' et /; nous le considérerons 
comme défini seulement dans le cas où la source de /' est identique au but de /. Cette 
loi de composition définit alors sur F une structure de groupoi'de, c'est-à-dire une loi 
de composition interne non partout définie satisfaisant aux axiomes suivants : 

1°) Si les composés xy et yz sont définis, les composés (xy )z et x(yz ) 
sont définis et égaux. 

2°) Si les composés xy et x'y (respectivement yx et yx*) sont définis et 
égaux, on a x = x*. 

3°) A tout élément x de l'ensemble correspondent trois éléments notés ex , 
e' et x'1 tels que ex - x, xe' ~ x. x"1 x ~ e' xx~l = e ; e „ est appelé l'unité à 
X * X 7 X y X T X 7 X Ir 
gauche de x ; e*x l'unité à droite de x et x"1, l'inverse de x. 

1 
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On voit facilement que dans un grouporde tout élément idempotent e , c'est-à-
dire tel que ee — e, est unité à gauche (resp. à droite) pour tout élément x tel que 
ex (resp. xe ) soit défini. Pour que le composé xy soit défini, il faut et il suffit que 1 
e% = ê  . Un groupoi'de sera dit connexe s'il satisfait à la condition suivante : étant 
donnés deux éléments idempotents quelconques e et e', il existe au moins un élément 
x admettant e comme unité à gauche et e' comme unité à droite. 

Dans le cas d'un pseudogroupe de transformations, l'unité à gauche (resp. à 
droite) de / est l'application identique de la source (resp. du but) de /. 

L'intersection d'une famille de pseudogroupes de transformations sur E 
est un pseudogroupe de transformations F sur E. La topologie sous-jacente à F est 
l'intersection des topologies sous-jacentes aux I~\ . Etant donné un pseudogroupe de 
transformations F, la topologie sous-jacente à un sous-pseudogroupe de F est moins 
fine que la topologie sous-jacente à F. Etant donnée une partie A de F , l'intersection 
de tous les sous-pseudogroupes de F qui contiennent à A est le sous-pseudogroupe 
engendré par A . 
EXEMPLES. Le pseudogroupe des automorphismes locaux d'un espace topologique E . 2 
Le plus petit sous-pseudogroupe admettant la même topologie sous-jacente est Y en
semble des applications identiques des ensembles ouverts non vides de E . Si la topo
logie sous-jacente à un pseudogroupe de transformations n'admet qu'un seul ensemble 
ouvert non vide, à savoir l'espace tout entier, le pseudogroupe est un groupe de trans
formations. 
5. Structures localement isomorphes. 

Soit S une structure locale sur E ; soit S' une structure de même espèce sur 
E'. Un isomorphisme local f de E sur E ', c'est-à-dire un isomorphisme d'un sous-
espace distingué de E sur un sous-espace distingué de E *, sera aussi appelé une carte 
locale de E sur E*. Etant données deux cartes locales /1 et f2 dont les buts (c'est-
à-dire les buts des applications /1 et f2 ) ont une intersection non vide, au couple 
(f1,f2) est alors associé l'automorphisme local cp21 de E tel que f1fx)=f(x'), 
où x € E et x* e E , soit équivalent à x' - q>2X(x). Nous dirons que cp21est le change- 3 
ment de cartes locales associé à f /1, f 2 ). 

Appelons atlas de E sur E' un ensemble de cartes locales de E sur E* dont 
les buts recouvrent E'. 

S'il existe un atlas de E sur E \ nous dirons que E' est localement isomorphe 
à E . Cette propriété est transitive, c'est-à-dire on a : 
PROPOSITION. Si E' est localement isomorphe à E et E" localement isomorphe à 
E'y alors EH est localement isomorphe à E . 4 
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Si £' est localement isomorphe à £, l'ensemble des cartes locales de E sur 
E' est appelé atlas complet de E sur E'. 

Soit A = f /{. ) un ensemble d'applications biunivoques de sous-espaces distin
gués U • de E , muni de la structure locale S , sur des sous-espaces d'un ensemble 
E' sur lequel nous ne considérons aucune structure donnée d'avance. Appelons encore 
f. une carte locale de E sur E '. Si les î/î recouvrent E ', c'est-à-dire si £ ' = |J [/?, 
nous dirons encore: A est un atlas de E sur £'. Si les changements de cartes locales 
y., associés aux couples f f., f. ) appartiennent tous au pseudogroupe F des auto
morphismes locaux de E, nous dirons que A est compatible avec F. 

Soit A un atlas compatible avec F . En transportant par f. la structure de [A 
sur U'., les structures ainsi définies sur les f/J se raccordent. Donc A détermine sur 
E' une structure locale Sf de même espèce que S. 
6. L'espèce des structures locales associées à un pseudogroupe de transformations.̂  

Soit F un pseudogroupe de transformations défini dans E et soit 2 un atlas de 
E sur E' compatible avec F. Nous ne considérons que des cartes locales ayant pour 
source un ensemble ouvert de E , pour la topologie sous-jacente à F. 

Une carte locale de E sur Ef sera dite compatible avec A lorsqu'en l'adjoi
gnant à A on obtient encore un atlas compatible avec F. Un atlas A sera appelé atlas 
complet compatible avec F lorsqu'il est identique à tout atlas compatible avec F et 
contenant A. 
PROPOSITION. Etant donné un atlas A de E sur E\ compatible avec F, soient f ̂  
et f deux cartes locales de E sur E' dont chacune est compatible avec A. Par 
adjonction à â de et f on obtient encore un atlas compatible avec F. 

En effet, soit f. une carte appartenant à A. Considérons l'ensemble U. ̂  des 
points xf de E tels qu'il existe des points x' et x" de E vérifiant les relations 
f\(*) = f/*') = fi(x")- 0n a *' - Vfl\(x)= %i(Vl\(x)) où Vba désigne le change
ment de cartes locales associé à un couple de cartes (/a » ) • La restriction de <f^ 
à V' \ appartient donc à F, Comme A est un atlas de £ sur £ ', les ensembles 
Ui/jL ̂  recouvrent l'ensemble [/ ,̂ source de çp ̂  . Par conséquent cp ̂  est réunion ^ 
d'applications appartenant à F c'est-à-dire cp̂  ̂  appartient à F . 
PROPOSITION. Fou£ atlas A compatible avec F es£ contenu dans un atlas complet 
U compatible avec F. Cet atlas (ï est unique et s'appellera l'atlas complet engendré 
par A. 

1 

En effet, l'atlas 9 s'obtient par adjonction à S de toutes les cartes compa
tibles séparément avec A. On pourra l'obtenir encore de la manière suivante : si / € A, 

^^C. Ehresmann. Sur la théorie des espaces fibres (Colloque de Topologie algébrique, C.N.R.S., Paris, 1947). 
^ Ŝou f une application de source A et supposons que A soit la réunion d'une famille d'ensembles A.. Si f. 

1 1 
est la restriction de f à A. , nous dirons que f est réunion des f. . 10 
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on adjoint à S toute restriction de / à un ensemble ouvert de E . Soit â' l'atlas ainsi 
obtenu. Si g e 3 ' , on adjoint à S' toute carte g cp, où cpeT. Soit S" l'atlas ainsi 
obtenu. L'ensemble des réunions de cartes locales appartenant à (2W forme alors l'atlas 
(ï engendré par (2 . 
DÉFINITION. Un atlas complet de E sur E' compatible avec F définit sur E' une 
structure associée à T. [o classe des structures associées à F, sur un ensemble 
quelconque, s'appellera l'espèce des structures associées à F. 

D'après la proposition précédente, un atlas incomplet compatible avec F déter
mine déjà une structure associée à F unique, à savoir celle qui est définie par l'atlas 
complet engendré par lui. 
PROPOSITION. L'espèce des structures associées à F est une espèce de structures 
locales. 

On a, en effet, la loi d'induction suivante : soit S la structure définie sur E' 
par l'atlas complet S de £ sur compatible avec F. L'ensemble $ des sous-
ensembles distingués de E ', associé à S, sera l'ensemble des réunions de buts de 
cartes locales appartenant à â. La structure induite par S sur U 6 $ est définie par 
l'ensemble des cartes locales appartenant à S et dont le but est contenu dans U . Cet 
ensemble de cartes locales forme bien un atlas complet de E sur U compatible avec F. 
On vérifie facilement les axiomes auxquels doit satisfaire la loi d'induction d'une 
espèce de structures locales : les buts des cartes locales appartenant à (3 forment la 
base d'une topologie sur E '. La transitivité des structures induites est évidente. Soit 
E' la réunion de sous-ensembles E'. dont chacun est muni d'une structure S. définie 
par un atlas complet S{. de E sur E'-, compatible avec F . Pour que les structures 5f. 
se raccordent, il faut et il suffit que la réunion des atlas Q. soit un atlas compatible 
avec F . Mais cette réunion engendre alors un atlas complet 9 compatible avec F , et 
celui-ci définit sur E' une structure associée à F induisant sur chaque E. la structure 
S. . Nous avons ainsi vérifié l'axiome du recollement. 

Si / est une application biunivoque de E' sur E", la structure déduite de S 
par f est celle qui est définie par l'atlas /(2 formé par l'ensemble des cartes ( f f-), 
où f. est une carte quelconque appartenant à &. 

En particulier F définit un atlas complet de E sur E compatible avec F, donc 
une structure SQ associée à F. Cette structure SQ admet P pour pseudogroupe des 
automorphismes locaux. 

Un atlas complet Q de E sur E', compatible avec F, est l'atlas complet des 
isomorphismes locaux de E muni de la structure SQ sur E' muni de la structure 5 
définie par û. 

1 

2 

11 



10 C. EHRESMANN 

Soit F' le pseudogroupe des automorphismes locaux de la structure S. On peut 
définir une application canonique de l'espèce des structures associées à F ' dans l'es
pèce des structures associées à F. Soit S' la structure définie sur £ "par un atlas com-

1 plet S ' de £' sur E* compatible avec F'. Désignons par S ' â l'ensemble des cartes 
locales f'f f °ù / £ â et /' 6 S' . Or (Î'S est un atlas complet de E sur £" compatible 
avec F ; il définit donc sur E* une structure associée à F, L'application S* -» S' (2 
est l'application canonique cherchée de l'espèce des structures associées à F ' dans 
l'espèce des structures associées à F. Montrons que cette application canonique est 
biunivoque. 

Soit d~X l'ensemble des cartes locales où f e Q ; soit E la réunion des 
o 

sources des cartes locales f € 3.. Alors (î"1 est un atlas complet de E' sur £Q compa
tible avec F' . 

L'ensemble ouvert EQ est invariant par F, c'est-à-dire identique à l'ensemble 
des transformés des éléments de EQ par des éléments quelconques de F. Soit Vo le 
sous-pseudogroupe de F formé par les éléments de F dont la source est contenue dans 

Si un atlas S" de EQ sur £" est complet en tant qu'atlas compatible avec Vq , 
il est aussi complet en tant qu'atlas de E sur E" compatible avec F; ceci permet 
d'identifier l'espèce des structures associées à TQ avec une partie de l'espèce des 
structures associées à F. L'application canonique â -* (î* Q., considérée ci-dessus, est 
une application biunivoque de l'espèce des structures associées à F' sur l'espèce des 
structures associées à F ; son inverse s'écrit S" -*(j"(î~1. Ceci donne une identifica-

o 1 
tion canonique de ces deux espèces de structures. 

En particulier, si £Q = £, les espèces de structures associées à F et à F ' 
sont ainsi canoniquement identifiées. Ceci a toujours lieu lorsque F est transitif. Posons 
en effet les définitions suivantes : 

Le pseudogroupe F sera dit transitif au sens large lorsque tout ouvert non vide 
invariant par F est identique à £ ; il sera dit transitif au sens strict lorsque l'ensemble 
des transformés d'un point donné arbitraire de £ par les éléments de F est identique à 
£ . Une structure locale sur £ sera dite localement homogène au sens large lorsque son 
pseudogroupe d'automorphismes locaux est transitif au sens large; elle sera dite locale
ment homogène au sens strict lorsque ce pseudogroupe est transitif au sens strict. 

Soit F le pseudogroupe des automorphismes locaux d'une structure locale S sur 
£ . On peut considérer l'espèce des structures locales localement isomorphes à S. Cette 
espèce s'identifie canoniquement à l'espèce des structures associées à F, en faisant 
correspondre à toute structure localement isomorphe à S définie sur £' l'atlas complet 
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des isomorphismes locaux de E sur E ', munis respectivement des structures S et S'. 
Considérons sur E deux pseudogroupes de transformations F et F* tels que 

TC F'. Toute structure S associée à F détermine canoniquement une structure S' 
associée à F ' : si S est définie par l'atlas â de E sur E' compatible avec F et 
complet par rapport à F, (3 engendre un atlas S' compatible avec F' et complet par 
rapport à F'. L'atlas 2* définit la structure 5' associée à F', que nous appellerons 
sous-jacente à 5; nous dirons aussi que S repose sur S' on est donné sur S'. Nous 1 
sommes ainsi conduit aux deux problèmes suivants : 
Problème d'existence des structures associées à F reposant sur une structure donnée 
associée à F ' . 
Problème d'isomorphie de deux structures données S1 et S2 associées à F par rapport 
à une structure S associée à T et sous-jacente à S ̂  et à S2 , c'est-à-dire problème 
d'existence d'un automorphisme de S qui transforme en S2 . 
7. Application des notions d'espace quotient et d'espace somme au recollement de sous-

espaces. 
Rappelons la définition de l'espace topologique quotient E/p, où p est une 

relation d'équivalence dans l'espace topologique E. L'ensemble E / p est l'ensemble 
des classes d'équivalence de E suivant p; l'application p qui fait correspondre à tout 
x € E la classe d'équivalence de x suivant p est l'application canonique de E sur 
E / P. Les parties de E / p dont les images réciproques par p sont des ensembles ouverts 
de E forment l'ensemble des ensembles ouverts d'une topologie sur E/p, appelée 
topologie quotient par p de la topologie donnée sur E . L'ensemble E/p muni de cette 
topologie est l'espace topologique quotient E/p. On dit aussi que cet espace se déduit 
de E par identification des points de E appartenant à une même classe d'équivalence 
suivant p . 

Appelons ensemble saturé pour p toute réunion de classes d'équivalence suivant 
p. Appelons ensemble saturé engendré par une partie A de E la réunion des classes 
d'équivalence ayant une trace non vide sur A. La relation d'équivalence p est dite 
ouverte (resp. fermée) lorsque tout ensemble ouvert (resp. fermé) de E engendre un 
ensemble saturé ouvert (resp. fermé), c'est-à-dire lorsque tout ensemble ouvert (resp. 
fermé) de E se projette par p sur un ensemble ouvert (resp. fermé de E/p). 

Rappelons de même la définition de l'espace topologique somme d'une famille 
d'espaces topologiques Ai, où i 6/. Nous supposons que les Ai sont des sous-ensembles 
d'un ensemble A. Nous appellerons ensemble somme de la famille (A.) l'ensemble 
% lA. des couples (itx)t où i €. I et x e A^. Soit a. l'application biunivoque x-*(itx) 
de A. sur une partie A', de S .4.. Si T. est la topologie donnée sur A., soit 7\' la 
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topologie sur A', déduite de T. par a .. L'ensemble des ouverts des espaces A! munis 
des topologies Tj forme une base d'une topologie T* sur 12,. A., c'est-à-dire un ouvert 
pour r' est la réunion d'une famille quelconque d'ensembles ouverts des espaces A î. 
L 'ensemble £ i A. > muni de cette topologie r* , est l'espace topologique somme de la 
famille (Ai) . Remarquons que la topologie induite par r' sur A\ est la topologie T\ et 
que le sous-espace Al est à la fois ouvert et fermé dans S ..4.; si / comprend plus 
d'un élément, l'espace topologique somme est donc non connexe. 

Supposons A = U,^Î ET ¿1 nAj = 0 pour tout couple (i t j) € / X / tel que i + /. 
La réunion des applications a, est alors une application biunivoque canonique a de A 
sur S .4 ., qui permet d'identifier .4 et S f. ,4.. Supposons donné sur A une topologie r 
telle que T. soit la topologie induite par r sur /1̂ . Pour que l'application canonique a 
soit un homéomorphisme de T sur T* , il faut et il suffit que ,4. soit ouvert dans A 
quelque soit i € I. Lorsque cette condition est vérifiée, l'application a permet donc 
d'identifier canoniquement l'espace A muni de la topologie T avec l'espace topologique 
somme des sous-espaces .4 . . 

Etant donné un ensemble £ muni d'un pseudogroupe de transformations F , soit 
(3 un atlas de E sur £' compatible avec F. Soit £/. la source de la carte locale f. € d , 
l'indice i parcourant l'ensemble d'indices / en correspondance biunivoque avec (2. 
Considérons l'espace somme Î .Û  et soit a . l'application canonique x •* (i,x) de [A 
dans £ t- i/.. La réunion des applications f. OL1 est une application 77 de £ t ̂  dans £ 
Soit p la relation d'équivalence associée à 77 dans S ̂  [/̂. Deux points (i,x} et f j,x' ) 
de S . 6̂- sont équivalents suivant p lorsque n (i 9x ) — TT f j, x' J, ce qui s'écrit aussi 
f. ( x ) ~ fj(x') ou x' s cp̂ f x en appelant y., le changement de cartes locales corres
pondant à (i,j). Soit £^ l'espace quotient (SiUj) /p et soit 77 ' l'application biuni
voque de E'Q sur E' associée à 77 ; c'est-à-dire 77 ' applique la classe d'équivalence de 
(i, x) sur TT(Î t x). Soit âQ l'atlas de £ sur E'Q formé par l'ensemble des cartes locales 
ça ., où q désigne l'application canonique de S . Ui sur £^ . L'atlas âQ détermine sur 
E'Q une structure associée à F. L 'application TT * est an isomorphisme de E'Q sur £', 
munis respectivement des structures déterminées par QQ et (2, car on a S = 77 ' (2Q. 

On peut considérer sur £ une structure locale S dont le pseudogroupe des auto
morphismes locaux contient F. Les atlas û et S déterminent alors sur £' et £' deux 
structures 5' et S'Q localement isomorphes à S et 77 ' est un isomorphisme de E'Q sur 
E' munis des structures S'Q et S*. On pourra dire que E'Q est l'espace obtenu par recol
lement de la famille de sous-espace ( Ui ) par les automorphismes locaux y... En parti
culier soit E' - E et supposons que f. soit l'application identique de Vi dans £. Alors 
£ est canoniquement isomorphe à l'espace obtenu par recollement des sous-espaces 

1+ 
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Ui par les automorphismes identiques tp.. de Vj n U.. 
En particulier si S est une structure topologique sur E , les structures S'Q et S' 

sont des structures topologiques sur £^ et E\ Un ensemble ouvert pour est l'image 
par ç d'un ensemble ouvert de l'espace topologique où U. est muni de la struc
ture induite par S. La relation d'équivalence p est ouverte puisque les .. sont des 
automorphismes locaux de S. Il en résulte que E'Q muni de S'Q est l'espace topologique 
quotient par p de l'espace topologique ^^U.. L'application 77 ' est alors un homéo-
morphisme de cet espace E'Q sur E* muni de la topologie S. 
8. Espaces étalés. 

Soit E un espace topologique, soit l'ensemble des ensembles ouverts non 
vides de E et soit F le pseudogroupe des applications identiques des ensembles appar
tenant à 3> (appelé pseudogroupe des applications identiques locales). 
DÉFINITION. Nous dirons qu'un atlas complet compatible avec r de E sur un ensemble 
E' définit sur E' une structure d'espace étalé dans E. 

Considérons un atlas S compatible avec F de E sur E'. Il engendre un atlas 
complet 9 compatible avec F et détermine donc sur E' une structure d'espace étalé 
dans E. L'atlas S""* de E' sur un sous-espace E de E admet une réunion formant une 
application p de £' dans E. En effet, soient f. et f. deux cartes locales appartenant 
à S. En désignant par U. et U. les sources de f. et f., par U'. et Uj leurs buts, les 
applications /71 et f~} coïncident sur U'.nUj, car le changement de cartes cp„ est 
l'application identique d'un ensemble ouvert U.. contenu dans U.r*U.. On a donc une 
application p bien déterminée de E' dans E dont la restriction à U'. est /T1, quel que 
soit f. e (î. Nous dirons que p est la projection canonique de E ' dans E, correspon
dant à la structure d'espace étalé. La topologie 7 de E est transportée par & sur une 
topologie J' de La restriction de p à qui est ouvert pour 3*' , est un homéo-
morphisme sur Û . 

Inversement partons d'un espace topologique E' et d'une application p de E* 
dans £. Nous dirons que p eto/e Zs' dans E lorsque tout point de E' admet un voisi- 1 
nage ouvert U' tel que la restriction de p à U' soit un homéomorphisme sur un ensemble 
ouvert U de E. L'ensemble des restrictions de p qui possèdent cette propriété est un 
atlas de E' dans E formé d'homéomorphismes locaux. L'ensemble des cartes inverses 
est un atlas (2 de E sur E1, qui est compatible avec F et complet, c'est-à-dire qui 
détermine sur E' une structure d'espace étalé dans E. On a donc la proposition sui
vante : 
PROPOSITION. Un espace E' étalé dans E admet une projection canonique p qui étale 
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E' dans E. Inversement une structure d'espace étalé dans E est déterminée sur E' par 
la donnée d'une topologie sur E' et d'une application p qui étale E' dans E. 

Soit E' un espace étalé dans E et considérons sur E une structure locale S 
telle que tout ensemble de soit aussi un ensemble ouvert pour la topologie sous-ja
cente à S. L'atlas Q qui définit la structure d'espace étalé est compatible avec le pseu
dogroupe des automorphismes locaux de S et détermine donc sur Ef une structure S' 
localement isomorphe à S. Nous dirons que S' est l'image réciproque de 5 par la pro
jection canonique p de E' dans E. 

La projection p qui étale E' dans E applique tout ouvert de £'sur un ouvert de 
E . La relation d'équivalence p associée à p dans E' est donc une relation d'équiva
lence ouverte et l'application canonique de E'/ p dans E, associée à p, est un homéo-
morphisme. Tout point de E' admet un voisinage ouvert tel que la restriction de p à ce 
voisinage soit l'identité. Réciproquement soit p une relation d'équivalence ouverte dans 
un espace topologique E' possédant cette propriété. La projection canonique de E' sur 
E'/p étale alors E' sur E'/p. 

Soit F' le pseudogroupe des automorphismes locaux de E ', par rapport à sa 
structure d'espace étalé dans E. Un automorphisme local cpr e T' est un automorphisme 
local de E' pour la topologie J* vérifiant de plus la condition p ~ p ̂\ Remarquons que 
tout cp' e F' est aussi un automorphisme local de la structure S', image réciproque par 
p de la structure locale S considérée sur E. 

Appelons classe d%intransitivité suivant F' l'ensemble des points de £ ' qui 
sont transformés d'un point par une transformation quelconque appartenant à F' . La 
relation d'équivalence p associée à p est aussi celle qui est définie par les classes 
d'intransitivité suivant F ' . Réciproquement, étant donné un pseudogroupe d'automor
phismes locaux F' d'une structure topologique sur £', la relation d'équivalence p défi
nie par les classes d'intransitivité suivant F' est ouverte. Pour que Er soit étalé sur 
E'/p par l'application canonique, il faut et il suffit que tout point de E' admette un 
voisinage ouvert tel que la restriction à ce voisinage de la relation d'équivalence p soit 
l'identité. Un pseudogroupe d'automorphismes locaux d'un espace topologique sera dit 
proprement discontinu, lorsqu'il possède cette dernière propriété. 

Soit E' un espace topologique étalé dans E par la projection p , soit F' le 
pseudogroupe de ses automorphismes locaux et soit Q."1 l'atlas de E' sur E formé de 
toutes les cartes locales qui sont des restrictions de p . Cet atlas S"1 est un atlas 
complet compatible avec F', Soit S' une structure locale sur E' telle que T* soit 
formé d'automorphismes locaux de 5'. Alors l'atlas â"1 détermine sur E une structure 
locale 5, appelée image de S' par p. 
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A tout atlas S' compatible avec F' de E' sur E" correspond l'atlas (î'fl de 
E sur En, compatible avec F; c'est-à-dire toute structure associée à F' détermine 
canoniquement une structure d'espace étalé dans E'et munit E" d'une structure d'espace 
étalé dans E (transitivité des structures d'espaces étalés). 

En supposant que E soit un espace topologique séparé, l'espace E' étalé dans 
E n'est pas forcément séparé. Pour que E' soit également séparé, il faut et il suffit que 
la condition suivante soit vérifiée : la structure d'espace étalé étant déterminée par un 
atlas â de E sur E' compatible avec F, la source U.. de tout changement de cartes 
¥{{ est un ensemble à la fois ouvert et fermé dans U. nU., avec les notations utilisées 
au début de ce paragraphe. Cette condition est aussi équivalente à la suivante : pour 
tout cp e F' (automorphisme local de E'), l'ensemble des points non fixes de cp est un 
ensemble ouvert. 

Soit E' un espace topologique séparé, soit T* un pseudogroupe proprement dis
continu d'automorphismes locaux de E' et soit p la relation d'équivalence définie par 
les classes d'intransitivité de F' . Pour que E'/p soit séparé, il faut et il suffit que la 
condition suivante soit vérifiée : si x et y sont deux points de E9 non équivalents 
suivant p, il existe un voisinage de y et un voisinage saturé de x sans point commun. 
REMARQUE. Rappelons qu'un espace topologique E est dit séparé lorsque deux points 
distincts de E admettent deux voisinages sans point commun. Cette propriété est «héri-
ditaire », c'est-à-dire si E la possède, tout sous-espace de E la possède également. 
Mais ce n'est pas une propriété locale d'une structure topologique. Cette notion de pro
priété locale peut être définie de la manière suivante : considérons une espèce de struc
tures et une propriété qui a un sens pour les structures de cette espèce. Supposons qu'il 
existe une loi d'induction canonique qui associe à toute structure S de l'espèce consi
dérée donnée sur E une topologie T sur E et qui détermine une structure de même 
espèce (appelée structure induite) sur tout ensemble ouvert non vide de cette topologie. 
Nous dirons que la propriété considérée est une propriété locale pour la topologie T 
lorsque la condition suivante est vérifiée : pour que la structure S possède la propriété, 
il faut et il suffit que tout point de E admette un voisinage ouvert tel que la structure 
induite par S sur ce voisinage possède la propriété. 
EXEMPLES. l)La connexité locale et la compacité locale sont des propriétés locales 
d'une structure topologique par rapport à cette topologie même; en ajoutant une de ces 
propriétés aux axiomes de l'espèce des structures topologiques, on obtient encore une 
espèce de structures locales (structures topologiques localement connexes ou localement 
compactes). 

2) Etant donnés deux espaces topologiques E et E*, soit / une applica-
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tion de E dans E'. La continuité de / est une propriété locale de / relativement à la 
topologie de E , mais non relativement à la topologie de Ef. La propriété suivante est 
une propriété locale par rapport à la topologie de E' : tout ensemble ouvert de E est 
appliqué par f sur un ensemble ouvert de E*; une application / qui possède cette pro
priété est appelée application ouverte. 
D É F I N I T I O N S . 

1 ) Etant donnés quatre espaces topologiques E, E', A,A'f soit p une applica* 
tion continue de Ef dans E, soit q une application continue de A dans A' .Une appli
cation continue f de A ' dans E ' sera appelée un relèvement de f de A dans Esi fq-pf > 
On dira aussi que f est la projection de f. 

2) En particulier, si q est l'application identique de A , un relèvement de f est 
une application continue f de A dans E' telle que l'on ait f — pf. 

1 
3 ) Si A est un sous-espace de E, soit f l'application canonique de A dans E. 

On appellera relèvement de A dans E' un relèvement f de /, ou encore le but {'(A ). 
Nous verrons qu une application / n'admet pas toujours un relèvement. 
Considérons sur A ' la structure définie par la donnée d'une topologie et d'une 

relation d'équivalence r, de même sur E' la structure définie par une topologie et une 
relation d'équivalence p. Appelons représentation de A ' dans E ', relativement à ces 
structures, une application continue /' de A ' dans E' qui applique toute classe d'équi
valence suivant r dans une classe suivant p. A la représentation /' est ainsi associée 
une application / de A '/r dans E'/p; on dit que / se déduit de f par passage aux 
quotients, ou que / est la projection canonique de /'. On démontre facilement que / 
est continu. Si l'une des relations d'équivalence r ou p n'est pas indiquée, il est sous 
entendu qu'elle est réduite à l'identité. En particulier, si p est la relation d'équiva
lence associée à l'application continue p de F dans E, la projection canonique de 
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p est une application continue de E'/p sur p E. 
Si A est un sous-espace de E, soit f un relèvement de A dans E\ c'est-à-

dire pf est l'application identique de A . Alors /' est un homéomorphisme de A sur 
f'fA ); car son inverse est la restriction de p à f'f A ). Soit p̂  la relation d'équiva
lence induite par p sur p~V A ) et s0lt P j.» Ia restriction de p à p ~ Y A ). La projection 
canonique de p1 est un homéomorphisme de p ~ V ^ )/P± sur /1 , car son inverse est la 
projection canonique de f. 
PROPOSITION. Soit E' un espace étalé dans E par la projection p et soit f une 
application continue d'un espace topologique A dans E. Si E' est séparé et si A est 
connexe, il existe au plus un relèvement f de f tel que f'(a) soit un point donné de 
E'y a étant un point donné de A . 

En effet, soient f et /" deux relèvements de / tels que {'( a ) — f'f a). Soit X 
l'ensemble des points x e A tels que f'(x) - f(x). Montrons que .Y est un ensemble 
ouvert et fermé. Soit x € X et soit V un voisinage de f'f x ) tel que la restriction de p 
à V soit un homéomorphisme sur p(V). La continuité de /' et de f" entraîne Texis-
ten ce d'un voisinage W de x tel que f'(W) et f"{W) soient contenus dans V. Les 
restrictions f'y et f $ de /' et f à W sont identiques, car on a fy ~ f$ ~ g f% , où 
fw est la restriction de f à W et g l'inverse de la restriction de p à F. Donc W C À' 
et À est ouvert. D'autre part, si E' est séparé, l'équation f'f x) - f ( x ) définit un 
fermé de E'. Donc X est un ensemble ouvert et fermé et non vide. Si ,4 est connexe, 
on a donc X = A . 

En général / n'admet pas de relèvement. Si A est localement connexe, il existe 
un sous-ensemble connexe maximal A contenant a et tel que la restriction de f à 4 

o * 1 o 
admette un relèvement /' pour lequel f'f a) soit un point donné de E' se projetant sur 
f(a). L'ensemble AQ est ouvert et /' est unique. 

Etant donnés deux espaces E' , E'̂  étalés dans E par les projections p et p ,̂ 
appelons représentation de E'̂  dans E' un relèvement / de p x, c'est-à-dire p % s pft 
C'est aussi une représentation relative aux relations d'équivalence p et p̂ , associées 
à p et p , mais telle que sa projection canonique soit l'application identique de E . Si 
les structures d'espaces étalés sont définies par deux atlas complets â et S ^ de E 
sur E' et E'i respectivement compatibles avec le pseudogroupe F, une représentation 
/ de E'% dans E' est aussi caractérisée par la propriété /âjC S . Remarquons que la 
représentation / étale E'̂  dans E ̂ . Un isomorphisme de E'̂  sur E x est une représenta
tion inversible. 

Si E' est connexe et E' séparé, il existe au plus une représentation appliquant 

1 
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18 C. EHRESMANN 

un point fl't de E't sur un point donné a' de E*. En particulier, si F/ est sépare et 
connexe, tout automorphisme de E' est sans point fixe. 

Appelons espace étalé pointé un espace E' étalé dans E et muni d'un point 
distingué a'. Etant donnés deux espaces étalés pointés E' et E'̂ , de points distingués 
a' et a'j et étalés dans £, appelons représentation de E'̂  dans E* une représentation 
/ relativement aux structures d'espaces étalés telle que f(o'AJ » a'. Lorsqu'il existe 
une telle représentation /, elle est unique et nous écrirons E' < E'̂ . On vérifie faci
lement que cette relation est une relation d'ordre dans l'ensemble des espaces étalés 
pointés, étalés dans E, à condition d'identifier deux espaces étalés pointés isomorphes. 
De plus l'ensemble des espaces étalés pointés E'. dont les points distingués a*, se 
projettent sur a e E est un ensemble ordonné inductif : toute famille fE'.) a une borne 
inférieure E' < E*., 

Rappelons les définitions suivantes : Un chemin dans E est une application 
continue c de / dans l'espace E, en désignant par / le segment [0,2] de la droite 
numérique R -? les points c(0) et cfl ) sont l'origine et l'extrémité du chemin. 

Etant donnée une application continue f de A dans E , une déformation de f est 
une famille d'applications (ft), où t € / et fQ = /, telle que l'application fx, t) -* ft(x), 
où x e A, soit une application continue cp de A X I dans E. Inversement toute appli
cation continue cp de A X I dans E détermine une déformation, ft étant l'application 
x -+ yfx,t); cette déformation sera aussi appelée cp. Appelons chemin de déformation 
de x le chemin c défini par t ~+ yfx, t). 

Etant donné l'espace séparé E' étalé dans Et un chemin c dans E admet au 
plus un relèvement c' dans E' d'origine c'(0) donnée. Le plus grand sous-ensemble 
connexe /' de / contenant le point 0 et tel que la restriction de c à I' admette un 
relèvement c' d'origine c'(0) donnée est un intervalle [ 0, t̂ [ ouvert à droite, ou bien 
/' = /. 

L'espace E' étalé dans E étant supposé séparé, on a : 
PR OPOSITION. Etant donnée une application continue f de A dans E admettant un 
relèvement f dans E' toute déformation y de f admet au plus un relèvement cp' for
mant une déformation de f'f c'est-à-dire cp Y x, 0 ) - f'f x). 

En effet, si cp* existe, c'est l'application f x, t) -* ¥x(t)* où cp̂  est le relè
vement d'origine f'fx) du chemin de déformation c%. 
p ROP OSITION. Etant donné un relèvement f de f et une déformation cp de /, il existe 
toujours un voisinage V de A X { 0 ! dans A X I tel que la restriction de cp à V admette 
un relèvement cp' satisfaisant à la condition cp'f xt0 ) - f'f x). 

1+ 
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Pour x e A soit cx le chemin t + q>(x, t) et soit c'x le relèvement partiel maxi
mal de cx, d'origine f'fx). Ce relèvement c'x est défini dans un intervalle lxC-I, 
d'origine 0 et ouvert par rapport à /. Soit V l'ensemble des couples (x,t) eA X / 
tels que t €/ . Soit cp* l'application ( x, t )-* c%( t ) y définie dans V. L'application 
p cp* est la restriction de cp à F. Montrons que cp' est continu. Soit (x,t^) un point de 
V tel que cp' soit continu en tout point (xyt)y où t<t^. Démontrons que cp* est con
tinu dans un voisinage de (x,tx) et il en résultera que cp* est continu dans V. Soit 
W un voisinage ouvert de y'(x9t^) tel que la restriction de p à W soit un homéo
morphisme sur un voisinage W de y(x9tj. Il existe un voisinage U X [ t2 y t̂ ] de 
(x, t ̂) dans A X I tel que son image par cp soit contenue dans W. On a t? < ou 
bien t 2 - 11 = 0. 

Supposons d'abord t2 < t ̂. A cause de la continuité de cp' au point (x, t2) on 
peut choisir le voisinage U de x de telle façon que cp'f x ̂, t2 ) e W pour tout ̂ . € U 
tel que (x v t2 ) € V. La trace de U X [ 12 , t ̂ ] sur V sera un voisinage V ̂  de ( x, I j) 
relativement à V tel que cp'('V ̂) C W. La restriction de cp' à V x est en effet compo
sée de la restriction de cp à V 1 et du relèvement de W sur Wf. 

Cette restriction de cp* est donc continue. Par suite cp* est continu dans le 
voisinage ouvert de (xy t ̂) relativement à V formé par l'intérieur de V ̂  relativement à 
V. 

Si t x = 0, U X [ 0, t3 ] est contenu dans V ; la restriction de cp' à U X [ 0, t 3 ] 
est composée de la restriction de cp et du relèvement de W sur W. Donc cp* est 
continu à l'intérieur de U X [ 0, t3 ] . Ceci démontre de plus que V est un voisinage 
de A X i 0 i . 
REMARQUE. 

1. Si pour tout x € A le chemin de déformation c admet un relèvement d'origine 
/ Y * A on a V = A X I et cp admet un relèvement cp' tel que cp'f %, 0 ) - f'( x ). 

2. Si A est compact, V contient un ensemble de la forme A X [ 0, r]. En effet, 
les ensembles £/ X [ 0, t̂ ] contenus dans V recouvrent Ax\ 0 y en a un nombre 
fini qui le recouvrent. La déformation cpr, r^min t̂ f obtenue en composant l'applica-
(xy t) -> (x, t t) avec cp admet un relèvement cp^ tel que q>\(x, 0) ~ f'f x). 
9 . Revêtements. 1 
DÉFINITION. Un revêtement de l'espace topologique B est un espace topologique E 
muni d'une application continue p de E sur B vérifiant la condition suivante : tout 
point x de B admet un voisinage ouvert U tel que p~^(U) admette une partition formée 
d'ensembles ouverts Ut tels que la restriction de p à Ui soit un homéomorphisme de 
V\ sur U. 
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Les ensembles U et U'. seront appelés ensembles ouverts distingués de B et 
de E respectivement. Si U est distingué, tout ensemble ouvert contenu dans U est 
également distingué. 

L'application p , appelée projection de E sur B, est aussi caractérisée de la 
manière suivante : p étale E sur B ; p( E ) - B ; de plus tout x € B admet un voisinage 
ouvert U tel qu'il existe un homéomorphisme / de U X p~lfx) sur p~l(U ) se projetant 
sur l'application identique de U ; c'est-à-dire p/ est la projection canonique de U X p~l(x) 
sur ï/ . 

Remarquons que p~Y*^ est un sous-espace discret de E ; nous l'appelle
rons fibre du revêtement au-dessus de x. 

Soit F la fibre au-dessus de Xq € B . Soit ,4 le sous-ensemble de B tel qu'il 
existe une application biunivoque de F sur F% pour x € A . Si x ̂  est adhérent à 4, 
tout voisinage distingué U de x ̂  appartient à A , car il existe une application biuni
voque de F sur Fx pour % € U n .4 et une application biunivoque de F% sur F . On a 
donc la proposition : 
PROPOSITION. L'ensemble A est ouvert et fermé dans B. Si B est connexe, il existe 
une application biunivoque de F sur F% quel que soit x £ B . 

Dorénavant supposons B connexe. 
Soit S l'ensemble des homéomorphismes de U X F sur p~l(U ) se projetant 

sur l'application identique de U, où U est un ensemble ouvert distingué quelconque de 
B . On voit que (2 est un atlas complet de B X F sur £ compatible avec le pseudogroupe 
de transformations F défini de la manière suivante : les ensembles ouverts distingués 
de B X F sont les produits U X F, où U est un ouvert quelconque de B ; un élément 
cp de T est un automorphisme de l'espace topologique U X F se projetant sur l'appli
cation identique de U , c'est-à-dire de la forme : 

(x , y) -* (x, sxy )t où x € Ut y e Ft sx € G , en désignant par G le groupe des 
permutations de F et par sy le transformé de y par s € G. 
f. et fj appartenant à G., de sources U. X F et U X F respectivement, le changement 
de cartes associé au couple f f., f. ) est de la forme (x, y ) •+ ( x, s%% y )t où s%1 € G ; il 
est défini dans l)^ X F f où U^ = f/̂  n(/y . L'ensemble des sources des éléments de â 
recouvre B X F, c'est-à-dire B est une réunion de ses ouverts distingués. La projec
tion p de F sur B est déterminée par S., car p est la réunion des applications f^x,y)-* x, 
où /. e(î. 

Une structure de revêtement de B est donc aussi déterminée sur E par un atlas 
S de fi X F sur F, compatible avec F et vérifiant les conditions supplémentaires 
suivantes : le changement de cartes associé à deux cartes f. et f. appartenant à Q. est 
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défini dans l'intersection des sources de f. et /. ; l'ensemble des sources des cartes 
appartenant à recouvre B X F. Suivant la définition générale d'un espace fibre qui 1 
sera donnée plus loin, un tel atlas â définit sur E une structure d'espace fibre de 
base B et à fibres isomorphes à l'espace discret F. Pour B connexe, il y a donc équi
valence entre l'espèce des structures de revêtements de B et l'espèce des structures 
fibre es de base B à fibres discrètes. 
PROPOSITION. Soit E un revêtement de B et soit A un espace topologique connexe. 
Toute application continue f de A dans B admet au plus un relèvement f appliquant 
A dans E et tel que ff a ) soit un point donné de E, a étant un point donné de A. 

En effet, l'unicité du relèvement de / résulte des deux propriétés suivantes • 
E est étalé dans B par p. Deux points de E qui ont même projection dans B admettent 
deux voisinages sans point commun. Pour s'appuyer sur cette dernière propriété, toujours 
vérifiée dans le cas d'un revêtement, il faut remplacer la phrase de la ligne 18 page 17 
par ce qui suit : si f(x)\ ffx) , il existe un voisinage W de x tel que ffW) et 
f'fW ) appartiennent à deux voisinages sans point commun de ffx) et fnfx). 

Si B est séparé, tout revêtement de B est séparé. 
Etant donnés deux revêtements E et E' de B une représentation de E dans Ef 

est une application continue f de E dans E' telle que p = p'f, si p et p' désignent 
les projections de E et E' sur B; c'est-à-̂ :-« f est un relèvement de p dans E'. S'il 
existe une telle représentation, nous dirons que E est porté par E'. Un isomorphisme 
de E sur E' est une représentation inversible. Ces notions sont définies comme dans 
le cas des espaces étalés, un revêtement de B étant considéré comme un espace étalé 
dans B. 
COROLLAIRE. Si E est connexe, il existe au plus une représentation de E dans E' 
telle que Xq e E soit appliqué sur un point donné ff Xq) de E'. 
PROPOSITION. Si A est un sous-espace de B, la restriction de p à p~\( A ) définit 
p~YA ) comme revêtement de A 

Supposons dorénavant B localement connexe ou F fini. On a alors les propo
sitions suivantes : 
PROPOSITION. Pour qu'un sous-espace E ̂  de E soit un revêtement de B, relative
ment à la restriction de p à E1, il faut et il suffit que E1 soit ouvert et fermé dans 2 
E. En particulier, si B est localement connexe, toute composante connexe de E est un 
revêtement de B. 
PROPOSITION. Toute représentation f de E dans E* définit E comme revêtement de 
ff E), qui est lui-même revêtement de B relativement à la restriction de la projection p. 
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1+ 

P R O P O S I T I O N . Le groupe G des permutations de F étant muni de la topologie discrète, 
tout automorphisme de U x F appartenant à F est de la forme (x,y) -* (x, sxy), où 
x-* sx est une application continue de U dans G (c'est-à-dire constante sur un voisi
nage de x € U). R E V Ê T E M E N T PRINCIPAL ASSOCIE À E. 

Soit E un revêtement de fi et soit H l'ensemble des isomorphismes (c'est-à-
dire des applications biunivoques) de F sur une fibre quelconque F' de E, F étant la 
fibre au-dessus de x0>Le transformé de y e F par h € H sera noté hy. On peut associer 
à l'atlas 3 de .fi X F sur E un atlas fl de fi X G sur H, qui définira sur H une struc
ture de revêtement de fi . A la carte /. € ( 2 , de source U.X F, faisons correspondre 
l'application fi de U. X G dans H définie par 

fi :(x,s)-hxs, x €U, s eG, 
hlx étant l'isomorphisme y~*f¿(xfy) de F sur Fx . Si /. est associé de la même façon 
à f. € Q, le changement de cartes correspondant à f f., f.) est l'automorphisme de U.X G 
défini par (x, s ) •+ (x, sx% s ). En effet, l'équation f.(x> y) - f.(x, s%1 y ) entraîne 
h\ = s'1. Soit (2 l'ensemble des cartes f. associées aux cartes de (2. Soit le 
pseudogroupe des automorphismes locaux de fi X G de la forme (xfs)-* (xts%1 s) 
où x € U, s € G, U étant un ouvert quelconque de fi . On voit que Q. est un atlas com
plet de fi X G sur H compatible avec P . Il détermine sur H une structure de revête
ment de fi. L'ensemble H muni de cette structure sera appelé revêtement principal 
associé à E. La projection h de // sur fi est l'application h -» p h( F ). La fibre de H 
au-dessus de xQ est G; la fibre au-dessus de x est Hx~ hlxG. A h eH% correspond 
l'isomorphisme A de G sur Hx défini par s •* hs . On a ainsi un ensemble distingué 
d'isomorphismes de G sur Hx, à savoir l'ensemble h G. 
R E M A R Q U E . L'atlas 8. définit en réalité sur H une structure plus précise qu'une struc
ture générale de revêtement de fi . Le groupe des permutations de G est remplacé, dans 
la définition de F, par un sous-groupe, à savoir le groupe des translations à gauche de 
G. Les notions générales de la théorie des espaces fibres, exposées plus loin, con
duisent dans le cas particulier d'une fibre discrète à la notion de revêtement à groupe 
structural restreint; dans la définition de F, pseudogroupe d'automorphisme locaux de 
fi X F, on remplacera le groupe général des permutations de F par un sous-groupe 
donné, qui sera appelé groupe structural des revêtements définis par un atlas compatible 
avec le pseudogroupe F restreint de cette façon. Ainsi â définit sur H une structure 
de revêtement ayant pour groupe structural le groupe des translations à gauche de G. 
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ÉLARGISSEMENTS DE CATÉGORIES *} 
par C. EHRESMANN 

1 . Compléments sur les catégories et les fondeurs. 
Le système d'axiomes d'une catégorie est équivalent au suivant: 
a) Tout élément f de C admet une unité à droite unique a(f) et une unité à 

gauche unique /3(f). 
b ) Pour que g f soit défini, il faut et il suffit que l'on ait : a(g) = /3(f). 
c) a(gf)=a(f) et J3(gf) = /3(g). 
d) Si (b g) f et b(g f) sont définis, on a (h g) f = h(gf). 
Remarquons que a, b, c entraînent: si (hg)f est défini, alors h(gf) est défini . 

DEFINITION : Soit £ une catégorie. Un élément /' est appelé inverse à gauche (resp. à 
droite) de / si l'on a : 

/ 7 = a(f) (resp. //' = P(f)). 

PROPOSITION: Si dans une catégorie 2 tout élément / admet un inverse à gauche /', cet élément 
est inverse à droite et (2 est un groupoi'de. 

L'intersection d'une famille de sous-catégori es (resp. sou s-groupoi'de s) de £ est 
une sous-catégorie (resp. un sou s-groupoi'de). Si A est une partie de l'intersection 
des sous-catégories (resp. sou s-groupoi'de s) contenant A est la sous-catégorie (resp. le 
sous-groupoi'de) engendré par A . 

DÉFINITION: Une sous-catégorie de la catégorie (2 est dite saturée si elle contient, 
avec une unité e, tout élément inversible / tel que a(f)= e. Elle est dite sursaturée 
si elle contient avec e tout morphisme / tel que a(f)=e ou J3(f)=e. 
PROPOSITION: Toute unité e d'une catégorie C est contenue dans une catégorie sur-
-saturée minimale appelée composante connexe de e . Les composantes connexes de (2 
forment une partition . 

Sauf indication contraire, un foncteur est un foncteur covariant. 

PROPOSITION : Soit 3ïl une classe de catégories; la classe des triplets ( £) , 
où Ç.€%Qt £' e Ml et <I> est un foncteur de (2 vers C', est une catégorie 3lï pour la 
multiplication: C^) (£',<&,<?) = ( C", si et seulement si = (?' • 

* Nous complétons et précisons ici certaines notions esquissées dans "Espèces de structures locales" . Les démonstrations sont omises; elles paraîtront dans le travail annoncé p. 1. 

1 
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26 C. EHRESMANN 

PROPOSITION : Si 3> est un foncteur de & vers & admettant un inverse à gauche LT, 
alors est une sous-catégorie de . 

DÉFINITION : Soit LT un foncteur d'une catégorie & sur une catégorie (2; tout fonc
teur <ï> de C vers £' , inverse à droite de LT est appelé foncteur section relativement 
an. 

PROPOSITION : Soit 3> un foncteur généralisé covariant (resp. contra variant) de la caté-
-gorie C vers la catégorie £' . Pour tout / e C , on a : 
a($( f))C$(a( f)) et fi( $( f ) ) C $( fi( f ) ) (resp. fi($( f )) C $( a( f )) et a(<S>(/)) 
C $( fi( f ))). Si (? est un groupoide, on a a($( f )) = $( a( f )) et {3($( f )) = $( f3( f)) 
(resp. a($>(f)) = (ï>(/3(f)) et fi( ®( f ) ) = $( CL( f ) ) ). 

PROPOSITION : Si $ est un foncteur généralisé de la catégorie C vers la catégorie (?' 
et si / est un élément inversible de , alors <t>( f) est une classe d'éléments inver
sibles de & et $>( f1) est la classe ($(/JJ"1 des inverses des éléments de $>( f) . 

DÉFINITION : Soit II un foncteur d'une catégorie C' sur une catégorie (E . Un foncteur 
généralisé 3> de C vers (?' est appelé foncteur généralisé section relativement à Cl si, 
pour tout feC^on a : cII'V/j. 

PROPOSITION : Si $ est un foncteur généralisé section relativement à II, alors 3> ( ) 
est une sous-catégorie de & . 

DÉFINITION : Soient 4> et 3>' deux foncteurs d'une catégorie C vers une catégorie (?'. 
l'rce transformation naturelle de (D fers 3>' est un tripler ( 3>' , r, $ ), où r est une fonc-
-tion de £ dans (£' telle que, si f 6& , e = a(/j et e' = /3( /J , on ait : 

a(7rejj = $ ( e j ; fi(T( e ))=<&'( e ) ; ( f )r( e ) =T( e1 )$( f ). 
Nous désignons par 5F (£',(?) la classe des foncteurs d'une catégorie (2 vers 

une catégorie (?' , par ÎI((2' , (?) la classe des transformations naturelles entre fonc-
-teurs de Nous écrirons : et Jl( g, (?) = Jl( C ) . ?((?) 
est une catégorie pour la composition des foncteurs ; elle admet pour seule unité le fonc
teur identique Id̂_ de (?. 

PROPOSITION : ?I( <2' , (?) est une catégorie pour la multiplication suivante, appelée 
longitudinale : 

($" , t\$ )($' ,r,<ï>) = ($" , 7J,T, $ ) si et seulement si $ 1 = 
où (r\r)(e) = rf( e)r( e) pour tout e e CQ. 

L'unité à droite de ($>' ,T,<Ï>) est ( 3>, $>o , $ ), où <ï>o est la restriction de $ 
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à C ; l'unité à gauche est $*o, <!>') . Les éléments inversibles sont les transforma-
-tions naturelles ($f, T, $) où T est une application de Ç.Q dans la classe des éléments 
inversibles de (? ; l'inverse de ($', r, $) est ( $ , r"1, $'), où r1(e) = (r(e))~1i 
pour tout ee£ . Une transformation naturelle de ce type sera appelée équivalence 
de $> vers $' . 

DÉFINITION : Un joncteur naturalisé de la catégorie (2 est une transformation naturelle 
( $ , cp, Id) du foncteur identique de (2 vers le foncteur $ de (2 vers (2 ; on le désignera 
par (O, cp). 

PROPOSITION: Soit ( (?.). F . une famille de catégories. La classe X C des couples 
( i, fj) où i 6 l et /z £ Cj-, munie de la multiplication définie par: 

( j> f)) ( {> ft) = ( i> f'jfj) si> et seulement si, / = i et a(f'.) = B(fi)l 

est une catégorie appelée catégorie somme des catégories 

PROPOSITION : Soit (£z)z€/ une famille de catégories. La classe LT des familles 
(f^ telles que fi £ Cz- pour tout r £ / munie de la multiplication : 

( l'O ( 10 = ̂  f'ifO si> et seulement si a( f\) = j3( f{) pour tout i £ / , 
est une catégorie appelée catégorie produit des catégories zej. 

L'application canonique p. de LT (?. sur qui associe à la famille (f.) l'élé-
-ment /. de (? . est un foncteur de LT (? sur appelé foncteur projection. 

i e I 
Soit ($;);£/ une famille de foncteurs, où <ï>z est, pour tout z £ / , un foncteur de 

la catégorie vers la catégorie (?z. L'application qui associe à / £ (£' l'élément 
($//;) de n e,. est un foncteur de & vers LT (?, que nous noterons 7T $ , 

z /e/ z iel 1 iel 1 
DÉFINITION : Soit ( (?V ) i€ j et (̂ z)ze/ deux familles de catégories, ($.•).•£/ une famille 
de foncteurs, où 3>f est un foncteur de vers (?f. On appelle foncteur produit LT $ 
le foncteur 77$. p . de Lie1, vers LT C. . 

icj 1 ̂  iel 1 iel 1 
DÉFINITION : Soit & une catégorie et p une relation d'équivalence sur (2 compatible 
avec la multiplication. Une catégorie (? est appelée catégorie quotient de & par p lorsque: 
1°) C est la classe des classes d'équivalence modulo p; 2°) gf est défini si et seule-
-ment si il existe f ef et g'£g tels que g' f soit défini; 3°) on a gf-(g'f'),f dési
gnant la classe de / modulo p. 

Pour qu'une relation d'équivalence p sur une catégorie C permette de déterminer 
une catégorie quotient de il faut que f ̂ f entraîne OL(f)^a(f ), f3(f )^/3(f ) , et 
que, si / et /' sont inversibles, alors f 1 ^ f'1. Ces relations ne sont pas suffisantes 
en général. Si &/p est la catégorie quotient de C par p, alors l'application: ĥ >bmodu-
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lo p est un foncteur de C sur C /p • 

PROPOSITION : Soit $ un foncteur d'une catégorie (2 sur une catégorie (2. Pour que $ 
définisse C comme catégorie quotient de C , il faut et il suffit que, si <t> (g)<t> (f ) est 
défini, alors il existe /'~/ et g' ~ g tels que g f soit défini, / et /' étant équivalents 
si, et seulement si $(/) = (&(/'). 

PROPOSITION : Soit C une catégorie et p une relation d'équivalence sur (2 compatible 
avec la multiplication, telle que: /~/' entraîne a(f)^a(f) et /3( f ) ^ ft{ f ) et que, 
pour tout e^aff), il existe g ~ / avec a(g)=e. Alors C/p est muni d'une structure de 
catégorie quotient. 

En effet, la classe f a pour unité à droite a(f) et pour unité à gauche fi(f). 
Supposons que £>(gf) et (hg)f soient définis; alors a(g) =/3-(f) et a (Ç) = /? ( g ) ; soit 
/ € f ; il existe g 6 G tel que d(g) = j3(f) et il existe h € tel que A ( H ) = jB(G) , donc 
h(gf)est défini, gf est un représentant de gf et b(gf) est un représentant de fcigf); 
d'autre part, kg est un représentant de bg et (bg)f= h(gf) est un représentant de 
(h gif. Il en résulte que l'on a: 

(HI)J= H(FI). 

2 . Espèces de structures et catégories d'homomorphismes. 
PROPOSITION : Si un groupoi'de F opère à gauche sur une classe cSq le composé de 
(f, S) étant fS, alors F opère aussi à droite sur S le composé Sf de (f,S) étant 
défini si, et seulement si, pQ(S ) = fS(f ) et étant égal à S f = /-15 , où ̂ q est la projection 
de S vers T . 

o 
Soit §Q une classe quelconque. La classe des applications d'une sousclasse de 

S dans une sousclasse de S est une catégorie (2(§o) lorsqu'on la munit de la multi
plication suivante: 
(S> f ) g f si et seulement si / est une application de 5" dans S' et g une application 
de S' dans S", et l'application gf est l'application : x > g (f(x )) de S dans S". 
PROPOSITION : Considérons une catégorie (2 et une classe S . La donnée d'une loi de 
composition définissant (2 comme catégorie d'opérateurs sur Sq équivaut à la donnée 
d'un foncteur $ de (2 vers la catégorie (3(So) vérifiant la condition (a) : 
a) Soit p~Ql(e) la classe dont l'application identique est <î>(e), où e £ (2Q ; alors 

p~ol( e) np^( e' ) + (fisi e 4 e'. 

DÉFINITION : Si C est une catégorie d'opérateurs sur une classe §o , la catégorie S 
des couples (f,z), où / £ (2 et z € §>Q, est appelée Y extension de la catégorie d'opéra-
-teurs (2. 

1 

2 Ч 
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DÉFINITION: Soit C une catégorie opérant sur une classe SQ ; on dira que §o est 
une espèce de structures sur (2 . Si SQ est une espèce de structures sur une sous-caté-
-gorie d'une catégorie (2, nous dirons que SQ est une espèce de structures au-dessus 
de (2 . Si (2 opère à droite sur SQ , on dira que SQ est une espèce de structures contra-
-variantes sur C . 

Soit p le foncteur projection de l'extension S de la catégorie d'opérateurs (2 
vers l'espèce de structures sera désignée par ou par [ (2 ,/?, S ] dans le 
cas où p($) = C. Le triplet ( (2, /j , S ) sera aussi appelé espèce de structures. Un élé-
-ment S de SQ est appelé une structure sur l'unité p( S) de <2 ou sur l'objet corres
pondant. Un couple ( f, S ), où S eSQ et / e(?, tel que /S soit défini,est appelé un hyper-
-morphisme de 5" sur fS et, si / est inversible, un isomorphisme de 5" sur /S . La caté-
-gorie S est appelée catégorie des hypermorphismes correspondant à SQ . Si f est un 
groupoîde, alors S est le groupoi'de des isomorphisme s correspondant à %Q . 

DÉFINITION : Soit SQ une espèce de structures sur une catégorie (2; une espèce de 
structures sur une catégorie (2' est une sous-espèce de [ (2, p, S ] si (2' est une 
sous-catégorie de (2 et une sous-classe de SQ sur laquelle (2' opère par restriction 
de la loi de composition. Si de plus (2 et (?' sont des sous-catégories d'une catégorie 
(?, alors ((2, p', S') est une sous-espèce de structures de ((?,p,S). La sous-espèce 
((?,/>',§') est pleine si contient tout 5 eSQ tel que p(S)ep'(&). 

Soit [(2, S] une espèce de structures. La définition s'applique en particulier 
dans le cas où la sous-classe § est identique à S , mais l'on considère seulement 

o ^ o ' 
l'action de la sou s-catégorie (?' de (2. On dira alors que l'espèce [(?,/>,§] est plus 
souple que l'espèce [ (? ', p', S ' ], ou que V espèce [ & , p', S5] est plus rigide que l'es
pèce [ (2, p , S] . Si 1' espèce [(?',/>', S'] est plus rigide que l'espèce [ C , p , S ] , alors 
la catégorie S' est une sous-catégorie de la catégorie S. L'espèce la plus rigide déduite 
de l'espèce [ (2, p , S] est l'espèce [ CQ, p', SJJ . 
PROPOSITION: Si S est une espèce de structures au-dessus de (2, alors dans S la o L o 
relation: S'< S si, et seulement si, il existe / e (2 tel que 5"= / S', est une relation de 
préordre. Si (2 est un groupoi'de, cette relation est une relation d'équivalence. 

PROPOSITION : Si [ (2, p, S] est une espèce de structures, alors la composante connexe 
de 5" € SQ dans la catégorie S est une catégorie d'hypermorphismes sur la composante 
connexe de p ( S) dans C 

PROPOSITION: Si S' est un sous-groupoi'de plein du groupoîde S des isomorphismes 
d'une espèce de structures SQ au-dessus d'un groupoi'de C et si est saturée, alors 
S' est une sous-espèce de structures de S . 
O r o 
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PROPOSITION: Si est une sous-espèce de structures de SQ sur un sous-groupofde 
plein saturé du groupoîde (2, alors est une sous-espèce de structures saturée. 

PROPOSITION : Soit Sq une espèce de structures au-dessus de (2 et une espèce de 
structures au-dessus de (21 . Une application covariante de ( £ , p , S ) dans ((2', £',§') 
est un couple ( cpQ, \p ) où Y est un foncteur de C vers (? et cpQ une application de SQ 
dans , tel que l'on ait: 

yo( fS) = y( f) VjS), si feC, S e So et /S est défini. 
Si cpQ est une application biunivoque de Sq sur et y un foncteur biunivoque 

de (2 sur (2', alors (<P0.v[/) sera appelé une équivalence de ((2,p,S) sur ( (2*,/?', S') . 

PROPOSITION: Soient ( £ , p , S ) et ((?\/?',§') deux espèces de structures et un 
foncteur de C vers (2'. Les applications covariantes (<p , y ) de ((2,p,S) dans 

S') correspondent biunivoquement aux foncteurs cp de S vers S' tels que: 
p' cp = y p ; à une équivalence correspond un foncteur biunivoque. 

DEFINITION: Soient p un foncteur d'une catégorie S vers une catégorie (2 et p' un 
foncteur d'une catégorie S' vers une catégorie £' , y un foncteur de C vers (2' . Un 
foncteur cp de S vers S' tel que p ' cp= sera appelé un relèvement de \y relativement 
à ( p', p ). 

PROPOSITION : Étant données deux catégories C et (2* et deux classes SQ et , la 
donnée d'une application covariante ( cpo , d'une espèce de structures [ (2 , p, S ] vers 
une espèce de structures [£',£',§' ] équivaut à la donnée d'un foncteur ^ de £ vers 
& et d'une transformation naturelle (^'ip, T, 3>) , où 3> et sont des foncteurs res-r 

1 -pectivement de C vers C?(S0) et C' vers â ( S ^ ) vérifiant la condition (a). 

PROPOSITION : Soit 2Q une classe d'espèces de structures et soit 2 la classe des 
applications covariantes d'un élément de 2Q dans un élément de £Q . Alors S est une 
catégorie pour la loi de composition : 

(̂ ,H'')(90.H') = (<Po%.H''^), 
si, et seulement si, les foncteurs y et H/' sont composables ainsi que les applications 

2 % et %-
Un cas particulier important d'applications covariantes est celui où la catégorie 

(2 est une sous-catégorie de la catégorie C' et où le foncteur vp est le foncteur injec
tion de (2 vers (?' (c'est-à-dire que y(f) = ft pour tout f eC). Alors une application 
covariante de l'espèce de structures SQ au-dessus de (2 dans l'espèce de structures 

au-dessus de (2' sera seulement désignée par q̂  (cas considéré dans l'article pré-
3 -cèdent). 
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DEFINITION : Soient une espèce de structures sur une catégorie (2* et SQ une 
espèce de structures sur une sous-catégorie (2 de (2'. On dira que est une espèce 
de structures sous-jacente à SQ si l'on se donne une application covariante cpQ de 
((2,p,S) vers ((2' ,/>',§' ) . 

PROPOSITION : Si est une espèce de structures sous-jacente à l'espèce SQ , alors 
cpof SQJ est une sous-espèce de structures de et cp(S) est la catégorie des hypermor-
-phismes correspondant à cpQ ( SQ ) . 

DÉFINITION : Soit SQ une espèce de structures au-dessus d'une catégorie (2 et FQ une 
espèce de structures au-dessus de la catégorie S des hypermorphismes correspondant à 
( (2 , p , S ), telles que ( (2 , p,p (S)) soit une sous-espèce de ((2,p,S); alors S~0 est 
appelée une espèce de superstructures au-dessus de ( (2 , p , S ). 

THÉORÈME : Si (S,/?, S ) est une espèce de superstructures au-dessus de ((2,p,S), 
alors est une espèce de structures au-dessus de (2, notée S ) , telle que 
( /c/p- , p ) soit une application covariante de (S,p,IT) dans ( (2 , p, S ) . De plus ((2, p, S) 

o -est sous-jacent à ((2,p,S) pour p : le foncteur associé à ( Jd̂- , p) est une équiva-
-lence des catégories d'hypermorphismes S" et S qui permet d'identifier ((2,p,S) avec 
(C p J J ) . 

RÉCIPROQUE: Si ( (2, p , S ) est une espèce de structures sous-jacente à ((2,p,F) 
pour l'application cp̂  } alors eTo est aussi une espèce de superstructures au-dessus de 
((2, p, cp ( F)) , où cp est le foncteur de la catégorie J dans S correspondant à cp̂  . 

DÉFINITION: Soit H une catégorie et S une sous-catégorie de K . On appelle H une 
catégorie d'homomorphismes pour ((2, p , S) si l'on se donne un foncteur p de H vers 
une catégorie (2 vérifiant les axiomes suivants: 
1)HQ est une espèce de structures ( (2, p, S ) , où p désigne ici la restriction de p à S. 
2) Si h et h' sont deux éléments de H tels que p( b ) = p( h'), a ( b ) = a ( b') et 

f3(b)= /3( h'), alors h = h'. 
La catégorie d'homomorphismes H pour ( (2, p, S) sera notée ( C p, H , S ) . 

PROPOSITION: Soit ( (2, p, K , S ) une catégorie d'homomorphismes; alors K peut être 
considérée comme une espèce de structures au-dessus de S ou de (2. 

Le composé de (f',S'), où /'€&, S'€ K Q et p( S' ) = a(f' ), avec £ e K est 
défini si, et seulement si, f3( h) = S' et est égal à (f',S')h; alors £ est une structure 
sur /3(h). 

Si p(S) opérait à droite sur S, le composé de (S,f)€§ avec beK serait 
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défini si, et seulement si, a(b) = 5" et serait égal à b( S, f); alors b serait une structure 
sur a( h) et P ( S ) opérerait aussi À droite sur H , le composé bf de (f,b) étant défini 
si, et seulement si, p(S) - a(f ) et S = a(h ) et étant bf = h( S, f ). 

PROPOSITION: Soit ( (2, p , H , S ) une catégorie d'homomorphismes pour ( C, p , S ) , où 
S est un groupoi'de; alors H peut être considéré comme une espèce de structures au-
dessus de S X S ou de (2 X (2 ( cas de l'article précédent). 

Une catégorie H munie d'un foncteur p vers (? telle que l'axiome 2 des catégo
ries d'homomorphismes soit vérifié sera appelée une catégorie au-dessus de (2; c'est 
une catégorie d'homomorphismes où S est la sous-catégorie de H réduite à Hq. En 
particulier, une catégorie C est toujours une catégorie au-dessus d'elle-même pour le 
foncteur identique. 

1 3 . Catégories induites et extensions inessentielles. 
Si $ est un foncteur, sa restriction à la classe des unités est désignée par <£> 

Si C est une catégorie, le groupoîde de ses éléments inversibles sera noté R , et y 
désignera le foncteur h + (/3( b ), a(b )) de C vers CQ X £ Q . 

DEFINITION: Soient (2, (? et K des catégories, p un foncteur de K vers C et * un 
foncteur de (2 vers (2. On appellera catégorie induite de K par ( , p ) et on notera 
X *F K , p ) la sous-catégorie de K X (2 formée des couples ( b , k ) tels que k( £) =-p( h ). 

Les catégories v. *( H , p ) et p*( C, k ) sont équivalentes . 

THÉORÈME : Soient (2, 2 et K des catégories; il existe un foncteur p de H*(H,p) 
vers C et un foncteur 7] relèvement de * relativement à (p,p) tels que, si p' est un 
foncteur d'une catégorie H' vers (2 et T]' un relèvement de X. relativement à (p,p')7 il existe 
un foncteur r\* de H ' vers K*(K,p) tel que p ff = p '. 
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C O R O L L A I R E 1 : Si pQ est une injection, alors pQ est une injection; si P0(^0) -
= £0 , alors pQ est une application sur (2Q . Si p ( K ) = ( ? , alors p ( x * ( H ,p ) ) - C ; si 
K ( 2 ) = (2 , alors 77(H*(H, p)) = K . Si p (resp. est une injection, alors /> (resp. rj) 
est une injection. Si p est le foncteur identité de C > p est une équivalence de x*((2, /¿0 
sur C Si ou 7]'0 sont des injections, alors 7)'O est une injection; si p' ou7)' sont 
des équivalences, alors 7)' est une équivalence. 
C O R O L L A I R E 2 : Si ( (2 , p , S ) est une espèce de structures, alors >t *(§,£) est une 
catégorie d'hypermorphismes au-dessus de 2 . Si (e,p,K,§) est une catégorie d'homo-
-morphismes, alors x * ( K , p J est une catégorie d'homomorphismes pour (C , p , •X-'tS, p)). 

PROPOSITION (transitivité horizontale et verticale) : S oient (2,2,(2,H et Kf des 
catégories; si x est un foncteur de (2 vers (?, p un foncteur de K vers £ et x un 
foncteur de ̂  vers (2, alors (x, x)* ( H , p ) et x.*( H * ( K , p),p ) sont équivalents. Si 
p' est un foncteur de H' vers R , alors x * ( H , p p' ) et T)*(Kr, p' ) sont équivalents; 
p et r] désignent les applications canoniques de *{K,p) vers C et K . 

DÉFINITION : Soit (2 une catégorie et q une application d'une classe 35 dans C ; on 
appelle catégorie induite de C par q et on note <?*((?) la catégorie ( qx q ) * ( C , y ) 
induite de (2 par ( qxq ,7 ) > le produit fB x S étant muni de la loi de composition: 

( u" , u^) ( u', u) = ( u" , u) si, et seulement si, u'̂  = u'. 

P R O P O S I T I O N : Tout foncteur W d'une catégorie (?' vers une catégorie (? admet une 
décomposition canonique ¥ = 7} ¥ dans laquelle q̂ est une injection et 77 est le 
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foncteur canonique de ^*((2) vers (? ; la restriction de 77 à la classe des éléments 
de ) de source et but fixés est une injection. Si ̂ o est une bijection, alors 77 est 
une équivalence. 

PROPOSITION: Soit une espèce de structures et q une application d'une 
classe 3$ dans & ; la catégorie ( qx q )* ( S , y p ) = #*( S ) induite de S par ( qxq, y p ) 
est une catégorie d'hypermorphismes au-dessus de l'espèce de structures 
(q*{ C ) , TT, q*( S ) ) est appelée espèce de structures induite de S au-dessus de q*{£). 
Si (( 2 , / ? , K , S ) est une catégorie d'homomorphismes, alors la catégorie <T*(H)= 
= ( <?x q )* ( H , y p ) induite de K par ( qx q, y p ) est une catégorie d'homomorphismes 
pour (V(C),77, **(§) 

PROPOSITION prismatique: Soient c, C' , H et K' 
des catégories, et X des foncteurs de et (2 vers 
C, p' un foncteur de H' vers (?' , p un foncteur de K 
vers cp un relèvement de \p relativement à ( p , p') ; 
Si ̂  est un foncteur de (2' vers 2 tel que l'on ait: 

alors il existe un foncteur cp de K' vers H * ( K , p ) , 
relèvement de vy relativement àf p , p9 tel que 77 cp = cp, 
où p et rj désignent les foncteurs canoniques de 
* * ( K . ô ) vers 2 et K . 

PROPOSITION: Soit [&tp,o] une catégorie d'hypermorphismes sur c, u et x1 deux 
foncteurs d'une catégorie (2 vers (2 tels qu'il existe une transformation naturelle 
(x ' f # de x vers H 1 . Alors il existe un foncteur TT de **( S , p ) vers *'*( S , p ) et 
une transformation naturelle (77' 77 ,r,77) de 7] vers 77'77 , où 77 et 77' sont les foncteurs 
canoniques de %*( S, y? ) et x '*( S, /7 ) vers S, de sorte que l'on ait : p T = 6 p . 
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PROPOSITION : Soit ( (2, P, H , S) une catégorie d'homomorphismes, x et x* deux 
foncteurs d'une catégorie (2 vers C et ( x', x) une équivalence naturelle de x 
vers x' telle que, pour tout e e2Q , ̂ O)"1, #(é?)ep(S); alors il existe une équiva
lence 77 de x*(K,p) vers x'*(H,p) (resp. 77 deH*(S,/>) vers *'* ( S , p ) ) et une 
équivalence naturelle ( RJ'TT ,T,TJ) (resp. ( TJ'TT ,R, J])) telles que : pT = 6 P, où 7] et 77' 
désignent les foncteurs canoniques de x*(H,p) et x'*(K,p) vers H (resp. de %*(S,p) 
et S, P ) vers S ) . 

DÉFINITION : Soit (E une catégorie et (2 une sous-catégorie ; on dit que ( x , (2 ) est 
une extension inessentielle de <2 si x est un foncteur de 2 sur C dontja restriction 
à (2 est l'identité. Soit P un foncteur d'une catégorie K vers (2 et (t),H) une exten
sion inessentielle de K ; un relèvement P de P relativement à (x ,77) sera appelé une 
extension de P à K si la restriction de P à H est P. 

THÉORÈME : Soient (2 et K des catégories, P un foncteur de H vers (2 et (x, 2) une 
extension inessenti++elle de (2 ; alors la catégorie x*(H,p) induite de K par (x,p) est 
une extension inessentielle (t),K) de H pour le foncteur canonique 77 de x*(K,p) 
vers K , appelée extension canonique de K à C 4 ^ ) ou à 2. 

PROPOSITION: Soit ( x> ' , (2' ) une extension inessentielle d'une catégorie (2' et y un 
foncteur de (21 sur une catégorie (2 tel que Y0 soit une bijection. Alors il existe une 
extension inessentielle (x,(2) de (2 et une extension \j; de vp à (2' telle que y soit une 
surjection sur (2 et que \[/ soit une bijection . 
4 . Elargissements • 
DÉFINITION: Soient [ (2, p, 2] et [(2', p', S'] deux espèces de structures où C est 
un sou s-groupoi'de du groupoi'de (2'. L'espèce [ (2', p', 2' ] est appelée élargissement 
de l'espèce [(2, p, 2 ] si les conditions suivantes sont vérifiées: 
1 ) [ p, 2 ] est une sous-espèce de structures de [ (2', P', 2'] . 
2 ) 2 est un sous-groupoîde plein de S' . 
3) Toute structure 5"' e 2 ^ est isomorphe au moins à une structure S € 2Q par un iso-
-morphisme appartenant à 2'. 

Si de plus C et (2' sont des sous-groupoîdes d'une catégorie (2", on dit que 
l'espèce ((2",p\ 2' ) est un élargissement de l'espèce ((2",p, 2 ) au-dessus de (2". 

PROPOSITION : Si (2 est une sous-catégorie pleine de (2 , alors la condition 1) entraîne 
la condition 2) et [ (2, p, 2 ] est une sous-espèce pleine de f(2',p',2f]. 

DÉFINITION: Soit ((2,p,K,S) une catégorie d'homomorphismes; une catégorie d'ho-
-momorphismes ( (2', P', H', S' ) est appelée élargissement de H au-dessus de (2 si les 
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conditions suivantes sont vérifiées : 
1) ((2',p',2') est un élargissement de l'espèce ((2',p,2), où 2 et 2' sont les 
groupoi'des des éléments inversibles de S et §'. 
2) K est une sous-catégorie pleine de H ' et S une sous-catégorie pleine de S'. 

PROPOSITION : Pour que ( C', p', H', S ' ) soit un élargissement de H au-dessus de (2 , 
il faut et il suffit que les conditions suivantes soient vérifiées: 
1 ) ( C',p , 2 ) est une sous-espèce de ( (2', p', 2'). 
2) 2 est un sou s-groupoi'de plein de 2'; H est une sous-catégorie de K ' et on a: 
S = H n § ' . 
3) Tout élément h' £ H ' est isomorphe à un élément h de H relativement à l ' x I'. 

COROLLAIRE : Pour que H; soit un élargissement de H , il faut et il suffit que ((?',£',2') 
soit un élargissement de l'espèce ((2',p,2) et que H ' (resp. S') considéré comme 
espèce de structures au-dessus de 2' x 2' soit un élargissement de H (resp. de S ) 
considéré comme espèce de structures au-dessus de 2x2. 

THÉORÈME : Si ( (2', p ' , H', S' ) est un élargissement de ((2, p , H , S ) et ((2", p", K", S") 
est un élargissement de ( C , p', H', eS' ) , alors H " est un élargissement de K au-dessus 
de (2". 
COROLLAIRE: Dans une classe de catégories d'homomorphismes, la relation: K <r W 
si, et seulement si , K' est un élargissement de la catégorie d'homomorphismes H , est 
une relation d'ordre. 

Soit C une sous-catégorie de (2'; un élargissement maximal de ( £ , p , K , § ) 
dans la classe de tous les élargissements de K au-dessus de est appelé élargisse-
-ment de K à C' ou élargissement maximal de ((2'.p,H, S ) . Soient V et F' les grou-
-pofdes des éléments inversibles de £ et (2''; on dit que est un élargissement de (2 
si la catégorie d'homomorphismes (&', Id, (2', F') est un élargissement de ((2, Id, (?,F). 

PROPOSITION : Pour que (2' soit un élargissement de C, il faut et il suffit que (? soit 
plein dans £' et que F' soit le sou s-groupoîde plein saturé de F' engendré par F. Si 
(2- est une composante connexe de (2, la composante connexe (?z de £z- dans £' est un 
élargissement de Cz- et (2' est la réunion des . 

COROLLAIRE : Pour que ( (2f, p', K', S' ) soit un élargissement de ((?,£,H,2), où 2 
est le groupoîde des éléments inversibles de K , il faut et il suffit que les conditions 
suivantes soient vérifiées. 
1 ) ( (2, p , 2 ) est une sous-espèce de structures de ( (2', p', S' ) . 
2) Kr est un élargissement de la catégorie K et S' est le groupoi'de des éléments inver-
-sibles de K'. 

36 



ÉLARGISSEMENTS DE CATEGORIES 37 

PROPOSITION : Si (2' est un élargissement d'une sous-catégorie (2, alors est une ex
tension inessentielle (x, (?') de C et est équivalente à la catégorie induite Si 

sont deux extensions inessentielles de (2, alors x et x. sont 
équivalents. 
P ROP OSITION: Soient C un sou s-groupoi'de d'un groupoi'de £' et le sou s-groupoi'de 
plein de ayant (2 pour classe de ses unités; pour que tout foncteur de (2 dans une 
catégorie C 1 puisse se prolonger en un foncteur de C vers C1 il faut et il suffit que 
(2' soit une extension inessentielle de . 
DÉFINITION : Soit (2 une catégorie; pour toute classe d'intransitivité de (2 rela-
-tivement à F , choisissons une unité ê . La sous-catégorie pleine (2 ayant les pour 
unités est appelée catégorie réduite de (2. 
PROPOSITION : Une catégorie (2 est un élargissement de toute catégorie réduite (? de 
(2, donc est équivalente à une catégorie induite C est un élément minimal pour 
la relation d'ordre définie ci-dessus, dans toute classe de catégories contenant (2. 
PROPOSITION: Soient p un foncteur d'une catégorie K sur une catégorie C et (?un élargis-
-sement de (? ; 1' extension canonique R7 de H à (x? (2') est un élargissement de K à (2' . 
THÉORÈME : Soit (<2,p,R,2) une catégorie d'homomorphismes,où 2 est un groupoi'de. 
Pour(2c(?, il existe un élargissement canonique ( (2, p, H ,2) tel que tout élargissement 
de K au-dessus de C s'identifie à un élargissement 

Soit i la classe des éléments / de F tels que af f)e£ et a l'application: 
f^a(f) de 4 dans £q . Alors R est la catégorie quotient dea*(R) par la relation 
d'équivalence : (h 1, f\, f1)r̂ ( b, /', f) si, et seulement si, /1= f g'1, f\= f' g'"1, h g'hg'1, 
(g, a(h))6Ïy(g',/3(h))6Ï. 
COROLLAIRE 1: Soit F' un sous-groupoi'de de 2 tel que, pour tout e* eV' il existe 
/ eV' avec a(/)£/?( 2) et f3(f)=e'. Alors l'image canonique dans K de la sous-caté-
-gorie de a * ( R ) formée des triplets (h, f, f ), où / eV et /' eF', est un élargissement 
(£,/>', R',2') de K tel que F'= p(2'). 
COROLLAIRE 2: Soit ((2,p,R,S) une catégorie d'homomorphismes et (£,/?,F,2) 
l'élargissement canonique de ( (2 , p , S , 2). Pour que ( 2 , / ? , F ) soit une espèce de struc
tures, il suffit que la condition suivante soit vérifiée: Si k' = kg, où k e(2, k' e(?, g €F, 
alors g eF. Dans ce cas on a ( C , p, R , S ) ^ ( 2 , p , R , F ) . 
THÉORÈME (transitivité verticale) : Soient 2 et 2' deux groupoi'des et (2,p', 2') une 
espèce de superstructures au-dessus de ((?,/>, 2); soient ( C , p , 2) et (2, p\ 2') les 
élargissements maxima de ((2,p,2) et (2,p',20. Alors ( (? , p p\2') est équivalent à 
l'élargissement maximal de ( (2 , p p \ 2' ). 
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COROLLAIRE 1: Soit 2') une sous-espèce de ((2,p,£); l'élargissement maxi-
-mal ((2, p, 2) de ((?, p, 2) est une espèce de structures sous-jacente à l'élargissement 
maximal ((2,p,5?) de (C,pf,2/) et 2 ' s'identifie à l'élargissement maximal 2'de 
I ' à S . 

COROLLAIRE 2: Soit (£,/>, H , 2 ) une catégorie d'homomorphismes et 2 une catégorie 
contenant (2; soit (2 l'élargissement de C à 2 . Alors l'élargissement canonique K de 
K à 2 est équivalent à l'extension canonique de H à 

THÉORÈME: Soient [ C, p, 2] et 2'] des espèces de structures, où 2 et 2' 
sont des groupoi'des. Soient [ 2 , p , 2j et [É',^,!' ] deux élargissements de [£,£,2] 
et [ (2', p', 2']; soit ( cpQ , \p) une application covariante de [ (2 , p , 2 ] dans [ (2', p', 2'] 
et y un foncteur de 2 vers <2' dont la restriction à C est vp; alors il existe une appli-
-cation covariante ( cpo, ip)f déterminée d'une façon unique, telle que <Po soit la restric
tion de cpQ à 2Q ; le foncteur cp correspondant à cpQ est un élargissement de cp à 2 . 

THÉORÈME : Soient ( (2 , p , K , 2) et ( (2', p', H', ) des catégories d'homomorphismes 
et ((2,p,H,2) et ( (?/, p', H', S') des élargissements de K et K'. Soit vp un foncteur 
de (2 vers , vp et Y des foncteurs de 2 vers (2' dont la restriction à C est \p. Tout 
foncteur cp de K dans K relèvement de \p relativement à ( p' p ) s'élargit d'une façon 
unique en un foncteur cp ( resp. cp') de R vers H', relèvement de \p (resp. \p') relative-
-ment à (p\p ). De plus il existe une équivalence naturelle ( cp',T, cp ). 

1 5. Groupoides préinductifs et inductifs. 

DÉFINITION : Une classe préinductive est une classe d munie d'une relation d'ordre 
telle que deux éléments quelconques aient une intersection et que d admette un plus 
petit élément noté 0. Une classe prélocale est une classe préinductive (3 vérifiant 
l'axiome de distributivité (D) suivant : 
(D) Pour toute sous-classe B de & admettant un agrégat et pour tout a e(3 , la classe 
des éléments a n b, où k 8 , admet an( u B ) pour agrégat: a ̂ f u B ) = \J ( a n b). 

b e B 
DEFINITION: Un groupoîde S est appelé groupoi'de (pré) induetif s'il est muni d'une 
relation d'ordre pour laquelle S soit une classe (pré) inductive et si l'axiome (I) suivant 
est vérifié : 
(I) Soit cpf/J, pour tout / £ S, la classe des éléments /'</: alors l'application cp: /-* V(f ) 
est un foncteur généralisé de S vers S appelé joncteur d'induction. 

Dans un groupoi'de préinductif, le composé de / et g, où a( g) = fi(f), sera 
désigné par g . f. 
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PROPOSITION: Soit S un groupoi'de préinductif et /6 S. Pour tout e<a(f), il existe 
un et un seul g < f tel que a( g) = e et pour tout e'< j3(f ) , il existe un et un seul g' < f 
tel que J3( g) = e'. On appellera g l'élément induit par f sur e et g' l'élément induit 
à gauche par / sur e'. 

PROPOSITION : L'agrégat d'une classe d'unités est une unité. Soit A une sous-classe 
du groupoi'de préinductif S. Si A admet un agrégat, alors ̂ja(A),\j/3(A)et uA"1, où 
A -1 désigne la classe des inverses des éléments de A , sont définis; de plus, on a: 

Supposons A majorée par /; si ua(A) ou up(A) est défini, alors u A existe; 
si f̂ A est défini, alors Oaf A ) et n/3( A ) sont définis et l'on a: 

PROPOSITION : La loi de composition dans un groupoi'de préinductif S peut être étendue 
à tous les couples (f',f) en une loi de composition associative ( f\ f ) -> /' /, appelée 
pseudomultiplication, de la façon suivante: 
Soit g' l'élément induit par /' sur e=CL(f )r\j8(f) et g l'élément induit à gauche par 
/ sur e ; on pose : f f = g'. g. 
Alors /7 est l'agrégat de la sous-classe K de S formée des produits h' .h, où h' < f, 
*</• 

Muni de la pseudomultiplication, un groupoi'de (pré) inductif S est appelé (pré)" 
-pseudogroupe ; pour tout / £ S, tout /' € S et e 6 S , on a les formules : 

PROPOSITION : Pour qu'un groupoi'de S soit un groupoi'de inductif, il faut et il suffit 
que § soit muni d'une relation d'ordre vérifiant l'axiome (I), que SQ soit une classe 
inductive pour l'ordre induit et que toute sous-classe E de SQ majorée dans SQ admette 
un agrégat dans S. 

PROPOSITION : Soient S' et S deux groupoi'des (pré) inductifs; alors le groupoi'de produit 
S'x S est un groupoîde (pré.) inductif, appelé groupoi'de produit, pour la relation d'ordre: 

si, et seulement si, et 

DÉFINITION : Un groupoi'de (pré)local est un groupoi'de (pré)inductif dont la classe des 
unités vérifie l'axiome de di stributi vi té (D). 

PROPOSITION : Soit S un groupofde prélocal; alors S est une classe prélocale. 
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PROPOSITION : Soit S un groupoi'de prélocal, A et A' deux sous-classes de S admet
tant des agrégats. Alors la sous-classe A'A des pseudoproduits a'a, où a' eA' et a eA 
admet ( u A' )( u A ) pour agrégat. 

DÉFINITION : Soit S un prépseudogroupe. On appelle classe compatible de S une sous-
-classe F de S telle que, pour tout /€F et tout /' e/7, on ait : 

a(/n/'j = a(/)a(/'), /3( fn /' ) = /3( f)/3( f ) • 

PROPOSITION : Soit S un prépseudogroupe, /eS et /'eS. La condition : a(fn/') = 
= a(f)a(f) (respectivement j3( fnf )= /3(/)/?(/') ) est équivalente à chacune des 
conditions suivantes : 
7J / a ( / ' ) = f a ( / ) ; 2)fa(f') = /n/'; 3J/'/"1 est une unité 
(respectivement: 7'J/3(/J/' = /3(/' )/; 2')f3(f)f' = fnf; 3')/'-7eSo). 
Elle entraîne aussi : /Y"1 = /3( /n/' ) (respectivement /'-1/ = a(fnf')). 

DÉFINITION : Soit (î une classe préinductive. Une sous-classe C?1 de Cf est appelée 
sous-classe (respectivement partie sous-) inductive (faible) de d si elle vérifie les 
axiomes 1 (resp. 1') et 2, suivants: 

1 ) Cî1 est saturé par intersection finie. 
1') Si a<b, a'<b, a e(x' , a' €&\ b eâ1 , alors a<̂ a' ed' . 
2) Pour toute sous-classe B de S' (majorée dans (3') admettant un agrégat dans 

(î,ona:uB eâ' . 
Si B est une sous-classe de (î, l'intersection % des sous-classes (resp. parties 

sous-) inductives (faibles) contenant B est appelée sous-classe (resp. partie sous-) 
inductive (faible) engendrée par B dans S.. Si S est la classe des agrégats des sous-
-classes de B (majorées dans B) admettant un agrégat dans (î , B est appelé base de S. 

PROPOSITION : Soit B une sous-classe d'une classe prélocale S qui contienne avec 
deux éléments majorés dans (3 leur intersection; alors B est une base de la partie sous-
-inductive (faible) S qu'elle engendre et fB contient avec deux éléments majorés dans Q 
leur intersection . 

COROLLAIRE : Si B est une sous-classe d'un groupoîde prélocal S telle que l'on ait: 
B &( B )C B (resp. f3(B)BCB), alors B est une base de $ et 3£a( $ )C $ (resp. 
/ 3 ( S B ) 8 c $ ) . 

DÉFINITION : Soit S un prépseudo groupe; une sous-classe S' de S est appelée sous-
-pseudogroupe (faible) de S si les axiomes suivants sont vérifiés : 
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1) S' est stable pour la pseudomultiplication . 
2) L'inverse d'un élément de S' appartient à S' . 
3) S' contient ufî pour toute sous-classe B de S' (majorée dans S') et admettant un 

agrégat dans S. 

PROPOSITION : Pour qu'une sous-classe S' de § vérifie les axiomes 1 et 2 de la défi-
-nition ci-dessus, il faut et il suffit que S' soit un sous-groupoi'de de S et que / e S' et 
e e S' entraîne /e e S' . 

o 1 
PROPOSITION : Un sous-pseudogroupe (*faible) S' d'un prépseudogroupe S contient avec 
deux éléments compatibles f et g leur intersection . 
PROPOSITION: Un sous-groupoîde S' d'un prépseudogroupe S stable pour la pseudo-
-multiplication est un sous-pseudogroupe faible de S si, et seulement si, S' contient 
UB pour toute sous-classe B de S1 majorée dans S' et admettant un agrégat. 

PROPOSITION: Un sous-groupoi'de S1 d'un prépseudogroupe S saturé par induction 
(c'est-à-dire contenant avec un élément tout élément plus petit) est un sous-pseudo-
-groupe faible de S. 

DÉFINITION: Soit B une sous-classe d'un prépseudogroupe S; l'intersection S des 
sous-pseudogroupes ( faibles) de S contenant B est appelée sous-pseudogroupe ( faible) 
engendré par B dans S. 

PROPOSITION: Soit B une sous-classe d'un groupoi'de prélocal S vérifiant les condi-
-tions suivantes : 
D 
2) Si e e r3n§ et beB, alors e b e B. 

o 
3) B contient ̂  B' pour toute sous-classe B' de B majorée dans B et admettant un 

agrégat dans S. 
Alors le sous-groupoi'de % engendré par B est un sous-pseudogroupe faible de S. 
PROPOSITION : Soit S un groupofde prélocal et B une sous-classe de S vérifiant les 
axiomes 1 et 2 des sous-pseudogroupes. Alors B est une base du sous-pseudogroupe 
( faible) qu'il engendre. 
PROPOSITION: Dans un groupoi'de prélocal S, la sous-classe inductive (faible) F' 
engendrée par une classe compatible F est compatible. 

COROLLAIRE : Si F' et G' sont deux sous-classes inductives compatibles de S, alors 
la classe G'F' des pseudoproduits gf où g £ G' et fe F' , est une base de la sous-classe 
inductive qu'elle engendre et celle-ci est compatible. 
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PROPOSITION : Soit B une sous-ciasse d'un prépseudogroupe S; la composante connexe 
fB de la sous-classe des éléments induits des éléments de B est un sous-pseudogroupe 
faible de S appelé composante inductive faible de B dans S; le sous-pseudogroupe 
engendré par S dans S est appelé composante inductive de B . 

1 6. Complétion des groupoi'des inductifs. 
PROPOSITION : Soit F une sous-classe d'un groupoîde préinductif S telle que Fa(F) = 
= F et f3( F ) F = F et que F contienne U B pour toute sous-classe 6 de F majorée 
dans F et admettant un agrégat dans S. Alors F est une partie sous-inductive faible 
de S tandis que a( F ) et fS( F ) sont des sous-classes inductives faibles ; on a : 

F"XF = F"1. F, FF"1 = F. F"1; 

les groupoîde s engendrés par a( F ) = F"1 F et b(F)=FF"i sont des sous-pseudo-
- groupes faibles de S. 

DÉFINITION : Soit S un groupoîde préinductif, F une sous-classe de S et a( F ) la 
classe des pseudoproduits / ~ V , où /eF et f'eF. La classe F est appelée a//#s 
(faible) complet de S si F contient u B pour toute sous-classe B de F (majorée dans 
F) admettant un agrégat dans S et si de plus on a : F a( F) = F. 

PROPOSITION : Si F est un atlas faible complet du groupoîde préinductif S, alors 
F CL( F ) = F et f3( F J F = F. De plus a( F ) et b( F) sont des sous-pseudogroupes fai-
-bles de S admettant a( F ) et f3( F ) pour classes des unités et on a : b(F)F = F* 

COROLLAIRE : La classe F"1 des inverses des éléments de F est un atlas faible com-
-plet tel que a( F"1) = b( F) et b( F"1) = a(FJ. 

PROPOSITION : Soient B une sous-classe d'un groupoîde préinductif S, T un sous-
-pseudo groupe faible de S contenant B'1 B, A la composante inductive faible de B-1B 
dans r ; alors B 4 est un atlas faible complet tel que a( B A) - A . 

COROLLAIRE 1 : Si T est le sous-pseudogroupe faible engendré par B~XB dans S, 
alors BT est un atlas faible complet tel que affîT j = T. 

COROLLAIRE 2 : Soit B une sous-classe telle que la classe B _1. B soit un sous-pseu-
- do groupe faible et que l'on ait: fi( B)B Q B et B( B'1 . B ) C B. Alors B est un atlas 
faible complet. 
p ROP OSITION : Soient F et G deux atlas faibles complets d'un groupoîde inductif S 
tels que a( G) = b( F). Alors la classe G F est un atlas faible complet pour lequel 
a(GF)= a( F) et b(G FJ= b(G). 
COROLLAIRE : La classe des atlas faibles complets de § est un groupoi'de pour la loi 
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de composition : 
( G, F') -> G F si, et seulement si, a( G ) = b( F ) . 

La classe de ses unités est la classe des sous-pseudogroupes faibles de S. 

PROPOSITION: Si F est un atlas faible complet d'un groupoi'de prélocal S, la partie 
sous-inductive F engendrée par F dans S est un atlas complet de S admettant F pour 
base. 

PROPOSITION: Soient F et G des atlas complets d'un groupoi'de prélocal §; en dési
gnant par a( F) et b( F ) les sous-pseudogroupes engendrés par a( F ) et b( F ) , on a 
Fa(F)=F=b(F)F. Si b( F ) = a( G ) , la partie sous-inductive G © F engendrée par 
G F est un atlas complet, tel que a( G ©F ) = a( F ) et b( G ©F ) = b( G ) . 

T H É O R È M E : La classe Q ( S ) des atlas complets d'un groupoi'de prélocal S est un 
groupoi'de pour la loi de composition : 

(G , F) -> G © F si, et seulement si, a( G ) = b( F ) . 

Lesunitésde (î ( S ) sont les sous-pseudogroupes de S . De plus la relation : 

F'< F si, et seulement si, F' est la partie sous-inductive engendrée par FOL( F'j 
ainsi que par /3( F' ) F 

est une relation d'ordre sur Û ( S ) qui vérifie l'axiome ( I ) et pour laquelle deux éléments 
majorés ont une intersection . 

Suivant la terminologie introduite plus loin, (1(8) est un groupoi'de sous-préin-
-ductif. 

THÉORÈME : Soit 8 un groupoîde prélocal. La classe J(S) des sous-classes inductives 
compatibles de S est un sous-groupoi'de plein de S ( S ) saturé par induction, et un grou-
-poi'de inductif pour la structure d'ordre induite de celle de Q ( S ) . Les unités de 

sont les sous-classes inductives de S . 

COROLLAIRE : S s'identifie à un sous-groupoi'de de J(S) stable pour la pseudomultipli-
-cation en identifiant /£§ avec la classe cpf f) des éléments induits de f . Si S est 
local, S s'identifie à un sous-pseudogroupe faible de 4 ( S ) , saturé par induction. 

DÉFINITION: Soit S un prépseudogroupe; on appelle sous-classe complète (faible) de 
S une sous-classe inductive ( faible) de S qui est compatible et saturée par induction. 

PROPOSITION : Soit S un groupoi'de prélocal; la sous-classe "S" du groupoi'de préinductif 
t4 (S) formée par les sous-classes complètes de S est un sous-pseudogroupe faible de 
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1 

i (S) saturé par induction et admettant S pour base. De plus, S" est un groupoi'de local 
pour l'ordre induit de celui de 3 ( S ) . 

COROLLAIRE: 3(S) est une extension inessentielle (cx, $(§)) de F , où cx est le 
foncteur qui associe à Fc 4(S) la sous-classe complète engendrée par F dans S. cx est 
compatible avec la pseudomultiplication et l'intersection ; S" est un groupoi'de quotient 
de J(S). 

DÉFINITION: Un groupoi'de inductif S est dit (relativement) complet si toute sous-
-classe complète F de S (telle que <Ja(F) et U/3(F) existent) admet un agrégat 
dans S. 

THÉORÈME (de complétion): Soit S un groupoi'de prélocal. Le groupoîde local ̂  est 
complet et caractérisé à une équivalence près par la condition (C) suivante: 
(C) Si S est un groupoîde local complet dont S est une base, il existe un foncteur 77 de 
F sur S dont la restriction à S est l'identité et qui est compatible avec l'agrégation .(Ce 
foncteur 77 associe à F 6 J l'agrégat de la classe F dans X . ) 

COROLLAIRE: Il existe un foncteur section \p relativement à 77 et X est un groupoîde 
quotient de S ( le foncteur \p associe à /'€ S la classe F des éléments / € S tels que 
/</')• 
THÉORÈME : Soit S un groupoi'de prélocal ; le sous-pseudogroupe faible de S" engendré 
par S dans est un groupoîde local S, caractérisé à une équival en ce près par la 
condition (C) suivante : 
(C) Si J£ est un groupoîde local contenant S et tel que le sous-pseudogroupe faible 
engendré par S dans X soit X, alors il existe un foncteur défini comme plus haut 77 de 
S sur ]£ dont la restriction à S est l'identité et tel que, pour toute classe B de S admet-
-tant un agrégat, on ait: 77(uB) = U7r(B). 

COROLLAIRE : Si S est un groupoîde local, alors S s'identifie à §. 
COROLLAIRE : Il existe un foncteur \p section relativement à 77 et S est un groupoîde 
quotient de S. 

THÉORÈME : Soit S un groupoîde local; il existe un groupoîde local relativement com-
-plet S équivalent au sous-groupoîde plein de F ayant SQ comme classe des unités et 
caractérisé à une équivalence près par la condition ( C ) suivante : 
(C) Si X est un groupoîde local relativement complet contenant S comme base et tel 
que SQ soit identique à SQ , alors il existe un foncteur 77 de S sur X dont la restriction 
à S est l'identité et qui est compatible avec l'agrégation. 
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COROLLAIRE : Si S est relativement complet, on a S = S. 

COROLLAIRE : Il existe un foncteur \p section relativement à 77. 

PROPOSITION : Soit S un groupoi'de local; il existe un sous-pseudogroupe S du pseudo-
- groupe S" dans lequel toute sous-classe compatible F de S telle que a( F) ou j3( F ) 
admette un agrégat dans S, admet un agrégat. 

THÉORÈME : Soit S un groupoi'de prélocal et S ( S ) la classe des atlas complets de S. 
Sur S (S) la relation : 

F' '< F si, et seulement si, F' est une sous-classe de F et F' < F, 
est une relation d'ordre vérifiant l'axiome ( I ) et telle que toute classe majorée admette 
une intersection ; c'est-à-dire que (3( S) muni de la relation F' '< F devient un groupoi'de 
sous-inductif, noté S ( S ) . 
COROLLAIRE l:La relation F' *< F détermine sur $(S) une structure de groupoîde induc-
-tif, que nous désignerons par 3 ( S ) . 

COROLLAIRE 2: Sur F les relations F' *< F et F'< F induisent la m ê m e relation 
d'ordre : 

F'< F si, et seulement si, F' est une sous-classe de F. 

DÉFINITION : Soit d une classe préinductive ; une sous-classe inductive F de 3 
admettant un plus grand élément / est appelée paratopologie sur j ou sur (î. 

THÉORÈME : Soit S un groupoi'de prélocal . La classe des paratopologies sur S est un 
sou s-groupoi'de de i (S) stable pour la pseudomultiplication et l'intersection finie ; si S 
est local, c1 est un sous-pseudogroupe faible de d ( S ) saturé par induction . 

COROLLAIRE : La classe des paratopologies de S est un sous-pseudogroupe faible 
saturé par induction de i (S), que nous désignerons par J ( S ) . 

DÉFINITION : Soit d une classe préinductive. On appellera filtre sur (î une sous-
-classe F de S possédant les propriétés suivantes : 
1 ) Pour tout f 6 F et tout f'ed tel que / < /' , on a /' £ F. 
2) Si f e F et f' € F , alors f n f € F. 
On appellera base de filtre une sous-classe 8 de 3 telle que, pour tout b e B et tout 
b' € B , il existé b" e B avec b"'< b n b'. 

DEFINITION : Soit d une classe préinductive; on appelle quasi(-base de) filtre sur (î 
une sou s-cl as se inductive de d dont la classe des éléments différents de 0 est un 
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(une base de) filtre. 

PROPOSITION : Si B est une ( quasi-) base de filtre sur la classe préinductive A , alors 
la classe F des majorants des éléments de B (différents de 0) est un ( quasi-) filtre, 
appelé ( quasi-) filtre engendré par B . 

THÉORÈME : Soit S un groupoi'de prélocal et soit fB ( S ) la sous-classe de S (S) formée 
des atlas complets qui sont des quasi-bases de filtres; % (S) est un sous-groupoîde de 
(Î(S); si F e $ ( S ) , r7eS(S)o, H < a( F), l'induit par F sur H est dans $ ( S ) . 

PROPOSITION: Un quasi-filtre F sur un groupoi'de préinductif S est un atlas complet 
de S. 

PROPOSITION : Soit S un groupoîde préinductif; si F et G sont des filtres de S, alors 
a(F) et/3(F) sont des bases de filtres a*( F), fî*( F); si a*( G)=fi*( F), GF engen
dre un filtre G* F , pour lequel on a: a*( G* F ) = a*( F ), /3*( G * F ) = /3*( G ). 

THÉORÈME : Soit S un groupoi'de préinductif; la classe 3"(S) des filtres de S est un 
groupoi'de inductif lorsqu'elle est munie de la loi de composition: 

(G,F)+ G*F si, et seulement si, a*( G) = f3*( F), 
et de la loi d'induction : 

F' < F si, et seulement si, F est une sous-classe de F'. 

COROLLAIRE: S s'identifie à un sous-groupoîde plein saturé S< de !f(S), en identi
fiant / € S au filtre f< de ses majorants dans S; S* est saturé par intersection finie; si 
S est inductif, alors §< est un sous-pseudogroupe de 3"(S) . 

Remarquons que le produit de deux filtres dans Ï ( S ) peut être défini sans que 
le produit des quasi-filtres correspondants soit défini dans S (S) ; mais on a: 

THÉORÈME: Soit S un groupoîde prélocal; alors ? ( S ) est un groupoîde quotient de 
£B(S) relativement au foncteur i// qui associe à FefB(S) le filtre y H ? ) engendré par 
F; 0 est compatible avec les ordres. 

PROPOSITION: Soit S un groupoîde préinductif; la classe F> des minorants d'un filtre 
F de § est une sous-classe complète, la classe C< des majorants d'une sous-classe 
complète C est un filtre. On a les relations :. C< = ((C< ) VJ* et F> = ((F y) < ) > . 

THÉORÈME : Soit S un groupoîde préinductif; le 'sous-pseudogroupe S' engendré par 
S' dans ?(§) est le groupoîde saturé de Ï ( S ) formé des filtres F tels que: F = ( F>)<. 

V 
Si S est prélocal, S' est un groupoîde quotient de S . 
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Le foncteur de S sur S' est le foncteur q qui associe à C e S le filtre C* de 
ses majorants; q est compatible avec l'agrégation et avec l'intersection finie et identi
fie le sous-groupoîde S de & avec le sous-groupoîde S* de S' . 

7. Groupoides sous-inductifs. 
DÉFINITION : LTne classe ordonnée S est appelée classe sous~(pré)inductive si S a un 
plus petit élément 0 et si, pour tout a£(3, la classe <p(a) des éléments plus petits 
que a est une classe (pré)inductive pour l'ordre induit. 

PROPOSITION : Pour qu'une classe ordonnée (î soit sous-(pré)inductive, il faut et il 
suffit que (î admette un plus petit élément 0 et que toute sous-classe (finie) B non 
vide de (î, majorée dans (3, ait une intersection. 

Si flHè est défini dans la classe sous-préinductive (3, alors a'nfc' est aussi 
défini, pour tout a'<a et tout b'< b . 

PROPOSITION : Soit (3 une classe sous-(pré)inductive et B une sous-classe de S ma-
-jorée par a e Q et admettant un agrégat b dans cp( a ); alors b est aussi l'agrégat de B 
dans toute sous-classe y( a'), où a' est un majorant de B tel que a'd a soit défini 
dans d. Si B admet un agrégat b1 dans cp(a1), où a1ed, tel que bnb1 soit défini, 
alors b = b 1. 

COROLLAIRE : Si B admet un agrégat dans S , alors UB est un agrégat de B dans 
y>(a), pour tout majorant a de B dans (î . 

DÉFINITION: Soit (î une classe sous-préinductive, B une sous-classe de (î ; si B 
admet un agrégat dans la classe cp( 6 J des éléments plus petits que & £ (î, alors cet 
agrégat sera appelé b-agrégat ou sous-agrégat de B et sera noté ̂ jB; la classe de 
tous les sous-agrégats de B sera appelée congrégation de B dans (î et désignée par 
uB; si B n'admet pas de sous-agrégat, nous écrirons: U B =(2f. 

PROPOSITION: Si S est une classe préinductive et si B est une sous-classe de S 
admettant un sous-agrégat m , alors m=\jB . 

DÉFINITION: Un groupoîde S est appelé groupoîde sous-( pré ) inductif s'il est muni 
d'une relation d'ordre pour laquelle S est une classe sous-( pré) inductive et si l'axiome 
( I ) est vérifié . 

PROPOSITION : Soit S un groupoîde muni d'une relation d'ordre vérifiant l'axiome (I); 
pour tout / £ S et tout e € §q tel que e <a( f ) ( resp. e </3( f )), il existe un et un seul 
élément g< f pour lequel a( g) = e (resp. f3( g)= e); g est appelé l'élément induit 
(resp. induit à gauche) par / sur e. 

1 

2 
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COROLLAIRE : Pour qu'un groupoi'de S muni d'une relation d'ordre vérifiant l'axiome (I) 
soit sous-(pré) inductif, il faut et il suffit que Sq soit une classe sous-( pré ) inductive 
pour l'ordre induit. 

Dans des exemples importants de groupoî'des S sous-préinductifs ( groupoi'de des 
isomorphismes d'espaces vectoriels, de simplexes), la condition suivante est vérifiée : 
Soit E une sous-classe de SQ, e' et e" deux sous-agrégats de E; alors il existe un 
et un seul / 6 S tel que a( f ) = e, /3( f ) = e' et que, pour tout e 6 E , l'élément induit par 
Z sur e soit égal à e . 

PROPOSITION : Soit S un groupoi'de sous-préinductif ; si E est une sous-classe de SQ , 
la congrégation de E dans SQ est contenue dans la congrégation de E dans S; pour 
toute sous-classe A de S, on a les relations : 

PROPOSITION : Soit o un groupoi'de sous-préinductif, A une sous-classe de è> majorée 
par Z6§; si °ij CL(A) O U \J fi(A) est défini, alors U A est défini; si n A est défini, 
alors na( A) et ̂  f3( A ) sont définis; si na( A ) ou n j3( A ) est défini, n A est défi-
-ni et on a les relations : 

PROPOSITION : Soit à un groupoi'de sous-préinductif; la loi de composition dans ô peut 
être étendue en une loi de composition appelée pseudomultiplication, définie pour tous 
les couples (f, f) tels que e = a( f')c\a( f) soit défini, en posant : 

où g est l'élément induit à gauche sur e par f et g' l'élément induit sur e par f. 
Cette pseudomultiplication vérifie l'axiome d'associativité suivant : Si (h g) et (gf) 
sont définis, alors h( gf) et ( h g) f sont définis et égaux. 

PROPOSITION : Soit S un groupoi'de sous-préinductif; les unités du groupoi'de S sont 
les seuls éléments idempotents pour la pseudomultiplication; si e et e' sont deux unités 
telles que eC\e' soit défini, on a eC\e' - e e' = e'e. La relation d'ordre dans S est com-
-patible avec la pseudomultiplication et elle peut aussi être définie par une des condi-
-tions suivantes : 

Z'<Z si, et seulement si, il existe e eSQ tel que fe soit défini et égal à f ; 
f'<f si, et seulement si, il existe e' €§^ tel que e'f soit défini et égal à f. 

COROLLAIRE : Soient /€§ et /'eS tels que /7 soit défini; alors on a les formules : 
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THÉORÈME : Soit S une classe munie d'une loi de composition partiellement définie, 
vérifiant l'axiome d'associativité : Si h g et gf sont définis, alors h(g'f) et (h g) f 
sont définis et égaux. 

Soit SQ une sous-classe de S formée d'idempotents, stable pour la loi de compo-
-sition et admettant un élément 0 pour lequel: Oe = 0, pour tout e e SQ . Si les axiomes 
1, 2, 3, suivants sont vérifiés, alors S est un groupoi'de sous-préinductif, pour la struc-
-ture d'ordre définie par la relation : 

/' < / si, et seulement si, il existe e 6 §q tel que fe soit défini et égal à /'. 
Si déplus §Q est une classe sous-inductive, alors S est un groupoi'de sous-inductif. 
1) La restriction de la loi de composition à S Q x Sq est commutative. 
2) Pour tout / € S, la classe des éléments e € Sq tels que fe soit défini et égala / 
admet une intersection a( f) telle que fa( f) soit défini et égal à / ; de même la classe 
des éléments e' de SQ tels que e'f soit défini et égal à / admet une intersection /3( f) 
pour laquelle j3( f)f est défini et égal à /. 
3)Pour tout e e S , il existe /'€ S tel que /'/ et //' soient définis et que l'on ait: 
f'f=a(f), fr=/3(f). 

PROPOSITION: Le groupoi'de produit de deux groupoi'des sous-( pré ) inductifs, muni de 
la structure d'ordre produit, est un groupoi'de sous-( pré ) inductif, appelé groupoide sous-
( pré ) inductif produit des groupoi'des donnés. 

DEFINITION: Une classe sous- ( pré ) locale est une classe sous-( pré ) inductive â dans 
laquelle l'axiome de distributivité (D) suivant est vérifié: 
(D) Soit B une sous-classe de â admettant un c-agrégat et soit a £ S tel que 
( u B ) n a soit défini; alors la classe des éléments b n a, où beB, admet 
( 6 B ) n a pour c-agrégat : ( f> B ) n a = u ( b n a). 

Un groupoide sous- ( pré) local est un groupoi'de sous-( pré ) inductif dont la classe 
des unités est une classe sous- ( pré) locale . 

PROPOSITION : Soit (3 une classe sous-prélocale, B une sous-classe de (î admettant 
un c-agrégat et a € & avec d = u ( b ̂  a) et a n c définis ; alors d=(,c,B)n a. 

PROPOSITION : Un groupoide sous-prélocal S est une classe sous-prélocale. 
Etant donnés un groupoi'de sous-préinductif S , A et A' deux sous-classes de S , 

nous dé si gnerons par A'A la classe des pseudoproduits a'a , où a e A, a'e A', a'a 
défini. 

PROPOSITION : Soit S un groupoide sous-prélocal, A et A' deux sous-classes de S ; 
on a : 
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DÉFINITION : Soit fi une classe sous-préinductive. Une sous-classe fi' de fi est 
appelée sous-classe inductive f resp. partie sous-inductive) (faible) de fi si elle vérifie 
les axiomes 1 et 2 (resp. 1' et 2) suivants : 
1) Soient a efi' , a' efi' tels que ana' soit défini; alors ana' £(î' . 
1') Soient a efi1 , a' efi1 , a" 6fi' avec a'<a, a"<a; on a : ana' ffi' . 
2) Pour toute sous-classe B de fi' admettant un ̂-agrégat (où &£fi'), on a : ¿5 efi' . 

DÉFINITION : Soit fi une classe sous-préinductive, B une sous-classe de fi; l'inter-
-section 55 des sous-classes inductives (resp. parties sous-inductives) (faibles) de fi 
qui contiennent B est appelée sous-classe inductive (resp. partie sous-inductive) (fai-
-ble) de fi engendrée par B. Si S est la classe des ̂-agrégats des sous-classes de B 
(où b eB), B est appelée base de 35. 

PROPOSITION : Soit B une sous-classe d'une classe sous-prélocale fi contenant avec 
deux éléments majorés dans fi leur intersection; alors B est une base de la partie sous-
-inductive (faible) S qu'elle engendre dans Û. 

COROLLAIRE : Si B est une sous-classe d'un groupoide sous-prélocal S telle que 
B a( B )C B , alors B est une base de fB et on a : S a( % )C S ; de plus a( $ ) est une 
sous-classe inductive faible de S . 

o 
DÉFINITION : Soit S un groupoi'de sous-préinductif; on appelle sous-groupoide sous-
-préinductif de S un sous-groupoi'de S' de S vérifiant les conditions suivantes : 
1) Soient e £§' , e'eS' . e" eS' avec e'<e, e"<e; alors e'e*6§' 

o ' o ' o o 
2) Soient / £§' , e eS'o , e < a( f); alors on a : /e €§' . 
PROPOSITION : Soit S un groupoîde sous-préinductif et S1 un sous-groupoi'de sous-
-préinductif de S ; alors S' contient f'nf" avec deux éléments /' et /" majorés par 
/€§' . 
COROLLAIRE : S' est un groupoi'de sous-préinductif pour l'ordre induit. 

DÉFINITION : Soit S un groupoi'de sous-préinductif; on appelle sous-pseudogroupe 
(faible) de S un sou s-groupoide S' de S stable pour la pseudomultiplication, et véri-
-fiant l'axiome: Pour toute sous-classe B de S' admettant un ̂ -agrégat ( où 6 £ S' ), 
on a u B £ §' . 

PROPOSITION: Soit S un groupoide sous-préinductif; pour qu'un sous-groupoi'de S' de 
S soit un sous-pseudogroupe faible de S, il faut et il suffit que S'o soit une sous-classe 
inductive faible de SQ et que S' soit un sous-groupoi'de sous-préinductif de S . 
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PROPOSITION : Un sou s-groupoi'de S' d'un groupoi'de sous-préinductif S qui est saturé 
par induction est un sous-pseudogroupe faible de S. 

DÉFINITION : Soit S un groupoi'de sous-préinductif, B une sous-classe de S; l'intersec
tion S des sous-pseudogroupes f faibles) de S contenant B est appelée sous-pseudo-
-groupe (faible) de S engendré par B dans S; si tout élément de 55 est un &-agrégat 
d'une sous-classe de B ( où b £ B), alors B est dit base de 55. 

PROPOSITION: Soit B une sous-classe d'un groupoi'de sous-préinductif § vérifiant les 
conditions suivantes: 
l)Ona a(B)CB; fi(B)CB; B'1=B. 
2) Si e € B n § , b € B et si b e est défini, alors on a b e 6 B. 

o ' 
3) B contient UB' pour toute sous-classe B' de B admettant un & - agrégat dans S, 
où b € B. 
Alors le sou s-groupoi'de S engendré par B dans S est un sous-pseudogroupe faible de S. 
PROPOSITION: Soit S un groupoi'de sous-prélocal et B un sous-groupoîde de § stable 
pour la pseudomultiplication ; alors B est une base du sous-pseudogroupe ( faible ) qu'il 
engendre dans S. 
DÉFINITION: Soit S un groupoîde sous-préinductif; on appelle sous-classe compatible 
de S une sous-classe F telle que, pour tout f e F et tout f e F, f'1 f et f f'1 soient 
définis et appartiennent à SQ . 

En particulier toute sous-classe majorée d'un groupoi'de sous-préinductif S est 
compatible; pour qu'une classe d'unités de S soit compatible, il faut et il suffit que 
l'intersection de deux quelconques de ses éléments soit définie. 

PROPOSITION: Soit S un groupoîde sous-préinductif; pour qu'une sous-classe F de S 
soit telle que, pour tout / £ F et tout /'£ F , on ait /' f1 £ SQ , il faut et il suffit que 
/ n /' soit défini et que l'on ait: / n /' = fa( f) = f'a( f). 

PROPOSITION : Soit S un groupoîde sous-préinductif, F et G deux sous-cl as se s compa
tibles de S; alors y>( F), F"1 et GF sont des sous-classes compatibles, ainsi que la 
sous-classe inductive faible F' engendrée par F dans S. 

DÉFINITION: Un sous-pseudogroupe ( faible ) S' d'un groupoîde sous-préinductif S est 
dit propre si S' admet une base B telle que a( B) et j3( B) soient des sous-classes 
compatibles. 

PROPOSITION: Soit S un groupoîde sous-préinductif; si §' est un sous-pseudogroupe 
faible propre de S, alors est une sous-classe compatible de S et le sous-pseudogroupe 
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engendré par S' dans S est propre. 

PROPOSITION: Soit B une sous-classe d'un groupoîde sous-préinductif S; la compo-
-sante connexe de la classe <pf BJ est un sous-pseudogroupe faible de S, saturé par 
induction, qui sera appelé composante inductive faible de B dans S; le sous-pseudo-
-groupe qu'elle engendre dans S sera appelé composante inductive de B dans S. 

PROPOSITION: Soit S un groupoîde sous-prélocal, B un sous-groupoîde de S et A la 
composante inductive faible de B dans S; alors la composante inductive de B dans S 
est le sous-groupoîde plein A' de § tel que A'Q admette AQ pour base. 

PROPOSITION: Soit S un groupoîde sous-préinductif et F une partie sous-inductive 
faible de S telle que /3(F) F= F et Fa(F)- F ; alors on a: F^F^F-KF; FF~1=F.F'i ; 
de plus les sou s-groupoîde s engendrés dans S par a( F)= F'1 F et b( F') - FF*"1 sont 
des sous-pseudogroupes faibles de S. 

DÉFINITION : Soit S un groupoîde sous-préinductif; on appelle atlas ( faible) complet de 
S une sous-classe F de S qui contient ̂  B pour toute sous-classe B de F admettant 
un &-agrégat dans S ( où be FJ et telle que l'on ait: Fa( FJ =F , où a( FJ = F"1 F. Un 
atlas complet F de S qui admet pour base une sous-classe F' telle que a( F') et j3( F') 
soient compatibles est dit propre. 

PROPOSITION: Un atlas faible complet F d'un groupoîde sous-préinductif S est une 
partie sous-inductive faible de S; on a: Fa( FJ = F, /3(F)F=F; de plus a( F ) et 
b( F J = FF'1 sont des sous-pseudogroupes faibles de S admettant a ( FJ et /3( F) res
pectivement pour classe de leurs unités et on a: b( F) F = F. 

COROLLAIRE : La classe F"1 des inverses des éléments de F est un atlas faible com
plet de § pour lequel on a: 

a(F~x)= b(F) et b(F'1) = a(F). 

PROPOSITION : Soit B une sous-classe d'un groupoîde sous-préinductif S, T un sous-
-pseudogroupe faible de S contenant B~lB et A la composante inductive faible de B _1r3 
dans F ; alors BA est un atlas faible complet tel que l'on ait : 

a(BA)= A. 

COROLLAIRE : Si V est le sous-pseudogroupe faible engendré par B-1B dans S, alors 
AT est un atlas faible complet tel que l'on ait : 

a(Br) = r . 
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PROPOSITION : Soit S un groupoîde sous-préinductif, F un atlas faible complet de S; 
si /5( F) est contenu dans F, alors F est contenu dans a( F); si on a: F Ca( F), b( F) 
est un sou s-groupoi'de saturé par induction de a( F ), dont a( F ) est un élargissement. 

PROPOSITION : Soit S un groupoi'de sous-préinductif; la classe H ( S ) des atlas faibles 
complets de S est un groupoi'de pour la loi de composition définie par: 

( G ,F ) -» G >F si, et seulement si, a( G) = b( F). 
La classe des unités de H ( S ) est la classe des sous-pseudogroupes faibles de o. 

COROLLAIRE: La sous-classe de H ( S ) formée des atlas faibles complets de S tels 
que OL( F) et j3( F) soient des sous-classes compatibles est le sou s-groupoi'de plein 
H' (S) de H ( § ) dont la cl asse des unités est la classe des sous-pseudogroupes faibles 
propres de S. 

Etant donné un groupoi'de sous-prélocal S, nous désignerons par GF la partie 
sous-inductive engendrée dans S par la classe GF , où G et F sont deux sous-classes 
de S. 

PROPOSITION : Soit S un groupoîde sous-prélocal et F un atlas faible complet de S. 
La partie sous-inductive F engendrée dans S par F est un atlas complet de § admettant 
F pour base; si CL( F ) et f3( F) sont des sous-classes compatibles, F est un atlas com-
-plet propre de S . 

COROLLAIRE : Soit F un sous-pseudogroupe de S et B une sous-classe de S telle que 
B"1B soit contenu dans F; soit A la composante inductive faible et A ' la composante 
inductive de B^B dans F; alors la partie sous-inductive B Af engendrée par B A' est 
un atlas complet de S, admettant BA pour base et tel que A' soit le sous-pseudogroupe 
engendré par a( B A' ) dans S. 

PROPOSITION : Soit S un groupoi'de sous-prélocal, F un atlas complet de S, tff F) et 
b( F) les sous-pseudogroupes engendrés dans S par a( F) et b( F); alors on a 
Fa(F)= F = b( F) F. La classe des atlas complets de S est un groupoi'de â(S)pour 
la loi de composition définie par : 

(G,F)->G®F=GF si, et seulement si, â( G ) = b( F ). 
Les unités de (2( S ) sont les sous-pseudogroupes de S. 

COROLLAIRE : La sous-classe (3'(S) de â ( S ) formée des atlas complets propres de 
S est le sous-groupoi'de plein de S ( S ) dont la classe des unités est la classe des sous-
-pseudogroupes propres de S . 
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PROPOSITION : Soit F un atlas complet d'un groupoîde sous-prélocal S tel que F soit 
contenu dans a( F ); alors b( F) est un sous-pseudogroupe plein saturé par induction 
de a( F), dont a( F) est la composante inductive dans a( F). 

THÉORÈME : Soit S un groupoîde sous-préinductif; le groupoîde H ' ( S ) est un grou
poîde sous-préinductif lorsqu'il est muni de la relation : 

F' < F si, et seulement si, F' = F a( F') = /3( F') F. 

COROLLAIRE : La classe ^y(S) des sous-classes inductives faibles compatibles de S 
est le sous-groupoi'de plein saturé par induction de H ' ( S ) dont la classe des unités est 
la classe des sous-classes inductives faibles compatibles de §o. 

THÉORÈME : Soit S un groupoi'de sous-préinductif ; le groupoi'de K ( S) est un groupoîde 
sous-inductif, lorsqu'il est muni de la relation: 
F' '< F si, et seulement si, F' est une sous-classe de F et si F' = F a(F') = fi(F') F. 

COROLLAIRE 1: K'( S) est un sou s-groupoi'de saturé par induction de K ( S ) ; muni de 
la relation F' '< F, K'( S) est un groupoîde sous-inductif que nous noterons H ' ( S ) . 

COROLLAIRE 2 : S) , muni de la relation F' '< F est un groupoîde inductif que nous 
noterons if(&); S s'identifie à un sous-groupoîde sous-préinductif de J^(S) en identi
fiant f e S à la classe cp( f) des éléments induits par /. 

DÉFINITION : Soit S un groupoîde sou s-préinductif; on appelle complexe ou sou s- classe 
faiblement complète de S une sous-classe de § saturée par induction et compatible. 

THÉORÈME : Soit S un groupoîde sous-prélocal ; la classe des complexes de S est un 
sou s- groupoîde § saturé de S ) sur lequel les relations : F' < F et F' "< F in du i sent 
la même relation définie par : 

F' < F si, et seulement si, F' est une sous-classe de F . 
§ est la composante inductive de S dans et admet S pour base. De plus § est 
un groupoi'de local. 

REMARQUE : Soient f et g deux éléments de S admettant h e S pour sou s-agrégat dans 
S; alors f et g sont compatibles ; dans S', les complexes cpff) et cpfgj ont pour agrégat 
la classe réunion de cpf/j et cpCgJ; cette classe peut être différente de la classe y(h). 

THÉORÈME : Soit S u n groupoîde sous-prélocal; le groupoîde â' ( S) des atlas complets 
propres de S est un groupoîde sous-préinductif pour la relation définie par : 

F' < F si, et seulement si, F' = F a( F') F') F. 
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COROLLAIRE : La sous-classe $(S) de S'( S ) formée des sous-classes inductives de 
S admettant une base compatible est le sous-groupoîde plein saturé par induction de 
S' ( S ) dont la classe des unités est la classe des sous-classes inductives de S admet
tant pour base une sous-classe compatible de §q . 

THÉORÈME : Soit S un groupoîde sous-prélocal ; le groupoîde (Î(S) est un groupoîde 
sous-inductif lorsqu'il est muni de la relation : 

F' *< F si, et seulement si, F'C F et F' = F a( F' ) = /3( F' )F. 

COROLLAIRE 1 : (2 ( S ) admet S1 ( S ) comme sous-groupoîde saturé par induction; muni 
de la relation F' '< F, (2'(S) est un groupoîde sous-inductif, que nous désignerons par 
à-(§). 

COROLLAIRE 2 : 3 ( S ) muni de la relation F' *< F, est un groupoîde inductif, que nous 
désignerons par 3 ( S ) . 

DÉFINITION : Soit (2 une classe sous-préinductive; on appelle paratopologie sur â, ou 
sur a €&, une sous-classe inductive faible de (2 admettant a pour plus grand élément. 

THÉORÈME : Soit 3 ( S ) la classe des paratopologies sur un groupoîde sous-préinductif 
S;. J ( S ) est un sous-groupoîde sous-préinductif de ̂ ( S ) et de ^ ( S ) . Si S est sous-
-inductif, J(§) est un groupoîde sous-inductif pour la relation T' '< T. 

DÉFINITION : Soit (2 une classe sous-préinductive; on appelle base de filtre une sous-
-classe B de (î telle que, pour tout b £B et tout b' €B, il existe b" €B avec b"< b 
et b"<b'. On appelle filtre sur (2 une sous-classe F de 3 qui est une base de filtre 
et qui, pour tout / €F, contient tout majorant de /. 

Si un filtre sur Cl contient le 0 , il contient tout élément de (2 ; un tel filtre sera 
appelé filtre trivial. 

DÉFINITION : Soit â une classe sous-préinductive; on appelle quasi f-base de) filtre 
sur (2 une partie de (2; contenant 0 et dont la classe des éléments différents de 0 est 
une (base de) filtre. 
PROPOSITION : Soit B une (quasi-3 base de filtre sur la classe sous-préinductive (î ; 
alors la classe F formée (de 0 et) des majorants des éléments de B (différents de 0)est 
un f quasi-) filtre, appelé (quasi-)filtre engendré par B dans (2. 

PROPOSITION : Soit (2 une classe sous-préinductive et B une quasi-base de filtre qui 
est base d'une partie sous-inductive B . Alors B est une quasi-base du filtre F engen-
-dré par B dans S . 
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THÉORÈME : Soit S un groupoi'de sous-prélocal (resp. sous-préinductif) et S (S) (resp. 
K ( S ) ) la sous-classe de â(S) (resp. K (S)) formée des atlas faibles complets qui sont 
des quasi-bases de filtre; alors !B(S) etK(S) sont respectivement des sous-groupofdes 
saturés par induction de S(S) et H(S). 

PROPOSITION : Un quasi-filtre F sur un groupoide sous-préinductif S est un atlas 
complet de S. 

PROPOSITION : Soit F un filtre d'un groupoide sous-préinductif S; alors a(F) et /3 (F) 
sont des bases de filtres a*( F) et j3*( F ). Si G est un filtre sur S tel que a*(G)=/3*(F) 
la classe GF est base d'un filtre G*F pour lequel on a: 

THÉORÈME: Soit S un groupoi'de sous-préinductif; la classe J(O) des filtres sur § 
est un groupoi'de sous-inductif pour la loi de composition définie par : 

(G.F) -> G*F si, et seulement si, a*( G) = j3*( F) 
et la relation d'ordre: 

F' < F si, et seulement si, F est une sous-classe de F'. 

COROLLAIRE : S s'identifie à un sous-groupoi'de plein saturé S< de Ï(S), saturé par 
intersection finie, en identifiant / € S au filtre f< des majorants de / dans S . Si S est 
sous-inductif, S** est un sous-pseudogroupe de Ï(S). 

THÉORÈME : Soit S un groupoi'de sous-préinductif; Ï(S) est un groupoi'de quotient de 
K(S) relativement au foncteur \p qui associe à F le filtre engendré par F; ce foncteur 
est compatible avec les ordres. Si S est sous-prélocal, 3*(S) est un groupoi'de quotient 
de S (S) relativement à la restriction de \p à S (S) . 

REMARQUE: Si S est un groupoi'de sous-préinductif, la classe des minorants d'un filtre 
n'est généralement pas une sous-classe complète de S et la classe des majorants d'un 
complexe peut ne pas être un filtre . 

8. Espèces de structures sous-inductives. 

DÉFINITION: Soient â et â' deux classes sous-préinductives . Une application p de 
S' dans â est dite sous-inductive si, pour tout a € (î1, b e d * et c e S' tels que a<c et 
b < c , on a : 

1 

L'application p est dite inductive si elle est sous-inductive et si, pour toute sous-
-classe B de â1 , p applique la congrégation de B dans la congrégation de p(B): 
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p( V B ) C V P(B). 
L'application p est dite ( sous- ) inductive stricte si p est ( sous-)inductive et si les rela-
-tions : a < b, p ( a ) = p( b ), où a e Q1 , b e S' , entraînent a = b. 

PROPOSITION: Soient (3 et S' deux classes sous-préinducti ves et p une application 
sous-inductive stricte de S' dans â; alors, pour tout c eS', la restriction de p à la classe 
cp'f c) des éléments inférieurs à c est un isomorphisme de ¥'( c) sur p(y'(c)). 

PROPOSITION : Soient (3 et (3' deux classes sous-préinductives; pour qu'une applica
tion p sous-inductive stricte de 2' dans (3 soit inductive, il faut et il suffit que, pour 
toute sous-classe B de Û' admettant un ̂-agrégat, il existe s < ̂ B tel que p (s )=̂ _ĵ p(B); 
dans ce cas, on a : s =y6 . 

PROPOSITION : Soient S et S' deux groupoi'des sous-préinductifs, p un foncteur de S' 
vers S compatible avec les ordres et p sa restriction à S Q Pour que p soit (sous-) 
inductif, il faut et il suffit que pQ soit (sous-)inductif ; pour que p soit sous-inductif strict, 
il faut et il suffit que p le soit. 

DÉFINITION : Soient S et S deux groupoîdes sous-préinductifs. On dit que S est un grou-
-poide quotient (sous-) inductif de S si S est un groupoîde quotient de S et si les condi
tions suivantes sont vérifiées : 
1 ) Le foncteur canonique q de S sur § est ( sou s-) inductif. 
2) Soient J e § , € § , g e § ,/<g,<g; alors il existe / € q l ( f),f e q1( f>) et g e q 1( g ) 

tels que f<g et f'<g. 
Ces conditions entraînent : f n J' = ( f n f ) , où /<g, /' < g . 

THÉORÈME : Soit S un groupoîde quotient d'un groupoi'de sous-préinductif S et q le fonc
teur canonique de S sur § ; si les conditions 1 et 2 suivantes sont vérifiées, alors il 
existe une relataion d'ordre canonique sur S pour laquelle § est un groupoîde sous-préin-
-ductif, quotient inductif de S : 
1) Soient g£§, / e S avec g< /; alors pour tout /' tel que q( f ) = q( /'), il existe un et un 

seul g'<f avec q(g')=q(g). 
2) Deux éléments différents de ql( e) 7 où e e S Q , ne sont pas comparables. 
Dans S , la relation d'ordre est définie par g < j si, et seulement si, il existe g€ qY( g) 
et fe q-l(f') avec g < /. 

DEFINITION: Soient S et S ' deux groupoîdes sous-préinductifs; on dit que S' est un 
groupoîde sous-préinductif ( presque") au-dessus de S si l'on s'est donné un foncteur p de 
S ' vers § vérifiant les axiomes suivants: 
1) p est f sous-) inductif strict. 
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2) (S,/?,§') est une espèce de structures . 
Cette espèce de structures dont les objets forment , sera appelée alors espèce 

de structures sous-préinductive s (presque) au-dessus de § et sera désignée par 
. Si S et S' sont des groupoi'des ( pré-)inductifs, on dira que { S , p , § 0 

est une espèce de structures ( pré-") inductives . 

CAS PARTICULIER : Si S' est un sou s-groupoi'de de S et si p est l'injection canonique 
Id de S' dans S, pour que l'on ait (S, Id, S') , il faut et il suffit que S' soit un sous-
-groupoîde sous-préinductif de S'. 

Pour que Id soit inductif, il faut et il suffit que, de plus, pour toute classe B de 
, la congrégation de B dans soit contenue dans la congrégation de B dans S. 

DÉFINITION: Soient § et S' deux groupoi'des sous-préinductifs, p un foncteur de S' 
vers S; on dit que S' est étalé au-dessus de S, ou qu« p est un étalement de S' dans S, 
si est une espèce de structures sous-préinductives au-dessus de S et si, 
pour tout / € S ', on a : p (cp( (f )) = <$( p (f )), où cp et cp' sont les foncteurs d'induction de 
S et S ' . 

PROPOSITION: Soit une espèce de structures sous-préinductives telle que 
pQ soit un étalement de dans SQ ; alors p est un étalement de S' dans S et p(S') 
est un sou s-groupoi'de de S saturé par induction . 

COROLLAIRE : Si de plus S est sous-inductif, alors S' est sous-inductif. 

DÉ FINITION : Soient (§,/?,§') et §̂,̂ 1,§Ĵ ) deux espèces de structures sous-pré-
-inductives (presque) au-dessus de S ; on dit que (S, p v S^)1 est une sous-espèce sous-
-préinductive de \S,/?,§') (presque") au-dessus de S si elle vérifie les conditions: 
1) ( S, /> 1# S J ) est une sous-espèce de structures de ( S, p, S'). 
2) S[ est muni de la structure d'ordre induite de celle de §' . 

PROPOSITION: Soit (S, p, S1 ) une espèce de structures sous-préinductives ( presque ) 
au-dessus de S; pour qu'une sous-espèce de structures (S,^1,Sj_) de ( S , p , S f ) soit 
une sous-espèce sous-préinductive ( presquê  au-dessus de S, il faut et il suffit que 
(S ', Id, S soit (presque) au-dessus de §' . 

THÉORÈME (transitivité): Soient S, S' et S" trois groupoi'des sous-préinductifs, p un 
foncteur f sous-) inductif de S' vers § et p' un foncteur f sous-) inductif de S" vers S'; 
alors pp' est un foncteur f sous-) inductif de S " vers S. Si p et p' sont sous-inductifs 
stricts, alors p p' est sous-inductif strict. 

COROLLAIRE: Soient (§,/?,§') et (§',£',§") deux espèces de structures sous-
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-préinductives telles que SM) soit une espèce de superstructures au-dessus de 
(S, p,S'); alors {S,pp',S'} est une espèce de structures sous-préinductives; si de 
plus p et p' sont inductifs, pp' l'est également. Si p et pr sont des étalements, pp' 
est un étalement. 

PROPOSITION : Soient S,S' et S" des groupoîdes sous-préinductifs, p un foncteur sous-
-inductif strict de S' dans S et p* un foncteur de S" dans S' compatible avec les ordres. 
Si pp' est un foncteur sous-inductif, alors p' est sous-inductif. Si de plus S' est sous-
-inductif, p et pp' inductifs, alors p' est inductif. 

DÉFINITION: Soient et (§1,p1,S^) deux espèces de structures sous-pré-
-inductives (presque) au-dessus de S et on appelle application covariante (sous-) 
inductive de dans ( S ^ p ^ S j ) , et on note (Xo'^ une application cova-
-riante (Xo^^ ê (&>P* dans (S1»P1iSp telle que ifr et yQ soient ( sous- ) in-
-ductifs . Si l'espèce de structures (S 1, p 1# S^) est sous-jacente à (§,/?,§') par une 
application covariante ( sous-) inductive, on dit que l'espèce de structures sous-préin-
-ductives î >1, p j_, h\)est sous-jacente à 
PROPOSITION: Si (yo, <// ) est une application covariante (sous-) inductive de 

dans( S1,^1,S]L/ , le foncteur y correspondant est (sous-)inductif. 

PROPOSITION : Soit KQ une classe d'espèces de structures sous-préinductives et S la 
classe des applications covariantes ( sous-) inductives d'un élément de fRQ dans un 
élément de 5iQ . Alors % est une catégorie pour la loi de composition: 

\Y'XV^'iA/^ > si, et seulement si, les foncteurs t// et r//' 
sont composables ainsi que les applications yo et y^. 1 

DÉFINITION: Soit (S,p,S*) une espèce de structures sous-préinductives ("presque! 
au-dessus de S. Une espèce de structures sous-préinductives (S1, ("presque) 
au-dessus de S' sera appelée espèce de superstructures sous-préinductives (presque") 
au-dessus de si (S, p, p'( S1)) est une sous-espèce de structures sous-
-préinductives de {S, p, S'} . 

PROPOSITION : Si { S' , p', S" ) est une espèce de superstructures sous-préinductives 
(presque) au-dessus de {§,/?,§') , alors S") est une espèce de structures 
sous-préinductives (presque) au-dessus de S, à laquelle {§,£,§') est sous-jacente. 

DÉFINITION : Soient S et S' deux groupoîdes sous-préinductifs, xfj et i/r ' deux fonc
teurs (sous-) inductifs de S vers S' ; on appelle transformation naturelle (sous-) indue-
-tive de xff vers ' une transformation naturelle (\fr ' ,Tt\ff) telle que T soit une appli-

59 



60 C. EHRESMANN 

-cation ( sous-) inductive de SQ dans la classe sous-préinductive S'; on la note par 

PROPOSITION : Soient S et S1 deux groupoîdes sous-préinductifs, <// et i//' deux fonc-
-teurs de S vers S' et (t//f,T, ifr) une transformation naturelle de \jf vers t// ' ; si t// ou 
(// ' est f sous-) inductif et si T est une application ( sous-) inductive, alors ( t/r *, T, \jj ) est 
une transformation naturelle ( sous-) inductive. 

P ROPOSITION : Soient S et S' deux groupoîdes sous-préinductifs; la classe ÎI (S8,S) 
des transformations naturelles ( sous-) inductives entre foncteurs ( sous-) inductifs de S 
vers S' est une catégorie pour la multiplication longitudinale. 

TH É O R È M E : Soient S, S' et S" trois groupoîdes sous-préinductifs, p un foncteur sous-
inductif de S' vers § et H un foncteur sous-inductif de S vers S; alors le groupoîde 
induit x*(§', p) est un sous-groupoîde sous-préinductif de S ' x et les foncteurs cano
niques p et T] de x*(S',p) vers IT et S' sont sous-indu ctif s . Si p et x. sont inductifs, 
x*( S 1, p) est de plus une partie sous-inductive faible de S1 x (b et les foncteurs p et t] 
sont inductifs. 

COROLLAIRE 1: Soit S"a un groupoîde sous-préinductif, rf et p' des foncteurs de S " 
vers $' et F tels que p T]1 = xpf. Si p, TJ1 et p' sont (sous-) inductifs, alors le fonc-
-teur canonique î]' de S " vers x*( S*, p ) est f sou s-) inductif. Si déplus, p' ou V est 
sous-inductif strict, alors "n1 est sous-inductif strict. 

COROLLAIRE 2 : Si S' et S sont (sous-) inductifs, p et x inductifs, alors x>* (<b\p ) 
est un groupoîde (sous-) inductif pour l'ordre produit. 

COROLLAIRE 3 : Si <( S, p , S' ) est une espèce de structures sous-préinductives (pres-
-que) au-dessus de S et si x est (sous-) inductif, alors (S", p , x*( §'p )} est une espèce 
de structures sous-préinductives fpresque) au-dessus de e>. Si p est un étalement et x 
un foncteur sous-inductif, p est un étalement. 

COROLLAIRE 4 : Si ( S , p, S' ) est une espèce de structures sous-préinductives (pres-
-que) au-dessus de S et si q est une application (sous-) inductive d'une classe sous-
-préinductive d dans §o , l'espèce de structures ( q*( S ) , p\q*( S' ) ) induite de S est 
une espèce de structures sous-préinductives (presque) au-dessus de q*( S ) . 

PROPOSITION : Soient (S, p, S' ) une espèce de structures sous-préinductives, J un 
groupoîde sous-préinductif et ( x', x) ejl (S, S } une transformation naturelle sous-
-inductive telle que 0( 5"0 ), x(F) et x«(F) soient contenus dans p(S'). Alors, il 
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existe un foncteur sous-inductif u de x*(S',/?) vers x'*(S', p ) et une transforma-
-tion naturelle sous-inductive { V'77, T> v ) tels que : p T= 6p, 7] et 7]' étant les fonc
teurs canoniques de x*(S'}p) et x'*(§,>^) vers S'. Si p , x , x ' et £ sont inductifs, 
alors 77 et T le sont aussi. 

DÉ FINITION1: Soient § un groupoi'de sous-préinductif et S une partie sous-inductive faible 
de F; on dit que F est une extension inessentielle (sous") inductive \x,S~) de S s'il 
existe une extension inessentielle ( x ^ S ^ de S telle que Sx soit un sous-groupoîde 
sous-préinductif de S~ et une base de eT, et que x soit un foncteur fsous-) inductif. 

PROPOSITION: Soient { x, F ) une extension inessentielle sous-inductive d'un groupoîde 
local S et soit §2 le sous-pseudogroupe faible engendré dans S~ par la source S1 de 
x; alors x peut être prolongé en un foncteur sous-inductif x1 de §2 sur S, dont la 
restriction à §: est x; c'est-à-dire ( x ' , S 2 ) est une extension inessentielle de S. Si 
§x est un groupoi'de sous-local et si x est inductif, x' est inductif. 

THÉO R È M E : Soient S, S' et F des groupoîdes sous-préinductifs, { x ? F ) une exten
sion inessentielle inductive de S, x un foncteur inductif de F sur § dont la restric
tion à la source Sx de x est x et p un étalement de S' dans S. Alors ( 77, x*( S', p ) ) 
est une extension inessentielle inductive de S' , 77 désignant le foncteur canonique de 
x*(§',/7) sur S' . 

DÉFINITION : Soient S et S" deux groupoi'des sous-préinductifs; on dit que S est un 
élargissement inductif de S et on note S < S", si les conditions suivantes sont vérifiées : 
1 ) S est saturé par induction dans S". 
2) F admet pour base un sous-groupoîde sous-préinductif $1 qui est un élargissement de 

S. 

PROPOSITION: Soient S et S" deux groupoi'des sous-préinductifs avec § < § ; alors 
l'élargissement §1 de S qui est base de S" est saturé par induction dans S; la compo
sante inductive de S dans F est F. 
PROPOSITION : Soit S un sous-pseudogroupe d'un groupoîde sous-préinductif S; pour 
que l'on ait S < S, il faut et il suffit que S soit un groupoi'de plein saturé par induction 
et que la composante inductive de S dans S soit F. 

PROPOSITION: Pour qu'un groupoîde sous-préinductif S soit un élargissement inductif 
d'un sous-groupoîde S, il faut et il suffit qu'il existe un atlas faible complet F de S tel 
que â( F) = F et b( F) = S, où â(F) est le sous-pseudogroupe de S engendré par a(F); 
dans ce cas, F est saturé par induction. 
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COROLLAIRE : Pour que l'on ait S où S est un sous-pseudogroupe de 5", il faut 
et il suffit qu' il existe un atlas complet F de F avec a ( F) = S et 6 ( F ) = S. 

THÉORÈME : Dans une classe K de groupoi'des sous-préinductifs la reiation : S ^ F e s t 
une relation d'ordre. 

DÉFINITION : Soient ( S , p , S ' ) et "(§,£,$"') deux espèces de structures sous-pré-
-inductives (presque) au-dessus de S; on dit que \S,/?,S"') est un élargissement induc-
-tif (presque) au-dessus de S de { S , p, S' ) t et on note {§,/>,$') <{ S , p , 5 " ' ) , si 
les conditions suivantes sont vérifiées : 
1 ) S' est saturé par induction dans F' • 
2) Il existe un élargissement (S,p1,S'1) de ( §, p, S' ) tel que (S,p1,S'1>) soit une 

sous-espèce sous-préinductive de <\S,p,S') (presque) au-dessus de S et que S1 
soit une base de S* . 

PROPOSITION : Soient (§,/>,§') et {S,p,5"') deux espèces de structures sous-
-préinductives; si l'on a (S , p , S' ) < (S , p , S"' ) , alors on a S' ̂  . 

COROLLAIRE : Si S' est un sous-pseudogroupe de F' , si S' ̂  S' et si est 
une sous-espèce de ( S , p , F' ) , alors on a: , p , S' ) ^ (S , p , S"' ) . 

THÉORÈME : Soit ( S, p, S' ) une espèce de structures et (S,p, S"1 ) son élargissement 
maximal au-dessus de S ; si S et S' sont des groupoi'des sous-préinductifs et p un fonc-
-teur f sous-) inductif de S' vers S , alors il existe une relation d'ordre sur S', pour 
laquelle S' est un élargissement inductif de S' et p un foncteur f sous-) inductif. 

COROLLAIRE 1 : Si S et S' sont (sous-) inductifs et p inductif, alors F' est ( sous-) 
inductif. 

COROLLAIRE 2 : Si p est un étalement de S' dans S, alors p est un étalement de S* 
dans S. Si est une espèce de structures sous-( pré) inductives (presque) 
au-dessus de S, est une espèce de structures sous-(pré) inductives (presque) 
au-dessus de S, élargissement inductif de {S, p, S1) . 

COROLLAIRE 3: Si {§,£,§') est une espèce de structures sous-préinductives au-
dessus de S telle que p ( S ' ) soit une partie sous-inductive de S, alors S' est un 
sous-pseudogroupe de S"' . 

PROPOSITION: Soient S et S' deux groupoi'des sous-préinductifs, p un foncteur sous-
inductif de S' vers S et F une sous-classe compatible de telle que la restriction de 
p à E soit compatible avec l'intersection finie (c'est-à-dire, pour tout e€E et tout 
e' e E, p( e') n p( e ) est défini et égal à p(e' e)). Alors la restriction de p à cp'fEJ 
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est compatible avec l'intersection finie. Si p est sous-inductif strict, sa restriction à E 
est un isomorphisme sur p( E ) pour les ordres induits. 

DÉFINITION: Soient S et S' deux groupoi'des sous-préinductifs, p un foncteur sous-
inductif de S' vers S; un atlas ( faiblê  complet F de S ' est dit compatible avec p si 
les conditions suivantes sont vérifiées: soient ,/e F, f e F \ si a(f)a(f) est défini, 
p(a(f)) et p(ct(f')) admettent p ( a ( f ) a (f)) pour intersection ; si J3( f ) /3( f) est défini, 
alors p(/3(f)) et p( j3(f')) admettent p( fi(f) fi(f')) pour intersection . 

PROPOSITION: Soient S et S' deux groupoi'des sous-préinductifs, p un foncteur sous-
inductif de S' vers S; pour qu'un atlas faible complet F de S ' soit compatible avec p , 
il faut et il suffit que l'une des conditions équivalentes suivantes soit vérifiée: 
1) Soient /6F et /'€ F ; si f1 f est défini, alors p( f~1)p( f) est défini et égal à 

p(f~lf')\ si f f'1 est défini, on a de même : p ( f) p ( f"1 ) = p ( f f1 ) . 
2) La restriction de p à a( F ) et b( F ) est compatible avec la pseudomultiplication 

dans S ' et dans S. 
3) Soient fe F, h e a( F ) et k e b( F )\ si fh est défini, on a: p( f) p( b ) = p( fb) . 

si k f est défini, on a: p (kf) = p(k)p(f) . 

COROLLAIRE 1 : La classe K ( S', p ) des atlas faibles complets de S ' compatibles avec 
p est un sou s-groupoi'de plein saturé par induction de H ( S ' ). 
COROLLAIRE 2: La sous-classe de H'(S') formée des atlas faibles complets compati-
-tibles avec p est un sou s-groupoi'de plein saturé par induction de H'(S') ( resp. H'( S ' )) 
que nous désignerons par H' (S1 ,p) ( resp. 

COROLLAIRE 3: La sous-classe intersection de i j( S' ) (resp. i j( S ')) avec H' ( S 1, p ) 
(resp. H'(S',p)) est un sous-groupoi'de saturé par induction de ^ ( S ' ) ( resp. $ j{ S ' )) , 
qui contient J ( S ' ) et que nous désignerons par ij( S1, p ) ( resp. ij( S ', p )). 

COROLLAIRE 4: La sous-classe des complexes de S' qui appartiennent à ^ ( S r , p ) 
est un groupoi'de local ( S ', p ) pour la relation F' C F, admettant S pour base. 

PROPOSITION : Soient S et S ' deux groupoîdes sous-prélocaux, p un foncteur inductif 
de S ' vers S et F un atlas complet de S' compatible avec p. Alors les conditions 
suivantes sont équivalentes : 
1) F est un atlas propre compatible avec p . 
2) F admet pour base une sous-classe B telle que a( B) et f3( B) soient compatibles 

et que les restrictions de p à a( B ) et /3( B ) soient compatibles avec l'intersection 
finie. 
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3) La restriction de p à a( F) et b(F) est compatible avec la pseudomultiplication 
dans §' et dans S; déplus a( F) et b( F ) sont propres. 

4) F admet pour base un atlas faible complet appartenant à H' (S',/>). 

COROLLAIRE : La classe (î' (S*, p ) des atlas complets propres compatibles avec p est 
un s ou s-groupoi'de plein saturé par induction de G'(S') et de â'( S') ; la classe inter
section J(S',p) de 4(S') avec S'(S',p) est un sous-groupoîde plein saturé par induc
tion de i(S') et de J(S'). 

THÉORÈME : Soient S un groupoîde sous-prélocal et §' un groupoîde sous-préinductif, 
p un foncteur sous-inductif de S' vers S; l'application p' qui associe à F€K'(S',p) 
la partie sous-inductive faible engendrée par p( F) dans S est un foncteur sous-inductif 
de }('(§', p) (resp. K'(S',/>)) vers K'(§) (resp. K ' ( S ) ) . 

COROLLAIRE 1 : Si p est un foncteur sous-inductif strict, alors p' est un foncteur sous-
-inductif strict de K'(cS\/>) (resp. K'(§',/>)) vers H" (S) (resp. H'(S ) ) . 

COROLLAIRE 2 : La restriction de p' à ̂ (S',p) est un foncteur sous-inductif de 
^(S',p) vers ̂ ( S ) , qui applique Ï(S') dans J ( § ) . 

THÉORÈME : Soit une espèce de structures sous-préinductives au-dessus 
de S, où S' est un groupoîde sous-inductif; désignons par p' l'application qui associe 
à FeH' (S',p) la classe p(F); alors <K' (S) , p', H' (S', p )> est une espèce de 
structures sous-préinductives, et p' est un étalement de K'(S'yp) dans H ' ( S ) . 

COROLLAIRE: La restriction de p' à ^(S',p) est un étalement de ^(S',p) dans 
4y(S) qui étale !T(§') dans T ( § ) . En particulier, la restriction de p' à S' est un 
étalement dans !T(§). 

THÉORÈME : Soient (S,p,S') une espèce de structures sous-préinductives étalée au-
dessus de S et p' l'application qui associe la classe p( F) à F eH'(§',/>); alors p' 
est un étalement de H'(S\p) (resp. K'(S',p)) dans H'(S) (resp. H ' ( S ) ) . 

THÉORÈME : Soient S et S' deux groupoîdes sous-prélocaux et p un foncteur inductif 
de S' vers S; alors l'application p qui associe à Fe(î'(S',p) la partie sous-inductive 
engendrée par p( F) dans o est un foncteur sous- inductif de tf'(S',p) (resp. â'(S',p)) 
vers (J- (S) (resp. (Î'(S)). 

COROLLAIRE 1 : Si p est inductif strict, alors p est un foncteur sous-inductif strict 
de U'(S',p) vers â1 (S) et un foncteur inductif strict de (ï'(S\p) vers â(§), qui 
étale è(S',p)o dans (Î'(S)0. 
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COROLLAIRE 2: Si p est un étalement de S ' dans S , alors p est un étalement de 
S ' (§',/>) (resp. a'(S',p)) dans fi'(S) ( resp. (î* ( S ) ) . La restriction de p à î( S p ) 
étale 3 ( S \ p ) (resp. 4(S',/0) dans 4 ( S ) (resp. 4(S)).La sous-classe C(S',p) de 
$(S', p) formée des éléments F tels que p( FJ e 3 " ( S ) est un sou s-groupoi'de plein sous-
préinductif de i(S\ /> ), que p étale dans 3 ~ ( S ) , si S est prélocal. 

DÉFINITION: Soient S et S1 deux groupoi'des sous-préinductifs et p un foncteur sous-
inductif de S' vers S ; on appelle sous-classe compatible relativement à p une sous-
classe compatible B de S 1 telle que la restriction de p à a( B) et j3( B) soit compati-
-ble avec l'intersection finie. 

PROPOSITION: Soit une espèce de structures sous-préinductives; pour 
qu'une classe B de S ' soit compatible relativement à p , il faut et il suffit que <x( B) 
soit compatible relativement à p et que p( B ) soit une sous-classe compatible. 

COROLLAIRE 1 : Pour tout F € H ' ( S p) tel que p(F) soit compatible, on a F € i/i§>\ p ) ; 
si Fefl'fS», p) et p(F)e 4 ( S ) , alors F ei{&\ p). 

COROLLAIRE 2: Supposons S sous-prélocal et p tel que p(f)p(e) appartienne à p(S'), 
pour tout /£§', e € S'q tels que p (e) < a ( p (f)) . Alors (i j{ S ) , p', ij( S p )) (resp. 
(i , p', $ j{ S *, p ))) est une espèce de structures sous-préinductives (resp. inductives), 

DÉFINITION: Soient S et S ' deux groupoîdes sous-préinductifs, p un foncteur de S' 
vers S . On dira que S ' est complet relativement à p si p est un foncteur inductif strict 
et si p applique biunivoquement UB sur up(B), pour toute sous-classe B de S ' qui 
est compatible relativement à p .Une espèce de structures sous-préinductives ( S , p, S' ) 
est dite complète si S1 est complet relativement à p . 

Il résulte de cette définition que si p(B) admet un agrégat dans S, alors B 
admet un agrégat dans S'; en particulier, si S est préinductif et S ' sous-inductif, alors 
S' est inductif. 

PROPOSITION : Soient S ' un groupoi'de sous-inductif et S un groupoi'de sous-prélocal; 
si p est un foncteur inductif strict de S ' vers S , alors S ' est un groupoi'de sous-local. 

PROPOSITION: Soient S et S ' deux groupoîdes sous-préinductifs et p un foncteur 
inductif strict de S ' dans S . Si p applique biunivoquement y_C sur up( C) pour tout 
complexe C £ ( §*, p ) , alors S ' est complet relativement à p. 

COROLLAIRE: Si S est préinductif et S ' local, et si u C est défini pour toute sous-
classe complète C telle que up( C ) soit défini, alors. S ' est complet relativement à p. 

PROPOSITION : Soient S , S ' et S " des groupoi'des sous-préinductifs, p un foncteur de 
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S1 vers S, p* un foncteur de S" vers S', tels que S1 soit complet relativement à p et 
§" relativement à p% ; alors S" est complet relativement à pp'. 

PROPOSITION : Soit {§,£,§') une espèce de structures sous-préinductives telle que 
/>(§') soit un sou s-groupofde saturé de S; si est complet relativement à pQ, alors 
*(S,p, S') est une espèce de structures sous-préinductives complète. 

THÉORÈME : Soit S un groupofde sous-prélocal; soit 6 l'application de J ( S ) dans S 
qui applique la paratopologie T sur son plus grand élément t. Alors ( S , 0,3* (S)} est 
une espèce de structures sous-préinductives complète. 

COROLLAIRE : Si (§,£,§') est une espèce de structures sous-inductives au-
-dessus de S, alors p se décompose canoniquement sous la forme p = &Tt où Test 
l'étalement canonique de S' dans 7 ( S ) . 

THÉORÈME : Soient § un groupofde sous-( pré ) inductif et § la sous-classe du groupofde 
produit S x S formée des couples ( f, f ), où /'< /, munie de la relation: 

( F > f)<( g' > g) si> et seulement si, /= g et /'< g' , ou ( /', / ) = ( 0, 0 ) . 
Alors § est un groupofde ( pré Hnductif. Soit S le groupofde obtenu en ajoutant à § un 
élément 0 <0; S est un groupofde sous-préinductif, quotient inductif de § pour le 
foncteur canonique 77 tel que: 

si / 4 0; 
77 est un étalement de la classe ( pré) inductive § dans S . 

COROLLAIRE 1: Si S est sous-inductif, toute sous-classe compatible relativement à 77 
admet un agrégat dans §. 

COROLLAIRE 2: Soit (S,p, S1) une espèce de structures sous-préinductives (presque) 
au-dessus de S; alors />xp>§') est une espèce de structures sous-préinductives 
f presque) au-dessus de §. Si S' est sous-inductif et p inductif, alors §' est complet 
relativement à pxp. 

COROLLAIRE 3 : Si p est un étalement de S1 dans S fet si S1 est complet relative-
-ment à p), alors pxp est un étalement de §' dans § ( et §' est complet relativement 
à pxp). 

PROPOSITION: Soient S un groupofde local, S' un groupofde sous-préinductif et p un 
foncteur sous-inductif de S' vers S; la classe (£(S',j&) des complexes Ce($*,p) tels 
qu'il existe Up(C) dans S est un sou s-groupofde saturé par induction de ( S ' , p ) . 
Le foncteur x qui associe à C € (?(§•, p) l'élément ̂ p(C) est un foncteur inductif et 
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toute sous-classe compatible relativement à x dont l'image par x admet un agrégat dans 
S admet un agrégat dans C ( S ', p ). 
REMARQUE: Si de plus \S,p,S') est une espèce de structures sous-préinductives, 
alors (§ )K >Ç.{ S ',/>)) est une espèce de structures; mais, en général, x n'est pas un 
foncteur inductif strict. 
THÉORÈME: Soit {§,/?,§') une espèce de structures locales au-dessus de S; soit 
(F',p) la sous-classe de (?(S',p) formée des sous-classes complètes (c'est-à-dire 
Ce(S',p) est une sous-classe complète de S' compatible avec p et telle que Up(C) 
soit défini et égal à 6p(C))\ alors (S, 6 p, (F* p)) est une espèce de structures 
locales complète et un élargissement inductif de (S, p, Sr) , déterminé à une équivalen
ce près par les conditions suivantes: 

Pour toute espèce de structures locales complète {S,^,^1) au-dessus de S 
telle que S' soit une base de £' et que p soit la restriction de q à S', il existe une 
application covariante inductive de (S, 6 p, (F', p )) sur 2') qui se réduit à 
l'identité sur (S, p , S') . 
DÉFINITION: Avec les notations du théorème, l'espèce de structures locales 
\S, 6 p , (F', p )) est appelée la complétion de {S,p,S*). 
THÉORÈME : Soient une espèce de structures locales au-dessus de S , et 
(S,p1,S'1) l'élargissement maximal de (S,p,S'); alors la complétion de {S,p1,Sj ) 
est un élargissement inductif de {S, p, S') appelé élargissement complet de p, S*) . 

Une structure S de l'élargissement complet de (§,/>,§') s'identifie à un atlas 
faible complet F de §J tel que a (F) soit une composante inductive faible de S' et que: 

e j^s) = up(/3(F)). 

THÉORÈME (transitivité verticale) : Soient \S',p', S") et (S,p,S') deux espèces 
de structures locales, où {S',p', S") est une espèce de superstructures locales au-
-dessus de <S,p, S') ; soient <( F, p ) , q' , ( F", p" )> et <S,?,(F,p)> les complé-
-tions de {( S', p ), p", S" ) et {§,/>,§') où p" désigne le foncteur ip\ i étant l'in-
-jection canonique de S' dans (F',p); alors la complétion de (S,pp', S") est équiva
lente à (S, qq\ (F",p" )) . 
COROLLAIRE : Soient (S'i > p\ j F") et ( S, p 1, F^ ) les élargissements complets de 
(F^ S" ) et <( S , p , S' ) où j est l'injection canonique de S' dans F'j ; alors l'é
largissement complet de (S,pp',S") est équivalent à l'espèce de structures com
plète ( S ^ j T ^ F ; ) . 

1 
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PROPOSITION : Soi t S un groupofde sous-préinductif, / une classe d'indices, 
contenant en particulier 0, 1, 2, et munie de la relation: i < j si, et seulement si, i= j 
ou i = 0 . Soient I"1 un sous-pseudo groupe du groupofde sous-préinductif S x (7x/ ) et Fy. 
la classe des éléments / tels que ( f, ( f, i )) eV ; alors F ̂ est un atlas complet, F H un 
sous-pseudo groupe et l'on a: 

( Fy-r^ F.., FkjFji '< Fki pourtouté£/, jel et i'e/. 

COROLLAIRE: Soit F un atlas complet de S ; le sous-pseudo groupe faible 3 de 
S x f/x/ ) engendré par la classe des triplets ( f, ( 2, 1 )), où f € F, est un élargissement 
de ( a( F ),( 1 , 1)) ( resp. de ( b ( F ), ( 2 , 2 )) ) et le sous-pseudogroupe 3 engendré par 
3" est un élargissement inductif de (a(F),(l,l)) (resp. (b(F),(2,2)))y qui est 
réunion de (â( F),( 1,!)),( F, (2, 1 )), ( F"1, ( 1 , 2 )), ( b( F), (2, 2)). 

PROPOSITION : Soient S et S' deux groupofdes sous-préinductif s, F un atlas complet de 
S et q un foncteur inductif de a( F ) vers S'; soit q une application inductive de F 
dans S' telle que l'on ait, pour tout f € F et tout f* € F : 

(q(f)yl q(f') = ffrV'^si TV' est défini; 
alors il existe un foncteur inductif q' de 3 (corollaire précédent) vers S' prolongeant 
q x ( Idxld ) et dont la restriction à ( b( F ), ( 2 , 2 )) est un foncteur inductif. Le foncteur 
q' est défini par: q'( h , (1,1))=q( h ) ,q'(f, ( 2 , 1 )) = q(f), q'(f, (1,2)=(~q( f'"1) )'1t 
q'(k,(2,2)) = -q(f') (q(f))̂ où k = f f'1, f€F, f € F. 

COROLLAIRE 1: Si S' est un groupofde local complet, q' se prolonge en un foncteur 
inductif de 3 vers S' . 

COROLLAIRE 2: Si F est un atlas propre et si la restriction de q à a( a( F)) est une 
injection, alors q( F) est un atlas faible complet tel que: a( q( F)) - q(u(F)) et la 
restriction de q' à (f3( F ), ( 2, 2 )) est une injection. 

DÉFINITION : Soient S et S' deux groupofdes sous-préinductifs, F et F' deux atlas 
complets de S et S' resp., et q un foncteur inductif de a( F) vers a( F') \ on dit que F' 
est associé à F si l'on s'est donné une application q de F sur une base de F' telle 
que, pour tout f € F et tout /' € F, on ait: 
(1) (qd^qd') = qif^n, si f1/' est défini. 

On en déduit alors un foncteur inductif de b( F) vers b( F'), et si S' est un 
groupofde local complet, un foncteur inductif de b( F) vers b( F'). 

Si la restriction de q à a(a(F)) est une injection, si S est sous-inductif et si 
F est propre, la relation (1) entrafne que q( F) est base d'un atlas complet associé à 
F par q. 

1 

1 
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PROPOSITION : Soient S un groupoi'de sous-préinductif et F un élargissement de S qui 
soit, aussi, un élargissement inductif de S; soit q un foncteur inductif de S vers un 
groupoi'de sous-préinductif F dont la restriction à SQ soit une bijection sur P Q ; alors 
il existe un élargissement inductif T de T qui est un quotient inductif de S relativement 
à un foncteur inductif q dont la restriction à S est q. 

COROLLAIRE 1 : Si S et F sont des groupoi'des locaux complets, la proposition est 
encore vraie si F est seulement un élargissement inductif de S; de plus, P est alors 
un groupoi'de local complet déterminé à une équivalence près . 

COROLLAIRE 2: Soit P un groupoi'de local complet et S un sous-pseudogroupe d'un 
groupoi'de local complet S' ; soit F un atlas complet de S' tel que a ( F ) K S; alors deux 
atlas associés à F par une application prolongeant le foncteur q de la proposition sont 
isomorphes. 

REMARQUE : Un atlas complet F peut être considéré comme une structure sur f3( F ). 
En particulier, supposons S local complet; soit H un sous-pseudogroupe de S et S 
l'élargissement complet de H au-dessus de S. A tout atlas F de S correspond biuni-
-voquement un atlas F de S. Soit (2 la classe des atlas F de S tels que a( F J * H, 
et (2 la classe des atlas F correspondants à F efl. (î est une espèce de structures 
équivalente à l'espèce de structures SQ au-dessus de S. Soit q un foncteur inductif de 
H sur un groupoi'de local complet P ; la proposition précédente associe à S un élargis
sement inductif F de T qui est un quotient inductif de S relativement à un foncteur q 
prolongeant q. A tout atlas F €& est associé l'atlas q( F) de F . L'espèce de struc-
-tures ayant pour structures les atlas q( F) considérés comme structures sur 8( F) est 
dite une espèce de structures associée à SQ . Ce point de vue correspond à celui qui est 
esquissé dans "Espèces de structures locales" ; il sera développé dans une suite de cet 
article étudiant les catégories inductives, où on trouvera en particulier la catégorie 1 
inductive des atlas complets, dont la loi de composition est différente de celle du grou-
-poi'de des atlas complets considéré ici. 
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9. Appendice: Perfectionnement d'une catégorie. 

DÉFINITION : Un élément / d'une catégorie £ est régulier à droite si l'égalité: h f = h'f', 
où h et h' £ entraîne h = b' ; il est régulier à gauche si l'égalité fh = fh' entraîne 
h = h' ; il est régulier s'il est régulier à gauche et à droite. 

Tout élément inversible d'une catégorie est régulier. Une catégorie dont tous les 
éléments réguliers sont inversibles sera dite parfaite. La classe des éléments réguliers 
d'une catégorie C est une sous-catégorie ainsi que la classe des éléments réguliers à 
droite (resp. à gauche). 

PROPOSITION : Soit & une catégorie et / e (2 ; si / admet un inverse à droite, alors / 
est régulier à droite; si / est régulier à droite et admet un inverse à gauche, alors / est 
inversible. De même, si / admet un inverse à gauche, / est régulier à gauche; si / est 
régulier à gauche et admet un inverse à droite, alors / est inversible. 

DÉFINITION : Soit (2 une sous-catégorie d'une catégorie £'; soit 3 une sous-classe de 
& contenant £ , telle que, pour tout / e 3", on ait a(/J € (2 et que 3 contienne //', pour 
tout /' £ 3 n (2. Alors on dit que 3 est distinguée pour ( (2 , (2'). 

Un trio de(e,C',3) est un triplet ( b ,f', f) , où /e3, /' e3, he£, a(f)=a(b), 
a(f')=/3(h). 

Un quatuor de (£,£',3) est un quadruplet ( h', /', f, h) tel que ( f, h) soit un 
trio de !F) et que: h* f = f h . 

Soient une catégorie, C une sous-catégorie et 3 une classe distinguée pour 
(£,&). 
PROPOSITION: La classe •( 3, (?') des trios de (£,(?',3) est équivalente à la caté-
-gorie induite c&̂ { &), où est l'application : f^a(f) de 3 dans (2Q . 

PROP OSITION : La classe des quatuors de ( (2 , C , 3n (?) est une catégorie (Xl( 3, C) 
pour la multiplication longitudinale définie par 

( h", g', g,h[) (h't /', /, h) = (h", g' f, gf,h) si, et seulement si, 

1 
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PROPOSITION: La classe des quatuors de ((2,(2',3) est une catégorie 0 ( 3r , (2' ) 
pour la multiplication latérale définie par : 

si, et seulement si, g = f. 1 

PROPOSITION: Œ}(?,(2) est une catégorie d'opérateurs sur • ( 3, (21) pour la loi de 
composition : 

si, et seulement si, h = k''. 

2 

3 

DÉFINITION : (2* est appelé élargissement de (2 pour 3' si les conditions suivantes 
sont vérifiées : 
1) Le foncteur T: (h1,f,f,h)-(f,f,h) est un foncteur de B( 3,(2' ) sur •( 3 , (2'). 
2) Le foncteur TT: ( b', /', /, h) -> h' est un foncteur de B(3,(2' ) sur (2' . 

Cette définition signifie aussi que tout trio de ((2,(2*, 3") peut être complété 
en un quatuor et que tout élément de (2' est la base d'un quatuor de ( (2 , (2*, J ). 

PROPOSITION : Soit (2' un élargissement de (2 pour 3 ; pour que tout trio soit contenu 
dans un seul quatuor, il faut et il suffit que tout élément de 3" soit régulier à droite ; 
dans ce cas, B(3,(2') est une extension inessentielle de (2 pour le foncteur : 
( h't /', f, h ) -> h et l'application a : ( f, f, h ) -> h* est un foncteur qui applique sur h' 
la classe des unités de la composante connexe de ( /', /, h ) dans la catégorie extension 
de la catégorie d'opérateurs CJJ(3,(2) (voir § 2). 

PROPOSITION : Si (2' est un élargissement de C pour 3 et si les éléments de 3 sont 
réguliers à droite, alors tout élément de 3 est inversible. Si (21 est un élargissement de 
(2 pour la classe des éléments réguliers de (2' de source dans (2, alors (2' est une caté-
-gorie parfaite; dans ce cas, si b f et f sont réguliers, h est régulier. 
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THÉORÈME : La catégorie I](3 , £%) est un élargissement de £ pour la classe <SX formée 
des trios f=(f,e,e)y où / e F et e=a(f);be£. est identifié avec h=(j3'(h), a(h),h). 

Le trio ( /', f, h) est base du quatuor (( f, f, h), f, f, h)). 

DÉFINITION : On dit que ( (2 , <2\ 3 ) vérifie la condition ( P ) si les conditions suivantes 
sont vérifiées : 
1) Soient /' €Î, tels que /3(f)= fi(f') ; alors il existe cp£ 3 n (2 et cp» £ J n £ 

tels que : /cp= /' cp ' 
2) Soient /'eïng et 6' £ (2 tels que f3( b') =/3( f) ; alors il existe /ejng et À £ C 

tels que : f h = h' f. 

La deuxième condition signifie aussi que le couple ( /', hf) peut être complété en 
un quatuor de {£,£,3 n (2). 

PROPOSITION : Soit (2* un élargissement de (2 pour une classe distinguée 5" telle que: 
1 ) les éléments de 3 sont réguliers à droite, 
2 ) les conditions / £ 3 , g £ 3 , g = f f entraînent /' £ 3 n (2. 

Alors ( (2 , (2', 3 ) vérifie la condition ( P ) . 

PROPOSITION : Soient F et F ' les groupoi'des des éléments inversibles de £ et de ; 
soit i la classe distinguée des éléments / de F' tels que, ou bien /£ T , ou bien 
a(f)e£ et f3(f ) & (2. Pour que (2* soit un élargissement de £ ( au sens du § 3 ), il faut 
et il suffit que F = F ' o (2 et que (2* soit un élargissement de £ pour dans ce cas, 
(£,£\i) vérifie la condition (P). 

PROPOSITION :( (2, ZI (3 r, (2 f), 3') vérifie la condition (P). Si tout élément de £ inver
sible dans £x est inversible dans (2, alors •(3,(2* ) est un élargissement de £. 

PROPOSITION : Soit £x un élargissement de £ pour 3 , les éléments de 3 étant régu
liers et ( (2, (2', 3 ) vérifiant la condition (P); alors l'image réciproque par le foncteur a 
de b' £ £% est la classe des unités de la composante connexe d'un trio ( f, f, h ) dans la 
catégorie extension de la catégorie d'opérateurs ••( 3 ,(2 ), où f b', f, f ,h) est un 
quatuor; c' est aussi la classe des trios (g\ g, k ) tels qu'il existe deux quatuors q et q' 
de ((2,(2,3 n (2), vérifiant la condition ( /, h) q = ( g', g,k) q'. 

THÉORÈME : Si tout élément de 3 est régulier à droite, si tout élément de 3 n (2 est 
régulier et si ( (2 , (2', 3 ) vérifie la condi tion (P), les relations p et p% suivantes sont 

1 

2 

3 

4 

7-2 



ÉLARGISSEMENTS DE CATÉGORIES 73 

équivalentes : 
( f> f.h)p(g', g,k) si, et seulement si, il existe q e[Jj(î,C) et q' €[TJ(3, (2) 

tels que ( /', /, h ) q = ( g', g, k ) q' ; 
( f. f. *> ) p'( g', g, k) si, et seulement si, fy=gj, où ̂ eî ̂  C et y e j n 

entraîne /' h cp = g' ky . 
De plus, il existe un élargissement 2 de (2 pour une classe 7 distinguée pour ((2,(2) 
ayant les propriétés suivantes: 
1) (2 est la catégorie quotient de •(!F,CI) par la relation p et f-* (f, e, e)mod/O, où 

/ € 3", est une bijection de 3" sur J. 
2) Soit (2" un élargissement de C relativement à une classe 3 " admettant une applica

tion sur la classe 3' des trios f-(f,e,e),dela forme : /"-* ( f, a( f), a ( f")), où 
/" e 3"" ; alors (2 est une catégorie quotient de (2" . 

COROLLAIRE: ( £ , ( 2 , 3 ) vérifie la condition ( P ). 

DÉFINITION : Une catégorie S est appelée un perfectionnement d'une sous-catégorie (2 
si (2 et 2 ont les mêmes unités et si (2 est un élargissement de (2 pour la classe 
distinguée % formée des éléments réguliers de (2 et si dans (2, tout élément régulier 
de (2 est inversible. 

THÉORÈME : Pour qu'une catégorie (2 admette un perfectionnement (2, il faut et il suffit 
que ((2,(2,fR) vérifie la condition (P) . Alors ((2, (2, S) vérifie aussi la condition (P). 

( A SUIVRE ) 
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ESPÈCES DE STRUCTURES SOUS-INDUCTIVES 
par Charles Ehresmann 

Prélace. 
Comme le texte de mon cours d'été de Montréal (1961), intitulé «Catégories 

différentiables et géométrie différentielle», devait être multigraphié d'avance, j'avais 
commencé une rédaction, avec l'intention de la transformer ultérieurement en livre. La 
rédaction était divisée en trois chapitres : le premier sur la théorie algébrique des caté
gories, le second sur les espèces de structures locales; le troisième sur les catégories 
différentiables et la géométrie différentielle. Mais seuls le premier chapitre et une 
partie du second ont été achevés à temps pour être inclus dans le cours multigraphié 
[ l] . Dès que le texte complet du chapitre 2 fut écrit (et partiellement multigraphié À 
Paris), nous en avons publié les résultats dans [O]. Cependant l'obtention de nouveaux 
résultats, à savoir la théorie des catégories structurées et des espèces de structures 
structurées [ 10 a], nous a conduit à modifier le projet initial de livre. Pour donner 
quand même les démonstrations des théorèmes énoncés dans [O], nous avons condensé 
les parties II et III du chapitre 2 dans l'article [ 2 ] . Le présent mémoire représente la 
partie IV (la dernière) de ce chapitre 2 rédigé en 1961 ; il fait donc suite à [ 2 ] dont les 
notations sont utilisées. Signalons toutefois les différences de notations suivantes entre 
[ 2 ] et le texte actuel : 

1) Les lettres de ronde ont été remplacées par des majuscules italiques, pour 
simplifier la composition. 

2) La relation d'ordre sur le groupoi'de H ( S ) (resp. sur A(S)) notée « dans 
[ 2 ] est ici désignée par K . 

Cet article est consacré à l'étude des foncteurs sous-inductifs et des espèces 
de structures sous-préinductives au-dessus d'un groupoi'de sous-préinductif. Les princi
paux résultats sont contenus dans le n°3 ; en particulier, les théorèmes de complétion et 
d'élargissement complet d'une espèce de structures locales, utilisés dans tant de cons
tructions mathématiques (variétés différentiables, espaces fibres, structures feuilletées..). 
Dans un prochain travail, nous généraliserons ces résultats au cas des foncteurs sous-
prélocaux, à l'aide des fusées [9]. 

Au texte de 1961, nous ajoutons en Appendice un «guide» de nos récentes publi
cations sur la théorie des catégories ordonnées. 
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1. Groupoi'de inductif au-dessus d'un groupoi'de inductif. 
DÉFINITION l. Soient Q. et O.' deux classes sous-préinductives. Une application p de 
â1 dans â est dite sous-inductive si, pour tout a € (2 ', b €&' et c e~ (î 1 tels que 
a < c et b < c, on a : 

p(anb) = p(a)np(b). 
1 L'application p est dite inductive si elle est sous-inductive et si, pour toute sous-

classe B de â\ p applique la congrégation de B dans la congrégation de p(B ) : 
p( U B J C U p(B). 

Si p est application sous-inductive, p est compatible avec les structures 
d'ordre, c'est-à-dire que, si a<b, où a 6 S' et b e Q \ on a p ( a ) <p ( b ). - Inverse
ment si p est une application de S' dans â compatible avec les structures d'ordre} 
on a toujours pour tout a € â* et 6 e â1 , a et b majorés par c eâ': 

Pic) 
p(anb)<p(a)np(b) et \J p(B)<p( U B), 

pour toute sous-classe B de S ' admettant un c -agrégat et telle que pi B) admette un 
pic)- agrégat. 

Si p est une application inductive d'une classe préinductive S' dans une 
classe préinductive (î et si B est une sous-classe de S' admettant un agrégat dans 
â' , alors p( B) admet p( (J B) pour agrégat dans (2. 
DÉFINITION 2. Soient Q. et Q.1 deux classes sous-préinductives. Une application p 
de S* dans â est dite (sous-inductive stricte si p est une application fsouŝ -inductive 
et si les relations a < b et pi a) — pi b), où a 6 â' et b € 2 ', entraînent a — b. 
PROPOSITION 1. Soient S. et Sf des classes sous-préinductives et p une application 
sous-inductive stricte de Qr dans Q; alors, pour tout c 6 â ', la restriction de p à la 
classe q>'(c) des éléments inférieurs à c, est un isomorphisme de cp'( c) sur pi y'(c)). 
DÉMONSTRATION. Soient a et b deux éléments de (2 ' majorés par c. Comme p est 
sous-inductive, on a:p(anb) = p( a)np(b). Si p( a ) = pi b ), on en déduit 
p(anb) = p(a) = p(b), d'où an b = a = b, puisque a nb < a et a n b < b. Donc la 
restriction de p à y'(c) est une injection.- De la relation p( a )< p( b ), il résulte 
que pi a ) - p(a) npi b) - p(a C\b), d'où a - a nb et a < b . 
PROPOSITION 2. Soient S et S' des classes sous-préinductives. Pour qu'une appli
cation p sous-inductive stricte de (î ' dans & soit inductive, il faut et il suffit que, 

a pour toute sous-classe B de &* admettant un a - agrégat, il existe s < (J B tel que p( a) a P(s) = U P( & )>' dans ce cas, on a : s = U B. 
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En effet, montrons que les conditions sont suffisantes. Pour tout b 6B, on a a s p(b) < p(s) et il résulte de la proposition 1 que l'on a b < s ; par suite (J B - U B <s* a Donc s — IJ B et p est une application inductive. 
PROPOSITION 3. Soit p un foncteur d'un groupoîde sous-préinductif S' vers un grou
poîde sous-préinductif S, compatible avec les ordres de S' et S. On a p(gf) < p(g)p( f), 
pour tout f € S', g € S' tel que gf soit défini. Pour que p soit sous-inductif, il faut et 
il suffit que, pour tout f e S' et tout s £ S'Q tels que s et a( f ) soient majorés on ait 
p(fs) = p(f)p(s). 
DÉMONSTRATION. Puisque gf = ( ge ) .( e f ), où e - j3( f ) n a( g ), on a p ( ge )< p ( g ) 
et a(p(ge)) = p(a(ge)) = p(e), d'où p(ge)=p(g)p( e); de même p('ef ) = p( e )p ( f ) .• 
Il en résulte p( gf ) = p( ge )p( ef ) = p(g )p( e )p( f )< p( g )p( f ). - Si p est sous-
inductif, on a p(a( f))p(s) = p(a( f)s) et par suite p( fs ) = p( f)p( a( f ))p( s ) = 
= p ( f )p ( s ). - Inversement montrons que la condition est suffisante pour que p soit 
sous-inductif. Soient / et /' deux éléments de S' majorés par /" ; on a / n/' =f(a (f) a (f)); 
comme p( f) et p( f ) sont majorés par p( f" ), il en résulte p ( f n /' ) = p ( f) n p ( f ) . 
PROPOSITION 4. Soient S et Sr deux groupoi'des sous-préinductifs, p un foncteur de 
S' vers S compatible avec les ordres et pQ sa restriction à S'Q. Pour que p soit (sous)-
inductif, il faut et il suffit que pQ soit fsous*)-inductif; pour que p soit sous-inductif 
strict, il faut et il suffit que pQ le soit. 
DÉMONSTRATION. Supposons que pQ soit sous-inductif strict. Soient f € S' et 
g £ 5' tels que g < / et p(g) = p( f); les relations p( a(g ))= p(a( f)) et a(g) <a(f) 
entraînent a( g ) = a( f ) et par suite g — f. - Soit e 6 S' tel que e > a( f) majorés ; 
on a p(fe) < p(f) et a (p ( fe )) = p ( e a ( f )) = p( e )p ( a ( f)), d'où P (je) = 
= p( j)p( a( j))p( e ) = p( f)p( e). -Supposons que pQ soit inductif et soit B une sous-
classe de S' admettant un a-agrégat; a( B ) admet un a(a )- agrégat dans S'Q et l'on 

a(a) s 
a : p( (J a( B )) = (ja(p(B )) où s = p(a(a)). Comme la classe p( B ) est majorée 
par p(a) et que a(p(B )) admet un s-agrégat, la proposition 7-l-[2] montre que p( B ) p(a) a a admet un p (a>agrégat pour lequel a( {} p( B )) - OL(p ( [} B )). Donc p( [} B ) e [} p(B). 
PROPOSITION 5. Soient S' un groupoi'de sous-inductif et S un groupoi'de sous-prélocal, 
p un foncteur inductif strict de S' vers S ; alors S' est un groupoîde sous-local. 
DÉMONSTRATION. Soit B une sous-classe de S'Q admettant d € S'Q pour c-agrégat et 
soit a e S' tels que and soit défini; p étant inductif, on a : p (( and) nd) -

° p(c) p(c) = p( an d )n (j p( B ) et, en utilisant l'axiome (D) : p( an d) = (J p( and)p(B). Par 
ailleurs la classe des éléments an b, où b 6 B, étant majorée par c, admet un sous-
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agrégat d' qui est majoré par and et d - M ( a nd) n 6 ; on en déduit : p ( d') = 
= [}(p(a nd)p(B )), d'où p(d')-p(d) et, puisque £ est inductif strict, df - d . 
Donc S' est sous-local. 
DÉFINITION 3. Soient S et S deux groupoides sous-préinductif s. On dit que S est un 
groupofde quotient (sous*)-inductif de S si S est un groupoide quotient de S et si les 
conditions suivantes sont vérifiées : 

1) Le foncteur canonique q de S sur S est fs ou s)-inductif. 
2) Soient f €S, f €S, g eS, f< g, f < g; alors il existe f eql(f),f e qx(f ) 

et g € q1(g) tels que f < g et /' < £• 
Ces conditions entraînent : / O/' -q( fr\ f ), où / < g, f* < g. 

THÉORÈME 1. Soit S un groupoide quotient d'un groupoide sous-préinductif S et q le 
foncteur canonique de S sur S ; si les conditions 1 et 2 suivantes sont vérifiées, alors 
il existe une relation d'ordre canonique sur S pour laquelle S est un groupoide sous-
préinductif, quotient inductif de S. 

1) Soient g eS,f eS avec g< f; alors pour tout f tel que q( f ) = q( f), il 
existe un et un seul g' < /' avec q( g' ) - q( g ). 

2) Deux éléments différents de ql(e), où e € SQ, ne sont pas comparables. 
DÉMONSTRATION. Dans 5, considérons la relation : 

g < f si, et seulement si, il existe g e ql(g) et / € ql(f) avec g < f. 
Si l'on a g<f<g, il existe g e ql( g), g x e ql( g), f e ql( f) et fxeql(f) avec 
g l< f l et / < g; d'après la condition 1, il existe g'< f avec q(g')-q(g^)\ par 
suite g' < / < g, d'où g' = g d'après la condition 2 et g — / .-Supposons /< g et g<h\ 
il existe h e ql( h ), g e ql( g) et feql(f) avec f<g<b, c'est-à-dire / < h . Donc 
la relation considérée est une relation d'ordre.-Soit e es et / < e ; comme il existe 
f < e, q( f) - f, q{ e) ~ eyqi( f ) contient une unité, donc / € S . Soient / et /' deux 
éléments de S majorés par g et tels que a(f) — a(f); pour tout g eql(g)y il ex
iste f<g.f <g, q(f) = A q(f') = /'; comme a(f)< a(g), a(f')< a(g), q(a(f)) = 
= q( a( f )) entraînent a( f) = a( f ) d'après la condition 2, on en déduit / = /', d'où 
7 = f.-Soient a( g) = /3(f) ,g' < gj<f9a( g' ) = /3(f'), g eqx(g) et feql(f) avec 
<*> (g) = P(f); il existe /' e q1 ( f ), f < f et g' e ql(£), g' < g; des relations 
P(f') < /S(f)= a(g), *(g>)< a(g)_et q( /3 ( f )) =j( a (j' )) = a ( g'J résulte 
*(g') = fi(f) et g'.f'<gf, d'où g\f'<gj. -Soit k<g.f\ on a a(k)<a(f), 
et il existe e < a( f) avec q( e ) = a( k); des relations fe < f, g /3 ( fe )< g, a(q( fe))~ 
= a ( k ), on tire : 

1+ 
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q((gfi(fe)).(fe)) = q( g f3( je )) . q ( fe ) = (g.f)a(k) = k . 
Ceci montre que la relation d'ordre dans S est définie par un foncteur généralisé cp .-
Soient f eS et f < q( f); puisqu'il existe /'^/j avec q( f\) - f*, q ( f l) = q( f ), la 
condition 1 montre qu'il existe un et un seul f < f avec q( f ) - f ; donc la restriction 
de q à y>( f) est un isomorphisme sur y>( q( f)). Par conséquent S est un groupoide 
sous-préinductif, l'intersection de deux éléments / et g majorés par b étant q(fng), 
où g< h, f< h, q(f) = f, q( g) = g et q(b)= b. 
COROLLAIRE. Si S est sous-inductif, alors S est sous-inductif. Si S est sous-local, 
S est sous-local. 

Remarquons que S peut être inductif sans que S le soit. 
DÉFINITION 4. Soient S et S' deux groupoides sous-préinductif s; on dit que S' est 
un groupoide sous-préinductif (presque') au-dessus de S ou que S'Q est une espèce de 
structures sous-préinductive (presque) au-dessus de S, si Von s'est donné un foncteur 
p de S' vers S vérifiant les axiomes suivants : 

1) p est Csouŝ -inductif strict. 
2) ( S, p, S' ) est une espèce de structures. 

L'espèce de structures sous-préinductive S'Q presque au-dessus de S sera désignée par 
( 5, p, Sf ) . Si de plus S et S' sont des groupoides (pré)-inductifs,on dira que (s,p,S') 
est une espèce de structures ('prej-inductive. 

Il résulte de cette définition que p( S') est un sous-groupoide de 5; en identi
fiant f e S' avec le couple (p(f), a( f )) on identifie S' avec l'extension du groupoide 
d'opérateurs p(S'); le composé de (p(f),s), où 5 e S'Qy est /3(g)y en désignant par 
g l'élément de S' tel que a(g) = s et p(g) = p( f ). 

D'après ce qui précède, pour que \S,p,S,y) soit une espèce de structures 
sous-préinductive (resp. sous-préinductive presque au-dessus de 5), il faut et il suffit 
que les conditions a , b , c, d, e (resp. a,b,c, d) suivantes soient vérifiées : 

a) Soient f e S' et s e S'Q tels que p( s ) = p ( a( f )) ; alors il existe un et un 
seul g eS' tel que a(g) - s et p(g) = p(f). 

b) p est compatible avec les structures d'ordre de S et S'. 
c) Si s' < s, s" < s, s erO,5' € S'Q et s" e S'Q, on a : p(s' O s") =p(s')np(s"). 
d) s' < s et p( s' ) = p( s ), où s e S'Q et s' e S'Q, entraînent s = s'. 
e) Pour toute sous-classe B de S'Q admettant un e-agrégat, où e e S'Q1 il existe 

s < ( J B tel que p (s ) € U p( B ). 
PROPOSITION 6. Soit ( 5", p, S' ) une espèce de structures sous-préinductive; la condi
tion g < f, où g e S' et f e S', est équivalente aux conditions :d(g)<a(f) et 
P(g)<P(f). 

1 
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En effet, montrons que ces conditions sont suffisantes. D'après la proposition 
3, on a p(fa(g)) = p(f)p(cL(g)) = p(g). Les éléments fa(g) et g ont même pro
jection et même unité à droite; par suite ils sont égaux. Donc g < f. 
CAS PARTICULIER. Si S' est un sous-groupoîde de S et si p est le foncteur injection 
canonique Id de S' dans S, pour que l'on ait ( S, Id, S' ) il faut et il suffit que S' 
soit un sous-groupoîde sous-préinductif de S. Pour que (s,id,S'y soit une espèce 
de structures sous-préinductive, il faut et il suffit que , de plus : 3) Pour toute sous-
classe B de S'Q , la congrégation de B dans 5̂  est contenue dans sa congrégation dans S. 
DÉFINITION 5. Soient S et S' deux groupoi'des sous-préinductifs et (S, p, S*) une 
espèce de structures; on dit que S' est étalé dans S par p ou que p est un étalement 
de S ' dans S si la restriction de p à cp'f f), pour tout f e S', est un isomorphisme sur 
9(p(f)). 
PROPOSITION 7. Soient S et S' deux groupoi'des sous-préinductifs; pour qu'un foncteur 
p de S' dans S soit un étalement, il faut et il suffit que l'une des conditions équiva
lentes suivantes soit vérifiée : 

1) \ S, p, S' ) est une espèce de structures sous-préinductive au-dessus de S 
et p(r(f)) = V(P(f)), pour tout f € S'. 

2) ( S, p, S') est une espèce de structures, p est un foncteur compatible avec 
les ordres et la restriction p de p à S' est un étalement de S' dans S . 
DÉMONSTRATION. Si p est un étalement, p est un foncteur inductif strict et la condi
tion 1 est vérifiée. Supposons 2 vérifiée; pour que pq soit un étalement, il faut et il 
suffit que la restriction de pQ à y'( e ) y pour tout e €S'0, soit un isomorphisme sur 
y>(p( e )); alors p est un foncteur inductif strict d'après la proposition 4; soit a < p( f ), 
où / e S ' il existe : 

eeS'Q, e<a(f), p ( e ) = a ( a ) < p ( a( f )) 
et l'élément fe est tel que p( fe ) = p( f)p( e ) = a, donc p(y'(f))= V(p( f)). 
COROLLAIRE. Si S est un groupoi'de sous-inductif, alors S' est un groupoi'de sous-
inductif. 

Si p est un étalement de S' dans S, nous dirons aussi que ( S, p, S' ) est une 
espèce de structures sous-préinductive étalée au-dessus de S. 
DÉFINITION 6. Soient ( S, p, S' ) et { S, p v S\) deux espèces de structures sous-
préinductives Cpre s que) au-dessus de S; on dit que { S, p x, S\) est une sous-espèce 
sous-préinductive de (s,p,S') (presquê  au-dessus de S si elle vérifie les condi
tions : 

1+ 
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V (S, p1, S1) est une sous-espèce de structures de (S, p, S'). 
2) est muni de la structure d'ordre induite par celle de S*. 

PROPOSITION 8. Soit ( S, p, S' ) une espèce de structures sous-préinductive ('presque') 
au-dessus de S; pour qu'une sous-espèce de structures (S, p 1> S'̂ ) de (S,p,S') soit 
une sous-espèce sous-préinductive (presque) au-dessus de S, il faut et il suffit que 
( S', Id, ) soit {'presque) au-dessus de S*. 
DÉMONSTRATION. Montrons que la condition est nécessaire. Soient e' et e" des 
unités de S'̂  majorées par e dans Sj ; alors on a : p ( e' n e" ) - p ( e' ) n p ( e" ) ; de 
plus les éléments e' et e" ont une intersection ei dans S'̂  telle que: e ̂ < e'n e" 
et 

Pl(e1) = P1(e,)np ̂ e") = p(e'n e"). 
Comme p 1 est la restriction à S^ de l'application sous-inductive stricte p , il en résulte 
e1 = e'ne", d'où e' n e" £ S' .- Soit f € S\ et e £ S'x avec e<a(f); dans Ŝ , il 
existe un élément induit par / sur e et cet élément doit être identique à fe . Donc S^ 
est un sous-groupoîde sous-préinductif de S'. 
PROPOSITION 9. Soit ( S, p, S' ) une espèce de structures sous-préinductive et S" un 
sous-groupoide sous-préinductif de S' tel que tout élément de S' soit majoré par un 
élément de S". Alors ( S, p, S" ) est une sous-espèce de structures sous-préinductive 
de (s,ptS') . 

En effet, soient f e S" et e £ S£ avec p ( e ) = p ( a ( f )), «*I existe g 6 S' et 
/' £ S" tels que 

P(g) = Pif), a(g)= e et g < f ; 
il en résulte g - f e e S", donc ( S, p, S" ) est une espèce de structures. 
COROLLAIRE. Si S" est un sous-groupoide saturé par induction dans S', qui est une 
hase faible de S', on a ( S, p, S" ) . 1 
THÉORÈME 2 (transitivité). Soient S, S' et S" trois groupoîdes sous-préinductifs, p 
un foncteur fsouŝ -inductif de S' vers S et p' un foncteur ('sous)-inductif de S" vers 
S'; alors pp' est un foncteur (souŝ -inductif de S" vers S. Si p et p' sont sous-
inductifs stricts, alors pp' est sous-inductif strict. 
DÉMONSTRATION. Le foncteur composé p p' est compatible avec les ordres de S" et 
S. Soient s £ S" . s' £ S" , s" £ S", s' < s et s" < s on a : 

p'(s' )np'(s") = p'(s'ns") 
et p'(s')<p'(s),p'(s")< p'(s); 
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puisque p est sous-inductif, il en résulte : 

et pp' est sous-inductif.- Si p et p' sont sous-inductifs stricts, les relations f < {' et 
PP,(f)^PP,(f), où feS" et f €S\ entraînent p'(f)<P'(f'), d'où p'(f) = p'(f) 
et f — f . Donc pp' est sous-inductif strict.- Supposons p et p' inductifs et soit A 
une sous-classe de S" admettant un e • agrégat; on a : p' ( \J A ) = (J p( A) et 

par suite pp' est inductif. 
COROLLAIRE. Soient { S, p, S') et ( S', p', S" ) deux espèces de structures sous-
préinductives telles que ( S', p', S" ) soit une espèce de superstructures au-dessus de 
( S, p, S' ); alors { 5", pp', S" ) est une espèce de structures sous-préinductive. Si p et 
p' sont inductifs, pp' l'est également. Si p et p' sont des étalements, alors pp' est 
un étalement. 
PROPOSITION 10. Soient S,S' et S" des groupoides sous-préinductif s, p un foncteur 
sous-inductif strict de S' dans S et p' un foncteur de S" dans S' compatible avec les 
ordres. Si pp' est un foncteur sous-inductif, alors p' est sous-inductif. Si de plus 
S' est sous-inductif, p et pp' inductifs, alors p' est inductif. 
DÉMONSTRATION. Soient e € S", e' € S", e" e S " tels que e' < e et e"<e; on a: 

et 
Il en résulte : 

d'où, puisque p est sous-inductif strict, p' ( e' O e" ) = p' ( e' ) n p'( e" ) .- Si p est 
inductif strict et pp' inductif, soit S une sous-classe de S" admettant un e-agrégat; e e on a p'( \J B ) < p'( e ) et la classe p'(\JB) admet un p' ( e ) - agrégat b dans le 
groupofde sous-inductif S' tel que:pf b ) ='\) pp'( B) - pp'( [j B). Donc b-p'( (J B ) et 
p' est un foncteur inductif. 
DÉFINITION 7. Soient ( S, p, S' ) et ( S 1# p v 5^) deux espèces de structures sous-
préinductives ̂presque) au-dessus de S et S ̂; on appelle application covariante (sous*)-
inductive de ( S, p, S* ) dans ( Sx, p x, S't ) et on note (yD, 0 ) une application cova
riante (yQ,4f) de ( S, p, S' ) dans ( S v p v S'x) telle que \p et y Q soient (sous-
inductifs. Si l'espèce de structures ( S 1,p1,S'1) est sous-jacente à ( S, p, S') par une 
application covariante (sousj-inductive, on dit que l'espèce de structures sous-préinduc
tive ( S p x, S\) est sous-jacente à ( S, p, S* ) . 
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PROPOSITION 11. Si (y 0,xp>) est une application covariante CsousJ-inductive de 
Vespèce de structures sous-préinductive { S, p, S' ) dans l'espèce de structures sous-
préinductive ^\SvpvS'^) , le foncteur y correspondant est(sous)-inductif. 

En effet, puisque \p et y sont compatibles avec les ordres le foncteur y 
(proposition l-3-II[l]) est aussi compatible avec les ordres et par suitefsous')-inductif 
d'après la proposition 4 . 
PROPOSITION 12. Soit Rq une classe d'espèces de structures sous-préinductives et R 
la classe des applications covariantes (sous)-inductives d'un élément de Rq dans un 
élément de Rq. Alors R est une catégorie pour la loi de composition : 

, si, et seulement si, les foncteurs 
\p et \p' sont composables ainsi que les applications yQ et y ' t 1 

Cette proposition résulte de la proposition 3-3-II [1] et du théorème 2. 
DÉFINITION 8. Soit ( S, p, S' ) une espèce de structures sous-préinductive (7presque) 
au-dessus de S; une espèce de structures sous-préinductive \ S', p', S" ) (presque*) 
au-dessus de S' sera appelée espèce de superstructures sous-préinductive (presque) 
au-dessus de ( S, p, S' ) si ( S, p, p'(S')) est une sous - espèce de structures sous-
préinductive de { S, p, S' ) . 
PROPOSITION 13. Si ( S', p', S" ) est une espèce de superstructures sous-préinductive 
p̂resque) au-dessus de ( S, p, S' ) , alors { S, pp', S" ) est une espèce de structures 
sous-préinductive (̂ presque) au-dessus de S, à laquelle ( S, p, S' / 'sr sous-jacente. 

Cette proposition résulte du théorème 1-3- II [ 1 ] et du théorème 2. 
DÉFINITION 9. Soient S et S' deux groupoides sous-préinductif s, \p et ip ' deux 
foncteurs (sous*)-induetifs de S vers S' ; on appelle transformation naturelle (sous')-
inductive de \p vers \p ', et on note (\p ', T,\p)y une transformation naturelle ( \p ', r, ift ) 
telle que T soit une application fsouŝ -inductive de SQ dans la classe sous-préinduc
tive S'. 
PROPOSITION 14. Soient S et S' deux groupoides sous-préinductif s, \p et \p ' deux 
foncteurs de S vers S' et (\p ', T,\p) une transformation naturelle de \p vers \p ' ; si 
\jj ou \p ' est (sous)-inductif et si T est une application Csous*)-induetive, alors (\p ' ,T,\p) 
est une transformation naturelle (sous'j-inductive. 
DÉMONSTRATION . Soient /'</,/€ S et /' € S ; si \p et r sont sous- inductifs : 

Soient e' et e" deux unités de S majorées par e € SQ ; les relations r( e' ) < r( e ) et 
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T( e" )< r( e ) entraînent : 

donc \p* est sous-inductif.-Supposons \p et T inductifs; soit B une sous-classe de SQ 
admettant un e - agrégat; on a : 

donc \p ' est inductif. La proposition s'en déduit. 
1 PROPOSITION 15. La classe N ( S ' , s ) des transformations naturelles (sous)-indue-

tives entre foncteurs (sous%inductifs du groupoide sous-préinductif S vers le groupoide 
sous-préinductif S' est une catégorie pour la multiplication longitudinale (proposition 
7-2-7/ [1]). 
DÉMONSTRATION. Soient ( \p" , Tf, > €N (S' ,S) et ( t//' ,T,i//> e N { S', S ) ; 
si e' et e" sont deux unités de S majorées par e 6 SQi on a : 

Comme T( e' ) et rf e" ), T'( e' ) et T'( e" ) sont compatibles, on a aussi : 

et d'où 

Par suite r'. r est une application sous-inductive. Supposons T et T ' inductives et 
soit E une sous-classe de S admettant un a - agrégat, où a € SQ. Posons : 

pour tout e € E y on a T' ( e )r( e ) < b ; la classe ( T ' .T) ( E ) admettant pour unité à 
droite a(r(E )), a(( T' .r) ( E )) admet a(6 J pour a ( r'. r( a )) - agrégat ; il résulte de 
la proposition 5-1 [ 2] que (T* .T) ( E ) admet pour (r* .T)( a )- agrégat, donc T ' . T 
est une application inductive. La proposition s'en déduit. 
2. Groupoi'des inductifs induits et élargissements inductifs. 
THÉORÈME 1. Soient S > S' et S trois groupoides sous-préinductifs, p un foncteur 
sous-inductif de S* vers S et K un foncteur sous-inductif de S vers S ; alors le grou
poide induit K*( S', p ) ( définition 1 - 1 - III [ I ] ) est un sous-groupoide sous-préinductif 
de S' X S et les foncteurs canoniques p et 7) de K*( S', p) vers S et S' sont sous-
inductifs. Si p et K sont inductifs, K*( S', p) est une partie sous-inductive faible d? 
S' X S et les foncteurs p et T] sont inductifs. 
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DÉMONSTRATION. Soient fe\e'J et ( e", ) deux unités de K*(S',p) majorées 
par (e, e) e «*( S', p)Q; elles admettent pour intersection fl = fe'ne", s'oe") 
dans S' X S ; comme : 

a appartient à K*(S', p) et p(a) = e1ne".Soient f 6 / j € * ( " , /> ) et fe, e)<a(h,f); 
on a : 

d'où ( he, f s) e K*( S' ,p). Donc /<*( S', p ) est un sou s-groupoide sous-préinductif de 
5' XS, p et /< sont sous-inductifs.-Supposons p et K inductifs; soit S une sous-classe 
de K*( S', p ) majorée dans K*( S', p ) et admettant un (e, e)-agrégat ( c, y) dans — e e _ S' X S ; comme c = U7?^^ et y = (J K # ̂  on trouve : 

et 
COROLLAIRE 1. Soit S" un groupoide sous-préinductif, 7 ] ' et p' des foncteurs de 
S" vers S' et S tels que p 7]' = Kp'. Si p, K, 7]' et p* sont (sous-inductifs, alors 
le foncteur canonique 7)' de S" vers K*( S', p ) (théorème 1 -1 - III [ l] ) est (sous-
inductif. Si de plus, p' ou Tj' est un foncteur sous-inductif strict, alors 7]' est sous-
inductif strict. 
DÉMONSTRATION. Par définition 7]' (k ) = ( Tj ' (k ), p' (k )), où k € S" . Soient k' et 
k" des éléments de S" majorés par k ; on a : 

d'où 
- Supposons p' et 7)' inductifs; soit A une sous-classe de S" admettant un k - agrégat ; 
on a : 

et 
par suite : 

COROLLAIRE 2. Si S' et S sont (sous)-inductifs ( resp. ( s ou s)-prélocaux) et p et K 
inductifs, alors K*( S', p ) est un groupoide (sous)-inductif (resp. (sous)-prélocal) pour 
l'ordre produit. 

Remarquons que, si S, S' et S sont des groupoides préinductifs, il n' en résulte 
pas que K*( S', p ) est préinductif; pour cela, il suffirait que p et K appliquent toute 
intersection finie sur l'intersection des images. 
COROLLAIRE 3. Si ( S, p, S' ) est une espèce de structures sous-préinductive (presque*) 
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au-dessus de S et si K est (souŝ -inductif, alors { S, p, K*( S', p)) est une espèce de 
structures sous-préinductive (presque) au-dessus de S. Si p est un étalement et K un 
foncteur sous-inductif, p est un étalement. 

En effet, si p est un étalement et si K est sous-inductif, des relations 

1 

où (h,f) 6K*(S',p) et (b',f) eK*(S',p), résulte /' = /, d'où p(h') = p(h)=K(f). 
Par suite h — h' et p est un étalement. Le reste du corollaire se déduit du corollaire 3 
du théorème 1- 1 - III [ 1 ] . 
COROLLAIRE 4. Si ( S, p, S' ) est une espèce de structures sous-préinductive (presque) 
au-dessus de S et si q est une application (sous)-inductive d'une classe sous-préinduc~ 
tive A dans S , l'espèce de structures ( q*(S), p', q*(S' )) induite de S est une 
espèce de structures sous-préinductive (presque) au-dessus de q*(S )(déf. 3- l-III [ 1] ) . 
PROPOSITION 1. Soient { S, p, S' ) une espèce de structures sous-préinductive, S un 
groupoide sous-préinductif et { K' , 6, K) € N (s, S ) une trans formation naturelle 
sous-inductive telle que @(SQ) soit contenu dans p(S'). Alors il existe un foncteur 
sous-inductif 77 de K*( S', p ) vers K'*(S',p) et une transformation naturelle sous-
inductive ( 7] ' ?7. T, 7]) , où 7] et 7) ' sont les foncteurs canoniques de K*( S', p ) et 
K'*( S', p ) vers S', tels que : p T - 6p. Si p, K, K' et 6' sont inductifs, alors TT et T 
le sont aussi. 
DÉMONSTRATION. Soient 77 et r les applications construites à la proposition 6-l-III [1]; 
soient (b, f) e K*(S', p) et (h v f x) e K*( S', p ); la relation (h v /1)< (h, f) entraîne 

d'où TT(h v f l)<rr(h, f) Soient (e^, et ( e 2 , e2 ) deux unités de K*( S', P ) 
majorées par une unité (e, e); les éléments 

de S' sont induits par (6 ( e ), e ) et ont e ̂e 2 pour unité à droite; ils sont donc égaux 
et T est sous-inductif; comme 77f e, e) = (/3(r( e, e )) » e ), il en résulte que 77 est 
sous-inductif.- Supposons p et ( K \ 6 YK^) inductifs; soit ( C ,V) une sous-classe de 
( K*( S', p ))Q admettant un a - agrégat, où a = ( e, e ) ; on a : 

Donc T, et par suite 77, sont inductifs. 
DÉFINITION 1. Soit S un groupofde sous-préinductif et S une partie sous-inductive 
faible de S ; on dit que S est une extension inessentielle (sous-inductive ( K , S } de 
S s'il existe une extension inessentielle ( K, S') de S telle que S* soit un sous-
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groupofde sous-préinductif de S et une base de S et que K soit un foncteur (sous-
inductif. 
PROPOSITION 2. Soit ( K, S ) une extension inessentielle sous-inductive d'un grou
pofde sous-local S et S" le sous-pseudogroupe faible engendré dans S par la source 
S' de K; alors K peut être prolongé en un foncteur sous-inductif K' de S" sur S, dont 
la restriction à S' est K. Si S' est un groupofde sous-local et si K est inductif, K' 
est inductif. 
DÉMONSTRATION. Pour tout /" £ 5 " , il existe /' e S' tel que /" soit un /'-agrégat 
d'une sous-classe de S' ; par suite la classe fn> des éléments f e S' tels que f < f 
admet /" pour /' - agrégat dans 5"; la classe K ( fn>) étant majorée par K ( f ) 6 S 
admet un K( /'J-agrégat dans S, que nous désignerons par K'( f ). Comme, si e eS'o , 
e < a( f"), l'élément fe appartient à S', on a ( a( f = a ( fn>) , d'où K'( a ( f" )) = 
~a(K'(/"JJ.-Si f" et g" < g' sont deux éléments composables de S", alors K'(g").Kr(fn) 
est défini et appartient à [J ( K (gn>) K ( fn>)). Pour tout g e g"y et tout / e /',>, on a 
a(g)</3(f) et P ( f X P T r ) ; d°nc e = a(g)nj3(f) e S' et gf = ( g'e ).( ef ) € S \ 
Il en résulte 

1 

2 

et 
d'où : 

et 
Par conséquent K ' est un foncteur de S" vers S .- Soient e"̂  et e g deux unités de S " 
majorées par e' £ S'Q ; pour tout e 1 < e"̂  et tout e 2 < e'2', on a K( e ̂ ) K( e 2 ) = K( e ^ ^ ; 
on en déduit : 

et K ' est sous-inductif.- Si K est inductif, soit E" une sous-classe de 5"" admettant o i e 
un e'- agrégat <z" ; pour tout a € on trouve, si S' est sous-local, a - aa" - (J E"a, 
d'où : 

c'est-à-dire que K' est inductif. 
COROLLAIRE. Si S est un groupofde local complet, alors K peut être prolongé en un 
foncteur inductif K tel que ( K, S) soit une extension inessentielle de S. 

Démonstration analogue à celle de la proposition. 
THEOREME 2. Soient S, S' et S des groupofdes sous-préinductifst ( /<, 5 ) une exten
sion inessentielle inductive de S, K un foncteur inductif de S sur S dont la restriction 
à la source de K est K et p un étalement de S' dans S. Alors { rj, K*(S*, p)) est 
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une extension inessentielle inductive de S', 7] désignant le foncteur canonique de 
K*( S' ,p ) sur S'. 
DÉMONSTRATION. Soit S le sous-groupoide sous-préinductif de S source de K ; 
d'après le théorème 2 - 1 - III [1], ( 7], K*( S', p )) et ( 7),K*fS', p )), où 7) est la 
projection canonique de K*(S', p ) sur S', sont des extensions inessentielles de S' 
(on identifie f 6 S' avec (f',p(f')) € **( S', p )); d'après la proposition 1-l-III [l], 
K*( S', p ) s'identifie au groupoide induit Id*( K*( S', p ), p1 ) , où Id est le foncteur 
injection de S 1 dans S et py le foncteur canonique de K*(S', p ) vers S ; de la relation 
( S, Id, S x ) et du corollaire 3 du théorème 1, on déduit que K*( S', p ) s'identifie à un 
sous-groupoide sous-préinductif de K*(S', p )Soient e^ et e2 deux unités de S', 
majorées par e e S'Q ; on a : 

si E est une sous-classe de S' majorée par e et admettant un e- agrégat dans S', on a 

51 étant une partie sous-inductive faible de S , il en résulte que S' est une partie sous-
inductive faible de K*( S', p ) .- Soit ( h , f ) € K*( S', p ) ; il existe une sous-classe F 

- - K ( f ) de 51 telle que f e (J F ; K étant inductif, on a p( h ) = K( f ) = (J K( F ) . Puisque p 
est un étalement de S' dans 5, pour tout /' e F, il existe b' < b tel que : 

la classe K des éléments ( h ' , f ) est majorée par ( b , f ) ; soit ( h ̂ , f ̂ ) un majorant 
de K dans /<*( 5" , p ) vérifiant ( h x, f J < ( h , f ) ; on trouve : 

d'où 

Donc b-b1et(h,f)€[jK. Ceci prouve que /<*( 5', p ) est une base de K*( S', p) . 
DÉFINITION 2. Soient S et S deux groupoides sous-préinductif s; on dit que S est un 
élargissement inductif de 5" et on note S <:S, si les conditions suivantes sont vérifiées: 

1) S est saturé par induction dans S. 
2) S admet pour base un s ou s-groupoide sous-préinductif S ̂  qui est un élargis

sement de S (définition §2-II [1]). 
Remarquons que si S x est un élargissement d'un groupoide S, alors S* est un 

élargissement inductif de 5+où SÎ = S«+{0| et5+ = 5 + Î0(, muni de l'ordre 
si, et seulement si, /' = /ou /' = 0. 
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PROPOSITION 3. Soient S et S deux groupoides sous-préinductifs tels que SES; 
alors l'élargissement S de S base de S est saturé par induction dans S et S est la 
composante inductive de S dans S. 

En effet, soit g £ Sx et g' < g; il existe / £ Sx tel que a( f) = fi(g) et fi( f)eS; 
S étant saturé par induction dans S, on a j3( f /3(g' )) £ So; comme 5X est un sous-
groupofde sous-préinductif de 5, on trouve 

et 
PROPOSITION 4. Pour qu'un groupoide sous-préinductif S soit un élargissement induc
tif d'un sous-pseudogroupe S, il faut et il suffit que S soit un sous-groupoide plein 
saturé par induction et que la composante inductive de S dans S soit S. 
DÉMONSTRATION. Si la composante inductive (définition 10-2 [2] ) de S dans S 
est S, la composante inductive faible S' de S dans S est un élargissement de S et 
une base de S.-Inversement, soit S <r S et S^ l'élargissement de S base de S. Soit 
g €S tel que a(g) eS et fi(g) eS; par hypothèse, il existe une sous-classe F de 
S x admettant g pour sous-agrégat; pour tout f € F, on a a( f ) < a( g ) et fi( f)< J3( g) ; 
comme S est plein dans S1 et saturé par sous-agrégation dans S, il en résulte F C S 
et g e S . Donc S est un sous-groupofde plein de S. La composante inductive faible de 
S dans 5 contenant S ̂  est une base de S. 
PROPOSITION 5. Pour qu'un groupoide sous-préinductif S soit un élargissement inductif 
d'un sous-groupoide S, il faut et il suffit qu'il existe un atlas faible complet F de S tel 
que a( F ) = S et b( F ) = S, où a( F) est le sous-pseudo groupe de S engendré par 
a( F ); dans ce cas, F est saturé par induction. 
DÉMONSTRATION. S'il existe un atlas faible complet F vérifiant ces conditions, 
d'après la ) proposition 6-3 [2] > a( F ) est un élargissement de b( F ) et b( F ) est 
saturé par induction dans a( F); comme a( F) est un sous-pseudogroupe faible de S 
base de S, a( F), et par suite aussi b( F), est saturé par induction dans S . Donc on 
a S <• S.- Inversement, supposons S < S. Soit Ŝ  l'élargissement de S base de S et F 
la classe des éléments feS1 tels que J3(f) eS; comme ^ et S sont saturés par 
induction dans S, F est aussi saturé par induction; si f" f1 f est défini, où f e F, 
f £F, /" £F, on a f f'1 f eS1 et j3( f" f~l f ) < j3(f ), d'où f" f"1 f e F. Il en résulte 
que F est un atlas faible complet de S tel que a(F) soit contenu dans S^, Pour tout 
g eS x, il existe / £ F avec a( f) = j3(g); il en résulte g = f"1.( f.g) £ F"1 F - a( F ) 
et a( F ) = S.-Comme f3( F)C F, la proposition 6-3 [2] montre que b( F) est le 
sous-groupoide plein de a( F) ayant J3( F ) pour classe de ses unités, donc b( F ) — S . 
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COROLLAIRE 1. Pour que l'on ait S< S, où S est un sous-pseudogroupe de S, il 
faut et il suffit qu'il existe un atlas complet F de S avec a( F) - S et b( F) = S. 

En effet, la condition est évidemment suffisante.-Si on a S < S, l'atlas complet 
F engendré par l'atlas F construit dans la proposition est tel que fS(F) — SQ; comme 
/3(F)CF, on a b(F) = b(F) et b(F) est le sous-groupoîde plein de S ayant SQ 
pour classe de ses unités, d'où b( F) — S. 
COROLLAIRE 2. Soit S < S; alors SQ s'identifie à la classe des atlas faibles complets 
H de S tels que H '< F ( th. 2- 4 [2] où'< est noté « j et que jj a(H) + 0 . 
DÉMONSTRATION. Soit s € SQ et H la classe des éléments h €S^ tels que a(h)<s 
et /3(b) € S; puisque H est saturé par induction, H est un atlas faible contenu dans 
F; a(F) étant une base de S, la classe a(H) admet s pour sous-agrégat dans S et 
b(H) est une composante inductive faible de S. Donc H '< F .-Inversement si H' est 
un atlas tel que H' *< F et que a( H') admette un sous-agrégat s, alors H' est saturé 
par induction dans F, donc s'identifie à l'atlas H construit ci-dessus à partir de s. 
THÉORÈME 3. Dans une classe K de groupoîdes sous-préinductifs la relation S< S 
est une relation d'ordre. 
DÉMONSTRATION. La relation S< S est évidemment réflexive et propre. Soient 5 < S 
et S <• S ; il existe un atlas faible complet de 5" tel que a( F ) - 5, b( F ) = 5, et un 
atlas faible complet G de S pour lequel a( G ) = S et b( G ) = 5 ; comme F et G sont 
saturés par induction, G est un atlas faible complet de S et G F est saturé par induc
tion. On a : 

(GF)'l( GF)C F^G^GFC F'1b(F)F = a( F). 
et 

GF(( GF )'lGF ) C GF a( F ) = GF ; 
donc GF est un atlas faible complet de S et a( G F ) C a( F J.-Soient f e F, f e F et 
f"1. f € a( F); il existe une sous-classe E de a(G) avec /3( f) € [j E ; par suite 

r1./' € (J /-*£/', d'où a(F)Ca(GF). 
Il en résulte a(GF ) = a( F ) = 5.- Pour tout gf € GF, on a fi( gf)< fi( g), c'est-à-dire 
fi( gf) e SQ ; par ailleurs, soit e € 5Q ; alors e € G C 5 et e 6 F ; il s'ensuit e = eee GF. 
Des relations J3(GF) = SQ C GFCa~(GF) et de la proposition 6 - 3 [2] on déduit 
b( GF) = S. Par conséquent S <r S et < est une relation d'ordre. 
DÉFINITION 3. Soient { S, p, S' ) et ( S ,p, S') deux espèces de structures sous-
préinductives (presque1) au-dessus de S ; on dit que ( S, p, S' ) est un élargissement 
inductif de ( S, p, S' } (presque) au-dessus de S et on note {s,p,S') <- (stp,S') , 
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si les conditions suivantes sont vérifiées : 
1) S' est saturé par induction dans S'. 
2) Il existe un élargissement ( S, p v S\) de ( S, p, S' ) tel que (S, p 1# S\) 

soit une sous-espèce sous-préinductive de ( S, p, S' ) (presque*) au-dessus de S et S'̂  
une base de S'. 

Ces conditions entraînent que ( S, p, S' ) est une sous-espèce sous-préinductive 
(presque) au-dessus de 5 de ( S, p , S' ) et de { S, p v S\) . 
PROPOSITION 6. Soient ( S, p, S' ) et \ S, p, S' ) deux espèces de structures sous-
préinductives; si l'on a ( S, p , S' ) < ( S, p, ST / , on a S' <: S'. 
COROLLAIRE. Si S' est un sous-pseudo groupe de S', si Sr <: S' et si ( S, p, S' ) est 
une sous-espèce de ( S, p ,S' ), alors on a ( S, p , S' ) < ( S, p , S' ) . 

En effet, soit S'̂  la composante inductive faible de S' dans S'et p ̂  la restric
tion de p à S'j ; comme S^ est le sous-groupoîde plein saturé de S' engendré par S' , 
( S, p lt S'j) est une espèce de structures, sous-espèce de ( S, p , S' ) , d'après la propo
sition 3-2-II [ 1 ] et est un élargissement de S', base de S* . 
THÉORÈME 4. Soit (S, p , S' ) une espèce de structures et (S, p , S' ) son élargissement 
maximal au-dessus de S; si S et S' sont des groupoides sous-préinductif s et p un 
foncteur sous-inductif de S vers S', alors il existe une relation d'ordre sur S' pour 
laquelle S' est un élargissement inductif de S' et p un foncteur sous-inductif. 

DÉMONSTRATION. D'après le théorème 2 - 2-III [ 1 ], S' est un groupoide quotient du 
groupoide a*( S' ) induit de S', où a désigne l'application / -»• a(f) de la classe / 
des éléments f 6 S tels que a( f) ep( S') dans SQ . Ecrivons un élément de S' sous 
la forme d'un couple ( f, s ), où f e S, s € S'Q, p( s ) = a( f ). D'après le théorème 1, 
CL*( S' ) est canoniquement muni d'une structure de groupoide sous-préinductif. Soit q le 
foncteur canonique de a*( S' ) sur S' ; pour que l'on ait q(h , f , f) = q(b 1# f'v f x), il 
faut et il suffit qu'il existe g € S' et g' € 5' tels que : 

dans ce cas, la relation 
dans a*(S') 

entraîne 
d'où 

Par suite deux éléments de a*(S' ) ayant même image par q ne sont pas comparables .-
Soient (k,m' ,m)<(b,f ,f), où ( k , m', m ) €d*(S'); si (b^f^.f^ 6 q1 ( q( h , f , f )), 
posons : 
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1 

2 * 

on trouve : 
et 

Les conditions 1 et 2 du théorème 1-1 sont ainsi vérifiées; par suite on peut définir sur 
S' une structure de groupofde sous-préinductif, quotient inductif de a*(S' ) telle que 5"' 
s'identifie à un sous-groupofde ordonné de S'. - Soit q(k, m', m) < h, où b €S'; il existe 

avec 

d'où q(k v m'v m x) € S' et S' est saturé par induction dans S' .-Nous désignerons 
désormais par ( f, s )S' l'élément q( s , f , f) € S'Q et nous écrirons p ( q( h , f , f )) — 
= f.p(h). f"1. Si ( f, s )S' et( f, s' )S' sont deux unités de S* majorées par (f* ,s") S'€S¿, 
on a : 

COROLLAIRE 1. Si S et S' sont sous-inductifs et p inductif alors S' est sous-inductif. 
Si de plus S et S' sont inductifs et si p( S' ) est (J - saturé dans S, alors S' est inductif. 

DÉMONSTRATION. Soit A = (( g{, s^S' ){ € j une classe d'éléments de S' majorée par 
(f,s)S', où (gz-,s) <(f,s ) pour tout i € I ; la classe A admet m S* pour ( f, s )S' -
sous-agrégat, où m - Supposons de plus S et S' inductifs et p(S' ) 
saturé par agrégation dans S. Soit ( /', s' )S' un autre majorant de A et m'S' le 
( f, s' )S' - sous-agrégat de A ; on a : m' où et 
(g'i> s'{) S' €A . Les éléments gz- . g'.- €p( S' ) étant majorés par / x f ils admettent un 
agrégat k €p(S' ) tel que : 

et 

il en résulte mS' ~ m'S' et S' est inductif. 
COROLLAIRE 2. Si ( S, p, S' ) est une espèce de structures sous-préinductive (presque*) 
au-dessus de S, alors ( S, p, S' ) est une espèce de structures sous-préinductive 
(presque) au-dessus de S, élargissement inductif de ( S, p, S' ) . Si p est un étalement 
de S' dans S, p est un étalement de S' dans S. 

En effet, soient (f,s)S' £? et ( f, s' )S' <(f,s )S' tels que ,6(f) = /3(f); 
il en résulte 
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d'où s' = s et p est (sous$-inductif strict.- Si p est un étalement, soit e < p((f, s )S')~ 
- fi( f)\ il existe s" < s tel que p(s") = a( ef ) < p(s); on a si /" = ef : 

(f ,s")S' <(f,S) S' et p((f"ts")S') = e. 
Donc p est un étalement. 
COROLLAIRE 3. Si ( S, p, S' ) est une espèce de structures sous-préinductive au-
dessus de S telle que p( S' ) soit une partie sous-inductive de S, alors S' est un sous-
pseudogroupe de S'. 

En effet, soit E une sous-classe de S'Q admettant ( f, s )S' pour sous-agrégat 
dans S'. Il existe ĝ  < / tel que ( git s^S' € E; si s' < s est un élément tel que si < s' 
on a : 

(fp(s'),s')S'<(f,s)S' et E<(fp(s'),s')S', 
d'où s - Puisque p est inductif, 

et la classe des éléments ĝ  étant majorée par / admet un /-agrégat g dans 5, tel que 
&(g) - Pis) et g € p(S' j; par suite E<g,s)S'<(f,s)S'. Donc / = g, ( ' / , 5 ) S ' 
et S' est un sous-pseudogroupe de S'. 
3. Atlas complets compatibles avec un foncteur. 

Etant donnés deux groupoides sous-préinductif s S et S', nous désignerons leurs 
foncteurs d'induction par cp et cp; respectivement. 
PROPOSITION l. Soient S et S' deux groupoides sous-préinductif s, p un foncteur 
sous-inductif de S' dans S et E une sous-classe compatible de S'Q telle que la restric
tion de p à E soit compatible avec l'intersection finie (c'est-à-dire, pour tout e e E et 
tout e' €E, p( e')np( e) est défini et égal à p( e'e)). Alors la restriction de p à 
y' ( E ) est compatible avec l'intersection finie. Si p est sous-inductif strict, sa res
triction à E est un isomorphisme sur p( E). 
DÉMONSTRATION. Soient e 1e et e'e'̂  deux éléments de cp'(EJ, où e € E, e' € E, 
e l € S'Q et e'̂  e S'Q; les éléments ee'e ̂  et ee'e'̂  étant majorés par ee' y on a 

p((eei)(e'e'1))= p( e xee')p( e'ee\) = (p( e 1 e ) p ( ee')) ( p ( ee' )p ( e'e\)) 
= (P(e1e)p(e'))(p(e)p(e'e\)) = p ( e t e)p( e\e' ), 

et la restriction de p à y'(E) est compatible avec l'intersection finie.-Supposons p 
sous-inductif strict. Soient e €E et e' 6 E tels que p(e) = p(e'); les relations: 

p( e'e) = p( e)p( e') = p(e) = p(e'), e'e < e et e'e < e' 
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entraînent e'e - e — e'\ ainsi la restriction de p à E est une injection. Enfin soit 
e" e E , p ( e" ) < p ( e ) ; des égalités 

p(e"e) = p(e")p(e) = p(e"), 
on déduit e"e — e", d'où e" < e, de sorte que la restriction de p à E est un isomor-
phisme sur p(E). Il en résulte aussi que la restriction de p à cp'fEj est un isomor. 
phisme sur p( y' ( E )), puisque cette restriction est compatible avec l'intersection finie 
d'après ce qui précède. 
DÉFINITION 1. Soient S et S' deux groupoi'des sous-préinductif s, p un foncteur sous-
inductif de S' vers S; un atlas f faible) complet F de S' est dit compatible avec p si 
les conditions suivantes sont vérifiées, où f € F, f' 6 F : 

l°)Si a(f)a(f) est défini, p(a(f)) et p(a(f')) admettent p(a(f)a(f')) 
pour intersection. 

2°) Si /3(f)/3(f') est défini, p(/5(f)) et p(/3( f )) ont p( J3( f) /3( f )) pour 
intersection. 
PROPOSITION 2. Soient S et S' deux groupoides sous-préinductif s, p un foncteur sous-
inductif de S' vers S ; pour qu'un atlas faible complet F de S' soit compatible avec 
p, il faut et il suffit que l'une des conditions équivalentes suivantes soit vérifiée : 

1°) Soient f 6 F et f 6 F ; si f"1 f est défini, alors p( f'1)p( f ) est défini et 
égal à p( f~lf' ); si f'f"1 est défini, on a de même p( f )p( f'1 ) - p( f'f'1). 

2°) La restriction de p à a( F) et b( F) est compatible avec la pseudomulti
plication dans S* et dans S. 

3°) Soient f € F, h 6 a( F ) et k e b ( F ) ; si fb est défini, on a p (f ) p ( h ) = p (fh); 
si kf est défini, on a p ( kf) = p ( k ) p ( f ). 
DÉMONSTRATION. Soient f €F et f € F. Supposons F compatible avec p. Si f'f'1 
est défini, e = a( f ) a( f) est défini et p ( e ) = p( a( f )) a( p ( f )) ; par suite 

p < r r l ) = p(fe).p(feri = (p(r)p(e)).(P(e)p(f1)) = p(f)p(rl). 
De même si f'1 f est défini, on a p( f1 f ) = p( f*1)p( f ), de sorte que la condition 1 
est vérifiée. Soient b € a( F ) et h' € a( F ) tels que e' = fi( h ) a ( h' ) soit défini; 
puisque a(a(F)) = a(F), on a p(e') = f3(p(h)) a(p(b')) et p(h'b) = p(b')p(h) ; 
on en déduit que la condition 2 est remplie. Si fh est défini, on a fh = ( fe").( e"h ) , 
où e" =: a(f) jB(h) et p(e") = a(p( f))n f3(p(h)), d'où 

P(fh) = p(f)p(e")p(h) = p(f)p(h). 
-Inversement, supposons la condition 1 vérifiée. Soit h ~ f'1./' € a( F) et /" €F tels 
que f"h soit défini. Les relations : 
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et 
entraînant 

la condition 3 est aussi remplie. Pour tout f ̂  e F et tout £ F tels que e - a(f1) a(f{) 
soit défini, on trouve : 

COROLLAIRE 1. La classe H ( S', p ) des atlas faibles complets de S' compatibles 
avec p est un sous-groupoide plein saturé par induction de H (S') (th. 2 - 4 [2]) 
COROLLAIRE 2. La sous-classe de H'(S') formée des atlas faibles compatibles avec 
p est un sous-groupoide plein saturé par induction de H'( S' ) (respectivement de H'(S')) 
que nous désignerons par H'(S',p) (respectivement H'( S', p )) (voir théorèmes 1-4 
[2] et 2-4 [2]). 

En effet, soit F £ H'( S', p ) et F' < F, où F' £ H'(S); puisque F' = Fa( F' ) 
est contenu dans V( F), il résulte de la proposition 1 que F' est compatible avec p. 
Il s'ensuit que H'( S', p ) est un sous-groupofde plein saturé par induction de H'( S' ), 
et par suite de H'( S' ) . 
COROLLAIRE 3. La sous-classe intersection de lj(S* ) (respectivement de Ij(S')) 
avec H'(S',p) (respectivement avec H'(S',p)) est un sous-groupoide saturé par 
induction de Ij( S* ) (respectivement de Ij( S* )), qui contient T(S') et que nous dési
gnerons par l j( S' ,p ) ( respectivement l j( S', p )) ( cor. th. 1 et 2- et th. 7 du § 4 [2]). 

En effet, un F £ 1 f(S', p) est une sous-classe inductive faible compatible 
telle que la restriction de p à F soit compatible avec l'intersection finie puisque, pour 
tout f e F et tout /' £ F , on a : 

d'où 
COROLLAIRE 4. La sous-classe des complexes de S' qui appartiennent à Ij(S',p) 
est un groupoide local ( S', p ), dont S est une base, pour la relation F' C F (définition 
1-4 [2]). 
PROPOSITION 3. Soient S et S' deux groupoides sous-prélocaux, p un foncteur inductif 
de S' vers S et F un atlas complet de S' compatible avec p. Alors les conditions 
suivantes sont équivalentes : 
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1) F est un atlas propre compatible avec p. 
2) F admet pour base une sous-classe B telle que a( B ) et /3( B ) soient com

patibles et que les restrictions de p à a( B ) et /3( B ) soient compatibles avec l'inter
section finie. 

3) F admet pour base un atlas faible complet F1 appartenant à H'(S',p). 
4) a( F ) et b( F) sont des sous-pseudo groupes propres auxquels la restriction 

de p est compatible avec la pseudomultiplication dans S et dans S'. 
DÉMONSTRATION. Supposons que la condition 2 soit vérifiée. Alors tout élément 
a ea(a(F)) est le a-agrégat d'une sous-classe E de OL(B); supposons b — aa' 
défini, où a' est le a'- agrégat d'une sous-classe E' de a(B )\ d'après la proposition 
3-2 [2], on a : 

a'a= \\(E'E) et p(a'a) = Il p E'E); 
pour tout e e E et tout e' € E', e'e est défini et p ( e' )p ( e ) = p ( e'e ), d'où 

p(E'E) = p(E')p(E) etp(a'a)= (J (p(E)p(E')); 
il résulte de la proposition 3-2 [2] que 

et p(a) : 
admettent [J (p(E)p(E')) pour intersection dans S, c'est-à-dire p( a'a) = p(a' )p(a); 
ainsi a(F) est compatible avec p , Il s'ensuit, d'après la proposition 2, que la condi
tion 4 est vérifiée.-Montrons que la condition 2 entraîne la condition 3; soit F' 6 H'( S') 
une base de F (cor. 2, propo. 5-2 [2]) saturée par induction dans F; désignons par 
A et A' les sous-classes de a( F') et f3( F') formées des éléments induits des élé
ments de a( B ) et fi(B) respectivement. D'après la proposition 1, la restriction de p 
à A et A' est compatible avec l'intersection finie. La sous-classe F l des éléments 
f e F' tels que a(f) € A et f3( f) € A' est une sous-classe saturée par induction dans 
F', donc un atlas faible complet appartenant à H' ( S', p ). Comme A et A' sont des 
bases de OL( F ) et /3( F ) > l'atlas F1 est une base de F.-La proposition en résulte, 
les autres implications étant évidentes. 
COROLLAIRE 1. La classe A' ( S', p ) des atlas complets propres compatibles avec p 
est un sous-groupoide plein saturé par induction de A( S' ) et de A( S' ) (théorèmes 4 
4 [2] et 5- 4 [2] où À(S') est noté (A(S'), «)). 
DÉMONSTRATION. Si F' < F, où F e A'(S', p ), et si F 1 e H'(S', p) est une base de 
F appartenant à H' (S' ,p ) et saturée par induction, l'atlas complet F' admet pour base 
la classe F\ des éléments /' € F' majorés par un élément de F t (voir théorème 4-4 
[ 2 ] ) ; puisque F'x est contenu dans cp' ( F l), F'x est un atlas faible complet compa-
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tible avec p , donc F' € A'(S', p ). 
COROLLAIRE 2. La classe I(S',p) intersection de A' ( S', p ) avec I( S' ) (th. 6- 4 [2] 
et co. théorème 4-4 [-2 ] J est un sous-groupoide plein saturé par induction de I(S') 
(resp. de I( S' )) désigné par I(S',p) (resp. l(S',p)). 
THÉORÈME l. Soient S un groupoi'de sous-prélocal et S' un groupoîde sous-préinductif, 
p un foncteur sous-inductif de S* vers S; l'application p' qui associe à F €H'( S', p ) 
la partie sous-inductive faible engendrée par p(F) dans S est un foncteur sous-
inductif de H'(S',p) (respectivement H'(S',p)) vers H'( S ) (respectivement H'(S)). 
DÉMONSTRATION. Soit H £ H'(S', p ) ; pour tout h £ H, on a : 

(p(h))'1 = pïh'1) ep(H); 
soit h' 6 H tel que p (h' )p( b ) soit défini; la restriction de p k H étant compatible 
avec la pseudomultiplication, on a p(b'h) = p(h')p(h ) € p(H ) . Par suite p(H) est 
un sous-groupoîde de S, qui est de plus stable pour la pseudomultiplication et p*(H) 
est le sous-pseudogroupe faible qu'il engendre dans S .- Soit F £ H' (S', p ) ; pour tout 
f 6 F et tout /' £F, les éléments p(fl) et p(f') de p ( F ) admettent p ( f~lf ) pour 
pseudoproduit dans S; par suite a(p(F)) et • jB( p( F )) sont des sous-classes compa
tibles de S ainsi que les sous-classes inductives faibles qu'elles engendrent dans 5. 
Soit /" £ F ; on a : 

p(r)(P(rl)P(r)) = p(f")p(r1r) = p(rrif') ep(F), 
d'où p(a(F)) = p(F)"1p(F) et p( F )p( a( F )) = p( F ). 
D'après le corollaire de la proposition 9-2 [ 2 ] , p( F) est une base de pr ( F ) \ la 
classe p( F )p' (a( F )) est un atlas faible complet admettant p ( F)p ( a( F )) = p ( F ) 
pour base, en vertu de la proposition 4-3 [ 2 ]. Donc p( F)p'( a( F)) - p'(F) et 
p' ( F ) est un atlas faible complet de S .- Soit G € W ( S', p ) avec a( G) - b(F ). On a 
p(G.F)Cp(G).p(F); soient g € G et feF tels que a( p( g )) = fi( p ( f)) . La res
triction de p à a (G ) étant injective, on a a( g ) = J3( f ) , d'où p ( g ) .p ( f) = p ( g ./) 
et p(G).P(F) = p(G.F). Par conséquent les atlas faibles complets p'(G,F)et 
p* ( G).p'( F) qui admettent p( G).p( F) pour base sont identiques et p' est un fonc
teur.-Soient F, F' et F" trois éléments de H' ( S', p ) tels que F' < F, F" < F; comme 
F' C ¥'( F ) et F" C 9' ( F ) , on a, pour tout /' £ F' et tout /" 6 F", 

p(f'a(f")) = p(r)p(a(f')a(f") ) = p( f )a(p(f")), 
d'où p(F'a(F")) = p(F')a(p(F")). 
Les atlas faibles complets p'(F'nF") et p'( F' ) r\p'( F" ) admettant p ( F') a(p ( F" )) 
pour base sont identiques et p' est un foncteur sous-inductif de H'(S', p) vers H'(S).-
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Supposons maintenant F' K F \ on a p' ( F' ) C p'( F ) et p'( F' ) < p' ( F ) d'après ce qui 
précède, c'est-à-dire p'( F' ) '< p'( F ). Soient H' '< H et H" '< H , où H', H" et H 
appartiennent à H' ( S' > P ) . On a : 

Comme 

admet p ( H )p ( a( H' ))p ( a ( H" )) pour base, on a p( H' nH" ) - p( H' ) np ( H" ) . Ceci 
achève la démonstration. 
COROLLAIRE 1. Si p est un foncteur sous-inductif strict, alors p' est un foncteur 
sous-inductif strict de H'( S', p ) vers H'(S) (resp. de H'(S', p ) vers H'(S)). 
DÉMONSTRATION. Soit F' < F , où F et F' appartiennent à H' ( S', p ) et p' ( F ) = p' (F' ). 
Pour tout /' 6 F', il existe une sous-classe A de F et f € F tels que 

où 
D'après la proposition 1, la restriction de p à cp' ( & ( F ) ) est un isomorphisme sur 
p ( y ' ( a ( F ) ) ) ; comme a ( f' ) 6 cp' ( a ( F ) ) , on a : 

(F) et 
d'où F' a< F. Etant donné que F' est saturé par induction dans F,p( a( F' )) est saturé 
par induction dans p(a( F )) et p( F' ) - p( F )p( a( F' )) est saturé par induction dans 
p(F). Comme p( F' ) est une base de la partie sous-inductive faible P'(F'), on en 
déduit p(F')-p(F). La restriction de p à afFjet afF'J étant une bijectionsur 
p(a(F)) et sur p(a(F')) resp., on a donc a(F ) = a(Ff ), F = F a(F' ) ~ F'. 
COROLLAIRE 2. La restriction de p' à Ij(S',p) est un foncteur sous-inductif de 
If(S' > P ) vers lj( S )> qui applique T(S' ) dans T(S) (corollaire 3 proposition 2 ). 

En effet, pour tout F € I j( S', p ) la classe p(F) est compatible dans S et la 
sous-classe inductive faible p'( F) qu'elle engendre appartient à Ij(S).-Si F est une 
paratopologie sur /€5"', alors p(F), et par suite p'(F)y admettent p(f) pour plus 
grand élément, donc p'( F) eT(S). 
THÉORÈME 2. Soit ( S, p, S' ) une espèce de structures sous-préinductive au-dessus 
de S, où S' est un groupoide sous-inductif; soit encore p l'application qui associe à 
F€H'(S',p) la classe p( F); alors ( H'(S ), p, W( S', p ) ) est une espèce de struc
tures sous-préinductive et p est un étalement de H'( S', p ) dans H'(S). 
DÉMONSTRATION. Soit A une sous-classe de F telle que p(A) admette un p(f)-
agrégat g dans S, où / € F. Comme p définit un isomorphisme de a( F ) sur p( a( F)), 
la classe A est majorée par / et admet un f-agrégat b dans F tel que p( b) - g, d'où 
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g €p( F) etp(F)€H'(S). La démonstration du théorème 1 montre que p est un fonc
teur sous-inductif strict de H'( S', p ) vers H'(S ), l'axiome (D) dans S n'étant utilisé 
que pour passer de p(F) à p'( F ) .-Soient feF et /' 6 F tels que p(f)-p(f)\ 
d'après la proposition 1, on a a( f ) = a(f ), d'où / = /'; par suite la restriction de p 
à F est un isomorphisme sur p( F) .-'Soit H € H'( S'. P )Q tel que p(H)- *(p(F)); 
soit G la classe des éléments g e S' tels que p( g) € p( F ) et a( g ) € a( H ). Puisque 
la restriction de p à H est une bijection rr sur p( H) et qu'à tout couple ( p(f), CL (h)) , 
où / e F, h e H et CL (p( f )) ~ p(<x( h )), correspond un et un seul g eÇt la restriction 
de p à G est un isomorphisme sur p( F) et on a un isomorphisme 77 associant à fS(g) 
l'élément J3( f) tel que p( f) - p( g). Pour tout e € /3( G ) et tout e' € &ï G) l'élément 
e" = 7r"1( Tr( e )TT( e' )) est l'intersection de e1 et de e dans /3(G); comme e" < e'e , 
on a 

p ( e" )< p ( e'e ) < p( e) p( ef ), 
d'où e" = e'e €fi(G) et G'1 G = G"1. G = H; 
on en déduit que GH — G est un atlas faible complet tel que a( G) — H > Cet atlas est 
déterminé d'une manière unique par la donnée de H et de p(F), et (H' (S), p , H' (S',p)) 
est une espèce de structures sous-préinductive,-Soit K'm<p(H), où H €H'(S"tp): 
puisque la restriction de p à H est un isomorphisme sur p( H )> la sous-classe de H 
formée des éléments k tels que p(k) e K' est saturée par induction dans H, donc 
K e H'(S' ,p) et K K H . Ainsi p est un étalement de H'(S' ,p) sur H'(S). 
COROLLAIRE. La restriction de p à l j( S', p ) est un étalement de l j( S1, p ) dans 
îf(S), qui étale T(S') (resp. S' ) dans T(S). 

En effet, comme lj( S', p ) est saturé par induction dans H' ( S', p ) , le théorème 
entraîne que p étale Ij(S',p) dans Ij( S ) .-Pour tout T € T( S' ), on a T € Ij( S', p ) 
et p(T) est une paratopologie sur p(t); soit T' *<p(T) une paratopologie sur tf et 
F' € /j( S', p ) la sous-classe telle que T' - p' ( F' ) . Alors F' est une paratopologie 
sur /', si p( f ) — t' . Puisque S' est saturé par induction dans T( S' )1 p étale aussi 
5' dans T(S). 

Remarquons que, si S' n'est pas sous-inductif, p peut ne pas étaler S' dans 
T(S) . On a toutefois : 
THÉORÈME 3. Soient ( S, p, S' ) une espèce de structures sous-préinductive étalée 
au-dessus de S et p' l'application qui associe la classe p(F) à F € H'(S', p ); alors 
p' est un étalement de H'(S',p) (resp. de H'(Sr,p)) dans H'(S) (resp. dans H'(S)). 
DÉMONSTRATION. Soit g le p( f)- agrégat de p(A), où A est une sous-classe de 
F 6 H' (S', p) et où /6 F. Puisque p est un étalement, il existe f e F tel que p(f)~ g, 
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et on a /' = (j A ; donc g €p( F) et p( F) est identique à la partie sous-inductive 
faible p'( F ) engendrée par p( F). Ainsi p* ( F) € H'( S ) . Une démonstration analogue 
à celle du théorème 2 et de son corollaire montre que ( H' ( S ), p*, H' ( S', p ) ) est une 
espèce de structures sous-préinductive et que p' est un étalement de H'( S', p ) dans 
H'(S). - Soient H 6H'(S',p)0 et K' £ H' ( S ), tel que K' < p(H ). La classe cp'C H) 
appartient à H'( S' ,p) et est isomorphe à p( cp( // )); comme on a p( cp'f h )) =<fY p( h)) 
pour tout h £ H , on aura aussi p'( q>'( H )) = <$( p'( H )) , et p' est un isomorphisme de 
y'( H) sur q(p(H)). Il en résulte que la classe K formée des k €q*'(H) vérifiant 
p(k) 6 K' appartient à H'(S, p ) et que l'on a 

K = H a( K) = J3( K)H < H et p'( K) = K'. 
THÉORÈME 4. Soient S et S' deux groupoides sous-prélocaux et p un foncteur inductif 
de S' vers S ; alors l'application p qui associe à F € A'( S', p ) la partie sous-inductive 
engendrée par p(F) dans S est un foncteur sous-inductif de A'( S', p ) (resp. de 
À'(S',p)) vers A'(S) (resp. vers A'( S)). 
DEMONSTRATION. Pour tout atlas F € A' ( S', p ), soit F 1 £ H' ( S', p ) la base de F 
construite dans la proposition 3. D'après le théorème 1, p'( F ̂) est un atlas faible 
complet de S et ia partie sous-inductive p'fF^) est un atlas complet contenant 
p(F). Pour tout / €F, il existe une sous-classe A de F1 telle que f 6 (J A; par 
suite p( f ) € \J p( A ) , et p(F ) est une base de p( F 1) - p( F ) .- Soit H € A'(S', p )Q; 
alors H x 6 H' ( S', p )Q et p'(H x) £ H' ( S jD; la partie sous-inductive engendrée par le 
sous-pseudogroupe faible p'( H ̂ ) est un sous-pseudogroupe de S .- Soit G € A' (S' ,p) 
tel que a( G ) = b( F ). La classe G2~G1fi(F1) étant une sous-classe saturée par 
induction de G telle que a( G 2) soit contenu dans cp1 ( j3( F x)) , elle appartient à 
H' ( S', p ) et c' est une base de G . Puisque G 2 F 1 est une base de G © F et que p est 
inductif, on a p( G 2 F i) = p( G © F ). Par ailleurs, p f G j e p ( F ) admet p( G 2 ) p( F 1) 
pour base. Pour tout / e F A et tout g £ G2 , l'élément g/ est défini; on a : 

pfe-; = p(a(g))p(j3(f)), où e = a(g) /3(f), 
d'où p(gf) = p(g)p(f). lien résulte p ( G 2 )p ( F ̂  = p( G 2 F J , et par suite : 

Ainsi p est un foncteur.-Soit F'< F, où F' £A'(5>',pJ; d'après le théorème 4-4 
[ 2 ] , la classe F^ des éléments /' £ F' qui sont majorés par un élément de F1 est un 
atlas faible complet, saturé par induction dans F' ; de plus F^ est une base de F' et 
F' < F. . Comme 

et 
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la restriction de p à a ( F ^ ) et j3( F'x) est compatible avec l'intersection finie. Donc 
F \ e H ' ( S ' , p ) . - Supposons F " < F , et soit F" la classe des éléments /" 6 F " majo
rés par un élément de F ; l'atlas F'O F" admet pour base la classe F'ld(F"1)- F'x f̂ F" 
et p ( F')C\ p ( F " ) admet p ' ( F \ ) n p ' ( F " ) pour base. Puisque 

d'après le théorème 1, on en déduit : 

Ceci prouve que p est un foncteur sous-inductif de A' (S', p ) vers A'( S )On montre 
de même que p est un foncteur sous-inductif de A ' ( S' , p ) vers A'( S ). 
COROLLAIRE l. Si p est inductif strict, p est un foncteur sous-inductif strict de 
A ' ( S', p ) vers A'( S ) et un foncteur inductif strict de A'( S', p ) vers A'( S ), dont la 
restriction à A ' ( S', p )Q est un étalement. 
DÉMONSTRATION. Supposons 

F' < F , F e A ' ( S'.p), F 1 e A ' ( S', p ) et J ( F ) = J ( F ' ) ; 
soient F j et F'j les bases de F et F' considérées dans le théorème. La restriction de 
p à cp' ( a ( F'x)) (resp. à cp' ( a ( F 1 ))) est un isomorphisme sur p ( cp' ( a ( F̂ ))) (resp. 
sur p f cp" ( a f F j_ )))) ; comme ~p( F ' ) = ~p( F ) admet p ( F J et p ( F \ ) pour bases, il en 
résulte 

d'où F' 
Donc p est un foncteur sous-inductif strict.-Soit K X p ( H ), où f/ €A'(S',p)o et 
K € AT 5" J ; désignons par K ' la sous-classe de H formée des k e H tels que p f £ j 6 K . 
Comme K est saturé et saturé par induction dans p(H), la classe K' est saturée, 
saturée par induction dans H , c'est-à-dire K' '< H . De plus, K admettant pour base la 
classe p( H ) a ( K ) , il admet aussi p( K' ) pour base, et par suite p( K' ) = K. 
COROLLAIRE 2. Si p est un étalement de S' dans S, alors p est un étalement de 
A'(S',p) (resp. de Àf( S', p )) dans A' ( S ) (resp. dans À'(S)). 
DÉMONSTRATION. Soient H et H' deux sous-pseudogroupes propres compatibles avec 
p tels que ~ p ( H ) = J(H'), H x € H ' ( S ' , p ) et H \ e H'(S', p ) les bases de H et W 
saturées par induction dans H et H ' . D'après le théorème 3, p ( Hx) est un sous-pseudo
groupe faible; par suite p ( H x) est saturé par induction dans p(H). Soit H2 la sous-
classe de H ^ formée des h tels que p ( h ) e p ( H ' 1 ) et H'2 la sous-classe de H \ formée 
des h ' tels que p ( h ' ) € p ( H 1 ) ; alors H 2 et H'2 sont des sous-groupoides saturés 
par induction de H et H' respectivement, et p( H ) = p( H'2) est saturé par induction 
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dans p(H). Pour tout h £ H1, il existe une sous-classe A' de H'̂  telle que p(h) €{Jp(A'); 
p étant un étalement, il existe une sous-classe A de H admettant h pour sous-agrégat 
et vérifiant p (A) — p (A'). C o m m e A est contenu dans H , on en déduit que H2 €H'(S', p )Q 
est une base de //, et H'z € H'( S', p )Q une base de H'Soit F € A ' ( S', p ) tel que 
a( F ) — H' et soit F 1 £ H' (S', p ) une base saturée par induction de F . La classe F 2 
formée des éléments / £ F 1 tels que a( f ) £ H'2 est saturée par induction dans F, et 
c'est une base de F; d'après le théorème 3, il existe G e H* ( S', p ) pour lequel on a : 

p(G) = p( F 2 ) et afG J = tf2 . 
L a partie sous-inductive G engendrée par G est un atlas complet tel que 

~â{G) -~H 2 = H et f(G ) = J( F ). 
Donc ( A' ( S ), p , A' ( S' , p )) est une espèce de structures et, d'après le corollaire 1 et 
la proposition 7.1, p est un étalement de A' ( S', p ) dans A ' ( S ) .- Soit K < p ( H ); la 
classe K1 des éléments k E K qui sont majorés par un élément de p(H x) est un atlas 
faible complet qui est une base de K saturée par induction dans K, et on a /C 1 < p(H1). 
D'après le théorème 3, il existe K' < H1 avec p(K)~ K' . Le sous-pseudogroupe 
engendré par K' dans 5' admet H 1OL( K' ) pour base; par suite : 

K' = Ha(K'~) = '/3(K')H < H et pVK'j = K. 
Ainsi p est un étalement de A ' C 5', p j vers A '( S ) • 
COROLLAIRE 3. Soz'if p w?2 étalement; alors la restriction de p à I(S',p) étale J(S', p) 
dans l( S ). Si de plus S est prélocal, la sous-classe C( S', p ) de l( S', p ) formée des 
F tels que p( F) € T( S ) est un sous-groupoide saturé par induction de I( S' , p ) que p 
étale dans T( S). 

En effet, la première affirmation résulte du théorème. Si S est prélocal, T( S ) 
est un sous-groupoîde saturé par induction de I( S ); le corollaire s'en déduit. 
REMARQUE. La condition que S soit prélocal est nécessaire dans le corollaire 3 car, 
si S est seulement sous-prélocal, T( S ) n'est pas contenu dans l( S ) . 
DÉFINITION 2. Soient S et S' deux groupoide s sous-préinductifs et p un foncteur sous-
inductif de S' vers S; alors, on appellera sous-classe compatible avec p une sous-
classe compatible B de S' telle que la restriction de p à OL( B ) et /5(B) soit compa
tible avec l'intersection finie. 
PROPOSITION 4. Soient S et S' deux groupoides sous-préinductifs et p un foncteur 
sous-inductif de S' vers S; si B est une sous-classe de S' compatible avec p, alors 
p( B ) est compatible dans S et la restriction de p à B est compatible avec l'inter
section finie. 
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DEMONSTRATION. Soient / €B et g € B ; puisque B est compatible, on a : 

d'où : et 

il en résulte : 

Donc p( B) est compatible. 
PROPOSITION 5. Soit (S,p,S') une espèce de structures sous-préinductive; pour 
qu'une sous-classe B de S' soit compatible avec p, il faut et il suffit que a( B ) soit 
compatible avec p et que p( B ) soit compatible. 
DÉMONSTRATION. Les conditions sont nécessaires d'après la proposition 4. Montrons 
qu'elles sont suffisantes. Soient f €B et g € B ; les relations 

et 
entraînent 

et 
Puisque / n g < J3( g ) f, on trouve : 

c' est-à-dire de même , d'où 
et 

Donc B est compatible avec p. 
COROLLAIRE 1. Pour tout F €H' ( S', p ) tel que p( F ) soit compatible, on a F €lj(S',p); 
si F eA'(S'.p) et J( F) el(S), alors F eI(S',p). 

En effet, la première affirmation est évidente. Si F € A' ( S', p ) et p( F ) 6 K S J, 
il existe une base F 1 e H ' ( S', p ) de F telle que p( F x) € Ij(S ); donc F 1 6 lj( S' ) 
et F eI(S',p). 
COROLLAIRE 2. Supposons que S soit sous-prélocal et que les conditions g ep(S'), 
eep(S') et e<a(g) entraînent geep(S'). Alors ( Ij(S ), p', Ij( S'. p ) ) (resp. 
( l j( S ), p', I j( S', p )} ) est une espèce de structures sous-préinductive (théorème 1). 
DÉMONSTRATION. Soient E e Ij(S' ,p)Q et F e Ij(S', p ) tels que p'( E ) = p'( a( F)). 
Soit G la classe des éléments g e S' tels que p( g ) € p* ( F ) et a(g) e E ; d'après 
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la proposition 5, G est alors une sous-classe compatible avec p . Pour tout e € E , il 
existe f € F avec p ( e ) < a ( p ( f )) ; il en résulte p ( f ) p ( e ) e p ( S' ) \ donc il existe 
g € G tel que 

P(g) = P(f)p(e) et a ( g ) = e , 
c'est-à-dire CL( G) - E . Pour tout g' e G, les relations 

g ^ g ' = g ( a ( g ) a ( g ' )) et p ( g n g ' ) = p ( g ) n p ( g ' ) € p ' ( F ) 
entraînent g n g ' e G . Si A est une sous-classe de G admettant un g - agrégat a, on 
trouve : 

et a ( a ) e E , 
d'où a e G et G € Ij( S', p ). De plus, pour tout & € p' ( F ) , il existe une sous-classe 

de f telle que CL ( k ) € (J p(E'); soit M la sous-classe de G formée des m tels 
que p( m) < k et a ( m) € E' ; puisque 

p( a(M)) = p( Ef ) et p(M)< k, 
ona^£|J/7fMJ,de sorte que p ( G ) est une base de p' ( F ) . Ainsi G €• l j( S', p ) , 
CL ( G ) — E et p' ( G ) — p'( F ) . Le corollaire se déduit alors du corollaire 1, théorème 1. 
DEFINITION 3. Soient S et S' deux groupoides sous-préinductif s, p un foncteur induc
tif de S' vers S ; on dit que S' est complet relativement à p si la restriction de p à 
[j B est une bijection sur [j p(B), pour toute sous-classe B de S' compatible avec 
p. On dira qu'une espèce de structures sous-préinductive ( S, p , S' ) telle que S' soit 

1 complet relativement à p est complète. 
Il résulte de cette définition que si p(B) admet un agrégat dans S, alors B 

admet un agrégat dans S' \ en particulier, si S est préinductif et S' sous-inductif, 
alors S' est inductif. 
PROPOSITION 6. Soient S et S' deux groupoides sous-préinductifs et p un foncteur 
inductif strict de S' dans S. Si, pour tout complexe C €( S' ,p) (corol. 4, prop. 2 ), la 
restriction de p à U C est une bijection sur [j p(C), alors S' est complet relati
vement à p. 

En effet, soit B une sous-classe de S* qui soit compatible avec p ; alors le 
complexe C obtenu en saturant par induction B est compatible avec p d'après la 
proposition 1, et on a 

comme p applique biunivoquement (J C sur (J p(C), p applique aussi biunivoquement 
U B sur jj p( B ) et S' est complet relativement à p . 
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COROLLAIRE. Si S est préinductif et S' local, et si {] C est défini dans S* pour 
toute sous-classe complète C telle que \Jp(C) soit défini, alors S' est complet 
relativement à p. 

En effet, soit C un complexe de S' et C la sous-classe complète qu'il engendre. 
Si / = U P( C' ) » puisque p( C) est base de p( C) , la classe p( C) admet aussi / pour 
agrégat. Comme C est une sous-classe qui est compatible avec p d'après la propo- 1 
sition 1 , j — |J C est défini. C étant contenu dans C, il est majoré par /, et par suite 
admet un agrégat dans le groupoide inductif S' . 
PROPOSITION 7. Soient S, S' et S" des groupoides sous-préinductif s, p et p* des 
foncteurs inductifs stricts de S' vers S et de S" vers S' respectivement. Si S' est 
complet relativement à p et S" complet relativement à p', alors S" est complet rela
tivement à pp'. 
PROPOSITION 8. Soit ( S, p , S' } une espèce de structures sous-préinductive telle que 
p(S' ) soit un sous-groupoide saturé de S ; si { SqI p, S' ) est une espèce de structures 
sous-préinductive complète, ( S, p , S' / est complète. 

En effet, soit C € ( S', p ) et f e [j p ( C ) ; puisque a ( C ) est un complexe et 
que a( f ) € (J p( a( C )) , il existe un et un seul e e [j a( C ) tel que p( e ) = a ( f) . 
Comme p(S') est saturé dans S et que ( S, p, S') est une espèce de structures, il 
existe /' £ S' tel que p ( f ) = / et <x( f ) = e. La classe C admet /'pour sous-agrégat. 
THÉORÈME 5. Soit S un groupoide sous-local ; et soit 6 l'application de T(S) 
dans S qui applique la paratopologie T sur son plus grand élément t. Alors ( S, 0 ,T(S)) 
(th.7- 4 [2]) est une espèce de structures sous-préinductive complète. 
DÉMONSTRATION. Si T est une paratopologie, nous désignons par t son plus grand 
élément. Soit (̂ 2)ze/ est une classe de parato pologies majorée par T €T( S ). On a; 

si i, j € /. 
^ ( Tî i e I admet un 'T - agrégat T', et si on a ti < m< t' pour tout i e l, la paratopo
logie T'a(m) majore T., d'où 

et 

Donc 0 est un foncteur inductif.-La relation T' '< T entraînant que T' est saturé par 
induction dans T, on a T' - T si 6( T ) - 0( T) .- Soient / 6 S et TQ une paratopo
logie sur a( f); la classe /T est l'unique paratopologie sur / telle que a( fTQ) - T. 
Par suite ( S, 9, T ( S ) / est une espèce de structures sous~préinductive sur S. -
Soit C une sous-classe compatible de T( S ) telle qu'il existe t' - (j 9 ( T) ; la sous-
classe inductive faible T' engendrée dans <$(f) par la classe réunion C des sous-

105 



32 C. EHRESMANN 

classes T € C est une paratopologie sur t' dont C est une base. Soit T € C ; pour 
tout T e C , on a 

soient g €T et g' 6 T' ; puisque g' est le f-agrégat d'une sous-classe A de C, on 
obtient 

de sorte que T' est un majorant de C dans 7 (S). Pour tout majorant M de C, T' 
est contenu dans M; par ailleurs, soit m € M; la relation 

entraîne MCL(T' ) — T' ; il en résulte que M majore T', d'où T' £ (J C. 
COROLLAIRE. Soit ( S, p, S' ) une espèce de structures sous-inductive au-dessus de 
S; alors p se décompose canoniquement sous la forme p — 6T, OÙ T désigne l'étale
ment canonique de S' dans T ( S ) (corollaire du théorème 2 ). 
THÉORÈME 6. Soit S un groupoide sous-(pré)inductif et S la sous-classe du groupoide 
produit S X S formée des couples ( f , f ) tels que f < /. Muni de la relation 

( f > / )< ( g' > g) si, et seulement si, f = g et f < g' ou ( f , f ) = ( 0 , 0 ), 
£ est un groupoide (pré)inductif. Soit S* le groupoide S auquel on a ajouté un élément 
0*< 0; alors S* est un groupoide quotient inductif de S le foncteur projection cano
nique 77 étant défini par : 

si f + 0 et 
De plus 7T est un étalement de la classe préinductive S dans S*. 
DÉMONSTRATION. L'intersection de ( f , f ) et de ( g', g ) est (0,0) si / + g et 
( f H g', f ) si f - g - Tout élément de S est contenu dans un élément maximal. Suppo
sons g' . /' défini, où g' 6 S et /' €S; comme 

(g'.g').(f'.r) = r /•.«*./••; 
a g'. f pour image par 77, 5* est un groupoide quotient de £ d'après la proposition 
10-2-1 [ 1].- Si ( f , f ) et (/',/.) sont deux éléments de 77 ( f ) , ces éléments ne sont -l pas comparables dans S. Si f'l< f dans S, pour tout ( f, g) e 77 ( f ), on a 

(f\,g) et (f\,g)<(f',g). 
Il en résulte d'après le théorème 1-1 que £ admet 5"* pour groupoide quotient inductif; 
de plus 77 est un étalement de la classe préinductive 5 dans S*. Mais f5*,77,5J 
peut ne pas être une espèce de structures. 
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COROLLAIRE l. Si S est sous-inductif, toute sous-classe de S compatible avec n 
admet un agrégat dans 

En effet, pour qu'une sous-classe B de S soit une classe compatible avec nr 
il faut et il suffit que B soit majorée par ( b', b ) €S. La classe B admettant un b-
agrégat b dans 5, on a: |J B - ( b, b ) dans S. 
COROLLAIRE 2. Soit ( S, p, S' ) une espèce de structures sous-préinductive Cpresque) 
au-dessus de S ; alors ( S, p A P > £' ) > °ù P Kp est une restriction de p X p, est 
une espèce de structures préinductive (presque1) au-dessus de g. Si S' est sous-inductif 
et p inductif, est complet relativement à p A P • Si p est un étalement de S' dans 
S Cet si S' est complet relativement à p*), php est un étalement de S* dans S (*et 
S' est complet relativement à p h p'J. 
DÉMONSTRATION. La première affirmation est évidente. Soit p un étalement; pour 
tout ( h', h ) < p X p( f, f ) on a h - p( f) et h' < p( f ); par suite il existe /' < /' 
tel que p( f'x) = b' et 

(P X P)((f\.f)) = (h',p(f)) = (h',h). 
Ainsi p A P est un étalement.-Soit C une sous-classe de S' qui soit compatible avec 
p A P et dont l'image par p A P admette un agrégat; soient ( /J., f.) € C et ( f'., f.) e C; 
comme p( /J = p( f.) et 

(P(f,i)̂ p(rj),p(fi)) = PhP((f'i,fi)n(f'i,fj)) , 
on trouve 

/,• = /,• et p(ri)np(f'.) = p(r.nft.). 
Si 5' est sous-inductif, la classe B des f\ tels que ( f̂, /\) eC admet un f̂ -agrégat 
b', d'où ( b', f'.) = (J C. Si p est un étalement et si 5' est complet relativement à p, 
la classe B est une sous-classe qui est compatible avec p et dont la projection admet 
un p( f/) - agrégat a , de sorte qu'il existe £5' tel que 

p( a' ) ~ a et a' = (J B ; 
donc S' est complet relativement à p A £ • 
PROPOSITION 9. 5oz7 5 groupoide local, S' un groupoide sous-préinductif et p un 
foncteur sous-inductif de S' vers S. La classe C(S',p) des complexes C e(S',p) 
tels qu'il existe (J p ( C ) dans S est un sous-groupoide saturé par induction de ( S', p) 
complet relativement au foncteur inductif K qui associe (J p( C ) à C. 
DÉMONSTRATION. Soit CeC(S',p). Si C'.C est défini, où C'eC(S',p), on a 

K(C').K(C)= \jp(C').\jp(C)= l)p(C').p(C)= \Jp(C'.C), 
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d'où C'.C€C(S',p) et K(C').K( C) - K( C'.C). Soit C1eC(S',p) tel que 
C1C C. La classe p ( C ̂ ) étant majorée par K ( C) admet un agrégat et par suite 
C , e C f S ' J j . Soit Cn C C , où C „ e C( S', p ) ; on a C , n C „ = C 1 a f C 0 ) , donc 

Ainsi /< est un foncteur sous-inductif. Soit (Cz-)z-ej une sous-classe de C(S',p) 
qui est compatible avec /< et telle que A = [j K ( C •) soit défini; d'après la propo
sition 1, Dour tout c € C . et tout c' e C •, où i, j € I, on a 

c'est-à-dire p(c)np(c' ) — p( c c\c' ); la classe des éléments c e C\, où i €l étant 
compatible, elle engendre un complexe C tel que K ( C ) — a. On a C = (J C-, de 
sorte que C( S', p ) est complet relativement à /< . 
REMARQUE. Si de plus ( S, p, S' ) est une espèce de structures sous-préinductive, 
alors ( S , K, C( Sf, p )) est une espèce de structures. Mais en général. K n'est pas 
inductif strict; en effet, supposons p inductif et soient f et g deux éléments de S' 
admettant un sous-agrégat h; le complexe F engendré par f et g appartient à C( S' ,p ) 
et on a K( F ) = p( b ) = K ( h>). 
THÉORÈME 7 (Théorème de complétion). Soit ( S, p, S' } une espèce de structures 
locale au-dessus de S; soit ( S!, p ) la sous-classe de C ( S', p ) formée des sous-
classes complètes (corollaire 3 du théorème 4); alors (s,&p,(S',p)) est une espèce 
de structures locale complète, qui est un élargissement inductif de \ S, p , Sf / déter
miné à une équivalence près par la condition (A) suivante : 

(A) Pour toute espèce de structures locale complète ( S, q, £ ' ) telle que S' 
soit une base de S ' et que la restriction de q à S' soit p . il existe une et une seule 
application covariante inductive \ ld̂ , cr q ) de ( S, 0 p , ( S', p j) sur \ S , q, S ' } , 
telle que la restriction de CTq à S'q soit l'identité et que q (Jq soit une restriction de 6p. 
DÉMONSTRATION. Un élément de ( S', p) est une sous-classe complète C de S'y 
compatible avec p et telle que p(C)eT(S), c'est-à-dire que 6p(C)= (J p ( C ) 
soit défini. Le groupoi'de ( S', p ) est saturé par induction dans l(S',p)t car S est 
local. O n peut se ramener au cas où p est un étalement en appliquant, si besoin 
est, la décomposition canonique du corollaire du théorème 5, puisque ( S', p ) — (S', r), 
et que T(T( S)) est complet relativement à sa projection canonique sur T( S), et par 
suite relativement à 66% .- Il résulte du corollaire 3 du théorème 4 que la restriction 
de p à ( S', p ) est un étalement dans T ( S ) et que \T(S),p,(S',p)) est une 
espèce de structures locale; aussi ( S , 6 p , ( S', p ) ) est-elle une espèce de structures 
locale. C o m m e S' est une base de ( S', p ) saturée par induction et que p est la res-

1 
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triction de 6 p à S', on a : ( S, p , S') * { S , 6 p , ( S', p )) .- Soit A une partie de 
( S', p ) compatible relativement à p telle que (J (0p( A )) soit défini. D'après la propo
sition 1, la classe des minorants dans ( S', p ) des éléments de A est compatible, de 
sorte que, si c e C , c' € C \ C € A et C e A , on a 

p(c>) np(c' >) = p(c>nc'>); 
c'est-à-dire la classe des éléments c € C, C €A est compatible dans S'. Donc elle 
engendre une sous-classe complète A telle que 

ôJÇA) = & ~p( A ) et Â = [j A dans (!' ,p ). 
Par conséquent ( S, 0 p , ( S', p ) ) est une espèce de structures complète .-Soit 
\S,q,yE/) une espèce de structures locale complète au-dessus de S telle que S ' 
soit une base de X'. Pour tout C e(S',p)y la classe des éléments c e C est une 
classe compatible dans 5' et [j p ( C ) existe; il en résulte que C est complète rela
tivement à q ; par suite elle admet un agrégat F dans X' tel que q(P) — (J p ( C ) . 
Soit cr l'application C -> F de ( S', p ) dans X,„ Pour tout F la sous-classe 
complète engendrée dans 5' par les éléments / € S ' , / < F , est appliquée par cr sur 
F . Soient C € ( S' , p ) et C 6 (S', p ) tels que C C J = b ( C ) ; puisque C© C admet 
C . C pour base et que X 7 est local, on a 

o-f C'eCJ = orf C ) . c r ( C ) . 
Ceci montre que cr est un foncteur, dont la restriction à S' est l'identité; de plus a 
est un étalement de la classe locale ( S ' , p ) sur X '. Autrement dit, ( Id̂  , cr̂  ) vérifie 
la condition (A), en désignant par cr• la restriction de cr à .- Inversement soit 
( S , p ̂, S'j ) une espèce de structures locale complète vérifiant la condition (A) rela
tivement à une application covariante ( Idç^a^/ ; celle-ci détermine un unique foncteur 
inductif cr' de 5̂  sur ( S', p ) se réduisant à l'identité sur 5"' et admettant cro' pour 
restriction à Ĉ '1)0 (prop. 11-1). Soit /' € S'̂  on a /' = [J F, où F est une sous-
classe de 5"'. Par hypothèse cr ' ( f ) est une sous-classe complète contenant F et on a 
c ' ( f ) = \J cr ' ( F ) , de sorte que cr ' ( f ) est la sous-classe complète engendrée par 
F dans S' et, d'après ce qui précède, cr(cr'( f )) = /'. De même CT'CT— \d, donc cr ' 
est une équivalence.-Remarquons que la condition (A) entraîne que S' est saturé par 
induction dans S'. 
COROLLAIRE. S' es£ zm groupoide quotient inductif de ( S', p ). 

Démonstration analogue à celle du corollaire du théorème 2-5 [2]. 
DÉFINITION 4. Avec les notations du théorème 7, l'espèce de structures \ S, 6p,(S*,pj) 
est appelée la complétion de ( S', p, S ) ou la complétion de S' relativement à p. 

1 

2 
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THÉORÈME 8 (Théorème d'élargissement complet). Soit \ S, p, S' ) une espèce de 
structures locale au-dessus de S et soit ( S, p ̂, S\) l'élargissement maximal ( thé. 
2 - 2 - ÏII [ 1 ] ) de ( S, dp, (S',p )). La complétion de l'espèce de structures locale 
(stpltS\) est un élargissement inductif ( S, 6 ~p v ( J\, p 1 ) > de ( s , p , S' / . Une 
structure s de cet élargissement s'identifie à un atlas faible complet F saturé par 
induction tel que s - \J f3( F) et que a( F) soit une composante inductive faible de 
S'. 

Ce théorème résulte des théorèmes 7 , 4 • 2 et du corollaire 2, proposition 5 • 2. 
L'atlas F est la classe des couples ( f, s) £ S X S'o tels que 

a( f) = p( s) et ( f,s)S' <s . 
DÉFINITION 5. Avec les notations du théorème 8, l'espèce de structures complète 
\ S, &1p 1, ( S\, p 1 ) ) est appelée élargissement complet de \ S , p , S' ) . 
THÉORÈME 9 (Transitivité verticale). Soit ( S, p, S' ) et { S', p', S" ) deux espèces 
de structures locales où ( S', p', S" ) est une espèce de superstructures locale au-
dessus de \ S,p,S') ; soient {(S',p) ,q', S", p" )) et( S,q , ( S',p)) les complé
tions de \( S',p) ,p', S") et de (S, p, S'). Alors la complétion de(S, pp',S") 
est identique à ( S, qq', ( S" , p" ) ) . 
DÉMONSTRATION. Soit C" c(S",p"); la classe p ' ( C ) admettant un agrégat C 
dans (S', p ), elle engendre la sous-classe complète C et on a jj pp' ( C" ) = [j q ( C), 
d'où C" £( S", pp' ).-Inversement, soit C" £ ( S", pp' ); pour tout c £ C" et tout c' £ C", 
les relations 

pp'f c ne' ) = pp'(c ) npp'(c' ), p' ( c ne' ) < p'( c) n p'( c' ) 
et p( p'( c ne' ))< p( p' ( c ) n p ( c' ))< pp'( c ) n p p ' ( c' ) 
entraînent p ( p' ( c ) n p' ( c' )) = pp' ( c ) n pp' ( c' ) - pp' ( c n c' ) , 
d'où p' (C") £(S',p) . Comme p est inductif strict, il en résulte p'(c)np' (c') = p'(c ne') 
de sorte que C" est aussi compatible avec p' ; par suite C" £ ( S", p" ). Ceci montre 
que (J", p") = ("S",pp'). 
COROLLAIRE. Si ( S'̂, p'̂ , S "^ et ( S, p S'̂ ) sont les élargissements complets de 
{ S'lf p', S" ) et ( S, p, S' ) , alors l'élargissement complet de { S, pp', S" ) est équi
valent à l'espèce de structures complète \ S, p'̂ p ̂, S . 

Ce corollaire résulte du théorème 3- 2-III [ 1 ] et admet des corollaires analogues. 
Si F est un atlas faible complet d'un groupoîde sous-préinductif S', soit ? le 

sous-groupoîde de S' X I X I, où / est une classe, engendré par la classe ( F,(2, 1)), 
où 2 £ / et 1 £ / (cor. 2 prop. 3" 3 [2] ). 

1+ 
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PROPOSITION 10, Soient S et S' deux groupoides sous-préinductif s, F un atlas faible 
complet de S' et q un foncteur inductif de a( F ) vers S; si q est une application de 
F dans S telle que l'on ait, pour tout f € F et tout f € F 

si est défini, 

alors il existe un foncteur inductif q' de J vers S prolongeant q X Id X Id et dont la 
restriction à ( b{ F ) , ( 2 , 2 )) est un foncteur inductif. De plus ( F A 2, 1 )) est compa
tible avec q'. 
DÉMONSTRAïION. P OUr tout f € F , on a 

Soit e e a( F ), e < a( f); la relation f"l( fe) - e entraîne 
d'où 

puisque q( fe ) < q ( f). •• Soit h 6a(F). Soit fth défini; de l'égalité /" ( f . h ) — h 
on déduit : 

et 
comme et 

il en résulte q(fth) - q( f).q(h). Par ailleurs si j3(b)a( f) est défini, on a 

d'après ce qui précède. Soient /', / et des éléments de F tels que f f"1 = f\f\l 
ou encore /' f'1 f - f a ( f ) ; on a : 

par suite 
de m ê m e : 
donc : 
-Il s'ensuit qu'on définit une application q' de 3" dans S en posant : 

si (j, i) = (2, 1), 
si (j, i) = (1, 1), 
si (j, i) = (1,2), 

si T/. i) = (2, 2) et 
où / £ F, f e F. 

Soient (g', (k, j' )) e ï et ( g, ( j, i )) e ï. La définition de q' entraîne 
q'(g' ,(k,j))q'( g,(j,i)) = q'(g'gt(kti)) 
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si (j, i)+( 2,2) . Supposons (j,i) = (2,2), il existe f 6 F et f € F tels que g = f f'1 ; 
si k - 1 , on a g' 6 F"1 et : 

si k - 2 , c'est-à-dire si g' = f'̂  f~̂  e b( F), on trouve g'g - (g' f ) f'1, d'où 

Donc q' est un foncteur sous-inductif, ainsi que sa restriction à (b(F), (2,2)) . -Soit 
(A, (2, 2)) une sous-classe de /0(3") admettant un sous-agrégat c€(/3(F),(2,2)). 
Il existe / e F tel que c-(/3(f),(2,2)). La classe A f étant majorée par /, on a: 

où e = a( f ), ce qui a pour conséquence : 

et par suite : 

D'après la proposition 4-1, q' est donc un foncteur inductif et, en vertu de la propo
sition 2, ( F, (2 , 1 )) est compatible avec qr. 
COROLLAIRE l. Si F €. H'( S') et si la restriction de q à d( a( F)) est une bijection 
sur une sous-classe inductive faible Vq de S , alors la restriction de q' à ( /3 ( F ), (2,2)} 
est une injection et q( F) est un atlas faible complet tel que a( q( F )) — q( a( F)). 
DEMONSTRATION. Nous désignerons par q' le foncteur g -> q' ( g , ( 2 , 2 )) de b( F ) 
vers 5 Soient / 6 F et e 6 f3( F ) tels que q' ( j3( f )) = q' ( e ) ; on a 

d'où 
ce qui entraîne a( f ) — a( ef ) et e = /3( /j.-Soit E' une sous-classe de q'( f3( F)) 
majorée par e' €q'(f3( F)); il existe une sous-classe E' de j3( F ) et e € /3 ( F ) tels 
que E' — q' ( E' ), ê' = q' ( e ) et E' < e, car F est propre et que la restriction de q' 
à fi(F) est une bijection compatible avec l'intersection finie. Soit e — /3(f), où 
/ £ F, et supposons que E' admette un ê' - agrégat b dans 5". La classe E' q( f) admet 
b q( f) = g pour q ( j') - agrégat «t on a 
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Par suite il existe a € a( F) tel que q(a ) — a(g); comme fa e F, on a : 
d'où 

et b €q'(/3(F)). Donc q'(/3(F)) est une sous-classe inductive faible.-Soit le 
sous-pseudogroupe faible de S X ( I X I ) engendré par ( q( F ), ( 2, 1 )) ; d'après ce qui 
précède, §q est formé de (T (I,iJJ et de ( q' ( j3( F )), ( 2 , 2 )). L'application 

(g.(7.i))-*(q'(g),(j.i)) 
de J dans § est un foncteur inductif, qui étale 5F dans §; il résulte du théorème 3 
que ( q ( F ), ( 2 , I )) est un atlas faible complet de S tel que 

Par conséquent q( F ) est un atlas faible complet de S et a(q(F))- q(a(F)). 
COROLLAIRE 2- Si S est un groupofde local complet et si q ̂  est un foncteur inductif 
de a( F ) vers S prolongeant q, le foncteur q' construit dans la proposition peut être 
prolongé en un foncteur inductif q'̂  de 3" vers S, dont la restriction à ( a( F ), ( 1 , 1 )) 
soit q x Id X Id, en désignant par ï le sous-pseudogroupe de S X I X I engendré par 
J . 
DÉMONSTRATION. J est la classe réunion de (F ,(2,1)), ( F"1, (I , 2)), (a(F),( 1, 1 )) 
et (Ï(F),(2,2)). Soit (h,(j, i)) €% et soit (A,(j, i )) la classe des (f,(j. i )) € ? 
tels que f<h; la classe A admet h pour sous-agrégat; la classe q(A) étant compa
tible dans 5", elle admet un agrégat a\ nous poserons q'̂( h, ( j, i )) = a ; on a : 

Si A' est une sous-classe de A admettant h pour sous-agrégat, la classe q( A') est h majorée par a ; comme a( (J A' ) — a( h), on a: 

d'où q\{ |J (A',(j, i)) = q\( h, (j, i )), où h = (b , ( j ,i ))Soient (h',(k,j))€$ et 1 
B - ( B , ( k, j)) la classe des ( b, ( k , j )) e ? tels que b < h'. La classe B admet h' 
pour sous-agrégat et h'h = ( h'h ,( k, i )) eï est un sous-agrégat de B . A où A = (A , ( j, i)). 
Par suite 

Donc q̂  est un foncteur inductif de 7 vers S prolongeant q'. 
COROLLAIRE 3. Soit F € H'( S') et G un atlas complet de S contenant q( F ), tel que 
q(a(F))-a(G) et que la restriction de q à a( a( F)) soit une injection sur une 
sous-classe inductive faible, base de a(G). Si jB( G ) - f3( q( F)) (resp. si S est 
sous-prélocal et si )3( G) et f3( q( F)) admettent un même sous-agrégat), alors q( F) 
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est une base de G et q'( b( F)) une base de b( G ) . 
DÉMONSTRATION. q( F ) est un atlas faible complet tel que a( q( F )) = q( a( F ) ) f 
d'après le corollaire 1; soit F' l'atlas complet qu'il engendre dans S . On a : 

de plus 
d'où F' = j3( F' ) G. -Supposons f3(G) = fi( q ( F )) = j3( F' ) ; soient g€G et /' e F' 
tels que ga( f ) soit défini. La relation 

1 entraîne F' = Ga(F'); par suite F' #< G et F' = G.-De plus, b(G) = b(F') admet 
:b( q( F x)) pour base, où est une base de F appartenant à H'(S'). Comme q est 
une bijection de a( a( F)) sur une base de a(G), si h — q( f\)q( f\)~^ est défini, où 
/. e F , et /' e F ,, on a 

Il en résulte que q'( b( F)) est une base de 6f G ).-Supposons S sous-prélocal et 
\ \ fi(G)— Il B( q( F )). Soit g € G; en appliquant l'axiome D, on obtient 

Si fi(q( f))g est défini, où / € F, on a p(q( f ))g e jB( F' )G - F' ; par conséquent 
et 

On est ainsi ramené au cas précédent, ce qui achève la démonstration. 
DEFINITION 6. Soient S et S' deux groupoides sous-préinductif s, F et G deux atlas 
complets de S' et S respectivement et q un foncteur inductif de a( F) vers a(G); on 
dit que G est associé à F si l'on s'est donné une application q de F sur une base 
de G telle que, si f 6 F, f 6 F et si f"1 f est défini, on ait : 

THÉORÈME 1.0. Soit S' un groupoide sous-préinductif et S' un élargissement inductif 
de S' qui soit aussi un élargissement de S' ; soit q un foncteur inductif de Sf vers un 
groupoide sous-préinductif S dont la restriction à S'o soit une bijection sur Sq; alors 
il existe un élargissement inductif S de S qui est un groupoide quotient inductif de S' 
relativement à un foncteur inductif q dont la restriction à S' est q. 
DÉMONSTRATION. Soit K1 un foncteur inductif pour lequel S' est une extension ines
sentielle de 5"' (proposition 4-2-III [ 1 ]) et posons p = q K1 . D'après la proposition 
8-l-III [ 1 ] et le corollaire de la proposition 4- 2-III [ 1 ] , l'image canonique de S' 
dans p*( S ) est un élargissement de S (lequel est identifié à q*( S)) et q se prolonge 
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en un foncteur q de S ' vers S tel que q soit une bijection. On a 

De plus S est un groupoide sous-préinductif pour la relation d'ordre induite sur S par 
la classe ordonnée produit S' x S' X 5". Comme S' est saturé par induction dans S' , 
la classe S est saturée par induction dans S, de sorte que l'on a S <• S. q est évidem
ment inductif.- Soit k < k' dans S* et k" e S' tel que q( k' ) - q(k" ), i.e. 

Posons k , = k" a( k' ); on a : 

et 
Donc les conditions du théorème 1 . 1 sont vérifiées et S est un groupoi'de quotient induc
tif de J'. 
THÉORÈME il. Soient S et S' deux groupoides locaux. Soit q un joncteur inductif de 
S' vers S dont la restriction à S'Q soit une bijection sur So. Si S' est un élargis sè
ment inductif de S', il existe un élargissement inductif S de S, défini à un isomor
phisme près, qui soit un groupoide quotient inductif de S' relativement à un foncteur 
inductif q prolongeant q et dont la restriction à S' soit une bijection. 
DÉMONSTRATION. Il existe un élargissement S' de S', base de S*. D'après la prop. 
3.2 , ce S' est un groupoide local; on peut lui appliquer le théorème 10, dont nous 
reprenons les notations. D'après le corollaire de la proposition 2 -2, K' se prolonge en 
un foncteur inductif KX de S' sur S' . Soit 5" l'image canonique de S' dans p*f S ) , où 
p ~ q K1 . L'application q : 

où k £ S ' 
définit un foncteur inductif q de S ' sur S prolongeant q . Puisque S * est une base de 
S' , pour tout k' e S ' il existe A C S ' tel que k ' - (J A , de sorte que l'on trouve : 

où 
ainsi 5" est une base de S et 5" < S . On voit comme dans la démonstration du théorème 
10 que q définit S comme groupoi'de quotient inductif de S'.- Soit S1 un autre élargis
sement inductif de S et q ^ un foncteur inductif de 5' sur S ̂  vérifiant les conditions 
de l'énoncé. Soit k e 5' et k' e S ' tels que q ( k ) = q ( k ' ) . On a : 

et 

car la restriction de q 1 à S'0 est bijective. Par suite, il existe h € S tel que 1< 
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1 

2 + 

et 
Il en résulte : 

d'où q(k) = q(k'). Il s'ensuit que l'application q1(k)-*q(k) définit une équiva
lence de S 1 sur S.. 
COROLLAIRE. Si S' est un sous-pseudogroupe d'un groupoide local S", il existe un 
élargissement inductif canonique S de S vérifiant la condition : si F est un atlas 
complet de S" tel que a( F ) '< S' et qu'il existe (J j3( F), alors il existe un atlas 
complet de S associé à F par une application prolongeant q, 
DÉMONSTRATION. Soit S' l'élargissement complet de S' au-dessus de S", qui est 
(th. 8) la complétion au-dessus de S" du groupoTde quotient de CL*( S ), où CL désigne la 
restriction de a à S" .S'o> par la relation d'équivalence p: 

( k , m', m ) ̂  ( k' , m'̂ , m ̂ ) si, et seulement si, il existe g € Sy et g' 6 Sy 
tels due m . — m . p . m'. — m' * P' et k . p — p' k' . 

Soit / la projection canonique 
( k , m', m ) mod p -> m' .k .m 

de S1 vers 5"". Soit F la classe des éléments 
/ = ( a( f ), f, a( f))modp où f e F. 

Si f e F, f e F et /3( f) = fi(f'), on a f"1. /' e S', d'où ,6( f) = S( f ). L'application 
f -* f est une bijection de F sur F et F est un atlas complet de 5' tel que a (F )= a( F). 
C o m m e la restriction de / à j3(F ) est une bijection sur f3( F) et qu'il existe [j j3( F ) 
il existe aussi [j j3( F ) -~- e dans l'élargissement complet S',- de sorte que F est 
l'atlas qui détermine la structure e (théorème S ) . Soit S l'élargissement inductif 
de 5" construit dans le théorème 11, et q le foncteur de S' vers S prolongeant q. 
D'après le théorème 4, <?( F ) est base d'un atlas complet G de S et, en vertu de la 
proposition 2 et de la définition 6, G est associé à F par la restriction de q à F , Il 
en résulte que G est aussi associé à F par l'application f-* q(f). 
REMARQUE. Un atlas complet F peut être considéré comme une structure sur /3( F). 
L e corollaire du théorème 11 permet ainsi d'associer à la classe S'Q la classe des atlas 
complets G — q{ F ) , où F désigne un des atlas déterminant une unité de S', ou, ce 
qui revient au même, une classe de structures sur fi(G); elle peut être appelée la 
classe de structures associée à S' . 

o 
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APPENDICE 
«Guide des catégories ordonnées» 

par Charles Ehresmann 

Les catégories ordonnées et les espèces de structures ordonnées entrent comme 
cas particulier dans la théorie générale des catégories structurées et des espèces de 
structures structurées exposée dans [ 5] ,[7] et [ 10 a] . Plusieurs de nos travaux étant 
consacrés partiellement ([1], [ 3], [5],[6], [7], [12]) ou entièrement ([2], [4], 
[8] et [9]) à l'étude des catégories ordonnées, il pourrait être utile de guider le coura
geux lecteur à travers ces quelque 700 pages. Nous allons donc donner : un bref som
maire de chacun de ces travaux; un index des notions et des problèmes qu'ils abordent 
(avec les changements de terminologie que nous avons été conduits à faire); enfin quel
ques remarques. L'article «Espèces de structures sous-inductives» précédant cet Appen
dice sera désigné par ESS. 
I . Sommaire. 

Les articles précédemment cités peuvent être groupés en trois classes : 
1) Premiers articles sur les groupoîdes et catégories inductives, antérieurs à la notion 
de catégorie structurée générale : 

a) [ 3] est l'article le plus ancien ( 1957) et les mémoires [ 2] ,[4] et [ESS] en 
sont des développements ou des généralisations. Il contient la définition des groupoîdes 
inductifs et des espèces de structures inductives et locales, pour lesquelles est énoncé 
le théorème d'élargissement complet; un cas particulier de catégories d'homomorphismes 
inductives y est considéré. 

b) [4] étudie les groupoîdes inductifs, les catégories i ( i \ i n ) - structurées 
(appelées inductives dans [4]) et les catégories inductives régulières. Les principaux 
résultats sont les suivants : caractérisât!on d'un groupoide inductif par les propriétés de 
la pseudomultiplication; catégories des filtres et des jets locaux associées à une caté
gorie inductive suprarégulière au-dessus d'une autre. 

c) [2] et [ESS] étendent aux groupoîdes sous-préinductifs et aux espèces de 
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structures sous-préinductives au-dessus d'un groupoîde sous-préinductif les théorèmes 
donnés dans [4] dans le cas inductif régulier. Ces articles, dont la fin de [0] est un 
résumé, contiennent essentiellement l'étude des groupoîdes des atlas faibles complets 
et des atlas complets, notions qui généralisent les atlas considérés dans [ 3] (lesquels 
sont les atlas complets F d'un groupoîde inductif 5" tels que a( F) soit saturé dans S 
et que j3( F ) admette un agrégat). Les théorèmes de complétion et de complétion rela
tive d'un groupoîde prélocal sont obtenus à partir de sous-groupoîdes des groupoîdes des 
atlas complets. 
2 ) Articles contenant des résultats sur les catégories ordonnées obtenus en appliquant 

la théorie générale des catégories structurées : 
a) [5] définit les catégories ordonnées et inductives et discute la question des 

groupoîdes fonctoriellement ordonnés et inductifs. A une catégorie ordonnée ou inductive 
est associée la catégorie ordonnée des homomorphismes locaux et la catégorie ordonnée 
ou inductive des quatuors. 

b) Les catégories complètement régulières a çauche, sous-préinductives et sous-
inductives sont définies dans [6]; elles y sont appliquées au problème de la recherche 
des p- injections relatives à un foncteur fidèle p ordonné, sous-préinductif ou sous-
inductif. 

c) Comme application de la théorie des structures quotient, nous étudions [7] 
les structures quotient d'une classe ordonnée, sous-préinductive ou sous-inductive et 
nous obtenons des théorèmes de passage au quotient pour les catégories et groupoi'des 
ordonnés, sous-préinductifs ou inductifs. De plus les théorèmes de complétion des grou
poîdes prélocaux obtenus dans [ 2] sont énoncés sous forme de solution d'un problème 
universel. 
3 ) Mémoires récents sur les catégories ordonnées : 

a) Dans [8] sont définies les catégories semi-régulières, assez régulières et 
régulières (comme cas particuliers de catégories structurées), auxquelles sont associées 
des catégories d'atlas. La notion d'espèce de morphismes ordonnée ou quasi-inductive 
conduit au problème de la cohomologie ordonnée (d'ordre 0 et 1), par l'intermédiaire des 
homomorphismes croisés ordonnés. Ces résultats sont appliqués à la construction du 
groupoîde d'holonomie complet associé à une structure feuilletée (qui est un groupoîde 
quotient d'un sous-groupoîde du groupoîde des atlas associé au groupoîde d'holonomie du 
feuilletage), et à la définition de structures transverses à un feuilletage. 

b) Dans [9], suite de [8], le problème général de la complétion des catégories 
ordonnées est abordé et résolu dans le cas des groupoîdes ordonnés» des catégories 
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préinductives et des catégories sous-prélocales. L'outil utilisé est la notion de fusée 
et ses raffinements : fusées régulières, fusées strictes, fusées maximales et superfusées 
généralisations de la notion d'atlas, adaptées à la structure des catégories ordonnées. 
Les résultats de [9] ont été résumés dans [ 10 b] . 
4j Signalons enfin que nous avons utilisé les catégories sous-inductives dans diffé
rents problèmes, en particulier en relation avec la théorie des espaces fibres et des 
structures feuilletées ([ 3] , [ 11J et [ 12] ). 
II. Index de la terminologie actuelle. 
Catégories d*homomorphism.es entre classes ordonnées : 

Voir [2] (p. 2,3,9) pour la définition des notions : classe inductive, sous-
inductive, préinductive, sous-préinductive, sous- prélocale (*). 

Soit % une catégorie pleine d'applications contenant avec une application toutes 
ses restrictions, avec deux applications leur produit. \IQ désigne la classe des classes 
ordonnées (M, < ) telles que M £ ÎÏÏo . fi désigne la catégorie des applications ordon
nées, i. e. la catégorie dont les éléments sont les triplets 

Ï=((M', <), b, (M, <)) 
tels que (M h, M) ejfi et que x < y dans (M, < ) entraîne h i x ) < h( y ) dans i M', < ).. L e 
foncteur pQ = (5ïï,ùJ,n), où co(h ) = ( M', h , M ) , est un foncteur d'homomorphismes 
saturé (déf. 20,11 [12]). 

Cl admet les sous-catégories suivantes : 
1 ) H' = catégorie des applications ordonnées strictes : 

h € Cl* si, et seulement si, x' < x et h ( x' ) — h ( x ) entraîne x — x'. 
Cl1 — catégorie des applications 5 - ordonnées : 

h £ Cl> si, et seulement si, les conditions x' < x, x" < x et h ( x' ) = h i x" ) ont 
pour conséquence x' = x", 

0'2 = sous- catégorie de Cl dont les éléments sont les h € Cl tels que les conditions 
x' < x, x" < x et h ( x" ) < h ( xr ) entraînent x" < x'. 

Cl" = catégorie des applications ordonnées étalées : 
h € Cl" si, et seulement si, pour tout x € M et tout y < h(x) il existe x' < x 

tel que h f x' ) = y. 
Cl 2 — catégorie des applications ordonnées régulières C fi" : 

h eCl2 si, et seulement si, pour tout x e M et tout y < h ( x ) la classe des 
x' < x tels que hi x' ) < y admet un plus grand élément x tel que h( x ) = y. 

Cl^ = sous-catégorie de fi dont les éléments sont les h € Cl tels que pour toute sous-
classe C de M on ait 

1 
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où jj C = congrégation de C (voir [ 2 ] , p. 4 ) . 
2) Cls ~ sous-catégorie pleine de Cl ayant pour unités les classes sous-inductives 
(M, <) eH. 

$ U = catégorie des applications quasi- inductives = 0 u r» Cls. 
$ P S = catégorie des applications sous-préinductives : 

h e i P s si, et seulement si, (M,< ) et (AT, < ) sont des classes sous-pré
inductives et si les conditions xf < x et x" < x dans (M, < ) entraînent 

3 S = catégorie des applications sous-inductives = i U n i ^ s . 
3 — catégorie des applications inductives = sous-catégorie pleine de i s ayant pour 

unités les classes inductives ( M , < ) e Cl . 
3) Si H est Pune des catégories êLJ, ou nous posons : 

et nous désignons par la sous-catégorie pleine de K ayant pour unités les f,M,<)€.K(3 
dans lesquelles est vérifié l'axiome de distributi vi té : 
(D) : Si x = ( [J C ) Ci x' est défini, où x 6 M , C C .VI et x' e M, alors la classe des 

c r%x', où c 6 C, admet x pour x- agrégat. 
Ainsi 3t (resp. 9Ç ,9;,9;)= catégorie des applications quasi-locales ( resp. sous-
prélocales, sous- locales, locales). 
REMARQUES, 1 ) Dans les articles [ 5] à [ 9] on utilise le symbole Cl au lieu du symbole 
Cl comme ci-dessus et, dans ces articles, Cl désigne le groupoide des éléments inver
sibles de la catégorie Cl (que nous notons maintenant Cl^ ) . 

2) Les applications sous-préinductives et sous-inductives sont respec
tivement appelées application sous-inductives et inductives dans [ 0 ] , [ 6] ,. [ 7 ] , [ ESS] . 
Catégories structurées par des relations d'ordre : 
1 ) Catégorie Cl - structurée [ 5 ] , [ 8 ] et [ 91 , 

catégorie ordonnée = Cl(Cl* , .0)- structurée [ 5] à [9] , 
catégorie 5 - ordonnée = Cl ( , 0 ) - structurée [ 6 ] et [ 8 ] , 
catégorie semi-régulière = Cl (( 0 " , Cl" ) , Cl ) - structurée [ 8 ] et [ 9 ] . 
catégorie assez régulière = Cl(( Cl , Cl ) ,Cl)- structurée [ 8 ] et [ 9] , 
catégorie régulière = fì(( Cl2 , Cl2 ) , Cl" ) - structurée [8] et [ 9] , 
catégorie complètement régulière à droite - catégorie s - ordonnée ( C ',< ) telle que, 

si e € C ̂ , E 6 C ̂ et e < E , il existe un pseudoproduit £ E . C . e . 
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2) Catégorie quasi-inductive = 3u(<ju' JU)- structurée [8] et [9], 
catégorie sous-préinductive = i P s ( i P s * y i P s ) - structurée [6] ,[8] et [9] , 
catégorie préinductive = catégorie sous-préinductive (C",< ) telle que (C, O soit 

une classe préinductive [8] et [ 9] , 
catégorie sous- inductive = i s ( i s , i s ) - structurée [ 6] , [8] et [9] , 
catégorie inductive = , i ) - structurée [3], [4], [5],[7] et [8]. 

3 ) Groupoîde strictement ordonné = groupoîde Q(( H* , Q' ) , H) - structuré [ 5] , 
groupoîde fonctoriellement ordonné = groupoîde 0 (( Q1 n H" , 0' n D" ), 0)-structuré 

[5], 
groupoîde sous" préinductif (resp. sous-inductif, préinductif, inductif) = groupoîde 

fonctoriellement ordonné qui est une catégorie sous- préinductive (resp. sous-inductive, 
préinductive, inductive) [ 0 ],[ 2 ],[ 3 ] , [4] ,[8]. 
4) Catégorie (resp. groupoîde) sous-prélocale, prélocaie, sous-locale ou locale = 

catégorie (resp. groupoîde) sous-préinductive, préinductive, sous-inductive ou induc
tive (C'y < ) telle que ( C , < ) soit une classe sous-prélocale. 
5) Les foncteurs structurés correspondant à chacun des cas précédents sont appelés du 
même nom que la catégorie correspondante : ainsi foncteur H-structuré, ordonné, s-ordon
né, quasi-inductif,. . . 
REMARQUE. Dans [4], catégorie inductive signifie catégorie i ( i* , i" )-structurée; 
dans [ 3] , catégorie inductive est pris dans un sens encore plus particulier. 
Pseudoproduit dans une catégorie ordonnée : 

On définit dans [4] le pseudoproduit de deux éléments d'un groupoîde inductif. 
Dans [0] et [ 2] , cette notion est étendue au cas d'un groupoîde sous-préinductif. Dans 
[5], la pseudomultiplication est définie dans une catégorie inductive; dans [6], elle 
est aussi définie dans une catégorie sous-préinductive. La définition générale du pseudo 
produit dans une catégorie ordonnée est donnée et utilisée dans [8], modifiant un peu 
celle indiquée dans [6] . 
Filtres : 

Dans [4] est construite la catégorie inductive des filtres associée à une caté
gorie inductive. Dans [0] et [2], le groupoîde sous-inductif des filtres correspondant à 
un groupoîde sous-préinductif est construit et comparé aux groupoîdes des atlas faibles 
complets et complets. En liaison avec la catégorie des filtres, la catégorie des jets 
locaux relatifs à une catégorie inductive suprarégulière au-dessus d'une autre est étudiée 
dans [ 4] . 
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Atlas : 
Un cas particulier d'atlas dans une catégorie d'homomorphismesinductive est 

défini dans [ 3] , en relation avec le théorème d'élargissement complet d'une espèce de 
structures locales. La notion générale d'atlas faible, d'atlas faible complet, d'atlas 
complet propre, est définie dans [0] et [ 2 ] , où sont construits les groupoîdes sous-
inductifs d'atlas complets associés à un groupoide sous-préinductif. Ces groupoîdes 
admettent pour sou s-groupoides sous-inductifs les groupoîdes des sous-classes compa
tibles (faibles), des complexes et des sous-classes complètes. La notion d'atlas dans 
une catégorie quelconque est introduite dans [ 8 ] , où sont considérées les catégories 
ordonnées d'atlas réguliers associées à un groupoîde ordonné. 
Fusées : 

Les fusées, fusées maximales, fusées strictes, fusées maximales strictes et 
superfusées sont définies dans [9] et appliquées à la construction de catégories ordon
nées régulières ou quasi-inductives régulières associées à une catégorie ordonnée régu
lière. Dans le cas des groupoîdes réguliers, la notion de fusée se réduit à celle d'atlas. 
Espèces de structures ordonnées et catégories d'homomorphismes ordonnées ; 

Dans [3] sont définies les espèces de structures inductives ou locales et les 
catégories d'homomorphismes inductives régulières. Dans [ESS] est développée la théorie 
des espèces de structures sous-préinductives au-dessus d'un groupoîde sous-préinductif. 
La notion d'espèce de morphismes ordonnée est appliquée dans [8] à l'étude de la coho-
mologie ordonnée. Les catégories d'homomorphismes régulières inductives sont consi
dérées dans [ 4 ] , les catégories d'homomorphismes sous-préinductives, sous-inductives 
et ordonnées dans [6] . 
Théorèmes de complétion : 

Le théorème d'élargissement complet d'une espèce de structures locales au-
dessus d'un groupoi'de est énoncé dans [3] et [0] et démontré dans [ESS] , à l'aide des 
groupoîdes d'atlas complets. Les théorèmes de complétion d'un groupoîde prélocal en 
un groupoîde inductif, inductif complet ou inductif relativement complet sont obtenus 
dans [ 2] , par l'intermédiaire des groupoîdes d'atlas complets, et présentés sous forme 
de solution d'un problème universel dans [ 7] . Les théorèmes de complétion d'une caté
gorie préinductive ou sous-prélocale sont énoncés dans [ 10 b] et démontrés dans [ 9] ; 
le théorème de complétion djune catégorie préinductive utilise la catégorie des fusées 
strictes; le théorème de compiétion d'une catégorie sous-prélocale, qui résoud un pro
blème universel, est la catégorie quotient d'une sous-catégorie de la catégorie des 
superfusées. Dans [ 8] , se trouve le théorème de complétion d'un groupoîde ordonné 
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utilisé pour construire le groupoi'de d'holonomie complet d'une structure feuilletée. 
Catégories ordonnées quotient : 

Des théorèmes de passage au quotient sont indiqués et démontrés dans [7]. 
D'autres résultats de la même espèce viennent d'être obtenus par Joubert [13] , en 
liaison avec le problème de l'extension ordonnée d'un foncteur ordonné. 
Graphes multiplicatifs ordonnés : 

La théorie des graphes structurés de [7] a été appliquée par S. Legrand à l'étude 
des graphes multiplicatifs ordonnés; en particulier un graphe multiplicatif ordonné peut 
être «universellement» plongé dans une catégorie ordonnée [ 14] . 
III. Compléments. 
1) Certains résultats des n° 1 et 2 de [ ESS] peuvent actuellement se déduire de théo
rèmes généraux sur les espèces de structures structurées [10 a] , les catégories struc
turées quotient et les catégories induites structurées [7] (une catégorie K*( H, p ) 
induite de ( H, p) par K , nous l'appelons maintenant catégorie produit fibre p V K > en 
accord avec la terminologie générale des produits fibres dans les catégories). Le théo
rème 1 du n° 2 signifie que la catégorie des foncteurs sous-préinductifs est à produits 
fibres finis, ce qui peut aussi résulter du fait qu'elle est à produits finis et résolvante 
à droite au-dessus de Jïi. 
2) Les groupoides sous-inductifs d'atlas complets ou d'atlas complets propres pourraient 
être obtenus à partir des groupoides sous-inductifs des atlas faibles complets et faibles 
complets propres, par passage au quotient relativement à la relation d'équivalence: 

F ̂  F' si, et seulement si, F - F' (notation de [ 2] ), 
en appliquant le théorème de passage au quotient de [7] . 
3) Nous étudierons dans un prochain article les questions suivantes : 

a) Catégories de fusées, fusées strictes et superfusées compatibles avec un 
foncteur ordonné. Nous montrerons que, par un procédé analogue à celui utilisé dans 
[ ESS] et en utilisant les théorèmes de complétion de [9] , ces catégories permettent de 
résoudre d'une façon «universelle» le problème de la complétion relative d'un foncteur 
sous-prélocal, généralisant ainsi les résultats de [ ESS] . 

b) Catégories des jets locaux associées à un foncteur ordonné régulier, généra
lisant les résultats de [ 4] . 

1 

2 

3 

(* )Erratura : Dans [ 2 ] et [ 4 ] , la définition d'une classe inductive ( A ,<) doit être lue : 
Toute partie non vide de A admet une intersection. 
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Gattungen von lokalen Strukturen. 
Von CHARLES EHRESMANN in Paris. 

In dieser Arbeit1) wird der allgemeine Begriff einer Gattung von 
mathematischen Strukturen entwickelt, ausgehend * on den Begriffen 
Kategorie" und Funktor", die von Eilenberg - Mac Lane ein 1 

geführt worden sind. Dies führt besonders zu einer Theorie der Gattun
gen von lokalen Strukturen2). Die Mannigfaltigkeiten der Kategorie Cr, 
die lokalen Produkte, die Blätterungen und die Faserungen bilden 
wichtige Gattungen dieser Art. Die Beweise sind bloß kurz angedeu
tet, da sie leicht ergänzt werden können. Die Grundstrukturen der 
Differentialgeometrie sollen in einer Fortsetzung zu dieser Arbeit be- 2 
handelt werden. 
Wir unterscheiden zwischen Mengen und Klassen; eine Menge ist 

auch eine Klasse. Die Klasse aller Mengen ist keine Menge. Wir lassen 
1) Diese Arbeit ist die Darstellung des ersten Teils meines Vortrags über Grund

begriffe der Differentialgeometrie", gehalten bei der Tagung der Deutschen Mathemati
kervereinigung in Würzburg (September 1956). Der zweite Teil dieses Vortrags brachte 
eine Definition der Grundstrukturen der Differentialgeometrie. Er wird in einer Fort
setzung zu dieser Arbeit erscheinen. 

2) Die Grundideen dieser Theorie habe ich schon in früheren Publikationen3) kurz 
angegeben und seit 1952 in verschiedenen Vorlesungen und Vorträgen ausführlich mit 
Anwendungen dargestellt (z. B. in Rio de Janeiro, Princeton, Yale, Bombay, Paris). 3 

3) a) Structures locales et structures infinitésimales (Comptes Rendus Acad. Scien
ces, Paris, 234, 1952, p. 587). 

b) Structures locales (Annali di Mat., 1954, p. 133). 
c) Introduction à la. théorie des structures infinitésimales et des pseudogroupes de 

Lie (Colloque Int. de Géométrie diff. de Strasbourg, C.N.R.S., 1953). 

125 



50 CHARLES KHRESMANN: 

fur Klassen dieselben Operationen zu wie fiir Mengen. Wir vermeiden 
also nicht die Bildung von gewissen Klassen von Teilklassen einer 
Klasse. Sollten sich durch dièse Begriffsbildungen Widersprùche er-
geben, so wâre es immer môglich, Beschrànkungen einzufùhren, um 
im Rahmen der Mengenlehre zu bleiben; dadurch wiirde die Théorie 

1 aber umstândlicher werden. 

I. Kategorien und Kategorien von Operatoren. 
2 Définition. Eine Kategorie ist eine Klasse C von Elementen, in 

der eine Multiplikation gegeben ist (/, g) ~> fg fiir gewisse Paare (/, g) 
von Elementen von C\ welche folgenden Axiomen genugt: 

1. Wenn h(f g) oder (hf)g definiert ist, dann sind beide Elemente 
definiert und h(fg) — (hf)g. 

2. Wenn hf und fg definiert sind, dann ist auch h (fg) definiert. 
Ein Elément e von C wird eine Einheit genannt, falls fe = f und 

eg = g fiir aile Elemente / und g von C ist, fur welche fe und eg defi
niert sind. 
3. Fur jedes / £ C gibt es zwei Einheiten <x(f) und /?(/), so daB fcx(j) 

und /? (/) / definiert sind. 
Folgerungen : Die Elemente a(f) und /?(/) sind eindeutig bestimmt 

und werden Rechtseinheit und Linkseinheit von / genannt. fg ist dann 
und nur dann definiert, falls a (f) = f) (g). 
Die Elemente von C werden im allgemeinen Fall Morphismen ge

nannt. Wenn eine eineindeutige Abbildung der Klasse der Einheiten 
von C auf eine Klasse C0 gegeben ist, dann wird C0 oft eine Klasse von 
Objekten fur C genannt. 
Wir bezeichnen dann auch mit ex (f) das Objekt E, welches oc (f) ent-

spricht und nennen es die Quelle von /; das Objekt E', welches /?(/) ent-
spricht, wird auch mit /? (/) bezeichnet und wird das Ziel von / genannt ; 
/ ist ein Morphismus von E auf (oder nach) E''. Wenn keine besondere 
Klasse von Objekten angegeben ist, dann ist C0 einfach die Klasse der 
Einheiten von C. 
Ein Elément / von C ist umkehrbar. falls ein Elément /' in C exi-

stiert, so daB /' / = <% (f ) und ff = fi(f). Das Elément /' ist dann ein
deutig bestimmt und wird das zu / inverse Elément f~l genannt. 
Définition: Ein Gruppoid ist eine Kategorie C, deren Elemente 

aile umkehrbar sind. Ein Gruppoid ist ein transitives Gruppoid, falls 
zu jedem Paar (ef, e) von Einheiten mindestens ein Morphismus von e 
auf e' gehort. (Die transitiven Gruppoide sind die Gruppoide im Sinne 
von Brandt, jedenfalls, wenn man. sich auf Mengen beschrânkt.) 

Satz: Die umkehrbar en Elemente einer Kategorie bilden ein Gruppoid. 
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Gattungen von lokalen Strukturen 51 

Definition: Eine Unterkategorie C von C ist eine Teilklasse von C 
mit folgenden Eigenschaften: 
1. Wenn Z £ C" und g £ C und wenn fg definiert ist, dann ist auch 

ig e c . 
2. Wenn Z € C\ dann ist auch #(Z) £ C und /?(/) £ C\ 
C ist eine volle Unterkategorie, falls C jedes Element / von C ent

hält, für welches oc (f) und ß (f) zu C gehören. 
Ein Unter gruppoid eines Gruppoids C ist eine Unterkategorie C 

von C mit folgender Eigenschaft: Wenn / g C, dann ist auch f 1 £ C\ 
Definition: Ein kovarianter (bzw. kontravarianter) Funktor einer 

Kategorie C in eine Kategorie C ist eine Abbildung 0 von C in C mit 
folgenden Eigenschaften: 
1. Wenn Z € C und g £ C und wenn fg definiert ist, dann ist 

2. Wenn e eine Einheit von C ist, dann ist 0(e) eine Einheit von C\ 
Definition: Ein verallgemeinerter kovarianter Funktor einer Kate- 1 

gorie C in eine Kategorie C ist eine Funktion 0, die jedem / £ C eine 
Klasse 0(Z) von Elementen von C zuordnet mit folgenden Eigen
schaften : 
1. Wenn f £ C, g £ C und wenn fg definiert ist, dann ist 

wobei 0(f)0(g) die Klasse der Produkte./' g bezeichnet, 

2. Wenn e eine Einheit von C ist, dann ist 0(e) eine Klasse von Ein
heiten von C\ 
Beispiel: Es sei (£ die Klasse aller eineindeutigen Abbildungen 

irgendeiner Menge auf irgendeine Menge, und es sei (S die Klasse aller 2 
Abbildungen irgendeiner Menge in irgendeine Menge. Mit der üblichen 
Definition des Produktes fg zweier Abbildungen / und g ist (£ eine 
Kategorie. Eine Einheit von (£ ist die Identitätsabbildung einer 
Menge E. Wenn / eine Abbildung von E in E' ist, dann ist oc(f) die 
Identitätsabbildung von E, ß(f) die Identitätsabbildung von E'. Die 
Klasse aller Mengen ist eine Klasse (£0 von Objekten für C. (£ ist das 
Gruppoid aller umkehrbaren Elemente von (£. Eine andere Unter
kategorie von (£ ist die Klasse aller Abbildungen irgendeiner Menge 
auf irgendeine Menge. 
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52 Charles Ehresmann: 

Définition: Eine Kategorie von Operatoren auf einer Klasse(30 ist 
eine Kategorie C mit einer Multiplikation (/, z) -> fz, welche definiert 
ist fur gewisse Paare (/, z), wobei / Ç C, z ÇS0, €®o> und welche 
foîgende Axiome erfùllt: 

1. Wenng(/^) oder (gf)z definiert ist, dann sind beide Elemente 
definiert und g{fz) = (gf)z. 

2. Wenn gf und fz definiert sind, dann ist auch g(fz) definiert. 
3. Wenn e eine Einheit von C ist und wenn ez definiert ist, dann ist 

e 2 -~ z. 
4. Fur jedes / Ç C existiert ein z £ S0, so daB fz definiert ist, und fur 

jedes z Ç o0 existiert ein / £ C, so daB /z definiert ist. 
Bemerkung: Wenn nur die Axiome i), 2) und 3) erfùllt sind, dann 

sei C die Klasse der Elemente / von C, fur welche fz definiert ist fur 
mindestens ein z Ç S0> und es sei S'0 die Klasse der Elemente z Ç S0, 
fiir welche definiert ist fur mindestens ein / Ç C. Dann ist C' eine 
Kategorie von Operatoren auf 3'0. 
Falls in dem Axiom 1) die Gleichung g(fz) — (g/)* ersetzt wird 

durch g(fz) ----- (fg)z, ist C eine Kategorie von Rechtsoperatoren auf <S0; 
an Stelle von fz schreibt man dann gewohnhch zf. 
Satz : Wenn C eine Kategorie von Operatoren auf 30 ist, dann gehort 

zu jedem z £ S0 genau eine Einheit e Ç C, fiir welche 02 definiert ist. 
Wir bezeichnen dièse Einheit mit p(z). 
Fur z £ S0 existiert ein / £ C, so daB definiert ist. Dann ist 

/;< (f(x(f))z = f(cx(f)z). Somit ist definiert. Wenn £ und e zwei 
Einheiten sind, fiir welche <? ~ und e'z definiert sind, dann ist: 

ez — £(£'2) ~~ 
Somit ist ee definiert und ee' — e - e . 
Es ist also eine Projektion p von S0 auf C0 definiert ; fz ist dann und 

nur dann definiert, wenn <x(f) = ^ ( 2 ) . Wenn /£ definiert ist, dann ist 
p{f*) = p{i)-
W7enn C eine Kategorie von Operatoren auf Qo0 ist, dann bezeichnen 

wir mit. &(f) die Abbildung £ ~>/z von/> (<*(/)) inp (/?(/)). Die Abbildun-
gen 0 ( f ) bilden eine Kategorie 0 ( C ) , und 0 ist ein Funktor von C 
auf 0 ( C ) . Wenn / umkehrbar ist, dann ist auch 0(f) umkehrbar. 
Es sei 0 ein Funktor von C in (£, welcher folgender Bedingung ge-

niigt : Bezeichnen wir mit ~p (e) die Menge, deren Identitàtsabbil-
1 dung 0 (e) ist, \vo e eine Einheit von C ist, dann ist ~p (e) ̂  p (e) = 0 

(leere Menge), wenn e 4= e . Es sei S0 die Klasse aller Elementen, die 
irgendeiner Menge ~p (e) angehôren, und man definiere fz als das Bild 
von z durch 0 ( f ) . Dann ist C eine Kategorie von Operatoren auf S0. 
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Satz: Es sei C eine Kategorie von Operatoren auf 30. Bezeichnen wir 
mit S die Klasse der Paare (f, z), wo f Ç C, z £ 30, so dafl fz definiert ist, 
dann ist 3 eine Kategorie mit folgender Multiplikation: 

(f',z){f, z) = (/'/,*). /ails z'=fz. 

Die Einheiten dieser Kategorie sind die Paare (e, z), fur welche ez defi
niert ist. S0 ist eine Klasse von Objekten fur S durch die eineindeutige 
Abbildung {e, z) ~> z. Wenn f umkehrbar ist, dann ist auch (f, z) umkehr-
bar; das inverse Elément ist (f-1, fz). Wenn C ein Gruppoid ist, dann ist 
auch 3 ein Gruppoid. Die Abbildung (f, z) -> / ist ein Funktor p von 3 
auf C. 
Das Verhâltnis von 3 zu C kann auch folgendermaûen charakteri-

siert werden : Es seien gegeben zwei Kategorien C und S und ein ko
varianter Funktor p von S auf C mit folgenden Eigenschaften : 1 
1. Bezeichnen wir mit ~p (f) die Klasse der Elemente g £ 3, fur 

welche p(g) — j ist, dann ist ~p em verallgemeinerter Funktor von C 
auf 3. 
2. Zwei Elemente von ~p (f), welche die gleiche Rechtseinheit haben, 

*ind identisch. 
3. ~p (oc (/)) = cx (~p (/)) = Klasse der Elemente oc (g), VIT aile g £~p (f). 
Es sei 3' die Kategorie der Paare (f, z), f Ç C, z ê 30, p(z) = v(/), 

mit folgender Multiplikation, wo #(g)= z, p(g)—f-f 
(/',z') (/,*) = (/'/,*). falls *'=0<0. 

Die Abbildung g > (/, z), g Ç 3, z — *{g), f = p(g)> ist dann ein ein-
eindeutiger Funktor, d. h. eine Âquivalenz, von 3 auf S', und C ist 
eine Kategorie von Operatoren auf30 mit der Multiplikation fz = fi (g)- ^ 

IL Gattungen von Strukturen und Kategorien von Isomorphismen. 
Définition: Es sei C ein Gruppoid von Operatoren auf einer 

Klasse 30, und es sei 3 das zugehorige Gruppoid der Paare 
(/, S), S€S0, n e , 

lùr welche fS definiert ist; p bezeichne die Projektion von 30 auf C0, 
sowie den Projektionsfunktor von 3 auf C. Dann wird 30 eine Gattung 
von Strukturen uber C genannt. Ein Elément 5 von 30 wird eine 
Struktur uber p (S) Ç C0 genannt. (/, S) wird ein Isomorphismus von S 
auf fS genannt. 3 wird eine Kategorie von Isomorphismen genannt. 
Ein Isomorphismus (/, S) von S auf S wird ein Automorphismus von S 
genannt. 
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Die Klasse der Automorphismen von S bilden eine Untergruppe 
von ©, welche die Gruppe der Automorphismen von 5 genannt wird. 
Die Projektion p bildet dieselbe eineindeutig auf eine Untergruppe 
von C ab, welche oft auch die Gruppe der Automorphismen von © 
genannt wird. 
Wir bezeichnen wieder mit 0(f) die eineindeutige Abbildung S -> fS. 

Die Abbildungen 0(f) bilden ein Gruppoid 0(C), und 0 ist ein 
Funktor von C auf 0(C). Es sei C die Klasse der Elemente / von C für 
welche &{f) eine Einheit ist. Dann ist C ein ausgezeichnetes Untcr-

1 gruppoid von C, und 0{C) ist äquivalent mit dem Faktorgruppoid CjC'. 
S0 kann auch als eine Gattung von Strukturen über 0(C) oder C7C 
betrachtet werden. 
Wenn die Klasse der Strukturen über irgendeiner Einheit von C eine 

Menge bildet, dann kann die Gattung ©0 von Strukturen über C defi
niert werden durch einen Funktor 0 von C in (£, welcher folgenden 
Bedingungen genügt : Es bezeichne 0o(e) die Menge, deren Identitäts
abbildung 0(e) ist, wo e g C0. Dann ist 0o(e) 4-- 0 und 

falls £ + e . Ein Element S von 0o(e) ist dann eine Struktur über e 
und /5 ist das Bild von S durch 0{f). 
Auch ein beliebiger kovarianter Funktor 0 von C in (£ bestimmt eine 

Gattung von Strukturen in folgender Weise: Die Einheiten £ von C, 
für welche 0o(e) 4= 0 ist, bestimmen ein volles Untergruppoid C\ von C. 
Es sei / £ Cx, <%(/) = £, /?(/) = Wir bezeichnen mit <£'(/) die Ab
bildung (0, 2) -> (e', *(/) (z)) von {0} x <Z>0(e) auf {ef} x 0o(e'), z £ 0O(^). 
Dann ist 0' ein Funktor von Q in (£, welcher den obigen Bedingungen 
genügt und daher eine Gattung von Strukturen über Cx bestimmt. 
Eine Struktur über e ist ein Paar (e, z), wo ~ £ 0O (e). 
Es sei S0 eine Gattung von Strukturen über einen Untergruppoid C 

von (£. Dann ist jede Struktur 5 eine Struktur über einer Menge 
E = p{S), die der Einheit e von C entspricht, für welche eS definiert 
ist. Das Paar (E, 5), oder E x {S}, wird dann auch ein Raum der 
Gattung ©0 genannt. Dem Isomorphismus (/, S) entspricht die ein
eindeutige Abbildung (x, S) -> (/(#), /5) des Raumes £ x {S} auf den 
Raum E' x {S'}, S' = fS, E' = p(S'). Die Kategorie© ist äquivalent 
mit der Kategorie © dieser Abbildungen; © ist ein Untergruppoid von (£ 
Die Klasse C0 von Einheiten oder von Objekten des Gruppoids C 

ist die einfachste Gattung von Strukturen über C, mit folgender Multi
plikation: / g C, S = oc{f) £ C0, / • S - S' - ß(f). (Man hat zu unter
scheiden zwischen / • 5 und fS =̂  /, wenn 5 als eine Einheit von C 
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Gattungen von lokalen Strukturen 55 

betrachtet wird.) Der Isomorphismus (/, S) kann identifiziert werden 
mit /; d. h. C ist die entsprechende Kategorie von Isomorphismen. 1 

Untergattung von Strukturen. 
Es sei ®0 eine Gattung von Strukturen uber C. Eine Untergattung 

ist eine Unterklasse <3'0 von ®0, auf welche ein Untergruppoid C von C 
operiert : Wenn S Ç (5'0, / Ç C, p (S) = oc (f), dann ist /S Ç <3'0 ; p (<3'0) = CQ. 
Die entsprechende Kategorie Q' von Isomorphismen wird Unter
kategorie von Isomorphismen von S genannt. 
Wenn ein Gruppoid C auf S0 operiert, dann heiBt die Klasse der 

Elemente /S die Intransitivitâtsklasse von S ÇS0. Eine Teilklasse &0 
von S0 heiBt gesâttigt in bezug auf C, wenn f S £ (SQ fur jedes S £ Sy 
und / Ç C. S Q ist dann eine gesâttigte Untergattung uber C', wo C 
ein voiles, gesâttigtes Untergruppoid von C ist; d. h. die Klasse C'0 ist 
gesâttigt in bezug auf C. 

Unterliegende Gattung von Strukturen. 
Es sei <30 eine Gattung von Strukturen uber C, Sw eine Gattung von 

Strukturen uber C, C ein Untergruppoid von C, S und S' die ent-
sprechenden Kategorien von Isomorphismen, ̂> und p' die entspre-
chenden Projektionsfunktoren. Eine Abbildung cpQ von 3 0 in S Q heiBt 
kovariante Abbildung, wenn ç>0 vertauschbar ist mit allen Operatoren 
/ Ç C, d. h. f(p0{S) = (p0(fS), falls /S definiert ist. Daraus folgt 

MS) = £'(ç>0(S)). 
Die kovariante Abbildung cp0 bestimmt einen Funktor cp von S in S', 
der definiert ist durch <p(f,S) = (f, <p0(S)). Dieser Funktor hat die 
Eigenschaft: p' <p = p. Umgekehrt wird durch jeden kovarianten 
Funktor cp von S in S' mit der Eigenschaft pf cp = p eine kovariante 
Abbildung cp0 von <30 in S Q bestimmt : (p0 ist die Beschrânkung von 9* 
auf S0-
Wir nennen <5'0 eine unterliegende Gattung von Strukturen in bezug 

auf S0, wenn eine kovariante Abbildung cp0 von S0 in S Q definiert ist, 
oder ein kovarianter Funktor cp von S in S' mit der Eigenschaft 
P'(p = p. Die Struktur <p0 ( 5 ) heiBt die unterliegende Struktur von 
5 Ç <2>0. Wir nennen o' eine unterliegende Kategorie von Isomorphis
men in bezug auf S. Man sieht leicht, daB <p0(So) euie Untergattung 
von Strukturen von G ist und 99 (<5) eine Unterkategorie von Iso
morphismen von ®. 
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Die kovariante Abbildung cp0 heißt eine Äquivalenz von 3 0 auf S 0 , 
wenn cp() eineindeutig von S 0 auf S 0 ist. Der entsprechende Funktor cp 
heißt eine Äquivalenz von 3 auf S ' . 

Es seienS0 und 30 zwei beliebige Gattungen von Strukturen. 
3 und S ' die entsprechenden Kategorien von Isomorphismen und cp 
ein kovarianter Funktor von 3 in 3 ' . Die entsprechende Abbildung cp0 
von 3 0 in S Q wird dann auch kovariante Abbildung genannt, und 
(p0(S) wird Kovariante von S E G genannt. 

1 

2 

3+ 

Gattung von Superstrukturen. 

Es sei Go eine Gattung von Strukturen über C, 3 die entsprechende 
Kategorie von Isomorphismen, 30 eine Gattung von Strukturen 
über 3, 3 die entsprechende Kategorie von Isomorphismen. Dann 
wird 3 0 eine Gattung von Superstrukturen über ( S , C ) genannt. 

Satz: Wenn 30 eine Gattung von Super strukturen über (3, C) ist, 
dann ist C auch ein Gruppoid von Operatoren au/ 3FT, und somit ist 30 
auch eine Gattung von Strukturen über C. Die entsprechenden Kate
gorien von Isomorphismen über 3 und C können kovariant identifiziert 
werden. 

Es sei Z € C, (/, S) GS, S €S0, p{S) -= S, p - Projektionsfunktor 
von 3 auf 3. Dann ist (/, S)S definiert und hängt nur von (/, S) ab. 
Man setze fS~(f,S)S, wodurch C als Gruppoid von Operatoren 
auf S0 definiert wird. Weiterhin kann man ((/, S), S) £ 3 mit (/, S) 
identifizieren. 
Satz: Wenn S0 eine unterliegende Gattung von Strukturen ist in beziig 

au/ 3 0 und cp der entsprechende Funktor von 3 in S , dann ist S 0 auch 
eine Gattung von Strukturen über 92 (S), indem man setzt: (f, S)S — /5 
für (Z, S) e 9 9 ( 3 ) , <p(S) - S. 4 

Erweiterung einer Gattung von Strukturen. 

Es sei S0 eine Gattung von Strukturen über C, S die entsprechende 
Kategorie von Isomorphismen. Wenn C ein Untergruppoid des Grup-
poids C ist, dann sei C das volle gesättigte Untergruppoid von C, das 
durch C erzeugt ist. Wir definieren eine Gattung S0 von Strukturen 
über C, die eine Erweiterung der Gattung 30 genannt wird. Es sei Z 
die Klasse der Paare (/, 5), f ^ C S g S 0 , fur welche a ( f ) — p ( S ) . 
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Dann operiert S rechts auf Z in folgender Weise: 

Die Intransitivitätsklasse von (/, S) bezüglich S werde mit (/, 5 ) S 
bezeichnet. Es sei S0 die Klasse aller Intransitivitätsklassen (/, S)S. 
Dann operiert C auf S0 in folgender Weise: 

falls gf definiert ist. Somit ist S0 eine Gattung von Strukturen über C; 
(/', S)S ist eine Struktur über ß (/). Die Struktur S £ S0 wird identifi
ziert mit (e, S) S, wo (e, S) der Identitätsautomorphismus von 5 ist. 
Dadurch wird S0 eine Untergattung von S0 und S eine Unterkategorie 
von S (Kategorie der Isomorphismen von S0). 
Es sei S' ein Untergruppoid von S und es sei Z' die Klasse der 

Paare {f,S),f^C,S^(B/0, oc(f) = p(S). Dann operiert S' auf Z' und 
wir betrachten die Intransitivitätsklassen (/, S)S'. Sie bilden eine 
Gattung von Strukturen S0 über einem Untergruppoid von C: 

1+ 

falls gf definiert ist. S0 ist eine Kategorie von unterliegenden Struktu
ren in bezug auf S 0 ; die kovariante Abbildung <p0 von S 0 in S 0 wird 
definiert durch: <p0((f, S)S') = (/, S ) S . 
Beachten wir den folgenden Spezialfall: S ist identisch mit (\ 

S' ist ein Untergruppoid C von C. Dann haben wir die Gattung der 
Strukturen, deren Elemente die Intransitivitätsklassen f C sind; die 
zugehörigen Operatoren sind die Elemente des vollen gesättigten 
Untergruppoids von C, das durch C erzeugt ist. 

2 

Konstruktion von Gattungen von Strukturen über Mengen. 3 
Die üblichen Gattungen von Strukturen sind definiert über Unter-

gruppoiden von ß oder über einer Produktkategorie [ J Ci, wo Ci ein 
i 

Untergruppoid von (£ ist. Man konstruiert einen Funktor von JJ Q in (£, 
i 

indem man von den beiden Grundfunktoren ̂ } und [J ausgeht. 
Für eine Menge E bezeichnet ̂  (E) die Menge der Untermengen 

von E. Jeder eineindeutigen Abbildung / von E auf E' entspricht eine 
eineindeutige Abbildung *ß(/) von S$(E) auf ?ß(E'), und ist ein 
Funktor von (£ in S, der ein Untergruppoid C von (£ auf ein Unter
gruppoid (C) von (£ abbildet. Der Funktor [J ist ein Funktor von JJ Ci 
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in (£, der auf folgende Weise definiert ist: Ein Element von JJ Q ist 
i 

eine Familie (/̂), wo j{ 6 Ci. Es sei (x̂  £ JJ Eiy xi £ E{. Dann ist JJ 
die Abbildung (x{) -> (/̂rt), falls £7- = <x (/,•). 
Mit Hilfe von und JJ kann man gewisse Funktoren 0 von JJ Q 

in (£ definieren. Durch 0 ist dann eine Gattung S0 von Strukturen 
über JJ Ci von einem gewissen Typus definiert. Eine Untergattung 

i 
von S0, welche gewöhnlich definiert ist durch ein System von Axio
men, ist dann eine Gattung von Strukturen im Sinne von Bourbaki. 
Die Konstruktion von 0 kann in folgender Weise angedeutet werden: 
Es sei Cj = C = Untergruppoid von (£ für / £ /. Dann sei A der Funktor von C in JJ C;-, für welchen A (/) = (//);£ j> fj — f £C. Dann i 

ist YJA ein Funktor von C auf einem Untergruppoid von G, das mit CU) 
bezeichnet wird. Falls J die Menge der Ordinalzahlen < i ist, so be
zeichnen wir CU) durch C(i). Man definiert auch S$l(C), wo i eine be
liebige Ordinalzahl ist: ß̂00(E) ist definiert als induktiver Limes der 
Folge ̂ (E), ty2{E), . . 5ßn(£),. . . . Es sei ̂  eine Funktion, die in 
einer Menge A definiert ist, so daß //(A) = (t;, m;, ntf, X £ /1, ̂  £ /, 
und ̂  beliebige Ordinalzahlen. Es sei Q, für / £ i, ein Untergruppoid 
von (£. Die Kategorie 77 (C?^\ ist durch II auf ein Untergruppoid 

1 

C.. von ß abgebildet, und wir haben einen Funktor 0.. von JJ Ci auf C„ 
Durch 0 U wird die Gattung von Strukturen vom Typus /u über JJ Q 
definiert. Über einer Familie von Gruppoiden von variablem 
Typus über JJ Ci kann man wieder eine Kategorie Cv von gegebenem 

i 
Typus v konstruieren. Dadurch wird ein Funktor 0V von JJC^ auf Cj; 
definiert und somit auch ein Funktor 0'V von JJ Q auf Cv. Eine Kate-
gorie, die man durch Iteration dieses Verfahrens erhält, soll eine Kate
gorie von bestimmtem Typus über JJ Ci heißen. Die entsprechende 

i 
Gattung von Strukturen ist eine Gattung von bestimmtem Typus. 

Kategorien von Homomorphismen. 
Es sei ©0 eine Gattung von Strukturen über C, S die entsprechende 

Kategorie von Isomorphismen, <r> eine Kategorie, welche S als Unter
kategorie enthält und für welche die Klasse der Einheiten (oder Ob
jekte) identisch ist mit <30. Dann wird § eine zu (3 oder S0 gehörige 
Kategorie von Morphismen genannt. Wenn außerdem ® das Gruppoid 
der umkehrbaren Elemente von § ist, dann wird § eine zu S0 oder <3 
gehörige Kategorie von Homomorphismen genannt. 
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Es sei C eine zu C gehörige Kategorie von Morphismen (oder Homo-
morphismen) und es sei p ein Funktor von <r> in C, dessen Beschrän
kung auf S der Projektionsfunktor p von S auf C ist. $ wird eine 
Kategorie von Morphismen (oder Homomorphismen) über C genannt, 
falls die folgende Bedingung erfüllt ist: Zwei Elemente h und ti von § 
mit derselben Rechtseinheit, derselben Linkseinheit und derselben 
Projektion p(h) — p(fi) sind identisch. Jedes h £ § entspricht also l 
eineindeutig einem Tripel (S', /, S), <x(h) = S, ß(h) = S', f = p(h) £ C. 
Die Klasse aller Tripel (S', /, S), für welche *(/) = />(S), ß{f) = />(S'), 
€ S0, 5' £ S0, bilden eine Kategorie jr> mit folgender Multiplikation: 

Die Abbildung h-> (ß (h), p (h), oc (h)) ist ein eineindeutiger Funktor 
von § auf eine Unterkategorie von §. 
9) kann auf verschiedene Weise als eine Gattung von Strukturen 

über C, S oder über einem Untergruppoid von C x C oder von S x 3 
angesehen werden, welche in folgender Weise auf § operieren: 

dann sind die folgenden Produkte definiert: 

Somit kann h als eine Struktur über p{S), S, p{S'), S', (p(S), p(S')) 
oder (S, S') betrachtet werden. Der Funktor p definiert C als eine 
unterliegende Gattung von Strukturen in bezug auf 
Wir können allgemeiner zwei Kategorien von Isomorphismen S 

und S' betrachten und eine Gattung <r> von Strukturen über einem 
vollen, gesättigten Untergruppoid von S x S'. Dann ist $ eine 
zu ( 3 , S ' ) gehörige Klasse von Morphismen. 

Erweiterung einer Kategorie von Homomorphismen. 
Es sei S0 eine Gattung von Strukturen über C und S0 die oben 

definierte Erweiterung von S0 über C. Wenn § eine zu S0 gehörige 
Kategorie von Morphismen (oder Homomorphismen ist), dann läßt 
sich die Konstruktion der Erweiterung auch auf § anwenden, da § 
eine Gattung von Strukturen über einem vollen, gesättigten Unter
gruppoid von S x S ist. Die Erweiterung § ist eine zu S0 gehörige 
Kategorie von Morphismen (oder Homomorphismen). Wenn <r> eine 2 
Kategorie von Homomorphismen über C ist, dann ist $ eine Kate-

fahresbericht d. Deutschen Mathrin-Vereinigung 60, 1. Abt. Heft 2 
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goriê von Homomorphismen ùber der entsprechenden Erweiterung 
von C. 

III. Lokale Kategorien u n d Gattungen v o n lokalen Strukturen. 
1. Induktive Kategorien. 

Es sei © ein Gruppoid, S0 diè entsprechende Klasse von Einheiten 
oder Objekten. Wir betrachten ®0 als eine Gattung von Strukturen 
ùber S. 
Définition: Wir nennen das Gruppoid® eine induktive Kategorie 

(von Isomorphismen), wenn ein verallgemeinerter Funktor 0 von © 
in S gegeben ist, welcher Induktionsfunktor genannt wird und folgen-
den Axiomen genùgt : 
1. Es sei /£©, S = ot(f); dann ist 0(S) die Klasse der Rechts-

einheiten der Elemente von 0(f), also 0[cx(f)) = oc(0(f)). 
2. Fur jedes s £ 0(oc(f)) gibt es nur ein Elément g Ç 0{f), so daB 

1 s — oc (g); g heiBt das von / auf s induzierte Elément. 
3. Fur jedes g hat man 0(g) C 0(f). 
4. Wenn 0(f) = 0(f), dann ist / = /'. 
5. Fur jede Unterklasse A von 0(f) existiert ein g Ç S mit folgender 

Eigenschaft: A c 0{g) und g £0(f), falls A (0(f). 
Das Elément g in 5. ist dann eindeutig bestimmt und heiBt das 

Aggregat von A; wir bezeichnen es mit ̂ A\ das Aggregat von g 
und g' wird mit g ̂  g' bezeichnet. Das Aggregat einer Klasse von Ein
heiten ist eine Einheit. Die Rechtseinheit (bzw. Linkseinheit) von ^A 
ist das Aggregat der Rechtseinheiten (bzw. Linkseinheiten) von A, 
also oc(̂ A) = ôc(A), P(«sA) = ^p{A). Das Aggregat von 0 (/) ist /; 
daher ist /£0 (/). 
Es sei / £ S ein Isomorphismus von S auf 5'. Dann entspricht / 

eine eineindeutige Abbildung 0(f) von 0(S) auf 0{S'), welche die 
Rechtseinheit s von g£0(f) auf die Linkseinheit s' von g abbildet. 
0 ist ein Funktor. 
Die Relation g £0{f) ist eine Ordnungsrelation und kann mit g < f 

bezeichnet werden. Aus g < f folgt ex (g) < ot(f) und fi (g) </?(/). Das 
Aggregat einer beschrànkten Klasse A ist die obère Grenze von A. 
Das Aggregat von 0(g) rs0(g') wird Durchschnitt von g und g' ge
nannt und mit g ̂  g' bezeichnet. Falls 0(g) ^0{g') leer ist, setzen 

2 wir g g' = o. Der Durchschnitt einer Klasse (gf-) von Elementen ist 
das Aggregat des Durchschnitts der Klassen 0(gi). 

Die Multiplikation in® kann ausgedehnt werden auf aile Paare (/', /). 
Es sei s = cx(f) /?(/), g das induzierte Elément von /, mit s = f}(g), 
g' das induzierte Elément von /' mit s = <% (g'). Dann setzen wir /' / = g'g. 
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Für diese erweiterte Multiplikation ist S keine Kategorie; aber diese 
Multiplikation ist assoziativ. 

Kategorie der lokalen Isomorphismen. 
Ein lokaler Isomorphismus von 5 auf 5' ist ein Tripel (S',ftS), 

wo S 6S0, S' £S0, Z €6, *(/) < S, j8(/) < S'. Die Klassedieser 
Tripel ist die Kategorie der lokalen Isomorphismen, die von £ abge
leitet ist, mit folgender Multiplikation: 

(S".f',S') (S',f,S) = (S",f'f,S). 
Die Rechtseinheit von (S', f, S) ist (S, S, S); die Linkseinheit ist 
(S', S', 5'). S ist das Gruppoid der umkehrbaren Elemente von (5^; 
also ist (5* auch eine zu <3 gehörige Kategorie von Homomorphismen. 
Wenn die Multiplikation beschränkt wird durch die Bedingung 

cx(Z') = ß{f), dann ist <5L ein Gruppoid. Die Rechtseinheit von (S', Z> 5) 
ist dann (S, «(/), S), die Linkseinheit ist (S', ß(f), S'). <Zl ist auch eine 
induktive Kategorie mit der Ordnungsrelation (S', g, S) < (Sf, f, S), 
äquivalent mit g < f. 
Eine Teilklasse F von heißt Pseudogrupfte von lokalen Isomorphis

men, wenn die folgenden Bedingungen erfüllt sind: i. Pist eine Unter
kategorie von &. 2. ist ein Untergruppoid von Ql für die beschränkte 
Multiplikation. 3. Das Aggregat einer Klasse von Elementen von .T 
gehört zu r . Die Bedingungen 1. und 2. sind äquivalent mit: Wenn 
(5', /, S) 6 Tund (S", S') 6 r , dann ist (S", /7, S) 6 r, (5, S, S) e r 
und ( S , Z"1, S') e r. 
Eine Pseudogruppe F CS1 kann auch definiert werden als eine 

induktive Unterkategorie von 3*; d. h. ein Untergruppoid J7 von 3Z, 
das gesättigt ist in bezug auf den Durchschnitt zweier Elemente und 
auf allgemeine Aggregation und das der weiteren Bedingung genügt: 
Es sei cp £ F und cp < <p; wenn die Rechtseinheit von cp zu F gehört, 
dann gehört auch cp zu F. 
Der Durchschnitt einer Familie von Unterpseudogruppen von F 

ist eine Unterpseudogruppe von F. Jede Teilklasse von F erzeugt somit 
eine Unterpseudogruppe von F. 
Definition: Eine induktive Kategorie von IsomorphismenS wird 

eine lokale Kategorie (von Isomorphismen) genannt, wenn außer den 
Axiomen 1. bis 5. noch folgende Axiome erfüllt sind: 

1+ 

2 

3 

6. 

wenn A C 0(S) und wenn S und s' Einheiten von G sind (Distri-
butivitätsaxiom). 
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7. 0(S) ist eine Menge. 
Beispiel 1: Das Gruppoid (5 ist eine lokale Kategorie von Isomor

phismen. Die induzierten Elemente der Abbildung / von E auf E' 
sind die Beschränkungen von / auf Teilmengen von E. 
Beispiel 2. Eine KlasseS0 möge lokale Klasse genannt werden, 

wenn in S0 eine Ordnungsrelation gegeben ist mit den folgenden Eigen
schaften: 1. Jede nach oben beschränkte Teilklasse A hat eine obere 
Grenze, die das Aggregat von A genannt wird. 2. Das Distributivitäts-
axiom 6. ist erfüllt. 3. Die Elemente s < S bilden eine Menge &(S). 
Es sei / ein Isomorphismus der geordneten Menge 0 (S) auf die ge
ordnete Menge 0{S/). Die Beschränkungen von / auf die Mengen 0(s), 
wobei s < S, bilden eine Menge &(f) von Isomorphismen. Es sei S 
die Klasse aller Isomorphismen /. Dann ist S eine lokale Kategorie 
von Isomorphismen mit dem Induktionsfunktor 0. 
Beispiel 3. Es sei Q0 die Klasse der Paare (x, M), wo x £ M und 

wo M eine geordnete Menge ist mit folgenden Eigenschaften: Jede 
nach oben beschränkte Teilmenge von M hat eine obere Grenze 
(Aggregat) in M; das Distributivitätsaxiom ist in M erfüllt. Man 
führe in ü0 die Ordnungsrelation ein: (x, M) < (xf, M) äquivalent 
mit x < x in M. Dann ist Q0 eine lokale Klasse, von welcher wie oben 
eine lokale Kategorie von Isomorphismen Q abgeleitet wird. 

1 

2 

3 

2. Gattung von lokalen Strukturen über einer lokalen Kategorie. 
Definition: Es sei C ein Untergruppoid der lokalen Kategorie C 

mit dem Induktionsfunktor 0, und es sei (20 eine Gattung von Struk
turen über C, & die entsprechende Kategorie von Isomorphismen mit 
dem Proj ektionsfunktor p auf C. Wir nennen <30 eine Gattung von loka
len Strukturen über C (und S eine lokale Kategorie von Isomorphismen 
über C), wenn in (5 ein Induktionsfunktor W gegeben ist, welcher den 
folgenden Axiomen genügt: 
a) Es sei (/, S) 6 S, p(f, S) = / 6 C. Dann wird W{f, S) eineindeutig 

durch p auf eine Teilmenge von 0{f) abgebildet; somit wird lF(S) 
eineindeutig durch p auf eine Teilmenge von 0(E) abgebildet, wo 
E^p(S). 
b) Wenn s e ̂ (5), s' 6 y (S), dann ist 

c) Wenn A C ¥{S)t dann existiert ein a ̂lF(S)>so daß p(a) = ̂ >p{A). 
Daraus folgt 0 = ^A, also p{^A) = ^p(A). 
Aus a), b), c) folgt, daß S eine lokale Kategorie in bezug auf W ist. 
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Eine Familie (/,-, von Elementen von S wird kompatibel genannt, 
wenn die folgenden Bedingungen erfüllt sind: 

die Familie (f{) hat ein Aggregat / £ C. Für eine Familie (ŝ  von Ein
heiten lauten diese Bedingungen: p(S{^ Sj) = p (ŝ  ̂  p (Sj); die 
Familie (piŝ ) hat ein Aggregat. 
Definition: WTir nennen <30 eine vollständige Gattung von lokalen 

Strukturen über C, wenn a), b), c) und das folgende Axiom d) erfüllt 
sind: 
d) J ede kompatible Familie {fi, ŝ  von Elementen von & hat ein 1 

Aggregat (/, 5). 
Daraus folgt: f ist das Aggregat von (/J, S ist das Aggregat von 

(st). WTir werden sehen, daß eine Gattung von lokalen Strukturen 
über C immer vervollständigt werden kann. 
Bemerkung: Der Funktor W ist schon bestimmt durch W0, p 

und &, wo WQ die Beschränkung von W auf <30 bezeichnet. Die Axiome 
lassen sich leicht formulieren in bezug auf \F0, p und 0, Wir nennen W0 
das Induktionsgesetz in S0. 
Es sei 30 eine Gattung von lokalen Strukturen über C. Wenn 

S ÇS0, E = p(S), dann bezeichnen wir mit r(5j die Menge der 
Elemente p (s) für alle s < S. Dann ist r (S) eine Teilmenge von &{E) 
mit folgenden Eigenschaften: r (S) ist gesättigt in bezug auf den 
endlichen Durchschnitt und die allgemeine Aggregation; außerdem 
gehören E und o zu T(S). Somit ist r(S) eine Paratopologie auf E ge
mäß folgender Definition: 
Definition : Eine Paratopologie auf E ist eine beliebige Teilmenge T 

von &(E), welche gesättigt ist in bezug auf endlichen Durchschnitt 
und allgemeine Aggregation und welche E und o enthält. 
Die Paratopologien auf den Objekten von C bilden eine Gattung 

von Strukturen X0{C) über C. Es sei Teine Paratopologie auf E,f£C, 
<%(/) - E, ß(f) - E\ Dann ist fT die Bildmenge von T in 0(E') 
durch den Isomorphismus 0 (f) von 0(E) auf 0{E'). WTir bezeichnen 
mit %{C) die entsprechende Kategorie von Isomorphismen. X0{C) ist 
eine vollständige Gattung von lokalen Strukturen über C. Der Induktions-
funktor 0' in X(C) wird in folgender Weise definiert: Für jedes e 6 T 
ist 0 (e) T eine Paratopologie t auf e} welche die von T auf e in
duzierte Paratopologie ist. Jedes Element e Ç T heißt ein offenes Ele
ment von0(E) in bezug auf T. Der induzierte Isomorphismus von (/, T) 
auf t ist (g, t), wo g das von f auf ̂  induzierte Element ist. Wenn C das 
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Gruppoid (£ ist, dann ist X0 ((£) die Gattung G0 aller Topologien und(£ ((£) 
die Kategorie (I aller Homeomorphismcn. 
Satz: Die Klasse der Paratopologien r (S), für S £ 30, is£ eine Gattung 

von Strukturen r(30) wfor C, welche der GattungS0 unterliegt) dabei 
ist r(S) die unterliegende Paratopologie zu S. 
Wenn (/, S) ein Isomorphismus von S auf S' ist, dann bezeichnen 

wir mit fr(S) die Bildmenge von T(S) durch 0(f). Die Abbildung T 
ist vertauschbar mit C: fr(S) = T(/S). Also ist %0(C), sowie r(S0), 
eine unterliegende Gattung von Strukturen in bezug auf 30. Wir 
bezeichnen mit r auch den entsprechenden Funktor von 3 in X{)(C) : 
r(f> S) — (/, r(S)). Für den Funktor p besteht die kanonische Zer
legung p ---= qr, wo q der Projektionsfunktor von X(C) auf C ist. Somit 
ist r(3) eine Kategorie von Isomorphismen, die 3 unterliegt. 30 ist 
eine Gattung von lokalen Strukturen über r(3), und T(30) ist eine 
Gattung von lokalen Strukturen über C. Wenn 30 eine vollständige 
Gattung von lokalen Strukturen über C ist, dann ist r (30) nicht immer 
vollständig über C; aber 30 ist vollständig über r(3). 
Bemerkung: Die meisten Begriffe, die für Topologien definiert 

sind, haben auch einen Sinn für Paratopologien: z.B. die Begriffe 
„zusammenhängend", ,,lokal zusammenhängend", „kompakt", sowie 
die CohomologiegrUppen von Cech. 
Es sei 30 eine beliebige lokale Klasse, E £ 30, T eine Paratopologie 

auf Et 3 die entsprechende lokale Kategorie. Auf jedem Element e < E 
bestimmt T eine induzierte Paratopologie /, die definiert ist durch die 
Menge der Durchschnitte von e mit den Elementen von T. Man erhält 
hierdurch einen allgemeineren Induktionsfunktor; derselbe genügt 
aber nicht mehr den Axiomen einer induktiven Kategorie. Ein Iso
morphismus von T auf T' (Paratopologie auf E' £ 30) ist ein Paar (/, T), 
wo / ein Isomorphismus von 0{E) auf &(E') ist, der T auf V abbildet. 
Die Klasse der Isomorphismen ist eine lokale Kategorie 3/(3) von 
Isomorphismen über der lokalen Kategorie 3. Man definiert eine zu 
TfS) gehörige Kategorie von Homomorphismen in folgender Weise: 
Es sei 3 die Klasse der Abbildungen h von 0 (E) in 0 (Ef) mit folgenden 
Eigenschaften: Es sei Xi £ 0(E). Wenn x, < x9, dann ist 

1+ 

2 

3 

aus h{x) = o folgt x — o. 3 ist eine Kategorie von Homomorphismen, 
die zu 3 gehört; h ist ein Homomorphismus von E auf E\ 
Dem Homomorphismus h £ 3 entspricht eine Abbildung A* v o n 

0(E') in 0(E): h* (x) ist das Aggregat der E l e m e n t e x v o n 0(E), für 
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welche h(x) < x', x Ç &(E'). Aus %\ < x'2 folgt 
h*{x[) <h*{x2), A*(o) = o, h*(E') = E. 1 

Ein Tripel (T't h, T) ist ein Homomorphismus von T in T', wenn 
h eê, oc (h) = E, P{h) = E' 

und wenn h* (e') ein offenes Elément in bezug auf T ist fur jedes offene 
Elément e in bezug auf T'. Die Klasse der Homomorphismen (Tf, h, T) 
ist eine Kategorie von Homomorphismen uber S. Wenn 30 = 60, 
dann ist S = X und die entsprechende Kategorie von Homomorphis
men ist die Kategorie der kontinuierlichen Abbildungen. 
Bemerkung: Man hat allgemeiner den Begriff einer induktiven 

Gattung von Strukturen 30 und einer induktiven Kategorie von Isa- 2 
morphismen 3 uber C, wo C ein Untergruppoid einer induktiven 
Kategorie C ist, die also nicht immer die Axiome 6) und 7) erfùllt. 
Der Begriff ist definiert wie oben durch die Axiome a), b), c). Wenn 
man d) hinzufùgt, dann ist <30 oder S wieder vollstândig. Doch die 
wichtigsten Resultate aus der Théorie der lokalen Strukturen hângen 
vom Distributivitâtsaxiom 6) ab. 

Unterliegende Gattung von lokalen Strukturen. 
Es sei (30 eine Gattung von lokalen Strukturen ùber C und 3q eine 

Gattung von lokalen Strukturen ùber C, wobei CCC'CC. Wir be
zeichnen mit S und 3' die entsprechenden Kategorien von Isomorphis
men, mit p und p' die Projektionsfunktoren auf C und C', mit V7 
und XP' die Induktionsfunktoren in S und 3'. Wir nennen 3q eine 
unterliegende Gattung von lokalen Strukturen fur 30, wenn ein 
Funktor q von 3 in 3' gegeben ist mit den Eigenschaften : 

P = P'q;' q[W(f)) C W ( q ( D ) . 
Dann ist 30 auch eine Gattung von lokalen Strukturen ùber q{G) C S'. 

Gattung von lokalen Superstrukturen. 
Eine Gattung 30 von lokalen Strukturen ùber S ist auch eine Gattung 

von lokalen Strukturen ùber C, und wir nennen S0 auch eine Gattung 
von lokalen Superstrukturen ùber (3, C). 

3. Induktive Kategorien von Homomorphismen. 
Es seien S und S' zwei induktive Kategorien von Isomorphismen. 

Dann ist das Produkt S xS' eine induktive Kategorie mit folgendem 
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Induktionsfunktor 0: Fur (u, v) ( S x o' ist 0 (u, v) die Klasse der 
Paare (u', v) mit der Eigenschaft: < ut v' < v. Das Aggregat einer 
Familie von Elementen (uiy ist v̂f-)> der Durchschnitt 
ist (̂ uit ^Vj). Es sei S eine induktive Kategorie von Isomorphismen 
iiber C C C und S' eine induktive Kategorie von Isomorphismen ùber 
C ( C. C und C sind induktive Kategorien und somit C x C. Dann 
ist S x S' eine induktive Kategorie von Isomorphismen ùber 

C x C C Cx C. 
Es sei § eine Kategorie von Homomorphismen (oder allgemeiner 

von Morphismen) fur S. Dann ist § eine Gattung von Strukturen 
ùber S oder ùber einem Untergruppoid [J von S x S. Wir nennen § 
eine induktive Kategorie von Homomorphismen (bzw. Morphismen), 
wenn in § ein Induktionsgesetz / gegeben ist, wodurch § eine in
duktive Gattung von Strukturen ùber o oder JJ wird; auBerdem 
sollen noch die folgenden Bedingungen erfùllt sein : i. Wenn I (h) die 
Klasse der induzierten Elemente von A Ç 9) bezeichnet, dann ist 
I(Kh) = I{h') I (h), falls h'h definiert ist. 2. Wenn A Ç S, dann ist 

1 ¥(h)===l{h)rs S, 
wo ï7 der Induktionsfunktor in S ist. Wenn das Aggregationsaxiom d) 
erfùllt ist, dann wird § vollstàndig genannt. 
Betrachten wir den F ail, wo 9) eine induktive Gattung von Struk

turen ùber J7 C S x S ist. Es sei A ein Homomorphismus von 5 in S' 
und A' < A. Dann ist A' ein Homomorphisrriucs von s in .s', s < S, s' < 5'; 
zu jedem Paar (s, s') < (S, S') gehort hochstens ein Elément A' mit 
den Eigenschaften A' < A, a (A') — s, fi [h') = s'. Fur eine Familie von 
Elementen A- < A bestehen die Gleichungen : 

« m - W Â t ! ) , fi^h,) = A*)); 
« (At- ~ A;.) = a (A,) ~ « (Ay), fi (ht ~ Ay) = fi (h{) ~ 0 (A/). 

Man kann dem Induktionsgesetz in <r> weitere Bedingungen auferlegen, 
z. B. die folgenden Bedingungen: i. Fur jedes s < S gibt es ein Elé
ment hs £ / (A), fur welches oc(As) = 5, /?(AS) =• S'. 2. Es sei 

A' e §>, oc(h') - s, fi (h') ='s't s' < S' ; 
dann existiert genau ein Elément A Ç §, fur welches 

A' < A, « (A) = s, - S'. 
3. Aus /?(A) = o folgt A = o und somit a (A) = o. Dièse Bedingungen 
sind erfùllt im Falle der Kategorie der kontinuierlichen Abbildungen. 
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Es sei hs> das Aggregat der Elemente h! £ I (h), für welche ß (ti) — s . 
Dann ist hs. £ I (h). Bezeichnen wir mit A* (s') das Element * (As.), dann 
ist h* eine Abbildung von <P(S') in ̂ (5); A*(S') - 5, A*(o) == o. Die 
Funktionen s -> hs und s' -> Av für A £ § definieren zwei Induktions
gesetze, wodurch § eine induktive Gattung von Strukturen über G 
wird; im ersten Fall wird A betrachtet als eine Struktur über oc(h), im 
zweiten Fall über ß(h). 
Es sei S eine lokale Kategorie von Isomorphismen über C ( C, 

C eine induktive Kategorie von Homomorphismen für C, eine in
duktive Kategorie von Homomorphismen für Q und p ein Funktor 
von § in C mit folgenden Eigenschaften: 
1. Die Beschränkung von p auf (5 ist der Projektionsfunktor von £ 

auf C. 
2. Betrachten w i r C und § als induktive Gattungen von Strukturen 

über zwei Untergruppoiden von C x C, dann ist C eine unterliegende 
induktive Gattung von Strukturen in bezug auf § und p, 
3. Jedem h £ $ entspricht ein Tripel 

1+ 

2 

3 

Die Abbildung A -> (5', /, S) ist eineindeutig. 
Dann wird § eine induktive Kategorie von Homomorphismen 

über C genannt. Wir können jedes A £ § darstellen durch ein Tri
pel (S',/, S); die induzierten Elemente von A sind dargestellt durch 
gewisse Tripel (s\ g, s), 5' < Sf, s < S, g < /. 

Kategorie von lokalen Homomorphismen. 
Eine induktive Kategorie § von Homomorphismen für 5 kann er

weitert werden zu einer Kategorie 9)1 in folgender Weise: Ein lokaler 
Homomorphismus von S in S' ist ein Tripel 

Die Klasse dieser Tripel bildet die Kategorie mit folgender Multi
plikation : 

wo h' h definiert ist durch h' hs., wo hs> das oben ausgezeichnete indu
zierte Element von h auf s' = oc(h') ist. Die Kategorie Gl der lokalen 4 
Isomorphismen wird mit einer Unterkategorie von 9)1 identifiziert, 
indem man einen Isomorphismus g von s auf s' < S' identifiziert mit 
dem eindeutig entsprechenden Homomorphismus A von s in S', für 
welchen hs — g. 
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Wenn § eine induktive Kategorie von Homomorphismen uber C ist, 
dann kann der lokale Homomorphismus (S\ h, S) auch dargestellt 
werden durch (S\ /, S), f — p(h). 

4. Lokal isomorphe Strukturen. 
Es sei (5 eine lokale Kategorie von Isomorphismen und A eine 

Klasse von lokalen Isomorphismen (S', fit S,-). Wenn S' das Aggregat 
der Elemente /?(/̂) ist, wird A ein Atlas von S0 auf S' genannt. Wenn 
auûerdem aile S{ mit S identisch sind, wird A ein Atlas von S auf S' 
genannt. Wir nennen S' lokal isomorph zu S, wenn ein Atlas A von S 
auf S' existiert. Es sei $1 die Klasse aller Atlasse von 5 auf S', wo S 
und S' beliebige Elemente von ®0 sind. 21 ist eine Kategorie von Homo
morphismen fur 3 mit folgender Multiplikation: Es sei A ein Atlas 
von S auf S', A' ein Atlas von S' auf S", dann ist A'A die Klasse aller 

1 Produkte cp cp, cp ç .4, 9/ £ A'. Die Rechtseinheit von y-1 ist der Atlas, 
der gebildet wird von (S, S, S) und der identifiziert wird mit S. 
Es sei ® eine lokale Kategorie von Isomorphismen uber C c C . 

Der Projektionsfunktor p von o auf C kann erweitert werden auf S*: 
P(S'J,S) - (piS'), pif), p(S}eCl. Wenn S, S' und (£', g, E) 6 C1 
gegehen sind, dann gibt es hochstens ein (S', /, S) £ S1, so daÛ 

£(5\ /, S) = (£', g, £). 
Wir sagen (£', g, E) bestimmt einen lokalen Isomorphismus von .S 
auf S', falls (E\ g, E) = p(S', /, S), und wir bezeichnen dann (S\ /, S) 
auch mit (S', S). Wenn A ein Atlas von S auf S' ist, dann ist p{A) 
ein Atlas von p (S) auf p(S'). Wenn r(S) die Pseudogruppe aller loka-
ler Automorphismen von S bezeichnet, dann ist p(F(S)) eine Unter
pseudogruppe von F(E), E = p(S). Der Atlas p(A) ist kompatibel 
mit p (F(S)) gemàB folgender Définition : Ein Atlas B von E auf E' £ C0 
heiBt kompatibel mit einer Unterpseudogruppe jT' von F(E), wenn 
(E, gf1 gi} E) £ Ff, fur jedes Paar von Elementen (E,,gi,E) und 
(F, , E) von Es sei© die Klasse aller Atlasse B, welche folgenden 
Bedingungen geniigen: B ist ein Atlas von E Ç C0 auf £' g Q ; wenn 

2 (F, g, E) Ç B, dann ist g g C. 
Satz: Wenn S en?? vollstàndige lokale Kategorie von Isomorphismen 

uber C ist, dann bestimmt jeder Atlas B Ç23, ̂ er kompatibel ist mit 
p(F(S)), einen Atlas A. Ç da/3 a (A) = S £ S0 fwrf />(.4) = S. Z)a-
durch ist auch Sf --- j3(A) bestimmt; wir setzen S' ~ B • S, /mi z#/V sagen, 

3 ia/? B d& Struktur S auf E in die Struktur S' auf E' uberfuhrt. 
Es sei (£', g, E) £ Z?, a (g) — >̂(s), .s < 5 , g s s'. Die Strukturen s' 

bildendann eine kompatible Familie liber E und haben ein Aggregat S'. 
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Die Tripel (S', g, S) bilden den Atlas A und S' = B • S. Die Paare (£,S), 
fur welche B kompatibel ist mit p(r(S)), bilden eine Kategorie, die 
âquivalent ist mit 3Î. 
Bemerkung: Wir erwâhnen hier kurz eine andere wichtige Kate

gorie von Homomorphismen fiir G. Es sei 99 eine Klasse von lokalen 
Isomorphismen (S', fiy S) £ G1 mit folgenden Eigenschaften: S ist das 
Aggregat der Elemente oc (f{) ; a (fr ̂  f.) = <*(/.) ^ oc (/;.) ; 99 ist gesâttigt 
in bezug auf Induktion und Aggregation. Dann nennen wir <p eine 
Ausbreitung von S in S' ; (S, cp) ist eine in S' ausgebreitete Struktur 
(structure étalée). Die Ausbreitungen bilden eine Kategorie von Homo
morphismen fur G. Die.se Kategorie sowie die Kategorie 51 sind in
duktive Kategorien von Homomorphismen fur G. 1 

5. Erweiterung einer Gattung von lokalen Strukturen. 
Es sei G0 eine Gattung von lokalen Strukturen ùber C ( C. Dann 

kann S0 erweitert werden zu einer Gattung G'0 von lokalen Strukturen 
ùber C\ wobei C ein voiles, gesàttigtes Untergruppoid von C und 
C ( C ist. 
Eine lokale Karte von <30 auf E ' Ç C0 ist ein Tripel /, 5), fur wel

ches / Ç C, 5ÇS0, «(/) = £(s), s < S, £(/) < Ein 4*/as von G, 
auf £' ist eine Klasse von lokalen Karten ( E \ fit St) mit folgenden 
Eigenschaf ten : E ' ist das Aggregat der Elemente /? (/,•) ; wenn 

dann ist (Ŝ ,fj~1fi, S{) Ç oz. S* operiert auf der Klasse 2* aller Kar
ten (£', /, S) in folgender Weise: (£', /, S) (S, g, Sx) - (£', /g, Sx), wo 
(S, g, Ç S*, g Ç C. Das Aggregat einer Klasse von Karten (£', /if S) 
ist (£', /, S), f =r- ̂  fi. Ein Atlas ̂ 4 von <S0 auf £' heiBt vollstândig, 2 
wenn er gesâttigt ist in bezug auf G1 und auf Aggregation. Indem man 
einen beliebigen Atlas A zuerst sâttigt in bezug auf G1 und dann in 
bezug auf Aggregation, erhâlt man einen vollstândigen Atlas A ; 
jeder vollstândige Atlas, der A enthàlt, ist identisch mit A . Es seiS^ 
die Klasse aller vollstândigen Atlasse von <30 auf Elemente von C0. 
Dièse Elemente bestimmen ein voiles gesàttigtes Untergruppoid C 
von C. Das Gruppoid C operiert auf G'0 in folgender Weise : Es sei A 
ein vollstândiger Atlas auf E', / Ç C, oc(f) = E ' ; dann ist fA ein voll-
stândiger Atlas auf E " = /?(/). Somit ist So eine Gattung von Struk
turen ùber C ; wir bezeichnen mit G' die entsprechende Kategorie von 
Isomorphismen. 
Satz: Gq ist eine vollstândige Gattung von lokalen Strukturen iïber C. 3 
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Wenn A ein vollstândiger Atlas von 30 auf E' ist, dann bestimmt A 
auf E' eine Paratopologie r(A); ein Elément e von r(A) ist das Aggre
gat einer beliebigen Menge von Elementen p (fo), wo einer Karte 

(E'./i.Si) 6-4 
entspricht, Der Karte (E\ f{> Sj) Ç entspricht die Karte fiy S,-), 
falls /) (A) < Die Klasse dieser Karten (e , fif Ŝ ) ist ein vollstândiger 
Atlas Ae. von S 0 auf c'. Es sei Ae. der induzierte Atlas von A auf e'. 
Dadurch wird in 3^ ein Induktionsgesetz definiert, so daB ©^ eine 
Gattung von lokalen Strukturen liber C ist. Man beweist leicht, daB 
das Aggregationsaxiom erfùllt ist. 30 wird identifiziert mit einer 
Untergattung von S ^ , indem man S Ç 30 identifiziert mit dem voll
stândigen Atlas, der erzeugt wird von der Karte (p{S), p{S), S). 
Wir nennen 3'0 die vollstândige Erweiterung von ©0 und ©' die voll

stândige Erweiterung von S . 
Es sei S Q ' eine vollstândige Gattung von lokalen Strukturen ùber C, 

so daB 30 C ©o 11 n^ daB jede Struktur S" £ 3 Q ein Aggregat von 
Strukturen $'{ ist, wo jedes ŝ' isomorph ist zu einer Struktur s% Ç ©0. 

1 Dann ist ©'0' âquivalent mit ©^ 
Wenn ©0 eine unvollstândige Gattung von lokalen Strukturen 

ùber C ist, dann kann ©0 immer erweitert werden zu einer vollstândi
gen Gattung ©o von lokalen Strukturen ùber C. S0 ist die Klasse der 
Strukturen der Gattung ©^ auf den Einheiten von C. Eine Struktur 
der Gattung ©0 kann auch definiert werden als eine Menge von kom-
patiblen Strukturen si ùber E Ç C0, d. h. pis^ < E und 

welche auBerdem gesâttigt ist in bezug auf Induktion und Aggrega-
2 tion innerhalb S0. 

Die vollstândige Erweiterung ©Q von ©0 kann auch in folgender 
Weise definiert werden: Wir betrachten jetzt nur Karten (E', /, S), fur 
welche a (/) = p{S), und Atlasse von ©0 auf E' y welche von solchen 
Karten gebildet sind. Das Gruppoid S operiert auf der Klasse aller 
Karten dieser Art: (£', /, S) (g, S5) = (£', fg, Sx), falls 

( g . s j e s , gSx = S. 
Ein Atlas A von ©0 auf E' wird nun vollstândig genannt, wenn er ge
sâttigt ist in bezug auf 3, Induktion und Aggregation: Eine indu
zierte Karte von (E', /, S) ist (£', g, s), g < /, s < S, oc (g) = p(s). Das 
Aggregat einer Klasse von Karten (E', /t-, S{) ist (£', f̂it ̂ S{). Jeder 
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Atlas A führt durch Sättigung in bezug auf S, Induktion und Aggrega
tion zu einem vollständigen Atlas A. Die Klasse S0' der vollständigen 
Atlasse von S0 auf Elemente von C0 ist eine Gattung von lokalen 
Strukturen über dem oben definierten Gruppoid C, und S'0' ist äqui
valent mit S0. Eine induzierte Struktur von A £ S0' ist hier einfach 
ein A' g So , so daß A' ( A. 

Erweiterung einer Pseudogruppe. 
Es sei F eine Unterpseudogruppe von S*. Wir ordnen r eine voll

ständige lokale Kategorie von Isomorphismen S(̂ T) zu. Es sei A ein 
Atlas von S auf E'; die Elemente von A sind wieder lokale Kar
ten (E\ fit S<), ft e C. *(/<) = p(si)> s{ < Sif ß(fx) < E'. Wir sagen, 
daß A mit /'kompatibel ist, wenn (S-, /y" ^) 6 /"für jedes Paar von 
Karten (£', 5 ^ ) und (£', /•, SA von /4. Daraus folgt 

d. h. 
Ein mit F kompatibler Atlas A heißt vollständig, wenn er gesättigt ist 
in bezug auf JT und auf Aggregation. Es seiS0(£) die Klasse der voll
ständigen mit F kompatiblen Atlasse. Dann bildet S0 (£) eine voll
ständige Gattung von lokalen Strukturen über einem Cnter gruppoid C 
von C} C" < C". Da jeder Atlas A £ S0(F) einen vollständigen Atlas A 
in bezug auf S* bestimmt, ist S0 eine unterliegende Gattung von 
lokalen Strukturen für S0(£). Wrir nennen S0(£) die zu r gehörige 
Gattung von Strukturen. 1 
Es sei 5, identifiziert mit (S, 5, S), eine Einheit von F. Dann ist 

(p{S), p(S),S) ein mit F kompatibler Atlas auf p (S); derselbe be
stimmt auf p(S) eine Struktur 5 £(50(F), wofür S die unterliegende 
Struktur ist. Die Pseudogruppe F der lokalen Isomorphismen für die 
Klasse der Strukturen 5 projeziert sich eineindeutig auf r. Wir kön
nen F mit r identifizieren, und die Pseudogruppe der lokalen Iso
morphismen von So (F) ist eine Erweiterung von r. Die Karte (£', /, S) 
von A £S0(£) bestimmt den lokalen Isomorphismus (A,f, S). 
Beispiele: Die Konstruktion von S0{r) führt zu wichtigen Gattun

gen von lokalen Strukturen. Im Zahlenraum Rn sei Arn die Pseudo
gruppe der lokalen Homöomorphismen (Rn,f,Rn) der Klasser; d.h. 
in oc (/) hat / kontinuierliche partielle Ableitungen bis zur Ordnung rt 
und die Funktionaldeterminante ist von o verschieden in jedem Punkt 
von <*(/). Dabei kann r die ganzen Werte von o bis 00 annehmen; 
wenn / außerdem analytisch ist, dann hat man die Pseudogruppe A % . 
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Wir konnen (Rn,f, R n ) mit / identifizieren. Dann ist Arn eine lokale 
Kategorie von Isomorphismen: Arn ( A * C A°n C G, k < r. Es sei Crn 
die vollstândige Erweiterung von Afn in bezug auf G. Die Kategorie C*, 
fiir A < r, ist eine unterliegende lokale Kategorie von Isomorphismen 
in bezug auf Crn. Man definiert Cals die Summe der Kategorien 

Cfn, n = o, i, 2, . . . . 
Die Strukturen der Gattung (Cr)0 werden (differenzierbare) Mannig-
faltigkeiten der Kategorie Cr genannt. (Weitere Beispiele in IV.) 

Erweiterung einer induktiven Kategorie von 
Homomorphorismen. 

Es sei S eine lokale Kategorie von Isomorphismen, <3' eine Erweite
rung von S, § eine induktive Kategorie von Homomorphismen fiir S. 
Die Konstruktion der Erweiterung einer Gattung von lokalen Struk
turen fùhrt dann auch zu einer Erweiterung £>' von so daB £>' 
eine induktive Kategorie von Homomorphismen fiir S' ist. 
Es sei S auBerdem eine lokale Kategorie von Isomorphismen ùber 

C c C, C eine induktive Kategorie von Homomorphismen fur C, 
eine induktive Kategorie von Homomorphismen fur (3 ùber C. 

Dann ist die Erweiterung §' von § auch eine induktive Kategorie von 
Homomorphismen ùber C. Ein Elément h' £ £>' ist ein Tripel (S', g, S) 
mit den Eigenschaften SÇSj,, S' Ç S'0 , g 6 C, (Si, /'^g/, Sx) 6 §, 
faiis (s,/^) es'*, (S',/',s;) ç s ^ e e , s; es. 

IV. Lokale Produkte, Blâtterungen, Faserungen. 
1. Lokale Produkte. 

Es seien C und C" zwei Untergruppoide von (£,23 eine lokale Kategorie 
von Isomorphismen ùber C, $ eine lokale Kategorie von Isomorphis
men ùber Cy p und p' die entsprechenden Projektionsfunktoren. Wir 
haben schon Induktionsfunktoren in © x 5 und G x G angegeben, wo-
durch S X 5 eine Kategorie von lokalen Isomorphismen ùber 

C x C ' c Œ x Œ 
wird. Wenn C x C identifiziert wird durch den Funktor 77 mit einem 
Untergruppoid von G, dann haben wir den Induktionsfunktor in (£ zu 
betrachten. Wir konnen 23 x $ erweitern zu einer lokalen Kategorie 
von Isomorphismen ùber einem Untergruppoid von (£. 
Es sei Si 6930-, £(S;) = Bit € (Sj) = i> Das Paar (S,, S'<) 

wird als eine Struktur S{ x S; ùber B{ x F; betrachtet. Die Menge 

1 

2 + 
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Bi x F{ ist mit der Produkttopologie r(ST) x T(S^) versehen. Es sei 

Dann ist p(Si) x p' (s'i) eine offene Menge von Ft- X Fif und g x g' ist 
ein Homöomorphismus von p(s^ x p' (ŝ ) auf p(s2) x (sg). Es sei /^C 
das Aggregat einer Menge von Abbildungen g x g' bei fest gegebenen 
Strukturen und Ŝ , ¿=1,2. Dann ist / ein Homöomorphismus 
einer offenen Menge von Bxx F1 auf eine offene Menge von B2 x F2. 
Das Tripel (S2 x S2, /, Sxx S[) wird ein lokaler Isomorphismus von 
S2 x S-[ auf 52 x S'2 genannt. Die Klasse F dieser Tripel ist eine Kate
gorie mit folgender Multiplikation: 

Die Tripel (S2x SL f, S, x S\) £ F, für welche 

bilden ein Gruppoid F', welches 95 x % als Untergruppoid enthält. Auf 
jeder offenen Menge U von Bxx Fx in bezug r(S1) x r(S[) läßt sich 
eine von Sx x S[ induzierte Struktur (S± x S[) v definieren: (Sx x S[) v 
ist die Klasse der Tripel (U, f, Sx S'), für welche 

Die Teilklasse (U, f, S x S')F' möge eine zulässige Produktstruktur 
in U heißen; (S1 x S[) v ist dann auch die Klasse der zulässigen Pro
duktstrukturen in U. Wir identifizieren Sx x S[ mit der induzierten 
Struktur dieser Art auf pfS,) x p' (S\). Wenn 

dann ist (/, (S1 x S'1)Ui) ein Isomorphismus von (5X x Sj)^ auf (S2 x 52)^. 
Diese Isomorphismen bilden eine lokale Kategorie, und F ist die 
Pseudogruppe der lokalen Isomorphismen zwischen Strukturen der 
Klasse 930 x $o. 
Es sei £0(93 x 5) die Erweiterung von 950 x g0, die zu F gehört, 

£(95 xg) die entsprechende Kategorie von Isomorphismen. Eine 
Struktur A (£0(iBx g) ist also ein vollständiger mit F verträglicher 
Atlas auf eine Menge E. Eine zu A gehörige lokale Karte ist ein Tripel 
(E, fi, S{x Sj), S;6950> 5;. €5o> a o f f e n e Menge von 
p(S{) x p' (S^ in bezug auf r(SI) x T(SJ).-, F. Die durch 4 defi
nierte Struktur ist auch bestimmt durch die Teilklasse von A, die ge
bildet wird von den Elementen (E, fi} S - xŜ -), für welche 
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eine solche Karte möge eine elementare Karte heißen; die Klasse 

definiert dann auf ß(fi) eine Produktstruktur. Die Struktur A auf E 
ist also auch eine vollständige Klasse von kompatiblen Produkt
strukturen auf Teilmengen^- von E = ^ei. Man identifiziert wie
der 93 x 5 mi* einer Unterkategorie von £(93 xg), und wir nennen 
£0(93 x 5) die zu© x 5 gehörige Gattung von lokalen Produkten. 

2. Blätterungen 
Die Pseudogruppe r des vorigen Abschnitts kann erweitert werden 

in folgender Weise: Es sei sx < Sx, s[ < S{ und cp ein Homöomorphismus 
von p(s1) x p(s[) auf einer offenen Menge von B2 x F2 in bezug auf 
r(52) x r{S2), welcher dargestellt ist durch: 

so daß außerdem die folgende Bedingung erfüllt ist: Wenn g'x die Ab
bildung y -> y){%, y) bezeichnet, dann ist (gx, s{) ein Isomorphismus 
von s[ auf s2 {x) < S2 . Es sei / ein Homöomorphismus einer offenen 
Menge in bezug auf T(S1) X T(SJ) auf eine offene Menge in bezug auf 
r(S2) x T(S'2), welcher ein Aggregat von solchen Homöomorphismen cp 
ist. Dann wird (S2 x S2 , /, Sx x S[) ein lokaler Isomorphismus von 
Sj x S[ auf S2 x 52 genannt. Die Klasse dieser lokalen Isomorphismen 
ist eine Pseudogruppe von lokalen Isomorphismen P. Man definiert wie 
oben die induzierte Struktur (S1 x S[)u, unter Benutzung der lokalen 
Isomorphismen im verallgemeinerten Sinn; d.h. (Sxx ist wieder 
die Klasse der zulässigen Produktstrukturen auf der offenen Menge 
UcB1xF1. 
Es sei fi (93 x 5) die zu r gehörige Erweiterung von 33 x Eine 

Struktur der Gattung £0 (93 x <y) heißt eine Blätterung auf einer 
Menge E. Sie ist definiert durch einen vollständigen mit r kompatib
len Atlas A auf E. Eine elementare Karte ist wieder (E, f, S x S') £ A, 
so daß <x(f) ~ p(S)x p'(S')] die induzierte Blätterung auf ß(f) ist 
eine elementare Blätterung. Die Struktur A kann auch definiert werden 
durch eine vollständige, kompatible Klasse von elementaren Blätte
rungen über Mengen ê , deren Aggregat E ist. 
Es sei (E, /, S x S') eine elementare, zu A gehörige Karte. Wir be

zeichnen mit /' die Abbildung 
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Die Klasse aller Abbildungen fx, die zu irgendeiner elementaren Karte 
von A gehören, bilden einen Atlas A' von $f auI E- Somit ist auf E 
auch eine Struktur der vollständigen Erweiterung go der Gattung $0 
definiert. Wir haben somit auf E zwei unterliegende Topologien r (A) 
und ?(A'). Wenn r(A') lokalzusammenhängend ist, dann ist jede 
Komponente in bezug auf r (̂4') mit einer Struktur der Gattung go ver~ 
sehen. Die mit dieser Struktur versehene Komponente heißt ein Blatt 
der Blätterung. 
Wenn A eine Blätterung auf E ist, dann sind auch ausgezeichnete 

lokale Homomorphismen von A in die Struktur der Gattung S0 defi
niert. Es sei (E, f,SxS')£A und es sei h das Produkt von /_1 mit der 
Projektion von p(S) x p' (S) auf p(S). Dann werde (S, h, A) ein loka
ler Homomorphismus von A in S genannt. Wenn (SlfhlfA) und 
(52, h2, A) zwei Tripel dieser Art sind, dann gibt es für x £ oc ôc (h2) 
einen lokalen Isomorphismus (S2, g, Sx), so daß gh1< h2. 
Dies führt zu einer anderen Art von Blätterungen. Es sei 3 eine 

lokale Kategorie von Isomorphismen über Cx C (£ mit dem Projektions
funktor p1, und es sei §/ eine Kategorie von lokalen Homomorphismen 
von 3 in93, so daß h £ <r>* ein Tripel (S, /, Z) ist, 

Wir definieren nun eine Blätterung von Z durch eine Klasse A von 
lokalen Homomorphismen (S{, j{, Z) £ mit den Eigenschaften: 
i. Für % ^ <*(//) existiert ein lokaler Isomorphismus (S;-, g, Sf), 
so daß g/̂  < /;-. 2. Die Klasse A ist vollständig in bezug auf Induk
tion, Aggregation und 53z, das auf §>l in folgender Weise operiert: 

Die Gattung der Blätterungen dieser Art ist eine Gattung von lokalen 
Strukturen über 3o- Zu erner Gattung von Blätterungen der ersten 
Art gehört eine unterliegende Gattung von Blätterungen der zweiten 
Art. 
Oft ist ein Untergruppoid F' von F gegeben. Es sei ß' (23 x 5) die 

zu r f gehörige Erweiterung von 23 x 3f- Die Strukturen der entspre
chenden Gattung werden wieder Blätterungen genannt. So erhält man 
z. B. die Blätterungen der Klasse r oder die analytischen Blätterungen, 
wenn 93 = g = Cr oder Cm ist. 
Bemerkung: Ein lokales Produkt entspricht einer doppelten 

Blätterung. 

1+ 

Jahresbericht d. Deutschen Mathem.-Vereinigung 60, 1. Abt. Heft 2 
151 



7 6 CHARLES EHRESMANN: 

3. Faserungen. 
Es sei g eine Kategorie von Isomorphismen über C ( (£, wofür der 

Induktionsfunktor der Identitätsfunktor ist; 23 sei wieder eine lokale 
Kategorie von Isomorphismen über C C (E. Wir betrachten die oben 
definierte Pseudogruppe F in diesem speziellen Fall. Ein Element 
von r ist ein Tripel (52 x S'2 , /, S1 x S[), wobei 

Der Homöomorphismus / ist dargestellt durch: (x, y) -* (g(x), y>(x, y))> 
(g, 5j) ist ein Isomorphismus von s1 auf s2; y -+ip(x, y) ist für jedes 
x £ ̂>(5X) eine Abbildung £ C, so daß Ŝ ) ein Isomorphismus 
von S[ auf S'2 ist. Man kann / zusätzliche Bedingungen auferlegen. 
Z. B. nehmen wir an, daß zu S' £ go eine unterliegende Topologie T (S') 
auf ̂ ' (5') gehört. Dann haben wir die Produkttopologien T (Ŝ ) X T (Ŝ ), 
und wir setzen voraus, daß / ein Homöomorphismus in bezug auf diese 
Produkttopologien ist. Dadurch wird eine Unterpseudogruppe rf 
von /"definiert. In anderen Fällen wird vorausgesetzt, daß / analytisch 
oder von der Klasse r ist. Die zu 7 oder r' gehörige Erweiterung von 
230 X 5o die Gattung der Faserungen. 

Die Fasern sind definiert wie oben die Blätter. Jede Faser ist mit 
einer Struktur versehen, die isomorph ist zu einer Struktur S £ g0 
in der vollständigen Erweiterung von g. Die Fasern einer Faserung 
auf E bilden eine Zerlegung von E, und der Faktorraum B dieser Zer
legung ist mit einer Struktur versehen, die zur vollständigen Erweite
rung von 230 gehört; wenn die Faserung definiert ist durch einen mit F 
kompatiblen Atlas von 230 x go auf E, dann erhält man durch Über
gang zu Faktorräumen einen Atlas von 23 auf B. Wenn die Topologie 
auf B lokalzusammenhängend ist, dann sind alle Fasern der Faserung 
isomorph zu einer Struktur S £ 5o • 
Bemerkung i: Durch Erweiterung einer Kategorie von lokalen 

Homomorphismen, die zuerst für die Gattung 230 x 5o gegeben sind, 
erhält man durch die oben angegebene Konstruktion eine Kategorie 
von lokalen Homomorphismen für die entsprechenden Gattungen der 
lokalen Produkte, der Blätterungen oder der Faserungen. 
Bemerkung2: Man kann ausgehen von zwei lokalen Kategorien 

von Isomorphismen 23 und wo 93 über C C C definiert ist und g 
über C'(C';C und C sind nun beliebige lokale Kategorien von Iso
morphismen. Durch eine natürliche Verallgemeinerung kann man wie
der lokale Produkte, Blätterungen und Faserungen definieren. Man 
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muß zuerst C x C zu einer lokalen Kategorie erweitern, z. B. zu der 
lokalen Kategorie des Tensorprodukts" C ® C \ Ein Objekt von 
C <8> C ist eine Menge U von Elementen ex e', e < E, e' < E\ mit 
folgenden Eigenschaften: i. Wenn ex e' £U und £x < e, e[ < e' ist, 
dann ist ex x e[ £ U; 2. C/ ist gesättigt in bezug auf vertikale" Aggre
gation U;(ex e'A = ex ^e'Ä und „horizontale" Aggregation 

1+ 
Die Pseudogruppen F und P können dann in ähnlicher Weise definiert 
werden. 

(Eingegangen: 23. 6. 1957) 
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CATÉGORIES INDUCTIVES E T PSEUDOQROUPES 
par Charles E H R E S M A N N (Paris) 

Le but de cet article est de préciser certaines notions algé
briques qui permettent d'esquisser une théorie générale des 
structures locales. Il sera suivi d'une étude des pseudogroupes 
construits à partir d'un groupoîde différentiable, où seront 1 
développés en particulier les notions et résultats résumés 
dans [4]. 

1. — Groupoîdes inductifs. 2 
Nous précisons et complétons ici l'exposé qui se trouve 

dans [1], Etant donnée une catégorie, nous désignons encore 
par a la fonction qui associe à tout élément de la catégorie 
son unité à droite, par (3 la fonction qui lui associe son 
unité à gauche. 

Définition. — Un groupoîde inductif est un groupoîde 
@ muni d'un foncteur généralisé covariant 9 de @ dans ©, 
appelé foncteur d'induction, un élément de 9(jf), où f e @, s'appe
lant élément induit par f. Ce foncteur vérifie les axiomes suivants: 

1) Pour ŝ cp((x(f)), f e @5 U existe un seul g e tel que 
s = a(g) ; g est appelé Vêlement induit par f sur s. 
2) Si f'eo(f), alors ?(f) c o(f). 
3 ) ?(/*) = ?( / ' ) entraîne f = f. 
4) Pour toute sous-classe A de f(f), il existe un g e o(f) tel 

que A c <p(g) et que g e <p(h) pour tout h tel que A c y (h). 
Ces axiomes entraînent les propriétés suivantes : 
9(a(f)) = a (9(/>)); ceci résulte de la définition d'un foncteur 
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généralisé [1] qui donne les relations : 9 (/*) 9( <*(/") ) = y(f) et 
?(f-')W) =?(«(/)). . 
f(f ') — (?(f)) S c'est-à-dire jles éléments induits par f~i 

sont les inverses des éléments induits par f. 
L'élément g de 4) est unique et s'appelle Vagrégat de A; on 

le désignera par U A. L'agrégat d'une classe d'unités est une 
unité. a(U A) = Ua(A); (3(U A) = U(3(A); \J<p(f) = f. 
La relation g e o(f) est une relation d'ordre que nous noterons 

g f. Les fonctions a et (3 et la loi de composition de @ sont 
compatibles avec cette structure d'ordre. Toute classe majorée 
A admet une borne supérieure U A. Nous supposerons doréna
vant que @ admet un plus petit élément noté 0; si cette condi-

1 tion n'est pas vérifiée initialement, nous compléterons @ par 
l'adjonction de l'élément 0 tel que 0 ̂  f pour tout f e @ et 

21 a(0) = 0, 0.0 = 0. Toute famille A de @ admet alors une 
intersection ou borne inférieure; c'est l'agrégat de p| o(/>). 

Une classe munie d'une relation d'ordre telle que toute 
31 partie admette une intersection s'appellera ici une classe 

inductive. Il en résulte l'existence d'un agrégat pour toute 
partie majorée. En particulier @ et @0 sont des classes induc
tives, @0 désignant la classe des unités de @. 

On peut étendre la multiplication définie dans @ à tous les 
couples (/*', fje8 X @; en posant f'f — g g, où g est l'élément 
induit par f tel que {3 (g) = CK.(f') n fi(f) et g l'élément induit 
par f tel que a(g') = OL(f') n $(f). La multiplication ainsi 
étendue sera appelée pseudomultiplication dans @. Elle possède 
les propriétés suivantes : Elle est associative. Sa restriction 
aux couples d'unités de @ est commutative. Les unités de @ 
forment une classe d'éléments idempotents (il peut y en avoir 
d'autres). Elle admet au plus une unité, l'agrégat, lorsqu'il 
existe, de toutes les unités de @. Si cette condition n'est pas 
remplie, on peut toujours compléter @ par l'adjonction d'un 
élément Q qui soit une unité pour la multiplication de @ et 
pour la pseudomultiplication. Les éléments induits de f e ^ 
sont les pseudoproduits de / avec les unités de @. Le groupoîde 
inductif © considéré avec sa pseudomultiplication sera appelé 
pseudogroupe. 

Inversement, soit @ une classe munie d'une loi de composi
tion appelée pseudomultiplication, partout définie et associa-
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tive. De plus, supposons donnée une classe @0 d'éléments 
idempotents, stable pour la pseudomultiplication, telle que les 
conditions suivantes soient vérifiées : 

1) La restriction de la pseudomultiplication à @0 est commu
tative. 
Soient e et e deux éléments de @0 tels qu'il existe £ e @0 

satisfaisant à l'équation e = et. Alors nous écrivons e ̂  e 
et on montre que cette relation est une relation d'ordre dans 
©o, équivalente à la relation e = ee . Tout couple d'éléments 
(e, e) de @0 admet une borne inférieure à savoir ee . 
2) Pour tout /e©? la classe des éléments .e e @0 tels que 

fe = f admet une borne inférieure a(f) vérifiant l'équation 
fa(f) = f\ de même la classe des éléments e e @0 tels que e f = f 
admet une borne inférieure vérifiant l'équation ${f)f= f 
(Il en résulte que fe = f est équivalent à a(/") ̂  e.) 

3) Pour tout /"e®, il existe un f e @ tel que ff = &(f) 
et/T=P(fl. 
PROPOSITION. — Uaxiome 3) entraîne Vexistence pour tout 

/*€=© d'un élément f~l tel que f~{f = a(/"), ff~i = î (f) et 
«(/-') = P(fl. 

Montrons que B(/*) a(7'). E n effet, on a : 

E n multipliant par (/*/*')', on a 
1 

Soit f"1 = / " ftf) et montrons que : f~lf= a(f) et ff~l = $(f). 
E n effet : 

D e plus on a : a(/*"f) = $(f), en vertu du lemme : 
L E M M E . — a(/e) = ea(f), $(ef) — e$(f), où e e @0, 
Posons £ = et montrons que <x.(fe) = £. L'équation 
= (̂£)e entraîne a(/k) e. L'équation featfe) = fi entraîne, 

en multipliant à gauche par f : aL(f)tai(fi) = &{f)z — £ — £a(/k) ; 
d'où £ a(/e) et par suite a(/e) = £, c'est-à-dire v.{fe) = ez(f). 
O n démontre de même la deuxième formule. 

Dans @ on définit la relation f ̂  f équivalente à : il existe 
e e @ o tel que f=ffe. Cette relation est une relation d'ordre: 
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/ ̂  f et f ̂  f" entraînent évidemment f ̂  f". E n vertu de 2), 
on a f ̂  f. Enfin, f = fe et f = fe entraînent : 

f' = fe = f'e'e = fee'e = fee' = f 
E n vertu du lemme et de l'axiome 2), f entraîne a(f) ̂  «(/*') 

et p(,f) 4 m -
Soit A une partie de @0 admettant une borne inférieure dans 

@ . Alors cette borne est aussi borne inférieure dans @0. D e 
m ê m e , si A c @0 admet une borne inférieure dans ©0, celle-ci 
est aussi borne inférieure dans ©. Ceci résulte du fait que 
tout élément inférieur à une unité est une unité. Nous poserons 
encore l'axiome suivant : 

4) Pour la relation d'ordre dans @0, toute partie de @0 admet 
une borne inférieure. (Cet axiome entraîne l'existence d'un 
plus petit élément noté 0 .) 

Si A est une partie majorée de ©0 (il revient au même de 
supposer majorée dans @0 ou dans @ ) , alors A admet une 
borne supérieure dans ©0, égale à la borne inférieure des 
majorants de A, dans @0; remarquons que cette borne supé
rieure est aussi borne supérieure de A dans © . 

THÉORÈME. — La donnée de @0 et de la pseudomultiplication 
vérifiant 1), 2), 3), 4) détermine sur @ une structure de groupoïde 
inductif: la classe de ses unités est @0; sa multiplication est la 
restriction de la pseudomultiplication donnée aux couples (/*', f) 
tels que a(f') = le produit correspondant sera désigné par 
f. f; V inverse de f est l'élément f~l dont nous avons prouvé V exis
tence. La relation d'induction f ̂  f est la relation d'ordre définie 
ci-dessus; la pseudomultiplication donnée coïncide avec la 
pseudomultiplication déduite de la loi d'induction et définit 
sur @ une structure de pseudogroupe. 

Démontrons que @0 est la classe des unités de @ . Si e e @0J on 
a <x(e) = — e d'après 2). Si f.e est défini, on a cc(f) = = e, 
donc f.e = fon{f) = f. D e même si e.fest défini, on a e.f=f 
Donc e est une unité. Si £ est une unité, EOL(E) = £ = a(s) e @0. 

Si f'.f est défini, on a OI(f'.f) = *(f) et $(f'.f) = $(f). E n 
effet, si e e @0J fe = f est équivalent à f fe = f'f; car 
cette dernière équation entraîne f'~if'fe = f'~~if'f c'est-à-dire 
a(f')fe = (̂flf ou encore, c o m m e cn(fr) = (3(f), fe — f De 
même ef = f est équivalent à e(f'f) = f'f. Ce qui précède 

1 
21 

3 

4 

158 



CATÉGORIES INDUCTIVES ET PSEUDOGROUPES 311 
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montre que @ est une catégorie pour la multiplication restreinte. 
D'autre part l'élément f~i est l'inverse « à gauche » de / pour 
la multiplication restreinte, car a^-1) = $(f). Donc @ est un 
groupoîde pour la multiplication restreinte d'après le lemme : 
Lemme. — Si dans une catégorie tout élément x admet un 

inverse à gauche x' (tel que xx = &(x)), cet inverse est inverse à 
droite (c est-à-dire xx — la catégorie est un groupoîde et 
x est Vinverse de x. 

E n effet, soit xx = a(x). On a 
OL(X') = $(x) et $(x'x) - $(x) = *(x). 

Donc xx est défini : (xx) (xx) = x(x'x)x = XOL(X)X = xx'. 
Il existe y tel que 

y(xx') = OL(XX) — $(x) = y(xx') (xx) = $(x)xx = xx', 
donc xx' = $(x). 
Proposition. — La relation d'ordre f ̂  f est encore définie 

par : il existe e e @0 tel que f = e'f. 
Montrons que fe = $(f'e)f. En effet : 
W*) f = tf'*) (f f = M ' ' 1 r = f e a(f) = fe. 

Nous avons utilisé ici la formule (ge)~{ = eg~{ qui s'obtient 
en écrivant : (eg~{) (ge) = e a(g)e = e a(g) = oc(ge). Donc eg~~{ 
est inverse « à gauche » de ge. Il est aussi inverse « à droite » 
d'après le lemme précédent. 

O n démontre de même que ef — f&(ef). 
Pour compléter la démonstration du théorème, montrons 

que la fonction qui associe à f la classe des éléments f'̂ f 
est un foncteur généralisé. Soit h = g.f\ pour tout e e @0? 
on a : he = (g-f)e = gfe; posons f = fe et g' = g$(f) ; alors 
<s)=P(n«(*) t m m = m ^ g'-r=mnr=& = ̂ . 
Inversement, soit g = gz et f = ft' tels que a(g') = j3 (/*'); 
alors g'/"' = gs/V ; d'après le dernier lemme, sf=ft", donc 

Si g et f sont des éléments quelconques de @ , leur pseudo
produit déduit de la loi d'induction est leur composé gf; en 
ettetgf= ga(g) (3(/Y= (g.) (ef), où e = «(g)P(f). 

Démontrons que deux éléments quelconques f et g de @ ont 
une borne inférieure. Soit L la classe des éléments l tels que 
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l ̂  f et l ~$ g. Montrons que ces éléments l ont u n agrégat; 
soit e - a(Z), f = fe et g' = ge. Alors f = g i En effet f 
et g sont deux elements ayant même unite a droite et qui 
induisent des éléments égaux sur tout £ = OL(1) ; on démontre 

1 que est 1 agrégat des et comme on a 
Le composé g .f est donc défini; il induit sur 

chaque £ 1 élément (g i) .{f £) — s. Par conséquent 1 agrégat 
des £ est induit par gf~\ff: comme e = 0L(s,"if), on a e — g~{.f\ 2 
Il en résulte g — f et cet élément est la borne inférieure de 
f et g. 

Si A est u n e partie bornée supérieurement d a n s @ , alors 
il existe u n agrégat U A , qui est l'élément fe o ù e = U a ( A ) et 
o ù fest u n m a j o r a n t p o u r A . En effet, fe est u n m a j o r a n t de A ; 
soit g u n m a j o r a n t quelconque de A ; alors fe = ge, d après 
la démonstration qui précède; d o n c fe ̂  g, c'est-à-dire 

U A . 
DÉFINITION. — U n sous-pseudogroupe d'un pseudogroupe 

© est une partie © ' de @ qui vérifie les axiomes suivants : 
1) Le pseudoproduit fg de deux éléments f et g de © ' appartient 

à©'. 
2) L'inverse f~i de f & appartient à ©'. 
3) L'agrégat d'une partie de © ' majorée dans © appartient à ©'. 
L'axiome 3) appliqué à la partie vide de © ' entraîne que 

Ces axiomes sont équivalents aux suivants : 
a) © ' est u n sous-groupoïde de la structure de groupoïde de 

© (relativement à la multiplication restreinte). 
b) Si e est une unité appartenant à © ' et si f e ©', alors e ©'. 
c) L'agrégat d'une famille d'éléments de © ' majorée dans 

© appartient à ©'. 
Remarque. — L a classe des unités © o de © ' est une sous-

classe de © o stable par rapport à l'intersection de deux élé
ments et par rapport à l'agrégation dans @0. Cependant, 
l'intersection de deux éléments fx et f2 de © ' appartient à © ' 
si la relation de compatibilité suivante est remplie : 

relation équivalente à : 
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O n rencontre aussi des sous-classes © ' de © satisfaisant 

aux conditions suivantes : 
© ' satisfait 1), 2), et 
3') L'agrégat d'une partie de ©', majorée dans ©', appartient 

à ©'. 
U n e telle sous-classe © ' sera appelée sous-pseudogroupe 

faible de © . Elle vérifie encore a), è) et contient l'intersection 
de deux éléments de © ' liés par la relation de compatibilité. 

O n peut remplacer 3) par un axiome 3") encore plus faible 
que 3') : 

3") Toute partie A de majorée dans admet une borne 
supérieure p o u r la relation d'ordre induite dans (mais cette 
borne supérieure n'est pas forcément l'agrégat de A dans 

U n e classe qui vérifie 1), 2) et 3") est encore u n groupoïde 
inductif pour la relation d'ordre induite dans N o u s dirons 
que est un pseudogroupe contenu dans 

L'intersection d'une famille de sous-pseudogroupes de 
est un sous-pseudogroupe de Si B est u n e sous-classe de 
l'intersection des sous-pseudogroupes d e contenant B sera 
appelée sous-pseudo groupe de engendré par B. 

En particulier, soit B une partie de vérifitnt les axiomes 
1) et 2) et soit le sous-pseudogroupe engendré par B. Alors 

contient les agrégats dans des parties de B. En particu
lier contient l'agrégat d'une classe d'unités A appartenant 
a B . D o n c si e est une unité de B, contient aussi 
e' n e e 

Supposons vérifié dans @ 0 Vaxiome de distributivité suivant : 
( D ) 

ou 
Alors o n m o n t r e q u e © ' est la classe des agrégats des familles l 

d'éléments de B . Dans ce cas, nous dirons q u e B est u n e base 
d u p s e u d o g r o u p e 

On est ainsi conduit à poser la définition suivante : 
DÉFINITION. — U n groupoïde inductif @ sera appelé grou

poïde local lorsque la classe @ 0 de ses unités vérifie l'axiome de 
distributwité ( D ) . 
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PROPOSITION. — Si ©0 vérifie Vaxiome (D), alors @ vérifie 

aussi Vaxiome de distributivité : 

où A est une classe majorée d'éléments de ©. 
E n effet, soit g = ( U A ) n f . Démontrons que l'on a : 

g = ( U A ) n g (f n g). Comme g et f sont induits par 
U A, l'unité à droite de ( U A) n g est a( U A) n a(g), l'unité 
à droite de (fng) est (a(/) n a(g)). Comme a( U A) 
est l'agrégat des a(f), où fe A, l'axiome (D) dans @0 donne 
«(UA)na(g) (a(f) n a(g)). Il en résulte 

car les deux membres de cette égalité sont des éléments 
induits par U A . De plus f n ff = f n g, car g-̂ f et f n f ~$ g-
Donc g 

Soit © ' u n sous-pseudogroupe du pseudogroupe @ . Sur tout 
e e @o, la donnée de @ ' détermine [1] une paratopologie T(@', ; 
c'est la classe des éléments <p(e) n @o- Tout /"e @ ' détermine 
u n isomorphisme de la paratopologie T(©', #(/*)) sur T(@', P(jT)) ; 
c'est l'application : £ -> ftifz), où £ e T(6', a(f ))• Si % ̂  
#i e @o, alors T(©', ex) est la paratopologie induite sur e1 par 

Soit (S le groupoïde inductif de toutes les applications 
biunivoques (d'un ensemble quelconque sur un ensemble 
quelconque). Un sous-pseudogroupe r de 6 sera appelé un 
pseudogroupe de transformations. En particulier, supposons 
que les unités de F admettent u n agrégat qui sera l'application 
identique d'un ensemble E . Alors F est appelé pseudogroupe 
de transformations sur E . C'est un sous-pseudogroupe d u 
pseudogroupe Q?.E de toutes les applications biunivoques d'une 
partie de E sur une partie de E . Le pseudogroupe de transfor
mations r détermine sur E une topologie T(F, E ) dont les 
ouverts sont les ensembles &(/*), où feT; chaque F est u n 
h o m é o m o r p h i s m e de a(f) sur ft(f) par rapport à cette topologie. 
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Un exemple de sous-pseudogroupe faible s'obtient de la 

manière suivante : Soit E un ensemble muni d'une topologie 
T non séparée. Soit @o la classe des ouverts séparés de E et 
© ' la classe des homéomorphismes dont la source et le but 
appartiennent à @o. Alors © ' est un sous-pseudogroupe 
faible de-(SE. 
Un exemple de pseudogroupe @ ' contenu dans @ s'obtient 

de la manière suivante : @(, est ia classe des ensembles convexes 
contenus dans Rn et @ ' est la classe des isomorphismes affines 
d'un convexe sur un convexe. 

Les pseudogroupes d'isomorphismes locaux [1] sont aussi 
des exemples de pseudogroupes. Soit @ un pseudogroupe et 
soit @z la classe des triplets (S', f, S), où S et S' sont des élé
ments de @0, /*e@, <*(f) S S, $(f) ^ S'. Munissons 2)1 de la 
pseudomultiplication suivante : 

(s;,/;, so (S',/;s) (s;,/;/;s) si s4 = s' 
(0, 0, 0) si S, S'. 

Soit @ó la classe des éléments idempotents (S, e, S), où 
e H S e 30. Alors @' est un pseudogroupe : Les éléments induits 
par (S', f S) sont les éléments (S', fe, S), c'est-à-dire (S', g. S;, 
où g ̂  f. La multiplication restreinte est : 
(Si, ft, S,) (S', /, S) = (Sî,/•,/-, S) si S1 = S' et a(f1) = ,3(f). 

Si l'on restreint la pseudomultiplication à : 
(Sj, f, SO (S', f S) — (SJ, f{f S) si et seulement si St = S', 

alors devient une catégorie dont les unités sont les triplets 
(S, S, S). Le groupoïde des éléments inversibles de @z s'identifie 
avec @ , en identifiant (S', f S) avec f lorsque cuif) = S et fi(f) = S'. 
D o n c est une catégorie d'homomorphismes pour © (appelée 
catégorie des isomorphismes locaux déduite de @ dans [1]). 

2. — Catégories inductives. 
D É F I N I T I O N . — Une catégorie inductive est une catégorie 

© munie d'une relation d'ordre appelée loi d'induction, la classe 
des éléments f induits par f c'est-à-dire tels que f /*, étant 
notée I (/"). Cette loi d'induction vérifie les axiomes suivants: 

1) // existe un sous-groupoïde © de © admettant les mêmes 
unités que e£ SE = !(/*) n @, pour ioui 
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alors y est un foncteur d'induction dans le groupoïde @. 
Remarquons que ç(e) est alors une classe d'unités lorsque 
e e (£0 (classe des unités de (£). 
2) Soit p{h) = ($(h), a(A)), pour AeS. Alors l'application 

p applique l(h) d'une façon biunwoque sur une partie de 
x 9(«(A)). 

Il 3) Toute partie de (5 a une borne inférieure. Il en résulte que 
toute partie A majorée de 6 admet un agrégat UA. 
4) Si h-t et h9 sont induits par AeS, on a : 

5) 
6) 
Remarquons que ces axiomes entraînent que (£ est une espèce 

de structures inductives au-dessus du groupoïde inductif 
2+ @ X @ (voir [1]). La notion de catégorie inductive exposée 

ici est équivalente à celle de catégorie inductive de morphismes 
de [1]. 

L'axiome 2) peut encore s'énoncer : 
2') Si h e (£, e e (£0J e e (?0, e a(A), e' ̂  (3(A), alors il existe 

au plus u n h! ̂  h tel que a(Zi') = e et = e'. 
R e m a r q u o n s que les axiomes 2) et 4) entraînent : Si hx ^ h, 

alors on a 
PROPOSITION. — (£0 es£ une sous-classe inductwe de (S, c'es£-

à-dire que si e et e <= (£0> alors e n e' e (£0 e£ si E es£ une sous-
classe de (£0, majorée dans (S, alors U E e (£0. 

E n effet, il résulte de l'axiome 5) que, si E est une classe 
d'unités, majorée dans (£, alors a(UE) = U a(E) =UEe (L. 
Soit e et e' alors £ ̂  e'. Inversement 
soit A la classe des u e tels que u ̂  e et u ̂  e ; on a a(u) ̂  e et 
a(u) ̂  e', d'où a(u) e; de même (3(u) £. O r £r = UA, donc 

3 a(£r) £ et p(£r) ̂  £ d'après l'axiome 5). Comme £ et z' sont 
induits par e, on a s' ̂  £, donc £ — s' et, puisque £ e (£0? on a 

PROPOSITION. — Si A es£ une classe d'éléments de @, majorée 
dans (S, l'agrégat U@A de A dans © es£ identique à l'agrégat U A 
de A dans 
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E n effet, a(UA)=Ua(A)-a(U@A),p(UA)-UP(A)-:P(U@A). 

Or U A H U @ A et, en vertu de 2), on a U A = U @ A . 
Si A est une sous-classe de @ , on a fï@A 4 D A . 
O n peut étendre la multiplication dans en posant : 
h'h = \J(l'l), où V^h\ 14 h, a(Z,) = P(Z), lorsque cet 

agrégat existe. Cette multiplication étendue appelée pseudo- 1+ 
multiplication est associative. Remarquons que si f et f appar
tiennent à @, leur pseudoproduit ainsi défini dans (£, s'il 
existe, peut être différent du pseudoproduit défini dans @ 
par la structure de groupoïde inductif de @ . 

O n voit que a(h'h) 4 *{h) et que $(h'h) 4 ${h'). Si e e g0 
et si e 4 a(/&'), alors h'e est défini et on a fie 4 h - De m ê m e , si 
e 4 alors e/i est défini et on a eh 4 h-
Remarque. — Si pour tout e e (£0, la classe I (e) est un 

ensemble, on peut démontrer par récurrence transfinie que h'h 2 
est toujours défini. 
PROPOSITION. — a(/i) es£ Vintersection de la classe E des 

e e (£0 tefo çue he — h] de même $(h) est Vintersection de la 
classe E' des e e (£0 tels que e'h = h. 

E n effet, ha(h) — h, donc H E 4 TX(h) ; inversement, si he = h, 
alors a (he) = a (h) 4 d'après ce qui précède, donc oc (h) 4 H E ; 
de même - PIE'. 

R e m a r q u o n s que @ peut être réduit à ®0 ; mais le cas le 
plus intéressant est celui où @ est la classe de tous les éléments 
inversibles de ©. Cette notion est alors équivalente à celle de 
catégorie inductive d'homomorphismes (voir [1]). On peut 
définir une telle catégorie à l'aide des axiomes 2'), 3), 4), 5), 6), 
7)>8)>où: 

7) Si f est inversible et e e (£0, e 4 a(/*), il existe un élément 
inversible unique g ̂  f tel que a(g) = e. 

8) L'agrégat d'une famille d'éléments inversibles majorée 
par un élément inversible est inversible. 

U n e famille d'éléments de © est dite compatible si : 

Une catégorie inductive sera appelée complète si toute 
famille (/̂) compatible et telle que existent 
admet un agrégat dans 3 
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Si l'axiome (D) est vérifié dans (£0, il est vérifié dans (£, qui 

sera appelé alors catégorie locale. 
U n e catégorie inductive sera dite régulière si elle vérifie 

les axiomes supplémentaires : a) Si h e (£, e e (£0, e ̂  &(h), 
alors a(Ae) = e. 6) Si h e (£, e' e (£0? e' -̂(3 (A), alors $(e'h) = e'. 
Elle sera dite normale à droite (resp. à gauche) si elle vérifie a) 
(resp. b)) et : c) si/G (g, e ̂  a(f)5eeê0, alors /ee@(resp. e'^ p(/), 

e (£0) alors e'/* e (g). 
P R O P O S I T I O N . — Dans une catégorie inductive régulière, 

1 h'h est défini pour tout couple (h', h) et on a: h'h = (h'e) (eh), où 
e = a(h') n $(h). 

E n effet, soit l ̂  h et V ̂  h' avec a(Z') = (3(Z) ̂  e. Montrons 
que VI ̂  (h'e)(eh). Or Voc(V) ̂  h'e et ^ eh, donc VI ̂  (h'e)(eh). 
Par suite h'h est défini et /l'A ̂  (h'e) (eh). De plus, (hre)(eh) H A'^> 
car /i'e /i', eA A, a(A'e) = ft(eh) = e, donc (h'e)(eh) = h'h. 

Proposition. — Si (£• es£ une catégorie inductive régulière, 
\(h) est la classe des pseudoproduits e'he, où e ̂  [3(A), e ̂  a(/i). 

E n effet, he ̂  h et e'ihe) est l'agrégat des éléments où 
V ̂  e' ̂  ${h) et l^he^h; c o m m e VI ̂  $(h)h = h, on a 
e'he ^ h. Montrons que si hx ̂  h, alors Ax = (3(/i1)/ia(/i1) : O n 
a /ii = ĥ ih-̂ ) ̂  hof.iĥ) et hx = (3 (Ai) Ai ̂  p(7i1)/ia(A1). D'autre 
part, ̂ (ĥ hc/̂ hi) et Ax sont induits par A, car a(Ax) ̂  a(A) et 

^ fiihzfjh)). Les unités à droite et à gauche de (3(Ai)Aa(Ai) 
étant induites par a(A4) et (̂K), on a fi(h{)hx(h{) ̂ A,. 

E n particulier la catégorie des applications continues d'un 
espace topologique dans un autre et la catégorie des applica
tions continues d'un espace topologique sur un autre sont des 

2 catégories inductives; la première est régulière. 
Définition. — Si est une catégorie inductive, une sous-

catégorie (£' de (I est appelée sous-catégorie inductive lorsque les 
axiomes suivants sont vérifiés : 

1) U intersection de deux unités de ($' appartient à 
2) Pour toute partie A de (§', majorée dans (S, Vagrégat U A 

appartient à (£'. 
3) Soit @ ' = @ n Si /e @'5 e e ̂ , a alors il existe 

g e © ' ZeZ çue g f et a (g) = e. 
Il en résulte que @ ' est un sous-pseudogroupe de @ . 
Si © est une catégorie inductive régulière, une sous-caté-
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gorie inductive (£' est dite régulière si elle vérifie de plus 
l'axiome : 

4) Si e E e' À e e 4 d(h) e 4 $(h), alors he E G ' 
et e'A E (£'. 

Le système d'axiomes 1), 2), 3), 4) est équivalent au suivant : 
a) (£' est une sous-catégorie stable pour la pseudomultiplica

tion. 
b) © ' est un sous-pseudogroupe de ©. 
c) Identique à 2). 
O n dira que (£' est une sous-catégorie inductive faible si 

l'axiome 2) est remplacé par : 
2') Pour toute partie A de (£', majorée dans (§7, l'agrégat U A 

appartient à (£'. 
Il en résulte alors que © ' est un sous-pseudogroupe faible 

de ©. 
3. — CATÉGORIE DES FILTRES DÉDUITE D'UNE CATÉGORIE INDUCTIVE. 
Soit 31 une classe munie d'une relation d'ordre telle que 

deux éléments quelconques de 31 admettent une intersection et 
qu'il y ait un plus petit élément 0. 

D É F I N I T I O N . — Une partie F de 31 sera appelée filtre sur 31 l 
si Vintersection de deux éléments de F appartient à F et si tout 
élément majorant d'un élément de F appartient à F. Une partie 
B de 31 sera appelée une base de filtre lorsque l'intersection de deux 
éléments de B contient un élément de B. 

Si B est une base de filtre, la classe des majorants des élé
ments de B forme un filtre F appelé filtre engendré par B. 

Si le filtre F contient 0, il est identique à 31 et s'appellera le 
filtre trivial, ou filtre 0. Les autres filtres sont les filtres propres. 

T H É O R È M E . — Soit une catégorie inductive régulière, la 
classe ̂  des filtres de forme une catégorie inductive régulière. 

La classe des éléments a(/"), où f E F, est une base de filtre 
dans (£0 ou dans (£, car <z(f n g ) ^ <x.(f) n a(g). Le filtre engendré 
par cette base de filtre sera désigné par a(F) et sera appelé 
la source de F. D e m ê m e , le but de F est le filtre f3(F) engendré 
par les éléments $(f), f E F . 

L E M M E . — Si h E F, £ E P(F) et s 4 ${h), alors thEF. De même, 
si h E F , e E a(F) et e 4 a W > alors heEF. 
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E n effet, il existe Z e F tel que [3(7) 4 £- Soit V = l n h; on a 

1 V 4 h et P(Z') ̂  £; posons /" = Vu e/i; alors l' e F et on a 
T >̂ A, (3(D = P(Z;) u P(Êfc) = £. Donc l" 4 zh et par suite 
zh e F. De même on démontre que he e F. 
Démonstration du théorème. — Soient F' et F deux filtres 

sur (S tels que a(F') — f3(F). Le produit F'F sera alors le filtre 
engendré par la classe des éléments f'f, où f e F', f e F, 
y~(f) — $(f)- Montrons que la classe M des éléments f'f est la 
base d'un filtre. Si h' e F' et h e F, alors le pseudoproduit 
h'h est un élément de M, à savoir (hfi)(s.h)j où £ — cc(h') n $(h). 
Soient f'f et g' g deux éléments de M . Soit h = f n g et 
h' = f n g'. Alors h' e F' et /i e F et le pseudoproduit h'h 
appartient à M. Or h'h 4 f'f et h'h 4 g'g, donc h'h 4 f'f n g'g. 
Donc M est la base d'un filtre que nous désignerons par F'F. 
Remarquons que M est aussi la classe des pseudoproduits 
h'h, où h e F, h' e F'. 

Si B est une base de F, B' une base de F', alors B'B est une 
base de F'F, en désignant par B'B la classe des pseudoproduits 
b'h, où b e B, b' e B'. En effet, tout f'f contient un tel élément 
b'b, où b 4 f, b' 4 f • 

Si E est un filtre dont une base est formée d'unités, alors 
F'E = F' et E F = F, pour tous les filtres F et F' tels que 
a(F') = E et (3(F) = E. En effet, soit f e F', e une unité appar
tenant à E ; si £ = 7.(f) n e, alors £ e E, fe e F' et fe 4 fe. 
Donc F'E c F'. D'autre part, F' c F'E. On démontre de même 
que E F = F. 

Si F e $ , F'e 5, a(F,) = P(F), alors a(F'F) = a(F) et 
P(F'F) = P(F'). En effet, soit f e F ; il existe f e F' tel que 
&{f)4$(f)' L'élément <x(f)f est un élément fx de F. On a 
«(/•'£) = a(/i) 4 *(f). Donc a(F) c a(F'F). Comme a(F'F) c a(F), 
on a a(F'F) = a(F). On a de même P(F'F) = (S(F'). 

Les résultats précédents montrent que % est une caté
gorie dont les unités sont les filtres ayant une base formée 
d'unités, l'unité à droite de F étant a(F), son unité à gauche 
p(F)._ 

Soit @ ^ la classe des filtres F admettant une base B formée 
d'éléments de @. Alors @ $ est un groupoîde; en effet, F e @^est 
inversible et son inverse F-1 admet pour base la classe des 
inverses f"1, où / e B . Remarquons qu'une base de filtre dans @ 
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est une base de filtre dans et une base de filtre dans (S formée 
d'éléments de @ est une base de filtre dans @ . Il en résulte 
que les éléments f~x forment bien une base de filtre, car f e 3 , 
g e @ entraîne f et 

Considérons dans % la relation d'ordre F ^ F' équivalente à 
F' c F. Cette relation d'ordre est une loi d'induction dans %. 
La borne inférieure d'une famille de filtres pour cette loi l 
d'induction est le filtre engendré par la réunion des filtres 
de la famille. Le plus petit élément est le filtre 0. Toute partie 
bornée A de § admet un agrégat; c'est l'intersection de tous 
les filtres F e A. 

Pour la relation d'ordre induite sur @g, le groupoïde © # 
est un groupoïde inductif : c'est le groupoïde inductif privilégié 
qui intervient dans la définition d'une catégorie inductive. 
E n effet, si F e E 4 a(F), E e alors le filtre induit 
par F sur E est le filtre engendré par les éléments induits par f 
sur e, où f e F, e e E, e est une unité 4 a(/*). 

Pour tout F e § et tout E e § 0 , E ^ a ( F ) . la classe des 
pseudoproduits fe, où f e F, e e E, forme une base de filtre. 
Appelons FE le filtre qu'elle engendre; FE admet aussi pour 
base la classe des éléments fe, où feF, e e E et e 4 «(/*). 
O n définit de même E'F si E' H P(F). O n a a(FE) = E, 
p(E'F) = E'. Si G S F, alors 

P(G) 4 KF a(G)) et G = p(G)F a(G). 
O n démontre que, si H 4 F'F, alors H = (P(H)F'E') (E'Fa(H)), 2 
où E' - P(Fa(H)) n a((3(H)F'), donc H = K'K, avec K'^F', 
K 4 F. Ce qui précède permet de vérifier facilement les axiomes 
d'une catégorie inductive. 

R e m a r q u o n s que (S est plongé dans en identifiant l'élé
m e n t f au filtre formé de tous les majorants de f, que nous 
noterons [f] ; la relation d'induction dans est induite par 
celle de 

Soit © ' une sous-catégorie inductive, la classe des filtres 
F e § , ayant une base formée d'éléments de (£'; on montre 
facilement que %' est une sous-catégorie inductive de %. Si 
(S/ est une sous-catégorie inductive faible, alors %' est une 
sous-catégorie inductive faible de 

21 
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1 4. — GROUPOÎDES INDUCTIFS AU-DESSUS D'UN GROUPOÎDE INDUCTIF. 

D É F I N I T I O N . — Soient © et ©' deux groupoîdes inductifs, 
9 et 9' leurs fondeurs d'induction. © est appelé groupoîde induc
tif au-dessus de ©' lorsqu'il est muni d'un foncteur covariant p de 
© vers ©' vérifiant les axiomes suivants : 

1) Soit fe©, 5 e ©0? tek çue — a(p(/')). AZors iZ existe 
g e © teZ gwe a(g) = *6f p(g) = 

2) L'élément g ci-dessus est unique. 
3) ç(/>) es£ appliqué d'une façon biunivoque par p sur une 

sous-classe de ?'(/*'), oùf = p(f). 
4) Si ̂  s, s2 4s, où s, Sx et s2 sont des unités de ©, alors 

p(Sl n s2) = n p(s2). 
5) Si A es£ une sous-classe de ©0 majorée par s e= ©0, iZ existe 

s14s tel que p(si) = U p(A). 
Les axiomes 1) et 2) entraînent : /?(©) est un sous-groupoïde 

G de © ' et G est un groupoîde d'opérateurs sur @0. En effet, 
reprenant les notations de 1), le composé de (p(f), s) sera 
P(g), c'est-à-dire on peut écrire s' = p(f)s, où s' = (3(g). Cette 
multiplication vérifie les axiomes d'un groupoîde d'opérateurs, 
en d'autres termes, ©0 est une espèce de structures sur G ou au-
dessus (l) de ©'. 

Les axiomes 3), 4), 5) expriment que ©0 est une espèce de 
structures inductives au-dessus de © ' (voir [1]) : l'élément f de 
© peut être identifié avec le couple (p(f), #(/*))• 

O n démontre les propriétés suivantes : 
fi4f ̂  équivalent à: <x(f1)4ot(f) et p(fi)^p(/). 
Etant données trois unités s, s1? s2 de © telles que Si^s, 

s2 4 s, pour que s± 4S2, il faut et il suffit que p(s1) 4p{s2)-
(x) En accord avec la définition suivante (qui généralise légèrement celle de [1] page 52). 
DÉFINITION. — Une catégorie (S est appelée catégorie d'opérateurs sur une classe E 

lorsqu'on a défini une multiplication pour certains couples (/, z), (/, z)—> fz, où 
/e$, zeE, /zeE satisfaisant aux axiomes suivants: 

1) Si l'un des éléments g(fz) ou (gf)z est défini, alors les deux éléments sont définis 
et g(fz)̂  = (gf)z. 

2) Si gf et fz sont définis, alors g(fz) est défini. 
3) Si e est une unité de (£ et si ez est défini, alors ez = z. 
4) Pour tout zeE, il existe /e tel que fz soit défini. 
5) Pour tout / e (5, il existe se E tel que fz soit défini. 
On dira aussi que E est une espèce de structures (covariantes) sur (S. Si ces axiomes 

sont vérifiés sauf 5), on dira que E est une espèce de structures au-dessus de (S; 
c'est alors une espèce de structures sur une sous-catégorie de (L 
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O n a : p(UA) = Up(A), où A est une partie majorée de @0. 
Si B est une partie majorée de ©, on a : 

Si et f2 sont deux éléments quelconques de © et si f2fx est 
leur pseudoproduit, alors pif̂fi) 4pif̂ pifi)- Si s^a(f), on a 
Pifs) = P(f)p(s). 

E n général, p(@) n'est pas un sous-groupoïde inductif conte
nu dans ©'. Si p(©) est un sous-groupoïde inductif contenu dans 
©', alors p(f2fi) = p(U)p{fi)<> où le deuxième m e m b r e est un 
pseudoproduit dans p(©). Si p est un foncteur biunivoque de 
© dans ©', alors p(©) est un sous-pseudogroupe faible de ©'. l 

Si © ' est un groupoïde local, alors © est un groupoïde local. 
U n e famille d'éléments f de © est appelée compatible relative

ment à © ' si elle possède les propriétés suivantes : 
a) où 
b) 
Il en résulte : 

c est-a-dire fi et fj sont compatibles dans © , p(/i) et p(f j) sont 
compatibles dans ©'. 

D É F I N I T I O N . — C/n groupoïde inductif © au-dessus de © ' es£ 
di£ complet relativement à ©' lorsque Vaxiome suivant est vérifié : 

c) Toute famille d'éléments de © gui es£ compatible relative
ment à © ' e£ do ni Za projection dans ©' admet un agrégat dans 
©' admet elle-même un agrégat dans ©. 

5. — Catégories inductives au-dessus d'une catégorie inductive ; 
DÉFINITION. — Soient © e£ (5/ deurc catégories inductives, 

© e£ © ' /es sous-groupoïdes inductifs privilégiés dans e£ S', I e£ 
I' les lois d'induction dans (S et (£'; on appellera (S une catégorie 
inductive au-dessus de (£' lorsque es£ muni d'un foncteur cova-
riant TC de ^ers ©' vérifiant les axiomes suivants: 
1) Soient s, s1? s2 des unités de ©, s-t ̂  s, s2 ̂  s. Alors 

iz(s1 n s2) = (̂̂i) n TC(S2). £)e pZus, TC(SI) = TC(S2) entraîne sx = s2. 
2) Soi£ A une partie de (£0, majorée par S dans (£0, afcrs i£ 

existe cr ̂  S £eZ gue ir(a-) = U'rc(A). 
3) Soi* aZors TC(I(A)) c 
4) L'application h—>($(h), 7c(h), a(/&)) de © sur une partie de 

©o X @/ X @0 ̂  biunivoque. 
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5) 
6) Soit /e©', s e (£0, où TZ(S) = ^( «(/*)). -AZors î£ existe un 

1 g G ® et un seul tel que a(g) = s et iz(g) = Tt(f). 
O n obtient un système d'axiomes équivalent en remplaçant 

1), 2), 5), 6) par l'axiome : La restriction de u à @ définit © 
c o m m e groupoïde inductif au-dessus de Un e catégorie 
inductive © au-dessus de (5/ a été appelée dans [1] catégorie 
inductive d'homomorphismes au-dessus de S'. 

Les éléments induits par h e s'identifient à des triplets 
(s2, h', sx) où s-t ̂  a(A), s2 ̂  /i' ̂  TU(/I). Si /̂  et h2 sont in
duits par A , on a TC^ n h2) = TC(/&I) n TC(A2) Si B est une partie 
de fê, majorée dans fê, alors ir(U B ) — U T T ( B ) . 

ir(©) est une sous-catégorie de mais, en général, ce n'est 
pas une sous-catégorie inductive. 

2 Si © et (5/ sont des catégories régulières, pour la pseudo
multiplication on a : 

Si TC((£) est une sous-catégorie régulière faible de alors 
31 it est u n isomorphisme de sur u((£) pour leurs structures de 

catégorie inductive. 
Une famille d'éléments ht de © est dite compatible relativement 

à si on a : 
a) 

OÙ 

6) 
DÉFINITION. — Une catégorie inductive © au-dessus de (5/ 

es£ dite complète relativement à (§/ lorsque Vaxiome suivant est 
vérifié : 

4 c) Toute famille d'éléments de gui es£ compatible relativement 
à (5/ e£ doni /a projection admet un agrégat dans (£' admet un 
agrégat dans ©. 

Si (§/ est une catégorie locale, alors © est une catégorie 
locale. 

PROPOSITION. — Au-dessus d'une catégorie inductive normale 
à droite (resp. à gauche) (£, on peut définir une catégorie 

5 inductive normale don£ Zes objets sont les paratopologies sur 
les unités de (£. 
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Soit T une paratopologie sur eeÇ0; c'est-à-dire T est une 

partie de 9(0), classe des unités induites par e, telle que T soit 
saturé par rapport à l'intersection de deux éléments et par 
rapport à l'agrégation quelconque et contienne e et 0. Soit 

la classe des triplets (T', h, T;, où h e (S, T est une parato
pologie sur a(/i), T' une paratopologie sur $(h), tels que e e T 
entraîne $(he) e T' (resp. e e T' entraîne ce (eh) e T). La classe 1 

est une catégorie inductive pour la loi de composition : 2 
(T", A,,T4) (T', h, T) = (T", h'h, T), si et seulement si T, = T', et 
pour la loi d'induction : 

(*', h', t) 4 (T', h, T) si et seulement si h' 4 h, t = T n ?(a(fc')), 
a(/0 e T, [3(/0 e T', *' = T' n 9(p(/0). 

U n e unité de est un triplet (T, e, T), où e e (£0. Il corres
pond d'une façon biunivoque à T; c'est-à-dire, la classe des 
paratopologies sur les unités de © est une classe d'objets pour 
m ) -

Le sous-groupoïde inductif privilégié de est la classe 
£(3) de triplets (T', f, T), où 3, T7 = fT = classe des élé
ments où e e T, fe est l'élément de 3 induit par /* sur e. 2 

Soit A' = he, e^a(A), e e T, £ la paratopologie induite par 
T sur e, t' la paratopologie induite par T' sur fi(h'). Alors 
(t', h\ t) e £(<£). O n a : 

(1) 
où le premier m e m b r e est un pseudoproduit dans la catégorie 
inductive O n a respectivement une formule analogue : 

(2) 
Ces deux formules montrent que est une catégorie 

inductive régulière, si (£ est régulier. 
est une catégorie inductive au-dessus de par rapport 

au foncteur projection iz : (T', h, T) —>• h. 
La formule (1) entraîne : 

De même respectivement : 

Si est une catégorie locale, alors est une catégorie locale 
complète relativement à (£. 4 
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DÉFINITION. — La catégorie est dite suprarégulière au-

dessus de (£' lorsque et (§/ sont des catégories inductives régu
lières, © étant au-dessus de ($/ par rapport à un foncteur projec
tion TC vérifiant Vaxiome: 

où 

E n particulier la catégorie £(©) est suprarégulière au-dessus 
de 6 si © est régulier. 

DÉFINITION. — Soit © une catégorie inductive au-dessus de la 
catégorie inductive La catégorie sera dite étalée au-dessus de 

lorsque la restriction du foncteur projection n à la classe 1(h) 
1 est biunivoque sur Ï'(TC(/I)) et que la restriction de TC à rf(s), s e (£0, 

est biunivoque sur Ç'(TC(S)). 
Si est étalé au-dessus de (?' et si ou (£' est régulière, 

alors est suprarégulière au-dessus de (£'. 
PROPOSITION. — Si es£ suprarégulière au-dessus de (5/ 

normal, alors es£ étalée et suprarégulière au-dessus de £((£') 
par rapport au foncteur projection ~ : h -> (T", TC(/&), T), où T es£ 
/a paratopologie sur -K(S) définie par Tc(cp(s)), où s = a(h), T' é£an£ 
Za paratopologie définie de la même façon sur TC(S'), où s' = fi(h). 

Le groupoïde privilégié de © au-dessus de !£(©') est ® . D e 
plus on a : TC = TC'U, où TC' est le foncteur projection de 
sur fê'. 

Cette proposition généralise la proposition de [1] page 64. 
T(6) est une sous-catégorie inductive faible de qui est aussi 
suprarégulière au-dessus de Si de plus la catégorie est 
complète relativement à alors elle est complète relativement 
à mais la catégorie T((£) n'est pas forcément complète 
relativement à 

Soit (§ une catégorie inductive au-dessus de (5/ telle que le 
foncteur projection TC soit biunivoque sur TC((Î). Alors TC((£) est 

2 une sous-catégorie inductive faible de (£'. Si 6 est suprarégu
lière au-dessus de (5/, alors TC((£) est une sous-catégorie induc
tive régulière faible. Si (£ est complet au-dessus de (S/, alors 
TC((S) est une sous-catégorie inductive de ($/. Si © est étalé 
au-dessus de (S', alors TC((£) est saturé par induction. 
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Une catégorie 6 étalée et complète au-dessus de 6' généralise 

la notion de faisceau d'ensembles : Si 6 se réduit à la classe des i 
unités 60, alors 60 peut s'appeler un faisceau de structures au-
dessus de 6Q. En ajoutant des structures algébriques supplé
mentaires dans 6, on peut généraliser la notion de faisceau 
(d'ensembles munis de structures algébriques). 

6. — Jets locaux. 
PROPOSITION. —• Soit 6 une catégorie inductive suprarégulière 

au-dessus de 6', TC le foncteur projection. La classe 0(6, 60) 
des triplets (e , h, e), où h e 6, e e 60, e e 60, e 4 7.(rJJi)), 
e 4 [3(TC(/*,)), e 4 a(Tc(s7i)), e' (3(TC(/IS)) pour tout s 4 aiji) 
et tout s' 4 ft (h) tels que e 4 ̂ (s), e 4 TC(S/), es£ une caté
gorie inductive lorsqu'on la munit de la loi de composition : 
(e", h', e[)(e\ h, e) = (e", h'h, e), si et seulement si e — e[ et 
(x(h') = $(h), et de la loi d'induction: 

si et seulement si 
Les unités sont les triplets (e, s, e), où e ^ r > ) , s e 60. Le 
groupoïde inductif privilégié dans 0(6, 60) est la classe des 
triplets (e, f e), où fe®, e( = [3(g), où g e g 4 r.(f), 
a(g) =<>• 

L a catégorie 6 s'identifie à une sous-catégorie de 0(6, 60) 
par A -> (TC(P(/I)), h, Tc(a(/i))). Si 6 est étalé au-dessus de 6/, 
la catégorie 0(6, 6o) est une catégorie inductive au-dessus 
de 0(6', 60), le foncteur projection étant : (e', h, e) —> (e', TC(A), e). 3 

D a n s 0(6, 6Q), nous considérons la relation d'équivalence p 
suivante : 
(e', h, e) • (ej, A1? ex) si et seulement si e = e1? e' — e[, 
e H a(rc(A n / 0 ) , c' H n ih)). 

p es£ effectivement une relation d'équivalence : e 4 Tc(a(/i n 
et e ̂  Tc(a(/i1 n/i2)) entraînent e Tc(a(/i n /&2)), car (A n Z^) n (/̂  n A2) 
^ /i n A2 et c o m m e A n et hx n /*2 sont induits par Ẑ , on a : 

Si (e\ h, e) — (e', A1? e) et (e\, Z, ex) —- (ei, Zl5 ex) et si de 
plus A et Z sont majorés dans 6, alors [e n e[, h n Z, e n — (e' n 4 
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n Z1? e n e-t). Si A est une famille d'éléments (e[, hh et) majorée 

dans 6(6, 60) et si (e[, hh ef) ~ Zj, alors U A ^ U B , 
où B est la famille d'éléments [e\, lh et). 
La relation d'équivalence p est compatible avec la multiplica

tion dans 6(6, 60). Pur passage au quotient, on en déduit une 
multiplication dans la classe 3' dont les éléments sont les classes 
d'équivalence suivant p. Désignons par e<jehldL classe d'équiva
lence de [e , h, e). Alors la multiplication dans 3' est définie 
par : 
(i) où 

1+ Pour cette multiplication 3' est une catégorie : l'unité à 
droite ou source de e>jeh est e/ea(/i), son unité à gauche ou but est 
e'je'ft[h). U n e unité quelconque ejes, où s e= 60? e^Tc(s), sera 
appelée germe de structure au-dessus de 6'. Un élément de 3' 
sera appelé jet local de 6 au-dessus de 6'. 

Le jet local e>jeh est aussi le filtre le plus fin dans 6 (6, 60) 
possédant les propriétés suivantes : il contient (e, h, e) et le 
foncteur [e , l, e) -> TC ( Z ) de 6 (6, 60) vers 6' l'applique dans 
le filtre Y] engendré par les éléments h! ^ T C ( A ) tels que e^a(/*/), 
e 4${h')- R e m a r q u o n s que l'application e>jeh -> r\ n'est pas un 
foncteur. 

Soit A e 6 tel qu'il existe g e 6' où ĝ Tc(/i), a(g) = e, 
(3(g) = e'. Les jets locaux e<jeh correspondants forment une 
sous-classe 3 de 3'- 3 est une sous-catégorie de 3' contenant 
tous les germes de structures au-dessus de 6\ Le filtre Y] corres
pondant à e>jch est alors le filtre [g] engendré dans 6' par g. 
L'application : e>jeh -> g est un foncteur. 

PROPOSITION. — 3' est une catégorie inductive régulière 
pour la loi d'induction suivante: 

2 eiJe}h 4 ejeh si et seulement si e\ 4 e, ex 4 e et ejefh = e'jeh. 
Le groupoïde inductif privilégié dans 3' est le groupoïde dont 

les éléments sont les jets e>jef, où/* e @, e = $(-x{f)e), où r.(f)e est 
l'élément de @ ' induit par TC(/*) sur e. 
3 est une sous-catégorie inductive de 3'- D e plus la formule 

(1) est aussi valable plus généralement lorsque la condition 
a(/i') = j3(/i) est remplacée par e'/Va(̂') = e'je'$(h) en considérant 
h!h c o m m e un pseudoproduit. 
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PROPOSITION. — Si 6 est suprarégulier au-dessus de 6', 

alors 3 est une catégorie inductive étalée au-dessus de (5/. il 

PROPOSITION. — Si 6 est suprarégulier au-dessus de S' 
normal, la catégorie 3(S, S') des jets locaux de 6 au-dessus de S' 
est une catégorie inductive étalée au-dessus de 3(£(<5'), G'), Ze foncteur 
projection étant: e<jeh —> e>jeT(h), où T es£ foncteur qui étale 6 
au-dessus de (S'). 
La catégorie © s'identifie avec une sous-catégorie [6] de 

3((5, g'), en identifiant /i e © avec [/i] = e'/cA, où e = Tc(a(A)), 
g' = TC([3(/I)); la loi d'induction dans © correspond à la restric
tion à [6] de la loi d'induction dans 3((\ (T). L'intersection 
de deux éléments de [©] appartient à [(£•] : [/i] n [/?/] = [/in A']. 
L'agrégat d'une partie de [6] majorée dans 3(6, 6') appartient 
à [(£,]. Tout élément de 3(Œ, (V) est induit par un élément de 
[(£]. Nous exprimons ces trois dernières propriétés en disant 
que [6] est une paratopologie sur 3(@, 2 

7. — Catégories inductives au-dessus de la catégorie des 
applications. 
Soit d la catégorie inductive des applications d'un ensemble 

quelconque dans un ensemble quelconque, le sous-groupoïde 
inductif priviligié étant Une sous-catégorie inductive 
(faible) de (§ sera appelée catégorie inductive (faible) d'applica
tions. 
Soit (£ une catégorie inductive suprarégulière au-dessus 

de TC le foncteur projection de © vers (§, 3 la classe des élé
ments inversibles. Soit 3À(6) la sous-catégorie de 3(cs, §) formée 
des jets locaux « atomiques » de la forme x>jxf où fe (£, où x 
est un point de Tc(a(/*)), X = ~{f)(x) ; un tel jet sera désigné 
par ĵf Soit 3A(fê0) â classe de ses unités ou germes structuraux 
(( atomiques ». 3A(3) s'identifie avec le groupoïde des éléments 
inversibles de 3Â(©)-
L'image f de a(Tc(/*)) par l'application jxf: x —> jlf sera 

appelée ouvert élémentaire de 3A(6)- L'intersection de deux 
ouverts élémentaires est un ouvert élémentaire. Les réunions 
quelconques d'ouverts élémentaires sont les ouverts d'une 
« métatopologie » sur 3X(6), c'est-à-dire d'une structure définie 3 
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sur la classe 3̂ (6) par la donnée d'une famille de parties véri
fiant les axiomes des ouverts d'une topologie. 3A(fë) devient 

1 alors une catégorie topologique [2]. 3A(@) est un ouvert de 
3A(6)- Si 3' est un sous-pseudogroupe de 3, alors 3A(@') est un 
sous-groupoïde ouvert de 3A(&)- Inversement un sous-groupoïde 
ouvert G de 3A(@) détermine le sous-pseudogroupe 3' dont les 

•A. 
éléments sont les éléments f de 3 tels que / c G ; tout sous-
pseudogroupe 3" de 3 tel que 3A(@") = G est un sous-pseudo
groupe de 3'. Les éléments de 3 correspondent d'une façon 
biunivoque aux ouverts élémentaires de 3A(@)« Un élément 
f de 6 peut s'identifier au couple (U', f), où U' est un ouvert 
élémentaire de 3A(fëo) contenant $(f). Plus généralement on 

2 montre que 3A(fë) détermine complètement 3(@, §)• 
L'application a étale l'espace topologique 3A(6) au-dessus 

de 3A(60). L'application fi est une application continue de 
3X(6) dans 3A(@o). Les applications a et ¡3 sont ici les 
applications source et but dans 3X(©)-

Soit î la catégorie dont les objets sont les topologies. 
Alors 6 est étalé au-dessus de l£ par le foncteur T. Désignons 

3 3*(3L) Par 3Aj 3̂ (̂ o) Par3£ qui est la classe des germes de topo
logies, ces classes étant m u n i e s des métatopologies définies 
ci-dessus. Alors o n a : 

PROPOSITION. — La restriction z à 3A(6) du foncteur qui étale 
3(fê, 5) au-dessus de 3(£, i) Vespace topologique 3A(©) 
dessus de 3A ^ même 3X(©0) au-dessus de 3o- L'application T 
est : jlf faif), où f e 

Le procédé d'élargissement d'une espèce de structures [1] 
conduit à munir 3A(fë) d'une métastructure de l'espèce (£0 élargie; 
nous considérons (£0 c o m m e une espèce de structures au-dessus 
de (I (pour laquelle © est une catégorie inductive d'homomor-

4 phismes au-dessus de (§.). Le couple (/'/> s), où s e fë0? /* e est 
une carte locale élémentaire de 60 sur l'ouvert élémentaire / de 
3A(6). Etant donnée une deuxième carte locale (jxg, s'), le chan
gement de carte est le triplet (cr, s, a), où cr = a(/* n g) et 
s — 7i((j). La métastructure sur 3A(fë) est définie par l'atlas 
formé par les cartes locales élémentaires. En supposant © 
complet au-dessus de (S, le couple (jxf s) définit une structure 
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s de l'espèce ©0 sur f. Les structures s forment une classe de 
structures compatibles qui définit également la métastructure 
sur 3X(6). 
En particulier, soit ©r la catégorie des applications r fois 

continûment différentiables dont les objets sont les structures 
de variétés r fois continûment différentiables de classe ©J. Soit 
3X'r = 3X(6r)> 3o'r = 3A(®J) = classe des germes (atomiques) de 
structures r fois continûment différentiables. Alors 3A'r ainsi 
que 3o'r est m u n i d'une métastructure r fois continûment 
différentiable. Si k ̂  r, ©r est étalé au-dessus de 67e, qui est 
étalé au-dessus de X . De plus 3A'rest étalé au-dessus de 3*'&> 
qui est étalé au-dessus de 3\ ces classes étant munies des 
métastructures correspondantes. 

Etant donné un germe de structure x e 3̂ 'r, u n repère pour .x 
est u n jet inversible h e 3A'r tel que (3(A) = x et a(h) = germe On 
de R71 en l'origine O. D a n s 3"'r on a ia relation d'équivalence 
pr: jxf~ jzë s* et seulement si les conditions suivantes sont 
vérifiées : 

1) Jxf etd ont la même unité à droite x ainsi que la même 
unité à gauche x. 
2) Soit h un repère pour x, h' un repère pour x. Soit 

h/~1(]lf)h = jof? où /"s 6r est une application dans Rp d'un voisi
nage de 0 relativement à Rn telle que O = f (0). Soit de même 
hf~1(jlg)h = j}g. Alors f — g est une fonction définie dans un 
voisinage de 0 telle que toutes ses dérivées partielles d'ordre 
^ r soient nulles. 

L a classe d'équivalence de jlf suivant pr sera désignée par 
jrcf et s'appellera un jet infinitésimal d'ordre r de x vers x. L a 
relation d'équivalence pr est compatible avec la multiplication 
dans 3A'r; ia classe 3r des jets infinitésimaux d'ordre r est 
une catégorie admettant encore 3o'r comme classe d'objets. 
Soit rir le groupoîde des éléments inversibles de 3r-

Les catégories 3r sont les catégories fondamentales de la 1 + 
géométrie différentielle. Une classe d'éléments infinitésimaux 
d'ordre r (ou d'objets géométriques d'ordre r) est une classe 3Ji 
admettant Flr comme groupoîde d'opérateurs, plus générale
m e n t admettant 3r 0u une de ses sous-catégories comme caté
gorie d'opérateurs. Soit une classe d'éléments infinitési
maux d'ordre /c, par rapport à IP, où k <^ r. Une application 
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covariante de 50? dans est une application y de äft dans 
W telle que : 

où X e llr, /,/cX l'élément de IP qui se déduit de X par le foncteur 
canonique jk de Ilr sur IP; l'élément y(z) est appelé covariant 
différentiel de z. 

Ces notions conduisent à une théorie générale des prolonge
ments d'ordre r d'une variété difïérentiable ainsi que des 
structures infinitésimales définies par des sections de ces 
prolongements (voir les références dans [3]). 
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CHAPITRE 1 
STRUCTURES ET CATÉGORIES D'HOMOMORPHISMES 

/. CATÉGORIES ET FONCTEURS 

1 . Catégories et groupoi'des. 
DÉFINITION 1. Soit C une classe munie d'une loi de composition partielle
ment définie: ( g, f )h gf, où g e C, f e gf e C . Un élément e de £ 
est une unité si fe — f et eg - g pour tout élément f tel que f e soit défini 
et pour tout élément g tel que e g soit défini. 
DÉFINITION 2. Une catégorie est une classe C munie d'une loi de compo
sition partiellement définie (g,f)\> gf, où g e £, fe gf e C , satisfai
sant aux axiomes suivants : 

1° Associativité: Si h(gf) ou (hg)f est défini, alors les deux com
posés sont définis et égaux ; h ( gf ) - ( h g )f. 

2° Si h g et gf sont définis, alors fhgjf est défini. 
3° Etant donné un élément f de (2 , il existe une unité e telle que fe 

soit défini et une unité e' telle que e*f soit défini. 
PROPOSITION 1. L'unité e (resp. e') dont l'existence est affirmée dans 
l'Axiome 3 est unique. 

En effet, soit e et ê  deux unités telles que fe - f et fe^ = f, 
Alors f e j = f f e) ê  , donc f ( e e ̂ ) est défini. Il en résulte e e j = = e, 
c'est-à-dire deux unités composables sont identiques. 

L'unité e est appelée imi£e à droite de f, l'unité e' wrcàe à gâ -
che. En général, e sera désigné par a(f) et ef par fi ( f ). L'élément/ 
sera appelé morphisme de a(f) vers fiff). La classe des unités de (2 sera 
désignée par £0 . 
PROPOSITION 2. Po&r çue g/ soit défini, il faut et il suffit que l'on ait 
a(g)=p(f). 

En effet, si g f est défini, 

gf = (ga(g))f = g(a(g)f), 
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donc A ( G ) { est défini et par suite A ( G ) - FI(F) . Réciproquement si l'on a 
A ( G ) = FI(F)> alors g a ( G ) et gj/ sont définis, donc ( G A ( G ) ) { est dé
fini, c'est-à-dire que g/* est défini. 

PROPOSITION 3. On a les formules: a(gf)- A ( F ) ET fi(gf) = FI(G), 
En effet, si gf est défini, alors gffa(fj) est défini, donc ( G F ) A ( F ) 

e st défini. 
Le système d'axiomes 1, 2, 3 est équivalent au suivant; 

a) Tout élément F de C admet une unité à droite unique A ( F ) et une 
unité à gauche unique FIF F ) . 

b) Pour que g/" soit défini, il faut et il suffit que l'on ait A ( G ) = jS ( F ) . 
c)a(gf) = a(f) " P(gf)=p(g). 
d)Si ( H G ) F et H ( G F ) sont définis, on a F H G J F = H ( G F ) . 

Remarquons que a, b, c entraînent; si ( H G ) F est défini, alors 
H ( G F ) est défini. 

On se donne souvent une application ¿0 de îa classe des unités 
d'une catégorie (2 sur une classe Cj, appelée classe des objets de C . 
L'objet <y ( A ( F ) ) sera désigné par ao(/J et l'objet a(FIFF)) par FI0(F)-
Nous dirons que A 0 ( F ) est la source de f et fi0( F ) est le 6a£ c?e /; l'élé
ment est aussi appelé un morphisme de A 0 ( F ) vers FIQ(F). En particu
lier la classe des unités est une classe d'objets de C . Lorsqu'il n'y a pas 
de confusion possible, a0 et FIQ sont désignés par G et |S. 

DÉFINITION 3. Un élément F de la catégorie C est dit inversible lorsqu'il 
existe un élément /' de C tel que l'on ait : 

et 

PROPOSITION 4. Si f est inversible, l'élément f est unique. 
En effet, soit f» tel que f f ~ a (f). Puisque /'/' = ¡3 ( f), le com

posé ( f 9 f )f ' est défini, et l'on a 
ou 

c'est-à-dire f = f*. 
L'élément unique f sera désigné par f"1 et appelé inverse de /. 
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On a: a ( f ' 1 ) = l 3 ( f ) et p ( f - I ) = a ( f ) . 
DÉFINITION 4. Un groupoïde est une catégorie dont tous les éléments sont 
inversibles. Un groupoi'de est dit transitif si, pour tout couple d'unités 
( e, er ) , il existe au moins un morphisme de e vers e'. 

Un groupoi'de transitif est un groupoïde au sens de Brandt, si c'est 
1 un ensemble. 

Un groupe est un groupoi'de ne possédant qu'une seule unité. 
DÉFINITION 5. Soit (2 une catégorie. Un élément f9 est appelé inverse à 
gauche ( resp. à droite ) de f si l'on a : ff = a( f) ( resp. f f9 - fi ( f ) ). 
PROPOSITION 5. Si dans une catégorie (2 tout élément f admet un inverse 
à gauche f\ cet élément est inverse à droite et (2 est un groupoïde. 

En effet, soit On a: 
Donc //' est défini. Comme a(f) = fi(f), le produit ( ff ')( ff ') est défi
ni. On a 

Il existe un g € (2 tel que g(ff') - a(ff ') = fi (f). Par suite : 

Donc et 

DÉFINITION 6. Une sous-catégorie C ' d'une catégorie C est une sous-
classe de (2 satisfaisant aux conditions suivantes : 

lo Si f e & et g € (2' et si gf est défini, alors g f € . 
Autrement dit, (2' est stable par rapport à la multiplication. 

2o Si f e C \ on a aussi a ( f ) e & et fi(f)e& . 
On dit que (2' est une sous-catégorie pleine si elle contient tout élément f 
tel que a ( f ) e & et fi(f)e& . 
DÉFINITION 7. Un sous-groupoïde d'une catégorie (2 est une sous-catégo
rie (2' de (2 telle que si f € (2f , alors est défini et appartient à . 

Une sous-classe (2' d'un groupoi'de (2 est un sous-groupoi'de si elle 
est stable par rapport à la multiplication et si /e (2! entraîne /"̂  e (2' . 
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Une sous-catégorie (resp. un sous-groupoi'de ) d'une catégorie est 
une catégorie (resp. un groupoi'de). 
PROPOSITION 6. La classe des éléments inversibles d'une catégorie C 
est un groupoïde. 

En effet, si g et f sont deux éléments inversibles de Q, et si gf 
est défini, alors gf est aussi inversible et admet pour inverse /"̂  . En 
effet, est défini puisque On a: 

de même 

L'intersection d'une famille de sous-catégories (resp. sous-grou-
poi'des) de C est une sous-catégorie (resp. un sous-groupoîde). Si A est 
une partie de (2 , l'intersection des sous-catégories (resp. sous-groupoi'des ) 
contenant A est la sous-catégorie (resp. le sous-groupofde) engendré par A, 
DÉFINITION &. Une sous-catégorie de la catégorie (2 est dite saturée si 
elle contient, avec une unité e , tout élément inversible f tel que a(f) - e . 
Elle est dite sursaturée si elle contient avec e tout morphisme f tel que 
'a(f) = e ou p(f) = e. 

On voit que toute sous-catégorie sursaturée est pleine ; une catégo
rie saturée n'est pas nécessairement pleine. 
PROPOSITION 7. Toute unité e d'une catégorie (2 est contenue dans une 
sous-catégorie sursaturée minimale, appelée composante connexe de e. 
Les composantes connexes de (2 forment une partition. 

En effet, l'intersection d'une famille de sous-catégories sursaturées 
de (2 contenant e est une sous-catégorie sursaturée de (2 . La relation p : 
epe' si et seulement si e et e' appartiennent à la même composante con
nexe est une relation d'équivalence dans (2 et tout morphisme de C appar- 1 
tient à une seule composante connexe. 

2, Foncteurs. 
DÉFINITION 1. Un foncteur covariant (resp. contravariant) d'une catégorie 
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1 (2 vers une catégorie (2' est une application $ de (2 dans (2' vérifiant les 
conditions suivantes : 

lo Si /e (2 et # £ (2 et si g f est défini, alors on a : 
resp. 

2° Si e est une unité de (2 , alors $ f e) est une unité de (2* . 
Si $ est de plus une application biunivoque de (2 sur (2' , alors <I> est ap-

2 pelé une équivalence de (2 sur (2' . 
PROPOSITION 1. Si $ est un foncteur covariant (resp. contravariant) de 
(2 vers , on a 

et 
et 

Si f est inversible, alors $>(f) est inversible et 
Sauf indication contraire, un foncteur est un foncteur covariant. 

PROPOSITION 2. Soit ro une classe de catégories ; la classe des triplets 
( & , $ , (2j, où (2 e ro, (2? e V0 et <D est un foncteur de (2 vers (2', est 
une catégorie V pour la multiplication ; 

si e£ seulement si 
désigne le foncteur de (2 vers (2" tel que, pour tout f e (2 , on 

ait (b99(f) = $ '(9(f)). Les unités de T sont les triplets ((2,W<o,(2), 
où /Û^ est *e foncteur identique de (2 et T0 est une classe d'objets pour 
T, en associant (2 à (£ ,1 d(D , £ ) . Les éléments inversibles de F sont les 
triplets ((2' , 0 ,(2 ) , où $ est une équivalence; l'inverse de ce triplet est 

Si 77 est un foncteur de (2' vers (2 , un foncteur $ de (2 vers (2' 
sera appelé inverse à gauche de 77 si ((2' ,<ï> ,(2) est inverse à gauche de 
'(2,77, (2' ) (Définition 5-1); cette notion est indépendante de la classe T0 
:hoisie. 
PROPOSITION 3. Si <ï> est un foncteur de (2 vers (2' admettant un inverse 
à gauche 77, alors <P((2) es£ urce sous-catégorie de (2' . 

En effet, si g et avec a(g') = 8(g), alors 
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DÉFINITION 2. Soit 77 un foncteur d'une catégorie (2' sur une catégorie 
(2 ; tout foncteur $ de (2 vers (2' inverse à droite de 77 est appelé fonc
teur section relativement à 77. 

En général l'image d'une catégorie (2 par un foncteur n'est pas une 
sous-catégorie de (2' ; il en est ainsi par exemple si la restriction du fonc
teur $ à (20 est biunivoque, ou si (£> vérifie la condition: 

si tels que 
il existe f ' £ (2 tel que < et 

La classe des éléments f de (2 tels que $ ( f ) e (2' est une sous-
catégorie de (2 , qu'on appelle le noyau de 3>. 

DÉFINITION 3. t/w foncteur généralisé covariant (resp. c outra variant ) 
d'une catégorie (2 vers une catégorie (2' est une application 0 qui, à cha
que f e (2 , fait correspondre une classe (p (f) d'éléments de (2' de sorte 
que les conditions suivantes soient vérifiées; 

l° Si et ge et si gf est défini, alors on a; 

où désigne la classe des produits 

où et 
2° Si e est une unité de (2 , alors <&(e) est une classe d'unités de (2' . 

Nous désignerons par a{ §>(/)) la classe des unités à droite des 
éléments de $(f') et par /3{$>(f)) la classe des unités à gauche de ces 
éléments. 
PROPOSITION 4. Soit <ï> un foncteur généralisé covariant (resp. contrava-
riant) de la catégorie (2 vers la catégorie (2'. Pour tout f e (2, on a ; 

et 
et 

Si (2 es£ un groupoïde, on a; 
et 
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(resp. a ( * ( / ) ) = * ( / 3 ( / ) ) et |S ($(/)) = $( a (/) ) ). 
En effet, supposons que $ est un foncteur covariant. La relation 

fa(f) = f entraîne $ ( a ( /) ) = $ (f) ; donc pour tout g € <!> ( f ) , U 
existe e €&(a(f)) et g'£ Of/J tels que g'e = g, donc 

g' = g et a(g) = e e$(a(/)) . 
Si / est inversible, f'lf-^a(f) entraîne ( f1 )$(f) - /)) . Soit 
e e 3>(a( /)) ; il existe g e $(f ) et g* e <b ( f ~l ) tels que g* g - e; par sui
te e = afgJ ; c'est-à-dire $(«(/)) Ca($(/)). On démontre de même les 
autres relations. 
REMARQUE. Soit 0 un foncteur généralisé covariant de la catégorie (2 
vers la catégorie (2' . En général, $(a(/)) ̂ a ( 0 ( / ) ) . Si l'axiome 2 est 
remplacé par l'axiome.-

<D(a(/)) =a($(/)) et <D( £( /))= 0 ( $ ( / ) ) , 
alors O est un foncteur de (2 vers la catégorie !B((2') qui est définie de 
la manière suivante : Un élément F de $( (2')) est une classe d'éléments de 
(2' ; le produit GF est défini si et seulement si a ( G ) = fi (F) et il est 
alors égal à la classe des éléments g9f 99 où g* e G et f9eF ; les unités 
de S ((2' ) sont les classes d'unités de (2' . 
PROPOSITION 5. Si 0 est un foncteur généralisé de la catégorie (2 vers 
la catégorie (2' et si f est un élément inversible de (2, alors ( f ) est 
une classe d9éléments inversi bles de Cr et 3> ( f1 ) est la classe (Q(f)f 
des inverses des éléments de $ ( f ). 

En effet, supposons covariant ; si g e <ï> ( f ), on a 
a(g) = ee$(a(/)) et fi ( g) = e9 e $ ( fi ( f) ) 

d'après la Proposition 2. Comme fi(f)~ a(f"1 )9 il existe g9 € (f) (f'1 ) tel 
que a(g9) = e9. Alors g9g est défini. La relation ̂ (f1 )Q>(f) = 0(a(/)) 
entraîne g'g = e . Par suite a(g)~ fi ( g' ) - e et le composé g g9 est dé
fini. La relation $ ( f )® ( f"1 ) = fi{ f)) entraîne gg' = e9. Donc g' = g"7. 

DÉFINITION 4. Soit n un foncteur d'une catégorie (2' sur une catégorie 
C . Un foncteur généralisé O de C vers (2' est appelé foncteur généralisé 
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section relativement à n si, pour tout f e (2, on a $(f) C TT~ ( f ). 
PROPOSITION 6. Si $ est un foncteur généralisé section relativement à 
n , alors <D((2) est une sous-catégorie de (2' . 

En effet soit s€Q>(£) et z'e®(£) tels que a(z') = jSftfJ ; alors 

Remarquons qu'en général si 3> est un foncteur de c sur c' , alors 
l'application <ï>"̂  n'est pas un foncteur généralisé. 

DÉFINITION 5. Soit 0 et $' deux foncteurs d'une catégorie (2 vers une 
catégorie (2f . Une transformation naturelle de <ï> vers $ ' est un tripler 
($>',r ), où r est une fonction de (20 dans C' telle que, si / e (2 , e -
a(f) et e'=B(f), on ait : 

Nous désignons par 5" ((2* ,(2) la classe des foncteurs d'une caté
gorie (2 vers une catégorie (2' , par 5l((2' >(2) la classe des transformations 
naturelles entre foncteurs de 3"((2' ,(2). Nous écrirons 

et 
5" ((2) est une catégorie pour la composition des foncteurs ; elle admet pour 
seule unité le foncteur identique Id(D de (2. 
PROPOSITION 7. Jl((2' ,(2) est une catégorie pour la multiplication sui
vante, appelée longitudinale ; 

si et seulement si 
où pour tout e 

L'unité à droite de ($',r , $ ) est ($, $>0 ), où $0 est la res-
triction de $ à (2Q ; l'unité à gauche est ($ ', $0', $ ' ). L'associativité ré
sulte de la formule 

pour tout e e (2D . ^(C'jC) est une classe d'objets en identifiant ($>, $>0,<ï>) 
à $ . Les éléments inversibles sont les transformations naturelles ((£>', r,<t>) 
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où r est une application de (2Q dans la classe des éléments inversibles de 
(2' ; l'inverse de ($',r ,<&) est ($ , r "7 , $') , où r ml f e ) = (r f e ) J"1 pour 
tout e £ (20. Une transformation naturelle de ce type sera appelée equivalen-
ce de 3> vers 3> 

1 DÉFINITION 6. Un foncteur naturalisé de la catégorie C est une transfor
mation naturelle (<&,(F>, Id(D) du foncteur identique de (2 vers le foncteur 
$> de (2 vers (2 ; on le désignera par (<ï>,(£). 

PROPOSITION 8. Soit fC-)j^ j une famille de catégories. La classe somme 
formée des couples (i,f¿) ou i€l et f-e (2-, munie delà multipli

cation définie par: 
si et seulement si j — i et a 

est une catégorie. 
Les unités sont les couples (i9e^)y où ei est une unite de (2. ; 

l'associativité résulte de l'associativité dans (2. . 
DÉFINITION 7. La catégorie définie dans la Proposition 8 est ap
pelée catégorie somme des catégories 

PROPOSITION 9. Soit (̂ i)iej une famille de catégories. La classe pro
duit formée des familles (f̂ ) telles que fi e Ci pour tout i e I munie de la 
multiplication 

si et seulement si pour tout i e I 
est une catégorie. 

Les unités sont les familles (e .), où e. est une unité de la catégo
rie (2 -, pour tout i £ /. 

DEFINITION 8. La catégorie u (¿¿ définie dans la Proposition 9 est ap
pelée catégorie produit des catégories (C-J- 7. Si C • = C pour tout i € I , 
la catégorie produit sera désignée par (2 . 

L'application canonique p . de II (2 • sur (2- qui associe à la fa-
mille (f.) l'élément /. de (2- est un foncteur de II (2 • sur (2. , appelé 
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foncteur projection. 
Soit ($i)i€j une famille de foncteurs, où est, pour tout iel, 

un foncteur de la catégorie (2' vers la catégorie (2. . L'application qui as
socie à fe (2' l'élément ($>.(f)) de II (2- est un foncteur de (2' vers 

que nous noterons 

DÉFINITION 9. Soit (fr et (£. ). ; deux familles de catégories, et 
une Emilie de foncteurs, où <ï>. est un foncteur de (2'. vers 

On appelle foncteur produit II 0 le foncteur 
de vers 

DÉFINITION 10. Soit C une catégorie et p une relation d'équivalence sur 
(2 compatible avec la multiplication. Une catégorie (2 est appelée catégo
rie quotient de (2 par p lorsque (2 est la classe des classes d'équivalen
ce modulo p , que gf est défini si et seulement si ii existe fe f et g' e g 
tels que g'/' soit défini et que l'on a: gf - (g'f), f désignant la classe 
de / modulo p . 

Pour qu'une relation d'équivalence p sur une catégorie (2 permette 
de déterminer une catégorie quotient de (2 , il faut que f - f' entraîne 

et que, si / et f9 sont inversibles, alors : f ~ f . Ces relations ne sont 
pas suffisantes en général. +̂ 

Si (2/p est la catégorie quotient de (2 par p , alors l'application 
h \* h modulo p est un foncteur de (2 sur (2/p . 
PROPOSITION 10. Soit $ un foncteur d'une catégorie C sur une catégorie 
(2. Pour que (D définisse (2 comme catégorie quotient de (2, il faut et il 
suffit que, si $> ( g ( f ) est défini, alors il existe f9 - f et g* - g tels 
que g'f soit défini, f et f' étant équivalents si et seulement si on a 
* ( f ) = 9 ( f ) . 
PROPOSITION 11. Soit (2 une catégorie et p une relation d'équivalence 
sur (2 compatible avec la multiplication, telle que 
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f - f e n t r a î n e a f f ) - a f f ) et 0 ( f ) - f i f f ) 
et que, pour tout e ~ aff), il existe g ~ f avec a f g ) = e. Alors £/p est 
munie d'une structure de catégorie quotient. 

En effet, la classe f de f a pour unité à droite aff) et pour unité 
à gauche fi f f ) . Supposons que hfgf) et fhg)f soient définis; alors: 
afg) = P(f) et afh) = fifg) ; soit /£ / ; il existe 

g€ g tel que a f g ) = fi f f ) 
et il existe A e A tel que afh) - fif g) \ donc A gf est défini ; g/ est un 
représentant de gf et hfgf) est un représentant de hfgf) ; d'autre part, 
A g est un représentant de A g et f h g )f - hfgf) est un représentant de 
fhg)f. Il en résulte que l'on a: (hg)f = hf~gf). 

3. Exemples de catégories. 
1° Soit / une classe quelconque ; la classe Ixl des couples fx',x), 

où. x e I et x' e 1 est un groupoide pour la multiplication 
fxn, Xj )(x', x) si et seulement si Xj = x'* 

Les unités sont les couples f x, x) formant la diagonale de / X / . L'inver
se de f x', x ) est f x, x') . La donnée d'une sous-catégorie C de / X / con
tenant la diagonale revient à la donnée d'un préordre sur / : la relation 
f x', x ) e C est équivalente à la relation x' < x , qui vérifie les axiomes : 

1. x" < x' et x'< x entraînent x* < x. 
2. x< x. 

Si (2 n' admet pas d'éléments inversibles autres que les unités, la relation 
x' < x correspondante est une relation d'ordre. Toute partie de / X/ , c'est-
à-dire toute relation dans / , engendre un préordre dans / , qui en général, 
n'est pas une relation d'ordre. 

2° Catégorie des relations : Une relation est un triplet f E', A, E ) , 
où E et E ' sont des ensembles quelconques et A une partie de l'ensem
ble produit E'X E . La classe de ces triplets est une catégorie % lorsqu'on 
la munit de la multiplication suivante : 

(En, A', E2 )( E', A, E) = f E", A'A, E) si et seulement si Ej = E', 
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où A 9 A désigne l'ensemble des couples (xn>x) où x" e E" et xeE tels 
qu'il existe x* e E* avec 

(x',xJe A et (x* , x9 Je A'. 
L'unité à droite de (E9, A, EJ est le triplet (E, A^, EJ , où A^ est la 
diagonale de ExE ; l'unité à gauche de ce triplet est (E9, A^ E 9J. La 
classe des ensembles est une classe d'objets pour % , en associant à l'u
nité f E,/\g, EJ l'ensemble £ . Les éléments inversibles sont les triplets 
(E',A,E) tels qu'il existe une application biunivoque f de E sur E9 et 
que A soit le sous-ensemble de E9xE formé par les couples (ffxj,xj 
où x e E . Alors l'inverse de ( E9, A, E J est le triplet f E, A9, E9 J, où -4 9 
est l'ensemble des couples ( x, f( x J J , x e E * 

3° Catégorie des ensembles : Soit ëG la classe de tous les ensembles, 
ë la classe de toutes les surjections d'un ensemble quelconque sur un en
semble quelconque ; le mot surjection désignera de façon générale une ap
plication d'une classe sur une classe. Si f est une surjection de l'ensem
ble E sur l'ensemble E9 et g une surjection de l'ensemble Ej sur l'en
semble E9t , le composé gf est défini si et seulement si E9 - Ej et gf 
est alors la surjection de E sur Eff qui applique x e E sur g( f(xJJ e E" . 
Pour cette multiplication, ë est une catégorie. Une unité est l'application 
identique d'un ensemble E. L'unité à droite de f est l'application identi
que de E , que nous noterons Idg , son unité à gauche est Idg ,. La classe 
ëQ est une classe d'objets pour ë . Les éléments inversibles sont les bi
jection s f, c'est-à-dire les applications biunivoques de E sur E9. La 
classe de toutes les bijections est un groupoi'de ë, admettant encore 
ëG comme classe des objets. 

Soit ë la classe de toutes les applications d'un ensemble quel
conque dans un ensemble quelconque. On peut représenter une telle appli
cation par un triplet ( E9, f, E J , où E et E9 sont deux ensembles et f une 
surjection de E sur une partie ff EJ de E9. La classe ë est une catégo
rie lorsqu'on la munit de la multiplication: 

(E\g, Ej J(E9, f,E) = ( E \ gf,Ej si et seulement si Ej = E*. 
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L'unité à droite de (E99f9E) est ( E, Idg 9 E) ; son unité à gauche est 
(E'9IdE,9Ef). L'application f \> (E99 f9 E) où E' = ffE) est un fonc
teur covariant de ë vers ë qui permet d'identifier ë à une sous-catégorie 
de ë . Le groupoîde des éléments inversibles de est encore ë . 

On appelle injection de E dans E* un triplet f E', /, E ) e ë où / 
est une bijection de E sur f (E) . La classe ê ' de toutes les injections 
est une sous-catégorie de ë dont le groupoîde des éléments inversibles 
est encore ë . 

Soit ê la classe de tous les triplets fE'9f9E),où E et E' sont 
des ensembles, f une surjection d'une partie aff) de E sur une partie 
fi f f ) de E 9. La classe ê est une catégorie pour la multiplication 

(E\ g9 Ej)fE'9f, E) = (E\ gf9 E) si et seulement si 
E2 = E> et a(g) = p(f). 

L'unité à droite de f E*9 f9 E) est f E9 af f), E) ; son unité à gauche est 
f Ef, fi f f J, E9 ) . Les éléments inversibles sont les triplets f E', f,E) tels 
que f soit une bijection. ë est la sous-catégorie de ê formée par les tri
plets f Ef9 f9 E) tels que a(f) - E . 

La classe ê devient encore une catégorie lorsqu'on la munit de 
la multiplication plus générale suivante : 

(E"9g9 Ej )(E*9f9E) = (E,f 9gf9 E ) si et seulement si Ej = E'9 
où. gf est la surjection, que nous appellerons pseudoproduit, qui applique 
x sur gf ff x ) ) , pour tout x appartenant à la source U de /, tel que ffx) 
appartienne à la source JJ j de g . Si Uj^U', où U* est le but de f9 est 
vide, la surjection gf est la surjection vide que nous supposons appartenir 
à ê , que nous désignons par 0 et que nous identifions avec l'ensemble 
vide. L'unité à droite de ( E9 9 f 9 E ) est alors f E 9I dE 9 E ) ; son unité à 
gauche est (E9,IdE ,9E9) . La classe ë0 est encore une classe d'objets 
pour ê , et ê s'identifie à la sous-catégorie de ë formée des triplets 
f E9, f9 E) où af f ) - E . Le groupoîde des éléments inversibles de ê est 
encore ë . La catégorie ê est une sous-catégorie de la catégorie % des 
relations, si on identifie le triplet f E99 f, E) avec la relation f E', A,E), 
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où A est le sous-ensemble de E'XE formé des couples (f(x), x). 

4° Foncteurs 9 et ïl̂  . Désignons par 9(E) l'ensemble des parties 
de l'ensemble E . Pour toute application f de E dans un ensemble E' on 
note 9(f) l'extension de f à 9(E), c'est-à-dire T application qui à un 
U e 9 ( E) fait correspondre f(U)e 9(E'). On vérifie que l'application 

est un foncteur covariant 9 de ë vers Q> . Ce foncteur est naturalisé (Déf. 
6-2) par la fonction y telle que y(E) soit l'application x \> { x\ de E 
dans 9 (E), où {x} est la partie de E dont x est le seul élément. 

Par récurrence, on définit les puissances du foncteur naturalisé 
(9,y ) : pour tout entier naturel n , le foncteur 9 N est le foncteur tel que: 

où J f désigne le produit dans la catégorie J ( fe ) . Le foncteur natu
ralisé ( 9 , y )n est défini par les relations : 

où 

Si f est une application de l'ensemble E dans l'ensemble Er soit 
f1 (V9) l'ensemble des x e E tels que f(x)eU,ì où U* est une partie 
de E'. L'application 

est un foncteur contravariant J de fe vers fe . Si fe fe , alors 
et 

Soit / un ensemble et fe la catégorie produit (Déf. 1-2). Cette ca
tégorie peut être identifiée à une sous-catégorie de ë par le foncteur 
de S7 vers (£> qui associe a la famille (E9, f., E•)-eë7 le triplet 

où II f- est l'application de II E- dans II E9. qui associe à (x-)-T la 

famille (f.(x. )) pour tout x. e E. . Si C est, pour tout i e I, une sous-
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catégorie de ë , alors le produit II C - est une sous-catégorie de W . La 
restriction du foncteur 77 à cette sous-catégorie permet d'identifier II (2 . 
à une sous-catégorie de ê . 

Soit II7 le foncteur composé 77 7 rr Id^ , c'est-à-dire le foncteur qui 
associe à l'application f de E dans E ' Y application 

de E dans E 
Ce foncteur est naturalisé par la fonction <57 telle que 8̂  ( E) soit l'ap
plication diagonale : 

où x e E et Xi — x pour tout i e /. 
1 Nous verrons plus loin comment on peut engendrer une large classe 

de foncteurs de ë vers ë à l'aide des foncteurs naturalisés ( 9 , y) et 

5° Soit S0 une classe quelconque. La classe des applications d'une 
2 sous-classe de S0 dans une sous-classe de S0 est une catégorie (2(S0), 

lorsqu'on la munit de la multiplication suivante : 
(g, f )\> g f si et seulement si f est une application de S dans 

5' et g une application de S' dans S" , et où g/ est 
l'application * \*g(f(x)J de 5 dans S". 

La classe ? ( S 0 ) est une classe d'objets pour â ( S 0 ) lorsqu'on associe à 
la sous-classe S de S0 l'application identique Idc de cette sous-classe. 

3 //. ESPÈCES DE STRUCTURES 

1 . Catégories d'opérateurs. 
DÉFINITION 1. Une catégorie d'opérateurs à gauche sur une classe S0 est 
une catégorie (2 telle qu'on ait défini une multiplication (f, z) h fz pour 
certains couples (f,z), où fe 2: e S0 et fz e S0, cette multiplication 
vérifiant les axiomes suivants : 

lo Associativité: Si g(fz ) ou (gf)z est défini, alors ces deux élé
ments sont définis et on a : g(f'z ) = (gf )z . 
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2° Si gf et f z sont définis, alors g( f z ) est défini. 
3° Axiome des unités: Si e est une unité de (2 et si ez est défini, 

alors on a : e z - z , 
4° Pour tout f e C , il existe toujours au moins un z e S0 tel que 

soit défini. De même pour tout z e S0 , il existe au moins un / e (2 tel que 
fz soit défini. 

On définit de même la notion de catégorie (2 opérant à droite sur 
la classe S0 en remplaçant dans l'axiome 1 l'égalité g(f z ) — (gf)z par 
l'égalité: g(jz ) — (fg) z . Il est préférable dans ce cas d'écrire le pro
duit associé au couple f f, z ) sous la forme z f de sorte que l'égalité s'é
crive fzf)g = z(f g). 

Dans la suite, une catégorie d'opérateurs sera une catégorie d'opé
rateurs à gauche sauf indication contraire. 
REMARQUE. Si seulement les axiomes 1, 2, 3 sont satisfaits, alors soit 
C ' la classe des éléments f e & tels que fz soit défini pour au moins un 
2 f S0 et soit S0 la classe des éléments z pour lesquels fz est défini pour 
au moins un f e C . Alors C' est une catégorie d'opérateurs à gauche sur SD. 
PROPOSITION 1. Si G est une catégorie d'opérateurs sur S0, alors atout 
2 f S0 correspond exactement une unité e telle que ez soit défini; nous 
désignons cette unité par p0 (z ). Pour que fz soit défini, il faut et il suf
fit que l'on ait: aff) ~Po(z); alors j8 (f) - p 0( fz ). 

En effet, pour z e S0 » il existe f e (2 tel que fz soit défini; alors 
fz-(fa(f))z eta(f)z est défini. D'autre part, soit e et e' des unités 
telles que ez et e'z soient définis ; alors 

ez - e( e'z ) — ( e e')z , 
donc ee' est défini et par suite ee' = e = e'. En désignant par p 0(z) 
l'unité composable avec z , on définit une projection po de So sur C 0 . Si 
fz est défini, on a a ( f) = p0 ( z ) ; réciproquement, si a( f ) - p0( z ) , alors 
faff) eta(f)z étant définis, (fa (f)) z est défini. 
REMARQUE. Si (2 opère à droite sur SQ , alors zf est défini si et seule
ment si p0 (z) = f3 (f) \ on a. alors pQ(f z) = a(f). 
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PROPOSITION 2. Si un groupoi'de T opère à gauche sur une classe S0, le 
composé de ( f, S) étant fS, alors V opère aussi à droite sur S0? le com
posé de (f9 S) étant défini si et seulement si p0(S) - fi(f) et étant égal 
à Sf- f~̂  S, où Po est la projection de S0 vers V. 

Si (2 est une catégorie d'opérateurs sur SQ, nous désignerons par 
f) l'application 

dans 
L'application f \* <ï>(f) est un foncteur $ de C sur une sous-catégorie 
de â ( S 0 ) (Exemple 5-3-1). Inversement, soit 3> un foncteur d'une catégo
rie (2 vers la catégorie â ( S 0 ), où S0 est une classe quelconque, vérifi
ant la condition : 

( a ) Soit ( e) la classe dont l'application identique est où 
e e C0 ; alors 

1 si et seulement si e ̂  e'. 
Alors (2 est une catégorie d'opérateurs sur S0 , le composé de f e (2 avec 
S € S0 étant défini si et seulement si z epô 1 (a(f' )) et étant l'image fy(f)(z) 
de z par <I> ( f ) . On en déduit la : 
PROPOSITION 3. Considérons une catégorie (2 et une classe S0. La don
née d'une loi de composition définissant (2 comme catégorie d'opérateurs 
sur S0 équivaut à la donnée d'un foncteur <£> de (2 vers la catégorie Q(&0) 
vérifiant la condition (a). 

La catégorie 0(C) opère également sur ò0 le composé de z avec 
$(f) étant fz ; la catégorie <S> ( (2 ) est la catégorie quotient de (2 par le 

2 1j noyau (n° 2-1) du foncteur $ ; ce noyau est une réunion de monofdes. 
REMARQUES. Soit $ un foncteur de (2 vers (Î(S0) ne vérifiant plus la 
condition ( a ) ; soit è>0 la classe des couples ( e, z ) tels que z c p0 ( e) . 
Si a(f) - e , posons : 

pour cette loi de composition, (2 devient une catégorie d'opérateurs sur ò0. 
2° Soit (2 une catégorie et ih un foncteur de ê vers une catégorie (2 
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qui opère sur une classe S0 . Alors ê est une catégorie d'opérateurs sur 
S0 seulement si iff applique les unités de (2 biunivoquement sur les uni- 1 
tés de (2. 
THÉORÈME 1. Soit (2 une catégorie d'opérateurs sur une classe S0 ; alors 
la classe S des couples (f,z), où fe (2 et ze §o tels que f z soit défini 
est une catégorie pour la multiplication : 

f f , z' )( f, z ) - ( f ' f, z ) si et seulement si z* - fz . 
L 'application (f,z ) |-> / est un foncteur p de S vers (2 appelé foncteur 
projection. Si C est un groupoïde, alors S est un groupoi'de. 

Les unités de S sont les couples ( e, z ) composables, où e e C0 ; 
la classe S0 est une classe d'objets pour S en associant ( e, z ) à z . Si 
/ est inversible, alors f^$(f) est défini; il en résulte que le couple 
( f"1, fz ) est composable et l'on a : 

ce qui prouve que ( f"1 , f z ) est l'inverse de (f>z ). 
DÉFINITION 2. La catégorie S définie dans le Théorème 1 est appelée 
l'extension de la catégorie d'opérateurs (2 . Si C est un groupoïde, on ap
pellera aussi S le groupoi'de des isomorphismes relatif à SG. 

Si C opère sur S0, alors l'application qui associe à / e C la classe 
des couples (f,S) tels que fS soit défini est un foncteur généralisé $ 
de (2 vers l'extension S de (2. 
PROPOSITION 4. Soit S et (2 deux catégories, p un foncteur de S sur C 
satisfaisant aux conditions suivantes : 

1° Soit p "7 ( f') la classe des éléments g e S tels que p ( g) - f ; alors 
deux éléments de p "7 ( f') ayant même unité à droite sont identiques. 

2° p'1 (a(f))- afp'1 (f'))- classe des éléments a(g), g^p^(f). 
Alors C opère surla classe SQ des unités de S . 

Le composé /z est défini si et seulement sia(f)-p(z), et on a 
fz = j8 (g), où g est l'élément unique tel que p(g) - f et z - a(g). En 
identifiant g au couple (f,z ) , la catégorie S s'identifie à l'extension de 
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(2 considérée comme catégorie d'opérateurs sur SD . 
EXEMPLE 1. Une catégorie (2 est une catégorie d'opérateurs sur la classe 
(20 des unités: le composé /. e est défini si et seulement si e-a(f), et 
/. e - fi(f). (Il convient de distinguer ici f.e et fe = /.) L'extension de 
la catégorie d'opérateurs (2 s'identifie à (2 , en identifiant (f,e) avec f. 

2. Espèces de structures sur une catégorie. 
DÉFINITION 1. Soit (2 une catégorie opérant sur une classe S0 ; on dira 
que S0 est une espèce de structures sur (2 ; si SQ est une espèce de struc
tures sur une sous-catégorie d'une catégorie (2 , nous dirons que SQ est une 
espèce de structures au-dessus de C . 

Soit p le foncteur projection de l'extension S de la catégorie d'o
pérateurs (2 vers (2 (Théorème 1-1); l'espèce de structures sera désignée 

1 par (£, p, S ) , ou par [ (2, p , S] dans le cas où p (&) - (2 . Le triplet 
((2,p,S) sera aussi appelé espèce de structures. Un élément S de SQ est 
appelé une structure sur l'unité p(S) de (2 ou sur l'objet correspondant. 
Un couple (f,S) où Se S0 et fe (2 tel que fS soit défini est appelé un 
hypermorphisme de S sur fS et, si f est inversible, un isomorphisme de 
S sur fS. La catégorie S est appelée catégorie des hyp ermorphismes cor-
repondant à SG. Si (2 est un groupoi'de, alors S est le groupoi'de des iso-
morphismes correspondant à S0 . Un isomorphisme de S sur S est un auto
morphisme de S ; la classe des automorphismes de S forme un sous-groupe 
de S , appelé groupe des automorphismes de S ; il est appliqué par p bi
univoquement sur un sous-groupe de (2 , encore appelé groupe des automor
phismes de S. La classe des hypermorphismes de S sur 5 se projette sur 
une sous-catégorie de (2 . 

EXEMPLES. 1° Une topologie sur un ensemble E est définie par un élé
ment de f2(E) (Exemple 4-3-1) satisfaisant au système d'axiomes des 
ouverts. Soit / une bijection de E sur un ensemble E'. L'application 9f f) 
applique 3 Qf E ) , ensemble des topologies sur E, sur l'ensemble JQ(E'J 
des topologies sur E', car on a les égalités : 
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Soit $(f) la restriction de j(f) à l'ensemble S0(E) et désignons par 
fT la topologie transformée de la topologie T de 30 (E) par $>(f). Soit 
3~0 la classe de toutes les topologies sur un ensemble quelconque. La loi 
de composition (f,T) \* fT définit ë (Exemple 3-3-1) comme un grou
poi'de d'opérateurs sur 30 ; <ï> est un foncteur de ë dans ë ; 3"0 est l'es
pèce des structures topologiques; c'est une espèce de structures sur ë . 
Un couple (f,T) composable est un homéomorphisme de T sur fT . La 
classe de ces couples forme le groupoi'de de tous les homéomorphismes. ë 
opère à droite sur la classe 30 des topologies de la façon suivante: soit 
f E f, E J e ë et T* une topologie au-dessus de E9 ; alors T9 f est la to
pologie T sur E image réciproque de T9 par f. Le couple (T9,f) est 
alors un hypermorphisme de T9 sur T ; la catégorie de ces hypermorphis-
mes sera notée 3' . 

2° On définit de manière analogue l'espèce des structures algébriques 
définies par une loi de composition interne. Plus particulièrement, on dé
finit l'espèce des structures de groupes. Ce sont également des espèces de 
structures sur ë . 

3° Soit S0 une espèce de structures sur une sous-catégorie (2 de ë 
(Exemple 3-3-1). Alors chaque S e SQ est une structure sur un ensemble 
p(S) - E y correspondant à une unité e de (2 telle que e 5 soit défini. 
Le couple ( E,S) ou E x \ S\ est un ensemble structuré, ou un espace de 
l'espèce S0 . L'hypermorphisme (f,S) correspond à l'application: 

de l'espace sur l'espace 
où et 

La catégorie S des hypermorphismes est isomorphe à la catégorie è de 
ces applications ; S est une sous-catégorie de ë ; si C est un sous-grou-
poi*de de ë , alors È est un sous-groupoïde de ë . 

4° Soit (2 une catégorie, V le groupoïde des éléments inversibles de 
(2. La catégorie (2 peut être considérée comme une espèce de structures 
au-dessus du groupoïde produit V xT : le composé de f e (2 avec le cou
ple ( 0 , 0 ' ) e T xT étant défini si et seulement si 
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et 
et {<f)f<f>%-)f étant alors <£'/<£. La classe c0 est aussi une espèce de 
structures sur C ou V (Exemple 1-1); on désignera cette espèce par 

DÉFINITION 2. Soit S0 une espèce de structures sur une catégorie (2 ; 
une espèce de structures S0 sur une sous-catégorie (2' est une sous-espèce 
de [<2,p,S] si (2' est une sous-catégorie de (2 et S0 une sous-classe 
de S0 sur laquelle (2' opère par restriction de la loi de composition. Si 
de plus (2 et (2' sont des sous-catégories d'une catégorie (2, alors on 
dit que ((2,p',S* ) est une sous-espèce de structures de ((2,p,S). La 
sous-espèce (C,pf, S' ) est pleine si §0 contient tout 5 e S0 tel que 
P W e p ' ( S ' ) . 
PROPOSITION 1. Soit ( £ , p ' 9 & ) zme sous-espèce de structures de 
( C , p, S). Alors S' est une sous-catégorie de S, p'fS'J ẑ rae sous-caté
gorie de p(§>) et p' Za restriction de p à S' . 

En général une sous-catégorie de S0 n'est pas la catégorie des 
hypermorphismes correspondant à une sous-espèce de S0 . 

Soit [ C , p , S ] une espèce de structures. La Définition 2 s'appli
que en particulier dans le cas où la sous-classe est identique à S0 , 
mais où l'on considère seulement l'action de la sous-catégorie (2' de C 
On dira alors que l'espèce de structures [ (2, p, S] est plus souple que l'es
pèce [£' ,p S'] ou que l'espèce [(2' ,p ' ,S'] est plus rigide que l'espèce 
[ (2, p, S] . Si l'espèce [ (21 ,p S' ] est plus rigide que l'espèce [ C , p , S] , 
alors la catégorie S' est une sous-catégorie de la catégorie S. L'espèce 
la plus rigide déduite de [ (2, p , S] est l'espèce [ (2Q ,p0 , S0 ] . 
PROPOSITION 2. Si S0 es£ zme espèce de structures au-dessus de (2, alors 
dans S0 la relation: 

S'< S si9 et seulement si, il existe f e (2 tel que S — fS' 
est une relation de préordre. Si (2 est un groupoïde, cette relation est une 
relation d'équivalence. 
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PROPOSITION 3. Si [<2,p, S] est une espèce de structures, la composan
te connexe f Proposition 7-1-1 ) de Se S dans la catégorie S est une caté
gorie d'hypermorphismes sur la composante connexe de p(&) dans (2. 

Ainsi toute sous-catégorie S' de S peut être étendue en une ca
tégorie d'hypermorphismes relative à une sous-espèce de structures de S0 
en prenant la réunion des composantes connexes de ses unités. 
DEFINITION 3- Si S0 est une espèce de structures au-dessus d'un groupoî
de C , la classe des éléments fS de S0 , où /e (2 et S e SG , s'appelle la 
classe d'intransitivité (ou d'isomorphie ) de S. Une sous-classe S0 de 1 
S0 est dite saturée au-dessus de (2 si elle est réunion des classes d'in
transitivité de ses éléments. 

En particulier, une sous-catégorie (21 de la catégorie (2 est satu
rée (Définition 7-1-1) si et seulement si elle est saturée lorsqu'on la con
sidère comme espèce de structures au-dessus de T x T ( Exemple 4 ); la 
classe des unités d'une sous-catégorie saturée (2' de C est saturée au-
dessus de T (Exemple 4). 
PROPOSITION 4. Si S' est un sous-groupoïde plein du groupoi'de S des 
isomorphismes d'une espèce de structures SQ au-dessus d'un groupoîde S 
et si S0 est saturée, alors S0 est une sous-espèce de structures de Sc. 

Le groupoi'de (2' qui opère alors sur S0 est le sous-groupofde de 
(2 projection de S' . Remarquons que tout sous-groupoîde du groupoi'de S 
peut être étendu par saturation en un groupoide d'isomorphismes pour une 
sous-espèce de l'espèce SQ . 
PROPOSITION 5. Si SG est une sous-espèce de structures de SQ sur un 
sous-groupoîde plein saturé du groupoîde (2, alors S0 est une sous-espèce 
de structures saturée. 
EXEMPLE. 5° Dans l'espèce des topologies (Exemple 1 ), on peut considé
rer les sous-espèces suivantes: topologies métrisables, topologies com
pactes, etc.. 
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3. Applications covariantes. 
DÉFINITION 1. Soit S0 une espèce de structures au-dessus de (2, et S0 
une espèce de structures au-dessus de (2f . Une application covariante de 
( (2, p , S ) dans ((2',p',S') est un couple (cf>09if/) où ifi est un foncteur 
de (2 vers (2' et çf> 0 une application de SQ dans S¿ tel que l'on ait: 

si et fS est défini. 
Si cf) 0 est une application biunivoque de S0 sur §¿ et ifj un foncteur biuni
voque de (2 sur (2* , alors (cf)0 ,(/>) sera appelé une équivalence de ((2,p?S) 
sur f<2',p',§'). 
PROPOSITION 1. Soit (£,p,&) et f(2f,p',§',) deux espèces de struc
tures et if/ un foncteur de (2 vers (2'. L e s applications covariantes (cf>0,iff) 
de f(2,p,Sj dans fC',p',§',) correspondent biunivoquement aux fonc
teurs cf) de S fers S' ie/s çue p'cf> — if/p ; à une équivalence correspond 
un foncteur biunivoque. 

En effet, si (cf> Q ,ifr) est une application covariante et si fS est 
défini, alors iff ( fJcf>0 (S) est défini et par suite : 

L'application (f, S) W(ifr(f)9ó0(S)) est un foncteur cf) de S vers S' et 

Réciproquement, soit çf>0 la restriction à SD d'un foncteur cf) de S vers 
S' vérifiant la condition p'cf> = i/r p ; si fS est défini, on a p f - a(f) , 
donc 

et iff(f)cf>0 (S) est défini; ( iff ( f ), cf)Q ( S) ) et <f>(f9S) ont même unité à 
droite cf>0 (S) et 

donc ces éléments sont égaux et 

DÉFINITION 2. Soit p un foncteur d'une catégorie è> vers une catégorie 
(2 et p' un foncteur d'une catégorie S' vers une catégorie (2' , ifi un fonc-
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teur de (2 vers (2' . Un foncteur cf> de S vers S1 tel que p'çf> = </rp est ap
pelé un relèvement de if/ relativement à (p \ p). 
PROPOSITION 2. Etant donné deux catégories (2 et (2' e£ Jew# classes 
Sq e£ , /a donnée d'une application covariante (cf>0,if/) d'une espèce de 
structures [(2,p,S] fers une espèce de structures [C',p,,S'] équivaut 
à la donnée d'un foncteur ip de (2 fers (2 1 et d'une trans formation naturelle 
(Définition 5-2-1 ) (<ï> 'xfi, T , <D ), où <I> e£ $ ' sora£ ies foncteurs respective
ment de (2 et & vers S à valeurs dans â(SG) e£ Q ( S ) vérifiant la 
condition faj.f Exemple 5-3-1 et Proposition 3-1-II. ) 

En effet à [(2,p, S] et [(2' ,p',S'] sont associés par la Proposi
tion 3-1 des foncteurs et <ï> ' de (2 et (2' vers ë , à valeurs dans (Î(S0) 
et 2(S0 ) ; soit T (e)9 où e c (20 , la restriction de l'application cf>0 à la 
classe po 1 ( e ) ; si / £ (2 et S e SG sont tels que a ( f ) - e, fi ( f ) - ef et 
S € Po 1 ( e) 9 °N A: 

et (O '(/̂, r , $ ) est une transformation naturelle de <ï> vers <ï>'(//* Récipro
quement, la donnée de <I> et $> ' définit (2 et (2' comme catégories d'opé
rateurs sur SG et S0 respectivement; soit 0O l'application de SG dans Sj, 

où et 
on a 

d'où 00 est une application covariante de [C,p,S] dans [(2',p',S']. 
PROPOSITION 3. So¿£ S0 arce classe d'espèces de structures et soit S la 
classe des applications covariantes d'un élément de S0 dans un élément 
de S0. Alors S es¿ zme catégorie pour la loi de composition : 

si et seulement si (tf>0,ijs ) est une application covariante de (\̂ ypyh) 
dans f(2',p',S'J et (<̂ \>>̂ f) une application covariante de f(2*, p', S' J 
dans (£", p",S"J. 

L'unité à droite de (<f>0,if/) est (Id§ , / ¿ ( 0 ) , son unité à gauche 
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1+ 

(/Í/§i ,ld(¿t). Les éléments inversibles de S sont les équivalences. 
Remarquons que cette loi de composition peut aussi s'interpréter 

comme une loi de composition entre transformations naturelles de foncteurs 
(Voir V). 

Un cas particulier important d'applications covariantes est celui 
où la catégorie (2 est une sous-catégorie de la catégorie (2* et où le fonc
teur i// est le foncteur injection de (2 vers (2' (c'est-à-dire xfj ( f)- f pour 
tout f e C- )• Alors une application covariante de l'espèce de structures S0 
au-dessus de (2 dans l'espèce de structures S¿ au-dessus de (2' sera seu
lement désignée par cf>0 et, si 5 e S0 , la structure cf>0 ( S) sera appelée 
une structure sous-jacente à S ; dans ce cas, la définition d'une applica
tion covariante entraîne que cf>0 ( S) et S sont deux structures sur le même 
objet p (S). 
DÉFINITION 3. Soit S0 une espèce de structures sur une catégorie (2' et 
S0 une espèce de structures sur une sous-catégorie (2 de (2' . On dira que 
S0 est une espèce de structures sous-jacente à S0 si l'on se donne une 
application covariante cf>0 de ((2,p,S) vers ((2',p', S ' ) . 

D'après la Proposition 1, il revient au même de se donner un fonc
teur cf) de la catégorie S des hypermorphismes correspondant à Sc vers la 
catégorie S' des hypermorphismes correspondant à S0 tel que p *cf> = p, 
où p et p' sont les foncteurs projection de S et S' sur (2 et (2' . 
PROPOSITION 4. Si S0 est une espèce de structures sous-jacente à l'es
pèce S0, alors 0O(SO) est une sous-espèce de structures de S0 et cf) (S) 
est la catégorie des hypermorphismes correspondant à 0o(So) • 

En effet la sous-catégorie p ( S') opère sur 0O(SO) puisque fcf>Q(S) 
est défini si et seulement si fS est défini, où / e C et 5 e S0 . 

EXEMPLES. 1° Soit C et C' deux catégories, xfj un foncteur de C vers 
C ' et if/Q sa restriction à (2Q ; alors (if/0 ,if/) est une application covariante 
de[(20,ej vers [(?;,£'] (Exemple 3-1). 

2° Si [C,p, S ] est une espèce de structures sur (2 , alors un foncteur 
section de p (Définition 2-2-1) définit une application covariante de 
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[ e . / d e . C ] dans [ C . p . S ] . 
3° On définit une application covariante de l'espèce des structures 

métriques dans l'espèce des structures topologiques : chaque métrique ad
met une topologie sous-jacente. L'image de l'espèce des structures mé
triques est l'espèce des structures topologiques métrisables. 

DÉFINITION 4. Soit SD une espèce de structures au-dessus d'une catégo
rie (2 et S0 une espèce de structures au-dessus de la catégorie S des hy
permorphismes correspondant à ( (2, p , S ) telles que ( (2, p , p f S ) ) soit une 
sous-espèce de ((2, p,S) ; alors S0 est appelée une espèce de superstruc
tures au-dessus de f (2, p, S). 
THÉORÈME 1. Si p,Sj est une espèce de superstructures au-dessus 
de (£,p,§>), alors S0 est une espèce de structures ( C , p, S j au-dessus 
de (2, telle que (Id£ ,p ) soit une application covariante de (h9p,&) 
dans f (2, p, Sj . De plus, (&, p, S ) est sous-jacent à ( (2, p , S ) pour p ; 
le foncteur associé (Proposition 1 ) à (ld^^,p) est une équivalence des 
catégories d'hypermorphismes S et S qui permet d'identifier (&,p9h) à 
re,Pp,s;. 

En effet, soit pQ la projection de èG vers bo ; le composé /5 de 
/epp(§>), S e SG est défini si et seulement si p p(S) - a( f) et on a alors 
fS = (f,p(S))S. L'équivalence de S sur S est l'application : 

Si on suppose de plus que S0 est une espèce de structures sur t! 
et SG une espèce de structures sur S, alors SQ est aussi une espèce de 
structures sur (2. 
RÉCIPROQUE. Si f(2,p,Sj est une espèce de structures sous-jacente à 
(̂ (2,p,Sy) pour l'application <f>0 , alors SQ est aussi une espèce de super
structures au-dessus de f(2,p , cf> (S) ), où <f> est le foncteur de la catégorie 
S dans S correspondant à (f>0 • 

En effet, (f, SJS est défini si et seulement si çf>0 (S) - S et on a 
alors (f,S)S= fS. 
EXEMPLES. 4° Soit S0 l'espèce 3 Q des topologies et S0 la classe des 
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couples (T9 T') de topologies où T' est une topologie plus fine que T, 
définie sur le même ensemble que T . Le couple (T9 T') sera considéré 
comme une superstructure sur T . Avec des conditions supplémentaires, 

1 on définit ainsi un feuilletage de l'espace topologique T . 
5° Les structures métriques forment une espèce de superstructures sur 

l'espèce des structures topologiques métrisables. 
REMARQUE. La recherche et l'étude d'applications covariantes est un des 
problèmes fondamentaux des mathématiques. En particulier, lorsque ifj est 
un foncteur constant, l'application covariante est appelée une application 
invariante et l'image cf>0 (S) d'une structure S un invariant de S, Un autre 
problème important revient à trouver et étudier des superstructures d'une 
structure donnée. 

4. Catégorie au-dessus d'une catégorie. 
DÉFINITION 1. Soit H une catégorie et S une sous-catégorie de M. On 
appelle K catégorie d'homomorphismes pour f(2,p, si l'on se donne un 
foncteur p de K vers une catégorie (2 vérifiant les axiomes suivants : 

lo H0 est une espèce de structures ((2,p,S), où p désigne ici la 
restriction de p à S . 

2° Si h et h' sont deux éléments de K tels que 
et 

2 alors h - h'. 
La catégorie d'homomorphismes H pour ((2,p,S) sera aussi no

tée ( (2, p , H , S ) . Tout h e K peut être représenté par un triplet ( S*, /, S)9 
où /ep(K), a(f) = p(S) et /3ff) = p(Sf)9 où S = a(h) et S' =(3(h); 
l'application h (-» (S*', p (h ) 9 S ) est un foncteur biunivoque de K sur une 
sous-catégorie de la catégorie induite p0*((2) (cf. III) p0 étant la restriction 
de p à H0 ; remarquons qu'en identifiant ff,fS9S) à (f9S)9 p0* ((2) 
est aussi une catégorie d'homomorphismes pour ( p , S ) . 
PROPOSITION 1. Soit H une catégorie d'homomorphismes pour (£9 p 9 & ) ; 
alors M peut être considérée comme une espèce de structures au-dessus 
de S ou de (2. 
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Le composé de (f9 S')9 où f e £, S' e Ko et p ( S' ) = ct(f) avec 
h e H est défini si et seulement si fi(h) - S' et est égal à (f9 S')h ; alors 
h est une structure sur fi (h). Il en résulte que p(S) C C opère sur H, le 
composé (f9h) étant défini si et seulement si p (fi (h)) —a({ le com
posé fh étant égal à (f9 S') h, où S' = fi (h). 

Si p(S) opérait à droite sur S0, le composé de (S9f)e§> avec 
h e H serait défini si et seulement si a(h) = S et serait égal à h(S9'{)\ 
alors A serait une structure sur a(h) etp(S) opérerait aussi à droite 
sur K , le composé hf de (f9h) étant défini si et seulement si p(S) = 
£(7J et S = a(h) et étant hf=h(S9f). 

1 
Un cas particulier important est celui où S est un groupoïde d'iso

morphismes. Alors p(S) opère à gauche et à droite (Proposition 2-1) sur 
S0 et par suite H est aussi une espèce de structures au-dessus de S pour 
les lois de composition : 

1° ((f, S'), h) U ( f9 S')h si et seulement si 

2o ((S9f)9h) h hfftSf1 si et seulement si a(h)= S, p(S) = fi(f). 
De même M est une espèce de structures au-dessus de (2 pour les deux 
lois de composition : 

lo si et seulement si p 
2o si et seulement si 

PROPOSITION 2. Soit M une catégorie d'homomorphismes pour (£,p9&) , 
où S est un groupoi'de. Alors K peut être considérée comme une espèce de 
structures au-dessus de S X S ou de (2 X . 

Le composé de où 
et h e H est défini si et seulement si a(h) ~ S et fi(h) ~ Sf et est égal à 
( f9 S')h( f9 S J"1 ; alors h est une structure sur (fi (h ) , a ( h )). Le grou
poi'de qui opère sur M est le sous-groupoïde plein de S x S dont les unités 
sont les couples (S'9 S) tels qu'il existe 

avec et 
La catégorie K est aussi une espèce de structures sur le sous-groupoi*de 
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plein de (2x(2 projection du groupoi'de précédent: le composé f'h f'1 de 
(f '> f* h) , où f e p (&) et/'<rp(S) est défini si et seulement si 

et 
et l'on a : 

EXEMPLES. 1° Une catégorie H munie d'un foncteur p vers telle que 
l'axiome 2 des catégories d'homomorphismes soit vérifié sera appelée une 
catégorie au-dessus de (2 ; c'est une catégorie d'homomorphismes où S est 
la sous-catégorie de K réduite à K0 . En particulier, une catégorie (2 est 
toujours une catégorie au-dessus d'elle-même pour le foncteur identique. 

2° Si H est une catégorie d'homomorphismes pour ((2,p,S) et si $ 
est un foncteur généralisé section (Définition 4-2-1) relativement à p , alors 
((2, p',<ï> ( C ) , <ï>((?) n S ) est une catégorie d'homomorphismes, où p ' est 
la restriction de p à $ ( (2 ) . 

3° Soit 30 l'espèce des topologies et p0 sa projection sur ë0 ('Exem
ple 3-3-1); soit j la classe des applications continues d'un espace topo-
logique dans un autre ; un élément de Jo est un triplet f T /, T) , où T et 
T' sont des topologies sur E et E' respectivement et f une application 
continue de l'ensemble E muni de T dans l'ensemble E' muni de 7*. La 
classe J est une catégorie pour la multiplication suivante : 

si et seulement si 
C'est une catégorie d'homomorphismes pour (fe,p,3"), où p est défini par 

et où J est le sous-groupoi'de formé de tous les homéomorphismes. C'est 
aussi une catégorie d'homomorphismes au-dessus de ë, la catégorie dis
tinguée étant (ê, p', J' )( Exemple 1-2-II). La classe des applications 
ouvertes d'un espace topologique dans un espace topologique est aussi 
une catégorie d'homomorphismes pour ( ë, p 3"' ) . 

210 



ÉLARGISSEMENTS 31 

///. ÉLARGISSEMENTS 

I . Catégories induites, extensions inessentielles. 
Si 0 est un foncteur, sa restriction à la classe des unités est dé

signée par <ï>0. 
DÉFINITION 1. Soit (2, (2 et H des catégories, p un foncteur de H vers 
(2 et K un foncteur de (2 vers (2 . On appellera categorìe induite de H par 
(K9p)9 et on notera K*(K,pJ, la sous-catégorie de H x (2 formée des 
couples ( h ,k) tels que K(k ) - p( h ) 

Les unités de K * ( K , p) sont les couples (e, e) tels que K(e) — 
p(e), où 6 e H0 et e <r <20 . Les catégories K*(H,p) et P*(Ç.,K) sont 
équivalentes. 
THÉORÈME 1. Soit (2, (2 et H Je s catégories ; il existe un foncteur p 
de K*(H,pJ vers C e£ ttrc foncteur rj relèvement de K relativement à 
(p,p ) ( Définition 2-3-11) tels que, si pf est un foncteur d'une catégorie 
H' vers (2 et r}' un relèvement de K relativement à (p,p'J, alors il exis
te un foncteur 7? ' de K' vers K* ( H , p ) tel que p TÎ' = p' et 77 77 ' = 77 1 

DÉMONSTRATION. Le foncteur p est l'application 
de vers 

et le foncteur 77 est l'application 
de vers 

On a: 

Si p' est un foncteur de H' vers (2 et 77' un relèvement de K relativement 
à (p ,pr), alors l'application rj': h' ( rj'( h' ) 9 p'( h') ) est un foncteur de 
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M' vers K *(K , p ) , puisque l'on a prj'f h') ~ Kp'f h'). 
COROLLAIRE I. Si p0 est une injection, alors p0 est une injection; si 
Po (KG) = (2Q , alors p0 est une application sur C Q . Si p(K) = (2, alors 
p(K*(K,p)) = <2 ; s/ = a/ors 77 ( K *( H, p ; ) = K . Si p (resp. 
K ) est une injection, alors p (resp. 77 ) est une injection. Si p est le 
foncteur identité de (2, p est une équivalence de K *((?,/d) sur (2 . 

En effet, si p0 est biunivoque, alors p0 (e, e) - p0(e\ e') entraîne 
e - ef, donc 

et 
Si p0 ( K0) = (20 et si è e C0, il existe e e K0 tel que po fe ) - K( e), par 
suite p (e , ë) - ê. Si p (K ) = C , soit A; f (2 ; il existe /1 e K tel que 
p ( h ) - K(k ) et par suite p ( h,k ) = & . Si K ( (2) = C et si A e K , il existe 
k e (2 tel que K(k)-p(h), etri(h9k) = h. 
COROLLAIRE 2. Si p0' 0 « 770' sont des injections, alors est une injec
tion ; si p' ou rj' sont des équivalences, alors 77' est une équivalence. 

En effet, 77 Y e* ) = f 77Y e' )9p'( e* ) ) et i j Y e ' J ^ Ï ^ entraf-
nent rj' ( e' ) - r]'( e'j ) et P Y e9) ~ P '(e \) \ Sl une ̂ c ces relations entraîne 
e* - el , alors 770 est biunivoque. Si p* est une équivalence et si 

on a rçYAV = -n'th" ) et p YA'J = P ' ( h ' ) , donc A ' = h" . 
COROLL AIR E 3. Si (£., p9 &) est une espèce de structures, alors K *f S, p) 
est une catégorie d'hypermorphismes au-dessus de C . 

En effet, p(K*(&,p)) est une sous-catégorie de (2 , puisque c'est 
l'image réciproque par K de la sous-catégorie pfS) de (2 ; cette sous-
catégorie opère sur (K *( S, p ) )o pour la loi de composition : 

où 
L'application (k,(S9e)) \-* ( ( K ( k ), S) 9 k ) est alors une équivalence de 
la catégorie d'hypermorphismes de O*(S,p))0 sur K*(S,py. 
COROLLAIRE 4. Si K est une catégorie d'homomorphismes pour f(2,p,S), 
a/ors K*(}(9p) est une catégorie d'homomorphismes pour ( C9 p 9 K *( S, p )). 
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En effet, la relation jointe aux relations 
et 

où(h,k) et(h9,k9) appartiennent à K *( J\, p ), entraînent 

donc et 
PROPOSITION 1 ( transitivité horizontale et verticale). Soit 
et K1 ûfes catégories ; si K est un foncteur de (2 vers (2, p un foncteur 
de H vers C et K un foncteur de (2 vers (2, a/ors (KK)*(K,PJ e£ 
K*(K*(H,P j,p) sont équivalents. Si pf est un foncteur de K' vers H, 
alors K*{K\ pp9 ) et 77*(K',pV sont équivalents; p et rj désignent les 
applications canoniques de K*(K,p) vers (2 et K . 

DÉMONSTRATION. Soit fA,&je(K/<)*(A,p) ; on a KK (k) = p ( h ) , et 
((h,k),k), où k-K(k)9 appartient à K *( K *( K, p^, p J ; l'application 
(h,k) l*((h,k),k) est une équivalence. Soit f h9, k) e K * ( K', p p 9) . 
Alors fp '(A'j, k)e K*(H, p) et on a p9 ( h9 ) = v ( p 9( h9 ), k ), donc 
(h9,(p9(h9),k))e^{}{\p9) \ l'application ( h9 ,k ) \> ( h9, ( p9 ( h9 ), k ) ) 
est une équivalence. 
DÉFINITION 2. Soit C une catégorie et q une application d'une classe îB 
dans (20 ; on appelle catégorie induite de (2 par q et on note q* ((2) la 
catégorie f#Xç^*((2,y) induite de (2. par fqXq,y)9 où y désigne le 
foncteur h \*(P(h),a(h)) de C vers (20 x ̂  , le produit 8 xfB étant muni 
de la loi de composition : 
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(u 9û  )( u 9 u) - ( u 9u ) si et seutement si uf = u . 
La catégorie ç * ( (2 ) est donc la classe des triplets (h, u', w j tels 

que A e (E, a(h) - q(u) et fi(h) - q(u'), munie de la loi de composition 
(h*\u", u j )(h 9u'', u ) - (h'h , u" ,u J si et seulement si u' - u^ . 

Une unité est un triplet (q(u), u, u), correspondant d'une façon biunivo
que à u ; donc la classe % est une classe d'objets pour cette catégorie. 
Le foncteur canonique 77 de ç*((2) vers (2 applique fh9u'9u) sur h ; 
sa restriction à S est q et l'image 77(9* ((2)) est la sous-catégorie pleine 
de (2 dont les unités appartiennent à g(3B) . La restriction de 77 à la sous-
classe formée par les triplets (h 9 u'9 u )9 où u et u' sont fixés, est une 
application biunivoque. Si T est le groupoi'de des éléments inversibles de 
(2 , alors ç*(F) est le groupoi'de des éléments inversibles de q* ((2) . 

PROPOSITION 2. Tout foncteur ip d'une catégorie (2* vers une catégorie 
(2 admet une décomposition canonique 0 = 770 dans laquelle 0 O est une 
injection et 77 est le foncteur canonique de 0-* ( C ) vers (2. La restriction 
de rj àia classe des éléments de 0((2') de source et but fixés est une 
injection. Si if/0 est une bijection, alors 77 est une équivalence. 

En effet, l'application 
de vers 

est un relèvement de l'application y de (2 vers (2Q x (20 relativement à 
( 0 O x 0 O , 0 ) ; puisque 0j((2) est la catégorie induite de (2 par (0ox0o>y) 
il résulte du Théorème 1 que 0 = 770 ; la biunivocité de 0 O résulte de celle 
de y£. Si 0 O est une bijection, alors 77 est une équivalence d'après le 
Corollaire 1 du Théorème 1, 
PROPOSITION 3. SOÊ'Ê f(2,p,S,) a/ie espèce Je structures et q une appli
cation d'une classe S dans (20 ; /a catégorie (q Xq )*(§>, y p J = </*(§) ira-
duite de S par (qXq9yp), où y est le foncteur h \-* ( fi( h ), a( h )) de 
(2 vers (20 x (20 es£ une catégorie d'hyp ermorphismes au-dessus de g* ((2). 
DÉMONSTRATION. Soit y et 77 les foncteurs canoniques de q *( (2 ) vers 
fBx$ et (2, p et 77 les foncteurs canoniques de (qXq)*( S, yp) vers 
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1+ 

B x B et S. D'après la Proposition 1, la catégorie g* (S) est équivalente 
à la catégorie 7?*(S,p), laquelle est une catégorie d'hypermorphismes au-
dessus de q*(£). Donc ( q *( (2 ), n , q *( S ) ) est une espèce de structures; 
une classe d'objets ^ *(SQ) pour <jr*(S) est formée des couples (S,u), 
où u e S, S e S0 et p(S) -q(u). La loi de composition entre ç *( C ) et 
<7.*(S0) est définie par : 

(h,u\ u)(S,u1 ) - (hS,u'J si et seulement si u = Uj et AS défini. 
DÉFINITION 3. Avec les notations de la Proposition 3, l'espèce de struc
tures (q *((2), 77, ç *( S) ) est appelée espèce de structures induite de S 
au-dessus de 
PROPOSITION 4. Si K est une catégorie d'homomorphismes pour (C,p, S) 
et si q est une application d'une classe % dans (20, alors la catégorie 
a *( H ) — ( q Xq ) * ( K , Y p ) induite de H par ( q X q , y p ), ou Y est le fonc
teur h y±(fi(h),a(h)) de (2 vers (20 x £o , est une catégorie d'homomor
phismes pour (q *( C ) , 77, q *( S) ) . 
DEMONSTRATION. Soit y et 77 les foncteurs canoniques de q *(<?.) vers 
53 x !B et (2 , p et 77' les foncteurs canoniques de q *( H ) vers ÎB x fB et K. 
D'après la Proposition 1, ç*(H) est équivalente à la catégorie 77*(K,p ), 
laquelle est une catégorie d'homomorphismes pour (q *( (2 ), 77, q *( S) ) d'a
près le Corollaire 4 du Théorème 1. Donc g*(H) est une catégorie d'homo
morphismes pour (ç*((2),77,<7*(S)). 
PROPOSITION 5 (prismatique ). Soit (2, , (2, H e£ K' des catégories, 
if/ et K des foncteurs de (2* e£ (2 fers (2, p' foncteur de H' fers (2', 
p foncteur de H fers cf> un relèvement de xfj relativement à (p>pr); 
si Tfi est un foncteur de (2' vers (2 tel que l'on ait KI// = \]J , alors il existe 
un foncteur ̂> de K' fers K*^H,pJ relèvement de ifj relativement à(p,p') 
tel que 77 = où p et 77 désignent les foncteurs canonique de K*(}(,p) 
vers e et H. 

En effet, le foncteur 0 est un relèvement du foncteur K relative
ment à (p,i//pr)y puisque KI// p' - i/f p' = p ; d'après le Théorème 1, il 
existe un foncteur cf> tel que l'on ait cf> = rjcf) et xfj p ' = pcf> donĉ > est un 
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relèvement de i/r relativement à (p 9 p '). 

Si de plus H' = xfj *(K , p ), d'après la Proposition 1 r̂*( K * ( K , p )9 p ) est 
équivalent à 0*(K,p); alors ç6 s'identifie au foncteur canonique de 
0*(/<*(H,p>)? pj vers K * ( H , pj. 

PROPOSITION 6. Soit [(2?p,S] arce catégorie d'hypermorphismes sur (2, 
K et K9 deux foncteurs d'une catégorie vers (2 tels qu'il existe une 
transformation naturelle (K'9 0 9 K) de K vers K'. Alors il existe un fonc
teur 77 de K*(S,pJ vers Kf*(&9p)9 et une transformation naturelle 
(rfF7T,ryr}) de -q vers r}'n9 où 77 et 7/' sont les foncteurs canoniques de 
K * (S, p ) et K'* p ) vers S, de sorte que l'on ait pr = 0 p. 

DÉMONSTRATION. Soit ( h 9 k ) e K*( à 9 p ) ; on a p(h) - K.(k) ; soit 
où 

alors A ' est un élément de S tel que p(h') = K''(k ), donc (h\k ) e Kr*(&,p). 
Le foncteur 77 est l'application (h>k) \*(h',k). Si (e, ë) e K p ), 
alors (6(ë),e) e S et l'application r est l'application 
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en effet, si 
on a A et 

Puisque est une transformation na
turelle. On a : 

COROLLAIRE 1. L 'application (K'909K) \-+( rf'n, T 9 rj) est un foncteur de 
5l ( (2 , (2 ) (Proposition 7-2-1 ) vers la classe des transformations naturelles 
(T}'IT,r , 77) associées aux transformations (K'9 09 K), munie de la loi de 
composition (voir n° V): 

1+ 
En effet, soit (r),rn",r ",77) la transformation naturelle associée à 

(K",0'.6,K) ; on a: 

De plus 

et 

Il en résulte que, si ( K ' , 6 , K ) est une équivalence, alors 77 est une équi
valence et (TI'TT, T , 77 ) est une équivalence naturelle. 
COROLLAIRE 2. La propo sition est aussi valable en supposant que f(?,p,S) 
est une espèce de structures au-dessus de C, que K { £ ) C p (§>), K'( C) C 
p(S) et que, pour tout e e C0 , on ait 0 ( e ) e p (S) • 
PROPOSITION 7. Soit M une catégorie d'homomorphismes pour ( p, §> ), 
K et K ' deux foncteurs d'une catégorie C vers C et (K',09K) une équi
valence naturelle de K vers K ' telle que, pour tout ê e (?0 > °n ait: 

et 
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alors il existe une équivalence n de K * ( H , p) vers K,*(K,p ) et une équi
valence naturelle (rj'n,r , rj) telles que pr = #p, où rj et rj' désignent 
les foncteurs canoniques de K*(K,p) et KR*(H,p>) vers M. 
DÉMONSTRATION. Soit ; soit 
hj l'élément de H ayant pour unités à droite et à gauche 

et 
et pour projection p(h, )  к'(k) ; alors et le foncteur 
77 est l'application 

de vers 
la restriction 77 de 77 à 0 est le foncteur 77 considéré dans la proposition 
précédente et l'application 7 est l'application r de cette même proposi
tion. On a, en effet, en posant e = a(h), e* = B(h) : 

et 
où 

Donc (77 77, r, 77) est une transformation naturelle. On démontre, comme 
dans le Corollaire 1 de la Proposition 6, que n et (77'^, F, 77) sont des 
équivalences. 

1 
DEFINITION 5. Soit С une catégorie et с une souscatégorie; on dit que 
(к ,(2) est une extension inessentielle de £ si к est un foncteur de (2 
sur (2 dont la restriction à С est l'identité. Soit p un foncteur d'une ca
tégorie H vers (2 et (77, H) une extension inessentielle de H ; un relè
vement p de p relativement à (к, 77) sera appelé une extension de p à К 
si la restriction de p à К est p . 

THÉORÈME 2. Soit (2 et H des catégories, p un foncteur de H vers С et 
(K,£) une extension inessentielle de (2; alors la catégorie к*(}(,р) in
duite de H par (к,р) est une extension inessentielle (r],}() de H pour 
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le foncteur canonique 77 de K*(K9p ) vers H. Si (p9K) est une extension 
inessentielle de (2, alors (p9K) est une extension inessentielle de (2, où 
p désigne le foncteur canonique de K*(K.p) vers C Si C est plein dans 
(2, alors H est plein dans H. 

En effet, l'application h \~*(h,p(h)) identifie K à une sous-ca
tégorie de H. Si fp9K) est une extension inessentielle de (2, l'applica
tion k \*(K(k),k) identifie C. à une sous-catégorie de H et on a: 
P(K(H )9k) - k. 
DÉFINITION 6. Avec les notations du Théorème 2, la catégorie K*(H,pj 
est appelée extension canonique de H O Y K , £ ) O U à C 

D'après les résultats précédents, l'extension canonique à d'une 
espèce de structures (£,p,S) est une espèce de structures ( C , p , S ) ; 
l'extension canonique H d'une catégorie d'homomorphismes K pour (£, p, S) 
est une catégorie d'homomorphismes pour (C,p, S ) . Il y a transitivité ho
rizontale et verticale des extensions canoniques et la proposition prisma
tique est encore vraie en supposant que (K,(?) est une extension inessen
tielle de (? ; alors ( 77, H ) est une extension inessentielle de H. 
PROPOSITION 8. Soit (K'9C1) une extension inessentielle d'une catégo
rie et (/r un foncteur de (?' sur une catégorie C tel que i//0 soit une 
bijection. Alors il existe une extension inessentielle (KJ£ ) de C et une 
extension ̂ > de ifs à C ' telle que çj> soit une surjection sur (2 et que cj>0 
soit une bijection. 
DÉMONSTRATION. Soit cf> = ij/K'. Considérons les décompositions canoni
ques xfj = 77 if; et c/y = r) '}}> , où é> est considéré comme la surjection de (2 ' 
sur son image canonique C dans . Pour k e C \ on a : 

pour if C , on a \ff(k) = (\fi(k),fS(k),a(k)). En posant k = K'(k)9 on 
a llj(k) = (d>(k)9B(k)9a(k)). L'application 

est un foncteur K de C sur 0 * <lui se réduit à l'identité sur 0 ( C ) 
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Donc ( K , ( 2 ) est une extension inessentielle de ^r((2!) et IJTK'-K^.S'I 
xjf0 est une bijection, 77 est une équivalence et par suite, en identifiant 
(2 à 0 O * ( ^ ) > alofS ( K , C ) s'identifie à une extension inessentielle de (2, 
CAS PARTICULIER. Si §' est un sous-groupe plein d'un groupoïde (2. sup
posé connexe et si if/ est un homomorphisme de § * sur § de noyau /V, 
alors il existe un groupoi'de quotient (2 de (21 , le foncteur ̂> de (2' sur 
(2 ayant pour noyau /V la réunion des sous-g roupes de (2' équivalents à 
N , c'est-à-dire de la forme f N f 1 . 

1 

2 2. Elargissement d'une catégorie d'homomorphismes. 
DÉFINITION 1. Soit [ p, S] et [(2', p', S'] deux espèces de structures, 
où (2 est un sous-groupoîde de . L'espèce [(2f,pf,S'l est appelée 
élargissement de l'espèce [(2,p,S] si les conditions suivantes sont vé
rifiées : 

1° est une sous-espèce de 
2° est un sous-groupoïde plein de 
3° Toute structure S' e 20f est isomorphe au moins à une structure 

Se S0 par un isomorphisme appartenant à S'. 
Si de plus (2 et (2' sont des sous-groupofdes d'une catégorie (2" , on dit 
que l'espèce ((2" ,p',2') au-dessus de (2W est un élargissement de l'es
pèce ((2" , p, 2 ) au-dessus de (2" . 
PROPOSITION 1. Si, avec les notations de la Définition 1, C est une 
sou s-catégorie pleine de alors la condition 1 entraîne la condition 2 
et alors [ (2, p , 2] est une sous-espèce pleine de [ (2' ,p',2 '] . 
DÉFINITION 2. Soit H une catégorie d'homomorphismes pour ((2,p,S) ; 
une catégorie H' d'homomorphismes pour ((2! ,p',Sf ) est appelée élargis
sement de K au-dessus de (2' si les conditions suivantes sont vérifiées : 

1° L'espèce ( (2', p 2 ') est un élargissement de l'espèce ((2' ,p , 2 ) , 
où S et 2' désignent les groupoîdes des éléments inversibles de S et 
S' respectivement. 

2° K est une sous-catégorie pleine de H' et S est une sous-catégorie 
pleine de S' . 
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PROPOSITION 2. Pour qu'une catégorie d'homomorphismes H' pour 
((21 ,p S',) soi£ ¿¿72 élargissement de la catégorie d'homomorphismes K 
pour f(2, p, Sj, il faut et il suffit que les conditions suivantes soient vé
rifiées : 

a) L'espèce ( C , p, 2 ) est une sous-esp èce de ,p où 2 e£ 
2/ sont les groupoïdes des éléments inversibles de S et S' respectivement. 

b) 2 es£ un sous-groupoi'de plein de 2', K est une sous-catégorie 
de H' et on a: S = HnS' . 

Cy) TWi élément h' de H1 es£ isomorphe à un élément h de K rela
tivement à 2 ' x2 '. 
DÉMONSTRATION. Si H' est un élargissement de K, soit A' un élément 
de H' , a(A'J = e' et 0(AV = ; il existe (f9S)€ 2 ' et (f',S')eV 
tels que S e 20 , S' e 20 , fS - e'9 f'S' - e", d'après la condition 3 de la 
Définition 1. Par suite A = ( f S'J ~l h '(f9 S) e K , puisque a(h)-S et 
fi (h) - S' et que H est plein dans H' . 
Inversement, si les conditions a, b et c sont vérifiées, alors soit SH ¿2^ ; 
il existe 

tels que 
par suite S" - f S et la condition 3 est vérifiée. Soit 

et 
d'après la condition c, il existe et tels que l'on ait 

où et 
puisque 2 est plein dans 2 ', on a ( f9 S ) e 2 et ( f, S' ) e 2 , donc h' e K 
et H est plein dans K' ; si on suppose de plus que h ' appartient à S' , 
alors h - ( f, S'f1 h'(f9 S) appartient à S' et à H , donc à S en vertu de 
la condition b et S est plein dans S' . 
COROLLAIRE 1. Pour que H' soit un élargissement de H, il faut et il 
suffit que les conditions suivantes soient vérifiées : 

a') L'espèce (&\p'9 2est un élargissement de l'espèce 9 p9 2 J. 
b'j H' (respectivement S' ) considéré comme espèce de structures au-

dessus de 2 'X 2 ' est un élargissement de H ( resp. S) considéré comme 
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espèce de structures au-dessus de 2 x 2 (Proposition 2-3-11 ). 
COROLLAIRE 2. Si K' est une catégorie d'homomorphismes pour f(2' ,p', S') 
élargissement de M pour f (2, p, S), pour que S' soit le groupoîde 2' des 
éléments inversibles de H', il faut et il suffit que S soit le groupoîde 2 
des éléments inversibles de H . 

En effet, supposons S = 2 ; pour tout g' e S' , il existe f et f 
dans 2'nS' et h e 2 tels que g' - f 'h f"1 et par suite g' e 2' ; si g e 2' 
alors il existe h e K tel que g- f/hfj1 , où et / j appartiennent à 
S ' n 2 donc A e 2 et g e S1 . Inversement, soit S' = 2' ; alors la relation 
S = H n 2 ' et le fait que H est plein dans H' en trament S C 2 ; donc 
S = 2 puisque S est plein dans 2 

THÉORÈME 1 (Transitivité horizontale ). Si K' es* une catégorie d'homo
morphismes pour ((2' ,p% S'y) élargissement de la catégorie d'homomorphi
smes H pour (£ ,p 9 &), et si M" est une catégorie d'homomorphismes pour 
f(2*, p ", S" élargissement de la catégorie d'homomorphismes H', a/ors 
K" es* un élargissement de la catégorie K au-dessus de (2" . 
COROLLAIRE. Dans une classe de catégories d'homomorphismes, la re
lation : 

K < M' si e* seulement si H' es* un élargissement de la catégorie 
d'homomorphismes H 

es* une relation d'ordre* 
Soit C une sous-catégorie d'une catégorie (2* et M une catégorie 

d'homomorphismes pour ( (2, p , S ) . Un élargissement maximal de H dans 
la classe de tous les élargissements de K au-dessus de (2' sera appelé 
élargissement de K à ou élargissement maximal de la catégorie d'homo
morphismes K pour ( (2' ,p , S ). 

Soit (2 une sous-catégorie d'une catégorie (2, T et T les grou
poi'des des éléments inversibles de (2 et (2 . On dira que (2 est un e/or-
gissement de C si (2 considéré comme catégorie d'homomorphismes pour 
( (2, Id, T ) est un élargissement de (2 considéré comme catégorie d'homo-

222 



ÉLARGISSEMENTS 43 

morphismes pour ((2, Id, Y) . 
PROPOSITION 3. Soit <2 ane sous-catégorie de (2, T e£ T /es groupoïdes 
des éléments inversibles de C et C ; pour que C so¿¿ un élargissement de 
(2, ¿7 faut et il suffit que (2 soit plein dans (2 et que Y soit le sous-grou-
poïde plein saturé de (2 engendré par Y. 
COROLLAIRE 1. Si (2e est une composante connexe de (2, la composante 
connexe £* de (2* dans (2 est un élargissement de (2* et (2 es¿ la réu
nion des (2e. 
COROLLAIRE 2. Pour qu'une catégorie d'homomorphismes H' pour (£\p\&) 
soit un élargissement d'une catégorie d'homomorphismes K pour (C, p, 2), 
o¿ X esí /e groupoide des éléments inversibles de H, il faut et il suffit 
que les conditions suivantes soient vérifiées ; 

Io ( C, p ,2 ) est une sous-espèce de structures de ( (2*, p S' ). 
es¿ élargissement de la catégorie K ei S' es¿ le groupoïde 

des éléments inversibles ¿e H' . 

PROPOSITION 4. S¿ C est un élargissement d'une sous-catégorie (2, alors 
(2 es£ i¿?ze extension inessentielle (K,Ç~) de (2 ei est équivalente à la 
catégorie induite K*((2). Si (K,Ç~) et (K'9C) sont deux extensions ines
sentielles de (2, alors K et K' sont équivalents. 
DÉMONSTRATION. Pour tout e e £ 0 , choisissons un élément 

tel que et 

tout élément A; de C est de la forme 
où et 

L'application /- [-> a( f-) s'étend d'une façon unique en un foncteur K 
de (2 sur (2 qui prolonge l'identité sur (2 , en posant K(k) - k . Tout £ e (2 
peut s'identifier biunivoquement au triplet (k,e'9e). Soit K et K ' deux 
extensions du foncteur identité de (2 à (2 ; si e e (2o et f e Y, a( f) € (20 
et = ë, posons rfêj - K'( f ) K( f1 ) . L'élément T ( ë) ne dépend que 
de e ; en effet, si f'€ F , af/'Jf C et ̂ f/'J = ê, alors / ' = fk, où 
A; 6 C , et on a : 
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En particulier, si e E CO , alors r (E) - e. Le triplet (K r , K ) est une 
équivalence de K sur K ' ; en effet, soit K E C, A(K) - E et (3 (K) = E' ; 
de la relation = /"'if7 , où / et F'E F, h C , j8 f/j = ê, (3(F) = ê', 
on déduit : 

COROLLAIRE. SoJ£ C' un élargissement d'une catégorie C' et \js un jonc-
teur de (21 sur une catégorie C tel que \fj0 soit une bijection. Alors il 
existe un élargissement (2 de C et une extension cf) de i// à £' tels que 
0 soit une surjection sur (2 et que 0O soit une injection. 
DÉMONSTRATION. Les notations sont celles utilisées dans la Proposi
tion 8-1 et (2 est identifié à 0O*( (2 ) . Un élément A de (2 est de la for
me (<f> ( k ) , / 3 ( k ) , a ( k ) ) , où ï e (21 ; si afAJ et (3(h) appartiennent à 
(20, on a a ( k ) e C Q et jSfÊje Ci ; il en résulte k e C' , donc A € (2 et C 
est plein dans (2 . Soit (e9 e \ e*) e C 0 ; il existe h9 e T' avec a(h9) - e9 
et (3 ( h9) ~ e', où ijj ( e' ) - e ; par suite (<£( h' ), e', e' ) est un élément de 
T admettant ( e, e9, ë9) et (e, e99 e9 ) e (20 pour unités; par conséquent 
la composante connexe de F dans F est F et C est un élargissement de 
(2 . D'après la proposition, (2 est déterminé à une équivalence près. 

PROPOSITION 5. Soit (2 un so us-groupoi'de d'un groupoi'de (2 et (2* le 
sous-groupoïde plein engendré par (2 dans (2 ; pour que tout foncteur de 
(2 dans une catégorie (2" puisse se prolonger en un foncteur de (2 vers 
(2", ¿7 /aw£ et il suffit que (2 soit une extension inessentielle de (2. 

En effet, la condition est suffisante : on se ramène au cas où (2 est 
connexe ; alors (2 est un élargissement de (2' , donc une extension ines
sentielle de (2' . 

DEFINITION 4. Soit (2 une catégorie et F le groupoïde des éléments in
versibles de (2 ; pour toute classe d'in trans itivité (2Q de (20 relativement 
à T (Définition 3-2-II), choisissons une unité c La sous-catégorie plei-
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ne (2 ayant pour unités les est appelée catégorie réduite de (2. 
PROPOSITION 6. Une catégorie (2 est un élargissement de toute catégorie 
réduite (2 de (2, donc est équivalente a une catégorie induite K*((2) . 

Une catégorie réduite (2 est un élément minimal pour la relation 
d'ordre définie ci-dessus (Corollaire du Théorème 1) dans toute classe 
de catégories contenant (2. 
PROPOSITION 7. Soit p un foncteur d'une catégorie H sur une catégorie 
(2; l'extension canonique (Définition 6-1) H de H à (2, où (2 est un 
élargissement de (2, est un élargissement de H à C . 

En effet, soit K le foncteur construit à la Proposition 3 et soit K 
l'extension canonique de K à ( K , (2 ) ; alors, si ( h, k ) e K , on a: 
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où et 
par suite fA, k) - ((3(h), f-, )h( a(h), fZ1 ). Donc H est un élargisse
ment de K ; cet élargissement est défini à une équivalence près dépendant 
du choix de K , d'après les Propositions 7-1 et 4. 
COROLLAIRE. Soit H une catégorie d'homomorphismes pour (£,p,&) ; 
si S est l'extension canonique de S à (2, la catégorie H est une catégo
rie d'homomorphismes pour (£, p, &), élargissement de la catégorie d'ho
momorphismes X. 

THÉORÈME 2. Soit H une catégorie d'homomorphismes pour (C,p,^)9 
où 2 est un groupoïde, et soit (2 une catégorie contenant (2, Alors tout 
élargissement de H au-dessus de (2 est équivalent à une sou s* catégorie 
d'un élargissement canonique de K à (2 • 
DÉMONSTRATION. Soit T et T les groupoides des éléments inversibles 
de (2 et (2, K' une catégorie d'homomorphismes pour ((2f,p',2'), où £' 
est un groupoïde élargissement de H au-dessus de C. A un élément h' 
de H' correspond la classe n(h') des triplets 

où 
tels que h 

Si on a aussi alors 
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et h 
Posons g ; on a 

et 
puisque 2 est plein dans 2 alors (g, a(h)) e Z et (g', fi (h)) e % .11 en 
résulte que n( h *) est la classe des triplets fhj , / ' g'"1, f g'1 ), où 

et 
Soit a*(H) la catégorie induite de H (Proposition 3-1) par a , où a dé
signe l'application f ̂  a(f) de la classe ê des éléments / de T tels que 
a(f)c£ dans (20 . Soit p la relation d'équivalence : 

si et seulement si 

La relation p est compatible avec la multiplication dans a*(K) ; soit 
(h,f, f) e a *( H ); une unité équivalente modulo p à(a(h),f,f) est de 
la forme 

où 

cette unité est l'unité adroite du triplet (hg,f',fg). D'après la Propo
sition 11-1-1 on déduit de a*(M) par passage au quotient selon p une ca
tégorie quotient H . L'application n construite ci-dessus est une équiva
lence de H' sur une sous-catégorie de K ; 7r(H') est l'image canonique 
dans H de la sous-catégorie de a*(H) formée des triplets (h9f99f),où 
f et ff sont dans p9(lL9). L'application 

modulo p 
est un foncteur p de K vers (2 . 

opère sur la classe des couples (f, S) tels que 

par la loi de composition 
si et seulement si S 

Une unité ( S, f9 {) modulo p correspond de façon biunivoque à la classe 
d'intransitivité S = (f,S)2< de ( f, S) relativement à 2 (Définition 3-2-II ) ; 
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M0 s'identifie à la classe des éléments S. Alors (f, /h) modulo p est 
un homomorphisme de ( f 9 Svers ( f 9 S* j2 , où S - af h )9 Sf - fi (h ). 
La classe d'équivalence modulo p d'un triplet ((g9S)9ff9f)9 o ù ( g9 S ) e % 
est formée de triplets ( hj 9 f}9 fj) 9 où e S ; en particulier, elle contient 
le triplet (S9 f 'g9 f) . Soit r ̂  le groupoi'de plein saturé engendré par T 
dans (2 et 2 le groupoi'de des couples 

opère sur 20 pour la loi de composition : 
si et seulement si gf est défini. 

En identifiant (g9 S) , où S = f /, 2 , à la classe f 5, g/, /) modulo p on 
identifie 2 à un groupoïde d'isomorphismes et H est une catégorie d'homo
morphismes pour ((2,p,£ ). Identifions de plus h e H avec 

modulo p9 où et 
donc en particulier S e KG avec ( S9 e9 e) modulo p - ( S, e . Alors f /, S) 
devient un isomorphisme de S sur S=(f9S)% et ( f '9 f9 h ) modulo p s'i
dentifie avec (f,,S,)hff9S)'1 , où S = a(h) et Sr - fi (h) . Enfin H est 
plein dans K. 1 + 
COROLLAIRE l. Soit F' a/i sous-groupoïde de £ tel que pour tout e* eY'o 
il existe /e T' at;ec f) ep(^) et fi (f') - e*, Alors l'image canonique 
dans H de la sous-catégorie de a*(H) formée des triplets (h9 f f 9 f)9 où 
ftV9 /'f T', est un élargissement H' de K, catégorie d'homomorphis
mes pour ( £9 p ' 9% ' ) telle que V = p'(%' ). 
CAS PARTICULIER. Prenons pour M la catégorie (2, considérée comme 
catégorie d'homomorphismes pour (£9Id9 T) et soit (2 l'élargissement ma
ximal de C à (2 . On identifie ( f9 e) , où e -a(f) avec / ; alors les ob
jets pour (2 sont les classes fT. 
COROLLAIRE 2. Poar ̂ ae 2 sot7 une catégorie d*hypermorphismes au-
dessus de (2, ¿7 /au£ et il suffit que la condition suivante soit vérifiée : si on 
a gk - k*9 où k et k* appartiennent à C et où g e i9 alors g e V . 
DÉMONSTRATION. Supposons que <2 est une catégorie d'hypermorphismes. 
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Les triplets (k',/3( g), e) et (k, g, e) , où gk = k e - a (k*) ont même 
projection k* — gk sur (2 et même unité à droite ( e, e> e) \ ils appartien
nent donc à la même classe modulo p , c'est-à-dire que g e T . Inversement, 
supposons la condition vérifiée; soit (k,f ',f ) et f k j, f f, fj ) deux tri
plets de a*((2) tels que 
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et modulo p . 
De cette dernière relation, on déduit que où Alors 

où kg 
donc g' € V et k j - g9 k g ; par suite, les deux triplets sont équivalents 
modulo p. 
THÉORÈME 3 (Transitivité verticale ). Soit X et S ' deux groupoi'de s et 
f£,p',2'^ une espèce de superstructures au-dessus de (£,p9^J (Défi1* 
nition 4-3-11 ) ; soit f C , p, 2 ) et , p9 ,Ë' ) les élargissèments maximaux 
de (£,p,2) et (2,p',l'). Alors (Cpf9,^9) est équivalent à l'élar
gissement maximal de ((2, pp % 2 '). 
DÉMONSTRATION. Soit ((?,p*,2") l'espèce de structures correspondant 
à 2' au-dessus de (2 (Théorème 1-3-H ), qu'on identifiera à ((2,pp',X') ; 
soit ((2,p",2") l'élargissement maximal de ( (2, p " , X " ) ; alors p*(?L*) 
est le sous-groupoicie plein saturé engendré dans (2 par pp'f^'J. Par dé
finition, p'f^'J est le sous-groupoi'de plein saturé de 2 engendré par 
p '(%'); par suite (C, p , p'(%')) est une sous-espèce de ( C , p, X ) et 
(l£,p',%') est une espèce de superstructures sur ((2,p,Ë) ; de plus, 
p(p9(lL9)) est un sous-groupoi'de plein saturé de (2 ayant mêmes unités 
que p"(lLt')\ donc p (p ' (*£' ) ) est identique à p"(X") . Puisque X' est 
plein dans X', alors l'espèce ((2,pp',£f) est un élargissement de l'es
pèce ((2,pp%2f) sur le même sous-groupoïde de (2 que l'élargissement 
maximal ( (2, p Ë ") , donc il est équivalent à cet élargissement maximal. 

COROLLAIRE 1. Soit (C, p',%') une sous-espèce de f (2, p , 2 ; l'élar
gissement maximal f (2, p , 5 ,) de f (?, p, S ̂  es£ z/rce espèce de structures 
sous-jacente à l'élargissement maximal f(2, p', Ë V de f(2,p',£,y) e£ Ë ' 
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s'identifie à l'élargissement maximal 2 9 de 2 9 à 2 . 
En effet, 20' est une espèce de structures au-dessus de 2 , car 

2' opère sur 2o\ le composé de ((f, S9), S') où f f, S') e 2' étant fS'. 
COROLLAIRE 2. Soit f2,p',2',) une espèce de superstructures au-dessus 
de (£, p,2^, où 2 et 2' so/U des groupoïdes ; soit H une catégorie d'ho
momorphismes pour f(2,p,2 J e£ H' une catégorie d'homomorphismes pour 
(K,p'9 2'J« Soi£ K l'élargissement à (2 de K e£ H! l'élargissement à 
(2 de H' considéré comme catégorie d'homomorphismes pour (£,pp', 2'^. 
£n considérant K' comme catégorie d'homomorphismes pour fM,p,,2'J, 
soi£ KM /a catégorie d'homomorphismes pour fH,p', 2'^ ÇUÊ es£ un e/ar-
gissement de H' f Corollaire 2 du Théorème 1 ). Alors H" considéré comme 
catégorie d'homomorphismes pour ( C , p p' ,2' J es£ équivalent à H' . 

En effet, l'application 
où 

est une équivalence de l'élargissement M" de H' sur l'élargissement Kf 
de K1. 
COROLLAIRE 3. Soit M une catégorie d'homomorphismes pour f(2,p,2,) 
et C une catégorie contenant <2 ; soit (2 l'élargissement à £ de C . Alors 
l'élargissement canonique K de H à (2 est équivalent à l'extension cano
nique de K à C . 

Ce corollaire résulte du Corollaire 2 et de la Proposition 7. 

THÉORÈME 4. Soit H une catégorie d'homomorphismes pour f(?.9p,&) et 
(2 une catégorie contenant C telle que la condition suivante soit vérifiée: 

k' = k g, où k e C , k'e (2 e£ g inversible dans (2, entraîne que g est 
inversible dans (2. 

Alors il existe un élargissement maximal f(2,p,Sj de f(2,p,S,) e£ une 
catégorie d'homomorphismes H pour f(2,p,Sj çui soit un élargissement de 
K tels que, si K' es£ une catégorie d'homomorphismes pour f (2', p r, S',) , 
élargissement de H, a/ors K' est équivalent à une sou s-catégorie d'homo-
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morphismes de M, c'est-à-dire K' s'identifie à une sous-catégorie de K et 
1 f , p ', S' J à une sous-esp èce de (C, p, Sj. 

THÉORÈME Soit [C,p,2] e£ [ p2'] deux espèces de structures 
où 2 e£ 2 ' SO/IÊ des groupoïdes ; soit ((fi0 , ip ) une application covariante 
de[(?,p,2] dans [&,p',ï'] ; soit [ë,p,ï] et[&,p',Zr] deux élar
gissements de [C,p?2] e£ [£',p,,2']. Si es£ u/i foncteur de (2 t>ers 
(2' don£ la restriction à C es£ i//, alors il existe une application covariante 
f(J0,$r) déterminée d'une façon unique telle que <f>o soit la restriction de 
cf>0 à 20 ; le foncteur cf> correspondant à cf>0 (Proposition 1-2-11) est un 
élargissement de cf) à 2 . 

En effet, <jfr0 est l'application: 
où 

est une application covariante puisque l'on a: 

où 
COROLLAIRE. Soit K une catégorie d'homomorphismes pour ((^,pyH), 
H' une catégorie d'homomorphismes pour (C', p ',2') ; soit H et M' des 
catégories d'homomorphismes pour f(2,p,2^ et f(2',pélargisse
ments de H et K'. Soit ifs un foncteur de (2 vers £' e£ un foncteur de 
C fers (2' dorc£ la restriction à C es£ ifr . 7ou£ foncteur cf) de K vers H' 
relèvement de ip relativement à (pf,p) s'élargit d'une façon unique en 
un foncteur >̂ de M vers H' relèvement de If/ relativement à f p'9p )• 

En effet, la restriction de 0 à 2 est déterminée par le théorème. 
Alors, pour 

où 

on posera 
THÉORÈME G. Avec les notations du corollaire du Théorème 5, soit iff un 
autre foncteur de C vers <2' dont la restriction à C est if/ et soit '$' son 
relèvement relativement à (p',p)- Alors il existe une équivalence natu
relle fcj) r ). 
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DÉMONSTRATION. Soit (£,p, 2 ) et ( & ,p',2') les élargissements ma-
x îm aux de (C.p.S) et (C'.p'.S'). D' après le corollaire du Théorème 5 
il existe des foncteurs ̂> et élargissements de 0 et 0' à K et H'. 
Soit S £ 20 et ( f, S ) e un isomorphisme de S £ 2Q vers S; posons: 
T(S)=~cf>'(f,S)'c}>(f9S)~1', l'élément T (S) ne dépend que de la donnée 
de S ; en effet, si ( f, Sf) est un isomorphisme de S' e 20 vers 5, alors 
on a : 

où 
par suite 

Soit r Y application S \> T ( S) de 20 vers 2/. Montrons que (0 » r, <p) est 
une équivalence naturelle ; soit ̂  e H ; on a ̂  = f S*)h(f, S)"1 , où 

Alors on trouve : 
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CHAPITRE 2 
GROUPOÏDES INDUCTIFS ET STRUCTURES LOCALES 

1 /. GROUPOÏDES INDUCTIFS 

!. Groupoïdes préinduetifs et groupoïdes inducfifs. 
Rappelons que, dans une classe ordonnée (î , on dit que a est la 

borne inférieure d'une sous-classe B de 6 si, pour tout b e B , on a a < b 
et si la relation af < b pour tout be B entraîne a'< a . On dit que d est 
la borne supérieure de B si, pour tout b e B, on a b < d et si les relations 
b < d' pour tout è e /5 entraînent d < df. La borne inférieure de B est donc 
le plus grand élément de la classe des minorants de B et la borne supé
rieure de B est le plus petit élément de la classe dés majorants de B . 

Dans toute la suite, la borne supérieure d'une sous-classe B sera 
appelée agrégat de B et désignée par \JB ; la borne inférieure de B sera 
appelée intersection de B et notée n B . Si B est la classe réduite aux 
deux éléments a et b , nous écrirons aussi: 

DÉFINITION 1, Une classe préinductive est une classe Û munie d'une 
relation d'ordre telle que deux éléments quelconques aient une intersection 
et que (3 admette un plus petit élément, noté 0 . Une classe prélocale est 
une classe préinductive Q vérifiant l'axiome de distributivité (D) suivant: 

(D ) Pour toute sous-classe B de (l admettant un agrégat et pour tout 
a e Q , la classe des éléments anb, où b e B 9 admet a n ( "u B ) pour agré
gat : a n f u B ) - u ( a n b ) . 

DÉFINITION 2. Une classe inductive est une classe â munie d'une rela
tion d'ordre telle que toute sous-classe non vide de S admette une inter
section. Une classe locale est une classe inductive dans laquelle l'axiome 
( D ) est vérifié. 

Une classe inductive (3 est aussi une classe préinductive; son 
plus petit élément est l'intersection de la classe (2, que nous noterons 0 ; 
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1 1 

cet élément est aussi l'agrégat de la sous-classe vide, puisque tout élé
ment de Q- est un majorant de la sous-classe vide. 
PROPOSITION 1. Pour qu'une classe ordonnée Q soit une classe induc
tive, il faut et il suffit que toute sous-classe B de â, majorée dans (î , 
admette un agrégat 

En effet, si S est une classe inductive, \JB est l'intersection de 
la classe des majorants de B , qui n'est pas vide par définition. Inverse
ment, si toute sous-classe B majorée admet un agrégat, alors la sous-
classe vide admet un agrégat noté 0 , qui est le plus petit élément de Ct. 
Soit fl5 une sous-classe non vide de fl . La classe des minorants de S' 
n'est pas vide puisqu'elle contient 0 , et son agrégat est l'intersection 
de (t' . 
REMARQUES. 1° Une classe préinductive est aussi appelée n-demi=t reillis 
ayant un plus petit élément. Une classe inductive est un n-demi-treillis 
complet. 

2° La notion d'ensemble inductif au sens de Bourbaki est une notion 
différente de celle de classe inductive. 

Soit B une sous-classe majorée d'une classe inductive (2 et soit 
a e S ; la classe B 1 ayant pour éléments a n b 9 où b e B , est majorée par 
a et on a : \j B ' < an( \j B ). & est une classe locale lorsque cette inéga
lité est une égalité quels que soient la sous-classe majorée B et l'élé
ment a. 
D É F I N I T I O N 3. Un groupoi'de S est appelé groupoîde (pré)inductif s'il 

A A 
est muni d'une relation d'ordre pour laquelle S soit une classe (pré)in
ductive et si I' axiome (I) suivant est vérifié : 

(I) Soit <$>( f) , pour tout f e S , la classe des éléments / ' < / ; alors 
l'application </> ; / \* (f) est un foncteur généralisé de S vers S , appelé 
foncteur d'induction. 

Soit S un groupoi'de préinductif; nous désignerons le composé de 
deux éléments f ct g tels que a( g) - fi( f ) par g. f. L'axiome ( I ) est 
équivalent à 1' axiome suivant : 
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(I' ) Si e e V0 et f < e , alors f e ò0 . La relation h < g. f est équiva
lente à la relation h - g', f, où g9 < g et /9 < /. 
Il en résulte en particulier que 0 est une unité, puisque 0 < e pour tout 
e 6 §o« Les fonctions a et /3 sont compatibles avec l'induction c'est-à-dire 
/</' entrarne a( f) < a( f ) et /3 ( f ) < fi ( f ' ). Plus précisément, d'après 
la Proposition 4-2-1, Chapitre 1, on a 

et pour tout 

d'après la Proposition 5-2-1, Chapitre 1, la classe cf> ( f ) est la classe 
des inverses des éléments de cf> f f ) . De plus, f = \jcf> ( f ). 
PROPOSITION 2. Soit S un groupoïde préinductif et f e S. Pour tout e <a(f) 
il existe un et un seul g < f tel que a (g) — e et pour tout e9< (3(f), il y a 
un et un seul g9 < / tel que fi (g9) - e'. On appellera g Vêlement induit 
par f sur e et g9 l'élément induit à gauche par f sur e9. 

En effet, l'égalité 0 ( a{ /)) = a(c/>( /)) montre qu'il existe un 
g e cf) (f) tel que a(g)=e . Soit aussi g e f ( f) tel que a(g)=e ; alors 
gj.g'1 est défini; comme g'1 e cf) f f 1 ) , on a gj • g"1 < f * f'1 ~- /3 (f) l 
par suite gj . g"̂  est une unité, c'est-à-dire : 

Donc g j ~ g - 0° démontre de même l'existence et l'unicité de g9. 
COROLLAIRE. Si g < f, h< f et a( g)< a( f), alors on a g< h. 

En effet, l'élément induit par h sur a( g) est identique à l'élé
ment g induit par / s\iTa(g), d'où g<h. 
PROPOSITION 3. L9agrégat d'une classe d'unités est une unité. Si A est 
une sous-classe du groupoïde préinductif S admettant un agrégat, alors 
\ja( A ) , ufif A ) et u A " 1 , où A'1 désigne la classe des inverses des élé
ments de A , sont définis; de plus, on a: 

DÉMONSTRATION. Soit E une classe d'unités admettant un agrégat /; 
alors a ( f ) est un majorant de E , d'où / < a ( f) et f e S0 • Pour tout a e A , 
on a a( a ) < a( V A ) . Soit f un majorant de a ( A ) ; les éléments a( f) et 

234 



GROUPOÏDES INDUCTIFS 55 

e - fnaff) sont aussi des majorants de a( A ) . Soit a9 l'élément induit 
par u A sur en,a(uA ) ; comme les éléments a et a' sont induits par KJA 
et que a(a) < a(a9), on a: a < a9 et u/1 < a'. Donc 

et 
d'où 

et 
On montre de même que fi (KJ A ) - fi ( A ) . Les relations a< uA entraf-
nent a1 < f uA)"1 ; soit 6 un majorant de A"1 ; on a: 

et par suite et 

PROPOSITION 4. Soi£ ,4 une sous-classe du groupoïde préinductif S majo
rée par f. Si uaf/lj ou u f i f A ) est défini, alors u A existe. n A est 
défini si et seulement si na(A ) ou <̂ fi( A ) est défini, et alors 

DÉMONSTRATION. Supposons que e = 'Ua(A) soit défini; soit /' l'élé
ment induit par f sur e ; pour tout a e A, on a a < Soit g un autre ma
jorant de A ; alors h = g^f est aussi un majorant de A et a(h) est un 
majorant de a( A ) ; par suite a( f9 ) - e < a(h ). Les éléments h et f ' 
étant induits par f, il en résulte /'< h < g. Donc /" ' est l'agrégat de A, 
Supposons défini na(A)-e ; alors e<a(f) et l'élément f9 induit par 
f sur e étant identique à l'élément induit par a sur e, pour tout ae A, 
est un minorant de /1 ; de plus si h est un autre minorant de A , on a 

donc 
c'est-à-dire /" = n A. 
Supposons maintenant que nA soit défini; les relations nA < a pour tout 
a e A en trament a(nA)< a( a ) < aff). Soit e ' un minorant de a (A ) ; on 
a e9 < a(f) et les éléments et a' induits par f et a sur e' sont iden
tiques ; par conséquent: 

et d'où 
c'est-à-dire a(n A ) - na(A ). On montre de même fifnA ) = nfif A ) . 
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COROLLAIRE. Un groupoïde préinductif dont la classe des unités est une 
classe inductive pour l'ordre induit est un groupoïde inductif. 

En effet, si A est une sous-classe de S majorée par f, alors a(A) 
admet a(f) pour majorant, donc UafAJ etparsuite uA sont définis. 
PROPOSITION 5* Soit S un groupoïde muni d'un foncteur généralisé <f> de 
S vers S. Pour que S soit un groupoïde inductif ayant cf> pour foncteur d'in
duction, il faut et il suffit que les conditions suivantes soient vérifiées: 

a) Si fecf)(f), alors cf) f f ' ) C <f>(f). 
b ) La relation cf> ( f ) - cf>( f ) entraîne f = f. 
c) Pour toute sous-classe A de cf>(f), il existe g e cf> (f ) tel que 

A C 4>( g) et que g e cf) (h ) pour tout h tel que A C cf> (h ). 1 
DÉMONSTRATION. Les conditions sont évidemment nécessaires et g -
KJA . Inversement, considérons la relation 

si et seulement si 
L'axiome a signifie que cette relation est transitive. Si f e cf> ( f ' ) et si 
f'ecf)(f), on a 

et d'où et 
(axiome b). L'axiome c appliqué à cf> ( f ) prouve qu'il existe g e cf) f f ) tel 
que cf)(fJ C cf)( g) ; l'axiome a entrainant cf> ( g ) C cf> ( f ), on a f = g € cf> ( f) . 
Donc la relation f'<f est une relation d'ordre. Si g et g' sont deux 
éléments vérifiant l'axiome c pour A , on a 

et g d'où g 

PROPOSITION 6. La loi de composition dans un groupoïde préinductif S 
peut être étendue à tous les couples (f\f) en une loi de composition 
associative (f9, f) h /'/> de la façon suivante: 

Soit g' l'élément induit par fr sur e - a( f )nfi ( f ) et g l'élément in
duit à gauche par f sur e ; on pose f 9 f - g*- g * 
Alors ff est l'agrégat de la sous-classe K de & formée des produits 
h'.h, où h'< f, h<f. 
DÉMONSTRATION. Si a(f)-fi(f), alors g '. g = / \ f-ff. Montrons 
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que la classe K admet ff pour agrégat. En effet, g' < f, g < f, et 
a(g*)~fi(g) entraînent g', g e K ; inversement, soit h*. h e K ; on a 
a(h')< a(f) et B(h)<B({), c'est-à-dire 

par suite h'< g de même h < g ; donc h'.h < g\ g . Il en résulte /'/ =uK. 
Si f, f* et f * sont des éléments de S, alors f*(ff) est l'agrégat des 
produits h" .k, où k e <f> (g'. g ) et h" < f ; puisque 0 est un foncteur 
généralisé, on a ft -h\h, où h' < f et h < f ; d'où A", ft = h" .(hf. h ) et 
f'ff'f) est l'agrégat des produits hn .(h\h ) , où 

Comme h" . (h'. h) = ( h* .h* ) .h, on voit que 
DÉFINITION 4. La loi de composition définie dans la Proposition 6 est 

A A 
appelée pseudomultiplication ; un groupoi'de (pré)inductif muni de sa pseu
domultiplication est appelé un (pré)pseudogroupe. 

La Proposition 6 signifie encore que, pour la pseudomultiplication, 
S est un demi-groupe ; pour que ce demi-groupe admette une unité, il faut 
et il suffit que SQ admette un agrégat dans S. 
PROPOSITION 7. Soit S un prépseudo groupe ; les unités du groupoïde S 
sont les seuls éléments idempotents de S pour la pseudomultiplication ; 
si e et ef appartiennent à S0> on a e e* = e* e — eOe'. La relation d'or
dre dans S est compatible avec la pseudomultiplication et elle est équi
valente à chacune des relations suivantes: 

si, et seulement si, il existe e e S0 tel que 
si, et seulement si, il existe e* e S0 tel que 

DÉMONSTRATION. Par définition, on a: e e' - eOe' = e'e. 
Si / est idempotent, on a ff - f ; en multipliant à droite et à gauche par 

, on trouve : 
ou encore 

et Si alors et est l'élément induit par sur 
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a(f), donc /' = fa(f') ; de même on montre /' = fiff'Jf. 
COROLLAIRE. Pour tout /e S, /' e S et e e S0> on a les formules sui
vantes: 

En effet, montrons que l'on a ( fe)" - e f" 1 ; les éléments (fe) ' 
et e /" ̂  sont induits par /" 1 ; de plus 

et 
donc et Posons 

on a : 

PROPOSITION 8« Pour qu'un groupoïde S soit un groupoïde inductif, il 
faut et il suffit que S soit muni d'une relation d'ordre vérifiant l'axiome 
(l) de la Définition 3, que S 0 soit une classe inductive pour l'ordre in-
duit et que toute sous-classe E de S Q majorée dans S Q admette un agré
gat dans S . 
DÉMONSTRATION. Montrons que la condition est suffisante. Soit u E l'a
grégat de E dans SG; alors l'agrégat de E dans S est majoré par u E 7 
donc appartient à S C et coincide avec u E . Soit F une sous-classe non 
vide de S et A la sous-classe des minorants de F . Les sous-classes 
a ( A ) et ( 3 ( A ) étant des sous-classes majorées dans S Q admettent des 
agrégats dans S ; posons u a f A ) - e , U f 3 ( A ) - e'. Montrons que, pour 
tout f e F, on a fe ~ e'f - En effet, tout élément a de A étant induit par 
f sur a f a ) < e, f e est un majorant de A ; par suite e' < (3 ( f e ) et d'après 
le corollaire de la Proposition 7, e'f<(3(fe)f~fe\ de même e'f majo
rant A , on a 

d'où 
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Soit /' un autre élément de F ; puisque /3 ( f ' e) ~ e' - ¡3 (f e) le composé 
g - (fe J"1. ( fe ) est défini et a( g ) = e ; pour tout aei, on a 

par conséquent e est induit par g et les éléments e et g qui ont même 
unité à droite sont égaux. Il en résulte que ( est inverse à gauche 
de fe ; on voit de même qu'il est inverse à droite, donc fe — fe. Ainsi 
fe est un minorant de F et un majorant de A , c'est-à-dire fe - nF=U/l. 
Par suite S est une classe inductive. 1 

Nous allons chercher maintenant quelles sont les conditions que 
doit vérifier un demi-groupe pour former un pseudogroupe. Pour énoncer le 
théorème, nous aurons besoin du lemme suivant: 
LEMME 1. Soit S0 une classe munie d'une loi de composition associative 
et commutative telle que tous les éléments soient idempotents; alors la 
relation 

e< e* si, et seulement si, il existe a tel que e = e'a 
est une relation d'ordre équivalente à la relation 

e < e' si, et seulement si, e = e' e. 
De plus, si S0 admet un élément 0 tel que 0 e — e pour tout e e S0, alors 
§0 est une classe préinductive. 
DÉMONSTRATION. Si e = e'e, alors e < e' pour la première relation; 
inversement, si e = e'a , on a 

done les deux relations sont equivalentes. Comme ee - e, on a e < e ; si 
e = e'e et e' = ee', alors e = e' ; si e< e' et e'< e', on a: 

et 
par suite cette relation est une relation d'ordre. L'élément 0 de òQ ,s'il 
existe, est le plus petit élément. Enfin, si a < e et c< e', on a: 

donc 
c'est-à-dire e'e est l'intersection de e et e'. 
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1 THÉORÈME 1. Soit S une classe munie d'une loi de composition associa
tive; soit Sc une sous-classe de S formée d'idempotents et stable pour 
la loi de composition; supposons les axiomes suivants vérifiés: 

1° La restriction de la loi de composition à S 0 est commutative. 
2° Pour tout f e S, la classe des éléments e e S0 tels que f e — f ad

met une intersection a(f) telle que fa(f) - /, pour la structure d'ordre 
définie dans S0 par la loi de composition (Lemme J ); de même la classe 
des éléments e' de S0 tels que e'f — f admet une intersection (3(f) pour 
laquelle f3 f f )f - f. 

3° Pour tout f e S, il existe un élément f de S tel que 

Alors b est muni d'une structure d'ordre par la relation : 
si, et seulement si, il existe e e S0 tel que 

Si de plus l'axiome 4fa) suivant est satisfait, alors S est muni d'une struc
ture de (pré)pseudogroupe dont la pseudomultiplication est la loi de com
position donnée dans S et telle que S 0 soit la classe des unités du grou
poïde associé: 

4° Sc est une classe inductive (pour l'ordre induit par S ) et toute 
sous-classe de SG majorée dans S0 admet un agrégat dans S. 
4a° S est une classe préinductive. 

La démonstration du théorème résultera des lemmes suivants : 
LEMME 2. Pour tout e e S0 et pour tout f e S, on a ; 

et 
En particulier, a(e)=f3(e)-e. 

En effet, on a : 
donc 

d'autre part, en multipliant les deux membres de l'égalité /e a (fe ) - fe 
par un élément f ' tel que f ' f = a ( f), on trouve : 

ou encore 
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ce qui prouve, d'après le Lemme 1, que a(f )e < a( f e ). D'où a(f e )-ea(f )* 
On démontre de même fi(e f ) - e fi ff) en utilisant V égalité /'/' = fi ( f' ) , 
En particulier a(e J = a(e e ) = ea( e ) - e . 
LEMME 3. Dans S, la restriction de la loi de composition aux couples 
f g, f ) tels que a( g ) - fi (f) définit sur S une structure de catégorie pour 
laquelle S0 est la classe des unités. 
DÉMONSTRATION. Lorsque nous écrirons le composé de g et f sous la 
forme g . /, ceci signifiera que a( g ) = fi( f). Pour que f. e soit défini, il 
faut et il suffit que a(f)-fi(e)-e\ alors f.e = f.aff)~ f ; de même 
pour que e*. f soit défini, il faut et il suffit que ef - fi ff) et ona e'. / = /, 
Donc a(f) et fi(f) sont les unités à gauche et à droite de / pour la mul
tiplication restreinte. Comme pour tout e e SQ on a a( e) — e, il en résulte 
que S0 est la classe des unités de S . Si g. f est défini, on a : 

(ë-f) a(f) = ëf et Par suite a(ë-f) <a(f) i 
d'autre part, soit g' un élément tel que g9g - a( g) ; en multipliant à droi
te par g* les deux membres de l'équation g. /a(gf ) - g. /, on obtient 

ou encore 

puisque a(g) - fi (f), on a 
d'où et 

On montre de même que fi (g. f) - fi(g) . Par suite les axiomes a, b, c, d 
d'une catégorie sont vérifiés par S. 
LEMME 4. La catégorie S définie au Lemme 3 est un groupoïde et tout 
élément idempotent pour la loi de composition initiale dans S appartient 
à S0. 
DÉMONSTRATION. Montrons que si/' désigne un élément tel que l'on ait 
f'f=a(f) et ff'=P(f)9 alors fi(f)<a(f). En effet, en mutipliant à 
droite et à gauche les deux membres de l'égalité f'a(f*) = /' par /, on 
trouve 

d'où 
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ou encore en utilisant l'axiome 1 et l'associativité, aff'Jf—f] donc 
fi( f ) < a( f ' ) d'après l'axiome 2. En partant de la relation [Sff'Jf - f 
on démontre de même a(f) < [3( f ). Posons f1 = f (3(f) ; on a : 

et 
1 d'où et De plus 

et 
il en résulte d'après les Lemmes 1 et 2 , 

et 
Ainsi / est inverse de f dans la catégorie S et S est un groupoïde. 
Soit f e S tel que // = f ; en multipliant à droite et à gauche par f1 cette 
égalité, on trouve 

ou encore 
d'où et 
LEMME 5. Dans S, la relation 

f< g si, et seulement si, il existe e e v0 tel que f - ge, 
est une relation d'ordre compatible avec les fonctions a et fi . 

En effet, ona/ = fa(f), donc f < f ; si / ~ ge et g = /e', alors 

si f = ge et g = hef, alors / = hfe'e ) donc f< h . De plus, si f < g, 
on a / = g e , d'où, en vertu du Lemme 2, 

et 
en multipliant par /3 (g) les deux membres de l'égalité f - ge on obtient 
fi(g)f=fi(g)ge ~ g e = / » ou encore ¡3 (f )< f}( g) d'après l'axiome 2. 
LEMME 60 La relation d'ordre définie au Lemme 5 équivaut à: 

f< g si, et seulement si, il existe e' e §0 tel que f = e'g. 
De plus f < g entraîne f' = g a(' f') - /3 ( f")g. 
DÉMONSTRATION. Si f ~ g e , montrons que f - (3(f)g. En effet, puisque 
a(f)=a(g)e, on a: 
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et l'élément fg" , étant idempotent, appartient à S0 • De plus 
donc 

et /g = ft(ge). En multipliant à droite par g les deux membres de cette 
égalité, il vient 

ou encore 
D'une manière analogue, on prouve f — ga(f). 
LEMME 7. L 'application cf> qui associe à g la classe des éléments f< g 
est un foncteur généralisé de S vers S . 
DÉMONSTRATION. Si f< e, où e e S0 , alors / e S0 , puisque Sc est stable 
pour la loi de composition donnée. Soit h - g. f et h ' < h ; on a: 

de plus 
puisque 

d'où h ' - g'. avec 
et 

ceci prouve cf>(h)Ccf)(g).cf)(f). 
Inversement, soit g'< g et /'</ tels que a ( g ' ) = P ( f ' ) ; d'après le 
Lemme 6, on a g' = e 'g et f ' - f e , où e e SQ et ef e SD ; par suite 

et 
Les Lemmes 1 à 7 utilisent seulement les axiomes 1, 2 et 3. Si de 

plus l'axiome 4a est vérifié, S est un prépseudogroupe. Si l'axiome 4 est 
vérifié, il résulte de la Proposition 8 que S est un pseudogroupe. 
PROPOSITION 9. Soit S' et S deux groupoïdes (pré)inductifs; alors le 
groupoïde produit (Définition 8-2-1-1 ) S' x S est un groupoïde (pré) induc
tif pour la relation d'ordre : 

si, et seulement si, g < f et 
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DÉMONSTRATION. Soit cf> et cf>f les foncteurs d'induction dans S et dans 
S'. Soit 0 ' x 0 l'application ( f ' , f ) h 0 ' ( 7 V > < < K / V de §' x § dans ^ 
c lasse des sous-classes de S' x S . Si (e '', e ) est une unité de S' x S , alors 
4>'( e' )X<f)( e ) est une classe d'unités. Soit f f f , f ) et fg',g) deux élé
ments de S ' x S tels que g. f et g',/' soient définis. Un élément de 

est de la forme 

°ù f { < f , gj < g'> fj < U g j < g > donc appartient à (<f>'X<f>)(g\ f, g . f ) . 
Inversement, si ( h', h ) e ( cf>'X cf>) ( g'. f ', g . f ) , on a hf e </>'( g'. f 9 ) , 
h e ófg, f ) , d'où 

et 

Par suite <£'X0 est un foncteur généralisé de S' x S vers S' x S et défi
nit une relation d'ordre dans S' x S . Pour tout couple (f1, f ) e S' x S et 
(g'> g ) e S' x S , on a: 

Si S et S' sont des groupoïdes inductifs et si B est une sous-classe 
majorée de S' x S , alors ses projections canoniques A et A 9 dans S et S' 
sont majorées dans S et dans S' et ( u A * 9 u A ) est la bome supérieure 
de B dans S ' x S . Ainsi S ' x S est un groupoi'de inductif. Le plus petit 
élément de S' x S est (0,0). 
DÉFINITION 5. Avec les notations de la Proposition 9, S' x S sera appe
lé produit des groupoïdes (pré) inductif s S' et S . 

2. Groupoïdes locaux et sous-pseudogroupes. 
DÉFINITION 1. Un groupoïde (pré) local est un groupoi'de (pré)inductif dont 
la classe des unités vérifie l'axiome de distributivité (D) . 
PROPOSITION 1. Soit S un groupoïde prélocal; alors S est une classe 
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prélocale. 
DEMONSTRATION. Soit A une sous-classe de S ayant un agrégat et soit 
fe S . Posons g~fn(vjA)\ on a g-gn(uA) et, pour tout a e A, 
fna = gna . Puisque g et c sont induits par u A. , les Propositions 3-1 
et 4-1 en trament 

et 
En utilisant 1' axiome (D) dans S0 , on trouve 

d'où 

Par suite, d'après la Proposition 4-1, la classe des éléments fna, où 
a e A , admet un agrégat ayant a(g) pour unité à droite. Donc u fna - g 
et l'axiome CD) est vérifié dans S. 
PROPOSITION 2. Soit e> un groupoi'de prélocal, A et A9 deux sous-ci as-
ses de S admettant des agrégats. Alors la sous-classe AfA des pseudo
produits ar a, où a* e A9 et a e A , admet ( KJA 9 )( \jA ) pour agrégat. 
DÉMONSTRATION. Soit E une sous-classe de SG ayant e pour agrégat. 
L'axiome (D) en trame les relations suivantes : 

La classe E A des éléments ea, où a e A et e e E , étant majorée par uA , 
la Proposition 4-1 montre que EA admet êfuA) pour agrégat. Soit A et 
A9 des sous-classes admettant des agrégats. Alors ( \jA 9 )( vj A ) est un 
majorant de A9 A. Déplus, 

d'après ce qui précède, on a: 

où B est la sous-classe de S ayant pour éléments les pseudoproduits 
a(a9 )a , où a9 e A9, a e A ; puisque a(a9a ) = a(a(a9 ) a) , les sous-
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classes a( B ) et a( A * A ) de SQ sont identiques ; par conséquent : 

donc 

DEFINITION 2. Soit S un prépseudogroupe. On appellera classe compati
ble de S une sous-classe F de S telle que, pour tout f e F et tout f9 e F, 
on ait : 

En particulier, une sous-classe de S majorée dans S est compati
ble d'après la Proposition 4-1. 
PROPOSITION 3. Soit S un prépseudogroupe, f e S et f9 eh. La condition : 

resp. 

est équivalente à chacune des conditions suivantes : 
lo 
2o 
3o est une unité 

(resp. Vo 
2'o 
3 *° f" f est une unité). 

Elle entraîne aussi: resp. 

En effet, d'après le corollaire de la Proposition 7-1, 

pour que ff1 soit une unité, il faut et il suffit que f9a(f) = fa(f); 
cette égalité en trame 

PROPOSITION 4. Soit S un prépseudogroupe, F et G deux classes com
patibles, cf> (F ) la classe des éléments induits par les éléments de F, 
F ^ la classe des inverses des éléments de F et GF la classe des pseu
doproduits gf, où g e G, f e F ; alors <f> ( F ), F^ et GF sont des classes 
compatibles. Si F et G sont de plus saturés par intersection finie, il en 
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est de même pour F" et GF . 
DÉMONSTRATION. Soit et 
D'après le corollaire de la Proposition 7-1, 

et 
d'où cf> (F ) est compatible. Les relations : 

et 
entraînent que F" est compatible. On a 

de même (g9 f 9)"^ g f e S0 et G F est compatible. De la relation 

on déduit que, si f n f 'f F, alors Enfin on a : 

et 
par suite a( g)f = f a( gf) et 

Donc de f n f 9 e F et g Hg'c G, il résulte 

COROLLAIRE. Si fe F, freF, e e S0, eTeò0,ona: 

En effet, ef et e'/' étant compatibles, on a: 

DÉFINITION 3. Soit Q une classe préinductive. Une sous-classe fl' de 
Q est appelée sous-classe inductive (faible) de S si elle vérifie les axi
omes suivants : 

1° S' est saturé par intersection finie. 
2° Pour toute sous-classe B de S* (majorée dans S ' ) admettant un 
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1 

agrégat dans 2, on a KJB e (3' . 
Il en résulte que (î' est une classe préinductive, pour Tordre in

duit; si (ï est inductive, toute sous-classe inductive ( faible ) est une 
classe inductive pour l'ordre induit. L! intersection d'une classe de sous-
classes inductives ( faibles) d'une classe préinductive Cl est une sous-
classe inductive ( faible ) de Q . Si B est une sous-classe de (3 , T inter-
s ection des sous-classes inductives (faibles) de U contenant B est appe
lée sous-classe inductive ( faible) engendrée par B dans u . 
D ÉFINITION 4. Soit Q une classe préinductive. Une sous-classe (3' de 
Q est appelée partie sou s-in duc tive ( faible ) de (3 si elle vérifie les axi
omes suivants : 

l'o Si a < b, a '< h, a e &%9 a?e &y , b e fi' , alors a na'e 3' . 
2'° Pour toute sous-classe B de (3' ( majorée dans Ûf' ) admettant un 

un agrégat dans (3 , on a uB e S' . 
Si (3 est une classe inductive, une partie sous-induc tive ( faible ) 

(3* de Q est une classe inductive pour Tordre induit par Q ; l'agrégat d'une 
sous-classe de S' dans Q} est identique à son agrégat dans (î ; l'inter
section de deux éléments de fl' dans (3' diffère en général de leur inter
section dans (3 . Si Q est seulement préinductif, fl' peut ne pas être une 
classe préinductive pour l'ordre induit. 

L'intersection d'une classe de parties sous-inductives (faibles) 
d'une classe préinductive Cl est une partie sous-inductive ( faible ) de Û . 
Si B est une sous-classe de (3, T intersection S des parties sous-induc
tives ( faibles) contenant B est appelée partie sous-induc tive ( faible ) en
gendrée par B dans Q . Si % est la classe des agrégats des sous-classes 
de B (majorées dans B ) admettant un agrégat dans û, B est appelé base 
de %. 
PROPOSITION 5. Soit B une sous-classe d'une classe prélocale Q qui 
contienne avec deux éléments majorés dans (3 leur intersection ; alors B 
est une base de la partie sous-induc tive ( faible ) % qu'elle engendre et 
% contient avec deux éléments majorés dans (3 leur intersection. 
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En effet, soit F la classe des agrégats des sous-classes de B 
(majorées dans B ) admettant un agrégat dans (2 ; soit B9 et Btr deux 
sous-classes de B telles que u B ' e F et \jB" e F et qu'il existe a e G 
avec u B ' < a et ufi"< a ; utilisant l'axiome (D), on trouve: 

d'où F = %. 
COROLLAIRE. Si B est une sous-classe d'un groupoïde prélocal S telle 
que l'on ait B a( B ) C B ( resp. /3 ( B ) B C B ), alors B est une base de 
% et S a{%) C S (resp. /3(38) C S 

En effet, les relations b e B, b' e B , b < a et b' < a, où c e S , 
entraînent b n b ' = b a ( b') e B et la proposition prouve que 5 est une 
base de S . Soit fi' et 5 " deux sous-classes de B telles que u B ' e % et 
U B " e 3$ ; en utilisant la Proposition 2, on trouve : 

d'où C S . 

DÉ F I N I T I O N 5. Soit S un prépseudogroupe; une sous-classe S' de S est 
appelée sous-pseudogroupe (faible) de S si les axiomes suivants sont 
vérifiés : 

1° S' est stable pour la pseudomultiplication. 
2° L'inverse d'un élément de S' appartient à S' . 
3° S' contient u B pour toute sous-classe B de S' (majorée dans 

S1 ) admettant un agrégat. 
Il résulte de ces axiomes que §ô est une sous-classe inductive 

A A 
( faible) de S0 . La classe S0 est un sous-pseudogroupe de S . 

Si tout élément de S est une unité, alors un sous-pseudogroupe 
(faible) est une sous-classe inductive (faible) de la classe e). 
PROPOSITION 6. Un sous-pseudogroupe (faible) S' d'un prépseudogroupe 
S contient avec deux éléments compatibles f et g leur intersection. 

En effet, on a f r\g = f a (g ) e & . 
COROLLAIRE. S' est 
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COROLLAIRE. S' est une partie sous-induc tive (faible) de S. 
PROPOSITION 7. Un sous-pseudogroupe faible S' d'un pseudogroupe S 
muni de Vordre induit est un pseudo groupe. 

En effet, soit f e S1 et g e S' tels que g. f soit défini et soit A e S' 
tel que h < g . / . Alors 

où et 
donc l'axiome 1 (Définition 3*1 ) est vérifié. 

Remarquons que la Proposition 7 n'est pas vraie en remplaçant 
pseudogroupe par prépseudogroupe. 
PROPOSITION 8. Pour qu'une sous-classe S' d'un prépseudogroupe S vé
rifie les axiomes 1 et 2 de la Définition 5, il faut et il suffit que S' soit 
un so us-groupoi'de de S et que f e S' et e e SQ entraîne f e e S' . 

En effet, supposons ces conditions vérifiées ; soit fe S' et e £ S' ; 
d'après le corollaire de la Proposition 7-1, on a e = ( ef )~^ .; de plus, 

donc 
Soit f et g deux éléments de S'; on a a( g) e §ô et ß ( f ) e &0 ; alors 

où et 
d'où gf e S' . 
PROPOSITION 9. Un sous-groupoi'de S' rf'im prépseudogroupe S stable 
pour la pseudomultiplication est un sous-pseudogroupe faible de S si et 
seulement si Sj> contient u B pour toute sous-classe B de Sj, majorée 
dan s Sj, e£ admettant un agrégat. 

En effet, montrons que la condition est suffisante ; soit A une sous-
classe de S' majorée dans S' par / et admettant un agrégat dans S. La 
sous-classe a(A ) de §ô est majorée par a(f ) e &0 et admet un agrégat 
dans S d'après la Proposition 3-1; donc e = Ua (M ) e §o ; par suite, 
\j A — fe appartient à S' . 
PROPOSITION 10. Un sous-groupoïde S' d'un prépseudogroupe S saturé 
par induction (c 'est-à-dire contenant avec un élément tout élément plus pe
tit) est un sous-pseudogroupe faible de S. 
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L'intersection d'une classe de sous-pseudogroupes (faibles) d'un 
prépseudogroupe o est un sous-pseudogroupe ( faible ) de o. 
REMARQUES. 1° Si dans la Définition 5 l'axiome 3 est remplacé par l'axi
ome suivant : 

3'° Toute sous-classe B de S' majorée dans S' ( et admettant un a-
grégat dans S ) admet un agrégat dans S' , 
on dira que S' est un (p ré) pseu do groupe contenu dans S. Un sous-pseu
dogroupe faible de S est un prépseudogroupe contenu dans S et tel que 
les agrégats d'une sous-classe B dans S et dans S' coincident. L'inter
section d'une classe de (pré) pseudogroupes contenus dans S peut ne pas 
être un (pré)pseudogroupe contenu dans b. 

2° Soit S un (pré) pseudogroupe. Un sous-groupoïde S' de S est appe
lé sous-groupoi'de inductif de S s'il vérifie les axiomes suivants : 

1° Pour la relation d'ordre induite par S, S' est un groupoi'de (pré)-
inductif dont le plus petit élément est l'élément 0 de S . 

2° Pour tout e < E, e'< E, où e, e', £ e Sj>, on a e O e * = e Q e'. 
b e)' 

Il en résulte que S' contient avec deux éléments majorés dans S' leur in
tersection dans S ; S' n'est pas stable pour la pseudomultiplication. Nous 
verrons au Paragraphe III une généralisation de cette notion. 1 
DÉ F I N I T I O N 6. Soit B une sous-classe d'un prépseudogroupe S ; l'inter
section S des sous-pseudogroupes ( faibles ) de o contenant B est appe
lée sous-pseudo groupe ( faible ) engendré par B dans S . Si S est de plus 

A 
la classe des agrégats des sous-classes de B admettant un agrégat (et ma
jorées dans B ), alors B est appelé base de S. 
PROPOSITION 11. Soit B une sous-classe d'un groupoïde préinductif S 
vérifiant les conditions suivantes : 

lo a ( B ) C B et fi(B) C B ; 
2° La classe B"^ des inverses des éléments de B est contenue dans B ; 
3° Si e e B0 et b e B 9 alors e b e B ; 
4° B contient u B f pour toute sous-classe B ' de B majorée dans B 

et admettant un agrégat dans S. 
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Alors le sous-groupai 'de s engendré par B est un sous-pseudogroupe fai
ble de S» 
DÉMONSTRATION, S est la classe des composés finis d*éléments de B . 
Soit b ..... ¿0. b 7 e % et a f b) e B ; on a 

d5où 
si alors 

et 
d'où De même Par 
suite % est un sous-groupoïde stable pour la pseudomultiplication. Soit A 
une sous-classe de % admettant un agrégat majoré par bn b2 . b} e S ; 
pour tout a e A9 on a a fa) e B et a ( a ) < a( b j) e B . Puisque A admet 
un agrégat dans S , la classe a f A ) admet aussi un agrégat et d'après l'a
xiome 4, on aura e ~ U a f A ) e B . Du début de la démonstration, on déduit 
que u A ~ f bR b 2* b j) e appartient à S ; donc S est un sous-pseu
dogroupe faible de S. 

Remarquons que, même si l'axiome 4 est remplacé par : 
4'° B contient U B ' pour toute sous-classe B ' de B admettant un 

agrégat dans S , 
il n'en résulte pas que fB est un sous-pseudogroupe. 
PROPOSITION 1.2, Soit S un groupoïde prélocal et B une sous-classe de 
S vérifiant les axiomes 1 et 2 de l a Définition 5. Alors B est une base 
du sous-pseudogroupe f faible ) qu 'il engendre. 
DÉMONSTRATION» Soit S la classe des agrégats des sous-classes de B 
C majorées dans B ) admettant un agrégat dans S . Soit A et A. ' deux sous-
classes de B telles que u A e % et uAfe%; alors la sous-classe A 'A 
des pseudogroduits a ' a , où a e A et a ' e A ', est une sous-classe de B 
(majorée dans B} qui, d'après la Proposition 2, admet pour agrégat: 

donc 
et S est stable pour la pseudomultiplication; de plus, pour tout a e B, on 
a a" e B et, d'après la Proposition 3- 1? 
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d'où 

ainsi % vérifie les conditions 1 et 2 de la Définition 3. Enfin, soit B* une 
sous-classe de j) ( majorée dans % ) admettant un agrégat ; tout élément 
b1 de B ' étant l'agrégat d'une sous-classe A h, de B (majorée dans B ), 
on a : 

où B 19 est la réunion des classes Ah,, b 9 e B 9 . 
COROLLAIRE 1. Si F est une sous-classe quelconque de S, alors le sous-
p seudogroup e (faible) engendré par F dans S admet pour base la classe 
B obtenue en saturant pour la pseudomultiplication le sous-groupoi'de Ff 
engendré par F dans S . 

En effet, B est alors la classe des pseudoproduits finis d'éléments 
de F'. Soit f̂  ...f̂  e B, où f. e F* ; d'après le corollaire de la Proposi
tion 7-1, on a 

où 
donc ( fn* fj )" e B et B est un sous-groupoïde de S stable pour la 
pseudomultiplication, auquel la proposition s'applique. 
COROLLAIRE 2. Soit F une sous-classe de S saturée par inters ection 
finie ; alors F est une base de la sous-classe inductive ( faible ) F9 qu'elle 
engendre dans S. Si F j est une autre base de F 9, alors F ' admet aussi 
pour base la classe des éléments f^fj où fe F et fj e Fj . 

En effet il suffit d'appliquer la proposition à la classe prélocale S. 
COROLLAIRE 3. Soit F une sous-classe de S saturée par induction ; alors 
F est une base de la partie sous-induc tive qu'elle engendre, laquelle est 
identique à la sous-classe inductive engendrée par F et saturée par in
duction. 

En effet soit F9 la sous-classe inductive engendrée par F dans S ; 
tout élément de F9 étant l'agrégat d'une sous-classe de F appartient à 
toute partie sous-inductive contenant F, donc F9 est la partie sous-induc
tive engendrée par F dans S . Soit (uFj Je un élément induit par un élé-
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ment de Ff ; d'après la Proposition 2, on a : 

d'où F' est saturé par induction.» 
Remarquons que toute sous-classe F saturée par induction dans S 

est une sous-classe inductive faible. 
PROPOSITION 13. Dans un groupoïde pré local S, la sous-classe inductive 
(faible) F' engendrée par une classe compatible F est compatible. 
DÉMONSTRATION» D'après la Proposition 4, la sous-classe de S formée 
paries intersections finies d'éléments de F est compatible puisque con
tenue dans la sous-classe des éléments induits des éléments de F . Cette 
sous-classe F1 est une base de la sous-classe inductive F1 engendrée par 
F . Soit A et A * deux sous-classes de F1 telles que u A et KJ A' exis
tent. On a. ui f F' et U A ' e F '. L'axiome (D) étant vérifié dans S , en 
vertu de la. Proposition 1, on a: 

comme F j est compatible, a (ana') - a (a)a(a ') ; l'axiome (D ) dans 
§0 donne : 

Donc F ' est compatible. 
COROLLAIRE» Si F et G sont deux sous-classes inductives compatibles 
de S9 alors la classe GF des pseudoproduits gf, où ge G et fe F > est 
une base dé la sous-classe inductive qu'elle engendre et celle-ci est.com™ 
patible. 

En effet, d'après la Proposition 4, GF est compatible et saturée 
par intersection finie ; la sous-ciasse inductive engendrée par GF est 
donc compatible et admet G F pour base. 

P ROPOSITION 14. Soit B une sous-classe de S et B* le groupoïde en-
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gendre par la classe des éléments induits des éléments de B dans S; alors 
B ' est un sous-pseudogroupe faible de S ainsi que la composante connexe 
A de B* dans S (Proposition 7-1-1, Chapitre I). 

En effet, B ' étant saturé par induction est un sous-pseudogroupe 
faible. A est le sous-groupoi'de engendré par la classe A' des éléments f 
tels que a( f) e Br ou fi (f ) e B' ; comme A ' est saturé par induction il en 
est de même de A et A est un sous-pseudogroupe faible de S . 
DÉFINITION 7. Avec les notations de la Proposition 14, A sera appelé 
composante inductive faible de B dans S et le sous-pseudogroupe engen- 1 
dré par A, composante inductive de B dans S. 

NOTE. Ce Chapitre 2 comprenait deux autres parties, qui n'ont pas été 
multigraphiées dans ce cours (cf. Introduction de /85/ ). 
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GROUPOIDES sous-inductifs 
par Charles EHRESMANN (Paris) 

INTRODUCTION 
Cet article a été rédigé, il y a deux ans, avec l'intention 

d'en faire une partie d u 2e chapitre d'un livre sur la théorie 
des catégories ordonnées. Le plan du livre ayant été modifié 
depuis, en fonction de résultats nouveaux (catégories struc
turées [3]) ? seul le premier chapitre et la partie ï d u 2e chapitre 
ont été publiés ([1] et [2]). Ici nous avons réuni le texte 
des parties II et III du chapitre 2, en l'abrégeant; la partie IV l 
sera publiée plus tard. 
• L a théorie des groupoîdes sous-inductifs, et plus particulière

m e n t des atlas complets dans les groupoîdes sous-inductifs, a 
été exposée dans différentes conférences, tant à Paris qu'à 
Pétranger; la partie II a aussi été multigraphiée à Paris. D e 
plus les théorèmes ont été publiés, sans démonstration, dans [4]. 

Les principaux résultats de ce mémoire sont : l'existence et 
les propriétés des groupoîdes sous-préinductifs des atlas faibles 
complets et des atlas complets attachés à un groupoîde 
sous-préinductif ; les théorèmes de complétion d'un 
groupoîde prélocal ; les théorèmes d'existence d u groupoîde 
sous-inductif des filtres sur u n groupoîde sous-préinductif. 
Cet article est une généralisation, et une étude plus appro
fondie, de la théorie des groupoîdes inductifs, qui intervien
nent dans de nombreuses questions ; il peut donc être considéré 
comme la suite de [5]. 
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2 CHARLES EHRESMANN 

PLAN 

Quelques rappels. 
1. Groupoïdes sous-^pré^inductifs. 
2. Groupoïdes sous-locaux et sous-pseudogroupes. 
3. Atlas complets dans les groupoïdes sous-inductifs. 
4. Groupoïdes sous-préinductifs des atlas complets. 
5. Completion des groupoïdes prélocaux. 
6. Groupoïde des filtres. 

Bibliographie. 

QUELQUES RAPPELS 

Le texte avait été écrit en supposant connue la partie I ([2]) ; 
bien que certaines démonstrations tout à fait analogues à celles 
faites dans [2] aient été omises dans les n°* 1 et 2, nous allons 
rappeler quelques définitions et conventions afin que cet article 
puisse être lu i n d é p e n d a m m e n t de la partie I [2]. 

D a n s une catégorie (S, la loi de composition est toujours 
1 désignée par le signe ., le composé de g et pétant donc noté 

g.f, s'il est défini. La classe des unités de (3 est notée C0, 
les unités à droite et à gauche de f étant représentées resp. 
par oi(f) et $(f). Le m o t foncteur signifie toujours foncteur 
covariant. 

Si Jb est une classe ordonnée, et si A est une sous-classe 
de Jb admettant une borne supérieure (resp. inférieure) dans Jb, 
nous appellerons cette borne supérieure (resp. inférieure) 
Vagrégat (resp. Vintersection) de A et nous la noterons U A 
(resp. H A ) . Si B ne contient que deux éléments a et a, nous 
écrirons aussi : fl A = a n a et U A = a u a . 

DÉFINITION 1. — On appelle classe préinductive une classe-
ordonnée Jb telle que deux éléments quelconques aient une inter
section et que Jb admette un plus petit élément 0. On appelle classe 
inductive, une classe ordonnée Jb dans laquelle toute sous-

2 1 classe admet une intersection. 
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GROUPOÏDES SOUS-INDUCTÏFS 3 
D É F I N I T I O N 2« —• On appelle groupoïde (^pré^mduetif (\) un 

groupoïde if muni d'une relation d'ordre < pour laquelle if 
soit une classe (̂prë*)induetu>e et telle que Vaxiome suivant soit 
péri fié : 

(I) Pour tout f e if, soit c(f) la classe des éléments fr < f: 
Vapplication : f —> o(f) est un foncteur généralisé de if vers if 
appelé foncteur d'induction. 
L'axiome (I) est équivalent à: 
1) Soit e G if0 et h <C e; alors on a h e 0 ; 
2) On a h <C g-f si, et seulement si, h = g -f\ où g' < g 

et f < f 
En particulier, si f < f, on a a(f ) < a(f) et B(f') < 8(fh 

1. GROUPOÏDES SOUS-(*PRÉ3INDUCTIFS 
D a n s une classe ordonnée, nous désignerons par a> la 

classe des éléments plus petits qu'un élément a. 
DÉFINITION 1. — Une classe ordonnée A> est appelée classe 

sous-Cpré^inductive si J\D a un plus petit élément G et si, pour 
tout élément a e ti3 la classe a> est une classe £ p ré*) inductive 
pour r ordre induit. 

PROPOSITION 1. — Soient À> une classe ordonnée et B une sous-
classe de Jb majorée par a e Pour que h soit V intersection de B 
dans Jb, il faut et il suffit que b soit Vintersection de B dans a>. 

En effet, la classe des minorants de B dans A> est identique 
à celle des minorants de B dans a>. 

COROLLAIRE. — Pour que Jb soit sous-(̂ pré̂ )inductif il faut 
et il suffit que jb admette un plus petit élément 0 et que toute sous-
classe (̂finië*) de Jb majorée dans Jb admette une intersection. 1 + 

PROPOSITION 2. —• Soit <h une classe sous-préinductive, a e ,/b 
et b e. t-b ; si an b est défini, alors a n V est dé fini > pour tout 
a < a et tout V <C b. 
Démonstration. — Les éléments a et a n b étant majorés 

par a, ils ont une intersection a n [a n b) — a n b; de même 
P) Les mots ou membres de phrases placés entre les signes Ç 5 peuvent être lus ou supprimés simultanément dans un énoncé ou une démonstration. 
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4 CHARLES EHRESMANN 
les éléments bf et a n b ont pour intersection (a n b) n V = a n fe'. 
Les éléments a' n i» et a n t' étant majorés par a n b, ils ont 
pour intersection (a' n 6) n (a n b') = a n b'. 
DÉFINITION 2. — Soit Jb une classe sous-préinductive, B 

une sous-classe de À); si B admet u n agrégat dans c>5 alors cet 
agrégat sera appelé e-aprégat ou sous-agrégat de B et sera noté 

B; la classe de tous les sous-agrégats de B sera appelé congré
gation de B dans Jb et désignée par B; si B n admet pas de 
sous-agrégat, nous écrirons : B = 0. 

PROPOSITION 3. — Soit A une classe sous-(^pré*)inductive et B 
une sous-classe de A majorée par c e A et admettant un c-agrégat b; 
alors b est aussi le c-agrégat de B, où c est un majorant de B 
tel que c n c soit défini dans <h : 
En effet, c n c est aussi u n majorant de B ; comme c n c appar

tient à c>, on a è < c n c et b est u n majorant de B dans cf>. 
— Soit c" u n majorant de B tel que c" < c \ comme c" n c est 
défini et majore B dans c>, on trouve b < c" n c <C c" et è 
est aussi l'agrégat de B dans c,>. 

COROLLAIRE 1 (2). -— Si b B, on a b B. Si b, 
et si b n b1 est défini, alors b = b±. 

COROLLAIRE 2. — Si B admet un agrégat U B dans Jb, alors 
U B B pour tout majorant c de B. 
Une classe sous-inductive Jb est une classe ordonnée admet

tant u n plus petit élément et telle que la classe des majorants 
d'une sous-classe B de Jb soit vide ou admette des éléments 
minimaux, tout majorant c de B étant plus grand qu'un majo
rant minimal, à savoir B . 

PPROPOSITION 4. — Si Jb est une classe préinductive et si 
B est une so us-class e de Jb, on a B = j U B \ si B admet 
un agrégat dans Jb, sinon B = ff. 
(2) Dans le corollaire d'une proposition ou d'un théorème, nous supposons vérifiées les hypothèses de la proposition ou du théorème. 
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En effet, supposons que B admette un c-agrégat ; pour tout 

majorant c de B, puisque c n c est défini, on a : 

d'où 

1 

DÉFINITION 3. — Un groupoïde if est appelé groupoïde 
sous-^pré^inductif s'il est muni d'une relation d'ordre pour 
laquelle if est une classe sous-(j>rë*)inductive et si Vaxiome (I) 
est vérifié. 

PROPOSITION 5. —- Soit if un groupoïde muni d'une relation 
d'ordre vérifiant Vaxiome (I) ; pour tout f e if et tout e e li0 tel 
que e <C a(f) (respectivement e < ¡3 (/*)), il existe un et un seul 
élément g <Z f pour lequel a (g) = e (respectivement p(g) — e) ; g 
est appelé l'élément induit (respectivement induit à gauche) 
par f sur e. 

COROLLAIRE. — Pour qu'un groupoïde if muni d'une relation 
d'ordre vérifiant l'axiome (I) soit sous-(̂pré*)inductif, il faut et il 
suffit que é 0 soit une classe sous-(_pré̂)inductive pour l'ordre 
induit. 

L a démonstration est analogue à celle de la proposition 
2-1, I [2]. Démontrons le corollaire : soit F une sous-classe 
£ finie*) de if majorée par ge[f; alors a(F) est majorée par 
a(g), donc e — fi a(F) est défini ; soit g l'élément induit 
par g sur e ; pour tout f e F, on a g << f. Si h est un minorant 
de F, a(h) minore a(F), d'où a(h) < e; par suite h est l'élément 
induit par g sur a(h) et h << g . D o n c g = 0 F. 
Remarque. — Il y a des exemples importants de groupoïdes :l 

sous-préinductifs dans lesquels la condition suivante est véri
fiée : Soient E une sous-classe de iL, e et e" deux sous-agrégats 
de E dans if0 ; alors il existe u n et un seul F e if tel que E, 
a(f) - ef et $(f) = e\ 

PROPOSITION 6. — Soit if un groupoïde sous-préinductif; 
si E est une sous-classe de ifQ, la congrégation de E dans if0 
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6 CHARLES EHRESMANN 
est contenue dans la congrégation de E dans if; pour toute 
sous-classe A de if, on a les relations : 

En effet, soit b A A ; montrons que a(A) 
est défini et égal à a(b). On a a(è) < a(g) et a(b) est u n majo
rant de a(A). Si e est un majorant de a(A) tel que e <C a(6), 
l'élément V induit par b sur e est un majorant de A, donc 
b' = b et par suite e = a(6). D'où a(b) «(A) a(A) 
L a suite de la démonstration est analogue à celle de la propo 
sition 3-1, I [2]. 
PROPOSITION 7. — Soit if u n groupoïde sous-préinductif, 

A une sous-classe de if majorée par f e if ; si a(A) ou ?(A) 
est défini, alors A es£ défini; si f] A es£ défini, alors f] a(A) 
e£ fi [3(A) 5on^ définis; si f] a(A) ow H p(A) gs£ défini, f] A 
es£ défini. On a les relations : 

Démonstration analogue à celle de la proposition 4-1, I [2]. 
1 + 

PROPOSITION 8. —- Soit if un groupoïde sous-préinductif; 
la loi de composition dans if peut être étendue en une loi de 
composition appelée pseudomultiplication, définie pour tous 
les couples (f, f) tels que e = n cn(f) soit défini, en posant : 

(f, f) ~> f'f — g . g, où g est l'élément induit à gauche sur e 
par f et g Vêlement induit sur e par f. 
Cette pseudomultiplication vérifie Vaxiome dH associativitê sui
vant : 

Si (hg) et (gf) sont définis, alors h(gf) et (hg)f sont définis et 
égaux. 

Démonstration. — Comme dans le cas préinductif (proposi
tion 6-1, I [2]) on montre (3) que f'f est le plus grand élément 

2 (3) On montre que /'/ est défini si, et seulement si, la classe K admet un plus grand élément. 
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G R O U P O Ï D E S SOUS-INDUCTIFS 7 
de la classe K des composés h' .h, où h <Z f et h! <Z ff. — Si hg 
et gf sont définis, a(/i) n fl(g) et a(g) n sont définis; par 
suite a(/ig) n et a(A) n ^(g/*) sont aussi définis, ainsi que 
(hg)f et h(gf). L'égalité de ces deux pseudoproduits se démontre 
comme au § I [2]. 

PROPOSITION 9. — Soit if un groupoïde sous-préinductif; les 
unités du groupoïde if sont les seuls éléments idempotents pour 
la pseudomultiplication; si e et e sont deux unités telles que 
e n e soit défini, on a e n e = ee = e e. ha relation d'ordre 
dans if est compatible avec la pseudomultiplication et elle peut 
aussi être définie par une des conditions suivantes : f'<Cf 
si, et seulement si, il existe e e if0 tel que fe soit défini et égal à f ; 

fr < f si, et seulement si, il existe e e ifQ tel que e'f soit défini 
et égal à f. 

Cette proposition se démontre comme la proposition 7-1, I 
[2] et admet u n corollaire analogue; en particulier : 

COROLLAIRE. — Soient f e if et f e if tels que f'f soit défini; 
alors on a les formules : 

LEMME 1. — Soit A) une classe munie d'une loi de composition 
partiellement définie, vérifiant l'axiome d'associativité (A.) : 

(A) Si bb' et b'b" sont définis, alors (bb')b" et bib'b") sont 
définis et égaux; 
et l'axiome de commutativité (C) : 

(C) Si bb' est défini, alors b'b est défini et bb' = b'b. 
Si, de plus, tout élément de A> est idempotent et si . l> admet un 
élément 0 tel que Oh = 0 pour tout b e A>, alors Jb est une classe 
sous-préinductive pour la relation : 

si, et seulement si, b' = b'b. 
Démonstration analogue à celle du l e m m e 1-1, I [2]. 

THÉORÈME 1. — Soit if une classe munie d'une loi de compo 
sition partiellement définie vérifiant l'axiome (A). Soit if{ 
une sous-classe de if formée d'idempotents, stable pour la lo 
de composition et contenant un élément 0 tel que Oe = 0 pou\ 
tout e<=if0. Supposons vérifiés les axiomes 1, 2, 3 suivants 

1) La restriction de la loi de composition à if0 X if0 vérifie (C). 
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8 CHARLES EHRESMANN 
2) Pour tout tf, la classe des éléments e e So tels que fe 

soit défini et égal à f admet une intersection a(f), telle que 
fa(f) soit défini ei égal à f, pour la structure d'ordre sur tf0 
définie dans le lemme. De m ê m e , la classe des éléments e e tf0 tels 
que e f soit défini et égal à f admet une intersection ft(f) telle que 

3) Pour tout fe S il existe f e tf tel que f f et ff soient 
définis et que Von ait : f f = a(f) et ff = $(f). 
Alors tf est un groupoîde sous-préinductif pour la structure 
d'ordre définie par la relation : 

f ' < C f si, et seulement si, il existe e e tf0 tel que fe soit défini 
et égal à f ; 
tf0 est la classe de tous les éléments idempotents de tf. Si, de 
plus, tf0 est une classe sous-inductive pour la relation d'ordre 
considérée dans le lemme, alors tf est sous-inductif 
La démonstration est analogue à celle du théorème 1-1,1 [2]. 

PROPOSITION 10. — Le groupoîde produit de deux groupoîdes 
so us ré*) i nductifs, m u n i de la structure d'ordre produit, est un 
groupoîde sous-(^prë*)inductif, appelé groupoîde sous-̂ pré̂ -
inductif produit des groupoîdes donnés. 

THÉORÈME 2. — Soit tf un groupoîde sous-(jprë*)inductif 
et soit tf le sous-groupoide de tf X tf formé des couples (f, f), 
où f <C /, m u n i de la relation : 
{f, f) < {g , g) si, et seulement si, f = 0, ou si f — g et f <i g . 
Alors tf est un groupoîde (j)rë*)inductif. 

Démonstration. — tf admet pour plus petit élément F élé
ment (0, 0). SOIENT (f, f) e tf et (g\ g) etf; si /* g, l'élément' 
(0,0), qui est LE seul minorant de (f, f) et (g, g), est leur 
intersection. Si f = g, l'élément f n g est défini et on A : 
(/', f) n (g, f) = (f n g , f). Donc tf est une classe préinductive. 
•—- Le composé (g, g). (f, f) est défini si, et seulement si, g . f 
ET g.f sont DÉFINIS; pour que l'on ait (li , h) < (g -f, g./*), 
il faut et il suffit que h = 0, ou que : h = g.f et h' < g'./*\ 
d'où li = gi-fi, avec g[ < g et < f. Comme tout élément 
majoré par une unité est une unité, tf vérifie l'axiome (I) 
et tf est un groupoîde préinductif. — Si tf est sous-inductif, 
soit A une sous-classe de tf majorée par (f, f) e tf ; tout élément 
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GROUPOÏDES SOUS-INDUCTIFS 9 
de A est de la forme (a, f) et la classe des éléments a tels que 
(a, f)eA admet un /-agrégat a' dans 'J. Par suite, dans 0', 
on aura : (a', f) = UA, donc est inductif. 

2. GROUPOÏDES SOUS-LOCAUX ET SOUS-PSEUDOGROUPES 
DÉFINITION 1. — Une classe sous-^pré^locale est une classe 

sous-̂prê̂inductive *k dans laquelle Vaxiome de distributivitê (D) 
suivant est vérifié : 

(D) Soit B une sous-classe de Jh admettant un c-agrégat et 
soit a e Jt> tel que B ) n a soit défini; alors la classe des éléments 
h n a, où b e B, admet B ) n a pour c-agrégat: 

1+ 
(7n groupoïde sous-£pré^ local es£ arc groupoïde sous-(lpré*)-
inductif dont la classe if0 des unités est une classe sous-£pré*)locale. 
PROPOSITION 1 — Soit A> une classe sous-prélocale, B une 

sous-classe de Jh admettant un c-agrégat et a e ,;k tel que 
( b n a) et and soient définis: alors on a : d B ) n a, 

Démonstration. — d est un minorant de B et de a, 
puisque and est défini; soit d' un autre minorant de a et 
de B; les éléments d' et d sont majorés par ay donc d n df 
est défini et, d'après l'axiome (D) : 

par ailleurs d'n B j est aussi défini et on a : 

d'où d'<id et d B n a. 
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10 CHARLES EHRESIVIANN 
PROPOSITION 2. — Un groupoïde sous-prélocal if est une 

classe sous-prélocale. 
La démonstration de la proposition 2-2, I [2] s'applique 

en prenant pour A une sous-classe de if admettant un A-agrégat 
et en supposant g A défini. 
Étant donnés un groupoïde sous-préinductif if, A et A/ deux 

sous-classes de if, nous désignerons par A'A la classe des 
pseudoproduits a a, où a e A, a e A', a a défini. 

PROPOSITION 3. — Soit if un groupoïde sous-prélocal, A 
et A' deux sous-classes de '{f; on a: 

Démonstration. — Soient 

A et 
tels que e — a(g')[i(g) soit défini; alors g g est défini et, par 
une démonstration analogue à celle de la proposition 3-2, I, 
on montre que : g g A'A; donc A'A admet gg = b'eh 
pour ò'efe-agrégat. 

DÉFINITION 2. — Soit h une classe sous-préinductive. Une 
sous-classe Jt/ de Jfc est appelée sous-classe inductive (respective-

1 ment partie sous-inductive) (̂ faiblê  de À) si elle vérifie les 
axiomes 1 et 2 (respectivement V et 2) suivants : 
1) Soient a e ,V, a e JV te/s #ẑe ana' sot£ défini; alors 

ana e A) . 
1') Soient a e .V, a' e jl/, a" e ,4/ avec a! <C a, a" <C a; o/i 

a: a n a e ,k> . 
2) ¿1/ es£ (faiblement̂ ) -saturée, c est-à-dire pour toute 

sous-classe B de A ' admettant un b-agrégat (où h e on a: 

Une sous-classe inductive faible et une partie sous-inductive 
faible d'une classe sous-̂ pré̂ inductive sont des classes sous-
Çpré^inductives pour l'ordre induit. L'intersection d'une 
classe de sous-classes inductives (respectivement parties sous-
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inductives) ^faibles^ d'une classe Jb sous-préinductive est une 
sous-classe inductive (respectivement partie sous-inductive) 
£faible5 de Jb. 

DÉFINITION 3. — Soit Jb une classe sous-préinductive, B 
une sous-classe de Jb. Si B est la classe des h-agrégats des sous-
classes de B (où b e B^, B est appelée base £faible5 de B. 
L'intersection 31 des sous-classes inductives (respectivement 
parties sous-inductives) (faibles*) de ,k qui contiennent B 
est appelée sous-classe inductive (respectivement partie sous-
inductive) £faible5 de Jb engendrée par B. 

PROPOSITION 4. — Soit B une sous-classe d'une classe sous-
prélocale Jb contenant avec deux éléments majorés dans ,k leur 
intersection; alors B est une base (faible*) de la partie sous-
inductive (faiblê ) £6 quelle engendre dans Jb. 

Comme dans la proposition 5-2, I [2], S> est la classe des 
c-agrégats des sous-classes de B (où c e B^. 
COROLLAIRE. — Si B est une sous-classe d'un granja H Je 

sous-prélocal if telle que Ba(B) c B, alors B est une base (faible*) 
de ifi et on a : $>a($) c de plus, a ( S ) est une sous-classe indúctil? 
faible de if0. 

L a première partie se démontre comme le corollaire d«- i.-i 
proposition 5-2, I [2]. Soient e = ai/), f e e e a(,C tels qtu 
ee soit défini. La relation fe e 33af¿6) c £IJ entraîne 

Soit E une sous-classe de &($>) admettant u n a (g)-agrégat où 
g e ¿6; pour tout e e E , on a g e e S ; par suite : 

et 
DÉFINITION 4. — Soit if un groupoïde sous-préinductif; 

on appelle sous-groupoïde sous-préinductif de if un sous-
groupoïde if' de if vérifiant les conditions suivantes : 

1) Soient e e if'0j e e if'QJ e" e if'Q avec e <C e, e" <C e; alors 
f ff (Ql 
e ne e y0. 

2) Soient f e e£ e s ̂ ? e < a(f) ; alors on a fe e tf'. 
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12 CHARLES EHRESMANN 
PROPOSITION 5» —• Soit if un groupoïde sous-préinductif 

et if un sous-groupoïde sous-préinductif de if; alors if contient 
f n f" avec deux éléments f et f" majorés par f e if. 
En effet, on a a(f) < *{f), oc(f") < *{f), d'où oc(f') n a(f') e tfj 

et f'nf" = flAf')*(f")) 
COROLLAIRE. —- if est un groupoïde sous-préinductif pour 

Vordre induit. 

DÉFINITION 5. — Soit if un groupoïde sous-préinductif; 
on appelle sous-pseudogroupe £faible3 de if un sous-grou
poïde if de if stable pour la pseudomultiplication et (faible
ment} •saturée. 
Un sous-pseudogroupe faible d'un groupoïde sous-préinductif 

est un groupoïde sous-préinductif pour l'ordre induit. 

PROPOSITION 6. — Soit if un groupoïde sous-préinductif; 
pour qu'un sous-groupoïde if de if soit un sous-pseudogroupe 
faible de if, il faut et il suffît que if0 soit une sous-classe inductive 
faible de if0 et que iff soit un sous-groupoïde sous-préinductif 
de if. 
En effet, supposons que ff soit défini, où f e if et f e if ; 

alors e = a ( f ) n p ( f ) 6 ^ , f'e e if, efeif, d'où f'f*if. L a 
lin de la démonstration est analogue à celle de la proposition 
9-2, I [2]. 

PROPOSITION 7. —- Un sous-groupoïde if d'un groupoïde 
sous-préinductif if qui est saturé par induction est un sous-
pseudogroupe faible de if. 

L'intersection d'une classe de sous-pseudogroupes £faibles3 
d'un groupoïde sous-préinductif if est un sous-pseudogroupe 
Cfaible} de if. 

DÉFINITION 6. — Soit if un groupoïde sous-préinductif, 
B une sous-classe de if ; V intersection S des sous-pseudogroupes 
(faibles*) de if contenant B est appelée sous-pseudogroupe 
(*faible5 de if engendré par B dans if ; si tout élément de iPo est 
un b-agrégat d'une sous-classe de B (où b e B^, alors B est dit base 
(*faible*)de Sh. 
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PROPOSITION 8. — Soit B une sous-classe d'un groupoïde 

sous-préinductif if vérifiant les conditions suivantes : 
1) On a a(B)cB; p(B)cB; B"1 = B. 
2) Si e e B n if0, b e B et si be est défini, alors on a be e B. 
3) B est faiblement saturé. 

Alors le sous-groupoïde 35 engendré par B dans if est un sous-
pseudogroupe faible de if. 

L a démonstration est analogue à celle de la proposition 
11-2, I [2]. 

PROPOSITION 9. — Soit if un groupoïde sous-prélocal et B 
un sous-groupoïde de if stable pour la pseudomultiplication; 
alors B est une base (faible?) du sous-pseudogroupe (faible?) 
quil engendre dans if. 

Cette proposition se démontre comme la proposition 12-2, l 
[2] et adme t des corollaires analogues. 

DÉFINITION 7. — Soit if un groupoïde sous-préinductif : 
o n appelle sous-classe compatible de if une sous-classe F telle 
que, pour tout F et tout ff e F, f"xf et f'f"1 soient définis 
et appartiennent à if0. 

En particulier toute sous-classe majorée d'un groupoïde 
sous-préinductif if est compatible; pour qu'une classe d'unités 
de if-soit compatible, il faut et il suffit que l'intersection de 
deux quelconques de ses éléments soit définie. 

PROPOSITION 10. — Soit if un groupoïde sous-préinductif, 
/*e if et f e if. P our que Von ait f'f"1 e (J0, il faut et il suffit que 
f d f soit défini et que Von ait: f n f = fe(f') = f'aif)- D a n s 
ce cas on a: f'f"1 = $ ( f n f ) . 
En effet, montrons que la condition est nécessaire : cc(f) n a(/"') 

étant défini, foi(f') et f'ct.(f) sont définis; de plus on a : 

d'où 
PROPOSITION 11. — Soit if un groupoïde sous-préinductif, F 

et G deux sous-classes compatibles de if; alors 9(F), F"1 et 
G F sont des sous-classes compatibles, où 9(F) est la classe des 
éléments induits des éléments de F. 
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En effet, l'existence de {gf)-x{g'f), où gfe G F et g'f m G F , 

résulte de celle de g-1 g'. On démontre comme à la proposition 
4-2, I [2] : (g n g') (fn f')r gMg'f) = g'f'*(gfh R e m a r q u o n s 
que la sous-classe inductive engendrée par F n'est pas néces
sairement compatible. 
DÉFINITION 8. -— Un sous-pseudogroupe (faiblê ) if d'un 

groupoïde sous-préinductif $ est dit propre si-if' admet une 
base (faible*) B telle que a(B) et (3(B) soient des sous-classes 
compatibles. 
En particulier, si if est formé d'unités, on dira que if est 

une sous-classe inductive (faible*) propre de if0. 
PROPOSITION 12. — Soit if. un groupoïde sous-préinductif; 

si if' est un sous-pseudo groupe faible propre de if, alors iff0 
est une sous-classe compatible de if0 et le sous-pseudo groupe 
engendré par if' dans if est propre. 
En effet, soit B la base faible de if' telle que a(B) et (3(B) 

soient compatibles; toute unité de if étant majorée par un 
élément.de B, ifQ est compatible. Comme if est une base 
d u sous-pseudogroupe qu'il engendre, ce dernier est propre. 
Remarque. Un sous-pseudogroupe propre n'est pas toujours 

un sous-pseudogroupe faible propre. 
DÉFINITION 9. — Soit if un groupoïde sous-préinductif, F 

un sous-pseudogroupe de {à et A une sous-classe de if. On dit 
que A est pseudo-saturé à droite (respectivement à gauche) 
relativement à F si AV = A (resp. VA = A ) . Si A est pseudo-
saturé à droite et à gauche relativement à F, alors A = F A = A F 
est dit pseudo-saturé relativement à F. Si A est pseudo-saturé 
relativement à if, A est appelé composante inductive faible de if. 

Si A est pseudo-saturé à droite relativement à F, alors a(A) 
est contenu dans la classe 9(ro) des éléments induits des élé
ments de ro. 

Soit if u n groupoïde et soit if+ le groupoïde inductif obtenu 
en adjoignant à if un élément 0 et en considérant sur if+ 
la relation triviale : 
f < f si, et seulement si, f = f, ou f = 0. 

Pour que A soit un sous-groupoïde saturé (4) de if, il faut 
(4) Un sous-groupoïde A de est saturé dans (1-1 [1]) si A = A.(J = 9\A. 

1 

270 



G R O U P O Î D E S SOUS-INDUCTIFS 15 
et il suffit que la classe A + obtenue en adjoignant 0 à A soit 
une composante inductive faible de tf+. 

PROPOSITION 13. — Soit tf un groupoîde sous-préinductif. 
Pour q u u n e sous-classe A de tf soit une composante inductive 
faible de tf, il faut et il suffit que Vune des conditions équivalentes 
suivantes soit vérifiée: 

1) A est un sous-groupoîde saturé de tf et une sous-classe 
saturée par induction dans tf. 

2) On a : a(A) c A et A est pseudo-saturé à droite relativement 
à tf. 

3) On a p(A) c A et A est pseudo-saturé à gauche relativement 
à if. 

Démonstration. — Soit A une classe vérifiant la condition 2 ; 
pour tout f e A, on a f~x = affjf"1 e Atf — A et A-1 est contenu 
dans A. Soit getf tel que gf soit défini; les relations: 
g f = (f^g-1)-1, f'1 e A et f^g-1 e Atf = A entraînent gf e A, 
donc tf A c A et, puisque A c tf A pour toute sous-classe 
A, on a tfA = A ; par suite A est une composante inductive 
faible de tf. On démontre de même que si A vérifie la condition 
3, alors A est une composante inductive faible de tf. — Soit A 
une composante inductive faible de tf et soit f e A. Comme 
on a : a(f) = f ^ f * tfA = A et p(f) - ff'1 e Atf = A, les 
conditions 2 et.3 sont satisfaites et. le début de la démonstra
tion prouve que A"1 est contenu dans A. Pour tout h e tf 
tel que fh soit défini, on a fh e A ; il en résulte que A est un 
sous-groupoîde saturé et saturé par induction dans tf7. — Soit A 
un sous-pseudogroupe faible vérifiant la condition 1 ; alors 
a(A)cA; soit A et getf tels que fg soit défini; on a: 
fë = (/>P(§f))-(a(/,)Sf) ? puisque A est saturé par induction, 
f p ( g ) e A ; . A étant aussi saturé dans tf, on a a(f)getf, et 
par suite fg e A, c'est-à-dire Atf c A et A vérifie la condition 
2. D o n c A est une composante inductive faible de tf. 

COROLLAIRE 1. — Pour q u u n e sous-classe C 0 de tf0 soit 
une composante inductive faible de tf0, il faut et il suffit que C0 
soit une sous-classe de tf0 saturée par induction. 

COROLLAIRE 2. — U intersection d'une classe de composantes 
inductives faibles de tf est une composante inductive faible de tf. 
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16 CHARLES EHRESMANN 
DÉFINITION 10. — Soit if un groupoïde sous-préinductif. Un 

sous-pseudogroupe A' de if qui est engendré par une composante 
inductive faible A de if est appelé composante inductive de if. 
PROPOSITION 14. — Soit if un groupoïde sous-prélocal, A ' 

un sous-pseudogroupe de if ; pour que A' soit une composante 
inductive de if, il faut et il suffit que A ' soit une composante 
inductive faible de if. 
Démonstration. — Soit A' une composante inductive de "if 

engendrée par la composante inductive faible A ; puisque if 
est sous-prélocal, A' admet A pour base; donc A' est saturé 
par induction dans if. Soit he=i) et attjeAi; il existe une 
sous-classe E de A0 telle que a(A) e E. D'après la proposition 
3, on a : h AE. Comme A est pseudo-saturé, et que 
0L{he) = e e A0, on a he e A pour tout geE, d'où A e A'. Par 
suite A' est saturé dans if et A' est une composante inductive 
faible de if. La condition est évidemment suffisante. 

COROLLAIRE 1. — Pour qu'une sous-classe C0 de la classe 
sous-prélocale if0 soit une composante inductive de if0, il faut 
et il suffit que C0 soit une sous-classe inductive de if0 saturée 
par induction. 

COROLLAIRE 2. — L'intersection d'une classe de composantes 
inductives de if est une composante inductive de if. 

Ce corollaire résulte du corollaire 2 de la proposition 13; 
DÉFINITION 11. — Soit B une sous-classe d'un groupoïde 

sous-préinductif if; on appelle composante inductive faible 
de B dans if' l'intersection A des composantes inductives faibles 
de if contenant B. Le sous-pseudogroupe A engendré par A 
est appelé composante inductive de B dans if. 

PROPOSITION 15. — Soit B une sous-classe d'un groupoïde 
sous-préinductif if; la composante inductive faible de B dans if 
est la composante (5) A dans if de la classe <p(B) des éléments 
induits des éléments de B. Si if est sous-prélocal, la composante 
(5) La composante de C dans 'J, où Ca(J, est le plus petit sous-groupoïde saturé 

de iS contenant C. 
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inductive A ' de B dans if est le groupoïde saturé de if tel que A'0 
soit la sous-classe inductive de if0 admettant A0 pour base. 
Démonstration. — D'après la proposition 13, A est une compo

sante inductive faible de if; comme A contient B, A est la 
composante inductive faible de B dans if. Si if est sous-prélocal, 
le sous-pseudogroupe A ' admet A pour base et A'0 admet A0 
pour base; la proposition résulte donc de la proposition 14. 

COROLLAIRE 1. — La composante inductive faible dans if0 
d'une sous-classe B0 de if0 est la classe c?(B0). 

COROLLAIRE 2. — La composante inductive de B dans if 
est l'intersection des composantes inductives de if contenant B. 
Remarque. — Les composantes inductives ^faibles*) d'un 

groupoïde sous-préinductif J ne forment pas une partition 
de if ; en effet, la relation « f appartient à la composante indue 
tive £faible3 de g» n'est pas une relation symétrique. O n 
obtient une partition de if en considérant les composantes 
surinductives de if, c'est-à-dire les composantes inductives 
faibles A de 'J telle que pour tout e e A0, la relation e < e 
entraîne e e A0. U n e composante surinductive de if est ainsi 
une composante inductive de if qui contient avec un élément 
tous ses majorants et tous ses minorants. 

3. ATLAS COMPLETS 
DANS LES GROUPOÏDES SOUS-INDUCTIFS 

Soit if un groupoïde sous-préinductif. Si F et G sont deux 
sous-classes de if, nous désignerons par F"1 la classe des 
inverses des éléments de F, par G.F la classe des composés 
g.f et par G F la classe des pseudo-produits gf, où g e G et 

F. 
PROPOSITION 1. — Soit F une sous-classe faiblement 

saturée de if telle que Fa(F) = F et (3(F)F = F. Alors F est 
une partie sous-inductive faible de if, tandis que a(F) et p(F) 
sont des sous-classes inductives faibles. On a: F-1 F = F-1. F; 
FF""1 = F. F"1 ; les groupoïdes engendrés par a(F) = F-1 F 
et b(F) — FF-1 sont des sous-pseudogroupes faibles de if. 
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Démonstration. Soient fsF et f e F. Si f et f sont majorés 

par f" eF, on a / n f = fa{f') Œ F\ donc F est une partie sous-
inductive faible; si vJf) n cuif) est défini, on a : 

Soit E une sous-classe de a(F) admettant un af/*)-agrégat ê; 
la classe fE est une sous-classe de F majorée par f et admettant 
fê pour /"-agrégat en vertu de la proposition 7-1; par suite 
fê e F et ê = a(/e) e a(F). Ainsi a(F) est une sous-classe induc
tive faible. Si f"1/' est défini, il est égal à 

on en déduit F-1 F = F-1. F. Montrons que a(F) vérifie les 
conditions de la proposition 8-2. En effet, comme 

on a afa(Fj) = a(F) c a(F); de même £(a(F)) = a ( F ) c a ( F ) ; 
de plus (afF))-1 = (F"1* F)'-1 = F"1. F = a(F). Si e e a(F) et 
si g=:(f'-Kf)e est défini, alors g=/,-i(/g)6p-1F. Soit K 
une sous-classe de a(F) admettant un /^/"'-agrégat k; puisque 
a(K) est une sous-classe de a(F) majorée par e = a(/>_1/,,) e a(F), 
on a : 

et 
Par conséquent il résulte de la proposition 8-2 que le sous-
groupoïde engendré par a(F) est un sous-pseudogroupe faible. 
L a démonstration est analogue pour bÇF). 

DÉFINITION 1. — On appelle atlas ([faible^ complet de ;» 
une sous-classe F de if qui est (faiblement*) -saturée et telle 
que Von ait : 

où 
Un atlas (faible?) complet F qui admet pour base (faible?) 
une sous-classe F' telle que a(F') et j3(F') soient des classes 
compatibles est dit propre. 

Cette définition entraîne Fa(F) = F. 
Si F est u n atlas faible complet propre, alors a(F) et (2(F) 

sont des classes compatibles. Un atlas complet propre n'est 
pas forcément propre en tant qu'atlas faible complet. 
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Si C est une classe d'atlas £faibles5 complets, la classe 

intersection des F e C est u n atlas (^faible^ complet. Par suite 
toute sous-classe B de if est contenue dans u n plus petit 
atlas £faible^) complet de if, appelé atlas (faible?) complet 
engendré par B dans if. 

Soient I une classe d'indices et if X (I X I) le groupoïde 
produit de if avec le groupoïde des couples (I X I); on iden
tifie avec 0 tous les éléments (0,(/, i)), où (/, i) e I X I. M u n i 
de la relation d'ordre : (f, (/', i')) << (f, (/, i)) si, et seulement 
si, f < f et (/', ï) = (/, i), if X (I X I) est un groupoïde 
sous-préinductif. Soient V u n sous-pseudogroupe de if X (I X I) 
et Fji la classe des éléments /"tels que (f, (j, i)) e [\ 

PROPOSITION 2. — Avec les notations précédentes, Fyi est un 
atlas complet, Fu est un sous-pseudogroupe ; on a (F^)"1 = F<7; 
¥'ki = ¥kj.Fji = FkjFji est un atlas faible complet saturé par 
induction dans Fki et a(FJi) est une composante inductive faible 
de F„; de plus Fki est pseudo-saturé à droite relativement à Fkk 
et à gauche relativement à Fu. 

Démonstration. — On a évidemment (F^)-1 = F^. Un élément 
de r majoré par (f, (j, i)) étant de la forme [f, (j, i)), où f << f 
et f e FJh Fji est une partie sous-inductive. Puisque V est un 
sous-pseudogroupe, on a F^-F^ c Fki. Il en résulte que F̂-
est un sous-pseudogroupe de i). L a relation 

F fF F i c F F c F 
entraîne que Ftj est un atlas complet. On a F^F^ = Fkl.FJi, 
car : 

FkJFJt c (F^fF,,)). (a(Fky)F,,.) c ( F ^ . (FyyF,,.) c Fkj. Fy, 
Comme : (FyF„)Fu = _(Fiy.Fy,)F, c Fv(F>tF„) c FiyFyi c F„_ FiyFy, 
est une composante inductive faible de Fu; en particulier 
a(F^) est saturé par induction dans a(Flt). Soit g << f'f, où 
fe Fjh f e Fkj et g e Fki; les relations : a(g) < oc(f) et a(gj e a(F^) 
entraînant : 

g = (f'fMg) = f'iMg)) - FAy(F,,F,) c F„.F„. = F,„ 
Fki est saturé par induction dans Fki; de plus Fki est u n atlas 
faible complet en vertu de : 

FLF,. = (Ft,.F,/>F„ c F,/F,F,) c FL, et F,,FI..• c F L 
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PROPOSITION 3. — Soit F un atlas faible complet de tf. 
Alors F est une partie sous-inductive faible de tf; on a 

F = Fa(F) = p(F)F 
et a(F) = F-1.F; a(F) et b(F) = FF-1 = F.F"1 sont des 
sous-pseudogroupes faibles de tf tels que a(a(F)) = a(F) et 
a(i(F)) = P(F); de plus b(F)F — F. 

Démonstration. — On a Fa(F) c Fa(F) = F, car a(F) c a(F), 
et : 

j3(F)Fc(F.F-1)FcF(F~1F) = Fa(F) = F. 
D'après la proposition 1, F est une partie sous-inductive 
faible, a(F) = F"1.F et b(F) = F.F-1. Les relations : 

(a(F))"1 = (F-1. F)"1 = F. F-1 = a(F) 
et 

(a(F)).(a(F)) = (F-KF).a(F) = F ^ . F = a(F) 
montrent que a(F) est u n sous-groupoîde, donc u n sous-
pseudogroupe faible, d'après la proposition 1; de même b(F) 
est u n sous-pseudogroupe faible. Comme : 

F = p(F)F c b(F)F 
et 

6(F)F = (F.F_1)F c Fa(F) - F, 
on obtient F == fe(F)F. 

COROLLAIRE 1. — Si F est un atlas faible complet, F"1 
est un atlas faible complet tel que a(F~1) = b(F) et b(F~1) = a(F). 

En effet, F-1 est une partie sous-inductive faible et on a : 
a(F_1) = (F-1)-!F"1 = . 6(F); ^(F-1) = F-^F"1)-1 = a(F) 
et 

F-1a(F~1) = (b(F)F)-1 = F-1. 
COROLLAIRE 2. — SOÊÊ I = jl, 2 ] . 5t F est un atlas faible 

complet de tf, la classe réunion de (F, (2, 1)), (F"1, (1, 2)), 
(a(F), (1, 1)) et (b(F), (2, 2)) est le sous-pseudogroupe faible de 
tf X (I X I) engendré par (F,(2, 1)). 

PROPOSITION 4. — Soient B une sous-classe de tf et F 
u n sous-pseudogroupe faible de tf contenant a(B). Si on a 
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(Br)-1(Br) c r et si A est la composante inductive faible de i 
(B,r)~1(Br) dans L1, alors BA est un atlas faible complet tel 
que a(BA) — A. 
Démonstration. — On a : 

et 

Si {bf)f est défini, b B , /*<= A et f e A, on a, en vertu de 
Passociativité partielle du pseudoproduit : 

puisque &(bf) n $(f) est défini; il en résulte; 

car a(B) c B_1B c A et A A - A. D o n c (BA)a(BA) c (BA)A c B A . 
Soit C une sous-classe de BA admettant u n f-agrégat c, où 
f e B A . Comme a(C) est majoré par a(f) e A et a(C) c a(BA) c A. 
et comme A est un sous-pseudogroupe faible, on obtient : 

d'où 
Ceci montre que BA est un atlas faible complet de tf. — Toute 
unité de (Br)~1(BP) étant majorée par un élément de a(BT), A 
est le groupoïde engendré par la classe A' des f s V tels qu'il 
existe 6 e B et ge P avec Si/') < a(6gj ; par conséquent, 
pour tout f e A', on a : 

Puisque 
et 

on en déduit / e (BA)_1(BA) = a(BA) et par suite A est contenu 
dans le groupoïde a(BA). D o n c A = a(BA). 

COROLLAIRE 1. —• Soit B une sous-classe de (J telle que (3(B) 
soit une classe compatible. Si V est un sous-pseudogroupe faible 
{resp. faible propre) de if contenant B_1B et si A est la compo-
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santé inductive faible de P engendrée par B_1B, alors BA est 
un atlas faible complet (resp. complet propre) tel que a(BA) = A... 
En effet, on a a(B) c B_1B c V et, puisque (}(B) est c o m p a 

tible : 
(BP)"1 (BP) = r((B-1B)P) c P(LT) c F; 

de plus îa composante inductive faible A de B_1B dans F 
contient lYB^B)!1 = (PB)"1 (BP), donc est identique à la 
composante inductive faible A de (BP)""1 (BP) dans P, Par 
suite le corollaire 1 est conséquence de la proposition 4. 

COROLLAIRE 2. —- Soit B une sous-classe de tf telle que (3(B) 
soit une classe compatible. Si F est le sous-pseudogroupe 
faible engendré par B-1B dans tf, alors B P est Vatlas faible 
complet engendré par B dans tf et on a: a(BP) = P. 

Ce corollaire résulte d u corollaire 1. 
COROLLAIRE 3. — Soit B une sous-classe de tf telle que B"1 Ji 

soit un so us - pse udo gro upe faible de tf et que Von ait : 
(3(B)B c B et B ( B ~ 1 . B ) c B . 

Alors B est un atlas faible complet de tf. 
En effet, la condition p ( B ) B c B entraîne B ^ B = B_1.B; 

par suite on a B(B~1B) c B et (B(B-1B))-1(B(B"1B)) c B ^ B . 
Le corollaire se déduit donc de la proposition 4. 

PROPOSITION 5. — Soient E et E ' deux sous-classes inductives 
faibles de tf0. La classe F des f e tf tels que cc(f) e E, ft(f) e E'7 
{3 (/TE) c E' et a(E'/*) c E est un atlas faible complet dit maximal; 
a(F) et h(F) sont des atlas faibles complets maximaux; on a 
F = F E = E T . 
Démonstration. •— Soient e e E', f e F et ef<=. E T . On a. : 

*{e'f) e E et - e'(3(f) e E ' . 
Les relations : e" e FJ et f - e"(e7) e E'(E'F) entraînent : 

P ( f ) = - E', 
donc f" = $(f")f* E T et a(f ) e E. 
Si f — (ef)e est défini, où e e E, - on a a(/*') = a(e'f)e e E, 
d'où f = /a(f ) e F E et e E'. Par suite e'fe F, c'est-à-dire 
E'F c F; on montre de même F E c F. Comme on a aussi 
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F c F E et F c E'F, il en résulte F = F E = E T . En utilisant 
les conditions : 

P(F)F cE'F = F et Fa(F) c F E = F , 
on obtient G = F(F~1F) = F.(F"1.F), 

a(G) c a(F) c E ; 0(G) c p(F) c E ' ; 
G E c F(F"1(FE)) = G et E'GcG. 

On en déduit G c F. Enfin, si A est défini, où A c F 
et f & F, on a 

i FE c F, 
car E est une sous-classe inductive faible. D o n c F est faiblement 

l-saturée et F est un atlas faible complet. 
COROLLAIRE 1. — Soient F u n atlas faible complet de if 

et F' une sous-classe de F saturée par induction dans F et 
pleine dans F (cest-à-dire telle que ${F'). F. a(F') = F\). 
Alors F' est u n atlas complet de if. 

Démonstration. — La classe Fi des /*e if tels que %(/) ea(F'), 
$(f) e p(F'), a(p(F')f)ca(F') et p(fa(F')) <=.p(F') est un atlas 
faible complet d'après la proposition 5; comme la classe inter
section de deux atlas faibles complets est u n atlas faible complet, 
la classe Fi des fsF tels que f & F x est aussi un atlas faible 
complet. On a évidemment F[ c F'; inversement si f e F', les 
classes $(F')f et /*'a(F') étant majorées par f\ elles sont 
contenues dans F'; il en résulte F' c Fi, d'où F' = Fi. 

COROLLAIRE 2. — Soit F un atlas complet propre de tf; 
il existe un atlas faible complet propre Fx, saturé par induction 
dans F, formant une base de F. 
En effet, soit B une base de F telle que a(B) et p(B) soient 

des classes compatibles; soient E et E ' les sous-classes de a(F) 
et p(F) formées des éléments induits des éléments de a(B) 
et (5(B); la classe Fx = E'.F.E étant saturée par induction 
dans F, c'est un atlas faible complet d'après le corollaire 1; 
de plus Ft est propre et F1? contenant B, est aussi une base 
de F. 
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PROPOSITION 6. — Soit F u n atlas faible complet de tf; 

si (3 (F) est contenu dans F, alors F est contenu dans a(F) ; si 
on a F a a(F), alors b(F) c F et b(F) est un sous-groupoîde saturé 
par induction de a(F), dont a(F) est un élargissement (déf. 
3-2, III [1] et [4]). 

Démonstration. — Si (3(F) c F, on a F = . (3(F)F c F"1 F = a(F). 
Supposons F c a(F); alors 6(F) = FF"1 c Fa(F) = F; les condi
tions fea(F) et ${f) e (3(F) entraînent f = $(f)f* Fa(F) = F; 
par suite F = (3(F).a(F). D e plus: b(F) c (3(F) .a(F). [3(F) et 

P(F).a(F).p(F)cF.fl(F),p(F) = F.(3(F) c F.F-1 = 6(F), 
d'où b(F) = (3(F).a(F).(3(F) et b(F) est un sous-groupoîde 
plein de a(F). Pour tout e e a(F) et tout g e &(F) avec e < a(g), 
on a ge e F_1(Fa(F)) = b(F); donc è(F) est saturé par induction 
dans a(F). Comme la composante de b(F) dans a(F) contient 
F, elle contient (3(F) ainsi que a(F). Par conséquent a(F) 
est un élargissement de b(F). 

COROLLAIRE 1. — Soient I une classe d'indices contenant 1 
ei 2 ei F un atlas faible complet de tf; soit 9 le sous-pseudo
groupe faible du groupoîde sous-préinductif tf X (I X I) engen
dré par la classe des triplets (f, (2, 1)) tels que / e F , Alors (a(F), 
(1, 1)) et (6(F), (2, 2)) sonf des sous-pseudogroupes faibles de $ 
saturés par induction et dont chacun admet $ pour élargissement. 

Démonstration. — 3* est la classe réunion des classes (F, (2, 1)), 
(F-1, (1,2)), (a(F), (1,1)) et (6(F), (2, 2)). L a sous-classe G 
de S» formée des triplets (g, (2, i)), où i = 1, 2, est un atlas 
faible complet de tf X (I X I), puisque 

(g", (2, /)) ((g', (/, 2)) (g, (2, £))) = (g"(g'g), (2, i)) e G. 
Comme (3((g, (2, i))) = ((3(g), (2, 2)) e G, la proposition 6 
entraîne que a(G) contient G; donc a(G) = $ et $ est un élargis
sement de b(G) = (6(F), (2, 2)). 

COROLLAIRE 2. — 5CH£ E ' une sous-classe de tf0 saturée 
par induction; F = E'tf es£ un ai/us faible complet tel que a(F) 
soit la composante inductive faible de E ' dans tf. 

En effet, on a (3(Ftf) c [3(F) c E', car E ' est saturé par induc
tion; par suite F est u n atlas faible complet en vertu de la 
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proposition 5, et a(F) est la composante inductive faible 
de — p(F), d'après la proposition 6. 

PROPOSITION 7. — L a classe 36 (if) des atlas faibles complets 
de if est un groupoîde pour la loi de composition définie par : 

(G, F) —> G . F si, et seulement si, a(G) — b(F). 
<fê(if) admet pour classe d'unités la classe des sous-pseudo
groupes faibles de «f. 

Démonstration. — Soient F e 36(if) et G e 3ê(if). Montrons 
que, si a(G) = b(F), G . F est un atlas faible complet tel que 
a ( G . F ) = a ( F ) et 6(G.F) = 6(G). En effet, les relations: 
G F c ( G | 3 ( F ) ) . ( a ( G ) F ) c G . F entraînent G F = G . F et 

p(G.F) (GF)c.p(G) (GF) c G F . 
Comme 
a(G.F) = (G.F)"1.(G.F) 

= F"1. G-1. G . F = F-1.è(F).F . = a(F), 
on a (G.F)a(G.F) — G . F et il résulte du corollaire 3 de la 
proposition 4 que GF est u n atlas faible complet tel que 
a(G.F) = a(F). D e plus, on a : 
6(G.F) - (G.F).(G.F)"1 = G.F.F"1.G"1 

= G.afGj.G"1 ==' 6(G). 
— D a n s M(if), F admet les pseudogroupes faibles a(F) et 

b(F) pour unités à droite et à gauche. D'après Passociativité 
de la loi de composition dans if, on a 

H . G . F = H . ( G . F ) = (H.G).F, 
si H . (G. F) est défini dans 36 (if). D o n c 3ê(if) est une catégorie. 
Enfin, d'après le corollaire de la proposition 3, F-4 est u n 
atlas faible complet, qui est l'inverse de F dans 3ê(if). 

COROLLAIRE. — L a sous-classe de M (if) formée des atlas 
faibles complets propres de if est le sous-groupoîde plein 3êf(if) 
de 36 (if) dont la classe des unités est la classe des sous-pseudo
groupes faibles propres. 
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Étant donné u n groupoïde sous-prélocal if, nous désignerons 

par F la partie sous-inductive engendrée dans if par la sous-
classe F de if. Soient G et F des sous-classes de if. Si G c F, 
on a G c F. Si F et G sont des bases de F et G resp. on a : 
G F c G F , en vertu de la prop. 3-2. 

PROPOSITION 8. — Soit if un groupoïde sous-prélocal. 
Si F est un atlas faible complet de if, la partie sous-inductive F 
engendrée par F dans if est u n atlas complet admettant F pour 
base et tel que a(F) = a(F). 

Démonstration. — Puisque Fa(F) — F, il résulte du corollaire 
de la proposition 4-2 que F est une base de F. Soient K, K ' et 
L des sous-classes de F admettant des sous-agrégats dans if; 
on a, d'après la prop. 3-2 : 

les relations : K ^ K ' c F"1 F = a(F) et J ^ K ^ K ' ) c Fa(F) = F 
entraînent g ̂ F . Par suite Fa(F) c F et F est u n atlas complet. 

COROLLAIRE 1. — Soient V un sous-pseudogroupe de if 
et B une sous-classe de if telle que a(B) c F et (BF)~1(BF) c V; 
soient A la composante inductive faible, et "K la composante 
inductive, de (BF)~1(BF) dans F; alors la partie sous-inductive B A 
engendrée par BA est un atlas complet de if admettant BA pour 
base et tel que A soit le sous-pseudogroupe engendré par a ( B A ) 
dans if. 
En effet, d'après la proposition 4, BA est un atlas faible 

complet de if tel que a(BA) = A ; par suite BA est un atlas 
complet admettant B ï pour base; comme a(BA) est une base 
de afBA), c'est aussi une base de a(BA), donc 

COROLLAIRE 2. — - S o i t B une sous-classe de if telle que 
B-^.B soit un sous-pseudogroupe de if, que ^ ( B ) B c B et que 
B(B~1.B)cB. Alors B est un atlas complet pour lequel 
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Démonstration. — Comme 3(B)B c B, on a B XB — B 1.B, 

d'où B(B~1B) = B. Des relations : a(B) c B ^ . B c B~*~B, 

et 
on déduit que B_1.B est la composante inductive de H dans 
B ^ B et, en vertu d u corollaire 1 de la proposition 8, 
B(B~1B) = B est un atlas complet tel que a ( B ) = B - " 1 . B . 

COROLLAIRE 3. — Si E et E ' sont deux sous-classes inductives 
de if0, la classe F des /"e if tels que <*(/) e E, $(f) e E', $(fE) c E ' 
et a(E'/*) c E est un atlas complet de if. 
En effet, d'après la proposition 5, F est un atlas faible 

complet; montrons que F est -saturée, d'où il résultera 
en vertu de la proposition 8 que F est un atlas complet. En 
effet pour une sous-classe A de F admettant un /"-agrégat/*, on a 
*(f) e E et $(f) e E ' ; d'après la prop. 3-2 : (A.E;, E 
d'où 8(/E)eE'; de même a(E7) e E et f e F , 

PROPOSITION 9. — Soit if un groupoïde sous-prélocal, F un 
atlas complet de if, â(F) et b(F) les sous-pseudogroupes engendrés 
resp. par a(F) et b(F). Alors on a Fâ(F) = F = 5(F)F. De 
plus la classe des atlas complets de if est un groupoïde A.(:\) 
pour la loi de composition: 
G, F) -> G o F — GF si\ et seulement si, a(G) = b(F). 
Démonstration. — On a F = Fa(F) c Fa(F). D'après la 

proposition 9-2, â(F) admet a(F) pour base. Soit H c a(F) 
et h H e a ( F ) . Si fh est défini, où f e F , on a, d'après 
la proposition 3-2, fh TT: comme F est •saturé 
et / T I c F a ( F ) = F, on en déduit fh e F, donc FâfF) — F. 
D e même 5(F)F = F. — Soit G e Jb(tf) avec 5(G) = 5(F); 
montrons que G o F est un atlas complet tel que â(G o F) = â ( F ) 
et ï(G o F) = 5(G). En effet, les relations: 
G F c (Gp(F)).(a(G)F)) c (G5(F)). fâ(G)F) 

= (Gâ(G)).(5(F)F)cG.F 
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entraînent G F = G . F. Il en résulte : 

p(G.F) ( G . F ) c ^ G ) (G.F)c(p(G)G)F = G F = G . F 
et 
(G.F)~1(G.F) = F-1.G"1.G.FcF-1.5(F).F = F-*.F = a(F), 
d'où 

(G. F) ((G. F)"1. (G. F)) c (G. F)a(F) c G(Fa(F)) - G F 
et 

( G F i - M G F ) c3(F). 
D'autre part, supposons / s F, f e F et f~x.f' défini. Comme 
e — ^(f)eâ(G), il existe une sous-classe E ' de a(G) telle que 

E'; on en déduit: 

Par suite a(F) = (GF)_1(GF). Du corollaire 2 de la proposition 8 
il résulte que G . F = G o F est un atlas complet tel que 
a(G o F) = â(F). De plus on trouve : 
fe(GoF) = (G.F).(G.F)"1 - G.(6(F).G-1) 

G. (6(F). G"1) = 5(G). 
— Dans Ao(9), F admet resp. a{F) et 5(F) pour unités à droite 

et à gauche. Soit H e A>(lf) ; si H o (G o F) et ( H o G ) o F sont 
définis, ces atlas complets admettent chacun H . G . F pour 
base; par conséquent ils sont égaux et la loi de composition o 
est associative. Enfin F-1 est inverse de F dans *k(if). 
COROLLAIRE. — La classe Jb'(tf) des atlas complets propres 

de if est le sous-groupoïde plein de A>(if) admettant pour classe 
de ses unités la classe des sous-pseudogroupes propres de if. 
PROPOSITION 10. — Soit F un atlas complet d'un groupoïde 

sous-prélocal if; si p(F) c F, on a F c â(F). Si F c â ( F ) , alors 
5(F) c F et 5(F) est un sous-groupoïde plein saturé par induction 
de «(F), qui admet â(F) pour composante inductive dans â(F). 

L a démonstration est analogue à celle de la proposition 6. 1+ 
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4. GROUPOÎDES SOUS-PRÉINDUCTIFS 
DES ATLAS COMPLETS 

Soit u n groupoîde sous-préinductif. Soient F, G et H 
des sous-classes de (J. Si la classe E réunion de a(H) et de (3(G) 
est compatible, on a, en vertu de î'associativité partielle du 
pseudoproduit : 

H ( G F ) c ( H G ) F ; 
si la classe E ' réunion de a(G) et p(F) est compatible, on a 
de même : 

( H G ) F c H ( G F ) ; 
si E et E' sont compatibles, on a donc : 

( H G ) F - H ( G F ) , 
et dans ce cas on peut supprimer les parenthèses et écrire : 

H G F - H ( G F ) . 
L a partie sous-inductive faible engendrée par F sera notée F. 
THÉORÀME 1. — Soit *f un groupoîde sous-prélocal. Le 

groupoîde des atlas faibles complets propres de if (propo
sition 7-3) est un groupoîde sous-préinductif lorsqu'il est 
muni de la relation: 
F' < F si, et seulement si, F' - Fa(F') - j3(F')F. 
Démonstration. — Soient Fe30'(ïf), F' e 3€'(tf) et F''e3W). 

On a: 
Fa(F) = F = p(F)F, d'où F < F; 

si F ' < F et F " < F ' , on trouve: a(F") = a ( F > ( F " ) et 
F" = F'a(F") = Fa(F')a(F") = Fa(F"); 

de même F" = p(F")F, c'est-à-dire F" < F. Les conditions 
F' < F et F < F' entraînent : 
F' = Fa(F') = F'a(F)a(F') - F/a(F/)a(F) = F'a(F) = F. 
D o n c la relation << est une relation d'ordre. 
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Soit T u n sous-pseudogroupe faible propre de tf. Montrons 
que si F •< V, F est un sous-pseudogroupe faible de Comme 
F = Fa(F) = p(F)[\ les relations: 
a(F) = a(r)a(F) c I V F ) = F et (3(F) = p(F)p(T) c F 
entraînent, d'après la proposition 6-3, a(F) c F c b(F) et 
b(F) c F c a(F) resp., d'où o(F) = b(F) = F. D o n c F <= 3ê'(tf)0. 
Supposons F'< F; puisque a('F) et £J(F) sont compatibles, 
on trouve : 
a(F') = F'-1 F' = (F-1j3(F'i)F' = F~1(Fa(F')) 

= a(F)a(F') == a(F')a(F), 
et par suite a(F') < a(F) ; de même b(F') <C b(F). On en déduit 
de plus: Fa(F') = Ffa(F]a(F'j) - Fa(F') = F'': 6(F')F — F': 
6(F')Fa(F') = F'. 
— Supposons H << «(F) et montrons que l'on a : F H e <Hô'(iS) 

et F H < F. En effet, comme : 
( F H W f F H ) = H-iF-ïFH = H-1(a(F)H) = M-1 H = H . 

p ( F H ) F H c ((FH).(FH)-1) ( F H ) 
c FH((FH)-1(FH)) c F H H = F H 

et 
(FH)((FH)-1. (FH)) = ( F H ) H = F H , 

FH est un atlas faible complet, d'après le corollaire 3 de la 
proposition 4-3, tel que a ( F H ) = H . On a a(FH) = a ( H ) ; 
tout élément de a ( F H ) étant majoré par un élément de a(F), 
la classe a ( F H ) est compatible. Par conséquent FH e 36'(0). 
D e plus on a les relations : 

F H = F(a(F)a(H)) = F a ( H ) = F a ( F H ) 
et 
P ( F H ) F c ft(FH)F = ((Fa(H)).(Fa(H))-1)F 

' = ' F a ( H ) F " 1 F = Fa(H)a(F) = F H ; 
l'égalité fct(h) — $(fa(h))f, où f e F et A e H , entraînant 
F a ( H ) c p(FH)F, on obtient : F a ( F H ) = F H = p(FH)F, d'où 
F H < F. 
— Soit G e %'(iî) tel que a(G) = b(F). On a : G. F c G F et 

GFc(Gp(F)).(a(G)F) = (Ga(G)). (P(F)F) = G . F , 
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d'où G F = G . F. Supposons de plus G'e 36'(if), F'mW(U), 
o(G') = è(F'), F' < F et G' < G ; on a : 

G'.F' = (Ga(G'))F' = G(p(F')F') = G F ' = (G. F)a(F') 
et G'.F' = G'(p(F')F) = P(G') (G.F), 
c'est-à-dire G'.F' < G . F . Inversement soit K <C G . F ; d'après 
le début de la démonstration, on trouve : a(K) -< a(F), 

F' = F a ( K ) s 3«'(if), F' < F, a(F') = a{K), 
b ( F ' ) < b ( F ) = a(G); 

G' = G6(F') s 38'({f), G' < G, a G'} = Ô(F') : 
G'.F' < G . F . 

D e plus : 
G'. F' = (Ga(G')). (Fa( K)) = G F a ( K ) = (G. F)a(K) = K. 

Ceci prouve que l'axiome (I) est vérifié dans 3é'(îi<). 1 
— Soient H ' et H " deux éléments de <f6'('J)0 majorés par 

r e W(!S)0. Comme a(H') = ec(T)<x(H') et a(H") = a{[>( H " ) , 
la classe a(H')a(H") = a(r)a(H')a(H") est compatible. Posons : 

H = ra(H')a(H"): 
on obtient : 
H-1 = a ( H > ( H ' ) r = a(H.")H' = *(H")r«(H') = H"a(H') = H 
et 
H H c <x(H>(H')r-H = a(H")a(H')H 

= a(H")a(H')a(H")a(H')r - H . 
H étant sous-prélocal, H est un sous-pseudogroupe faible. 
Comme a(H'a(H)) = a ( H > ( H ) = a(H) est faiblement -sa
turé, H'a(H) est faiblement -saturé. Les relations : 

H'a(H) = ra(H')a(H") = H = a( H ) H ' 
et H'a(H) = H = H'a(H) 
entraînent H < H ' de même H < H". Si K est un minorant 
de H ' et de" H " dans W(if), on a K < H, car 
K = H'œ(K) = H'a(H"a(K)) = H'a(H")a(K) = H a ( K ) c H a ( K ) 
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et 

H a ( K ) c H a ( K ) = K = K ; 
par conséquent H — H ' n H " et 3fê'(tf) est un groupoîde 
sous-préinductif. 

COROLLAIRE. — La classe «l/(tf) des sous-classes inductives 
faibles compatibles de if (définition 7-2) est le sous-groupoîde 
plein saturé par induction de #ê'(tf) dont la classe des unités 
est la classe des sous-classes inductives faibles compatibles de tf0. 
Démonstration. ----- Soit Fetf^tf); on a a(F) = a(F) et 

6(F) = i3(F) : les conditions f e F et f e F entraînent 
W ) - / n f ^ 7 . 

d'après la proposition 10-2, d'où Fa(F) = Fa(F) — F et 
FeJI'f.ï'). Réciproquement si F e ^ ' f ^ j , a(F) = a(F) et 
i(F) = 3(F;5 alors on a f"1/' e tf0? f / " 1 ^ 'tf0 pour tout / e F et 
tout /*'e F, donc F e ̂ (tf). 

THÉORÈME 2. — SOIE # tm groupoîde sous-préinductif: 
le groupoîde 3ê($) des «£/as faibles complets de tf (proposition 
7-3} est un groupoîde sous-inductif lorsqu'il est muni de la 
relation : 

F ' « F sL et seulement si, F' c F et F' = Fa(F') = 0(F')F. 
Démonstration. --Soient F^M(if), F' e M (if) et F"e^(tf). 

On a : F <g F. Si F' <g F et F < F', alors F' c F c F', d'où 
F' = F. Si F' <t F et F" < F', on a : F" c F ' c F : les relations : 

F" = F"aiF") c Fa(F") 
et Fa(F") c (Fa(F"))a(F") c (Fa(F')ja(F") - F'a(F") - F" 
entraînent F" = Fa(F") ; de même F" = (3(F")F; donc F" < F 
et la relation <^ est une relation d'ordre. 

— Soit V un sous-pseudogroupe faible de tf. Montrons que 
si F <C r, F est un sous-pseudogroupe faible de tf'. Comme : 

a(F) = a([>(F) c Ta(F) = F et P(F) c F, 
il résulte de la proposition 6-3 que : F = a(F) = b(F) e 3të(tf)0. 
Supposons F ' < F ; alors F' = F.a(F') = $(F').F, car: 

F.a(F')cFa(F') = F' 
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et, pour tout f e F', on a : /" = /". a(f) e F. a(F'). É v i d e m m e n t : 
o(F')ca(F) et a(F') c a(F)a(F') ; 

par ailleurs : 
a(F)a(F') = (F_1.F)a(F') c F_1F' c (F_1fJ(F'))F' 

= F'_1F' = a(F' 
et par suite: a(F') == a(F)a(F') et a ( F ' ) < a ( F ) ; de même 
b(F') < b(F). De plus : 

Fa(F') = (Fa(F')).(a(F)a(F')) = F'o(F')= F' = 6(F')F, 
F.a(F') = F.F-1.p(F').F' = &(F).p(F,).F,= 6(F').F' = F' 

et, de même, F' = 6(F').F. 
— Supposons H < ^ a ( F ) et montrons que F. II est un atlas 

faible complet tel que F. H <C F- En effet, on a : 
F. H c F.a(F) = F; 

puisque : 
F H c ( F p ( H ) ) . ( a ( F ) H ) c F . H , 

on a 
F . H - F H et p ( F . H ) (F. H ) c (3(F)(F. H ) c (p(F)F)H = F H : 

comme 
(F. H)-1. (F. H ) = H . F-1. F. H = H . a ( F ) . H = H 

et 
(F. H)((FH)_1. (FH)) = ( F . H ) H c F ( H H ) = F H = F . H , 

les conditions du corollaire 3 de la proposition 4-3 sont vérifié"..-
et FH est un atlas faible complet tel que a ( F H ) = H . Les 
relations : 
F a ( H ) c F H = F . H = F.(a(F)a(H)) c F a ( H ) = Fa(FH;. 

F H = F a ( H ) c p ( F H ) F 
et 
P(F. H ) F c 6(F. H ) F = . H ) . f F. H J - ^ F 

c (F. H . F_1)F c F(Ha(F)) = F H 
montrent que F. H = F a ( F H ) = P(FH)F, donc F . H < F. 

— Soit G e 3të(tf) tel que a(G) = b(F) ; de la relation : 
G . F c G F c ( G p ( F ) ) . ( a ( G ) F ) = G . F , 
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on déduit G . F = G F . Supposons G'*36(if), a(G') — 6(F'), 
F ' < F et G ' < G ; on obtient: G'. F' c (G. F)a(F') et 

(G. F)a(F') c G(Fa(F')) = G F ' = G(a(G'). F') c G'. F', 
c'est-à-dire G'.F' = (G.F)a(F') ; de même G'.F' == p(G') (G. F) 
d'où G'.F' < C G . F . Inversement soit K <C G.F; posons; 

F' = F . a ( K ) < F et G' = G . 6 ( F ' ) < G ; 
on a : 

G'.F' = G.6(F').F' = G . F . a ( K ) = K. 
Ceci prouve que l'axiome (I) est vérifié dans 36(if). 
La relation : H ' < H , où H et H ' sont des sous-pseudogroupes 
faibles, équivaut à : 

H ' est une composante inductive faible de H . 
1 Par suite toute sous-classe A de 36 (if) majorée par H admet 

pour intersection dans 36(if) la classe intersection (corollaire 2, 
proposition 13-2) des sous-pseudogroupes faibles H ' e A, 
et 36 (if) est un groupoîde sous-inductif d'après le corollaire 
de la proposition 5-1. 

COROLLAIRE 1. — 36'(if') est un sous-groupoïde saturé par 
induction de 36(if)] muni de la relation d'ordre induite par 36(îf), 
le groupoîde 36'(if) est un groupoîde sous-inductif, que nous 
noterons 36'(if). 

COROLLAIRE 2. — 3f(if') est un sous-groupoïde saturé par 
induction de 36(if) ; muni de la relation d'ordre induite par 

2 le groupoîde 3/if) est sous-inductif; nous le noterons 3/(if) ; 
if s'identifie à un sous-groupoïde sous-préinductif de 
en identifiant feif à la classe f> des éléments induits par f. 
En effet, <)f(if) est évidemment saturé par induction dans 

36(if) ; l'application: f - > / > identifie H u n sous-groupoïde 
de 3/(36), encore noté if; qui est stable pour la pseudomulti
plication puisque : 

(gfV = (g*) ( D , si f*S et ge!f. 
DÉFINITION 1. — Soit <f un groupoîde sous-préinductif; 

on appelle sous-classe faiblement complète, ou complexe, de if 
une sous-classe de if saturée par induction dans if et compatible. 



GROUPOÏDES SOUS-INDUCTIFS 35 
THÉORÈME 3. — Soit if un groupoïde sous-prélocal. L a 

classe des complexes de if est un sous-groupoïde if' saturé de 
3f(if) sur lequel les relations < et <C induisent la même relation 
d'ordre, définie par: 

F ' < F si, et seulement si, F' c F. 
if' est la composante inductive de if dans 3j-(if) et admet 
pour base. De plus if' est un groupoïde local. l 

Démonstration. — Pour tout f^if, soit f> le complexe 
des éléments induits par f. Soient F e if' et F' e Sf(if) ; la 
relation F ' < F entraîne: F' = Fa(F') c F, d'où F' < F; 
comme f'e = (f'e)oL(f) e Fa(F') = F', où f e F' et e<a(f), 
F' est un complexe; ainsi if' est saturé par induction dans 
m -
— Soit F'm'0' et F'cF; on a F'cFa(F'); si f e F et 

si feF', la relation f*(f') = f n f entraîne fu(f)eF', 
puisque F' est saturé par induction, d'où F' < F. Par suite 
les relations < et < induisent sur la même relation, à 
savoir : F' c F ; de plus 'é' est un groupoïde inductif, dans 
lequel l'intersection d'une classe A de complexes est la classe 2 
intersection des G s A. 
— Soit F s 3/£f) et a(F) s & ; puisque : 

fe = f(*(f)e) e Fa(F) = F, 
où f e F et e<Coi(f), F est un complexe. D o n c if est un sous-
groupoïde saturé de 3/(tf). 
— Pour tout F e if et tout f e F, le complexe f> est contenu 

dans F et F est un majorant de la classe F > des f> e if\ où 
/ e F ; soit K un autre majorant de F > dans 3j(if) ; des rela
tions : f> = Ka(/*)>, il résulte F = Ka(F) < K, et F est l'agrégat 
de la classe F > . D o n c if est une base de if'. 
— Soit A une sous-classe de if'0 admettant un sous-agrégat E' 

dans 3j(if) ; tout complexe E e A est contenu dans la classe 
des éléments induits des éléments de E'; par suite la classe E " 
réunion des classes E e A est compatible et c'est un complexe, 
qui est l'agrégat de A dans if'. Des relations E = E'E c E'E", 
on déduit E " c E'E"; par ailleurs E'E" c E", puisque E " est 
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saturé par induction; donc E " = E ' E " et E " < E ' ; par 
conséquent E ' = E". comme 3' est saturé dans 3/8), ceci 
entraîne que if est la composante inductive de if dans 3/3). 
Enfin si B e 3!0, on a : 
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et l'axiome (D) est vérifié dans if'. 
Remarque. -— Soient f et g deux éléments de ;) admettant h 

pour sous-agrégat dans if: alors /' et g sont compatibles; 
dans 3' les complexes f'' el g> ont pour agrégat la classe réunion 
de f> et g> ; cette classe est différente de la classe A>. 
THÉORÈME 4. — Soit 3 un groupoïde sous-prélocal: le 

groupoïde <l>'(3) des atlas complets propres de 3 (proposition 
9-3) est un groupoïde sous-préinductif lorsqu'il est muni 
de la relation : 

F' < F si, et seulement si, F' = FyjY') = fi(F7)F. 
Démonstration. — Pour tout F e .-{/(if), nous désignerons 

par Fx une base de F saturée par induction dans F et telle que 
s^Fi) et ̂ (Fx) soient des classes compatibles; si F' < F, on 
choisira pour F[ la classe des éléments induits des éléments 
de F1 sur a(F'), c'est-à-dire F1a(F/). 
— On a : F = ¥â{F) = p(F)F ; si F' < F et F < F', on trouve : 

F' = Fa(Fy) = F ^ ^ F ^ ) = FÎ"i"(Fi)a(F^ = F'a(F)~ = F; 
si F' < F et F" < F', les relations : 
F^ln = Fa(F'a(F"ïi) = F(a(F>(F")) 

- F1a(F0a(FT) = F^F77] - F" 
et, de même : (3(F")F = F", entraînent F" < F. Ainsi la rela
tion <C est une relation d'ordre. 
— Supposons F < T, où F est un sous-pseudogroupe propre 

de 3; comme 
F = T*(F) et a(F) c ô(T)a(F) c Ï^(F) = F, 

il résulte de la proposition 10-3 que l'on a: 5 ( F ) c F c â ( F ) ; 
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de même j3(F) c F et â(F)cFc5(F); d'où F = â(F) est un sous-pseudogroupe propre. 
— Supposons F' < F ; puisque : 

S(F') = F'-1. F = F ^ F p T = FÎ^FT 
= Fr^F^F^ = o^oTF7) = ^j^F\i. 

on trouve ô(F') < â(F) ; de même î(F') < 5(F). 
— Supposons H<<â(F) et montrons que FH est un atlas 

complet tel que FH < F et â(FH) = H. En effet, on a : 
a(FH) c i(F)a(H) c a(Fx) (^FO^H^) 

= ^ ( F > ( ^ ï ^ - ^ ( F > ( H Ô = H 
et 
((FH)H)~1((FH)H")' = H^TF^iHiH^ 

= H ^ F J H L = ^ { H ^ ^ ^ - H , 

de sorte que, d'après le corollaire 1 de la proposition 8-3. 
(FH)H = ÎP\h7HI = FH 

est un atlas complet pour lequel â(FH) = H. De plus, Comme 
FÏÎ = F^FO^HÔ = Fo(H) = Fo(FH) ; 

FH - Fo(H) c p(FÎÏ)F 
et 

p T p c F J r W ^ = ïyV(F\) = F\Hx - FH, 
on obtient : FH < F. 
— Supposons G o F et G ' o F ; définis dans Jfe'(îf), G' < G et 

F' <C F. N o u s avons déjà démontré (proposition 9-3) que 
G.F — GF. comme la classe E, intersection de a(Gx) et de 
(3(FA) où Fx et G1 sont des bases propres saturées par induction 
de F et G, est une base de a(G), les classes EFX et GXE sont 
aussi des bases de F et G; c'est de telles bases que nous nous 
servirons dans la suite de la démonstration. Les relations : 
G ' o F ' = "(Ga(G')).(P(F')F) = G1K(G;)j3(F^)F^ 

= G,F' = G1F1a(Fi) = (GoF)a(F') 
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et, pour la même raison, G' o F' = (î(G') (G o F) entraînent 
G ' o F' < G o F. Inversement, soit K < G G F; d'après ce qui 
précède, on a : â(K) <C #(F), 

F' = F a ( K ) = F a ( K ) < F; G' - Gft(F') < G; 
fe(F') = S(G') 

et G' o F' < G o F; par ailleurs : 
G' o F' = (G6(Fi))FÏ = G F ' = GJ&(KJ = • ( G o F ) a ( K ) = K. 
D o n c l'axiome (I) est vérifié dans 

— Supposons H ' <C V et H " < où T est un sous-pseudo
groupe propre de if. Posons : H = V ^ R ^ o c Ç H l ) , où F1? Hi 
et H1 sont des bases telles que la classe réunion de «(Tx), 
a(Hi) et a(Hi') soit compatible. On trouve : 
H-1 - ^ H Ï M H O r x = a(H")H' - a ( H O M H Ï ) 

= ÏÏ^H7) - ï\a(HI)a?H0 - H 
et 
H H = i ( H p ^ - a [ H l ) 7 a ] ^ - a(HI)a(H;)H; = H . 
Par suite H est un sous-pseudogroupe. Des conditions : 
Ï F ^ H ) - i > ( H Ô ^ - r ^ Ô " a ( H Q a ( H ; ) a ( r ô 

= ria(Hi)a(HÏ) = H 
et, de même, H " a ( H ) = H , on déduit H < H ' et H < H". 
Si K est un autre minorant de H ' et de H", on a : 

K = H'a(K) = H;a(HÏ)a(K7) - H a ( K ) , 
où Kx désigne une base de K telle que la classe réunion de a(Kx) 
et de a(I\) soit compatible, d'où K < H . Par conséquent 
H = H ' n H " dans Jb'(tf). et À/(if) est un groupoîde sous-
préinductif. 

C O R O L L A I R E . — La sous-classe 3 (if) de Jk'(if) formée des 
sous-classes inductives de if admettant une base compatible 
est un sous-groupoïde plein saturé par induction de Jb'(^). 
En effet, on a F e 3(if) si, et seulement si, F est un atlas 

complet propre tel que â(F) et b(F) soient resp. les sous-classes 
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inductives de if engendrées par a(F) et (î(F). Par suite la 
classe des unités de 3(if) est la classe des sous-classes inductives 
de if admettant pour base une sous-classe compatible de if0 ; 
elle est saturée par induction dans AS (if), puisque F' < E, 
où E e 3(if)0, entraîne que F' admet la classe Ea(Fi) c tf0 
pour base. 

THÉORÈME 5. — Soit ;) un groupoîde sous-prélocal; le 
groupoîde A (if) des atlas complets de if (proposition 9-3) 
est un groupoîde sous-inductif lorsqu'il est m u n i de la relation: 

F' < F si, et seulement si, F' c F 
et F' = FofF7) = p(F')F. 

Démonstration. — Montrons que la relation F' <% F est 
équivalente à 

F' c F et F' = Fa(F') = $(F')F, 
c'est-à-dire F' < F dans 96((J) (théorème 3). En effet, soient 
F e A(if) et F'*A(if). Si F ' < F, on a F' c Fa(F') c F', d'où 
F' = Fa(F') ; de même F' = |3(F')F. Inversement, si F' c F 
et F' = Fa(F') = p(F')F, on a : 

F' = F = F W ) = p(F')F. 
11 en résulte que la relation <4 est une relation d'ordre, que, si 
F' <C F, on a aussi : 

F' = F.a(F') = p(F').F 
et qu'un élément F de A(if) est majoré par un pseudogroupe V 
si, et seulement si, F est une composante inductive de F. 
Par suite toute sous-classe majorée A de A(if)0 admet pour l 
intersection dans A (if') la classe intersection des H e A. Si 
F' < F dans A(if), on a a(F') < a(F) dans K(if), donc 
â(F')câ(F) et â(F') = a(F)a(F'), d'où 

â(F') = a ^ ^ ^ F 7 ) ) < â(F). 
De même 5(F') < ï(F). 
— Soit H < â ( F ) ; puisque H est saturé par induction dans 

â(F), on a : 
H a ( F ) c H, d'où F H c (Fa(H)).(a(F)H) c F. H ; 
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on en déduit : 

F H = F . H ; p ( F H ) ( F . H ) c p ( F ) ( F . H ) c F H = F . H ; 
(F. H)-1. (F. H ) = H . F - 1 . F . H = H . a ( F ) . H c H , 

d'où: 
(FH)-1(FH) = H et ( F H ) ((FH-1). (FH)) 

c (F. H ) H c F ( H H ) = F H . 
Ainsi les conditions d u corollaire 2 de la proposition 8-3 
sont vérifiées et F . H est atlas complet tel que â ( F H ) = H ; 
de plus on trouve : 

F a ( H ) c F H = F;(S(F).a(H))cFa(H) = F a ( F H ) ; 
F H = F a ( H ) c p ( F H ) F 

et 
(3(FH)Fc ( ( F . H ) . ( F . H ) - 1 ) F = ( F . H . F - 1 ) F c F . ( H a ( F ) ) = F.H, 
donc 

F H = p ( F H ) F = F a ( F H ) et FH < F dans Jb(tf). 
— Soit G e À>[if), 5(G) = î(F); l'atlas complet G o F admet 

G F = (Gp(F)).(a(G)F) = G . F 
pour base; soient G' < G, F' < F et â(G') = î(F') ; on obtient : 

G'. F' c (G. F)a(G'.F') c (G.F)a(F') 
et 

(G.F)a(F')cG(Fa(F')) = G F ' c (Gp(F'))F' 
(Ga(G'))F' = G'F', 

c'est-à-dire G ' o F ' = (GoF)a(F'); de même 
G ' o F ' = {3(G') ( G o F), d'où G ' o F ' < G o F. 

Inversement si K <C G o F on a, à l'aide d'un raisonnement 
analogue à celui utilisé dans le théorème 3, 

F' = F a ( K ) = F.a(K) < F; 
G' = Gè(F') <C G et G ' o F ' < G o F. 
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Enfin: 

G'oF' = (G.p(FO).(FTi(K)) - (GoF).a(K)" = K. 
Par conséquent À>(if) est un groupoïde sous-inductif. 
COROLLAIRE 1. — Jb(^) admet Jfo'(tf) comme sous-groupoïde 

saturé par induction; muni de la relation J() est un 
groupoïde sous-inductif que nous désignerons par A(A). 
THÉORÈME 6. — (corollaire d u théorème 4) m u n i de la 

relation <C es£ un groupoïde inductif que nous noterons 
Démonstration. — 3(£f) est saturé par induction dans */b(tf), 

donc est un groupoïde sous-inductif. Il suffit de montrer qu'il 
est préinductif, car il en résultera qu'il est inductif. Soient 
F' e et F e 3(if). Supposons F' c F saturé par induction 
dans F; on a F'cFa(F'); soit Fx une base de F formée par 
une sous-classe compatible saturée par induction dans F; 
la classe Fi intersection de F' et de Fx est une base de F'; 
si f e F{ et /*€= F1? on a : 

M n = fnf' = m f < r , 
d'où f<t[f') e F' et Fa(F') = Fxa(F0 c F' ; par suite F' = Fa(F') ; 
de même F' = p(F')F et F' < F. — Supposons F" s 3(è) et l 
montrons que F' et F" admettent pour intersection dans 3(lJ) 
la classe G des g tels que g s F', g s F" et ga(F') = ga(F"). 
Soient f e F', g s G et f < g; la relation 

f = 8«f')) e g«(F") c F" 
entraîne : 

f a(F') c g(a(/>(F')) c ga(F') = ga(F") c F", 
d'où: 

f'a(F')cfa(f«(F'))cf'a(F")c/'a(F') 
et f s G. Soit B une sous-classe de G admettant un sous-agrégat 
b: comme bvJf) s (Ba(f)) c F", on a : 

b*(f) = b*(b*{f')) e 6a(F"), 
donc 5 e G. Soient Fi et F^ des bases compatibles de F' et F", 
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saturées par induction resp. dans F' et dans F". Si g e G, 
il existe A ' c Fi et A " c F* telles que g A A"; 
on en déduit g A, où A est la classe des f n où f e A' 
et /" e A". Ainsi G adm e t pour base la classe Gx des éléments 
f n où f'e F[ et f" e Fï, qui est compatible en vertu de la 
proposition 11-2; donc G e 3(if) et, G étant saturé par induction 
dans F' et F", on a G < F' et G < F". Si K est un minorant 
de F' et F", on a, puisque K == F'a(K) = F ' . a ( K ) c F " : 

Ka(F') = (F\a(K))a(F')cF'a(K) = K c F " ; 
il en résulte, si k e K, f e F' et si kcc(f') est défini: 

/ca(f) = /ca(k(f))6k(Fv); 
de même /ea(F") c /ca(F'), et par suite K c G et K c ' G a ( K ) ; 
de plus : 

G a ( K ) c F'a(K) = K, d'où K = G a ( K ) . 
On en déduit que K < G et que G est l'intersection de F' 
et de F" dans le groupoïde inductif 3(if). 
DÉFINITION 2. — Soit «ib une classe sous-préinductive: 

on appelle paratopologie de Jb ou sur a e Jb une sous-classe 
inductive faible de Jb admettant a pour plus grand élément. 
THÉORÈME 7. — Soit la classe des paratopologies sur 

un groupoïde sous-prélocal if; alors est un sous-groupoïde 
sous-préinductif saturé de 3/if) et de 3f(if). Si if est sous-local, 

est un groupoïde sous-inductif pour la relation et if 
^ en est un sous-pseudogroupe faible saturé par induction. 

Démonstration. — Soit T une paratopologie sur t̂ if; 
alors a(T) et (3(T) sont des paratopologies sur a(t) et sur $(t) 
et T s'identifie au triplet (p(T), t, a(T)). Montrons que ̂(if) 
est un sous-groupoïde saturé de 3f(if) ; soit F e 3/if) tel que 
a (F) soit une paratopologie sur e; il existe feF tel que 
a(f) = e. Si f" s F, on a a ( f ) < e, d'où f" = f *(/") = f" n f< f 
et F est une paratopologie ({3(F), f, a(F)) sur f. Soient T ' et T " 
deux paratopologies sur t' et f resp. majorées par T dans 
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3j(if) ; alors T' n T" est une paratopologie sur tf n t", puisque 
T' n T" = Ta(T')a(T") d'après le théorème 1, et que Ta(T)a(T"). 
contient : 

toL(t')oL(t") = foi(tff) = t' n f. 
Pour toute paratopologie E sur e telle que E < a(T) (resp. 
E <C a(T)), TE est une paratopologie sur te. Ainsi ©(tf) est 
un sous-groupoïde sous-préinductif de ̂ (tf) (resp. de J/tf)). 
— Supposons tf sous-local; soit A une classe de paratopo- l 

logies T' sur t' majorée par T dans 3/(tf); la classe des éléments 
tr admet un ^-agrégat £"eT; soit T" la classe des éléments 
/"e T tels que f <C t"\ T" est une paratopologie sur t"\ comme : 
T' c T"a(T') c Ta(T') = T', et de même V - (3(T')T", 
T" majore T'e A. Soit M < T une paratopologie sur m, 
majorant A ; on a T' < M , d'où tf <C m < t et f <C m. Par 
suite : 

T" = *"a(T") = ma(T") c Ma(T") ; 
inversement, si T", on a ma(f) = /a(m) = f e T", de sorte 
que Ma(T") = T"; de même T" - (3(T")M, c'est-à-dire T" < M . 
Ainsi T" est le T-agrégat de A dans S(tf) et fë(tf) est un groupoîde sous-inductif. 

— tf s'identifie à un sous-groupoïde de S(tf), en identifiant 
jf e tf avec le complexe f>. Si T <C /*, T est saturé par induction 
dans jP, donc T = et Te tf. Par suite tf est saturé par 
induction dans S(tf). 
Remarque. — L a congrégation d'une sous-classe de t5(tf) 

dans ©(tf) n'est généralement pas la même que sa congréga
tion dans 3y{tf). 

5. COMPLÉTION DES GROUPOÎDES PRÉLOCAUX 
N o u s allons considérer plus particulièrement dans ce § 

le cas où tf est un groupoîde prélocal. Alors «V(tf) = Jb(tf) 
et le sous-groupoïde 3(if) de Jb(tf) (corollaire d u théorème 4-4) 
est la classe de toutes les sous-classes inductives compatibles 
de tf. 
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THÉORÈME 1. — Si if est un groupoïde prélocal, 3(if) est 

un groupoïde inductif (pour la relation < ) . 
Démonstration. — D'après le corollaire d u théorème 4-4, 

3(if) est un sous-groupoïde saturé par induction de Â>(if), 
donc un groupoïde sous-inductif pour l'ordre induit. N o u s 
allons montrer que c'est aussi un groupoïde préinduetif, 
d'où résultera qu'il est inductif. Pour que l'on ait : F' < F 
dans 3(if), il faut et il suffit que F' — Fa(F') ; en effet cette 
condition est nécessaire; si elle est vérifiée, F' est contenu 
dans la sous-classe inductive saturée par induction engendrée 
par F; par suite deux éléments f e F etf e F' sont compatibles, 
c'est-à-dire : 

d'où (3(F')F = F' et F' < F. Soient F et G deux éléments 
de 3(if), H la classe des f n g, où f e F et g e G; montrons que H 
est l'intersection de F et G dans 3{if). comme H est contenu 
dans la classe saturée par induction déduite de F, c'est une 
classe compatible, et H est base d'une sous-classe inductive H ; 
pour tout h e H on a : 

Inversement, si f e F et h e H, on trouve : h — f n g et 

D o n c H = Fa ( H ) et H < F; de même H < G. Soit K un minorant de F et G dans 3(if) ; alors K admet pour base la 
classe des éléments : 

où /ce K et kf €=K; 
puisque kx = (f n g)^/^), on a K c H a ( K ) ; par ailleurs : 

d'où tfa(K)c_K. On en déduit K - H a ( K ) et K < H . Ceci 
prouve que H est l'intersection de F et G dans 3(tf) et que 
3(if) est un groupoïde inductif. 
COROLLAIRE. — if s'identifie à un sous-groupoïde de 3(if) 

stable pour la pseudomultiplication. Si if est local, if s'identifie 
à un sous-pseudogroupe faible de 3(if), saturé par induction. 
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Démonstration. — L'application : f~>f>, où /"e if, identifie 3 

à une sous-classe de 3(3), que nous noterons encore if. Des 
relations : 

on déduit que if est un sous-groupoïde de 3(3), stable pour 
la pseudomultiplication. — Supposons if local; si F e 3(3) et 
F <C f>, comme on a F = (jP^F), F est saturé par induction 
dans if et F est majoré par f dans if. D o n c F admet un agrégat 
dans if et F = (UF)>. Ainsi if est saturé par induction dans 
3(tf). 
Remarque. — U n e démonstration analogue à celle du théo

rème 1 montre que, si if est un groupoïde prélocal, alors 
3/(if) (corollaire 2, théorème 2-4) est un groupoïde inductif. 
DÉFINITION 1. — Soit if' un groupoïde préinduetif : on appelle 

sous-classe complète de if une sous-classe inductive de if: qui 
est compatible et saturée par induction. 

Si F est une sous-classe compatible de if, alors l'intersec
tion des sous-classes complètes qui contiennent F est appelée 
sous-classe complète engendrée par F dans if. 
PROPOSITION 1. — Soit if un groupoïde prélocal; la sous-

classe complète engendrée par une sous-classe compatible F 
de 3 est la sous-classe inductive F' engendrée dans if par la 
classe F1 des éléments induits des éléments de F, et F' admet Fx 
pour base. 
En effet, d'après le corollaire 2 de la proposition 12-2, [2] 

la sous-classe inductive F' engendrée par F1 est saturée par 
induction. D'après les propositions 13-2, [2] et 11-2, Fx et F' 
sont compatibles, donc F' est la sous-classe complète engendrée 
par F. 
COROLLAIRE. — Si F est saturée par induction, la sous-classe 

complète engendrée par F dans if est identique à la sous-classe 
inductive engendrée par F dans if. 
PROPOSITION 2. — Soit if un groupoïde prélocal: la 

sous-classe if du groupoïde inductif 3 (if) (théorème 1) 
formée par les sous-classes complètes de if est un sous-pseudo
groupe faible de 3(if) saturé par induction et admettant if 
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pour base. De plus 8 est un groupoïde local pour Vordre induit 
par 3(8). 
Démonstration. — Si F et G sont des sous-classes complètes 

de 8, les sous-classes â(F), [3(F), F-1 et GF sont saturées par 
induction, donc appartiennent k if, et if est un sous-grou
poïde de 3(8) stable pour la pseudomultiplieation et contenant 
if. Soit H un élément de 3(3) qui est majoré par un élément F 
de if; puisque H = Fa ( H ) , la classe H admet pour base la 
classe des éléments f<z(h), où /e F et h e H ; cette base étant 
saturée par induction, H est aussi saturé par induction d'après 
le corollaire 3 de la proposition 12-2, I [2], donc H e l f et if 
est saturé par induction dans 3(8). Il en résulte que if est un sous-pseudogroupe faible de 3(8). Soient F e if et G e ï ; si 
F = Ga(F), F admet pour base la classe des éléments g*(f), 
où g e G et /"e F; comme G est saturé par induction, gx(f) e G 
et F est une sous-classe de G. Inversement si F est une sous-
classe de G, on a F c Ga(F) ; pour tout g e G et/eF la relation : 
g&(f) = g n /"e F entraîne Ga(F) c F. D o n c la relation d'ordre 
dans if est équivalente à la relation : 

F < G si, et seulement si, F est une sous-classe de G. 
— L'agrégat d'une sous-classe A de if majorée est la sous-

classe inductive engendrée par la classe des f tels que f e F et 
F e A. Par conséquent tout élément G de if est l'agrégat dans if 
de la sous-classe de if formée des g e G et if est une base de if. 
Enfin, si B est une sous-classe de 1 et E e if«< les classes ( U B ) E 
et (E'E) admettent pour base la classe des éléments e e, où 
é / e E ' et e e E , d'où(UB)E (E'E) ; par suite l'axiome (D) 
est vérifié. 
COROLLAIRE. — 3(8) est une extension inessentielle (cr; 3(8)) 

de if, où (j est un fondeur de 3(8) vers if compatible avec la 
pseudomultiplication et Vintersection; if est un groupoïde 
quotient de 3(8) (définitions 5-1, III [1] et 10-2, I [1]). 
En effet, soit cr l'application qui associe à F e 3(8) la sous-

classe complète F engendrée par F dans if. Si G ̂ 3(8), les 
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classes cr(GF) et cr(G)cr(F) admettent pour base la classe 
des éléments e'gfe, où e e 80, e e 80, g e G et / e F ; donc 
o-(GF) = cr(G)cr(F). La classe cr(G n F) admet pour base la 
classe des éléments (g n f)e et la classe ar(G) n cr(F) admet pour 
base la classe des éléments 

d'où 
L'injection canonique i de 8 dans 3(8) est un foncteur 
section relativement à cr (définition 2-2, I [1]) et 8 est un groupoïde quotient de 3(8) d'après la proposition 10-1, I [1]. 

DÉFINITION 2. — un groupoïde inductif 8 est dit (^relative
ment^) complet si toute sous-classe complète F de 8 (telle que 
Ua(F) et U(3(F) existent*) admet un agrégat dans 8. 
un sous-pseudogroupe d'un groupoïde inductif £relative-

m e n t ^ complet est un groupoïde ^relativement^ complet pour 
la structure d'ordre induite, mais un sous-pseudogroupe 
faible peut ne pas être ^relativement^ complet. 
Remarques. — 1) Soit 8r un sous-pseudogroupe faible 

d u pseudogroupe 8 tel que 8' contienne l'agrégat de toute 
sous-classe F de 8' majorée dans 8 et telle que a(F) et 3(F'< 
soient majorés dans 8'0. Cette condition peut être vérifiée 
sans que 8' soit un sous-pseudogroupe de 8. 
2) Soit 8' un sous-pseudogroupe faible de 8 tel que toute 

classe compatible F de 8' pour laquelle a(F) est majoré 
dans 8Q admette un agrégat dans 8] ceci peut arriver sans 
que 8 ni 8' ne soient relativement complets. 
THÉORÈME 2 (de completion). — Soit 8 un groupoïde prélocal. 

Le groupoïde local 8 (proposition 2) est complet et caractérisé 
à une équivalence près par la condition (C) suivante (6) : 

(C) Si S est un groupoïde local complet dont 8 est une base, 
Vinjection canonique de 8 dans S étant compatible avec Vagréga
tion, il existe un foncteur T. de 8 sur E dont la restriction à 8 est 
Videntité et qui est compatible avec Vagrégation. 
Démonstration. — Soit B une sous-classe compatible de 8 ; 

la classe des f e 8 tels que f e F, F e B est compatible dans 8 
l (6) Pour une caraetérisation plus canonique de if, voir [3]. 
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et la sous-classe complète qu'elle engendre dans if est l'agrégat 
de B dans if; donc if est complet. Montrons que if est carac
térisé par la condition (C). En effet, soit Fetf; la sous-classe 
complète F de ï est une sous-classe compatible dans 2, car : 
Soient f et g deux éléments de F; désignons par f n g et 
leurs intersections dans if et S respectivement. On a 

Puisque if est une base de S, il existe une sous-classe H de 
de if telle que H ; pour tout h e H, on a h <C f et 
h < g , d'où h < / n g et H<if n g; il en résulte/*n g 
D o n c la classe F a d m e t - u n agrégat dans S; soit TZ l'application 
qui associe à Fell' l'agrégat F de la sous-classe F dans S. 
Soit A une sous-classe de if majorée; alors U A est la classe 
complète A' engendrée dans if par la classe A " des éléments f 
tels que f e F et F G A. On a : 

Puisque 7i(F) F, on trouve : 

1 D o n c TU est compatible avec l'agrégation. — Soit if un grou
poïde local vérifiant la condition (C) ; il existe aussi un foncteur 
TJ de if sur if compatible avec l'agrégation et se réduisant à 
l'identité sur if, Soit 7'e <T; on a: f F, où F est une 
sous-classe de if. Par hypothèse : 

et 
de même TU'IT = identité ; donc TC' = TU"1 et TC est une équiva
lence de ~ïf sur r. 
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COROLLAIRE. — Il existe un foncteur section 9 relativement 

à TU et 2 est un groupoïde quotient de if. 
Démonstration. — Soit f e 2 et soit F' la sous-classe de if 

formée des éléments f tels que f<Zf dans 2. On a f F'. 
L a sous-classe F est une sous-classe inductive de if saturée 
par induction; puisque F' est majorée dans 2, elle est compa
tible dans 2. A fortiori elle est aussi compatible dans if. 
D o n c F' est une sous-classe complète de if. Soit 9 l'application 
qui associe F' e if à f e 2. Soient f e 2, g e 2 et g .f défini; 
posons G' = <p(g,)« G'oF' est défini et G'oF' c f(g'f') ; un élément de if majoré dans 2 par g'.f est de la forme g.f; par 
conséquent G'.F' = ®(g'.f) et 9 est un foncteur de 2 vers if. 

De plus pour tout f e S , on a : ic(<p(/")) = TU(F') F ' = f , 
ce qui montre que 9 est un foncteur section relativement 
à TU et, d'après la proposition 10-1, I [1], que 2 est un grou
poïde quotient de if. R e m a r q u o n s que 9 est compatible 
avec l'ordre dans 2 et if mais non avec l'agrégation. 

THÉORÈME 3. — Soit if un groupoïde prélocal et soit if le 
sous-pseudogroupe faible de if engendré par if dans le pseudo-
groupe if du théorème 2; alors if est un groupoïde local carac
térisé à une équivalence près par la condition (C) suivante : 
(C) Si S est un groupoïde local contenant if et tel que le 

sous-pseudogroupe faible engendré par if dans 2 soit h, Vinjec
tion canonique de if dans 2 étant compatible avec Vagrégation, alors 

V v 
il existe un foncteur de if sur 2 dont la restrictionà if est 
Videntité et tel que, pour toute sous-classe B de if admettant un 
agrégat dans if, on ait: UB)=UTU(B). l 

Démonstration. — if est le sous-groupoïde de if formé 
des sous-classes complètes de if majorées dans if. Soit 2 

V 
un groupoïde local vérifiant (C) et soit 2 le groupoïde obtenu 
par complétion de 2; d'après le théorème 2, 2 contient 2 
comme sous-pseudogroupe faible et il existe un foncteur TU 
de if sur 2. Soit TU la restriction de TU à if; si F e if, alors TU(F) 
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est l'agrégat dans 2 de la sous-classe F de tf majorée par /*e tf, 
donc appartient au sous-pseudogroupe faible 2 de 2 et Tc(tf) c 2. 
L a fin de la démonstration d u théorème 2 et celle de son corol
laire s'appliquent en remplaçant TC par TC, 2 par Ë et tf par tf. 
Par suite : 
COROLLAIRE 1. — Si if est un groupoîde local, alors tf 

s'identifie à if. 
COROLLAIRE 2. — Il existe un foncteur ç section relativement 

à TC et Ë est un groupoîde quotient de tf. 
THÉORÈME 4. — Soit if un groupoîde local et soit tf le 

sous-groupoïde plein de if ayant tf0 comme classe des unités; 
alors if est un groupoîde local relativement complet caractérisé à 
une équivalence près par la condition (C) suivante : 

(C) Si 2 est un groupoîde local relativement complet conte
nant if comme hase et tel que 20 soit identique à tf0, alors il 
existe un foncteur TC de tf sur L /a restriction à tf estf Viden
tité et qui est compatible avec l'agrégation. 
Démonstration. — S étant saturé par induction est un sous-

pseudogroupe faible de tf. Si A est une sous-classe compatible 
de tf dont les classes d'unités à droite et à gauche sont majorées 
dans tf0 — tf0, alors la sous-classe complète A engendrée 
par la classe A des éléments f de tf tels que fe F et FeA 
est telle que a(A) et fi (A) soient des sous-classes majorées 
dans tf0; donc a(A) e tf0, (i(A)etf0, A appartient à tf et 
l'agrégat de À dans tf est A. Ainsi tf est un groupoîde local 
relativement complet. Si S est un groupoîde relativement 
complet contenant tf comme base et tel que 20 soit égal à tf0, 
on peut compléter S en un groupoîde local complet 2 et fc est 
la restriction à tf du foncteur TC de tf sur 2; on a Tc(tf) = È. 
La démonstration se termine comme celle d u théorème 2. 
COROLLAIRE 1. — Si if est complet, on a tf = tf. 
COROLLAIRE 2. — Il existe un foncteur 9 section relativement /\ a. 

à TC et 2 est un groupoîde quotient de if. 

1 

2+ 
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PROPOSITION 3. — Soit tf un groupoîde local et soit tf la 

composante de tf dans tf; alors tf est un élargissement de tf 
et un sous-pseudogroupe faible de tf saturé par induction; 
de plus toute sous-classe compatible F de tf telle que a(F) ou 
P(F) admette un agrégat dans tf admet un agrégat dans tf. 

Démonstration. — tf est le sous-groupoîde de tf engendré 
par la classe des éléments F de tf tels que a(F) appartienne 
à tf0. Alors tf0 est formé des sous-classes complètes E ' de tf0 
telles qu'il existe F' e= tf avecâ(F') e tf0 et fï(F') = E'. Pour tout 
E d 0 , on a | ( Ë F ) - E p ( F ) = Ë Ë ' et â(ËF') < S(F'), d'où 
à(EF')6Îf0) ËF'estf et ËË'etf0. Ainsi tf0 est saturé par 
induction. Puisque tf est plein dans tf, il est saturé par induc
tion dans tf. D o n c tf est un sous-pseudogroupe faible de tf 
contenant tf comme sous-pseudogroupe faible. Toute sous-
classe compatible F de tf telle que a(F) ou (3(F) admette 
un agrégat dans tf0 admet F e tf comme agrégat, où F est la 
sous-classe complète de tf engendrée par F. 

DÉFINITION 3. — U n e sous-classe complète F d ' u n groupoîde 
local tf est dite réductible s'il existe deux sous-classes complètes 
F1 et F2 strictement contenues dans F et dont l'agrégat dans tf est F. 
U n e classe qui n'est pas réductible est dite irréductible. 

Pour qu'une sous-classe F de tf soit irréductible, il faut et il 
suffit que, quelles que soient les deux sous-classes complètes 
F1 et F2 strictement contenues dans F, la sous-classe complète 
engendrée par la classe réunion de F1 et F2 soit strictement 
contenue dans F. 

PROPOSITION 4. — Soit tf un groupoîde local. La classe des 
sous-classes complètes irréductibles de tf forme un sous-grou-

o — 
poïde tf plein saturé de tf. 

Démonstration. — Soit F une sous-classe irréductible de tf 
et soient Ex et E2 deux sous-classes complètes strictement 
contenues dans a(F). Soit F1 = FEX la sous-classe de F ayant 
pour éléments les f tels que a(f) e= Ex ; cette sous-classe est 
une sous-classe complète de F; en effet, Fx est saturé par induc
tion; d'autre part, si F' est une sous-classe de F1 admettant 
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un agrégat, on a a(UF') = Ua(F') e E1? d'où U F ' e Fx. 
De même la sous-classe F2 = F E 2 est une sous-classe complète. 
Supposons que l'on ait Ex u E2 — a(F). Alors pour tout feF 
on a ot(f) = (UEi) u (UEg), où Ei et Eg sont des sous-classes de 
Ex et E2 respectivement. C'est-à-dire a(f) = et u e2, où 
et — U E- e Ei5 i = 1, 2. D o n c f — u fe2 et par suite 
F = • Fx u F2 dans tf, ce qui est contraire à l'irréductibilité 
de F. Ainsi a(F) et ]?(F) sont irréductibles. Inversement si F 
est réductible, il existe deux sous-classes complètes F± et F2 
strictement contenues dans F et telles que, dans tf, on ait 
F1 u F2 = F; comme (̂Ft) u a(F2) = ~â(F) et comme â(Fx) et 
a(F2) sont strictement contenues dans â(F), la classe a (F) 
est réductible. D o n c tf est un sous-groupoïde plein saturé 
dans tf. 

° 
Remarques. — 1) Pour que fetf appartienne à tf, il faut 

et il suffit que la sous-classe soit irréductible ; puisque toute 
sous-classe complète contenue dans f> appartient à tf, f> est 
réductible si, et seulement si, f est l'agrégat d'un ensemble 

1 fini d'éléments de tf. 
o 

2) En général tf n'est pas un sous-pseudogroupe faible de tf, 
car la sous-classe complète engendrée par une réunion de 
sous-classes irréductibles contenues dans une classe irréduc
tible n'est pas toujours irréductible. 

3) La considération des classes irréductibles conduit à une 
théorie de la complétion des groupoîdes inductifs analogue 
à la théorie des « bouts » dans les espaces topologiques. 

6. GROUPOIDE DES FILTRES 
Soit Ao une classe sous-préinductive. 
DÉFINITION 1. — On appelle base de filtre sur ,k une sous-

classe non vide B de À> telle que, pour tout b & B et tout b' e B, 
il existe b" e B satisfaisant à: b" <i b et b" <C b'. 
On appelle filtre sur A> une sous-classe F de A) qui esf une base 

de filtre et qui, pour tout / e F, contient tout majorant de f dans Jta. 
Si un filtre sur Jh contient le 0 de Jfe, il contient tout élément 

de «l>; ce filtre sera appelé filtre trivial de <k. 
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Soit F un filtre sur Jb; soient f s F et f e F deux éléments 

tels que f n f soit défini ; comme il existe f" e F tel que /" < f et 
f/f<Cf\ on a /*" < /* n f e F; par suite la classe obtenue en 
adjoignant à F le 0 de Jb, que nous désignerons par F+, est 
une sous-classe inductive de Jb. 
DÉFINITION 2. —- On appelle quasi-£base de5 filtre sur Jb 

une sous-classe de Jb contenant O et dont la classe des éléments 
différents de 0 es£ pîde ou un£e &as<3 rfg^ filtre sur A. 
PROPOSITION 1. — Soit B une Ç_quasi-̂)base de filtre sur Jb; 

Zu classe F ayant pour éléments £0 e $ ^5 majorants des éléments 
de B ([différents de CT) es£ un (_quasi-̂) filtre appelé ([quasi-*) 
filtre engendré par B dans Jb, ou (^quasi-^filtre de £quasi-5 
base B. 
PROPOSITION 2. — Soit B une quasi-base de filtre sur A 

qui est une base d'une partie sous-inductive B. Alors B est une 
quasi-base du quasi-filtre F engendré par B dans A. 
Remarque. — En général, une quasi-base de filtre n'est 

pas une base du quasi-filtre correspondant, considéré comme une sous-classe inductive de A. Si F est un quasi-filtre, alors F 
est une sous-classe inductive dont toute base est une quasi-base 
de filtre. 

PROPOSITION 3. — Soient Bh où i = 1, 2, deux quasi-bases 
de filtres sur Jb; pour que les quasi-filtres engendrés par BT 
soient identiques, il faut et il suffit que, pour tout bt e Bh il 
existe bj e Bj tel que bj <C bh j = 1, 2, j-=f=. i. 
THÉORÈME 1. — Soit 8 un groupoïde sous-préinductif; 

la sous-classe de (théorème 2-4) formée des atlas 
faibles complets qui sont des quasi-bases de filtres sur (J est 
un sous-groupoïde saturé par induction de 
Démonstration. — Soit Fe31(tf), F=^=0; soient / e F , 

f e F , f e F et f e F tels que f'Y et f^f soient définis. Il 
existe f e F, f ̂  0 tel que f < f; f < f ; f < f et f < f ; 
par suite : 

et 
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ainsi a(F) est une quasibase de filtre. — Supposons G e 3i(8), 
a(G) = b(F), et montrons que G . F est une quasibase de filtre; 
soient g e G et g'e G tels que g.f et g .f soient définis; il 
existe g e G tel que g ̂  0, g < g et g < g'; comme a(G) 
est une quasibase de filtre, il existe e s a(G) tel que e ̂ 0 , 
e < a(g") et e < p(f); donc: 

et (ge).(ef") est un minorant de g.f et de g./*'; ainsi 
G.Fe3i(tf). Il en résulte que 31(8) est un sousgroupoïde 
de 3é(8), car F"1 e 0£([f). — Soient F e 3C(tf) et F' < F dans №(&). 
Si F'" = 0, on a F ' * X ( & ) . Supposons F ' ^ = 0 ; soient f e F' 
et f[ e F' ; comme F' est saturé par induction dans F, il existe 
f e F' tel que f=£0,f<f'et f < fii de la relation : 

i 
on déduit que F' est une quasibase de filtre. Par conséquent 
3i(8) est saturé par induction dans 3€(8). 
THÉORÈME 2. — Soit 3 un groupoïde sous-prélocal. La 

sous-classe 31(8) de A>(8) (théorème 54) formée des atlas 
complets qui sont des quasi-bases de filtres sur 8 est un sous-
groupoïde saturé par induction de Jh(8). 
Démonstration. — Soit F&$>(3). D'après le théorème 1, 

a(F) est une quasibase de filtre, donc â(F) est aussi une quasi
base de filtre, en vertu de la proposition 2. Si G e 3!>(8) et 
â(G) = 5(F), comme G o F admet pour base G . F , une d é m o n s 
tration analogue à celle d u théorème 1 montre que G o F e 81>(8) ; 
par suite 8!>(8) est un sousgroupoïde de <b(8). De plus Sh(8) 
est saturé par induction dans &>(8), car F' < F dans A(3) 
entraîne F' < F dans <Ko(3), d'après le théorème 54, d'où 
F' e S!>(3) à l'aide du théorème 1. 
PROPOSITION 4. — Un quasi-filtre sur un groupoïde sous-

préinductif 8 est un atlas complet de 8. 
En effet, soit F un quasifiltre; alors F est saturé; 

si f et f" sont trois éléments de F tels que f"(f~xf) soit défini, 
il existe un fx e F , ^ 0, fx < f, fx < f et fx < f . Puisque : 
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on a r ( / " T ) e F> d'où F^(F) = F et F est un atlas complet 
de if. 
PROPOSITION 5. — Soit F un filtre sur le groupoïde sous-

préinductif if; a(F) et (3(F) sont des bases de filtres a*(F) et 
P*(F). Si G est un filtre sur if tel que a*(G) = p*(F), la classe 
G F = G . F est base d'un filtre G * F pour lequel on a : 

et 
Démonstration. — Soit F un filtre non trivial sur if (sinon 

a*(F) et p*(F) sont identiques au filtre trivial) et F + le quasi-
filtre correspondant. D'après la démonstration d u théorème 1, 
a(F+) est une quasi-base de filtre, engendrant un quasi-filtre 
dont a(F+) est aussi une quasi-base de filtre. D o n c a(F) est 
une base de filtre et le filtre a*(F) engendré par a(F) a d m e t 
aussi F'"""1 F pour base. De plus, pour tout h e= a*(F) et tout 
/ e F , il existe e es a*(F) tel que e < oc(f) et e < h; la relation 
fe <C fh entraîne fh e F, d'où Fa*(F) = F. — Supposons 
a*(G) = p*(F); soient /*<= F, f e F, g s G et g' e G tels que 
g'f et gf soient définis; il existe f" s F tel que f" •=/=. 0, f" <C 
f" < f, et g" e G tel que g" 0, g" < g et g" < g'; puisque 
a(G) est une base de filtre, il existe e e a*(G) vérifiant les 
conditions : e <C a(g") et e <C ¡3(/*")> e_t> s* G n'est pas le filtre 
trivial, e' •={=• 0. Des relations : 

et 

on déduit que GF est une base d ' u n filtre G * F; de plus on a : 
gf=gi-fi, g V < gi ete'f < flt d'où gl e G, f e F et G F = G.F . 
Enfin a*(G*F) admettant a(G.F) et a(F) pour bases, il est 
identique à a*(F). 
THÉORÈME 3. — Soit if un groupoïde sous-préinductif. 

La classe $(if) des filtres sur if est un groupoïde sous-inductif 
pour la loi de composition définie par: 
(G, F) -> G * F si, et seulement si, a*(G) = (3*(F) (prop. 5) 
et la relation d'ordre : 

F' < F si, et seulement si, F c F'. 
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Démonstration. — Soit Fe#(tf). Alors F admet a*(F) 

p*(F) pour seules unités à droite et à gauche resp. Si H * ( G * F ) 
est défini dans il est engendré par la base de filtre 
H . (G. F) d'après la proposition 5 ; comme H . (G. F) = (H. G ) . F, 
le filtre ( H * G ) * F, qui admet (H. G ) . F pour base, est identique 
à H * ( G * F ) . Ainsi la loi de composition * est associative. L a 
classe F-1 est un filtre et on a : F'1 * F = a*(F) et F * F"1 = p*(F). 
D o n c est un groupoïde. Soit H un filtre admettant une 
base E formée d'unités. Le filtre a*(H) admet a(H), et par 
suite E, pour base, d'où a*(H) — H. Ceci prouve que la classe 
des unités de est la classe des filtres admettant une base 
formée d'unités. 

•— Soit He5(lf)0; soit E une base de H formée d'unités et 
soit F ' < H ; pour tout f e F ' et tout e e E, il existe e e F' 
tel que e < e et e </"'; on en déduit e e a(F') et 
a*(F') = F' e S' Supposons H < a * ( F ) ; si / e F , /i e F, 
e e E et % e E, il existe e e E tel que e < e, e' < ex, et 
/ 2 e F tel que /*2 < /*, f < /i ; si H n'est pas trivial, il existe 
e" e E tel que e" =^0, e" << e' et e" <C -̂(/2); si fe et fxex sont 
définis, les relations : 

et 
entraînent que FE est base d'un filtre (FE)* << F. O n a 
a(FE) c a(F)E c H . Inversement soit i e H et f e F ; il existe 
e e E tel que e < A, e < cc(f) et on trouve fe e FE et a(fe) << A, 
d'où Aea*(FE)* et H c a * ( F E ) * . Ainsi a*(FE)* = H. 

— Supposons G * F et G'*F' définis, G ' < G et F' < F; 
comme G * F admet G . F c G ' . F ' pour base, G * F est contenu 
dans G'*F'. Inversement si K < G * F , posons: 

et 
d'après ce qui précède, on a G / * F / < G * F et a*(G' * F') = a*(K) ; 
montrons que G'*F' a d m e t (G.F)a(K) pour base; en effet soit 
A e G / * F / ; pour tout g . / e G . F , il existe A'€=G'*F' tel que 
h! <C g.f et h' <C h; comme a(K) est une base de a*(K), il 
existe e e a(K) avec e < a(A') et on a : 

et 
Ainsi ( G . F ) a ( K ) c K est une base de G'* F'. Par ailleurs 
G. F c K et, pour tout k e K, il existe /c'eK, /c'</cet /f'<g.f; 
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il en résulte: k' = (g./>(*') * (G.F)a(K) et (G.F)a(K) est 
aussi une base de K . D o n c K = G ' * F ' et 3<(if) vérifie l'axiome (I). 

— Soit A une classe de filtres Fh où i e I, majorée par F e 3H(if) ; 
soit M la classe des éléments où fa e Ff et où I0 est une 
sous-classe finie de I; soient i M et M . Pour 
tout feFet tout i appartenant à la classe réunion I„ de I0 et 
de Io, il existe f[ e F£ tel que f[ < fi9 f[ < f[ et f[ < f; par 
suite est défini et on a i M ; donc M est une base 
de filtre. Soit M * le filtre engendré par M ; ce filtre contient F; 
pour tout i e I et, si N est un filtre contenant tout F£, N contient 
aussi M , puisque N est saturé par intersection finie. D o n c M * 
est l'intersection de A dans $(if). R e m a r q u o n s que M * peut 
évidemment être le filtre trivial de if, lequel est l'élément 0 
de 3(if). 
COROLLAIRE. — if s 'identifie à un sous-groupoïde plein 

-4-
saturé if de $(if), saturé par intersection finie, en identifiant 
f e if au filtre des majorants de f dans if. Si if est sous-inductif, 
if est un sous-pseudogroupe de 3(if). 

Démonstration. — Soient F e et 0L*(F) = e<, où 
eeif0; puisque a(F) est une base de a*(F), il existe feF 
avec a(jf) = e; pour tout g e F, il existe feF tel que f <C g, 
f'<fete< a(/"); par suite a(f ) = e> f = f < g et F = /*< 

-4-
Ainsi ̂  est un sous-groupoïde saturé de ^(éf). — Pour que l'on 
ait g< < f< dans il faut et il suffit que l'on ait g < f 
dans if; donc est isomorphe à if et peut lui être identifié. 
Si fK e £f et g< e on a : g< n f<=(g n /*)<. — Si est sous-induc-

•+• 
tif, soit A une sous-classe de if admettant u n sous-agrégat F 
dans &(if); tout élément f de F appartient à ̂ eÀ; donc 
la classe A' des h tels que A< e A est majorée par f e F et 
admet u n /"-agrégat g(f) dans if. Pour tout fx e F, il existe 
f" e F tel que f < fet f" < f, ; par suite on a g(f) = gif") = g(/i), 
d'où g(f) = g <C /* pour tout /* e F, et g< < F. Par ailleurs, 
comme h < g, pour tout h^A\ le filtre g< est un majorant 
de A et il existe u n g<-agrégat F' de A d'après le théorème 3. 

1 
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La relation g< < F entraîne F' = F = g<. Par conséquent 
if est un sous-pseudogroupe de &(if). 

Remarque. — En général 3(if) n'est pas un groupoïde 
inductif. 

Si F et G sont deux filtres tels que G * F soit défini, G o F 
n'est pas toujours défini. Inversement si G o F est défini, 
G * F est défini, mais peut être différent de G o F. 

THÉORÈME 4. — Soit if un groupoïde sous-préinductif; 
&(if) est un groupoïde quotient de 3î(if) relativement au fonc
teur qui associe à 0 le filtre trivial et à F <= 3l(if), F =^ 0, 
le filtre 'I'(F) tel que '\*(F)+ admette F pour quasi-base; de plus 
F' < F entraîne v|;(F) < i|/(F') si F' ̂  0, ̂  ^(0) = 0. 

Démonstration. — Si F e iH(if) et si la classe des éléments de 
F différents de 0 est une base du filtre F', nous dirons pour 
simplifier que F est une base de F'. Soient F e 3î(if) et G e X(if) 
tels que G . F soit défini; le filtre 'JJ(G.F) admet GF pour base; 
il en est de même pour le filtre J;(G)*<j>(F), de sorte que 
*|(G.F) = vJ/(G)4(F). Soit Ĥ 3i(if)0\ soit A s H ; comme H 
est un groupoïde, il existe li e H tel que h! <C A et li <C a(A), 
d'où /i' — a(A') et a(H) est une base de '^(H). Par suite J>(H) 
est une unité de 3(if) et <l> est un foncteur. 

— Soit F e F ̂  0.'Montrons que l'on a a(F+) < a*(F)+; 
pour tout A e a*(F), il existe e es a(F) tel que e <C A; on a aussi 
e < A-1, d'où A_1e=a*(F); il en résulte que a*(F)+ est un sous-groupoïde de if. O n à a(F+) c a*(F)+ et a(F+) c a*(F)+a(F) ; 
par ailleurs, soient /"e F et A e a * ( F ) ; si /"A-1 est défini, les 
relations : fh'1 e Fa*(F) c F et 

entraînent: a*(F)a(F) c a(F) ; on en déduit: 
et dans 

De même dans 
— Soient F' et G' deux filtres tels que a*(G') = P*(F')=£0; 

d'après ce qui précède, a(G'+) et i(F/+) sont majorés par 
a*(G')+ dans 3i(if). Soit K l'intersection de a(G'+) et 6(F'+) 
dans 3î(tf), qui existe d'après le théorème 5-4; soit g e G ' ; 
puisque K est contenu dans a(G'+) et que a(G') et a(G') sont 
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des bases de a*(G'), pour tout k e K il existe g'eG' tel que 
a(g') < k et a(g') < a(g). Puisque K est saturé par induction 
dans a(G'+), on a a(g') e K . D o n c K est une base de a*(G') 
et, de même, de (T(F'). Posons F" - K F ' + et G" = G'+ K ; 
d'après le théorème 5-4, on a 

F" < F'+, G" < G'+ et b(F") = a(G") = K ; 
en vertu d u théorème 1, F" et G" sont des quasi-bases de 
fdtres; le filtre f>|>(G") admettant G ' K pour base, il est identique 
à G'; de même <j,(F") = F' et: 

v|/(G".F")= G'.F'. 
Ceci prouve ([3], [4]) que 3(8) est un groupoïde quotient rie 
31(8). 
THÉORÈME 5. — Soit 8 un groupoïde sous-prélocal; 3f8) 

est un groupoïde quotient de 61(8) relativement à la restriction 
de <\t à 31>(8) (théorèmes 4 et 3). 

U n e démonstration analogue à celle du théorème 4 montre 
que la restriction 'Y de '\i à Si(8) est un foncteur de 8Ù(8) sur 
$(8) et que, si F e 31(8), on a 5(F) < a*(F)+ et 6(F)<(T(FVK 
Supposons G'*F' défini; soit K l'intersection de a(Gr) et de 
6(F') dans 31(8); on montre comme dans la démonstration du 
théorème 4 que K est une base d u filtre a*(G'); de plus 
F" = K F 7 et G" = G/K appartiennent à &(3) et on a : 

<|(G"oF") = G'* F'. 
Dan s la fin de ce paragraphe, nous supposons que 8 est un groupoïde préinduetif. 

THÉORÈME 6. — Si 8 est un groupoïde préinduetif, 3(3) 
est un groupoïde inductif. 1 
En effet, si Ft e 3(8) pour tout iel et Ft < F dans 3(8), 

soit F' la classe intersection des Fh qui est non vide. Si f e F' 
et f eF', °n a f nf'eF, pour tout i e I, d'où f nf E F . 
Ainsi F est un filtre, qui est l'agrégat de la classe (Ft)i€l 
dans 3(8). 
PROPOSITION 6. — La classe A > des minorants d'une classe A 

de 8 est une sous-classe complète, la classe de ses majorants 
est un filtre si elle nest pas vide. 
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R e m a r q u e . — Si est un groupoïde sous-préinductif, 

la classe des minorants d'un filtre n'est généralement pas u n e 
sous-classe complète d e puisqu'elle n'est pas -saturée 
et la classe des majorants d'un c o m p l e x e peut ne pas être 
un filtre. 
THÉORÈME 7. — Soit ¿1 un groupoïde prélocal; la classe 

saturée engendrée par if (corollaire théorème 3) 
dans est le groupoïde plein saturé de formé des filtres F 
tels que F — (F>)<. D e plus J-f est un groupoïde inductif quotient 
de il (théorème 3-5). 

Démonstration. — Comme (S est un sous-groupoïde saturé 
de stable pour la pseudornultiplication, tt" est un sous-

•+-
groupoïde de plein et saturé et admettant (S pour base; 
soit B une sous-classe de admettant un agrégat F dans 
${<î). Pour tout i e B , on a F c fe^ c'est-à-dire /;eF>; soit 
A e (F>r-; alors b < h et b< < /?< d'où F = u B < A<, h e F et F. Comme on a évidemment il en résulte 
Jb = ( r ; . Inversement, supposons r1 e et v = (r^)^; 
tout élément de l'agrégat H de la classe des fîtres g'c, où g e F >, 
appartient à gK, donc à ( F > ) < = F, et H c F ; comme tout 
élément f e F majore g, on doit avoir g < < ou encore 

et F c H. On en déduit F = H et F e if. Tout F e tf' 
est majoré par /*< e tf, où / e F , donc 0 est une base faible 

i de .f. La démonstration du théorème 3-5 prouve que if est un groupoïde quotient de if relativement au foncteur TZ qui associe 
à Ceif le filtre C<, qui est l'agrégat dans $(if) de la classe 
des c<. où c e C. 
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ÉLARGISSEMENT COMPLET D?UN FONCTEUR LOCAL 

par Charles EHRESMANN 

Le but de cet article est d'esquisser la démonstration d'un théo
rème généralisant aux foncteurs locaux le théorème d'élargissement com
plet d'une espèce de structures locale [ 4 ] . Alors que ce dernier permet 
par exemple de construire les variétés différentiables à partir du groupoîde 
des difféomorphismes entre ouverts d'espaces localement convexes, la 
construction faite ici est une axiomatisation de la construction de la caté
gorie des applications différentiables entre variétés différentiables à par
tir de la catégorie des applications différentiables entre ouverts d'espaces 
localement convexes. 

La démonstration est divisée en trois parties. On construit d'abord 
la complétion d'une application locale /, ce qui revient à «recoller» entre 
eux des éléments «compatibles» de la source de /. On montre ensuite que, 
si / est sous-jacente à un foncteur local, sa complétion est sous-jacente 
à un foncteur local complet. Enfin, partant d'un foncteur local fidèle p de 
K vers C, on montre que son élargissement algébrique [ 2 ] (dont la sour
ce a pour objets les structures obtenues par «transport» à l'aide d'un in
versible de C d'un objet de K) définit un foncteur local. La complétion 
de ce dernier est l'élargissement complet de p „ 

Le texte qui suit représente une partie du cours donné en 1968 et 
1969 en introduction à la théorie des variétés différentiables. On admet 
connues la terminologie et les notations de [O] et, pour les catégories 
ordonnées, celles du paragraphe 2 de [ 1 ] . 
1. Complétion d'une application locale. 

Etant donné un ensemble ordonné (E,<x) et une partie B de E 
admettant une borne supérieure (resp. borne inférieure) b dans ( E , * ) , 
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on appelle b agrégat de B et on le note VB (resp. b intersection de B 
et on le note AB ). 

On appelle classe locale un ensemble ordonné ( E, oc) tel que: 
1° ( E,*) est une classe inductive (i. e. [l] toute partie non vide 

de E admet une intersection). 
2° (Axiome de distributivîté) Soient x 6 E et A une partie majorée 

dans ( E, oc ) ; on a x A ( V A ) = V { x A a \a € A } , si x et V A sont majorés. 
Il s' ensuit que cette égalité est aussi vraie si x et VA ne sont pas majorés. 

Si ( E, ce) est une classe locale, une sous-classe locale de ( E .ce) 
est un sous-ensemble ordonné ( E', ce) de ( E,cc) tel que: 

1° V A e E* si A est une partie de E' majorée par un élément de E'. 
2° x Axf 6 E' si x e E' et x' € E' sont majorés par x " e E'. 

On voit que ( E' ,cc) est alors une classe locale. 
On appelle application locale une application inductive [il 

1 

2 

où ( E ,oz) et f E* ,<x) sont des classes locales. 
HYPOTHÈSE. On suppose que f = (( E' ,<z) , f, ( E ,<*)) est une application 
locale. 
DÉFINITION. Deux éléments x et x* de E sont dits f - compatibles si 
f( xAx'J = f( X)A/( X'J. Une partie B de E est dite f -compatible si ses 
éléments sont deux à deux f - compatibles. 

Par exemple une partie majorée dans (E,<*) est /-compatible. 
PROPOSITION. Si x et x' sont deux éléments f-compatibles et si y et 
y' sont respectivement majorés par x et par xf, alors y et y' sont aussi 
f-compatibles. 

A. On a yAx' = yA(x f\x' ), où y et xA x' sont majorés par x, d'où 

Ainsi y et x' sont /-compatibles; de même y et y' sont /-compatibles. V 
PROPOSITION. Si A et A' sont des parties majorées dans ( E, ce) et si 
x et x' sont f-compatibles pour tout xeA et tout x' € A', alors les agré
gats a de A et a* de A ' sont f-compatibles. 
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A . La relation af\a' -M{xAx' | x £ A , x' € A' } entraîne: 

DÉFINITION. On appelle partie f-saturée une partie B de E qui est /-
compatible, saturée par induction et par agrégation dans ( E ,<*). Side plus 
f( B) admet un agrégat dans ( E1 ,<x) t on dit que B est f- complète. 

L'intersection d'une famille de parties /-saturées (resp. /-complè
tes) est /-saturée (resp. /-complète). 
PROPOSITION. Soit B une partie f - compatible. Il existe une plus petite 
partie f-saturée B contenant B. Si f(B) admet un agrégat dans ( E' ,ac), 
B est f-complète, et Mf(B) = V/(BJ. Si VB existe, VB = MB. 

A. Soit B' l'ensemble des éléments de E qui sont majorés par un 
élément de B, Alors B" est /-compatible (proposition ci-dessus). L'en
semble B des éléments V A , où A est une partie de B' majorée dans 
( E , est aussi /-compatible. B est saturé par induction, car z ocVA 
entraîne 

si 
De plus B est saturé par agrégation, d'après l'égalité: 

Ainsi B est /-saturé. Enfin B est évidemment contenu dans toute partie 
/-saturée contenant B. V 
DÉFINITION. La partie B associée à B dans la proposition précédente 
est appelée partie f-saturée engendrée par B. On dit que f est complète 
si toute partie f-complète admet un agrégat dans ( E ,cc). 

Si / est complète, toute partie /-compatible B telle que f( B ) ait 
un agrégat dans ( E' ,cc) admet un agrégat dans ( E,cc), car la partie /-sa
turée B engendrée par B admet un agrégat, lequel est aussi un agrégat 
de B dans ( E ,<*). 
THÉORÈME. Soit E l'ensemble des parties f-complètes. ( E,C) est une 
classe locale pour la relation d'inclusion; l'application g : B -»V/f B ), si 
B € F, définit une application locale complète de (F,C) vers ( E' ,cc) ; 
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V application j associant à x£E l'ensemble de ses minorants dans ( E,cc) 
définit un isomorphisme de ( E,cc) sur une sous-classe locale de ( F, C ) , 
et Von a f— gj. 

A. lo Toute intersection de parties /-complètes étant /-complète, 
1 F définit une sous-classe inductive du treillis des parties de E, de sorte 

que (F, C ) est inductive. Comme une famille ( Bz)z€/ d'éléments de F 
admet son intersection ensembliste pour intersection dans ( F, C J, tandis 
que son agrégat est la partie /-saturée B engendrée par sa réunion ensem
bliste B si f( B ) est majoré, on voit que ( F, C) est une classe locale. 

2° Si x est un élément de E , on a 
et 

Soit B un élément de F contenu dans j ( x ) ; comme B est majoré par x, 
il admet un agrégat b et, B étant saturé par agrégation, b £ B. Il s'ensuit 
B "• j( b ) £ j( E ) , et j ( E ) est saturé par induction dans ( F , C ) . Comme 
xccy ssi j( x ) C/C y ) 7 la bijection / définit un isomorphisme de ( E ,cc) 
sur la sous-classe locale ( j( E), C ) de ( F , C) • 

3° Si ( Bi)i€j est une famille d'éléments de F majorée dans ( F, C) 
et si B est sa réunion ensembliste, on a 

4° Soient B et Br deux éléments de F tels que la réunion de B 
et B' soit une partie /-compatible. Alors 

car Bf)B' est formé des éléments xAx', où x£B et x* £ B'. Cette for
mule est valable en particulier lorsque B et B' sont contenus dans un 
même élément de F . 

5° Montrons que B et B' sont g-compatibles ssi leur réunion en
sembliste A est une partie /-compatible. La condition est suffisante d'a
près la partie 4. Inversement supposons que B et B* soient g-compati~ 
bles et soient x et x' des éléments de A. Si x et x' appartiennent à B 

320 



ÉLARGISSEMENT COMPLET 5 

(resp. à S'), ils sont /-compatibles par hypothèse. Si x e B et x' €B', 
alors j(x) et j(x') sont g-compatibles, puisqu'ils sont majorés par 
B et B' dans (F, C J. On en déduit 

c'est-à-dire x et x* sont /-compatibles. 
6° Soit M une partie g -compatible telle que Vg( M) existe. Lf ensem

ble D réunion de M est /-compatible, en vertu de la partie 5 . Par suite 
M admet D pour agrégat dans ( F, C). Ceci prouve que g définit une ap
plication locale complète de ( F,C) vers ( E',cc). V 

1+ 

2 
2. Comolétion d'un foncteur local. 
DÉFINITION. On appelle catégorie locale une catégorie inductive [l] 
( C' ,oz) telle que ( C ,cc) soit une classe locale. On appelle foncteur local 
(resp. local strict) un triplet q - (( C , q_, (G' ,*)), où f C'.aJ etfG',«j 
sont des catégories locales, où ( C , q, G' ) est un foncteur et où q — 
(( C,cc), q,( G, ce)) est une application locale (resp. locale stricte). 

On montre facilement les résultats suivants, que nous n'utiliserons 
pas: Si ( C' ,cc) est une catégorie inductive et si ( C' ,cc) est une classe 
locale, ( C' ,<*) est une catégorie locale. Un foncteur ordonné 

entre catégories locales est local (resp. local strict) ssi sa restriction 

aux classes ordonnées des unités est une application locale (resp. locale 
stricte) . 

Les foncteurs locaux entre catégories locales ( C' ,ce) telles que C 
appartienne à un univers 11 forment une catégorie admettant un foncteur 
d'oubli vers la catégorie des applications associée à 11. Les sous-struc
tures de la catégorie locale ( C',cc) sont appelées ses sous-catégories 
locales. Ce sont les couples ( K' ,<*) tels que K ' soit une sous-catégorie 
de C* et que ( K,cç) soit une sous-classe locale de ( C ,cc). 
HYPOTHÈSE. On suppose que q = (( C' ,<x), q, ( G' ,cc) ) est un foncteur 
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local et soit q l'application locale sous-jacente. On désigne par a et b 
les applications locales de ( G ,*) vers ( G'Q, ce) définies par les applica
tions source et but de G', par qQ la restriction de q aux unités. 
DEFINITION. Une partie B de G est dite compatible dans (G' , oc) si B 
est a -compatible et b -compatible; q est dit complet (resp. relativement 

1 complet) si toute partie q-complète (resp. q-complète B telle que a( B) et 
/3(B) soient majorés) admet un agrégat dans ( G, <* ). 
PROPOSITION. Soit B une partie de G et considérons les conditions: 

1° B est q -compatible et q( B ) est compatible dans ( C ,oc). 
2° B est compatible dans ( G' , oc), et a( B) et /3(B) sont q-com-

patibles. 
La condition 2 entraîne 1. Si de plus q est une application locale stricte, 
la condition 2 est aussi conséquence de 1. 

A. Soient y et y' deux éléments de B . 
1° Supposons la condition 2 vérifiée et soient z — q( yAy' ), zf— 

a( y )A q( y'). On a z^z' et les relations: 

prouvent que De même 
d'où 

car ( C' ,cc) est une catégorie ordonnée. Donc y et y' sont #-compatibles, 
et q(y) et q( y' ) sont compatibles dans ( C' ,oc). 

2° Supposons la condition 1 satisfaite. Posons e ~ a(yAy') et 
e' — a( y)Aa( y' ). Alors e est majoré par e* et Ton trouve: 

par suite q( e) - q( e* ) — q( a( y))Aq( a( y' )) et, si q est stricte, e — ef. 
Il s'ensuit que B est <z-compatible et que a(B) est #-compatible. De 
même B est b -compatible et (3( B ) est compatible. V 
COROLLAIRE. Si q est un foncteur local strict et si B est une partie q-
complète, B est compatible dans ( G',oc) et <x( B ) et jB( B ) sont q-
compatibles. 
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1 

A. q( B) étant majoré, il est compatible dans ( C' ,*). V 
DÉFINITION. On appelle catégorie ordonnée fortement régulière une ca
tégorie ordonnée régulière [l] ( G',*) vérifiant la condition: 
(P) Si f est un élément de G et E une partie de G^ telle que a( f ) -
y E (resp. que j3( f) = VE), on a f = V ( f E ) (resp. f = Vf Ef)). 

(On désigne par fE Vensemble des pseudoproduits f e', où e' £ E). 
comme exemples de catégories ordonnées fortement régulières, ci

tons les groupoîdes inductifs [3], c'est-à-dire les catégories inductives 
(G' ,<*) telles que G' soit un groupoïde et que, si x£G et si e est une 
unité majorée par a( x) , alors il existe un et un seul élément x' plus pe
tit que x et ayant e pour source. Dans ce cas, x' est dit élément induit 
par x sur e. On montre qu'un groupoïde inductif est ordonné (i. e. que 
y<xx entraîne y "̂ocx"*1) et que e' € Gj si e' cce, où e est une unité. 

Soit ( H, C ) la classe locale formée des classes g-complètes, et 
soit Q l'application B-^Vq(B) de // dans C qui définit (paragraphe 1) 
une application locale de ( H, C ) vers ( C ,<*). Soit / l'application de G 
sur une partie de H associant à x l'ensemble de ses minorants dans ( G,«.). 
comme dans le paragraphe 1, nous notons B la partie g-saturée engen
drée par une partie #-compatible B. 

THÉORÈME (de complétion d'un foncteur local). Supposons que q soit un foncteur local strict et ( G une catégorie ordonnée fortement régulière. 

Alors, avec les notations précédentes, ( H ® , C ) est une catégorie locale 
régulière, la loi de composition étant définie par: 

( Bf, B) -» B' ©B = B9. B ssi a( B' ) =fi( B). 
Q définit un foncteur local complet Q de ( fY0, C.) vers ( C' ,oc) et j défi
nit un isomorphisme de ( G ,<*) sur une sous-catégorie locale de ( H®,C). 

A. 1° Si B et B' appartiennent à H, alors B'.B est «̂ -compatible. 
En effet, soient x'. x et y'. y des éléments de B'. B , où x et y appar
tiennent à B, x' et y' à B'. Comme 

le composé z1 - ( y" Ax' ). ( yAx) est défini, et z' ccz = y'. yAx'. x . De 
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on déduit a( z* ) - a( z) ; de même J3( z' ) - f3( z) , d'où z = z'. De plus 

Il en résulte que B'.B engendre une partie saturée B'.B; celle-ci est 
-̂complète, q( B'. B ) étant majoré par le pseudoproduit (M q( B' ))(Mq( B )). 
Remarquons que, ( G' ,ŒJ étant régulière, B'.B est saturé par induction. 

2° Soit B un élément de //.La partie a( B) étant ¿7-compatible 
d'après le corollaire précédent, elle engendre une partie #-complète a( B ) 
et a( B) est contenu dans X = a( a( B )). La partie a( B) est saturée 
par induction dans ( Ĝ , >cc) (mais non dans ( G, oç)), puisque les relations 
x e B , e € G' et e*a( x) entraînent e ~ a( xe ) y où x e e B. Si D est 
contenu dans a( B ) et majoré, on trouve 

de sorte que a( a( B ) ) , et a fortiori X, sont contenus dans a(Bj, c'est-
à-dire X - a( B ) . Ainsi l'application B -+a( B ) est une rétraction. D'une 
façon analogue, B -*/3( B ) est une rétraction. On voit que B - A a pour 
conséquence a( B ) = OL( A) = a( A ). 

3° Notons B'©B l'élément B'. B de H lorsque B et B' sont des 
éléments de H tels que a( B') - j3( B ) . Supposons qu'il en soit ainsi, 
et posons C = B'QB. Etant donné que a(B'.B) est contenu dans a(Bj, 
on trouve 

Pour tout élément x de B , on a jB( x ) - ĵ jd( y2), où y ¿6 B1. En vertu 
de la condition (P), x-^aiy^x. Il s'ensuit a(x) - yz*J, où 
yix€B'B = B'.B. Donc a( B) est contenu dans a( C) et a( B) - a( C). 
On obtient de même jS( B) - JS( C). 

3° Si le composé D = B"e( Bf ©B) est défini, la condition (P) 
entraîne D = B" . B'. B , car 

où 
si y- € B' , z€B" et x{eB. L1 associativité en résulte, B". B'. B étant 
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aussi égal à ( B"©B' )oB. Donc He est une catégorie. Elle admet pour 
classe d'objets l'ensemble des classes qo-complètes, car l'application 
a( B) -> a( a( B )) est une bijection. De plus j( y je/Y x) est défini ssi 
a( y) - j3( x) , et dans ce cas il est égal à j( y. x). 

4 ° Soient B et B' des éléments de H tels que B* CB, a( B) -
et Si y e B T on a 
où d'où et B = B'. 

5° Soient B et B' des éléments de H contenus dans B" eH. Alors 
Si avec 

on a où 

de sorte que a( B OB' ) - a( B jfl a( B' j. même résultat pour /3. 
6° Si Bz- est contenu dans B pour tout ie\ et si A est la réu

nion de ( B{)i€l, de l'égalité A = .V.R, on déduit 

Par suite ( He> C j est une catégorie locale. 1 
7° Soient B un élément de H et E une unité de HG contenue dans 

CL(B). Si B' est l'ensemble des éléments y de B tels que a( y ) € E , 
on a B' - B' et a( Br ) - E, de sorte que le pseudoproduit BE est iden
tique à B' et admet E pour unité à droite. De même E' B admet E' pour 
unité à gauche, si E' C B® et E'C/3(BJ. 

8° Supposons B" contenu dans B'©B , où B" e H . Notons D (resp. 
l'ensemble des y € B (resp. y' € B') tels qu'il existe y' € B' (resp. y e B) avec 

y'.yeB"; on montre que B" = D'eD. Ainsi (HG, C) est une catégorie 
locale régulière , et Q - (( C' ,<x ), Q,( H®, C)) est un foncteur local. V 
DÉFINITION. Avec les notations du théorème, on appelle (H®, C) Ici q-
complétion de ( G' ,oc) et Q le foncteur local complété de q. 
REMARQUE. On peut montrer que le foncteur local complété de q résoud 
le problème du prolongement «universel» de q en un foncteur local complet 2+ 
de même but. En fait la complétion d'une application locale est un cas 
particulier de prolongement universel d'un foncteur p en un foncteur P 
de même but, de sorte que, si F est un foncteur (vers la source de P ) sec-
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tion partielle de P et si P. F admet une limite inductive, alors F admet 
une limite inductive dans P . Si de plus p est sous-jacent à un foncteur 
double, on peut demander que le prolongement obtenu soit aussi sous-ja-

1 cent à un foncteur double de même but. Le théorème de complétion d'un 
foncteur local donne une solution de ce problème dans le cas où le fonc
teur double est associé à un foncteur local. (On sait [3] qu'à une caté
gorie ordonnée est canoniquement associée une catégorie double.) Le pro
blème général pourrait être abordé à l'aide de méthodes analogues à cel
les qui sont employées dans [5J . 
DÉFINITION. On dit que le foncteur local q est suprarégulier si 

et 
lorsque ecca(x) et e'<x/3(x). 
PROPOSITION. Si l'on suppose de plus dans le théorème que q est supra
régulier et fidèle, alors Q est fidèle. 

A. 1° Montrons que, si x et xf sont deux éléments de G tels 
que a(x) et a( x') soient #-compatibles ainsi que j3(x) et fi(x'),et 
que q( x) et q( xf ) soient majorés par un z, alors x et x' sont ̂ -com
patibles. En effet, posons 

et 
Le pseudoproduit z' — q( e' )zq( e) est l'intersection de q( x) et q( x' ) 
et il admet q(e) pour source et q( er ) pour but; par suite z' est aus
si égal à q(e) q(x)q(e). Il s'ensuit que q( xe)=q(x) q(e) majore z', 
de sorte que, q étant une application ordonnée stricte, er est majoré par 
fi(xe) . On en déduit 

et 
De même e'x'e appartient à e'. G. e et q(e,x,e)—z'. Ceci entraîne 
e'x e — e' x' e , car q est fidèle. Donc 

et 
2° Soient B et B' deux elements de H de source E , de but E' 

et tels que Q( B) = Q( Br). Si x est un element de B et x' un element 
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de B' , d'après la partie 1, x et x1 sont ¿7-compatibles. Il en résulte que 
la réunion A de B et B' est ¿7-compatible; la partie #-saturée A qu'elle 
engendre est un élément de H majorant B et B' , de source E et de but 
Ef. Donc, ( B0, C) étant une catégorie ordonnée, B - A ~ B'. Ainsi Q 
est fidèle. V 
COROLLAIRE. Si les conditions de la proposition sont vérifiées, l'appli
cation S/B->( fi( B ), Q( B ), a( B ) ), où B e H, est une bisection de H 
sur l'ensemble H' des triplets ( E', z, E ), où E et E* sont des unités 
de H@ et z 6 Q ( E' ). C. Q( E ), tels que, si A est V ensemble des x ap
partenant à E'. G. E vérifiant q(x) <xz, alors a ( A ) ~ E et fS( A ) - E'. 

A . Si B appartient à H, S ( B) appartient évidemment à H'. Soit 
h - ( E', z , E ) e H' \ la partie 1 de la démonstration précédente prouve 
que A est -̂compatible; par suite A e H et h = S ( A ). V 
3. Élargissement complet. 
HYPOTHÈSE. Soient p - ( C' , p, K' ) un foncteur fidèle, / Ç le groupoïde 
des inversibles de K' et p le foncteur de K' vers C' restriction dep. 

On notera T ' la catégorie dont les éléments sont les triplets 
où 

la loi de composition étant définie par: 
si, et seulement si, 

et 
Soit r la relation sur T définie par: 

si 
et 

PROPOSITION. 1° r est une relation d'équivalence bicompatible sur T', 
et il existe une catégorie L' quotient strict de T' par r. 

2° L'application y —(p( fi(y )), p( a( y )), y)modr définit un fonc
teur k de K' sur une sous-catégorie K9 * de L". 

3° K9' est une catégorie quotient de K' par le sous-groupoïde 
de K' noyau de p^. En particulier k est un isomorphisme ssi p„, est 
bien fidèle. 1 327 
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4° L 'application ( x', x, y) mod r -. x'. p( y ) . x"1 définit un fonc
teur fidèle P de L' vers C' et Py est bien fidèle. 

2 Cette proposition est démontrée dans [ 2 ] (chapitre V), où Ton 
indique quel problème universel résoud P. 

L'o s'identifie à la classe quotient de l'ensemble des couples 
(x,s) tels que s 6 K' et xCC'p(s) par la relation d'équivalence: 

s'il existe 
DÉFINITION. Avec les notations de la proposition, on appelle P l'élar
gissement de p. 

Soit p - (( C ,cc), p , ( K ' , ce)) un foncteur local. Notons p^ le fonc
teur ordonné (( C'y, et) ,p c, ( Ky,ac)) restriction de f. On obtient une catégo
rie ordonnée ( T' ,«J en munissant T de la relation d'ordre: 

ssi 
THÉORÈME (cTélargissem ent local). Avec les notations précédentes, on 
suppose que p est un foncteur local strict, que ( K' ,*) est fortement ré
gulière, que (C'y, ce) et ( Ky ,ce) sont des groupoïdes inductifs et que p ̂  
est relativement complet. Alors il existe une catégorie locale ( L' ,oc) for
tement régulière, où ce est la relation sur L quotient par r de la relation 
d'ordre ce sur T, et P définit un foncteur local strict 

A . 1° Soient t-(x',x,y)eT et u-tmodr. Si u'e L, on a. 
u' ceu ssi il existe t' 6 T tel que t'cet et u' = t'modr. En effet l'existen
ce d'un tel t' entraîne évidemment u' ceu. Inversement soit u' ceu. Il exis
te des représentants t - ( x', x,y) de u et t' - ( xfr*, x", y' ) de u' tels 
que V cet. Par définition, il existe des inversibles z et z' tels que 

et 
comme ( Hy,ce) est un groupoïde inductif, il existe un unique élément z' 
induit par z' sur j3(y) et un élément z induit par z sur CL( y). Si l'on 
pose 

le triplet ( xm, x" , y') est un représentant Veu' tel que V cet. Il applica-
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tion associant t' à u' est une bijection sur T ensemble des minorants de t 
dans ( T,cc) de l'ensemble des minorants de u dans ( L ,ce). 

2° On en déduit aisément qu'il existe un ensemble ordonné (L,ce) 
quotient de ( T,cc) par r. Montrons qu'une famille £ = ( u)iel d'éléments 
majorés de L admet un agrégat dans (L,»). Soient 

mod г et mod г 

deux majorants de £. D'après la partie 1, pour tout i il existe des repré
sentants ti  ( x'., xif y) et ti  ( x'if x, y.) de ui tels que 

et 
Il existe des agrégats et de 

il existe aussi des inversibles zi et z\ vérifiant 
et 

Les familles (a(zi))j€j et ( fi( zî jej admettent a(y') et <x(y) res
pectivement pour agrégats. comme p( ẑ ) = x?1. x. est majoré par x"1 x , 
la famille ( P( z{))admet un agrégat. Le foncteur local py étant rela
tivement complet, il en résulte que ( ZJ)J€J admet un agrégat z dans 
( Ky,<*); de même ( z\){ ç[ a un agrégat z' dans (K'y,cc); le composé y.z 
est défini; les inversibles x.p(z) et x" de C' sont égaux, car ils sont 
majorés par x et ont même source; d'une manière analogue x'.p(z') ~ 
x'". Enfin z'. y' = y.z, ces deux éléments étant l'agrégat de la famille 
( yi'z0iel dans ( K, ce). Il s'ensuit t^t'modr, de sorte que u  tmodr 
est l'agrégat de (UJ)J€J dans (L,cc). Ainsi (L,ce) est une classe induc
tive. La démonstration du théorème s'achève alors sans difficultés. V 
REMARQUE. Les démonstrations qui sont seulement esquissées ici se
ront données en détail dans [ 6 ] . 

Le théorème précédent montre que P remplit les conditions du thé
orème de completion d'un foncteur local. On peut donc poser: 
DÉFINITION. Avec les hypothèses du théorème la P completion de ( L',œ) 
est appelée élargissement p complet de ( K' ,ce) audessus de (C',ce). 

EXEMPLES. 1° Si p  py et si p est un foncteur d'hypermorphismes, on 
retrouve le théorème d'élargissement complet d'une espèce de structures 1 
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locales [ 4 ] . 
2° Prenons pour p le foncteur d'oubli vers la catégorie 3lî des 

applications de la catégorie Af des applications r fois différentiables 
au sens de [7] entre ouverts d'espaces vectoriels topologiques locale
ment convexes (resp. des applications r fois Fréchet-différentiables en
tre ouverts d'espaces de Banach). Si l'on munit % et Af des relations 
d'ordre «restrictions», p est sous-jacent à un foncteur local p vérifiant 
les conditions du théorème d'élargissement local. Donc (Af,cc) admet un 
élargissement /?-complet (3)r,cc) au-dessus de (JH,cc). Celui-ci est la ca
tégorie des applications r fois différentiables entre variétés r fois dif
férentiables modelées sur un espace localement convexe (resp. sur un es
pace de Banach). La construction de cet élargissement complet est équi
valente à la construction usuelle: Si B est une partie p-complète unité 
de ®r, l'ensemble des couples (x, s) tels que ( x, x, s) modr € B forme 
un atlas complet V compatible avec le pseudogroupe des difféomorphismes 
appartenant à Ar, et la donnée de cet atlas détermine entièrement B. 
Comme p est fidèle et suprarégulier, P est fidèle (dernière proposition pa
ragraphe 2), de sorte qu'une application différentiable s'identifie à un tri-
pi et ( V, h, V), où V et V sont des atlas complets et où h est une ap
plication entre les ensembles sous-jacents à V et à V «compatible» avec 
V et V, i. e. telle que x'^hx définisse une application r fois différen
tiable d'un ouvert de s vers s', pour tout ( x, s ) e V et ( x', s' ) e V'. 

1 

2+ 
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COMMENTS ON PART II-I 
by Andrée CHARLES EHRESMANN 

INTRODUCTION 

The gênerai comments of Part II- 1 indicate : 
- some necessary corrections, précisions, omitted proofs / 53 / ; 
- motivating problems of differential geometry (studied in Part I), and 

the évolution from the concrète course / 125 / to the abstract setting of 
/85/ , triggered by the categorical formulation of /47 / ; 

- connections with other literature and further developments, specially 
the récent expansion of the theory of locales and of their sheaves (Com
ments 140.1, 321.1), that proves Charles's foresight when he promoted the 
« topologies without points » ; 

- the universality of most constructions (227.1, 306.2, 325.2) and the 
relations with internai structures (164.2, 262.1). 

The following Synopsis gives a motivated summary of the main re-
sults with a modem présentation, to use as a guide for reading the arti
cles and comments. 

In Part II-1, the terminology is more standard and informai than 
later on. Here are some peculiar notations, generally taken back in the 
corresponding comments : 

1. The domain and codomain of a morphism f in a category are called 
its source and its target, denoted by aff) and j8ff) . 

2. If a subcategory C of a category C acts on a set S0 , then S0 is 
called a species of structures over C and, in / 55,85, 126/, it is denoted 
by the triple ( C, p , S) , where p ; S-> C is the associated discrète fibra-
tion. For subpreinductive species of structures, it becomes <C,p, 5>. 

3. An ordered set always means a partially ordered set (or poset); Ord 
is the category of posets with maps preserving the order. Let A be a poset 
and B a subset. 
. A least upper bound of B is called its aggregate and written uB (ex-
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cept in /110/ ). A greatest lower bound of B is called its intersection and 
written n fi . In the comments we either agrée with Charles, or use the 
commoner terms pin and meet, and the symbols VB and AB . 
. For each a e A , its downward section [a* e A \ a' < a \ is denoted by 
a? . The subset B is said bounded (instead of upper bounded) if it is in-
cluded in some a> ; then, if c is a join of B in the poset a> , this c is 
called an a-aggregate, or a sub-aggregate, of B in A, in symbol £/B. 

4. Let A and A ' be posets. A map /; A -+ A* is : 
. a strict ordered map if the restriction of f to is 1-1 into ffa/*for 
each a e ,4 ; it is an eto/e map if this restriction is 1 -1 and onto, 
. a subinductive map if / préserves meets of bounded finite subsets, 
. an inductive map if f préserves meets of bounded finite subsets and ail 
sub-aggregates. ( Thèse terms are modified in Part III. ) 

The comments adopt a standard terminology, e. g. Mac Lane's [64], 
on catégories. They are written in English, except for the words in French 
or German to be replaced in the original papers. I hope this may widen the 
audience of Charles's work, in spite of the defici.encies of my English. 
CONVENTIONS. The symbol Y.X preceding a comment means that it is 
the X-th comment on page Y . The number X is to be found in the outer 
margin of page Y, beside the line or just after the paragraph which the com
ment is about. Sometimes X is followed by the symbol : 

If warning of real flaws or omissions, 
+ indicating some substantial addendum. 

For instance 73.2+ points out the second comment on page 73, which is 
not just a brief remark:. 

Numbers between / / refer to the «Liste des Publications» at the be-
ginning of the volume, numbers between [ ] to the final Bibliography. 

Words between ( )may be simultaneously read or omitted in a sentence. 
R. ... i.o. is an abbreviation for Read ... instead of. 
O. refers to other parts of thèse «Oeuvres ». 
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GENERAL COMMENTS 

ON / 1 25/ : STRUCTURES LOCALES ET REVETEMENTS. 

In 1952, Charles gave a 4 months course on «Espaces fibres et 
structures infinitésimales» at the University of Rio de Janeiro in which he 
developed the theory of fibre bundles, of jets and of prolongations of man-
ifolds. Only the présent extract (which consists of the main part of Chap-
ter I ) was written down and multigraphed in Rio ; in the sixties, it was 
recomposed on Varityper for insertion in «Esquisse d'un folklore de Géo
métrie Différentielle », a collection of Charles's articles on Differential 
Geometry. 

The text belongs to a former period than the other papers reprinted 
in this Part II of the «Oeuvres»; it is included here for two reasons : 

- It already states the main ideas of the important paper /47 / , but 
under a less elaborate form which enlightens the progress from géométrie 
problems to local structures and to category theory. 

- In Part I it would be redundant with /39/, since the first 7 sections 
of both papers are the same, except for some détails added here ; the last 
two sections of this course on étale spaces and coverings are now clas-
sical, while the last section of / 39 / gives some applications to Differen
tial Geometry. 
5.1 + Categorical constructions of structures : 

The définition of mathematical structures over sets given here ( and 
in Bourbaki [12j ) is precised in /47/ (Section II, page 133); it led 
to the theory of structures defined via type functors /52/ (O, IV-1): 
- the type of a structure consists in giving a type functor, i.e., an 
endofunctor of the category Set of sets deduced from the power-set 
functor by itération, products or colimits indexed by an ordinal (cf. 
/52 / ); the restriction of a type functor to the groupoid of bijections 
is called a y'type functor. 
- a mathematical species of structures is the data of a subfunctor of 
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5.1 ... a y-type functor déterminée! by constructible axioms ; such axioms 
are defined by typified formulas, or equivalently by structural natural 
transformations (cf. Blanc [10] and O, IV-1, Comment 116-1). The cons
truction may be done in any topos (i.o. Set), and more generally in any 
algebraic universe in the sensé of Guitart [4lJ. 

However an explicit construction of structures is not always useful, 
whence the theory of species of structures over a groupoid or a cat
egory begun in /47 / and developed subsequently / 126/, ... 

Conversely, some problems require more stringent conditions, and 
Charles defined sketched (or «gênerai algebraic») structures later on 
(cf. /106/ and O, IV-1, Comments 19.1, 32.1). 

Notice that Charles did not know Eilenberg -Mac Lane's définition 
of a category when he prepared this course ; he only read their paper 
[28] during his stay in Rio. 

5.2. This sentence is made précise in /47, 52/ : the correspondent : 
E [* M extends into a type functor T from a subgroupoid of Set to 
Set, and the axioms must be chosen so that the correspondence E \* W 
extends into a subfunctor of T (Comment 5.1). 

6.1. It is precised in the notion of a superstructure over a given species 
of structures. 

6.2+ Covariant maps between species of structures: 
This paragraph led to the theory of covariant maps between species 

of structures C which generalizes the canonical or equivariant maps bet
ween sets with an action of a group), and its applications: équival
ences, substructures, underlying structures, superstructures /47, 126/. 
Indeed, if the species W on E is defined by the functor T from the 
group AutE of permutations of E to Set, and the species W by 
T'; AutE -> Set, then a canonical map is the data of a natural trans
formation cf> from T to T', i. e. it defines a covariant map from W 
to W. The two species are équivalent if f 0 is a natural équivalence. 

7.1. It is not necessary to omit 0 (in /39/, 0 is added). 
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7.2+ Local structures : 
In his Notice / 136 / (O, I), Charles explains why he introduced 

local structures : 
«... d'une part, on a les structures essentiellement algébriques défi
nies sur un ensemble par un groupe de transformations (suivant l'idée 
développée, par exemple, par Félix Klein dans son Programme d'Erlan-
gen ) ; d'autre part, on a les structures topologiques, qui forment l'ob
jet de la Topologie. Mais la notion de groupe de transformations est 
un cas particulier de la notion de pseudogroupe de transformations, 
dont les transformations ne sont définies que sur certains sous-ensem
bles de l'espace considéré. Ces sous-ensembles sont les ensembles 
ouverts d'une structure topologique, de sorte qu'on admet déjà une 
structure topologique sous-jacente. On est conduit ensuite à une no
tion générale de structure locale / 39 / étroitement liée à celle de pseu
dogroupe.» «... C'est l'exposé d'Elie Cartan sur les espaces locale
ment euclidiens ( «Leçons sur la théorie des espaces de Riemann») et 
le livre de Veblen -Whitehead sur «The foundations of differential geo-
metry» qui m'ont conduit à étudier les espaces localement homogènes 
de Lie et à chercher une définition générale des structures de carac
tère local. » 

Reflections on local structures and constructions of them via at-
lases led Charles to his theory of local groupoids and order-completion 
theorems, developed in / 47 / and the subséquent papers of this Vol
ume. A species of local structures as defined here corresponds, with 
the terminology of /47/ to a complète species of local structures over 
a local groupoid consisting of homeomorphisms between topological 
spaces. Indeed, the induction law gives an order on the class of the 
structures ( transitivity ), each structure has an underlying topology 
(axiom 2) and the homeomorphisms transport the structures and their 
order (axiom 1); the glueing axiom 4 means that each compatible fa-
mily of structures (or «descent data») on subspaces of a space E ad-
mits a join (called its aggregate), so that the species is complète. 
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7.3. Coproducts of topological spaces and their quotients are also dealt 
with in Section 7. 

8.1. Pseudogroups of transformations are already used in /20/ from which 
we quote: «nous reprenons ici, en les précisant, les notions intro
duites pour la première fois par Veblen-Whitehead dans «The found
ations of differential geometry », Cambridge Tracts, 1932». 

They are generalized into inductive groupoids and categories in 
/47/. Actually, a pseudogroup of transformations is a subgroupoid of 
the groupoid of partial homeomorphisms of a topological space E which 
is closed under joins (or aggregates) and downward closed for the 
order : 

f9 < f iff ff is a restriction of f to open subsets of its source 
and target. 

8.2. Groupoids were introduced in 1926 by Brandt [13] who requires that 
the groupoid be connected; they are sometimes called Ehresmann's 
groupoids, with a reference to the often cited paper / 47 / . 
A simpler definition is: a groupoid is a category in which each mor-

phism is an isomorphism. 
9.1. Proof: If e e - e and if ex is defined, there exists the composite 

eex - exy whence e x = x by axiom 2; so idempotents are identities. 
On the other hand, ef e' — x'^xe' exists and the equality xef e' — 
x e'% implies e'% is idempotent ( by 2). 

If e' = e , axiom 1 implies that (xe')y — xy is defined. Conver-
selv. if there exists xv . the comoosites e'v = x" xv and e( e' v are 
defined and equal. It follows (2) that e'y = y = e y , and e' - e 

9.2. A local automorphism of E is a partial homeomorphism, i.e. a homeo-
morphism between open subspaces of E . Beware that local homeo
morphism is often used with the meaning of etale space. 

9.3. <io7 is the pseudoproduct f j f7 : /T1 ( V ) -* f J f U ) with U the inter
section of the targets of f 9 and 
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9.4. Proof: If fi = \ fi | is an atlas from E to £'and SB = { g . | / <r / 1 
an atlas from E' to E'\ the pseudoproducts gy f. , i e I, j £ J7 make 
up an atlas from E to E" ( since the restriction of a partial homeomor-
phism is a partial homeomorphism ). 

1 0 . 1 . If S. is the structure on 6 \ , the structure 5/ on £/J transported by 
f. admits as its distinguished subspaces the images by /\ of the dis
tinguished subspaces for 5 ^ . 

This construction, suggested by the definition of manifolds, fibre 
bundles, is axiomatized later on /47/. 

11.1. The construction of (3 has led to the more general setting of /47, 
110/ . The proof uses the fact that F is a pseudogroup of transforma
tions and that the pseudoproduct is associative and preserves joins. 
More precisely (cf. /68/, Corollaries Proposition 8-3): 
(J is complete: if is compatible with (J, then is the aggregate 
of the charts/̂  (fî  f\)> h 6 ̂ ' where f̂  is the restriction of fi to 
the target of 0-A = f/ fx e T ; so /A € 5. 
(1 is compatible with T : the pseudoproduct 

lies in r, because g*'1 ĝ  is the restriction of a <f>̂  e Y and T is 
closed under pseudoproducts and aggregates. 

11.2. It should be noticed that ffi denotes a pseudoproduct while up to 
now, only products in which the source of / is equal to the target of 

were used. 
12.1. The construction of (£' (5 led to the groupoid of atlases of a local 

groupoid in /68/. Here is a particular case of the theorem on transi
tivity of complete enlargements / 85 / . 

13.1. In /39/, it is said that S is subordinated to 5' (i.o. lies on S'). 
The problem of existence of subordinated structures originated in 

the problem of restriction of the structural group for a (locally trivial) 
fibre bundle. The isomorphism problem (called equivalence problem 
in /39/) comes from E. Cartan's equivalence problem for infinitesimal 
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structures. 
14,1 + Universal characterizations of E £ : 

The space is obtained by glueing together the domains of the 
charts of the atlas Ct- It is already constructed in /15, 20/ in the case 
of fibre bundles (i.e., V is the pseudogroup described in /47/, Sec
tion IV-3). Here are two other descriptions of this space. 

1° E'0 as a special colimit : Let be the category of local isomor
phisms of F (cf. /47 / ); it is identified with a subcategory of the 
category Spn Top of spans of Top if the triple (Uf, g, U) , where g eY 
and a( g ) open in U eY0 , ¡3 (g) open in U ' e T0 , is identified with 
the span 

The atlas G defines a functor A from the groupoid of pairs of Q to 
1^ such that 

where <j>.. — f f.m f. is the change of charts. The class of cocones in 
Spn Top with basis 

and edges in Top admits an initial element; its vertex is E0' and the 
edge l̂ : U. -* El is the map x [+ (i, x) mod p . Informally, E'Q is the 
colimit of A in the category of spans generated by and Top. 

2° Eg as the fibration associated to a T-structure ( cf. Haefliger 
[42], whose terminology is used): Let T* be the topological groupoid 
of local jets of Y , equipped with its etale topology ( cf. /53/ ). Let 
G be the sheaf of groupoids of local jets from the topological space 
E ' to r* : its sections over U' are the continuous maps JJ' T* . An 
atlas (J on E', compatible with Y and whose underlying topology is 
the topology of defines a 1-cocycle y - (gĵ J of G as follows: 
y is associated to the covering (U[) of E 1 consisting of the targets 
U9. of the charts f- of (J and 
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14.1... 

The class of 1-cohomology of this 1-cocycle defines a r-structure on 
E', and Eo is the fibration deduced by y from E . 

Notice that the fibration deduced from any r-structure may be des
cribed by a colimit-construction as above. 

15.1. It is the usual definition of an etale space ( also called a local ho
rn eo mo rp hi SKI, term inology which may be con fusing here). Etale spaces 
are already defined in a preliminary Bourbaki's draft dated April 1941. 
They are thoroughly studied in H. Cartan's Seminar [15] where it is 
proved etale spaces are equivalent to sheaves (defined by Leray [62]). 
Gray has given an interesting history of these notions [39]« 

1 8.1. A lifting of A in E* is a section of p over A. 
19.1. The hypothesis E' is Hausdorff may be weakened (cf. page 23). 
1 9,2. The representations form the category Et f E) of etale spaces over 

E , which is the full subcategory of the category Top/E whose objects 
are the etale spaces over E. 

20.1 + Limits and colimits of etale spaces: 
Er is the quotient of the topological space sum of (Er-)̂ ej , by 

the equivalence which identifies all the base points a'- . It is the co-
product of ( Ef, af)i € j in the category Et*( E) of pointed etale spa
ces over E ; the morphisms of Et*( E) are the representations which 
preserve the base points. 

More generally, the category Et(E) of etale spaces over E is 
complete and cocomplete, since it is equivalent to the category Sh( E) 
of sheaves over E , and this category is reflective in the complete 
and cocomplete category Set®pen̂  of presheaves over E (Associated 
Sheaf Theorem). It follows that Et*(E) is complete and cocomplete: 
the limit in Et*( E) is the limit in Et( E) pointed at the family of 
base points ; the colimit is deduced from the colimit in Et(E) by id
entifying the images of the base points. 
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2 0.2. This proposition may be called the Lifting Homotopy Theorem for 
étale space s. It generalizes the more précise theorem for covering 
spaces and fibre bundles Charles gave in / 18/ (in which V is Axf 
itself). The lifting homotopy Theorem for fibre bundles paved theway 
to the theory of Serre and Hurewicz fibrations. 

21.1. This section was intended as an introduction to the subséquent cha-
pters on fibre bundles, but it is unachieved ; in particular it lacks the 
lifting homotopy Theorem for covering spaces. 

In the fourties and the fifties, Charles gave several courses on 
covering spaces and fibre bundles ; he always regreted to have not 
published them, which explains his fundamental contribution to this 
domain is somewhat forgotten (cf. O, I). 

The theory of covering spaces is developed in many books, e.g. 
Chevalley [17], Godbillon [36]. 

23.1. A covering space is the particular case of a fibre bundle with base 
B , fibre F and structural group G , where F is discrète and G con
sists of ail the permutations of F . A gênerai fibre bundle E(B, F, G,H) 
where G is a topological group of homeomorphisms of the topological 
space F , is defined similarly, by requiring in the définition of V that 
S: U -> G: x f-* sx be continuous (cf. /20, 28/ ). 

23.2. The hypothesis F finite or B locally connected is only used to 
prove the condition is sufficient. 

24.1+ Principal fibre bundles: 
The définition of the principal fibre bundle H (B, G, Gt, H ') as

sociated to a fibre bundle E (B , F, G, H J given in /20,28/ is formal-
ly the same as that given here for the principal covering, except that 
Gt is the topological group of translations of the topological group 
G and the maps x \* s1? must be continuous. 

Later on, Charles replaced the considération of H by the groupoid 
H H'1 of isomorphisms from fibre to fibre ; and in /50/ he proved the 
équivalence between the notions of : 
- a principal fibre bundle H and a locally trivial groupoid G^ , 
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24.1 ...  a fibre bundle associated to H and a topological action of . 
These results motivated his study of category actions and, later on, 
of internal structures ( cf. O, III). 

ON /55/ : ÉLARGISSEMENTS DE CATÉGORIES. 
Sections 1 to 8 take back the main definitions and results of the 

papers / 126,68,85/, to which we refer for comments. The Appendix where 
c ategories of fractions are introduced has been developed in / 122, 123 / 
in a more general setting. 
25.1 . Section 1 sums up / 126 / , Chapter 1, Part I. 
25.2 + « Espèces de structures locales » is a French translation of / 47 / 

(written in Germ an) which is not reproduced in these «Oeuvres ». It 
was published in the same volume as this paper, with the following 
note added on its first page: «La théorie esquissée ici a été déve
loppée dans mes cours depuis 1957 comme base de la théorie des es
paces fibres et feuilletés et de la géométrie différentielle. Un exposé 
détaillé, dont une partie est publiée provisoirement, va paraître pro
chainement». The alluded detailed work would have contained: 
 / 126/ , which was already printed in Montréal ; 
 / 68, 85/ , which were written in 1961 as a sequel of / 126 / though 
printed several years later; 
 a theory of atlases and completions for local categories, partially 
developed in /53,75,76, 110/. 

But Charles modified his plans because of his recent interest in 
internal categories (cf. O, III), so he separately published the existing 
parts, and only gathered their results without proofs here. 

28.1 . The proofs of Section 2 are given in / 126/ , Chapter 1, Part II. 
28.21 Replace by 

30.1. Ф and Ф' must be defined as functors toward Set since a natural 
transformation is defined between functors with the same codomain. 
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30.2. Add : et les foncteurs <f> et qui s'en déduisent . 
30.3. The preceding paper represents the French translation of / 47 / . 
32,1. Sections 3 and 4 are taken from / 126/, Chapter 1, Part III. 
38.1 . Section 5 contains the results of / 126/, Chapter 2 which are not in-

cluded in /53/. 
42.1. Section 6 is extracted from a preliminary draft (multigraphed in Paris 

in 1962) of Chapter 2, Parts II and III of the course / 126/ ; but it was 
not ready in time to be included in / 126 / . The final version, which 
is published in /68/ and summed up in Section 7 here, is written down 
in the frame of subpreinductive groupoids, Lo. préinductive groupoids. 
Indeed, results and proofs are valid without modifications in this more 
gênerai case; the only exception is the complétion theorems (page 44) 
which require prelocal groupoids. 

44.1. The end of this section cornes from /68 / , Sections 5 and 6. 
47.1. Cf. /68/ for the proofs. 
47.2. In /68/ the congrégation of B is denoted by OB i.o. ufi. 
56.1. Section 8 is developed in / 85 / . 
59.1. Add: et les foncteurs y et y' . 
67.1- R. <&,6p9(E',p)> i.o. <S,p,S'> (cf. /85/, Th. 8, page 110). 
68.1. R. bijection sur une sous-classe inductive faible de SQ i.o. injec

tion. 
69.1. Catégories of atlases for inductive catégories are described in /75, 

76/ . A complète enlargement theorem for local functors between local 
catégories is proved in / 110/ ; as here, it uses a 2-step construction 
(enlargement-f complétion) and not a direct définition of structures in 
terms of atlases as in / 47 / . 

70.1. This Appendix is developed with slightly différent hypothèses in 
/122/, Chapter V, Section E-l, and in /123/, Chapter II, Section 5-
It originated from a comparison between the construction of émarge
ments of catégories (page 37) and of embeddings of a semigroup into 
a group. It led to important developments : 
- the theory of catégories of fractions, so thoroughly studied later on 
(cf. Comment 73.2) ; 
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7 0.1 ... - the definition of double categories, motivated by the double cat
egories of squares and of quintets /52,64/, 
- the more general extension theorems for functors, which are given 
in / 122 / , Chapter V, and internalized in subsequent papers (O, III -2). 

7 0.2. A right (resp. left) regular morphism is an epimorphism (resp. mono-
morphism ). A perfect category is also called balanced, 

7 0.3. The notation • ( 3 r , £ ' ) is misleading: it should mention £ which 
is essential i.o. C' . 

71.1. The two propositions define the double category of commutative 
squares ( or quartets ) of the category £ , when 3" = £ . 

71.2. The relation with the enlargements defined page 36 is indicated on 
page 72. 

71.3. Proof: 1° f e 5" admits a left inverse g which closes the trio 
( a(f),f,a(f)) into a square ; 

if f is an epimorphism, g is its inverse. 
2° Let hf e C' be regular; there exists a square 

with he £ and /, f9 isomorphisms (by 1); then h = f9"̂  h9f is a re
gular morphism with source in C , hence is an isomorphism; it fol
lows that h9 is also an isomorphism. 

72.1. Condition (P) (for «parfait») was suggested by the Ore condition 
which ensures a semigroup may be embedded in its group of fractions 
[701. In / 122/ (Chapter V, Definition 6), it is only given in the case 
(2 = £' and J consists of all the regular morphisms of £ . 

7 2.2. Proof: It follows from the first condition that the elements of are 
isomorphisms (Comment 71.3); the second condition means CJ~̂  3" is 
included in £ ; whence Condition (P ) with the squares 
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72.2. 

for f,fc5 and he£. 
72.3. •(3r,C') is always an enlargement of £, since its isomorphisms 

are the trios ( f',f,h) where h is an isomorphism of £ . The proof 
of both propositions is straightforward. 

72.4. For the (easy) proof, cf. /122/, Proposition 2-V. This proposition 
implies that £ is a final subcategory of (2' and that (2' is an 5"-exp
ansion of G (in the sense of /122/, Definition 1-V). More generally, 
£ is a final subcategory of £% iff £' is a quasi-expansion of £ by 
C'Co (cf. O, III-2, Comment 479.2). 

73.11 Replace condition 2 by : 
2) Soit (2"' un élargissement de (2 relatif à une classe CJ" telle 

que (£,£" , î'1 ) vérifie ( P ), et soit G un néofoncteur du sous-graphe 
multiplicatif <5«Kj£u/3(ctf") de £" vers le sous-graphe multiplicatif 
Î U ^ U ^ Ï ) de £' prolongeant l'identité de £. Alors G s'étend en 
un unique foncteur G : (2" -> <2 ; si G est surjectif, (2 est une catégo
rie quotient de (2M . 

G sends A' to fGf f\)yG(fn ), h) mod p , where 

73.2+ Categories of fractions : 
With the terminology of /122/, Condition 2 of the enlargement the

orem means that ((2,(2,5") is a cofree expansion associated to ((?' , 
(2,?) . The category C does not only enjoy this couniversal property; 
it also is characterized by the following univers al property (/ 66/ 3-1): 

Let p: (2u3:u/S(3:)^K be a neo functor from the multiplicative su b 
graph of (2' generated by (2u3" into a category K ; if p sends the 
éléments of 3" to isomorphisms, there exists a unique functor p such 
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73.2... that p =r^u5rUj8(5:) C ^ (2 P * K ) . 
Indeed, p sends f f f, hjmod p to p({ 9 )p (h Jpff)'1 • 

If (2 is a category and 3" any subclass of morphisms of (2, recall 
that (2/3" is a category of fractions of C by 5" if there exists a func* 
tor q : C -> (2/5" which is universal among the functors (2 -> K sending 
the éléments of 3" to isomorphisms. Taking = C in the preceding 
proposition, we get : 
COROLLARY. If 3̂  is a subcategory of (2 containing the identities 
and satisfying Condition (P) (such a category is called /91, 122 / a 
proper subcategory), and if 3" consists of regular morphisms of C,then 
the category (2 associated to ( (2 , C , ̂ ) is a category of fractions of 
C by ff ; moreover q is an insertion (2 C > (2 and (2 = (23""̂ . 

We have f f9, f, h Jmod p - f fh ) f1 in C ; this morphism may be 
identified with the fraction ffh/f defined as follows : the class of ail 
spans (k,f) of C with fe 5" is equipped with an équivalence 

(k , f) - (k9, f 9 ) iff there exist g, g9 e 3: such that f g = f9 g1 and 
kg = k9g9; 

the équivalence class of (k,f ) is called a fraction, denoted k/f. 
The corollary is easily generalized as follows (cf. / 122/ Corollary 

Theorem 4-V and / 123/ Section 5-H ) : Let 31 be a proper subcategory 
of (2 satisfying the condition : 
(R^ ) If fh = fh 9 for some f e $ , then h g - h9 g for some g e 3:. 
Then there exists a quotient category (2 of (2 by the équivalence r : 

h - h9 iff there exists / £ 3" such that h f - h9f; 
the image 3" of 31 by f ; (2-> (2 is a proper subcategory of (2, whose 
morphisms are regular in . The category of fractions deduced 
from the corollary is also a category of fractions of (2 by 3" , and 
ê/5" = f((2)f( S1)"^ ; its morphisms may still be defined as fractions 
k/f, where k e (2 and f e 31. 

Catégories of fractions play an important part in many problem s, 
specially in Algebraic Topology where the homotopy category has'trig-
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73.2... gered their study. However it seems this (not well-known) Appendix 
is the first paper in which an explicit construction is given, Indepen
dently, Hoehnke [43] proved the above corollary with the supplement
ary «triangle condition » : g e 33 if g {e 3" for some / in 3" . 

Later on, Gabriel-Zisman [34] gave a slightly more general theo
rem and they fixed the terminology: A subcategory 3: of (2 admits a 
right calculus of fractions if it satisfies the second condition ( P ) of 
this text and the condition (R^ ) above; in this case, there exists a 
category of fractions of C by 5 whose elements are the fractions 
k/f with k e £, f e 3: . (The difference with the above result is that 
3" need not satisfy the first condition (P ); however the subcategory 
3"' of (2 generated by the g such that f g e $ for some f in 3r is then 
a proper subcategory satisfying (R^), and (2/3" = (2/3:i.) The as
sumption that 3" admit a right calculus of fractions is « almost neces
sary* for to consist of fractions. More precisely: 
PROPOSITION. The canonical functor q: (2 -» C/3r into a category of 
fractions of £ by a subeate gory 3" satisfies the two conditions ; 
1° 

where f. e 3 for l<i<n (cf. /123/, 5-II). In [6] Bauer-Dugundji 
give an explicit construction of this quotient. For (2 — 3" , the category 
C/(2 is the reflection of (2 into groupoids. 

Enriched categories of fractions, in particular additive categories 

2° q(h) = q(hf) iff there exists g e J such that h g - h'g, 
iff 3: admits a right calculus of fractions. 

Gabriel-Zisman develop the theory of such categories of fractions 
with an emphasis on the exactitude properties of q: (2 -> (2/31. 

For any class 3" of morphisms of (2 , there exists a category of 
fractions (2/3" which is a quotient of the category of zig-zags 
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73.2... of fractions have been studied and used frequently. Internai cat
égories of fractions in a concrète category are constructed in / 96 / ; 
the case of double or ordered catégories of fractions is developed by 
S. Legrand [61]. 

A related problem is the following one : Let L be a subcategory 
of Cat ; if C is an object of L and 3" a class of morphisms of (2 , a 
functor (2-> <2 defines C as an L-categoryof fractions of C 'd q 
is universal among the functors in L which send ail of 3" to isomor
phisms; if J is the class of ail morphisms of (2 made isomorphie by 
q , it is called an L-congruence. Bénabou (unpublished lectures) has 
characterized L-congruences, e. g. for L the category of (finitely) com
plète catégories and limit-preserving functors, or the category of reg
ular catégories. 

73.3+ Perfect catégories: 
For the proof, cf. /122/, Corollary 1, Theorem 5-V. 

C is an improvement («perfectionnement») of (2 iff fR C and 
<2 = ; then (2 is balanced ( = perfect). By the theorem, (2 has an 
improvement 9 iff % is a proper subcategory of (2 (that is, iff fR ad
mits a right calculus of fractions), or equivalently (cf. Proposition in 
Comment 73.2) iff the category (2/fR is an improvement of (2 ; in this 
case, f is isomorphic to (2/£R (cf. /66/, Corollary, Proposition 174). 

If (2 = !R , it admits an improvement ÎP iff each cospan may be in-
serted in a square (Ore condition ) ; that is équivalent to the fact that 
(2 be identified to a subcategory of its reflection § into groupoids, 
and that § = (2(2"^ . In particular, this gives back Ore embedding of 
a regular semigroup in a group; this Ore resuit was the model on which 
the Enlargement Theorem of this Appendix was tailored. 

ON /85/ : ESPÈCES DE STRUCTURES SOUS-INDUCTIVES. 
75.1. Such gênerai complétion theorems have not been given. The only 

published generalizations are : 
- Complétion theorems for subprelocal catégories (via rockets, and 
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super-rockets) in /76/, 
- Complete enlargement theorems for local functors between local 
categories in / 110/ . 

75.2. This very helpful «Guide» is isolated from this paper and numbered 
/86/ in these «Oeuvres». 

76.1. Inductive and subinductive maps are respectively called subinduc-
tive and subpreinductive maps in subsequent papers, where an induc
tive map means a subinductive map between inductive classes /86/. 

78.1 + Quotient ordered groupoids : 
If S is a quotient (sub)inductive groupoid of 5, then it is a quo

tient structure of S (in the sense of /66/) with respect to the forget
ful functor to Set from the category of subpreinductive groupoids and 
(sub) inductive functors. Theorem 1 gives a strict enough condition for 
the existence of such a quotient (it is used in the Enlargement Theo
rem 4, page 91). A finer result is given in /66 / (Corollary, Theorem 
3-II) where quotient structures are constructed with respect to several 
concrete functors from categories of ordered categories. More generally 
existence theorems for quasi-quotient special ordered categories (e.g. 
for quasi-quotient subpreinductive groupoids ) are deduced in / 100/ 
from existence of quasi-quotient internal categories (and from the def
inition of a subpreinductive groupoid as an internal category, Comment 
262.1). Quotient ordered categories are also constructed by S. Legrand 
[61] and byjoubert [50]. 

78.2. Condition 2 follows from Condition 1; in fact, if g9 < f and q(g')-
q( f ) , the unicity of g 9 in condition 1 implies f9 - g9. 

79.1. The distributivity axiom is equivalent (Comment 265.1) to : if d is a 
subaggregate of a subclass B of S and if a< d, then à is the d-
aggregate of D = { an 6 | be B \ ; now representatives d, a, b of d, 
a and b may be chosen so that a< d and b < d* Then a is lesser than 
u \ b I b € B \ = d and, since S is local, 

hence 
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79.2. Sub̂ pre)inductive species of structures generalize the species of 
local structures introduced in /47/ and, in the case S is a subgroup-
oid of Top , in / 36, 125/. 

Notice that here the word subpreinductive is made agree with spe
cies, and not with structures as in the earlier papers / 47, 55/. It is 
more natural when a subpreinductive species is thought of as a (spe
cial) structured ( = concrete internal) species of structures /59, 89/, 
in the category of subpreinductive classes. 

79.3. It follows from this proposition that a sub (pre) inductive species of 
structures <S ,p, S9> in which p( S9) is replete in S is an internal 

A A 
discrete fibration in the category of sub (pre) inductive classes and 
inductive maps such that p be strict and S be a sub(pre)inductive 
groupoid (looked at as an internal category, Comment 262.1). 

80.1 + Etale maps and pre sheaves: 
Suppose S consists of identities, so that S = S0 is just a subpre

inductive class. The etale maps over S are in 7-1 correspondence with 
the pre sheaves over (the category defining the order of) 5. Indeed, the 
etale map p ; S9 -> S defines the presheaf F such that 

F(u ) -pl( u) and F (u9 ,u ) for u9 < u maps s e p1 ( u) on 
the unique s9< s such that p( s9) - u 9. 

Conversely, to the presheaf G is associated the etale map p9 from 
II G(u) to S such that p9(u, s) = u and 
ueS0 

(u*', s9) < (u, s) iff u9 < u and s9 ~ G(u9, u)(s) % 
The presheaf F is a sheaf iff p; S9-* S is moreover complete (Def
inition 3 page 104')., and the completion of an etale map (Theorem 7.3) 
corresponds to the associated sheaf (cf. Comment 321.1). So the term 
etale is taken with an extended meaning (classically etale spaces cor
respond only to sheaves over a topological space, not presheaves). 

81,1. The corollary is trivial; the conditions imply 5' = 5. 
83.1. R. foncteurs ̂  etX* applications ̂ 0 and ̂  . 

The actions of a (if/*) = /3((/r) on a( ) and jS (y) must be the same. 
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84.1. N(S\S) is the category of natural transformations from S to 5' 
(as defined in /109/), when S and Sf are looked at as internal cat
egories in the category of subpreinductive classes (Comment 262.1). 
The proof shows that the composition of 5' is an inductive map, which 
is one of the conditions for S9 to be such an in tern al category. 

86.1. K*(S', p ) is the pullback of (p, K) in the category of subpreinduc
tive groupoids and (sub)inductive functors (Theorem 1 and Corollary 
1). Corollary 3 proves that subpreinductive species of structures and 
etale functors are preserved by pullback. Corollary 4 is a particular 
case, which lies on the fact that [ /3, a] ; 5 -> Su X S0 is an inductive 
functor to the subpreinductive groupoid of pairs. All these results may 
be deduced from general theorems on internal categories / 109, 113/. 

87.1. R. local i.o. sous-local . 
87.2. If S is only subprelocal and if h! is another element of S9, greater 

than fn , then the K ( ff J-aggregate and the K fh '̂ -aggregate of f99> 
might be different, in which case K9 ( f" ) is not defined. 

89.1. The hypothesis f$(F)C F of Proposition 6.3 is satisfied, because 

92.1. The last equality is proved as follows: for 
each i e I implies 

whence the equality, because both members are sent to /3 (k) by the 
strict map p. 

The corollary is also valid if the condition p (S*) is closed under 
aggregates is replaced by p is relatively complete (that is, if C is 
a subclass of S9 such that there exist ua (C), ufi(C) and \Jp(C) 
then there exists uO-This remark is needed later on. 

92.2+ Reflection in internal discrete fihrations : 
Let us take the category of subpreinductive species of structures 

A A 
over S and of (sub)inductive covariant maps, and its full subcategory 
of (sub)inductive discrete fibrations <S, pj , Sj > (i. e. p j ( Sj ) is re-
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92.2... plete in 5 ; cf. Comment 79-3). 
PROPOSITION. <S,p,S'> is the reflection of <S,p,S'> into this 
full subcategory. 
A. Let < S, q, G> be a (sub)inductive discrete fibration, <Ida, v0> a 
(sub)inductive covariant map from <S,p9Sf> to <S, q, G> , and let 
v: S'-* G be the corresponding (sub)inductive functor. From the univ
ersality of the maximal enlargement (Comment 227.1), v extends uni
quely into the functor v: S' -» G which sends the coset of (f',f,h) to 

This functor is (sub)inductive because v is so, 
and the composition of G preserves aggregates and finite intersec
tions of bounded families. V 

The following precision is needed in Theorem 7.3; it comes from 
Corollary, Theorem 1.1 and from Comment 92.1 : 
COROLLARY. If <S,p,S'> is sublocal, <S9p,S'> is sublocal. If 
<S,p, S'> is local and relatively complete, then <S, p, S'> is local. 

104.1. This definition generalizes the notion of complete inductive species 
of structures given in /47/, and of which sheaves are a particular 
case (Comment 80.1). 

105.1. C is compatible with p because it consists of aggregates uB of 
subclasses of C . Since Sr is local, we get 

it follows 

because p(B) and p( B* ) are bounded by Up ( C). 
108.1. E. que l'inclusion de S' dans 2' préserve les agrégats et que 

i.o. que S' . 
109.1. C is complete is proved as in /68/, Theorem 2.5. 
109.2. Here it is supposed that Sf Sr preserves aggregates. 
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109.3+ Universal completions of local species of structures : 
Let S be a local groupoid. Proposition 9 and Theorem 7 give reflec

tions in categories of local functors (cf. also Comments 321.1,325.2). 
1. Universality of the species of complexes: Take the category whose 

objects are the subinductive functors p ; S' -» S and morphisms from 
p to pj : Sj -» S are functors v: S' -> Sf such that pj v - p and v pre
serves all finite intersections. From Proposition 9 we deduce: 
PROPOSITION A. // p: S'-> S is a subinductive functor and Sf is a 
preinductive groupoid, then p admits K: CfS',p J -> S as a reflection 
into the subcategory of complete inductive functors G-> S, G a local 
groupoid and morphisms preserving aggregates and finite intersections. 
A. The insertion S'C > CfSf9p ) preserves intersections (but not ag
gregates). Let q: G -> S be an inductive functor from a local groupoid 
G that is complete with respect to q , and let v: 5' ~> G be a functor 
preserving finite intersections and such that qv - p . Then v extends 
into the morphism v : K-» q which sends the complex C to U v ( C) . 
Indeed, v(C) is a compatible family of G because C is compatible 
and v preserves finite intersections; as qv(C) admits Up/ C) as 
an aggregate and q is complete, U v ( C) exists. Now v : Cf S'9 p ) -» G 
is a functor preserving aggregates, and it is the unique such one which 
extends v , since C - u{f \ f e C \ . The intersection of complexes 
C and C is their set-intersection, which consists of the fr\f with: 
feC, f'eCf \ whence v preserves it, since 

The problem with the completion by complexes is that aggregates 
are not preserved and p strict does not imply K strict. Whence, the 
consideration of complete classes. 
2. Universality of the completion. Take the category A$ of local spe

cies of structures over 5, the morphisms being the inductive covariant 
maps <Id$9 v0> (such that the extended functor v preserve finite in
tersections ). 
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109.3... PROPOSITION B. A local species of structures <S, p, S'> admits 
its complétion < S, 0p , (S', p )> as a reflection into the full subcat" 
egory of A$ with objects the local complète species of structures. 
A. The insertion SRC_> (Sr,p ) préserves aggregates and finite inter
sections. Let </Û?5 , vo> ; < S, p, S'> -* < S, q, G> be a morphism to a 
complète local species. As q is strict, the extended functor v pré
serves the intersections preserved by p . So it is proved as above that 
the unique extension of v is the functor v : ( Sf, p ) -> G ; C |~> uv (C ), 
preserving aggregates (and finite intersections if so does v). V 

To compare with the associated sheaf theorem, cf. Comment 321.1. 
PROPOSITION C (Relative complétion Theorem). A local species of 
structures < 5, p, S'> admits a reflection <S, pr, Sr> into the full sub
category of A$ with objects the relatively complète local species of 
structures (Comment 92.1). Sr is the subgroupoid of (S\p ) consisting 
of those C such that \ja(C) and ufi(C) exist in 5'. Same proof. 

110.1 + On the complète enlargement : 
From the universal characterizations of Comments 92.2, 109-3 cornes 

PROPOSITION. The complète enlargement of < S ,p , Sr> is its reflec 
tion into the full subcategory of A$ with objects the complète local 
discrète fibration s over S. 

Notice that the complète enlargement is constructed in three steps: 
complétion, inductive enlargement, complétion. The first step is neces-
sary because the Complétion Theorem 7 is only valid for local species 
of structures, while the inductive enlargement of a non relatively com
plète local species of structures is just sublocal (Theorem 4.2); it 
may be replaced by a relative complétion (Proposition C, Comment 
109-3), since the enlargement of a relatively complète local species 
of structures is local (Comment 92.2). 

The above proposition gives a universal characterization of the 
complète enlargement. It is proved using the transitivity of free objects 
and successively : Proposition C of Comment 109-3, Proposition. Co-
rollary of Comment 92.2, Proposition B of Comment 109-3-

355 



COMMENTS ON /85/ 

110.1 ... The last assertion of Theorem 8 leads to a one-step construction 
of the complete enlargement, in which the structures are directly def
ined as atlases. This (more concrete) procedure is used in /47/, in 
which the Complete Enlargement Theorem is given for the first time. 

A complete enlargement theorem for local functors between local 
categories is proved in / 110/ , to which we refer for comments. 

1 1 3.1 . The proof is correct for i - 1 . If (j9i) = ( 1, 2 ) , the same result 
is obtained by replacing a by /3 . Hence q} preserves subaggregates 
of objects, whence also of all subclasses of 3" . 

114.1. More briefly : F ' being complete, we have 

and therefore v - G. 
1 15.1 % Such an k exists if k and k* are in S', not if they are only in 

S'. However in this case q̂  ( k) - qj(k *) also implies q( k) - q(k'); 
indeed, there exist e . e SI such that a(k)-^Je.-a(k'); k e . and i i i 
k* e . are in 5 ' and they satisfy 

whence fifke.) = fi(kfet) because q is 1-1 on S0f. The former case 
then gives a (k e .) - q(k9 e .) for each i, and therefore 

116.1. Since S* is a pseudogroup, S' Sn is complete, and the first 
step in the construction of the complete enlargement (Comment 110.1) 
is unuseful; hence S* is the completion of the algebraic enlargement 
of S* over S. 

116.2+ Associated fibre bundles: 
The notion of an associated atlas and of the class of associated 

structures was suggested by the construction of associated fibre bun
dles (cf. /20, 50/). 

Indeed, let E (B 9 A 9H, H ) be a fibre bundle, with basis B, fibre 
A, structural group 2.. It is defined by an atlas F compatible with the 
pseudogroup 5 consisting of the continuous maps h : U x A - * U x A , 

356 



COMMENTS ON /85/ 

1 16.2... of the form 
(x, y) \> (x, sxy), where x \* s% is continuous U -» 2 

(cf. Comment 23.1). The associated principal bundle H(B ,2, 2, Ef) 
is defined by an atlas G compatible with the pseudogroup 5' that has 
for charts the maps 

The map h \* h' defines an inductive functor q; S -* 5'. The atlas G 
is associated to F according to Definition 6, because q gives rise to 
the following map 7}; F -* G : it f: U X A -* E is a chart of F , the par
tial map f(x, -) : A -+ E is an element of H for each x e U ; whence 
the chart of G: 

More generally, we deduce by transitivity that if F' is an atlas def
ining a fibre bundle associated to E, then Fr is an atlas associated 
to F, and conversely. 

ON /86/ : GUIDE DES CATÉGORIES ORDONNÉES, 
This paper is an Appendix to /85/. Since its publication in 1965, 

Charles has obtained other results on ordered categories, scattered in se
veral articles ; they are pointed out in the following addendum, written for 
this volume. 
119.1. A saturated homomorphism functor is a concrete transportable func

tor (in a more modern terminology). 
123.1. The complete enlargement of a local functor between local categ

ories is constructed in / 110/. 
1 23.2. Quasi-quotient ordered categories are defined and constructed in 

/100/ (O, HI-1) and/102/ (O, IV-1). 
123.3. These general problems have not been studied afterwards. 

ADDENDUM À /86/ (Résultats obtenus par C. Ehresmann après 1965): 
A A 

1° Une classe XÀ'-(sous)inductive est une classe ordonnée, telle 
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que toute partie non vide de cardinal < X' ait une intersection et que toute 
partie majorée de cardinal < À ait un (sous)agrégat ; d'où la catégorie des 
classes X X'-(sous)inductives dont les morphismes préservent ces inter
sections et (sous)agrégats ; les catégories XXx-(sous)inauctives sont les 
catégories ordonnées qui sont de plus internes à cette catégorie / 102/ . 

Des théorèmes d'existence de catégories sous-préinductives, ou 
\\y-( sousjinductives, quasi-quotient s et de plongement d'une catégorie or
donnée dans une catégorie sous-préinductive ou W'-(sous)inductive ayant 
des limites et colimites de certains types sont donnés dans / 100, 102/ . 

2° L'élargissement complet dTun foncteur local est construit en deux 
étapes dans /110/, ce qui généralise des résultats de /47,85/ . (Un ex
posé détaillé en est donné dans la thèse de Leblond [59] . ) 

3° Applications : La catégorie ordonnée et quasi-topologique des sec
tions locales d'une catégorie topologique est construite dans /92/, ainsi 
que son quotient, la catégorie des jets locaux. D'où une théorie des pro
longements des catégories topologiques et des catégories différentiables 
(voir/92, 101, 103, 105, 116/). 

ON /47/ : GATTUNGEN VON LOKALEN STRUKTUREN. 
This article is very important, since it contains most of the ideas 

which are developed in subsequent papers, on actions of categories and 
extensions of functors (/ 126/ and 0,111-2), on ordered categories, local 
functors and their completions (/53,68, 85 / and O, II- 2). 

A french translation (which will not be reproduced here) is publish
ed in Cahiers Top. et Géorn. Diff. Ill (1961), before the paper /55/. 
125.1. Charles uses the term category here for the first time. Before, he 

frequently dealt with groupoids (e.g. in /28/); though he proved (in 
/ 32,40/) that the class of all jets between manifolds satisfy theax-
ioms of category, he did not employ the word itself. In fact he only 
read Eilenberg- Mac Lane paper on categories in 1952. 

125.2. Charles always intended to write a long paper (or perhaps a book) 
on his view of Differential Geometry. Unhappily he never achieved it, 
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and he only sketched the main ideas in /50,78, 103, 116/.. Notice that 
the récent development of synthetic differential geometry (Lawvere [58] 
Dubuc [25], Kock [56], Reyes [76] , ...) makes his ideas very actual. 

1 25.3. During the fifties, Charles extensively travelled and he was proud 
enough of his lectures through the world. 

126.1. The underlying set-theory is Bernays-Gôdel-Von Neumann [8 ] . 
In later articles, the distinction between sets and classes is replaced 
by the use of universes (cf. O, III-1, Comments 24.1, 155.1, 211.2). 
The optimistic conclusion reflects Charles' often expressed philosophy 
on foundations in Mathematics : If they are endangered, there is always 
away to restore them. 

126.2. Sections I and II are developed and generalized in / 126/, Chap
ter I that contains complète proofs, and in / 122/, Chapters I and IL 

Catégories are looked at as a generalization of groups and group
oids, hence are described by the data of the composition, source and 
target, rather than by the objects and the Homs. This point of view 
explains Charles introduced very early internai catégories and their 
actions, of which he had several examples in differential geometry 
(cf. O, III-1 , Comment 25.1). 

1 27.1. Generalized functors are used in the sequel: 
- to give another characterization of species of structures (cf. also 
/122/, Proposition 9-II), 
- to de fine the order of an inductive category or groupoid. 
They are by-passed in later works. 

An application is given in [il], where Bosch & Sagastume use 
generalized functors and generalized natural transformations to provide 
an axiomatic treatment of manifolds (Comment 330.2). 

127.2. The letter S abbreviates «ensemble». Later on, Charles rather 
named a category by its morphisms i.o. its objects, and the category 
of sets and maps became Jfl (cf. O, III-1, Comment 24.1). 

128.1. R. dann ist p1 (e) f- <fi und i.o. dann ist . 
Otherwise the acting category would only be the full subcategory 

of C on which the fibres are non-void. 
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129.1. Axiom 1 is a consequence of Axioms 2 and 3. If С is a groupoid, 
Axioms 2 and 3 follow from Axiom 1 (cf. /122/, Theorem 2II). 

129.2. To sum up, Section I states the equivalence of the notions : 
 actions of a category С on a set, 
 functors С > Set with nonvoid disjoint values (resp. with nonvoid 
values, in Section II), 
 discrete fibrations onto С...... 
 generalized functors, if С is a groupoid. 

In Section II and in / 126/, the equivalence is extended to the cor
responding notions of morphisms (Comment 206.1). 

130.1. The subgroupoid С of С is distinguished if С'1 С*С С С . Here, 
С is a sum of groups, and the quotient groupoid С/ Cf is formed by 
the classes fС, where feC. More generally, the quasiquotient of 
a category С by a subcategory С is defined in / 100, 91/ (О, III), 
as the quasiquotient of С by the equivalence generated by: 

/ ~ a(f) for each fe С 
This result is the only one, up to page 133, which requires С to 

be a groupoid, and not any category. In / 126/ , the study is carried on 
for categories. 

131,1. This trivial example is used page 133. 
132.1. Up to 1963, Charles used the term equivalence i.o. isomorphisme. 
132. 2, The functor ф must be the lifting of a functor between the acting 

categories С and C, so that the following square commutes: 

A correct definition is given in / 37, 126/ . 
132.3+ Some motivations: 

The bifold terminology: action of category, species of structures, 
stems from two different origins : the theory of fibre bundles and Dif
ferential Geometry, the theory of mathematical structures. 
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132.3... Groupoid actions and covariant maps were first defined in the 
case of the groupoid of isomorphisms from fibre to fibre, of a fibre 
bundle E , acting on E; in /37/, Charles introduced «ces notions 
que nous mettrons à la base de la théorie des covariants différentiels 
d'une structure infinitésimale»; in /38/ he gives the example of dif
ferential covariants and invariants. General actions of groupoids are 
introduced in/44/, where they are called generalized fibre bundles ; 
topological and differentiate actions are also defined there, with an 
application to prolongations of manifolds. 
On the other hand, special species of structures over a subgroup-

oid of the category of sets are described in / 36, 39, 125 / (and pre
cised on page 133), to axiomatize Bourbaki's theory of structures and 
to develop local structures. 

It is only in the present article that the two theories are united. 
Covariant maps also generalize equivariant maps between C-sets, 

where C is a group. 
1 32.4. The two theorems of this paragraph say that, if p is a discrete fi

bration, then pp is a discrete fibration iff p is one. 
133.1 + Enlargements and Kan extensions : 

Charles defined enlargements as a first step toward his complete 
enlargement Theorem for local structures (Section 5-III) which gener
alizes the construction of structures via atlases (e. g. manifolds). 

Let $ ; C -» Set and $ ; C-» Set be the functors associated to the 
actions of C on S0 and of C on S0. For each object e of C, we 
have 

colim base 

Hence $ is the Kan extension of $ along the insertion C C_» C . The 
colimit definition may be given if C and C are categories, i.o. group
oids, but then S0 may not be a subspecies of S0. 

So the enlargement is a special case of Kan extension, for Set' 
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1 33.1 ... valued functors. Notice than Kan's paper on extensions [52] was 
published the same year as this paper. 

The enlargement has another universal property, when it is looked 
at «upside-down» : let p ; S -> C and p ; S -» C be the discrète fibra
tion s associated to S0 and 60. 
PROPOSITION^/! Comment 227.1). Take the category Cat/C of func
tors over C ; then p ; G -> C is the reflection of f Q . P» C C ,> C) into 
the full subcategory of discrète fibration s over C. 
A . Let p G ' -> C be a discrète fibration and q : 6 -> 6 ' a functor such 
that p'q = p . Then q extends into q : 6 -> S' sending f g, ( f, S) Q) to 
the unique A e G' satisfy in g p Y A ) - g f, a(h)-q(S). V 

Looked at in this way, the enlargement process led to gênerai the
orems on extensions and expansions of functors given in / 77 / and 
/ 122/ Chapter V, and adapted for internai functors in a concrète cat
egory in / 89,90,95,96/ (cf. O, III-2 and its Synopsis ). 

On the other hand, Kan extensions may be translated in the enriched 
world (Dubuc [24], Kelly [55]). They are also generalized to extend 
(enriched) partial actions into (enriched) actions in /87/ . 

133.2. R. Gattung i.o. Kategorie . 
133.3. This section makes more précise the définition of structures given 

in / 125/ ; it opened the way to the construction of type functors in 
/52/ and in / 122/, Appendix II (Comment 5.1). 

134.1. For an infinité ordinal t / co , the définition of (as a colimit) 
is more complicated ; cf / 52 / (O, IV-1). 

135.1. It means p is faithful. 
Catégories of homomorphisms were suggested by the «concrète» 

examples: homomorphisms between algebraic structures, continuous 
maps, ... A category of homomorphisms over C with C the groupoid 
of isomorphisms of C is exactly what is now called a concrète trans-
portable category. 
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135.2. The construction of is explicitly carried on in / 126/ Chapter 1, 
1 36.1. Axioms 1 and 2 are automatically satisfied, because <3> is a gen-

neralized functor (cf. / 126/ , Chapter 1, Propositions 4-1 and 5-1). 
136.2. $ (g)n® fg' ) cannot be void, since it contains the least element 

0 , that is the aggregate of 0 . In fact, 
iff 

137.1 + Inductive groupoids and pseudogroups: 
Inductive categories of isomorphisms are called inductive groupoids 

in later papers. They are groupoids Q equipped with an inductive or
der (i.e., every non-void subset has a meet) such that the map 

be a generalized functor. 
An inductive groupoid with its extended composition (or pseudo-

product) is called a pseudogroup. A characterization of pseudogroups 
thanks to the algebraic properties of the pseudoproduct is given in 
/ 53/ . Transformations pseudogroups (already used in /20, 125/) are 
special pseudogroups, or inductive groupoids, whose elements are 
partial homeomorphisms of a topological space. 

The theory of inductive groupoids and of their generalizations : pre-
A A 

inductive groupoids, sub(pre)inductive groupoids, is developed in: 
/ 126/ and /68/. Interpretations as internal categories in categories 
of posets are provided for in /63/; cf. Comment 262.1. Examples 
issued from the theory of foliations are studied in /54,75/. 

Following Charles's lead, inductive groupoids have been dealt with 
by several authors. Rinow [77] gets relative completion theorems (cf. 
Comment 306.2). A series of papers by B. Schultz [81*86] is devoted 
to the study of the inductive groupoids Y ( G) where G is an algebraic 
structure (a group, a ring, a field) and T(G) consists of its partial 
isomorphisms. In particular: two embeddings of an inductive groupoid 
into the groupoid Y (A) associated to an abelian group are construct
ed; conditions are given for an isomorphism from Y(G) to IYGf) to 
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137.1 ... corne from an isomorphism from G to G' (such an isomorphism is 
called an inductive isomorphism from G to G'). Hoehnke & Strecker 
[45] are also concemed with such inductive isomorphisms between 
groups, while Michler & Schreckenberger consider the problem of find-
ing when Y (G) is relatively complète, for a gênerai algebraic struc
ture G [66]. 

Motivated by problems on foliations, Joubert [50] refines theorems 
on quotients of inductive groupoids and ordered catégories ( given 
in / 66 / ) and uses them to construct extensions of ordered functors 
by the method of /72/. He also studies those functorially ordered 
groupoids which contain a final subgroup G and embeds them in the 
category of atlases of G, 

137.2. ff dénotes the pseudoproduct (it is not required a(f ) = /3(f')). 
137.3. The right identity of 0 ' = (S',/', S) is ( S, a( f ) , S) . 
1 38.1 . fl0 is the class of pointed local classes. 
138.2. Local species of structures represent an axiomatization, in the 

frame of catégories, of local structures over topological spaces def
ined in / 36, 125/. 

The results of this section are developed and generalized in / 53, 
85/ to which we refer for comments. Cf. also Dedecker [21-23]. 

1 38.3. If C fi C , conditions a, b, c do not imply that C is an inductive 
groupoid, so that the notion is slightly more gênerai than in / 85 / . 

1 39.1 . A compatible family here is a family (g^) of S compatible for p in 
the sensé of/85/ such that (p (g>)) is bounded in C . It may also be 
called a «descent data». 

1 40.1 + Local classes, paratopologies and locales : 
Charles introduced local classes, local groupoids and paratopolo

gies to account for the algebraic structure which makes possible the 
construction of local structures via atlases compatible with a trans
formations pseudogroups, e. g. manifolds, fibre bundles, ... His insight 
which revealed so fruitful was that «points» are not necessary in this 
problem, but only the order relation on open subsets, whence the local 
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140.1 ... groupoids and the paratopologies to replace transformations pseudo-
groups and topologies ; the terminology stems from that. 

Developing his ideas, Bénabou [7] and D. & S. Papert [73] study 
paratopologies on local lattices ( i. e. local classes with a greatest 
élément). In particular, Bénabou constructs free local lattices, copro-
ducts in the category of local lattices with morphisms preserving joins 
and finite meets (cf. Comment 153.1), and embeddings from posets to 
local lattices and from local lattices to boolean algebras. Afterwards, 
Coppey [18] and Tanré [ 87 ] concern themselves with the notion of 
locally connected paratopology and paratopological foliations. 

Now local lattices are Brouwerian complète lattices (in the sensé 
of Birkhoff [9] ) and they have been considered long ago. For instance, 
Wallman [88], Samuel [79] define filters on them, in connection with 
compactifications. Nôbeling [69] develops a «Topology without points» 
along the lines of gênerai topology. 

In the early seventies, the interest in local lattices was renewed. 
Isbell, in his paper [47] where he coins the modem term «locale» to 
dénote a local class with a maximum emphasizes the advantage of loc
ales in many topological problems ; e. g. the product of paracompact 
locales is a paracompact locale. The development of topos theory led 
categoricians to use Heyting algebras, which are the logical équival
ent of locales. Barr's Theorem [5] and its refinements (Barr & Joyal) 
assert that any Grothendieck topos is a quotient of a topos of sheaves 
over a locale; so locales and their sheaves, introduced by Charles 
fifteen years earlier, are an essential ingrédient of topos theory. 

Locales are specially useful for making Analysis in a topos. It ex-
plains the great number of papers on locales which have been published 
in the last years (Banaschewski & Mulvey [4], Johnstone [49], Mulvey 
& Pelletier [68], Wraith [89],...). We refer to Johnstone [49] fora 
bibliography on locales. 

Notice that local classes which are not locales (i.e. which do not 
have a greatest élément) are also important: the class of morphisms 
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of a local groupoid 6 is not a locale, unless S is discrete. 
1 40.2. S is defined in Example 2, page 138. 
140.3. More precisely, the class of paratopologies on elements of S0 is a 

subpreinductive class (/68/ Theorem 7.4) for the order: 
T'<T iff 71' is the paratopology on E' < E induced by the para-

topology T on E . 
But it is not an inductive class even for topologies. It becomes a local 
class for the order: 

T*< T iff T* is the paratopology induced by T on an open sub-
space of T , 

and the local category S (6 ) is equipped with this last order / 53/. 
141.1. h preserves joins and h * is its right adjoint. But h may not pre

serve finite meets, so that it is not a morphism of locales. 
141.2. These notions are developed in /53,126,68/. 
142.1. R. V f h ) = I ( h ) n Q , 

Inductive categories are studied in /53/ ; cf. also Comment 164.2. 
143.1 + Completely regular categories as sites: 

An inductive category § satisfying Axioms 1 and 3 is called a 
completely regular category /67,75/ . Notice that Axiom 2 is a con
sequence of Axiom 1; indeed, by Axiom 1, there is a unique 

with 
and h - S's, hr: s -* S' is greater than h! \ moreover, if g; s -> 5' sat
isfies hr < g, then h ~ S's, h' < 5'g = g, whence h = g. 

A completely regular category is a fortiori regular /53/ : The pseu
doproduct /is , where s < a(h) - S is equal to h S : s -+ /3 (h) ; if 
s'< = ¡3 ( h ), the pseudoproduct s'h is the aggregate h s* of the set 

and ̂  (hs ,) ~ s* ; indeed, /u ̂  J = s' is lesser than s' ; as the com
posite s ^ ( u A ) is greater than u A and belongs to A , we deduce: 

hence 
It is easy to see that the square 
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143.1 ... 

is a pullback. It follows that we define a Grothendieck topology on 
S , taking as coverings of S the families /5e À- where 

and 
But sites do not always come from a completely regular category. 

Sites and inductive categories were both introduced as a generaliza
tion of a topological space, in view of defining sheaves or glueing 
of elementary structures ; so the Associated Sheaf Theorem for sites 
and the completion theorem for local functors play the same role. 

143.2. The order for the first species is given by: 
h'< h iff h* - ha(h'), 

and for the second by 
h'<h iff h' = p(h')h. 

The complete regularity of § is necessary to prove these orders give 
inductive species of structures. 

143.3. This notion is studied in /53/ and it is the basis on which is 
developed the theory of substructures in /63,67/ (though after sub
structures were defined without an order /66/). 

1 43.4 + Partial morphisms : 
In this section, Sj> is supposed to be completely regular; otherwise 

the composite would not be defined in 
$j) is identified to the category of partial morphisms of § , whose 

morphisms are the spans (h, Ss) with 5 = a(h) and where the compo
sition is defined by pullback: 

For § = Set, it reduces to the category of partial maps Par. To give 
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143.4... an axiomatic treatment of Par, Hoehnke introduced dht-categories 
[44], that is symmetric monoidal categories equipped with a «diagonal» 
and terminal morphisms ; their study is developed by Schreckenberger 
in [80] . 

The category §^ is not an ordered category. However to any ind
uctive category § , there is associated the inductive category of its 
partial homo morphisms"/called local homomorphisms, cf. /63/, Propo
sition 6-II); its morphisms are the triples 

such that and 
the composition is : 

iff 
and the order is : 

iff 
144.1. The product <£'0 is computed in the category (not the groupoid) 

S*. The distributivity axiom is used to prove A'A is an atlas onto 
S". Indeed, let 

and 
For each j, f. is the aggregate of f?fi( f J , because 

it follows 

The notion of atlas is precised later on; it led to the (subinduc
tive groupoids of atlases of an inductive groupoid /68/, Section 4. 

144.2. E. ge e C fur alle e e p( 60 ) i.o. geC. 
144.3. This theorem is proved and generalized in /85/ (Theorem 2.3). 
145.1. The species of etale structures is called the completion of 6 over 

C in /85/ , Theorem 7.3 ; for a universal property cf. Comment 109.3. 
145.2. The aggregate only exists if the f. are bounded. 
145.3. This Complete Enlargement Theorem was suggested by the cons

truction of the complete local species of structures associated to a 
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transformations pseudogroup in / 125/ . It is generalized in /85 /The
orem 9-3 and / 110/ , to which we refer for détails and comments. 

146.1. Add Wenn ausserdem S voll ist in 6' . 
146.2. G0 is tne complétion of S0 over C0 (/85/, Theorem 7.3). If 6Q is 

étale, it defines a presheaf on the local class C0 and Sc is the as
sociated sheaf (Comments 80.1 and 321.1). 

147.1. This construction is more gênerai than above, because Y is only 
equipped with an amnestic (but not transportable) local functor to C. 
The complète enlargement theorem of / 110/ also covers this case. 

148.1. Cr is the groupoid of r-diffeomorphisms between manifolds. To get 
the category of r (différentiable maps between) manifolds, it is neces-
sary to complète the category of r-differentiable maps between open 
subsets of R", as it is done in / 110/. 

148.2 + Complète enlargement of local catégories ; 
The enlargement iç1 of § , with the inductive order transported from 

S), is a local species of structures over 6' x S' , which is not complète. 
Its complétion becomes a local category of homomorphisms, called the 
complète enlargement of § , constructed explicitly in / 110/. 

It may be interesting to compare with Cartan & Eilenberg's results 
[16] obtained quite independently at the same time. They define a 
local category as an inductive category of homomorphisms in the sensé 
of this paper, which is completely regular (Comment 143.1), and such 
that the paratopology underlying each object be a topology and that 
each compatible family of morphisms with the same target and whose 
sources are bounded admit an aggregate (we translate in Charles's 
terminology). They construct the complète enlargement of an inductive 
category of homomorphisms § over C (for its groupoid of isomorphisms 
S), when § and C are local catégories in their sensé, in three steps : 

1° Enlargement of § , as here ; 
2° Complétion of §0 , using the associated sheaf theorem on top-

ological spaces (which is possible because the paratopologies under
lying the objects of § are topologies): for each object E of C , the 
objects of § over e < E define a presheaf on the topology under E , 
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148.2... and the objects of § are the sections of its associated sheaf. 
3° The morphisms of § are obtained by glueing together compatible 

families of § (the complète regularity is used at this stage). 
So their method is almost the same as above, except that it requires 

the classical Associated sheaf Theorem for presheaves on a topolo
gical space. But Charles1 s complète enlargement Theorem is more gên
erai; it points out the interest of considering presheaves on a local 
class (e. g. on a paratopology or a locale, and not only on a topology), 
for which it generalizes the Associated Sheaf Theorem (cf. Comment 
321.1). The fruitfulness and actuality of this generalization is em-
phasized by the récent applications of locales in topos theory (cf. 
Comment 140.1). 

Notice that four important papers on category theory have been writ-
ten at about the same time independently : Kan's paper on extensions 
[52] (cf. Comment 133.1), Cartan & Eilenberg [16], Grothendieck 
[40] which led to the development of abelian catégories, and /47 /. 

150.1. Local products were essentially introduced as a step toward the 
définition of foliations and fibre bundles. 

151.1 + Foliations : 
Foliated manifolds were introduced in / 19 / to axiomatize the glo

bal theory of differential équations (Painlevé [72], Poincaré [74]). 
Their theory is developed in Reeb's Thesis [75]. Foliated manifolds 
are the foliations of the first kind where B = g = Cr. An extended 
literature has been devoted to them thèse last years (cf. Comments of 
O, I ). 

Foliations of the second species are studied in Haefliger's The
sis [42]. More gênerai foliations are defined /45, 54/ by the data 
of two topologies T and T9 on E , which, for each point x of £ , in
duce the same topology on a neighborhood of x in T9. A gênerai the
ory of foliations, axed on their holonomy groupoids and their stability 
properties, is given in / 54/ (O, II-2); that paper makes an extensive 
use of ordered groupoids. 
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152.1+ Fibre bundles : 
Topological (resp. r-differentiate) locally trivial fibre bundles 

/ 14,15/ are obtained for 
Top (resp. 

Fibre bundles with a structural topological group may also be obtained 
via the Complete Enlargement Theorem, by restricting Y (cf. /20/, 
and the comments of O, I). This example was one of the motivations 
for introducing and constructing local structures in / 36, 125/ . 

A more general kind of fibration is defined by Cartan & Eilenberg 
as an application of their completion theorem [ 16] (Comment 148.2 ). If 
33 is a local category in their sense and g a category, their fibre 
bundles are obtained by glueing together data (B,<f>), where B is an 
object of 35 and cf) a map from the topology underlying B to ̂ 0. Such 
fibre bundles may have non-isomorphic fibres. 

Fibre bundles with specified structures (e.g., infinite dimensional 
manifolds) on the fibres and on the base are defined in [27], thanks 
to the Complete Enlargement Theorem. 

1 53.1 + Coproduct of local classes and local categories: 
If C and C' reduce to locales with greatest elements 1 and i', 

then C ® C is their coproduct in the category of locales, with mor
phisms preserving aggregates and finite intersections (for 0 to be pre
served, it is necessary to suppose each U e C ® C contains eX 0' 
and OXe* for e e C, efeC')\ the coprojections are: 

where e®e' denotes the element of C ® C generated by eXe'. 
More generally, Benabou [7] has constructed the coproduct of any 

family of locales by a similar method; cf. also the transfinite cons
truction of finite coproducts of locales or complete inductive classes 
given by Coppey [18]. 

If C and C are local classes, but not locales, CQC is not their 
coproduct in the category of local classes with morphisms preserving 
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153.1... aggregates and finite intersections; but to obtain this coproduct, 
it suffices to «add» C and C9. More precisely, the coproduct C of a 
family of local classes Ĉ., ie /, in this category is constructed as 
follows : For each i , let be the locale obtained by adding a great
est element 1. to C, and let ® C. be the coproduct locale C ; C 
is C less its greatest element; in C any element is an aggregate of 
finite intersections z- - %• A ... AX- , with x- in the image of C... 

If is a local category for each iel, the coproduct C of the 
underlying local classes is a category, for the composition such that 

be a subcategory for each i, 

if and for each 
iff for each 

It is an ordered category which satisfies the axioms of a local categ
ory except that a morphism lesser than a composite may not be a com
posite of lesser factors. In fact, C is the coproduct of the in the 
category of inductive categories in the sense of /63/, with functors 
preserving aggregates and all finite intersections. 

It may be shown that the category of local groupoids, with functors 
preserving aggregates and finite intersections, admits coproducts. The 
proof lies on the fact that products of local groupoids exist and that, 
if S is a local groupoid and ?l a subgroupoid, then the local subgroup-
oid generated by consists of aggregates of finite intersections of 
elements of 21 . So the assumptions of the general existence theorem 
for coproducts of/100/ are satisfied. 

ON /53/ : CATEGORIES INDUCTIVES ET PSEUDOGROUP ES. 
This article is a natural sequel of /47/. Sections 1,2,4 are deve

loped and generalized in / 126,68,75,85/. 
155.1. Only sketches of this work have been published /78, 101, 116/. 

Pseudogroups associated to foliations are studied in /54, 75/. 
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155.2. Inductive groupoids are introduced in /47/, as a generalization 
of transformations pseudogroups /125/. Their study is developed in 
/ 126/ , Chapter II, to which we refer for the missing proofs, and, in a 
more general frame, in /68/. Cf Comment 137.1. 

156.1. Delete this sentence: S has always a least element, which is the 
aggregate of the class 0 (Axiom 4). 

156.2 1 R. A f 0 i.o. A . 
If the intersection of 6 exists, it is a greatest element 1 of S0, 

and S is discrete (because £}, is downward closed in S). 
156.3 1 R. partie non vide i.o. partie . 
157.1. The mid-equality comes from the relation a ( e ) = e , for each e 

in S0. This relation follows from ee — e, which implies a( e)< e, 
and from ea( e) = e, which gives e < a( e ). 

Simpler proofs are given in /126/. 
158.1. R. un élément de SQ i.o. une unité (twice). 
158.2 % Replace by: ... toute partie majorée de S0 a une borne supérieure 

dans S . 
This join (called an aggregate) in S is also the aggregate in S0 , 

since S0 is downward closed and f< g implies a(f) < a(g)* So, S0 
is an inductive class. Cf. / 126/, where the axioms are correct. 

1 58.3. The wording of Axiom 4 did not imply that the aggregate in S0 be 
the aggregate in S, whence the correction of Comment 158.2. 

158.4. This theorem is generalized to preinductive groupoids in /126/, 
Chapter II, Theorem 1.1. 

1 59.1. The proof is not complete : it must be shown that a (eg'1) - /3(g e) 
since a left inverse for the pseudoproduct might not be an inverse. Cf. 
/126 / , Chapter II, Lemma 6 for the proof. 

160.1. Proof: Let u = V jSfZ j in SQ . We have f a ( l ) = l = f a ( l ) . 
From I < ff and a(I) < e , we deduce I < {9e whence 

and 
It follows u f ' < f ' e . Similarly, f 9 e < u f . So uf = f'e = V and 
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160.2. This assertion follows from the fact that an aggregate in SQ is also 
one in S (by Axiom 4, as stated in Comment 158.2). 

161.1. For the proof, cf. / 126/, Chapter II, Proposition 12.2. 
164.1 % R. partie non vide i.o. partie . 
164.2 + Inductive catégories : 

Inductive catégories are introduced in /47/, for playing the same 
part vz local groupoids as catégories of continuous maps vz transfor
mations pseudogroups. 

Inductive catégories are internai catégories ; more precisely, let 
i be the category of inductive classes with morphisms preserving ail 
aggregates and intersections of finite bounded families. An inductive 
category S (with 6 = (S 0 ) is exactly an internai category in i sat« 
isfying the two supplementary conditions : 
( i ) The order induced on each Hom set is trivial. 
( ii) If k < gf, there exist g'< g, f'<f with k - g' f < 
In /63/, where internai catégories in a concrète category (called 

structured catégories) are defined for the first time, Axiom ( ii ) is 
dropped from the définition of an inductive category; and thèse induc
tive catégories are used to define the notion of substructure, which led 
to the p-injections, or initial structures, in / 66 / (cf. O, III-1). 

Internai catégories in larger subcategories of Ord, such as ordered 
catégories ( = internai catégories in Ord, satisfying (i)), subpre
inductive catégories, préinductive catégories,... are studied in /63, 
66,67,75,76, 100, 102/ . The main problems (cf. also / 86 / ) relate to : 
- définition and existence of the pseudoproduct, whose associativity 
is équivalent to Axiom ( ii ) (/63/, Proposition 25-II). Regular cat
égories are those internai catégories in Ord, which satisfy Axioms 
(i), (ii) and 
(iii) For each h: E -> E9 in E and for objects e < E, e'< E', there 
exist pseudoproducts he: e -» e 9 and e'h: ê -> e\ 
Completely regular catégories (Comment 143.1) are regular catégories 
in which h e : e -» E \ 
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164.2... - the construction of reflections into inductive categories and into 
complete inductive categories; whence the categories of atlases /75/ 
and the completion theorems given in /68,76, 110/. 
- the «étalement» or construction of local jets between germs, done 
for inductive categories here in Section 5, as a first step toward a the
ory of prolongations of ordered categories, akin to the prolongations of 
differentiable categories /78/ and topological categories /92/. 
- the existence of quotients or quasi-quotients /66, 100/ and the un
iversal adjonction of limits and colimits /102/. 

164.3. The relations aie') < e and <e directly come from the fact 
that a and /3 preserve the order and ex is lesser than e and e' (it is 
not necessary to take A ). 

165.1 + Pseudoproduct: 
The pseudoproduct h'h is defined for any pair (hf,h), Indeed let 

This class admits an aggregate ( gf, g) in the product inductive class 
ExE . It is easily seen that a(g') = fi(g) , and the composite g'g 
is the pseudoproduct h'h. 

The associativity of the pseudoproduct follows from Axiom 6, which 
implies that h"hfh is the aggregate of all the (strict) composites 

such that 

This definition of the pseudoproduct is valid for more general or
dered categories, and the pseudoproduct is associative iff Axiom ( ii ) 
in Comment 164.2 is satisfied (ci. /63/, Proposition 25-11, /67,75/). 

165.2. There is no need of a transfinite construction (Comment 165.1). 
165.3. Then E is complete as an inductive species of structures over 

E0x£0. For completion theorems, cf. /47,68/. 
166.1. The first assertion is valid even if S is not regular (cf.Comment 

165.1). 
166.2. The order is : 

T'< T iff Tf is an open subspace of T, 
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iff and 
/ is a restriction of /. 

167.1. R. partie non vide i.o. partie. 
168.1. Simpler proof : I' < h and j8 (I ')< fi(l ) < e imply l'< eh , when

ce eh is in F because 19 is. 
169.1. R. famille non vide i.o. famille. 
169.2. Proof: If h eH and ff€ F'F, we have A' = h nf'fe H ; then 

and 

So Conversely, 
since 

where f. e F, h- e H ; it follows 

because j: is greater than 
170.1. This section is developed in /85/, in which the complete enlarge

ment Theorem of / 47 / is generalized; we refer to it for comments. 
171.1. p(&) may not be closed under pseudoproducts, because pfS0) 

may not be closed under intersections. 
172.1. -Axioms 1, 2, 3 mean that rr : S -> S' is a strict inductive functor, 

Axiom 4 that it is faithful. Such inductive categories of homomorphisms 
are generalized in /63,67,110/. However, the results of this section 
are not taken back in another paper. 

172.2. The regularity is not necessary; it is only used as in Section 2 to 
assert the existence of pseudoproducts which always exist (Comment 
165.1). 

172.3 1 Replace by: 77 définit S comme catégorie inductive au-dessus de 
7r(S) • Indeed, 77 may not be 1-1. 

172.4. R. famille compatible i.o. famille . 
172.5. R. normale à droite (resp. à gauche) i.o. normale . 
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For instance, if E = Set, it is only left normal, and %( Set ) = Top 
is only left normal. 

173.1. The definition of £ (E ) is different according to E right normal 
or left normal. 

173.2. If ( T ! 9 h i , T i ) < ( T \ h 9 T ) for each iel, the aggregate is (T\ h, T ) 
where h ̂ ^h-, 

Indeed, 

and A e = h n h e , whence 
for each 

(The proof is similar on the left.) If / is finite, then 

173.3. Add (resp. 
( T f , T ) belongs to S (E ) because E is right (resp. left) normal. 

The inductive groupoid £ (S) is already defined in / 47 / , by ana
logy with the case S is a transformations pseudogroup. It is construct
ed in a more general frame in /68/. 

173.4. Proof: Let (t-).£j De a compatible family of £ (E ), which is also 
compatible with respect to E and such that there exists h = y n (t.) ; 
write t. = ( T!9 h., T r ) . As T . n T , is a paratopology on rr ( T . ) n n ( T. ) 
we get 

Then is a paratopology, because 
for each j e I, implies 

(the distributivity is used here). It follows that the aggregate of the 
is where 

174.1. The second condition comes from the first one. Indeed, if h < s9 
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and 77(h) is an object, then a(h) - /3 (h ) - h , since 77 is strict on 
(S0) and 77 is faithful. 

174.2, 77 (S ) may not be closed under intersections of objects. 
175.1. Cf. Comments 80.1 and 321.1. 
175.2. R. e7<e, e\< e1 i.o. e 7 = e, e'7=e\ 

The proposition is valid for both orders, but the context makes clear 
the wanted order does not require that e and e' be fixed. 

1 75.3. If £ is not etale, (e\ 77(h), e) may not be in 0 ((£' , & 0 ) . 
175.4. R. h et I d'une part, hj et I j d'autre part i.o. h et I . 
176.1 + The category of local jets: 

The notion of local jet generalizes the local jets between germs of 
topological spaces or of manifolds used as a tool for introducing the 
infinitesimal jets (next section and /39/)- The construction of 5' as 
a quotient category was one of the motivations for studying quotient 
categories by equivalences which identify some objects, while most 
authors only deal with non-identifying objects equivalences (cf. Com
ment 191.1). 

Here is a proof that 3' i>s a category: 
1° The equivalence p is compatible with the source and target. In

deed, if ( e\h, e) - ( e', g, e) , then 

so that ( e, a(h ), e) ~ ( e,af g), e). Similarly for the target. 
2° The equivalence is compatible with the composition: suppose 

and 
with h\h and g'.g defined; write Then 

and 
whence 

Now e' < n( S) implies e < 77a ( s h ) and ( e', h, e ) - ( e g, e) gives 
e < 77a(h ng) . So 
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176.1 ... 
Similarly e 99 < 77/3(h 'A ng'g). That proves 

3° There exists a neocategory quotient of ® (&, €G) by p . It re
mains to prove it is a category. If f e", h \ e*) and f ef, g, e J are such 
that ( e 9 , a ( h ' ) , e 9 ) ~ ( e 9 9 p ( S ) , e ' ) and if s9 = a(h9)nfi(g), then 
we have 

with (h9 s9). ( s9 g ) defined. If moreover ( e, f, e) is such that 

and if ; we get 

and the composite 

is defined. The associativity follows from this fact. 
176.2. Proof: The order is well-defined, because (e9, h , e ) ~ (e9, g9 e) 

implies ( e9j , h, e j ) ~ (e9ly g, e j) for each ej < e, e9j< e9, and it is 
the quotient order. A bounded family e*jeh-> i e /, admits as its ag
gregate The pseudoproduct where 

and ( is equal to where ei 
then is equal to 

where 
177.1 11 The functor 5>-> £' is etale, but generally not faithful. It is a re

flection of n: S -* S' , looked at as an object of the category of supra-
regular inductive functors over &' , into the full subcategory whose 
objects are etale (cf. Synopsis, Section D.5). 

177.2. The term paratopology is used here in a wider sense than before. 
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Indeed, [E] is cofinal in 2>(E,E') having a maximum (which 
would be a maximum of S ) ; so it is a local class, but not a locale. 

177.3. The term metatopology is used to mean a topology on a class which 
is not a set. In later papers, sets and classes are replaced by sets of 
a universe II and sets of a larger universe to which belongs U . Then 
$^ (E ) corresponds to a larger enough universe, so that the metatop
ology becomes a «large» topology. 

178.1. A topological category means an internai category in Top (which 
notion Charles defined in / 50/). 

178.2. The jet £ tj\ f is entirely determined by the data of E, E' and 
the atomic jets ĵ f for each x e E. 

178.3. Local jets of continuous maps are already defined in / 39/ • In 
/40/, the topological category of local jets 3 ^ (with the étale top
ology) is completely described, except that it is not called a category. 
Its subgroupoids are explicitly studied. Thèse results motivated the 
gênerai notion of jet introduced here. 

178.4. R. a(f)-s est i.o. est. 
Let E be the category of sets associated to a universe 12 and let 

H be a universe to which U and E0 belong. Then E 0 is also a spe-
A 

cies of structures over the category SET of sets associated to U , 
and ) becomes a structure of the complète enlargement of E 0 
over SET (as it is constructed in /47,85/). 

179.1 + Infinitésimal jets and their composition are introduced in / 32, 33/ 
to give a précise meaning to the symbols of differential calculus, like 
dx (cf. O, I). Subgroupoids of 3 T are also defined in thèse papers. 
Though the category is implicitly described in / 32, 40/, its ex
plicit définition is published here for the first time. But Charles much 
earlier exposed it in his courses, in which he developed his conception 
of Differential Geometry as the study of the catégories of jets and of 
their actions. His ideas are sketched in several brief notes /78, 101, 
103,116/. The récent development of Synthetic differential geometry 
up-dates his ideas in this domain. 
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ON / 126 / : CATÉGORIES DIFFÉRENTIABLES ET GÉOMÉTRIE DIFFÉ-
RENTIELLE, Chapitres I et II. 

This article represents the first chapter and Section I of the second 
chapter of a course given by Charles during our stay in Montréal in August 
1961. Chapter I was later extended in the book /122/ ; Chapter II is gen
eralized in / 68 / (originally written as a Section II of this chapter). The 
results of both chapter s are collected in / 55 / ; they develop ideas intro
duced in / 47 / . 

The following chapters of this course have not been published; they 
studied differentiable catégories of jets between manifolds and their ac
tions and prolongations, along the lines drawn in'/78/.. 

The text was multigraphed in Montréal in 1961 ; it has been comp
osée! on Varityper for inclusion in this volume. 
184.1. Set-theoretical foundations are not stressed here. Charles's ideas 

on this question evolved during the writing of this course. In the ex
amples (Section 3-1) he distinguishes sets and classes, as in his 
earlier papers / 47,53/. However several propositions (e.g., Proposi
tions 2-2-1, 3-3-II) consider structures on a given class of sets, 
which, later on, became a universe to perform constructions without 
trouble (as it is explained in O, III-1, Comments 24.1, 155.1, 211.2 ). 

185.1. The équivalence is defined by : 
e ~ e* iff there exists a zig-zag from e to e' : 

186.1. The style is less formai than in later papers: a subcategory «is» 
a subclass, a functor «is» a map, ... 

186.2. The term «équivalence» always means «isomorphisme» in this pa
per (as well as in Charles's papers up to 1963). 

190.1, The category of naturalized functors is studied in / 52 / and in 
/122/, Appendix II, specially for defining type functors andforcons-
tructing structures (cf. Comment 5.1). 
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Naturalized functors are called pointed endofunctors by Kelly [54] 
who gives strong existence criteria for free algebras on them. 

191.1 + Quotient categories: 
The need for defining quotient categories by equivalences identify

ing some objects arose from several examples : the category of jets 
••'(/53/ Section 5), the enlargement of a category as a quotient of a 
comma-category (Theorem 2-III), the category of fractions of a cat
egory as a quotient of a category of triads (/55/, Appendix). The 
criteria given here were suggested by these examples ; they are refined 
in /66/ and in /91/. Cf. O, III-l, Comment 170.1. 

But such quotient categories (named strict quotients later on) do 
not always exist. A deeper study proved that the quotient of a category 
C by an equivalence p compatible with the source, target and comp
osition is a neocategory (or multiplicative graph ) C/p ; the reflection 
C of C/p into categories is a quasi-quotient category of C by p7 in 
the sense of / 100 / , i.e. it solves the universal problem of finding 
a category C through which each functor from C compatible with p 
factorizes. C is a quotient category of C by p (in the sense of/66/) 
iff C/p C is a 1-1 onto map. 

194.1. & equipped with this second composition is the category of partial 
maps of the (topos) & = Set . It is the subcategory of the category of 
spans of Set (with its composition given by pullback) consisting of 
the spans 

insertion 

196.1. The corresponding part, intended to constitute Section V of this 
Chapter I, has not been published. It should have developed the re
sults of /52/ on the category of type functors, which is the small
est category of naturalized functors on Set containing (9, y) and 
closed under products and colimits indexed by ordinals (cf. Comment 
5.1). A first draft began with the description of the double category of 
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quintets ( = squares of the 2-category of categories), which was one 
of the motivations for introducing double categories, and then internal 
categories /58,59,63/ ; after revision it became /64/. 

196.2. fl(S0) is the full subcategory of Set whose objects are the sub
sets of S 0. 

196.3. This Section II develops /47/, Sections I and II, to the comments 
of which we refer, in particular for motivations. 

198.1. Add et S0 = u plfe). 
Otherwise, Axiom 4 is not satisfied. 

198.2 HR. 0 , si (2 est un groupofde i.o. <I> . 
If (2 is any category, 0 ( C ) is still a quotient category of (2, 

but not by the kernel N of 0 ; for instance, /V may consist of ident
ities while 0 is not 1-1. 

199.1. The composition of £ is supposed to be deduced from that of , 
i.e., fz — ijj(f)z iff it is defined. 

200.1. Species of structures are defined in /47/ for groupoids; the re
sults immediately extend to categories. It is a notion which is slightly 
laxer than a discrete fibration which corresponds to the case of the 
species of structures over (2 whose acting category contains each 
fe £ with a(f)e£x (such species of structures are called strong; 
cf. O, III-l, Comment 23.2). 

203.1. An intransitivity class is often called an orbit. 
206.1 + Covariant maps, squares of functors and quintets : 

Section V has not been published (Comment 196.1). 
Proposition 1, 2, 3 say the following categories are equivalent: 

- The category of actions of categories (or species of structures onto), 
with covariant maps (cp0 ,xfj ) as morphisms ; 
- The category of discrete fibrations onto, with squares of functors 
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206.1 ... as morphisms from p to p' ; 
- The full subcategory of the category of diagrams in Set, whose ob
jects are the functors $ : C -> Set taking non-void and disjoint values; 
the morphisms O -» <É>' are the quintets 

the composition being the horizontal composition of quintets / 64 / . 
More generally, the category of strong species of structures (Com

ment 200.1), the category of discrète fibrations, and the category of 
diagrams in Set are équivalent. Taking for \jj the identity of (2 thèse 
équivalences restrict to équivalences (already given in / 47 / ) between 
the category of strong species of structures over £, the category of 
discrète fibrations over C , and the category of functors Set . 

In other literature, species of structures have been first considered 
under the aspect of set-valued functors. But in this way the notion does 
not internalize. So in the seventies, when attention focused on internai 
structures, it was often replaced by discrète fibrations (cf. O, III-1, 
Comment 25.1). In particular, internai discrète fibrations play a big 
part in Topos theory, as Diaconescu's Theorem exemplifies. 

Recently, Joyal [51] has developed a kind of algebra on species 
of structures over the groupoid of finite sets, akin to the Grassmann al
gebra, species of structures being thought of as «formai séries». 

208.1. A foliation on E is a pair (T9 T ) of topologies on E such that 
each point x of E has a neighborhood in T' on which T and 7" in
duce the same topology; moreover T' is locally connected. 
Thèse foliations, which generalize foliated manifolds (/47 / and 

Comment 151.1) are studied in / 54/ written at the time of this course. 
2 08.2. Axiom 2 means that p is faithful. Homomorphisms catégories 

are already defined in / 47 / . 
209.1. Both actions are restrictions of the action of Hop x H on H whose 
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corresponding set-valued functor is Hom on K . 
210.1. Theorem 1 expresses that the induced category K*(H,pJ is just an 

instance of pullback, namely : 

is a pullback in the category of catégories (but pullbacks were not 
well known in 1961). Corollaries 3 and 4 state that discrète fibrations 
and concrète transportable catégories are preserved by pullback (or by 
change of base) along any functor. 

213.1. In other words, horizontal and vertical composites of squares which 
are pullbacks are pullbacks. 

215.1 + Induced catégories and species of structures : 
They were issued from fibre bundle theory. In / 50 / Charles proved 

that a fibre bundle E( B, F, G, H), with base fi, fibre F, structural 
group G and associated principal fibre bundle H may be looked at as 
a (topological) species of structures ((2,p,S) over the (locally tri-
vial) groupoid C = H H'1 of isomorphisms from fibre to fibre, with 
p0 : S 0 = E -» B the projection on the base. Now if q : Bf -* B is a (con
tinuous) map, the induced fibre bundle q*(E) (in a classical sensé) 
corresponds to the (topological) species of structures induced from S 
over the groupoid q *( (2 ) . 

The induced category has the following universal property (cf. 
/66/ Theorem 9*1): Let | | ; Cat -> Set be the non-faithful «objects» 
functor. If C is a category and q : S -> C 0 a map, the canonical func
tor 7j: g*((2) -* C is a | \-injection, that is an initial lift of the sin-
gleton source fq,C) ; and conversely ail the | |-injections are of 
this form, up to isomorphism. The factorization indicated in Proposi
tion 2 is a particular case of the universal property satisfied by an 
| | -injection. 
Internai induced catégories and species of structures are obtained 

in /66, 89/. 
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217.1 + Change of base along a discrete fibration: 
The corollary is not precise enough (since the composite 77177 does 

not determine 77' ). It is a consequence of the following result: 
If S is any category, we denote by Diag& the category of diagrams 

in S, whose morphisms are the quintets 

(that is, 77, 7/, 7/' are functors and r : 77 & 7/' 77 is a natural transfor
mation) with the horizontal composition of quintets /64/ : 

where 7" = r ' 77. r (this category was to be defined in missing V). 
PROPOSITION. Let p ; S - > £ be a discrete fibration. Then pullback 
along p extends into a functor p * : Diag£ -> Diag&: 

where 

and 
The functor alluded to in Corollary 1 is the restriction of p * to the 

75 
subcategory C of DiagC . In Corollary 1, p is onto; this condition 
is weakened in Corollary 2 (though still stronger than p any discrete 
fibration ). 

218.1. (K, C ) is an inessential extension of iff K :(?->(? is a retraction. 
220.1. This example has suggested the definition of inessential extensions 

of categories as a generalization of groups ones. However, it is not 
clear how to deduce it from Proposition 8. The proof makes use of the 
retraction K': <2! -> §' (constructed after, in Proposition 4-2-II) which 
sends k: e-» e' to f'\kf , where f : u-* e is a choosen isomorph-
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ism for each e e C 0 ; then ^ ( k ) - (if/ (f~l kfe ), e', e), and the ker
nel of <J 1S tne union of the groups feN f~ê  . 

220.2. This section has been developed in /122/ Chapter V, in a more 
complicated setting. It stemmed from the brief paragraph in /47/ on 
enlargements of a homomorphisms category, looked at as a species of 
structures. 

2 24.1. The text is not clear: the (evident) proposition does not use (2' ; 
the proof says that, if (2 is a retract of (2 , so is the full subgroupoid 

generated by (2 . 
225.1. The notation f'mlhf means the composite ( f9 S')ml h( f, S), with 

in 
It reminds of the action of p F ( Z * ) x p'(2/ ) on Ji . 

227.1 + Universal enlargement of a concrete category: 
Theorem 2, as well as the more general Theorem 4, constructs a 

maximal enlargement of a homomorphisms category, developing the 
idea sketched in /47/ Page 135. It led to the theorems of universal 
extensions of functors given in /72,77,79/ and /122/, Chapter V, 
and internalized in /89,90,95,96/ (cf. O, III-2 and its comments). 
The enlargement of Theorem 2 is characterized as follows : 

First notice that the construction of K is still valid if the condition 
that ( p, 2 ) be a species of structures is relaxed into : 
(*) X is a subgroupoid of H such that the restriction of p to 2 be 
amnestic; which means that two morphisms of the groupoid 2 with the 
same source and same image by p are equal. 

Now let (2 be a category. We denote by K-om/£ the category whose 
objects are the (C,p , M , 2 ) such that K is a category, 2 a sub
groupoid of H and p ; K -> (2 a faithful functor whose restriction to 2 
is amnestic; a morphism 

is defined by a functor t>:K->Hf which sends 2 to 2' and which 
satisfies p *v — p . 

Kam/C admits the full subcategory of maximal homomorphisms 
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227.1 ... categories over £, whose objects are the (£9p^,1(^,2j) such 
that (r,pj,2j) be a discrete fibration, where T is the groupoid of 
isomorphisms of £ . 
MAXIMAL ENLARGEMENT THEOREM. The category of maximal homo-
morphisms categories is reflective in K < u n / £ . 
A. The reflection of ((?,p,H,2) is the homomorphisms category 
(£,p9 K,2 ) constructed as in Theorem 2. The reflector 77 is defined 
by the functor: 

1 mo dp if h : e -> e' 
If ( (2, p K ' ,2') is a maximal homomorphisms category and t>;H-»H' 
a morphism, then v factorizes through 77 into t>;H-»H' which sends 
(h9f\f)modp to gfv(h)g"1 , where g and g' are the unique mor-
phisms of 2' with sources v( e) and v( ef) and images / and f 
(they exist because p'; 2' -> T is a discrete fibration). V 
COROLLARY. 7"Ae category of concrete transportable categories over 
£ is reflective in the category of concrete categories over £ . 
A. A concrete category over £ is a faithful amnestic functor p: K -* £ ; 
it is identified to the object ('£,p ,K,K^) of K<wn/C , where is 
the groupoid of isomorphisms of M . It is transportable iff this object 
is maximal. Whence the corollary, since = 2 when = 2 . V 

If £ and H are groupoids, we get: 
COROLLARY 2. The category of discrete fibrations over the group
oid r is reflective in the category of amnestic functors over F . 
(Cf. Comment 133.1 for this last corollary.) 

230.1. The theorem follows by Corollary 2 of Theorem 2 and Corollary 3 
of Theorem 3, because the canonical extension of a species of struc
tures is a species of structures. 

232.1. The results of this section, suggested by /47/ and partially given 
in / 53/, are generalized in /68/ ; we refer to the comments on these 
three papers. 

233.1 HAn inductive class is not a complete meet-lattice, unless it has a 
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greatest element. 
236.1. Proposition 5 states the initial definition of an inductive groupoid 

as given in /47/. For other definitions, cf. Comment 262.1. 
239.1. A simpler proof consists in proving (I) implies each f induces a 

unique element fe on e <a(f) ; then a subset A bounded by / admits 
f(u a( A )) as its aggregate. 

240.1. Theorem 1 is already proved in /53/ for inductive groupoids, but 
the proof is slightly different. 

242.1. The end of the proof that S is a groupoid may be simplified: From 
Lemma 2, f"1 = f'fi(f) implies 

so that the composite f"1 . f is defined, and f"1 is a left inverse of 
/ in the category S . Therefore S is a groupoid. 

248.1 . A weak inductive subclass is a p-substructure of (3 , where p is 
the forgetful functor to Set from the category of preinductive classes, 
with morphisms preserving aggregates and finite intersections. A weak 
subinductive part is a p'-substructure of (J, when p' is the forgetful 
functor to Set from the category of preinductive classes, with morph-
isms preserving aggregates and intersections of finite bounded families. 

251.1. Section III became/68/. 
255.1. The weak inductive component A of B consists of the f in S such 

that there exists 
with or 

it is also the component of the downward closed subclass of o gen
erated by a(B)u(3(B), or still the weak inductive component of 
a(B B). The inductive component of B is the same as the weak 
component of the class E consisting of the aggregates of subclasses 
of a(B)\J$(B). 

ON /68/ : GROUPOIDES SOUS-INDUCTIFS. 
257.1. Chapter 2 refers to / 126/ . Part IV is published in /85/ . 
258.1. The style is less informal than in /126/. The initial draft was 
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written in 1961, but revised two years later, after the theory of struc
tured categories ( = internal categories in a concrete category, O, 
III -1) had shown the necessity of more strict notations. 

For instance, the composition of a category is denoted by «. », to 
distinguish it from the pseudoproduct in an ordered category. 

258.2 HE. classe non vide i.o. classe . 
This error, which comes from / 53/, was corrected in / 126/. 

259.1 + Why subinductive classes? 
R. classe non vide i.o. classe . 

The definition of a subinductive class was motivated by the follow
ing examples : 
- the class of usual algebraic structures of a certain type (groups, 
rings,...), with the order: is a substructure of; 
- the class of categories (resp. of groupoids ), with the order: is a 
subcategory of ; it plays a part in /63/ ; 
- the class of (weakly) complete atlases of an inductive groupoid (as 
defined in Section 4) ; 
- the class of (topological) vector spaces with the order: is a linear 
subspace of; it is described in [26], where subinductive categories 
are introduced. 

A subpreinductive class (J gives rise to a presheaf over itself, 
with values in the category of meet-lattices and morphisms preserving 
aggregates and intersections of non-void subsets; the stalk at a is 
the initial section defined by o, and to a* < a is associated the cor
responding inclusion, which is a morphism by Proposition 3. A is a 
subinductive class iff this presheaf takes its values in the full sub
category of complete lattices. 

261.1. R. classe non vide i.o. classe. 
262.1 + Sub (pre) inductive groupoids as internal groupoids: 

We denote by Ord the category of ordered sets. 
For an internal groupoid S in Ord , the three following axioms 

are equivalent, where < denotes the order on the object of morphisms, 
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262.1 ... and S the underlying groupoid: 
(I) The map f\*f>~\ft<f\ is a generalized functor from S to S . 
(I1 ) The source a : S-* S0 is an etale /85/ ordered map, that is, if 
/eS, ef Sc and e<a({) there exists one and only one f'<f such 
that a(f ) — e ; this f is denoted by fe. 
(V ) The composition K : S*S-* S is an etale map, that is if k< g. f 
there exists one and only one pair ( g',ff) such that: 

and 
A. Proposition 2-1 of /126 / Chapter 2 proves CI) implies CI'). If 
CI') is satisfied and k< g.f, then h admits the unique factorization 

with and 
Last, if CI" ) is satisfied, so is ( I ) because f<e where e is an ob
ject implies the two factorization s f.a(f) and fi ( f). F of f < e . e are 
identical, whence a( f) - f e S 0. V 

An internal groupoid in Ord satisfying these axioms is called a 
functorially ordered groupoid (/63/, Section 6-II). An example of an 
internal groupoid in Ord which is not functorially ordered is the group
oid of holonomy of a locally simple foliation /75/ . 

From /126/, Chapter 2, Propositions 3.1 and 4.1 (resp. from Prop
ositions 6 and 7 here) it follows that a (pre) inductive groupoid (resp. 
sub(pre) inductive groupoid) S may be characterized as an internal 
groupoid in any of the following subcategories of Ord, which satisfies 
(DCorCD, or(IM)): 
Ci) the full subcategory whose objects are Cpre)inductive Cresp. sub-
Cpre) inductive ) classes ; 
Cii) the category of Cpre) inductive (resp. sub(pre) inductive) classes 
with morphisms preserving sub-aggregates; 
(iii) the category of (pre) inductive (resp. sub(pre) inductive ) classes 
with morphisms preserving sub-aggregates and intersections of bounded 
finite families. 

Other characterizations of sub (pre) inductive groupoids are given 
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262.1 ... by Corollary, Proposition 5 and Theorem 1, via the pseudoproduct, 
The groupoids of isomorphisms between algebraic structures of a 

certain type, between categories or groupoids, between topological 
vector spaces,... are subinductive groupoids (Comment 259.1). How
ever subinductive groupoids have been scarcely used (except here and 
in /85/) while inductive groupoids have been studied by many au
thors (cf. Comment 137.1). 

262.2. This definition of pseudoproduct is valid in more general ordered 
categories; cf. Comment 165.1. 

265.1 +Axiom (D) is the infinite distributivity law. It may be expressed with 
reference only to intersections of bounded elements (which behave 
well in a subpreinductive class); it is used in several proofs here and 
in / 85/ under this weaker form (D') : 
PROPOSITION. Axiom (D) is equivalent to: 
(Df) If c is a sub-aggregate of a subclass B of the su bp re inductive 
class â, then for each a* < c, we have a* - £ a9nb. 
A. (D ) implies (D*). Conversely, if a e u and if there exists a He , 
Axiom (D1 ) gives : 

so that(D) is also satisfied. 
266.1. Weak inductive subclasses and subinductive parts have the same 

characterization by substructures as the one given in Comment 248. 
1 in the case of preinductive classes. 

268.1 . A su bpre inductive subgroupoid S* is a q -substructure of S , when 
q is the forgetful functor to Set from the category of subpreinductive 
groupoids, the morphisms being the functors preserving intersections of 
bounded finite families. A weak subpseudogroup is a ̂'-substructure 
of S, where q' is the functor to Set from the category of subpreind
uctive groupoids, with functors preserving now subaggregates and all 
finite intersections. A subpseudogroup is a weak subpseudogroup 
closed under sub-aggregates. 
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270.1. The terminology contradicts the classical meaning of a component, 
which requires a minimality property. Thèse components are used to de-
fine the inductive component of a subclass (Définition 11), which is 
directly defined in / 55/. 

277.1. The condition ( BT) 1 (B C T is équivalent to B°2BCF if 
fi( B) is compatible, hence e. g. if S is a prelocal groupoid. 

284.1 + Concrète atlases: 
The notion of atlas generalizes the «concrète» atlases used to def

ine local structures in / 125, 47/. In particular, Corollary 1 of Prop
osition 8 cornes from the construction given in / 125/ of the complète 
atlas from E to E* compatible with a transformations pseudogroup F 
on E , generated by an atlas B ; this spécial case is obtained if S is 
the groupoid Top ̂  of homeomorphisms and if Er = U fi(B). Similarly 
the composition of complète atlases (Proposition 9) is suggested by 
the composition of concrète atlases in /125 / . In / 47 / complète at
lases on local groupoids are used to prove the complète enlargement 
Theorem for local species of structures, generalized in / 85 / -

Catégories of atlases in a category or in an ordered category are 
studied in /75 / , as a tool for completing ordered catégories /'75,76/ . 
Still more abstractly, morphisms of the free complétion of a category 
may be considered as atlases «between functors» (cf. O, IV-1 Com
ment 199.1). 

287.1 . The proof (as well as the proofs of Theorem 2-4, 4-4, 5-4, 4-6) is 
simplified by verifying, i.o. Axiom (I), the équivalent Axiom (F ) (cf. 
Comment 262.1). Indeed, Axiom (V ) asserts the existence and unicity 
of the élément induced by F on H < a(F ) ; the existence of FH is 
anyway proved in the second paragraph, page 286 ; it is unique, since 
G < F and a(G) - H imply 

G - F a(G) = Fa(H) = FH. 
Then lines 5-13 of page 287 may be deleted. 

290.1 . R. A fi 0 i.o. A . 
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290.2. In fact, 3j?(S) is an inductive groupoid. The proof is similar to 
that of Theorem 6.4. 

291.1. For a universal property of S! , cf. Comment 306.2. 
291.2. R. A non vide i.o. A . 
295.1. R. A non vide i.o. A . 
297.1, The order F ' « F is equivalent to : 

F'CF and F' is downward closed in F. 
Indeed, the preceding proof gives one direction. For the other, sup

pose F' « F , whence F'C F ; if f9 e F' and /f F, f<f, we have 

so that F' is downward closed in F. 
298.1. If S is an inductive groupoid, !T(S) with « is an inductive group

oid. This comes from the construction of the inductive category of pa-
ratopologies of an inductive category /53, 47 /. Cf. also Comment 140. 

299,1 . R. A non vide i.o. A . 
303.1. Cf. also Comment 306.2. 
304.1. 77 is a functor, because 

whenever a ( G ) - /3 ( F). The fact that S C _ > 2 preserves aggregates 
is necessary to have the equality \j A * — ̂  A" where ,4'is the com
plete subclass generated by A". 

The proof does not require Axiom (D) in 2 ; hence, in condition 
(C), 2 local may be replaced by 2 inductive, 

305.1. A universal characterization of S is given in Comment 306.2. 
The theorem is still valid if, in Condition (C) , 2 local is replaced 

by 2 inductive. But the proof is different, since the completion 2 is 
only defined when 2 is local. The proof of Theorem 2.5 (which uses 
Axiom (D ) in S but not in 2 ) is easily adapted to this case. 

306.1. $ is isomorphic to S iff S is relatively complete. 
306,2 + Universal completions of prelocal groupoids: 

Let S be a prelocal groupoid. The local groupoids S of complete 
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306.2... classes (Theorem 2.5), S of complete classes with bounded sour
ces and targets (Theorem 3.5), S of bounded complete classes (The
orem 4.5) and S1 of complexes (Theorem 3.4) have the following un
iversal characterization. Let §^ denote the category of local group
oids, with functors preserving aggregates and finite intersections; let 
§1 ' §le ke its subcategories of complete local groupoids, and of 
relatively complete local groupoids. 

PROPOSITION A. ĝ , and § ^ are reflective subcategories of 
the category of prelocal groupoids with functors preserving aggregates 
and finite intersections ; a reflection of S is respectively its loc
alization S, its completion S and its relative completion S. 

This proposition is proved in / 6 6 / (Theorems 3-1, 4-1, 5-1); a. local 
functor 0 : S -» (2 , where £ is respectively a local groupoid, a complete 
local groupoid, a relatively complete local groupoid, factorizes into: 

where 
In fact the proof is similar to that given in Comment 109-3. 
PROPOSITION B. §p, and §^ are reflective subcategories of the 
category of prelocal groupoids, with functors preserving finite inter
sections (but not aggregates). 
A. 1° The reflection of S into §^ is the local groupoid S' of com
plexes of S. Indeed, the insertion S S' preserves finite intersec
tions (and even all intersections), but not aggregates (which is the 
difference with the insertion in the completion S ). Moreover: 
a) S' is complete: let Y be a complete subclass of Sf ; if C and C 
are elements of Y , and if c e C, c'e Cr then c and c' looked at as 
complexes are lesser than C and C , hence they are compatible in 
S' . As the insertion S S1 preserves finite intersections and S is 
prelocal, it follows that c and cr are also compatible in S. Whence 
the subclass u ( C | C e Y \ is a complex of S, which is the aggreg
ate of r in S1 . 

b) Let 0 : S £ be a functor preserving finite intersections, to a 
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306.2... complete local groupoid; then cf> factorizes into: 
where 

because 0 sends the compatible class C on a compatible class in 
the complete local groupoid (2. It is proved as in Proposition A, as 
well as the assertions below. 

2° The reflection of S into § ^ is the subgroupoid & of S' con
sisting of the complexes C such that a(C) and /3 ( C) are bounded 
in S . Its reflection into §̂  is the subgroupoid of S' consisting of the 
bounded complexes. Notice that the corresponding insertions do not 
preserve aggregates. V 

Charles obtained other completion theorems: 
- in /75/, for the regular ordered holonomy groupoid of a foliation; 
- in /85/ , for prelocal species of structures ; 
- in /76/, subprelocal categories are embedded in sublocal ones. 

Several authors have dealt with completions : 
a) In [77], Rinow studies relatively complete groupoids (he calls 
them fully complete). Taking a functorially ordered groupoid S (Com
ment 262.1), he constructs the groupoid of its complexes with 
bounded sources and targets. Then, if S is prelocal, he finds back 
its relative completion S as a quotient of eV . He also constructs 
the local groupoid S reflection of S, as well as the groupoid S def
ined in Proposition 3, page 307. In [78], he generalizes these results 
to some ordered categories. 
b) If S = S0, so it reduces to a prelocal class ( = infinite distributive 
meet-lattice), the insertion S S (resp. S c_» S1 ) is the universal 
embedding of S into a locale with preservation of aggregates and fin
ite intersections (resp. of finite intersections). The insertion S S = 
S (resp. S C > S1 ) is a universal embedding into a local class, with 
the same preservations. 
More generally, for any meet-lattice A , Johnstone [49] gives the 

following universal construction; adapting Grothendieck' s sites, say 
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3 06.2... that ( A,C) is a site if C is a coverage of A , rhat is a map C 
assigning to each a e A a set C(a) of subsets of a^ (called covers 
of a) such that 

if b < a and 
Let C-ldl( A ) be the set of subsets / of A which are downward closed 
and contain a if M e C(a) and M c l , ordered by inclusion. Then : 
C-Idl( A ) is the locale freely generated by ( C, A) ( cf. [49] ). 
This means that it is a free object with respect to the functor p from 
the category of locales and maps preserving aggregates and finite in
tersections (called the category of frames in [49]), to the category 
of sites with maps preserving finite intersections and covers; p sends 
L to (L. C L ) , where 

for each 
For A infinite distributive (i. e. A is a prelocal class), its completions 
A* and A defined above are respectively the locales freely generat
ed by (A, \ \) and by (A, CA). 

As an application of his construction, Johnstone obtains coproducts 
of locales (cf. also Benabou [7], Coppey [18] and Comment 153-1). 
c) If P is any poset, its Mac Neille (or Dedekind) completion [65] is 
the complete lattice M(P) consisting of the cuts in P , that are the 
complete subclasses C of P for which 

(cf. Theorem 7.6). The embedding P-* M( P) preserves aggregates and 
intersections, and M (P) is the largest u-dense and n-dense extension 
of P (Banaschewski & Bruns [3]). But M(P) may not be distributive 
if P is (Funamaya [32], Crawley [20]). If P is a prelocal class, 
M(P) is a quotient of its completion P, with the canonical inductive 
map P->M(P) sending B to//7<;>. 

308.1. Add: strictement plus petits que f . 
It follows that the irreducible elements of S are the prime elements 

of its dual meet-lattice. In particular, if Sn has a greatest element 
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(i.e., is a locale), its irreducible éléments are the points of the co-
free space associated to the dual locale of SQ (cf. Johnstone [49]). 

310.1. This line may be deleted (it proves F' is downward closed in F ). 
313.1. If K - g<r^f^ exists in the subinductive groupoid 5"(S) then /ng 

exists in S . Indeed, there exists kcK such that k<g, k < f ; for 
each h lesser than g and f7 the filter h^ is lesser than g^ and ; 
it follows < K , whence k = h . This proves k - gnf. 

315.1. The inductive category of filters of a regular inductive category 
is constructed in /53/, Section 3. For an inductive groupoid S , it 
reduces to the inductive groupoid 3"(S) . 

316.1. Theorem 3.5 may be applied with S = S1 , even if S* is not local, 
as Comment 305.1 points out. 

ON /110/ : ELARGISSEMENT COMPLET D'UN FONCTE UR LOCAL. 
This paper is centered on the Complète Enlargement Theorem for a 

local functor (sketched in a particular case in / 47 / ) ; the construction is 
more direct than the analogue for local discrète fibrations in /85/. It has 
been written as part of a course on manifolds (Paris, 1968) ; it is self-con-
tained except for some définitions taken from / .104/ Section 1 (which was 
also part of this course); we recall them in the following comments. 
318.1. The terminology differs from /68,85/ where a local subclass is 

called a subinductive subclass. 
318.2. / is inductive iff it préserves aggregates and bounded finite in

tersections. 
3 20.1. Here an inductive subclass only means an inductive class for the 

inclusion order; in fact, F is closed under intersections, not under 
aggregates. 

321.1 + Complétion of a local map and associated sheaf: 
The local map g: (F, C ) (E\ <) is called the complétion of 

f :( E ,<)-*( E\ <). The construction of g transposes without mod
ification when (E\<) is only prelocal I.o. local, and g has the fol
lowing universal property: 

398 



COMMENTS ON /110/ 

321.1... Given the local class E' ~(E',<), take the category PLocj;* 
whose objects are the local maps f: E -> E' from a prelocal class E = 
(E,<) (so that f préserves intersections of finite bounded famil-
ies and ail aggregates), the morphisms from f to fj : E^ -> E' being 
defined by the maps u: E-> E^ preserving aggregates and ail finite 
intersections (not only the bounded ones) such that f — fju .Let Loc-gt 
be the full subcategory of local maps with domain a local class, and 
Loc|i the full subcategory of complète local maps. 
PROPORTION. The catégories Loc^y of local maps and Locp of 
complète local maps are reflective subcategories ofPLoc^i . 
A. The reflection of f: E -> E' into Locg» is its complétion g: F -> E! . 
The universality is proved as for the complétion of a local species of 
structures (Comment 109-3). The reflection of f into Locgi is the 
restriction : Ê  -* E' of g to those /-complète classes B which are 
bounded in E . V 

Now look at E' as a category with morphisms e' -> en iff e" < e' 
and equip E' with the class p of its product-cones y: Ve- => ( e-)-* 
To f: E -> E' considered as a functor, there is associated: 

1. Its universal p -complétion f : E^ -> E' (O, IV-1, Comment 94.1) : 
the éléments of E^ are ail the subsets A of E which are downward 
closed, closed under aggregates and such that there exists Vf(A) = 
fu( A) ; the order is the inclusion. The complétion g of f is the res
triction of fu to the f-compatible A. 

2. Its Mac Neille p.-complétion f\f N ' N ~* ^ > rV"l>Com-
ment 76.1): the éléments of Ê ŷ are the subsets C of E such that 
there exists Vf( CJ-fj^j^fC) and which contain any a satisfying 

f(a)<Vf(CJ and a < C< = { x e E | C < x \ ; 
the order is the inclusion, f^^ is a restriction of f . 

If / is strict, its localization and its complétion g are strict 
/85/. In this case, f̂  is a restriction of /̂ /y- (Indeed, let B be a 
bounded /-complète class ; if a < B^ and f(a) < Vf(B), then 
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321.1 ... 
which implies a - ̂  (a^b) e B . ) 

Let / be etale, that is, it corresponds to a presheaf P on E' (Com
ment 80.1). Then its localization and its completion g are etale, 
and the sheaf corresponding to g is the sheaf associated to P . It 
may be identified to the sheaf of sections of the universal //-comple
tion fu of f. For E1 a locale such a construction of the associated 
sheaf is given by Joyal and Carboni & Melloni [14]. The category 
P5AE' of presheaves over E' is equivalent to the category of etale 
local maps on E' , and the category Sh E' of sheaves to the category 
of etale complete local maps. Hence the proposition admits the 
COROLLARY (Associated Sheaf Theorem), If E' is a local class9 
the category S/̂ E' of sheaves is reflective into P Sh E' . 

The associated sheaf Theorem has been initially proved for sheaves 
on a topological space (Cartan [15], Godement [37]), then for sheaves 
on a site (Artin [2], Grothendieck, Giraud [35]), and more generally 
for sheaves in elementary toposes (Lawvere [57], Freyd [30], John
stone [48]). It is also true for sheaves with values in an algebraic 
enough category (Gray [38], B. Mitchell [67]). We refer to the history 
of sheaves compiled by Gray [39] for more details. Another generali
zation is the completion theorem for local functors in the sequel. 

A sheaf may also be considered as a presheaf satisfying some ex
actness conditions; whence more general «associated sheaf theorems» 

S 
which assert that a category of functors H admits as a reflective 
subcategory the category of functors S-> H sending some given cones 
to limit-cones, i.e. the category of models of a sketch on S (/106, 
115/, Benabou, Gabriel-Ulmer [33], Freyd-Kelly [31] and, in the 
enriched case, Foltz [29], Kelly [55] ; for this kind of theorems, cf. 
O, IV-1, Comment 305.1). 

321.2. Here a local category is an internal category in the category of 
local classes (and local maps), such that the order induced on each 
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Horn set be trivial. It is not required a morphism lesser than a comp
osite be a composite, as it is in /53/. Cf. Comment 164.2. 

322.1. Complete and relatively complete local functors p ; G -> G' bet
ween local groupoids are defined in /85/ (and, in a special case, in 
/47/). In particular, if p comes from a local species of structures, 
it is relatively complete if p ( G ) is closed under aggregates or if p is 
a discrete fibration (cf. /85/'). 

323.1 . For the definition of a regular ordered category, cf. Comment 164.2. 
A regular inductive category here is the same as in /53/. 

325.1 . The distributivity comes from the equalities: 

and the fact that those sets consist of the elements : 
where 

325.2+ Universal (relative) completion of a local functor: 
Let LOCQ be the category whose objects are the local functors 

q: G ~* C, where C is the local category ( C*, <), the morphisms from 
q to q': G' -> C being defined by a local functor û: G -» G' which pre
serves all finite intersections and satisfies q'u — q. 
PROPOSITION. // ç;G->C is a strict local functor and if G is 
strongly regular, then: 
1. the completion Q of q is its reflection into the full subcategory 
of Locq with objects the complete local functors; 
2 . the restriction Qr of Q to the complete classes B such that 
a(B) and (3(B) be bounded is the reflection of q into the full sub
category of Locq whose objects are the relatively complete local 
functors. (Qr is called the relative completion of q.) 

The proof is the same as in Comment 109-3, which corresponds to 
the special case : G and C are inductive groupoids and q is an hyper-
morphisms functor, i. e. it corresponds to a local species of structures ; 
then Q and Qr correspond to the completion and the relative comple
tion of this local species of structures (/85 /, Theorem 7.3). V 
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326.1. The existence of such an extension (via the Adjoint Functor The
orem of / 100/ ) is carried on by Leblond : for double functors in her 
Thesis [59] ; more generally for internai catégories in a concrète com
plète category with small enough generated substructures in [60]. 

327.1. Py is well-faithful iff p is amnestic. 
328.1 . The maximal enlargement P of p is also constructed in / 126 / 

Chapter 1, Theorem 2-III, and a universal characterization given in 
Comment 227.1. 

329.1 . The complète enlargement of p solves the problem of extending 
the strict local functor p into a complète strict local functor which is 
transportable. It may be constructed with one more step if p is not 
relatively complète: then it suffices to replace p by its relative com
plétion (Comment 325.2). Whence the spécial case of local species of 
structures, studied in /85 /, Theorem 9.3. In this Theorem 9»3, ob
jects of the complète enlargement are identified with some atlases. 
The same identification is valid in the gênerai case. In fact, the prim-
tive construction of the complète enlargement (for a local category 
of homomorphisms / 47 / ) was carried through atlases, following the 
motivating examples (manifolds, fibre bundles,...). 

330.1 . More precisely, the objects of Ar are pairs (U,E) where U is an 
open subspace of the locally convex space E , the morphisms from 
(U,E) to (U',Ef) are the r-differentiable maps from U to {/'., the 
order is defined on objects by : 

(E',U')<(E,U) iff E' = E and U-'C U. 
3 30.2 + Generaliz ed manifolds : 

The définition of local structures and the construction of the com
plète enlargement were motivated by a désire to axiomatize the glue-
ing process leading to manifolds (Comment 7.2). Later several authors 
proposed solutions based on more concrète définitions of the order: 

1. Manifolds associated to a categpry with subo bjects, that is, a 
category K with a subcategory U of monomomorphisms, closed under 
pullback along any morphism. Holmann & Pumpliîn [46] define atlases, 
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330.2... manifolds in K as équivalence classes of diagrams in K indexed 
by meet-lattices. Notice that the category of manifolds so becomes a 
quotient of the free $-cocompletion of the category K , where $ con
sists of the small meet-lattices (by a construction of the free cocom-
pletion given in O, IV-1, Comment 199.1). 

Lohre [63] gives a more global description in the case of a suitable 
functor V: K'-> K between two catégories with subobjects : an atlas 
on an object E of K is described as a functor F : I -> K1 from a meet-
lattice and a universal colimit-cone y ; V F => E which «covers» E ; 
a manifold is a class of «compatible atlases». Cr-manifolds are ob
tain ed when V is the functor Ar-> Top and «subobjects» are open sub 
spaces. 
2. Manifolds associated to a Grothendieck topology : Bosch & Sagas-
tume [il] define an abstract atlas on an object E of a category K 
as the data of a generalized functor between Grothendieck topologies 
with E as its generalized colimit; the category of abstract manifolds 
is a quotient of the category of abstract atlases. A similar idea is 
developed by Ouzilou [7l]. Kawahara [53] defines the manifold ext
ension of an embedding j of a category B into a site (K, Cov) (though 
he does not use the term ) ; an atlas on an object E of K is a functor 
m: X -> B such that X is a sub-order of Cov and E = colim jm . The 
Cr-manifolds are obtain ed when j is the embedding Ar-> Top . 
3. Manifolds as coalgebras: Appelgate & Tierney [l] consider a cat
egory with models /; M -> A, where A is cocomplete, and the asso
ciated cotriple C•= (rs, 7), 8). They define an atlas F on an objecta 
of A as a subfunctor of the singular functor s A whose realization rF 
is isomorphic to A ; thèse atlases are compared to the C-coalgebras. 
If T is a transformations pseudogroup and /; r C_» Top , the atlases 
compatible with T (in the sensé of / 125/ ) correspond to the «regular 
atlases» defined in [ 1], and therefore to some C-coalgebras. However 
the morphisms between T-structures are more gênerai than coalgebra 
morphisms. Their study is developed in Coppey [19]. 
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SYNOPSIS 

The papers collected in this Part II - 1 originated in an attempt to 
«analyze the fundamentai structures which may be considered as the ob
jects of differential geometry». Thèse structures, called local structures, 
encompass topological, différentiable, analytic, foliated manifolds, fibre 
bundles, locally homogeneous, euclidean,... spaces, étale spaces. To a 
species of local structures S0 is associated the species of the locally 
isomorphic structures, which are defined by atlases compatible with the 
pseudogroup S of isomorphisms of S0. 

The older course / 125/ is concemed with the concrète case where 
S is a transformations pseudogroup. A close investigation of the situation 
in the framework of category theory leads in / 47 / to exhibit the main no
tions : species of structures, inductive groupoids and catégories, local spe
cies of structures, and to prove the Complète Enlargement Theorem which 
axiomatizes the construction of locally isomorphic to S0 structures. This 
study is carried on and generalized in /53/, /110/ and / 126,68 , 85/ 
(summed up in /55/, the Appendix of which introduces catégories of frac
tions). Finally the guide / 86 / (with its Addendum page 357) points out 
the numerous results on ordered catégories scattered in Charles's papers 
(Parts II, III, IV-1). 

Here we single out the main results and their concrète motivations, 
with a modem terminology and an emphasis on the universality of the cons
tructions (as in the comments to which refer the numbers between brackets). 

1. SPECIES OF STRUCTURES. ENLARGEMENT OF CONCRETE CAT
EGORIES. 
A. Species of structures /47, 126/ were intended to provide a categ-

orical foundation to Bourbaki's theory of structures (5.1) and to generalize 
fibre bundles thought of as (continuous) actions of the (locally trivial) 
groupoid of isomorphisms from fibre to fibre (132.3). 

An important property of a species S0 of mathematical structures 
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over sets, such as groups, rings, topologies..., is its transportability : if 
s is a structure on the set E and f; E -» E' a bijection, there exists one 
unique structure fs on E* such that f defines an isomorphism s-* f s . In 
other terms, let S be the groupoid of isomorphisms between 50-structures, 
and p ; S-> Sety its forgetful functor to the groupoid of ail bijections bet
ween (small) sets; then p is a discrète fibration, that is the restriction 
of p to the class of objects under s in S is 1-1 onto the class of objects 
under p(s ) , for each s e S0 . This discrète fibration is also determined by 
the action k:(f,s) (•* fs of the groupoid p(S) on S0 ; or still by the 
functor Sety -> Set sending E to p1 ( E ) and f ; E -> E* to the map k( f, -) . 

This analysis suggested the three équivalent définitions of a spe
cies of structures S0 over a category C (or onto the subcategory C of 
C ) given in /47, 126/ : 

- an action of a subcategory C of C on the set 50 , 
- a functor p ; S -> C whose restriction S-* p( S) is a discrète fibration 

onto p(S) ~ Cf (and S0 is the class of objects of S), 
- a functor C'-> Set taking non-void values. 

Equivalent means that the corresponding catégories are équivalent, the 
suitable morphisms being covariant (or equivariant) maps (6.2, 206.1), com-
mutative squares of functors, and morphisms of diagrams in Set (206.1). 
Thèse catégories are studied in /47, 126/, as well as the notions of sub-
species of structures, superstructures and induced species (215.1, 217.1). 

Discrète fibrations p; 5-* C correspond to those species of struc
tures over C such that the acting category C* contain each f e C with its 
source a(f) in C . Let C be a groupoid; such a species is then said trans
portable ; the Enlargement Problem for species of structures consists in 
extending a species of structures over C into a transportable one. A un-
iversal solution is constructed in /47 / ; in / 126/ it is deduced from the 
following more gênerai set-up. 

B. Homomorphisms catégories and enlargements /47, 126/. A species 
of mathematical structures over sets cornes equipped with its homomorphi-

405 



COMMENTS 

sms (homomorphisms of groups, of rings, continuous maps,...)* The cor
responding notion for abstract species is called a homomorphisms category 
/ 47/ : it is the data of a faithful functor p; /7-* C and of a subcategory 
S of H containing the class H0 of objects of H and such that the functor 
SC—> //_EL̂ . C define S0 - HQ as a species of structures over C . It is a 
maximal homomorphisms category if S is included in the groupoid H of 
isomorphisms of H and if the restriction S-> Cy of p is a discrete fibra
tion. The Enlargement Problem consists in embedding a homomorphisms 
category over C into a maximal one. Its solution (given below in a slightly 
more general case) led Charles to define induced cate go He s, or pullbacks 
in Cat /126/, and to study quotient categories /126/ (191-1)-

Let C be a category and denote by Rom/C the category whose 
objects are pairs (p ; H -» C, S) where p is a faithful functor, 5 a sub
groupoid of H containing H0 and the restriction of p to S is amnestic 
(i.e., an isomorphism mapped on an identity is an identity) ; the morphisms 
are functors over C which respect the distinguished subgroupoids. Then 
the Enlargement Theorem means (227.1) that the full subcategory of Horn/C 
with objects the maximal homomorphisms categories is reflective in Hom/C* 
The reflection (p;H+ C, S) of (p ; H -> C, S) is constructed as follows 
/ 126/ : Take the full subcategory of the comma-category p\C with ob
jects (f9 s), f e Cy ; a morphism is written as a triple (f',f,h) where 

h e H and 

It admits a quotient category H by the equivalence : 
if there exists a square 

in H. 

The functor p sends the coset of (f, /, h) onto / \ p(h). f'1 . 
In particular, if p ; H -> C is a concrete (i. e., faithful and amnestic) 
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functor, it is identified to the object (p,Hy) of Horn/C , and its reflec
tion gives the reflection p ; H-* C of p into transportable concrete functors. 

Still more specially, if C is a groupoid and p ; S -+ C a functor def
ining S0 as a species of structures over C, the reflection of p ; 5 -* C 
is the discrete fibration p.- S-* C which gives the species of structures S0 
enlargement of S0 over C ; the structures of S0 are the orbits 

(fy s )S9 where feC, s e S0, p(s ) - a( f) and 
if g : s 9 -* s in S. 

The functor C -> Se£ corresponding to 50 is then the Kara extension along 
the insertion p (S) C__> C of the functor p (S)-* Set corresponding to S0 
(133.1). 

In the Appendix of /55/ , a formally similar construction describes 
«enlargements of categories», which generalize categories of fractions 
(73-2); such categories of fractions by a subclass admitting a calculus 
of fractions are defined here for the first time (with a different terminology). 
An attempt to unify both constructions led to the general expansion theo
rems for functors in /77,122/, and their internalization (O, Part III-2). 

2. LOCAL MAPS. COMPLETION. ASSOCIATED SHEAF. 
The enlargement of a species of structures is one of the tools used 

to construct locally isomorphic structures («algebraic part»). Another tool 
is the completion of a local map which describes the «glueing together* 
process, and generalizes the Associated Sheaf Theorem. 

First recall that an inductive class is a poset in which non-void 
subsets have a meet; a local class is an inductive class satisfying the 
infinite distributivity I aw 

(D ) a A YB ~ V a A b for each bounded subset B . 

A locale is a local class with a maximum (that is, a complete distributive 
lattice). 

A, The classical Associated Sheaf Theorem. Let M be a topological 
space. The set of its open subsets is a locale T for the inclusion order. 
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A presheaf over M is a functor P; T S e t , where T is the category of 
pairs (U',U ): U -*U' where U'CU, U, U'e T. Take the corresponding 
discrete fibration q : S -> T ; then S0 = M P ( U ) (we suppose P(0) -
0 \ ), and 5 is the category defining the order on 5 

iff U'CU and 
For this order, S0 is a local class; but it is not a locale, since it may not 
have a maximum. The restriction q0: S0'-» 71 of a to objects is an efa/e 
map, in the sense: 

The restriction of q 0 to the section ŝ  of 50 is 1-1 onto the section 
ao(s ̂  oi T, for each s in S0 ; 
a fortiori it preserves joins and meets of bounded subsets. Conversely, to 
an etale map q'0 :S'0-+ T corresponds a presheaf Pf on M such that: 
P'(U) =q7„1 (V). (80.1) 

The presheaf P is a. sheaf iff the etale map q0 is complete, that is 
if it satisfies the condition : 

Say that a subset B of S0 is q0 -compatible if 
for each 6, 5 

and if there exists Nq0(B) in T ; then each a0-compatible class has a 
join in 50. 
Informally, each family of structures of S0 which pairwise agree on their 
supports intersection (or «descent data») may be glued together (since any 
subset of the locale T has a join). 

Looked at «upside-down», the Associated Sheaf Theorem asserts: 
the category of complete etale maps over T is reflective in the category 
of etale maps over T . In /47/, Charles obtains this assertion as a spe
cial case of his Completion Theorem for local maps, where the locale T 
is replaced by any local class, and the etale maps by local maps; in fact, 
this is only the «discrete case» (exposed below as it is in /110/) of his 
completion Theorem which deals with local functors (Sections 3, 5). His 
insight was that the points of the topological space are unuseful in the 
the glueing together process, so that topologies may be replaced by para-
topologies (or «topologies without points »). 
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B. Completion of local maps /47,110/. An inductive map is a map 
p; L -* E between posets which preserves meets of finite bounded subsets, 
and all joins; it is a local map if moreover E and L are local classes. 
Let £ be a local class, and denote by hoc £ the category of local maps 
over E ; its objects are the local maps p; L -> E and the morphisms p -» p 
where pr; L *-» £ , are defined by the maps u; L -> L ' over E (that is, 
p'u = p ), which preserve all joins and finite meets. The Completion Theo-
rem /47,110/ states that the full subcategory of Locg whose objects 
are the complete local maps (defined in A) is a reflective subcategory of 
Loc£ . The reflection of p; L -» E , called its completion, is the local map 
pc: Lc-> E defined as follows: a p-complete class is a p-compatible sub
set B of L , which is downward closed and closed under joins in L ; then 
L c consists of the p-complete classes, the order is the inclusion, and pc 
sends B to Vp(B). The reflector p pc is defined by the «insertion» 
L -> L c which identifies s to its section ŝ  in L . This completion is 
smaller than the Mac Neille join-completion and the universal join-com
pletion of p looked at as a functor ( 321.1 ). 

C. Associated sheaf and associated presheaf /53/. E is still a loc
al class. As in the special case of A, the category of etale maps over E 
is equivalent to the category P ShE of presheaves over E , and the categ
ory of complete etale maps over E to the category Sh E of sheaves over 
E (80.1). 

The Associated Presheaf Theorem asserts that P Sh E , identified 
to the full subcategory of Locg whose objects are the etale maps over E , 
is a reflective subcategory of Loc% . The reflection pe ; / (p) -* E of the 
local map p; L -* E is constructed in /53/ (in a more general frame): 
Take the local class of pointed p-structures, which is the sublocal class 
of E x L consisting of the pairs 

such that 
it admits J (p ) as its quotient local class for the equivalence: 

iff 
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the coset of (e, s) is denoted je S, and called a germ of p-structure, or 
a local jet; the etale map pe sends j s to e. The reflector jp : p -> pe 
is defined by the map L- * J ( p ) which sends 5 to jp(sjs ; it is 1-1 iff 
p is strict, in the sense: 

the restriction of p to each section s> of L is 1-1. 
From the Completion and Associated Presheaf Theorems, we get 

the Associated Sheaf Theorem over a local class: Sh E , identified to the 
full subcategory of Loc^ whose objects are the complete etale maps over 
E, is a reflective subcategory of Locj? . The reflection of p; L -* E is the 
completion pec of the associated presheaf pe (which is etale because 
pe is etale). This result is important, e.g. H E is a locale, since Barr's 
Theorem reduces the study of Grothendieck toposes to toposes of sheaves 
over a locale. 

D. Underlying paratopologies /47,53/. Let p ; L -> E be a local map. 
If E is the local class Set0 of «small» sets, with the inclusion order, 
for each s e L the image p (s^ ) of the section s^ of L is a topology on 
the set p(s), called the underlying topology to s . In the general case, 
pfs>) is only a paratopology on p(s), that is a subset of E with p(s) 
as its maximum, and closed under joins and finite meets; a fortiori, it is 
a locale. Many topological results don't use the «points » of the spaces, 
so are valid for paratopologies, as Charles foresaw 25 years ago, and topos 
theorists have recently proved exact ( 140.1 ). 

The local class T(E) of paratopologies of the local class E has 
for elements the paratopologies on the elements of E , and the order is : 

410 

iff T * CT and 
( T' is an open subspace of T ). 

It is equipped with the complete local map Qg ; T(E) -> E which sends 
T to its maximum; 0g has a section sending e to the «discrete paratop-
ology» . 

Each local map p; L -> E factorizes into: 
where 
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The local map p is etale iff p is strict; in this case, p is the unique 
etale factor of p through T ( E) . 

3. LOCAL SPECIES OF STRUCTURES. COMPLETE ENLARGEMENT. 
The complete enlargement of a local species of structures abstracts 

the construction (given in / 125/) of the structures associated to a trans
formations pseudogroup Y , which are defined by atlases with changes of 
charts in T . We first explain on this special case how it may be described 
by an enlargement followed by a completion, once the «good» notions are 
exhibited. 

A. Local species of structures /47/. A transformations p seudogroup 
is a groupoid Y of homeomorphisms between open subspaces of a topolo
gical space which, equipped with the order 

y' < y iff y' is a restriction of y to open subspaces of its 
source and target 

satisfies the following conditions : 
(G-̂  ) The poset (T, < ) is a local class. 
(G2) The source, target and composition maps of T preserve the or

der; or, in a modern terminology, T is an internal category in the category 
of posets. 

(G ̂) If y; U -> U9 in r and < U9, there exists one unique yj < y 
with source Uj ; it is said induced by y on U'j > and denoted yUj . 

(G^) (Glueing Axiom) Y is complete, in the sense: there exists a join 
for each subset B of Y such that 

and 
if b, b9 e B. (Such a B is called Y-compatible. ) 

The forgetful functor p; Y -> Seî  to the groupoid of all bijections 
between (small) sets has the following properties, where Set^ is equipped 
with the order: «is a restriction of». 

(E| ) p defines the class T 0 of objects of T as a species of struc
tures over (Section 1). 

(E?) p is a strict local map (Section 2) for the given orders on its 
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source and target. 
(E^) This local map is complete (Section 2). 

A groupoid equipped with an order satisfying Ĝ , G 2, G^ is called 
a local groupoid, and a complete local groupoid if G^ is also satisfied. If 
r and G are local groupoids and p; V -» G is a functor satisfying E^, E2, 
then r 0 is called a local species of structures over G ; if moreover p is 
a discrete fibration, then p is a strict local discrete fibration. The word 
complete is added if E, also is valid. Notice that 

in T iff g ' < g in G and U ' < U in 

B. Structures locally isomorphic to F0 /125/. I-et T be a trans
formations pseudogroup. The problem is to extend p; T -> Se£y into a com
plete strict local discrete fibration. It is solved in two steps : 
a) ro is not transportable; let p ; V -* Se£ be the discrete fibration en
largement of p (Section 1). An object of T0 is a class (f,U)V of charts 

A 
(f* U) 1 where ¿7 £ F0 and f: p(U) -* X is a bijection. The order on ro is : 

iff for some 
This order extends in an order on T , so that p becomes a strict local dis
crete fibration, called the local enlargement of p. 
b) The local discrete fibration p; F -» Se£y is not complete. Consider the 
completion pc : V c -» 5e£̂  of p looked at as a local map (Section 2). The 
composition of F extends into a composition on T : 

iff where Bf. B is the closure 
under joins of B*. B 

so that r becomes a local groupoid and pc a complete strict local dis
crete fibration, called the complete enlargement of p. 
c) An object of rc is a p-complete family of objects (fU. )T . It may be 
identified to a class F of charts (f., Û J with changes of charts in V and 
closed under composition on the right by T , joins and induced elements. 
Classically such a class F is a complete adas compatible with F, so 
that the species of structures (T )0 consists of the structures locally iso
morphic to F0> as defined in / 125, 47/. 

412 



COMMENTS 

For instance, if T is the groupoid of diffeomorphisms between open 
subspaces of Rn , F is the groupoid of diffeomorphisms between differ
ential manifolds of dimension n . Etale maps and covérings / 125/, local 
products, fibrations and foliations /47 / are obtained for suitable F . 

C. Complète enlargement of a local species of structures /85/. The 
above construction may be performed for any local species of structures. 
More precisely, let G be a local groupoid. Dénote Loc Spç the category 
of local species of structures over G ; its objects are the functors p ; S G 
defining S0 as a local species of structures over G ; the morphisms are 
the local functors over G. 
a) Complétion (109-3). The full subcategory of LocSpQ whose objects are 
the complète local species of structures over G is reflective in LocSpQ : 
the reflection of p ; S-> G is obtained by taking the complétion pc: Sc -» G 
of p as a local map, and equipping Sc with the same composition as in B. 
The restriction prc: Src-> G of p to the p-complète classes B such that 
a( B ) and fi ( B ) be bounded defines ( Src)0 as a local species of struc
tures which is relatively complète, that is : 

a prc-compatible subset A has a join iff a( A) and fi(B) have joins. 
prc , called the relative complétion of p , is the reflection of p in the full 
subcategory of Loc Spç formed by the relatively complète local species. 
b) Local enlargement (92.2). Let p; S -* G be a functor defining S0 as a 
local species of structures over G, and p; S-* G the discrète fibration 
enlargement of p (Section 1). As in B, the order on 5 gives an order on 
S , so that p has the properties of a strict local discrète fibration except 
that 5 may only be a sublocal class i.o. a local class (that is, each bound
ed non-void subset has a meet). However, if p is relatively complète, p is 
a strict local discrète fibration, which is the reflection of p into the full 
subcategory of LocSpg whose objects are the strict local discrète fibra
tions over G . It is called the local enlargement of p . 
c) Complète enlargement. The full subcategory of LocSpç whose objects 
are the complète strict local discrète fibrations over G is reflective. The 
reflection of p, called its complète enlargement P , is constructed in three 
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steps: take the relative complétion prc of p , the local enlargement prc of 
prc , and finally the complétion P ; S -> G of prc . A structure of SQ may 
be identified to a complète atlas F as in B, and this is how XQ was first 
described (110.1) in/47/. 

4. SUBINDUCTIVE GROUPOIDS AND SPECIES 0F STRUCTURES. 
The description of a structure of the complète enlargement £D of a 

local species of structures S0 as a complète atlas F suggested the déf
inition of atlases in a local groupoid, so that F be a complète atlas of the 
local enlargement of S0 . This problem led to a deeper studyof local group-
oids and, more generally, (pre) inductive and sub(pre) inductive groupoids. 

A. (Pre) inductive groupoids and the pseudoproduct / 47, 53, 1 26 /. 
A meet-lattice is called a préinductive class here. A (p re )in du ctive group -

A A 
oie? S is defined as a local groupoid (Section A.3), except that it is a (pre)-
inductive class for its order, i.o. a local class. If it satisfies the distrib-
utivity axiom (D), it is a (pre)local groupoid. Equivalently (262.1), a 
(pre) inductive groupoid is an internai groupoid in the category of (pre) ind
uctive classes and inductive maps, which satisfies (G 2) (existence of in
duced éléments ). 

Let S be a préinductive groupoid; the composition of 5 is extended 
in an associative opération, called the pseudoproduct ; if f, g e S, their 
pseudoproduct gf is the composite g'./', where g* is the morphism in
duced by g on s — a(g) A• ($•( f) , and / ' is the unique f'<f with target s 
(In Set , the pseudoproduct g f is the bijection x |-> gff(xj) whenever 

' A A 
g(f(x)) is defined). A (pre)inductive groupoid may be characterized by the 
properties of the pseudoproduct / 126, 53/. A subgroupoid of S closed un
der pseudoproducts and joins is called a subpseudogroup of S. 

B. Complétion of a prelocal groupoid /68/. A transformations pseudo
group is a local groupoid which is complète (Axiom G^). But there are lo
cal groupoids S which are not complète (such as Set y , otherwise the join 
of the class of objects would be the «set of ail sets»). They may even not 
be relatively complète, in the sensé than an 5-compatible subset B have a 
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join iff a(B) and fi(B) have joins. 
The Complétion Theorem {or prelocal groupoids asserts that the 

category of prelocal groupoids and functors preserving joins and finite 
meets admits as a reflective subcategory the full subcategory of complète 
local groupoids. The reflection of S is the groupoid S consisting of the 
S-complete classes, that are the S-compatible subsets of S closed under 
joins and downward closed; its order is the inclusion. The subgroupoid of 
5 consisting of the bounded S-complete classes is the reflection of S in 
the full subcategory of local groupoids, while the subgroupoid of S formed 
by the S-complete classes B such that a(B) and fi(B) have joins is 
the reflection of S in the full subcategory of relatively complète local 
groupoids (306.2). 

C. Groupoids of atlases /68/. Let 5 be a préinductive groupoid. A 
complète atlas of S is a. subset F o f S closed under joins and such that 
F (F"1 F ) - F (where BA dénotes the set of pseudoproducts ba, beB, 
ae A, and F'1 the set of inverses f'1, fe F ). 

If 5 is a prelocal groupoid, the complète atlases form a groupoid 
for the composition : 

(F',F)\^FTF iff F''1 F'= F J 7 1 ; 
the objects are the subpseudogroups of S. This groupoid becomes a sub
preinductive groupoid A( S) (cf. D below) for the order: 

F'<F iff F' = FajF7) = P(F')F> 
and a subinductive groupoid for the order 

F9 « F iff F'<F and F'C F. 
In /68/, the complétion 5 is obtained as a subgroupoid of A(S), on 
which both orders « and < reduce to the inclusion. 

D. Subpreinductive groupoids / 68 / and subpreinductive species of 
structures / 85 /. In Sections C.3 and C.4 we have instances of subinduc
tive groupoids which are not inductive groupoids; other examples (259.1) 
are afforded by the groupoids of isomorphisms between algebraic structures 
(groups, vector spaces, catégories...). It motivated a generalization of 
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the preceding results to sub(pre)inductive groupoids in /68/. Thèse are 
A A 

defined as local groupoids, except that the order makes them a sub(pre)-
inductive class ; it means that meets only exist for bounded non-void (fin-

A 
ite) subsets. If S is a subpreinductive groupoid, the pseudoproduct gf is 
still defined as above, but only for pairs (g,f) such that a(g) A(3( f ) ex
ists. The définition of complète atlases carries on, as well as the cons-

A A 
truction of the groupoid of complète atlases if S is sub(pre)local (but the 
complétion theorem requires S to be prelocal). It is given in / 68 /, where 
other subpreinductive groupoids of atlases are also described. 

A A 
A similar study is done in /85/ for sub(pre) inductive species of 

structures (i.o. local ones). The main results concern the inductive en
largements of subpreinductive species of structures, and extensions of sub
inductive functors to groupoids of complète atlases. The complète enlarge
ment Theorem for local species is obtained as a by-product. 
5. INDUCTIVE CATEGORIES. COMPLETE ENLARGEMENT OF A LOCAL 

FUNCTOR. 
The complète enlargement of a local species led to the groupoid of 

diffeomorphisms between manifolds (Section 3); to get the category of dif
férentiable maps, a similar process must be applied to the inductive categ
ory of différentiable maps between open subspaces of numerical spaces. A 
prerequisite is the study of inductive catégories. 

A. Inductive catégories; pseudoproduct; filters / 47, 53/. In a mod
em terminology, an inductive category C is an internai category in the cat
egory of inductive classes (and inductive maps), such that the order induced 
on each Hom set be trivial (164.2); it is also required that a morphism 
lesser than a composite be a composite of lesser factors (this condition P 
is dropped later). It is a local category if C is a local class. For instan
ce, Set with the restriction order is a local category; any local groupoid 
is a local category. 

The composition of an inductive category C is extended in an every 
where defined opération, still called the pseudoproduct : 
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which is associative because of P (165.1). 
The inductive category is: 

- regular /53/ if* a(fe) = e and /3(e*f) = e' whenever e and e' are 
objects such that e < a (f), e'</3(f); 

- completely regular /47/ if E e: e -> E for each objects e, E with 
e < E ; a completely regular category has ( 143.1) a canonical Grothendieck 
topology whose coverings of E are the families E ê  , with ê  objects and 
E — Y ; this explains inductive categories and sites play a somewhat 
similar part; 

- strongly regular /110/ if it is regular and if a({) - Ve . implies 

If C is a regular inductive category, the class of its filters (that is 
the upward closed and closed under finite meets subsets) becomes a regul
ar inductive category F( C) for the order «3» /53/ ; if C is an inductive 
groupoid, so is F ( C) /68 / . 

B. Complete enlargement of local functors /110/. Let C be a local 
category and denote by L O C Q the category whose objects are the strict 
local functors p ; H -» C with H a strongly regular local category, and the 
morphisms are the local functors over C. 
a) Completion. The full subcategory of Locq whose objects are complete 
is reflective (325.2). The reflection pc ; Hc-* C of p; H C is constructed 
as in the special case of Section 3, on the completion of the local map p. 
If p is faithful and supraregular (that is, p preserves the pseudoproducts 
fe and e'f where e<a(f), e'< fi(f) ), then pc is faithful /110/.The 
restriction prc of pc to the p-complete classes B with a(B) and fi(B) 
bounded is still the reflection of p into the full subcategory of hoc Q whose 
objects are relatively complete (defined as in Section 3). 
b) Local enlargement. Let p; /7-» C be an object of Locq which is more
over concrete (= faithful and amnestic) and whose restriction p^: H -* Cy 
to the groupoids of isomorphisms is a relatively complete local functor bet-
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ween inductive groupoids. Then the concrete transportable functor p:H -> C 
enlargement of p (Section 1) becomes an object of L O C Q for the quotient 
order of the order: 

if 
It is called the local enlargement of p , and it is the re fie ction of p into 
the full subcategory of L O C Q whose objects are concrete transportable. 

The completion pc ; H -» C of p is called the complete enlarge
ment of p . For instance, if p is the concrete functor to Set from the local 
category of differentiable maps between open subspaces of Banach spaces, 
then H is the category of differentiable maps between Banach manifolds. 

C. Inductive categories of paratopologies /47, 53/. A local map to E 
has a «canonical» factorization through the local class T (E ) of paratopolo
gies of E (Section D.2). A similar result holds for supraregular inductive 
functors p ; // -» C. The construction is suggested /47, 53/ by the case 
where C — Set] then each object s of H has the underlying topology p (s\ ) 
image of — \ sr e H0 | s ' < s } , and a morphism h : s -> o determines 
a continuous map p (h ) : p ( s^) -> p ( ) , because 

for each a' < o . 
Now let C be any regular inductive category. The inductive categ

ory T(C) of paratopologie s of C has for class of its objects the class 
T( C0) of paratopologies of the inductive class C0 of objects; its mor
phisms T -> Tf are defined by the morphisms h; V T -» NT* of H such that 
a( t'h) eT for each t' e Tf ; the order is 

if k < h , and in 
It is equipped with the supraregular strict inductive faithful functor Q Q 
to C which sends h: T -* TF to h . If C is local, QQ is complete ; if C 
is an inductive groupoid, T ( C ) is also one / 6 8 / . 

If p; r7 -> C is a supraregular inductive functor, it factorizes into 
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where p sends h ; s -> s9 to p (h ) : p ( s^ J -> p ( s ) ; the inductive functor 
p is étale iff p is strict ; and in this case p is the unique étale factor 
of p through OQ . 

D. Catégories of local jets / 53 /. Two continuous maps /; T-* T9 9 
g: 7 -> T' have the same local jet fa f at x if x has a common open neigh-
borhood in T and T on which y and g agrée; the local jets of continuous 
maps form the topological category JA of local jets, with the «étale topo
logy» (176.1). The construction of JA is generalized in several ways in 
/ 53/ , when the functor Top -* Set is replaced by an inductive functor. 

We'll only point out the following «universal» construction: Let 
C be a regular inductive category, and consider the category of suprareg-
ular inductive functors over C , whose objects are the supraregular induc
tive functors p ; H -» C with H a regular inductive category. This category 
admits as a reflective subcategory the full subcategory whose objects are 
étale. The reflection of p ; H -> C is the étale functor p ; ] (p) -» C on the 
étale map reflection of p (associated presheaf, cf. Section C.2); the ind~ 
uctive category J (p ) of local jets is a quotient category of the subcategory 
of CxH formed by the pointed p-structures : 

(g, h) e CxH with g<p(h) ; 
the coset je h of (g, h) for the équivalence 

(g, h ) ~(gf,h9) iff g=g><p(hAh9) 
is denoted by e,jeh, where e = a( g ), e9 - fi f g) (since g = e9p(h ) e ). 

If C = Set, the category ] (p) has a subcategory J^(p) consist
ing of the atomic local jets \p(h )(%)} î [x]̂ 1 (written ) ; f°r fhe étale 
topology, J^fp) becomes a topological category, which is étale (here in 
the topological sensé / 125 / ) over the topological category J ̂  . For ins
tance, if p is the concrète functor from the local category of r-differenfia
ble maps, J^fp) is the category of local jets of r -differentiable maps; it 
admits the category of infinitésimal k-jets as a quotient. In fact, is 
an r-k differentiable category; and Charles described Differential Geometry 
as the study of Jr and of the actions of its subcategories (179.1). 
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