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PRÉLUDE 

Au commencement tout était morne et informe. 
Le Géomètre dit : Que la lumière soit ! 
Et les structures là par espèces perçoit ; 
Du chaos émergent attraits, contours et normes. 

Dès lors il structure les objets et les flèches, 
Puis structure les structures, tâche sans fin. 
L'application, outil premier pour Dedekind, 
Se mue en morphisme, d'apparence une flèche. 

Catégories en expansion dans V Univers, 
Leurs trios s'accordent, les quatuors résonnent, 
Comme les quintettes, niant deux fois Zenon, 

Se composent en long, et en large, un sens clair 
Aux métamorphoses bien naturelles donnent. 
Tout cela, dit le Sphinx (*), pour amuser Zeuv. 

(*) Goethe, Faust II, Nuit classique de Walpurgis. 

Extrait de «Catégories et Structures», Dunod, Par is , 1965. 
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ALGÈBRE HOMOLOGIQUE. — Catégories structurées d'opérateurs. 
Note (*) de M. CHARLES EHHESMASTX, présentée par M. René Garnier. 

Espèce de s t ruc tu re s au-dessus d ' u n e catégorie double ; cas par t icu l ie r d ' une 
espèce de s t ruc tu res au-dessus d ' u n e espèce de morph i smes . Défini t ion générale 
d ' une catégor ie s t r u c t u r é e d ' opé ra t eu r s . 

Cette Note fait suite à deux Notes (*) antérieures dont nous reprenons 
la terminologie et les notations. 

1 . ESPÈCE DE STRUCTURES AU-DESSUS D'UNE CATÉGORIE DOUBLE. 
DÉFINITION. — Soit (C?*, C1) une catégorie double. On dira que S 0 est 

une espèce de structures au-dessus de la catégorie double (C?*, C1) relati
vement à p0, ou que ((C?*, C1), p 0 , 2C0) est une espèce de structures, si p 0 

est une application de la classe £ 0 dans C vérifiant les conditions suivantes ; 
i° (^ôî Po , 2 0 ) est une espèce de structures ( 2 ) ; 
2 0 (<?J, p 0 , S 0 ) est une espèce de s tructures; 
3° Soient f&€ et <r€£ 0 tels que p« (a) = a"(aA •(/")); on a 

P A ( / ) ( « * ( / ) ^ ) = P ' ( / ) ( a A ( / ) ( r ) . 
On posera 

/ < x = p i ( / ) ( a - ( / ) f f ) . 

Soit ((C?*, C : 1 ) , p 0 , une espèce de s tructures; nous désignerons par 2> 
la classe des couples (f, a)^C X £ 0 tels que 

p0(a) = al(a- (/)); 

cette classe sera munie des lois de compositions . et 1 : 

(/ ' , O . ( / , * ) = ( / ' • / .*) 
si, et seulement si, 

* ' ( / ' ) = P B ( / ) et ff'=al(/)crì 

< / ^ i ( / . * ) = (/'x/>*) 

si, et seulement si, 

« ! ( / ' ) = P A ( / ) et c r ' = a * ( / ) e r . 

Soit p l 'application (/, a) -> f de S dans 6 . 
PROPOSITION. — (cT, 2>A) est une catégorie double et p un fondeur double 

de ( eT , e? 1 ) vers (C, (resp. e>J) s'identifie à la catégorie des 
hypermorphismes correspondant à (C09 p 0 , 2 0 ) [resp. à (C?J, p 0 , £ 0 ) ] . 
( C , p , et (e?A, p , e>£) sont espèces de structures, les catégories 
a"hypermorphismes correspondantes s9 identifiant respectivement à & et à 'S1. 

L'application : a -> (p (a), a) identifie £ 0 à la classe (e>£)o = ( « \ ) o . 
Nous appellerons encore ÇS', S 1 ) Za catégorie double des hypermorphismes 

correspondant à < ^" L ) ? P o , 
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( 2 ) 

Soient (e?*, e"A) et (e>*, e>
A

) deux catégories doubles. Considérons les 
conditions suivantes : 

A. \
C

S\ "S
1

) est équivalente à la catégorie double des hypermorphismes 
correspondant à une espèce de structures {(£', c5A), p 0 , (2Q 0 ) . 

B . p est un foncteur double de (e>*, "S
1

) sur une souscatégorie double 
de (c?*, e > 1) vérifiant les axiomes : 

i° Pout tout f^Ci et tout 3 A

€ i e >
A tels que p (z

l

) = a 1 (/*), il existe 
un et un seul g€Ee> tel que 

p{g)=f et yA « ,4* )   •
i : 

2° Pour tout / " € 0 ? ! et tout s" tels que p (z') = % (/"), il existe 
un et un seul g € 3 tel que 

C. p est une application de # sur une souseatégoric double c", de 
telle que : 

i ° p est un foncteur généralisé (*) de C\ vers e>* ainsi que de c? 1 vers o>
A

; 
ii° Les conditions g € "S, g' € p (g) == p (g

r

) et a A ( g) — a A (g') 
vesp. a* (g) = a* (g')] entraînent g = g'. 

1 THÉORÈME. — Les conditions A, B e£ C sont équivalentes. 
DÉFINITION. — Si la condition B est vérifiée, on dira que (*&\ >>A) 

est une catégorie double audessus de (£'9 £
l

) relativement à p, ce qu'on 
notera par {(£', e A ) , p, eS

A

)) . 
Soient une catégorie et ((?, F) une espèce de morphismes ('). Soient 

c\ r., tU'*) l'espèce de structures déterminée par (cT, F) et U ' t " , A' 1 ) 
la classe des hypermorphismes correspondante, munie de sa structure de 
catégorie double ( J). Soient ((<*H!*, ^c*1), p«, <̂>) une espèce de structures 
audessus de (c'KT, <X'A) et ((^t 7\ <^A), p, 2>A)) la catégorie double 
audessus de (№', M

1

) correspondante. 
DÉFINITION. — Si p Ç$) est la catégorie des hypermorphismes corres

pondant à une sousespèce (3) de structures de (c?, T., on dira que 
((PC', ^H?A), p 0 , X0) est une espèce de structures audessus de Vespèce de 
morphismes '(£, F). 

Soit ' ^
A

) > P o ? ^o) une espèce de structures audessus de l'espèce 
de morphismes (c?, F). Pout tout e € ~ p«» P (F (e)) est une sous

2 catégorie F 7 (e) de e>
A

; désignons par pe la restriction de p à (F 7 ( e ) ) 0 ; 
alors (F (e), p e , (F 7 (e))0) est une espèce de structures Y) (e). Pout tout 
f<=np($), l 'application F 7 (/) 

*  > ( / , / > ( * ) ) s , où * € = F ' ( a ( / ) ) , 

est un foncteur de F 7 (a (/)) vers F 7 ( p ( / > ) ) ; soit F'0 (/) la restriction de 
F 7 (f) à (F 7 (e)) 0. Le couple (F (f), F 0 (/)) est une application covariante 
¥(f) de_r,(a(fl) vers ï] (¡3 (/*)). Soient F 7 et F les applications : f F 7 (f) 
et f >F(/*) respectivement, où f € ^ p ( S ) . _ 

PROPOSITION. — (<3, F 7) est une espèce de morphismes. ((5, F) est une 
espèce de structures dominée par (e%, a x ) , où tK est une catégorie d'appli
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( 3 ) 

4 3 3 

1 

2 

3 

4 

5 

cations covariantes (<£>, 9) entre espèces de structures (4) et a x (<ï>, cp) = <ï>. 
Inversement, toute espèce de structures dominée par (ôC9 a x ) est Vespèce de 
structures (C, F) associée à une espèce de structures au-dessus d'une espèce 
de morphismes. 

2. CATÉGORIES STRUCTURÉES D'OPÉRATEURS. — Soient T̂L une catégorie 
d'applications de classes dans classes et («TTt, p , JC, T) une catégorie d'homo-
morphismes Nous supposerons que T est le groupoïde de tous les 
éléments inversibles de *7C et que, pour tout couple (s, s') d'unités de X , 
il existe dans *K un produit s X s' tel que 

p (S X S') : - p (s) X p (s'). 

DÉFINITION. — Soit (c1*, s) une catégorie structurée (') dans X e£ soit 
c^tK,,. Nous dirons que (£'y s) est une catégorie ¿K-structurée d'opérateurs 
sur cr si les conditions suivantes sont remplies : 

i° C est une catégorie d'opérateurs sur p (cr) ; nous désignerons par r. 
la projection de p (a) sur e?0, par K 7 la classe des couples composables (/*, z ) , 
où et z€p(cr ) , par *// l 'application : (f,z) - v / s de K 7 dans p (c) ; 

2 0 On a (s, T., 0 € X ; 
3° 11 existe s7' € X 0 tel que 

p (.ç") = K' et ( 5 x cr, /']v,. .ç") e X : 

4° La relation (s X s-, ¿K-> s") € X entraîne 
(s, e x . 

On dira aussi que [(£', s), TI, cr] est une ^-espèce de structures, 
Exemple. —- Une catégorie ^-structurée d'opérateurs, où est la 

catégorie des topologies, est une catégorie topologique d'opérateurs au 
sens de ('''). 

DÉFINITION. — Nous dirons qu 'une catégorie d 'homomorphismes 
(«711, p , X , F) est résolvante à droite si la condition suivante est vérifiée : 

(R) Soient / c € X et k'GJC tels que 
a ( / , ) = a (k') = s et |5 (A') = 5 ( / / ) ; 

soit A la classe des éléments xÇ-p (s) tels que 
p(k) (x)=p(k') (cr). 

Alors il existe S € X 0 tel que 

/> (S) = A, (a (À-), iA, S ) € X 

et que, pour tou t (s, g, S7) € <7C pour lequel g (p (S7)) C A, on ait 
( S , ^ S ' ) € J C . 

Exemple. — La catégorie des topologies et la catégorie des foncteurs 
sont résolvantes à droite. 

THÉORÈME. — Soit (Jü , p , t!K, T) une catégorie d'homomorphismes résol
vante à droite. Soient (C, s) une catégorie ^-structurée d'opérateurs sur cr 
et 2T la catégorie des hypermorphismes correspondant à [C, Tw, p (cr)]. Alors 
il existe 5 7 7 € X 0 tel que (ST, s77) soii une catégorie âC-structurée. 
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DÉFINITION . — Si <% est une catégorie de foncteurs, une X-espèce de 
structures sera appelée une &-espèce de structures. 

Pour que [(C, £ A ] soit une ^"-espèce de structures, il faut 
et il suffît que les conditions suivantes soient vérifiées : 

i ° e*1) est une catégorie double et une catégorie; 
2 ° [ C , Û, Z] est une espèce de structures; 
3° T. est un foncteur de —1 vers C1; 
4° Les relations 

entraînent 

5° Les relations 

entraînent e1^^^. 
Du théorème précédent résulte : 
COROLLAIRE. — La catégorie structurée des hyper morphismes associée 

à une &-espèce de structures [ ( c f c f 1 ) , T;, l1] est une catégorie double (eS*? 2>A). 
THÉORÈME. — Pour que ((Cf*, C? x ), p , ÇS', e-»'1)) soit une catégorie double 

au-dessus de ( c f C f 1 ) telle que p ÇS) == (5, /auf et il suffit que [(Cf 1 , Cf *), p , e ) 1 ] 
e£ [{<3 *5 c f 1 ) , p ? 2>J soient des ^-espèces de structures et que les catégories 
doubles d'hyper morphismes correspondantes s'identifient à ( e * 1 , 3T) et 

1 à (cT, c? 1 ) respectivement. 
Line catégorie Cf sera considérée comme une catégorie double (cf \ Cfw), 

où O désigne la loi de composition définie par : 
( / ' . / ) - > • / si. et seulement si, — 

Soit [(Cf", (5°), r., H 1] une ^-espèce de structures; pour tout e € C f ~ ' (e) 
est une sous-catégorie F (e) de - 1 ; pour tout f E C f , soit F (/") .l 'application 

où ,= € F ( * ( / ) ) . 

PROPOSITION. — (Cf, F) est une espèce de morphismes; inversement, 
toute espèce de morphismes (Cf, F) telle que a (F) = Cf détermine la &-espèce 
de structures [(Cf*, Cf°), TC, S 1 ] , où Zl est la catégorie somme des catégories 

2 F (e), e € e 0 , 

(*) Séance du 1 8 février 1963. 
(*)' Comptes rendus, 256, 1 9 6 3 , p . 1 1 9 8 e t 1 8 9 1 . 
( 2 ) R a p p e l o n s ( 3 ) que , q dés ignan t u n e appl ica t ion de la classe S 0 d ans la classe r 0 

des un i tés d ' u n e catégorie F, on dit que (F, q, i „ ) est une espèce de s t ruc tu re s si u n e sous-
3 catégorie r 7 de F opère su r 2 0 , le composé fz, où f €F' e t z e £ 0 , é t a n t défini si, e t seule

m e n t si, a (f) = q (z). L a classe des couples composantes (f, z) es t la ca tégor ie des h y p e r -
morph i smes co r r e spondan t à (F, q, s 0). Si r ' = F, on écr i t [F, g, s,,]. 

Séminaire de Topologie et Géométrie différentielle ( E h r e s m a n n ) , Pa r i s , III, 1 9 6 1 . 
C") Colloque de Géométrie différentielle globale, Bruxel les , G. B . R. M., 1 9 5 9 , p . 137 . 

1 6 3 . 5 4 5 . — Imp. GAUTHIER-VILLARS & CIE, 55, Quai des Grands-Augustins, Paris ( 6 E ) . 
Imprimé en France. 
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A L G K I Î R K H O M O L O G I Q L T : . - — Sous-structures et applications -covar iantes. 
Note (*) de M. CIIAUI.KK EHRI;SJIA.\X, présentée par M. Arnaud Denjoy. 

Ordres doubles . Sous-s t ruc tures d a n s une catégorie au-dessus d ' u n e catégor ie 
i n d u c t i v e ; appl ica t ions : sous-catégories cX-structurées e t sousOC-espèees de 
s t ruc tu re s . Cet te N o t e fait sui te à t ro is No tes an té r ieures ( ') d o n t nous reprenons 
la te rminologie e t les no ta t ions . 

1. O R D R E S D O U B L E S . 

D É F I N I T I O N . — Une espèce de structures dominée Ç) par la catégorie 
des homomorphismes entre classes ordonnées sera appelée espèce de 
structures ordonnée. 

Soit û ( 1 la classe des catégories 2» telles que 2> définisse un ordre sur 
la classe e\, de ses unités (c'est-à-dire deux morphismes de e> ayant le 
même ensemble d'unités sont identiques). Une espèce de structures 
ordonnée s'identifie à une espèce de morphismes (c\ F) telle que F (e)€i2„ 
pour tout <?€3t(F)„. 

D É F I N I T I O N . — Une espèce de structures ordonnée ((?, F) telle que 
cre i lo sera appelée espèce de structures biordonnée. 

D É F I N I T I O N . — Soit ÇS\ 2>A) une catégorie double ( 1) telle que 2>" € û 0 

et &A€i^«. : alors on dira que (5»', e>A) définit un ordre double sur la classe 
(*>A)„ des sommets de !*>. 

P R O P O S I T I O N . — Pour qu une catégorie double (e>*, c>A) définisse un 
ordre double sur (2>A)o, il suffit que deux éléments de "S ayant le même 
ensemble de sommets soient identiques. 

Les sommets de f^^> sont les éléments 
3t ' (x l C / ) î . y {y.L{f)) et 1 3 " ( , 3 l ( / ) ) . 

La notion d'ensemble deux fois ordonné de Cantor (-) est un cas part i
culier de la notion d'ordre double. On peut de même généraliser la notion 
d'ensemble n fois ordonné de Cantor à part i r de la notion de catégorie 
/i-uple définie par récurrence de la manière suivante : 

D É F I N I T I O N . — On appellera catégorie n-uple une catégorie structurée 
par une catégorie (n—i)-uple. 

2. S O U S - S T R U C T U R E S . — Soit (C, TI, M, 2>) une catégorie d'homomor-
phismes ( : i) telle que cS contienne le groupoïde des éléments inversibles 
de 3C. Supposons que C soit une catégorie inductive (A), la relation d'ordre 
é tant notée < . 

D É F I N I T I O N . -— Soit S€^tf 0 ; on dira que s € E ^ 0 est une sous-structure 
de S si les conditions suivantes sont vérifiées : 

i° On a (S, TC (S) n(s), s) € où TC (S) % (s) désigne le pseudo-produit 
dans X ; 

4 3 5 
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( 2 ) 

2 ° Pour tout ( S , g , S') € P€ tel que 
a ( T. {s) g) — a (g) et 8 ( 7 : (.v) g) = T. ( s ) . 

on a 
( A \ 7T (.*) t£\ S') € X \ 

De i° résulte : TI (s) < r. (S). 
P R O P O S I T I O N . — Si s et s' sont deux sous-structures de S dans Pc" telles 

que ÎC (s) = TC ( S ' ) , on a : 5 • = s'. 
Soit oc la relation définie dans &C par : 
s oc S, où 5 € PC 0 et S € PC(>, si et seulement si, s est une sous-structure de S ; 
g oc g ' , où g € P t ' et g ' € P € , si et seulement si, on a 

z (g)aca(g'). p (g) x.p(g') et r. (g)< ~ (g). 

P R O P O S I T I O N . — y: est une relation d'ordre dans telle que : 
i ° g oc g ' , g , oc g ' , a (g) = a ( g , ) ¡3 (g) = 3 ( g , ) entraînent g t = g ; 

2 o g * g ' , g ì oc g , , a (g,) = ^ ( g ) e£ a (g' ,) = 3 ( g ' ) entraînent g, g * g j g ' . 
Exemples. — i° Dans la catégorie des topologies, une sous-structure 

s de S est la topologie induite par S sur l'ensemble sous-jacent à s. 
2 0 Dans la catégorie des foneteurs, une sous-structure d'une catégorie 

G* est une sous-catégorie de G*. 
3 ° Considérons la catégorie d 'homomorphismes ld%, £\ ; dans 

1 les relations : g < g' et g oc g ' sont les mêmes. 
3 . C A T É G O R I E S E T G R O U P O I D E S P C - S T R U C T U R É S . — P l i désignera une 

classe de classes contenant avec une classe toutes ses sous-elasses. avec 
deux classes, leur produit. Soit PI I la catégorie inductive de toutes les 
applications de A G PU,, dans B € PU.,. Soit ( P l i , p, PC, F) une catégorie d'homo
morphismes telle que F soit le groupoïde des éléments inversibles de PC. 

D É F I N I T I O N . — On appellera groupoïde tK-structuré un couple (G*, s), 
où G* est une structure de groupoïde sur la classe p (s) = G, vérifiant 
les conditions suivantes : 

i ° (G', s) est une catégorie PC-strueturée ( ') ; 
2 0 Soit y l 'application : f -> f J de G dans G ; alors on a 

is.y. s)eY. 

Exemples. — i ° Un groupoïde "^-structure est un groupoïde topo
logique ( 5). 

2 0 Soit J0 la classe de toutes les classes inductives (resp. sous-
inductives) ( 3) et J la catégorie de toutes les applications inductives 
(resp. sous-inductives). Un groupoïde inductif [resp. sous-inductif ( f)] 
est un groupoïde //-structuré (d'un type particulier). Une espèce de struc
tures inductives (resp. sous-inductives) sur un groupoïde inductif (resp. 

2 sous-inductif) est une //-espèce de structures ( j ) . 
Nous supposerons désormais que pour tout couple ( S I , s2) € PC« X PC<> 

il existe un produit s4 X s2 dans PC tel que 
p (A-, x s,) ~p ($,) x p (s.>), 
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( 3 ) 

la projection canonique de ,Vj X s-2 sur si é tant 

* sh Pri> s\ x H) € P C . OÙ / = I . 2 

et 
•pt'i (' ,/•,. , r 2 ) — -l'i p o u r tout ( . r , . . i - a ) € p (S | ) X y '(.v2 ) -

Soit la catégorie de tous les fondeurs ((?.,", F , (?*), où C désigne 
une structure de catégorie sur la classe e'CPU,,. Soit PC 0 la classe des 
catégories PC-strueturées ; désignons par PC la catégorie des triplets 

.s,), F, ( c v , *)), où 
( e \ . o e x „ , (e;. .v ,)€5c„ 

(£\\ F, e ' ) € ^ ei (,?,. F. ,ç) € X . 

Soit T la sous-classe de PC formée des triplets tels que {su F , s ) € l \ Soit $ 
(resp. F' la sous-catégorie pleine de PC (resp. f ) dont les unités sont 
les groupoïdes PC-strueturés. Soit p l 'application 

a e ; . .s-,). t\ c e \ *))--> ( e ; . F. e ). 

PROPOSITION. — .Si p (F) es/ saturé cfcms Pit O M (PU, p , PC. F) es£ 
une catégorie (T homomorphismes résolvante à droite i '}, p , PC, T ) es£ 
?me catégorie d'homomorphismes dont (. P, £ J , F ' ) es£ w/itf sous-catégorie 
d'homomorphismes. 

4. S O U S - C A T É G O R I E S S T R U C T U R É E S . — Dans la suite nous supposerons 
que (PU, p , PC, F) est résolvante à droite et que 3* est muni de sa structure 
de catégorie inductive. 

T H É O R È M E . — - Soit (e?*, S ) UNE? catégorie (resp. un groupoïde) iK-strucluré. 
Les conditions suivantes sont équivalentes : 

i° C[ est une sous-catégorie [resp. un sous-groupoïde) de C et s, une 
sous-structure de s dans PC telle que p (st) = c?,; 

2 ° (c?*, s\) est une sous-structure de (C\ s) dans PC jesp. dans ;. 
C O R O L L A I R E . — , p , PC, f ) e£ ( ^ , p , F ' ) résolvantes à droite. 
D É F I N I T I O N . —• Une sous-structure de (C , s) dans PC ( r esp . dans çj) 

sera appelée sous-catégorie (resp. sous-groupoïde) ^-structure de (c3*, s). 
D É F I N I T I O N . — Soient (£] , s,) une sous-catégorie PC-structurée de 

[Ç\ s) et [(c?*, Si), TC, T ] une PC-espèee de s t ructures; alors on dira que cr 
est une JC-espèce de structures au-dessus de ((?*, s) relativement à ~, ou 
aussi que ((c?#, s), T., a) est une tK-espèce de structures. 

5. A P P L I C A T I O N S P C - C O V A R I A N T E S . 

D É F I N I T I O N . — Soient 

ÏJ— ( ( e \ .V) , 7T, <7) e l T),= ((e*,, . V , ) , 7T. (7, ) 

deux t'K-espèces de structures. On appellera application ^K-covariante 
de vj vers 7 } t un couple (<I>, f) vérifiant les conditions : 
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i° <&€X, a (<J>) = ( e \ s),. J J ( $ ) = ( e ; , s , ) : 
2 ° f € X ; a (?) = <7, 43 (?) = ( 7 , ; 

3° (p (4>), p (?)) est une application covariante ( ; i) de ( c?* , i t , p (a)) 
vers ( c ? | , 7i j , p ( ¡ 7 , ) ) . 

Soit r, = ((cf*. 5 ) , it. cr) une PC-espèce cle s t ructures : nous désignerons 
par ( K ' \ ?) la catégorie PK-strueturée des hypermorphismes correspon
dante ('). On a 

N = ( ' (c?\ .s-), ri. (K'\ 7 i ) € x . 

OÙ 
'-(/.:•)=:/ P O U R TOUT ( / , 3 ) € K ' . 

T H É O R È M E . — Soit• (<D, ? ) une application J\-covariante de{(£ . s). n. z) 
vers ((£], Si). r . , , T 1 ) ; il existe (11,, <3>, ?, II) € • X tel que 

P iy) (/, z)— {jl (^y) (f). p (y) (z)) pour tout ( / , 5 ) G K \ 

Inversement, tout quatuor ; I ! 1. <I\ ?, 1I )€GPC teZ gue p (11). e/ p Hi soient 
des fondeurs définissant des espèces de structures détermine une appli
cation tK-covariante (#, ?). 

Nous désignerons par cl (X) la classe des applications PC-covariantes. 
P R O P O S I T I O N . — c l (PC) est une catégorie pour la loi de composition : 

( *!> . 9 ' ) x {*1>. 9 ). = ( «1»' <ï>. 9 ' 9 ). 

si. et seulement si. 
A ( 4» ) S ) ' 7 A s 9 ' ) = fj < 9 • . 

L'application ( # . x) (II,. <I>. ?, 11) es£ w/?e équivalence de (51 PC ,<wr 

sous-catégorie de la catégorie longitudinale PC. 
En particulier, cl (PU) est une catégorie d'applications covariantes 

entre espèces de structures. Soit A (PC) le groupoïde des éléments inver
sibles de cl («X') et p l 'application 

(4>. 9 ) - V (p (.<î>).p ( 9 ) ) . OÙ (<I>, 9 ) €el ( X ) . 
C O R O L L A I R E . — (cl (PU), p. cl (PC). A. (X)) es£ wn? catégorie d'homo-

morphismes. 
D É F I N I T I O N . — Une sous-structure de rt dans cl (PC) sera appelée sous-

PC-espèce de structures de rr 

T H É O R È M E . — Les conditions suivantes sont équivalentes : 
i ° [((?'*, Si), 7 Ï , 5 cr,] es? u / i e .so us - PC -espèce de structures de [ ( ( ? ' , s ) , n , cr] ; 

2 ° [^1? 7 1 j? P E ^ I M E sous-espèce de structures de [ I F \ k . p {(if et 
Si (resp. t , ) es£ une sous-structure de s (resp. rr) <ia?is PC. 

(*) Séance du 2 5 février 1963. 

(') Comptes rendus, 2 5 6 , 1 9 6 3 , p . 1198, 1891 e t 2080. 
( - ) C A N T O R , Gesammelte Abhandlungen, Springer , Berl in, 1 9 3 2 , p . 420. 
(:;) Séminaire de Topologie et Géométrie différentielle ( E h r e s m a n n ) , I I I , Pa r i s , 19G1. 
(l) Ann. Inst. Fourier, 10, i 9 6 0 , p . 3oy. 
(•"•) Colloque de Géométrie différentielle globale, Bruxel les , G. B . R . M., 1 9 5 9 , p . 137 . 

1 6 3 . 5 4 6 . — I m p . GAUTHIER-VILLARS & C I E , 55 , Quai des Grands -Augus t ins, Pa r i s ( 6 E ) . 
I m p r i m é en F r a n c e . 
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G. R. A c a d . S c . Paris, t . 2 5 8 p . 2 4 6 1 - 2 4 6 4 (2 mars 1 9 6 4 ) . G r o u p e 1 . 

/ 7 0 / 

ALGÈBRE 1IOMOLOG1QUE. — Produit croisé de catégories. 
Note (*) de M. CHARLES EHRESMAXX, présentée par M. Arnaud Denjoy. 

Les no t ions de p r o d u i t croisé e t d ' h o m o m o r p h i s m e croisé son t généralisées au cas 
d ' une catégor ie m u n i e d ' u n e catégor ie d ' opé ra t eu r s . Appl ica t ion à la cohomologie 
d 'o rdre i d ' une catégor ie , à va leurs d a n s u n e catégor ie . Catégorie de cohomologie 
centra le d 'o rdre i. 

Nous reprenons les notations de ( l ) . 
1. P R O D U I T CROISÉ. 

Définition. — On dit que 2T est une catégorie munie d'une catégorie 
d'opérateurs C, la loi de composition é tant x, si C* est une catégorie d'opé
rateurs ( l) sur la classe - relat ivement à x et si les conditions suivantes 
sont vérifiées, où /€*C, ;;€:£, le composé x (/, z), s'il est défini, é tant noté fz : 

i° 2-* est une catégorie. 
2 ° Si z .z est défini dans 1" et si / (z'.z) est défini, alors fz et fz sont 

définis et l'on a f(zr.z) = (fz).(fz). 
3° Si s€—,', et si fs est défini, alors /s 
Si s€ :^ , l 'unité e de C" telle que ez soit défini est désignée par n0 (z). 
("ette définition entraîne que, pour tout e €i C „, it 0

1 (e) est une sous-
catégorie F (e) de 1* et que, pour tou t / € G , e = a (/) et e = ¡3 (/), le 
triplet (F(e'), /, F(e)) est un foncteur F (/), où / est l 'application : z - - fz: 
c'est-à-dire (C, F) est une espèce de morphisnies Inversement, si (C*, F) 
est une espèce de morphisnies telle que a (F) = G*, la catégorie somme 
des catégories F (e), où e€C",, est une catégorie munie de la catégorie 
d'opérateurs C*. 

Soit 1* une catégorie munie d'une catégorie d'opérateurs C*, la loi de 
composition é tant x. Alors [C, ic0, 1] est une espèce de structures 
admet tan t [C, 7 t ' „ , — '0] pour sous-espèce de structures ( J ) , où r.'0 est une 
restriction de TÏ„. Soit (C, T . , S') la catégorie des hypermorphismes associée 
à [C\ T . ' h , !,',] [les éléments de S sont donc (-) les couples (/, s ) € C x I ( ' p 

tels que a (/) = n0 (s)}. 
Soit - la classe des triplet s (z, f, s) tels que 

( / , * ) € S, e t / A - ~ a ( 3 ) . 

Soit -T la classe multiplicative obtenue en munissant - de la loi de 
composition définie par 

((*',/', s'), ( Z , / , s))^(z!.fz./.f. s) 

si, et seulement si, s' = [3 (z). 
THÉORÈME. — 2£* est une catégorie; —* et S* s'identifient à des sous-

catégories de Z*. De plus, C* est une catégorie quotient (1) de -*, le foncteur 
projection étant défini par r. : (s, /, s) -> /. 
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Les unités de 1* sont identifiées aux unités de - . 
T H É O R È M E . — Si G* est un groupoïde, -* est une catégorie équivalente 

à la catégorie X* dont les éléments sont les couples (z, /) tels que 
/ € G . 3 € - c» S( f)z est défini, 

munie de la loi de composition 

(( = './')? (z. /)) (z'./' z. f ./) si, et seulement si. z (z') =z $ if z). 

Exemple. Si G' et - sont des groupes, alors -* est le produit 
croisé G * X x - [voir (:î)]. 

Définition. •— -* sera appelé le produit croisé de G' et de -* et sera 
désigné par le symbole C' X x 

2. H O M O M O R P H I S M E S C R O I S É S . 

P R O P O S I T I O N . — Pour que <i>, C * ) soit un joncteur section de {C, n, 2") 
il faut et il suffit que, pour tout f&C, on ait 

<!>(/) — (9 ( / ) . / , ? ( * ( / ) ) ) . 

où v est une application de C dans X vérifiant les conditions 

, 1 1 ) ->jKf)~p{f), v ( C ; , ) c i ; <tf o{f.f) — o(f).f*(f) si z{f) - - S i ; / ) . 

Définition. — On appelle homomorphisme croisé un triplet ( - \ 9, G') 
tel que ? soit une application de G dans X vérifiant la condition (II). 
On appelle fondeur croisé associé à l 'homomorphisme croisé (X\ '?, G") le 
foncteur II*, 4>, C') correspondant. 

Exemple. —- Si G' et X' sont des groupes, on retrouve la notion habituelle 
d 'homomorphisme croisé [voir (:i)]. 

P R O P O S I T I O N . — Pour que le foncteur croisé (X*, <l>, G* associé à (— 'f, G*) 
soi? U7Z foncteur section de (C, n, S'), i£ /au£ £Z suffit quon ait ? (C)CE',. 

Soit (S*, (l>, G*) un foncteur section de (C*, TC, S"). Soit T une application 
de G dans le groupoïde XÇ des éléments inversibles de 1" telle que, pour 
tou t c € C',, on ait 

a(r(e))^iP{e). 

Remarquons que la seule donnée de 9 définit <£, puisque 

<J> (/) — ( /', y. ( r (c) ) ) p o u r tout / € G, où f — a ( / ) . 

Soit ? T l 'application 

f-+T(e').f7(e)-\ où / € C , <> a ( / ) et e'—p(f). 

P R O P O S I T I O N . — (2T, cpT, G') es£ un homomorphisme croisé; soit *î>~ le foncteur 
croisé associé. Alors ( $ T , T , <£) es£ une équivalence naturelle, 3> é£an£ considéré 
comme un foncteur de C' vers 2*. 
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Exemple. — Si G* et I* sont des groupes, la donnée d'une application T 
vérifiant les conditions précédentes est équivalente à la donnée d 'un 
élément a de par suite, 9 - est un homomorphisme croisé principal. 

Définition. — Un homomorphisme croisé de la forme o T, G*) sera 
appelé homomorphisme croisé principal. 

T H É O R È M E . — & application 

(1\ cpr, C) -> (4>T, 7. <î>) 

est une hijection de la classe des homomorphismes croisés principaux sur la 
classe des équivalences naturelles ( < £ ' , T , <l>) telles que T (C*0)C^*-. 1 

3 . G L A S S E S D E COHOMOLOGIE D ' O R D R E I . 

P R O P O S I T I O N . - — Soient o et ©' deux homomorphismes croisés, <I ) et 
les fondeurs croisés correspondants. Soit t une application de G*, dans 
Pour que ( ( 1 > ,

? T , <ï>) soit une équivalence naturelle, il faut et il suffit quon ait 

(H') 7(e").^(/) — ^(/).fr(e) pour fout J'e C, où e : . - a ( / ) et e '-~:3(/). 2 

Définition. — On appelle équivalence croisée un tripiet (f', T , © ) , O Ù âp 
et ©' sont deux homomorphismes croisés et T une application de C"0 dans H-: 

vérifiant la condition (H'). 
Soit Z ! (E*, G") la classe des homomorphismes croisés (2", o, G*) et 

soit B ' X", G ) la sous-classe formée des homomorphismes croisés prin
cipaux. Soit f la relation d'équivalence sur Z 1 (-*, G") définie par : 

' f ^ c p ' si, et seulement si, il existe une équivalence croisée [ V , T , o ) . 3 
Définition. -— Une classe d'équivalence de Z 1 C") module p sera 

appelée classe de cohomologie d'ordre i . La classe des classes de cohomologie 
d'ordre i sera désignée par H !(E*, C"). 4 + 

B l (-*, C*) est une sous-classe saturée relativement à p; mais elle peut 
contenir plusieurs classes de cohomologie d'ordre i , si F (e) n'est pas un 
groupoïde transitif pour tout eGC't). 

4. H O M O M O R P H I S M E S CROISÉS C E N T R A U X . —- Pour tout s €: —, nous dési
gnerons par 5 . - . s la classe des s€E- tels que ol{z) = (3 (z) = s, par Gs 

le sous-demi-groupe de —' formé des z Gs. — tels que, pour tou t z' Gs.S.s, 
on ait z* .z — z.z'. 

Définition. — On appelle section centrale de ~' une sous-catégorie H 5 
de 2* vérifiant les conditions suivantes : 

i ° La restriction de n à H n S est une bijection sur G; 
2 ° Pour tout s € H j , on a H H s i . ^ G , , 
Une section centrale H* de S * é tant la sous-catégorie de 1* engendrée 

par les sous-classes H n S et G„ où s€:H*0, elle est entièrement déterminée 
par la seule donnée de H*0. 

Définition. — On appelle homomorphisme croisé central un homomor
phisme croisé (2T, <p, C") tel que, si / € G et e = ¡3 (/), on ait v ( / )€G„ 
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où s = 9 (e). Soit Z* (S', C") la sous-classe de Z 1 (S', C") formée des homo-
morphismes croisés centraux et soit 

BJ ( r , C) = Z I ( 2 % C * ) n B ' ( I \ C ) . 

T H É O R È M E . — /1 existe une injection canonique y de Z'. (X*, C*) dans Za 
classe des joncteurs (H", 4>, H") vérifiant les conditions : 

i ° H' es£ une section centrale de £\ 
2 ° 1 $ est la restriction de TC à H. 
3° La restriction de <ï> à HCiZ est l'application identique. 
Il existe une bijection canonique de B ,̂ (£', C) sur Za classe réunion des 

centres des sections centrales de H* (le centre d 'une catégorie est la classe 
des automorphismes naturels du foncteur Identité). 

Si ç € Ẑ . (27, C"), alors 9 (C*,) est la classe des unités d 'une section 
centrale H' de 2* et l 'application <5 : 

( * , / , ( / ) , / , Où ( 3 , / , 5) 6 H, 

définit un foncteur y (9) de H* vers H*. 
T H É O R È M E . -—• ZJ'(£", C) es£ une catégorie, dont (S", C*) es£ une sous-

catégorie, pour la loi de composition définie par 

( f S ? ) o ù f (/) —f ( /) . '<p'(/) 

si, e£ seulement si, a (9' (/)) = (3 (9 (/)) pour towf / € C . 
Les unités de .Z,* (S*, C) sont les homomorphismes croisés principaux 9 

tels que 9 (C) C2 ' 0 . 
Remarque. — Si 9 et 9' sont deux homomorphismes croisés quelconques, 

en général 9 ' . 9, même s'il est défini, n 'est pas un homomorphisme croisé. 
La sous-classe de Z 1 (Z*, C) formée des 9 tels que a (9 (/)) — (3 (9 (/)) 
pour tou t / € G est toutefois un graphe multiplicatif pour la loi de compo
sition : (9', 9) -> 9 ' .9 , si, et seulement si, 9 ' .<p€Z l (£*, C) . 

T H É O R È M E . — Zl

c (2*, C * ) admet une catégorie quotient ( * ) H , ! '(22*, C " ) 

par Za relation d'équivalence p r déduite de p; Zes unités de cette catégorie 
sont les classes 9 mod pt. £eZZes gue 9€B^. (S*, C"). 

Définition. — HJ-(2", C") sera appelé catégorie de cohomologie centrale 
d'ordre 1. 

Exemple. — Si C* est un groupe et un groupe abélien, 
h; ( r , c - ) = H , ( r , c*) 

est le groupe de cohomologie d'ordre 1 [voir (3)]. 
(*) Séance d u 24 février 1964. 
(l) Comptes rendus, 256, 1 9 6 3 , p . 1 1 9 8 , 1891 e t 5 o 3 i . 
(*) • CH. EHRESMANN, Séminaire de Topologie et Géométrie différentielle, P a r i s , III, 1 9 6 1 . 
(') S. MAC LANE, Homology, Spr inger-Ver lag , 1963. 

(Institut Henri Poincaré, 1 1 , rue Pierre-Curie, Paris, 5 e . ) 
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G» R. Acad. Sc. Paris, t. 259 p. 1372-1375 (17 août 1964). G r o u p e 1 . 

7 7 2 / 

ALGÈBRE HOMOLOGIQUE. — Expansion oVhomomorphismes en fondeurs. 
Note (*) de M. CHARLES EHRESMANN, présentée par M. P a u l Montel. 

Théorème d'expansion « universelle » d'un homomorphisme entre graphes multi
plicatifs en un fondeur, permettant de rendre inversibles les é l éments de d e u x 
classes données . App l i ca t ion a u pe r fec t ionnement d ' u n e catégorie . 

Nous utilisons les notations de ( !) et ( 2 ). En particulier, si K* est une 
catégorie, R(K') désigne la sous-catégorie des éléments réguliers. 

1. C O U P L E S P - D I S T I N G U É S . 

D É F I N I T I O N . — Soit p = (K', p, H') un homomorphisme entre graphes 
multiplicatifs (") tel que H* soit une catégorie. On dira que (F, F) est 
un couple p-distingué si les conditions suivantes sont vérifiées : 

i° F' est une sous-catégorie de R(H*) et F ; = ; 
2 ° F est une sous-classe de K telle que a (F) = p (H^) et p ( F ) C F ; 
3o Si f € F , f € F n p ( H ) et a(f) = P ( f / ) , on a (f9f) eK'*K' et 

f . f € F ; 
4° Si feF, g<€p(H) et f.gi = f.g» alors g, = g a. 
Soit (F, F) un couple p-distingué. Nous désignons par • (F, p) la catégorie 

ayant pour éléments les triplets (f2, / \ , h) tels que 

la loi de composition é tant définie par 

(/«./,* /*').(/**/.. à) zr, ( y ; , / , , h'Ji) 

si, et seulement si, f»=f\. 
En particulier, si p — (K*, i, H'), où t est l'injection canonique de H 

dans K, nous poserons 
• ( F , H') = • ( F , ( K \ c, H").). 

Soit (h* ; F? H) la sous-catégorie de la catégorie longitudinale des 

quatuors (.*) de H" formée des quatuors {h!, g 2 , g*, h) tels que g t € F . 
PROPOSITION. — | | |(H"; F, H) opère sur • ( F , p) relativement à la loi 

de composition 

(/,,/,, h) ( A 2 , ^ , £ , , h%) = (ffP(&)ifi:p{gx), à-i), 

si, et seulement si, h = h2. 
2. F-EXPANSIONS RÉGULIÈRES. 
DÉFINITION . — On dit qu 'une catégorie H* est une ¥-expansion semi-

régulière (resp. régulière) de la sous-catégorie C* si les conditions suivantes 
sont vérifiées : 

i° On a F c R ( H ' ) (resp. C H ; ) , a (F) = C ; c F et F . ( F n C ) C F ; 
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I 2 ) 
2 ° Pour tout / i 6 H , il existe (h, f, f, k) € D ( H ' ; F, H) tel que keC; 
3° Si fiÇF et P ( / 2 ) = P(/",) , il existe ft 6 F n C tels que/,./", =f,./":,; 
4° Sif€FnC,/ieCet |3(/ ,) = p(/ i),ilexiste(/»)/-,/ ,',/i')eD(C-;FnC,C). 
PROPOSITION. — Si (F, F) es£ un. couple p-distingué, où p — (K*, p, H*), 

iZ existe une équivalence ~ d'une sous-catégorie H* de • (F, p) sur H* et une 
sous-classe F' de • (F, p) teZZes que • (F, p) soi£ une ¥'-expansion régulière 

2 de H*. 
t est défini par l 'application 

(p 8 (A). p a (/I), A) -> A 

et F' est la classe des triplets (f, a (/"), s) tels que / € F et s € H 0 . 
THÉORÈME. — Si H* es£ une F-expansion semi-régulière de C, 

alors (F, F n C ) est un couple (H*, t , C)-distingué. L'application 

( / s , / i , A ) - > * .« ( * , / * , / , , A ) € D H -

définit un fondeur qui fait de H* une catégorie quotient strict (2) d'une sous-
3 catégorie L* de • (F, C). Z)e pZus, H* est équivalente à la catégorie quotient 

strict de h' par la relation d'équivalence : £._>~ t\ si, et seulement si, il existe 
Q,€ • (C; F n C , C) teZs gue « 8 Q a = * i Q r 

3. COUPLES P-DISTINGUÉS RÉGULIERS. 
DÉFINITION. — On dira qu 'un couple (F, F) est p-distingué régulier 

s'il vérifie les conditions suivantes : 
i ° p = (K*, p , H*) est un homomorphisme entre graphes multiplicatifs, 

H' est une catégorie et (F, F; est un couple p-distingué; 
2° La restriction de p à F . s est une injection, pour tout s€E H 0 ; 
30 Si f€F. /¿€11 (resp. G F) et ¡3 (f) = il existe 

( /, /', h! ) € • ( H' ; F , TI ) ( resp . € • F*) : 

4 4° Si ( / \g 2 , g,)€K**K", j f € F et gé€p (F), on a 

THÉORÈME. — Si [F, F) est un couple p-distingué régulier, il existe une 
catégorie C" quotient strict de • (F, p) qui est une F-expansion régulière 

5 d'une sous-catégorie C* admettant une équivalence y sur a (p) = H*. De plus, 
F n C == y - 1 (F), où F est la classe des h € II tels qu'il existe f € F et g,;€F, 
a^ec h.gi = g2 et f.p(gi) = p (g 2 ) . 

C* est la catégorie quotient de • (F, p) par la relation d'équivalence p : 

/, ^ ti s'il existe Q / € • (H*; F , H) tels que Q , ™ f 2 Q 2 . 

F est la classe des classes (f, a (/"), s) mod p , où f € F et s € H ( ) , et C est 
la classe des classes (p$(h), poc(h), h) mod p . 
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4. THÉORÈME D'EXPANSION . — Soit «7Ì1 une catégorie pleine d'appli
cations, c9l/ (resp. $*) la catégorie des homomorphismes entre graphes 
multiplicatifs (resp. des foncteurs) correspondante ( 2). 

Soit cD0 la classe des triplets (F, F. p) vérifiant les conditions suivantes : 
i° (F, F) est un couple p-distingué régulier; 
i° La sous-classe stable dans K* engendrée par p(H) est une catégorie Hj. 

Si F, désigne la sous-catégorie de H', engendrée par p(~F), alors (F, F 4 ) 
est un couple (K*, i, H;)-distingué régulier; 

3° Les relations (fo, f) € K* • K', fSp(W)9 fcsFUp(H) et k<.f=k«.f 
entraînent A-, — A*... 

Soit (.0 la catégorie formée des triplets (p._,, p, , U) tels que 

Pi — ( F,, F,, pi)€c0„. F — (p.,, 4>'. <t>. pt) € D^l'. 

4 > ' ( F , ) C F , 4M F/)cï%. 

la loi de composition é tant définie par 

< ' / > ; . / > ' , , L ' ) . ( p 2 , />,, T J ) - ( / V 2 . , v d ' ^ f ; 

si, et seulement si, p, — p*. 
Soit c0 ( l la classe des quadruplets (F. F, C, q) vérifiant les conditions : 
ïO q=(K\ q, C*)<=^ et q (F) C F ; 
2 ° C* est une F-expansion semi-régulière de C ; 
3° K* est une F-expansion semi-régulière de la sous-catégorie Hj de K* 

engendrée par q(C). 
Soit cO' la catégorie ayant pour éléments les triplets (q-2r U) tels 

que 
(. F/. F/. <;,-. y/) \ • • {7/,. <p', 4», 7/i) € G ^ , 

4 > ( f , ) c f . > , a ) ' ( F t ) c F , .'i « ^ ( O c Q , 

la loi de composition é tant définie par 
<9M* '7M U ' ) . ( y 2 , </,, IJ) - : y 2 . y, . U'fTJlJ) 

si, et seulement si, ^ = #0 . 
Soit C0rr la classe des quadruplets (p, H v , lF, vérifiant les conditions 

suivantes : 
i° P = (F, F , p ) € ^ « , fr=(F,, F/. C/, Ç*)€d>'0 et Ç , = ( K ; , ? l , CO; 
2 0 (p, W, W, q'i)€i • où est l 'homomorphisme de C/ vers le sous-

graphe multiplicatif Gi= HiKjFiU $ (Fi) de K-, restriction de q; 
3° U r / (F/) CF. Si /* G F, n Ci, il existe g / € F tels que rçr(f) . g l = g a . 
Soit la catégorie ayant lO\JlO' }J(D" pour classe sous-jacente, CO 

et ¿0' pour sous-catégories pleines et telle que 

(Pt,pu U ) . ( p , W, n\ q) = (/>„ «>'.*', $) 
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167213. — I m p . GAUTHIER-VILLARS & C î e , 55, Quai des Grands -Augus t in s , Par i s ( 6 e ) . 
I m p r i m é en F r a n c e . 

si, et seulement si, p , = p , où U = (p 2 , <!>', <£, pi) , 

(p, *F, U') = (p, H .«!>,. ,},) 

si, et seulement si, q = q», où U ' = (q2j où est la restriction 
de $ à C; et où #', = (G;, O'i, G;). 

1 THÉORÈME. — T O M É élément de cO admet une &r-éjection Pour que 
(p, ^' ' j . l F, p') M ^ ôïf-éjecteur, il faut et il suffit que soient vérifiées les 
conditions suivantes, où p = (F, F, p) et pf = (F ; , F 7 , C ; , pf) : 

i° On a T € ^ T , ^ - 1 ( F ) c F / C a ( p / ) v et F ' C p ( p ' ) ï ; 
2 ° *ï v définit une bijection de Fr sur F et, pour touts '^C,,", la restriction 

de p' à ¥f .sr est une bijection sur F ' . p 7 (s'}. 
On construit un foncteur (¿0, -éjection naturalisé ( !) (A, S) tel que, 

si p = (F, F, p)eCO<> et p = (K', p , H'), on ait 
o (p) — (p, ir',, y. 1 (p)), où A (/>) = ( F ^ F . C . p \ 

et où y, F et a(p) [resp. y 1 ? F 4 et (3(p)] sont les éléments associés (th. § 3) 
à p [resp. à (F, F,, (K*, i, H;))], y, étant une restriction de l F, . 

DÉFINITION . — Un (P'-éjecteur sera appelé expanseur régulier. Une 
cO ;-éjection d e - m € c 0 0 sera appelée expansion régulière de m. 

5. APPLICATION AUX PERFECTIONNEMENTS. — Rappelons qu 'une 
catégorie C est un perfectionnement ( J) de C* si C* est un R (C)-expanseur 
régulier de C*. 

Soit V»?' (RI* ) 0 la classe des couples ( C , C* tels que C*€ Î>(> soit un perfec
t ionnement de C*. Soit ^(cT)» la classe des catégories H * € ^ 0 vérifiant 
la condition ( P ) ( 1). L'application 

H " - > ( R ( H - ) , R ( H * ) ? I f ) et ( O , t / W ( R ( C ) . R ( C ' ) , C \ ) 

identifie ^ ( ^ o = c ? ( ^ ) 0 U ^ 7 ( t > ) o à une sous-classe de t Ô f l . Soit ^ ( # ) 
[resp. la sous-catégorie pleine de cO ayant L % [ r e s p . (̂ r)o] 
pour classe de ses unités. 

THÉORÈME. — Toute catégorie H* vérifiant ( P ) admet une c?f (&*)-éjection 
2 (H', fi"). 

Ce théorème donne une signification canonique au théorème de perfec
t ionnement de ( 4) [retrouvé d'une manière un peu différente dans (*)]. 

3 Le perfectionnement de H" s'interprète aussi ( 2) comme une ^ - p r o j e c t i o n . 

(*) Séance d u 3 aoû t 1964. 
(1) Séminaire de Topologie et Géométrie différentielle ( E h r e s m a n n ) , III, 1961 (Pa r i s ) . 
(2) Comptes rendus, 256, 1 9 6 3 , p . 5o8o; Comm. Math. Helv., 38, 1964, p . 219-1283. 
(:5) Catégories et structures. Cours mu l t i g r aph ié , 1964 (Par i s ) . 
(*) HOEHNKE, Math. Nachrichten, 25, n ° 3 , 1 9 6 3 , p . 1 7 9 - 1 9 0 . 
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/ 7 3 / 

ALGÈBRE HO MO LOGIQUE. — Cohomologie sur une catégorie. 
Note de M. CHARLES EHRESMAKN, présentée par M. René Garnier. 

Catégorie de cohomologie d'ordre n associée à un complexe d'espèces de 
morphismes, à valeurs dans une espèce de structures dominée par des foncteurs 
doubles. Résolution canonique d'une catégorie en espèces de structures dominées 
par des Z-modules et cohomologie correspondante. 

Cette Note fait suite à ( l) et reprend les mêmes notations. Si H* est une 
catégorie et G* une sous-catégorie de IT, nous désignons par • (H*; H, G) 
la classe des quatuors (-) (g\ hf, h, g) de H* tels que g ^ G et g 7 € G . 

P R O P O S I T I O N . — Soit H* une catégorie et G* un sous-groupoïde de H" 
tel que les conditions (h, g) € H** H*, g € G et a ( g ) = p ( g ) entraînent quii 
existe (-g', />, h, g) G • (H*; H, G). Alors il existe une catégorie H / G quotient 
de H* par la relation d'équivalence (~) 

/' ~ /' si, et seulement si\ il e.riste (g\ /'. /', g) e • (11" ; H. G U H,', ) • 

1. COHOMOLOGIE D ' U N COMPLEXE D ' E S P È C E S D E M O R P H I S M E S . — Soit Jil 
une catégorie pleine d'applications, ^ la catégorie pleine de foncteurs 
correspondante et ptT le foncteur canonique de S7 vers ^li. Par espèce 
de morphismes, nous entendrons une espèce de structures ( C , F ) dominée 
dans (pi7, et telle que C " = a ( F ) . Soit & la catégorie des foncteurs 
doubles (-). et p,T sa projection canonique vers ^11. Soit Z l 'anneau des 
entiers. 

D É F I N I T I O N . — On appelle complexe d'espèces de morphismes une suite 
( K ) = ( F „ , 0n)lt&M vérifiant les conditions suivantes : 

i° ( C * , F „ ) est une espèce de morphismes; soit S*, la catégorie V F „ ( e ) ; 

2 ° dn est un foncteur de S*, vers S " , _ , tel que (C, dfl) définisse une appli
cation covariante (2) de ( C , F ; | ) vers ( C * , F „ _ , ) ; 

3° On a 
ân.dn^ ( S „ M ) C (S,, . . ,);. 

Soit (K) un complexe d'espèces de morphismes. Soit (C, G) une espèce, 
de structures dominée dans (j>s, $*) ; soit G = Pff. G et, pour tout e € C ' 0 

G(e) = (G(e)', G(e) 1 ) . Alors (A*, A 1) est une catégorie double, où 
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DÉFINITION . — On appelle n-cochaîne de (K) çers G un foncteur o de S* 
vers A* tel que (C*, <p) définisse une application covariante de (C, ••¥„) 
vers (C, G,), où G, (f) -=(G(e')\ G{f), G{e)'), pour tou t feC. 
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Nous désignerons par C"A la sous-catégorie de la catégorie (-) de 
foncteurs t9 (A*, S),)1 formée des rc-cochaînes de ( K ) vers G. 

PROPOSITION. — L'application p • > ?" cp, où fGC" et où 
O" 'J ( Z ) : . V (dn±i Z) pOUr totif Z G S„ + |. 

définit un foneteur S" de C"A vers C"~'A et l'on a 
1 o" o" 11 C " 1 ) C Q « —- f? < A ( ; . S ; > N C " 4 1 . 

Soit Z"A la sous-catégorie de C" 1 noyau de S" (formée des 9€-C" tels 
que S"©€C'!'''!. Soit B" le sous-groupoïde de Z ' 1 engendré par la classe 
8" l i C ' ; ' 1 ) n 7 / i . 

THÉORÈME . — .Sẑ r Z" /a relation o 

a- ,sv\ <-?/ seulement si. il existe . o ' . <p. 6 ) € • ( Z " A ; Z". B" } 

tfatf ?me relation d'équivalence. Soit H " ( G , K = Z"/p. A 1 est un groupoïde, 
2 il existe un groupoïde Z" A /B" = H" (G, K x . 

DÉFINITION . — Un élément de Z" sera appelé n-cocycle de K/ ver.v G : 
un élément de 13" un n-cobord de K ; wr* G ; le foneteur S" sera appelé 
foneteur n-cobord; H" G, K) ' fresp. H"(G, K 1 si À A . est un groupoïde] 
sera appelé l'ensemble iresp. le groupoïde) de cohonwlogie d'ordre n de K 
vers G. 

Soit C\ G) une espèce de morphismes. Pour tout e € C*, soit G(e) c 

•3 le groupoïde somme des centres des groupes s .G (e)v .s, où , v € G ( e ) o . 
Alors G le) = (G \é)r, G (e)() est un groupoïde double. 

DÉFINITION . — On appelle groupoïde de cohomofogie centrale d'ordre n 
de K ) vers G le groupoïde 11" G. K et l'on pose 

11^ H i . K) I H U , K). 

2. ESPÈCES DE STRUCTURES DOMINÉES DANS {p%, 3)- — Soit ^ la 
4 catégorie pleine des homomorphismes entre Z-modules libres associée 

à JXi et soit p^ sa projection canonique vers J l l . Pour tout entier n^o, 
soit (C, F , , ) - une espèce de structures dominée (2) dans (p*J, 3 ) telle 
que 3t-FF/,) == C*. Soit (C, F ,) l'espèce de structures dominée dans (p^, 3 ) 

telle que 
F ., (e) - - {t> } ..-.<: Z si r ç C * : 
F _ , <;/) ^ F _ , ( e ' ) , K _ , (<?)), où / (<? . 3 ) - . [e. z) s i / € C . 

DÉFINITION . — On dira que (L) = ( F F „ , dw)„^„ est une résolution 
libre de Z sur C* si les conditions suivantes sont vérifiées : 

i ° (C, àn) définit une application covariante de ( C , F „ ) vers (C", F „ „ I ) ; 

. 2 ° L ( E ) = = ( F _ < ( E ) , F N ( E ) , d/T/e)„^o est une résolution libre de {e}xZ 
pour tout e€C" 0 , où désigne une restriction de dn. 

Soit (L) une résolution libre de Z sur C On obtient un complexe v(L) 
d'espèces de morphismes en remplaçant Fft(e) par le groupe sous-jacent 
à la structure de Z-module de F„(e). 



DÉFINITION . — Si C\ G es t une espère de structures dominée 
dans (pi?, 5* (resp. espèce de morphismes), on appelle H"(G, v(L),) 
| resp. H" (G, v (L) )A1 F ensemble de cohomologie (resp. le groupoïde de 
cohomologie centrale) d'ordre n de (L) vers G. 

Soit C une catégorie, M une classe et b une application de M dans G',. 
Soit Z(M) le Z-module libre engendré par tous les couples (f, m ) € C x M 
tels que v.(f) = b(m). Si e € C 0 . soit Mie) le sous-module de Z(Mj ayant 
pour éléments les z = ^ Av (/}, m,-) G Z (M.) tels que ,(á(f¡) = e pour 

tout i - n. Posons b(z) — e. Soit S la classe M ( e ) . La catégorie C* 

opère sur S relativement à la loi de composition 

( / , Í ) -> 'V ^'il/./»"• m / > s» ^ ( 3 ) ~ (Z ! / / , ) -

On identifiera l 'élément (b(m), m ) € S avec m, pour tout //? € M. La 
s injection z > fz si z€M(a(/*)) définit un homomorphisme M(/) du 
Z-module M (ai/*)) dans M(j3 i'/>)) et i C , M.) est une espèce de structures 
dominée dans (p*¡, 5)-

DÉFINITION . — On appellera (7. M Vespèce de structures libre engendrée 
par (C, M, b). 

•T. RÉSOLUTION CANONIQUE D'UNE CATÉGORIE. — Soit G* une catégorie. 
DÉFINITION . — Si n est un entier i, on appelle n-simplexe de G* une 

suite [f„, .'. /*,,- y. (ft)], où fiG-C et a (/}+,) = $(f¡) pour tout i < n. 
Soit ?„ la classe des tt-simplexes de G' et soit bn l 'application 

[fn* . • -, / \ , ^ P <'/*") de or„ dans C*. Soient o"„ C*0 et /?„ l'appli
cation identique de G*. Soit (C*, K „ j l'espèce de structures libre engendrée 
par (G*, C7„, />„), pour tout entier n ^ o, et soit (C*, K_j) l'espèce de structures 
dominée dans (p?¡, telle que K , (e) — ¡\e \ X Z. 

THÉORÈME. — existe une résolution libre L ( C ' ) = ^ K _ j , K / / } d„ ,7 „ 
de Z s?¿r C* telle que ÍC', ¡9,,' ,soi£ l'application covariante déterminée par 
V application 
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si n > i , par l'application [f, % (f)] y f (x(f)—3(f) si n—i et par l'appli
cation e->(e, i) si n = o. 

La démonstrat ion utilise le fait que l 'application : 

(<f, /*->[/-, e] et / [ / „ , . . . , / „ « ( / ! ) ] - > [ / , / „ , . . . , / I , a ( / 1 ) J 2 

définit une homotopie contractante ( 3) de L(C")(e), pour tou t e€C (*. 
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Pour tout e€C 0 ' , soit Kl(é) le sousrnodule de K„(e) engendré par 
les nsimplexes dégénérés, c'estàdire tels que l 'un des fi soit une unité 
de C. Soit Kn(e) le module quotient de K„(e) par K"(e). 

THÉORÈME. — II existe une résolution libre L ( C * )
S

= (K_j, K « , 5 , i ) / i ï 0 

¿¿6 Z sur C quotient de la résolution libre L(C') (c'estàdire dw est un homo

morphisme quotient de dn pour tout n > o). 
DÉFINITION . — On appellera L(C) [resp. L(C")] la résolution (resp. 

la résolution normalisée) canonique de C\ 
4. HOMOLOGIE ET COHOMOLOGIE SIMPLICIALE D'UNE CATÉGORIE C*. 
PROPOSITION. — Soit C„ le Zmodule libre engendré par ?n. Alors (C,,, I )„x„ 

est un module différentiel gradué, où 
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si n > i et à* if, a (/)] = ,3 (f)  x(f). 
1+ DÉFINITION . — On appelle homologie simpliciale de G* Г nomologie du 

module différentiel gradué (C„, d„)„ ,0. 
Soit cl la catégorie des applications contravariantes entre espèces 

de morphismes. 
24 THÉORÈME. — Il existe un foncteur H'! de cl vers & tel que H " ( C , G ) 

soit le groupoïde H" (G , v ( L ( C ) ) )
I pour tout ( C , G ) € C l 0 . 

DÉFINITION. — H" sera appelé le foncteur de cohomologie centrale d'ordre n 
3+ de cl vers ïï et H'!(C", G) le groupoïde de cohomologie centrale d'ordre n 

de C* vers G. 
Exemples. — H,'. (C*, G) est le groupoïde des éléments inversibles de 

4 la catégorie de cohomologie centrale d'ordre i considérée dans Si C* 
est un groupe et G(e) un groupe abélien, H'! (G", G) s'identifie au groupe 
de cohomologie usuel ( a ). 

Remarque. — On obtient des notions d'homologie et de cohomologie 
5 cubiques pour C" en remplaçant dans ce qui précède les nsimplexes par 

les éléments de la catégorie considérée dans ( 4). 
6+ Nous montrerons dans une autre Note comment H,: est H* interviennent 

dans le problème d'extension des catégories et nous définirons un foncteur 
de cohomologie (non centrale) d'ordre n. 

(
1

) Comptes rendus, 258, 1964, p. 2461. 
() Comptes rendus, 256, 196З, p. 1198, 1891 et 5o3i et Séminaire de Topologie et Géométrie 

différentielle, Paris, V, 196З. 
(3) S. MAC LANE, Homology, Springer, 196З. 
(*) Алл. Éc. Norm, sup., 80, 196З, p. З49-426. 

167292. — Imp. GAUTHIERVILLARS & C i e, 55, Quai des GrandsAugustine, Paris (6e). 
Imprimé en France. 
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ALGÈBRE HOMOLOGIQUE. — Sur une notion générale de cohomologie. 
Note (*) de M. CHARLES EIIRESMANN, présentée par M. René Garnier. 

Suite exacte courte relative à un foncteur. Cohomologie pour une catégorie 
munie d'un idéal et dominée par une catégorie munie d'un idéal. Foncteurs de 
cohomologie relatifs à la catégorie des applications covariantes entre espèces de 
morphismes. 

Cette Note fait suite à ( 4) dont nous reprenons les notations. Si H* est 
une catégorie, nous désignons par H* sa catégorie duale. 

1. C O M P L E X E S D A N S U N E CATÉGORIE M U N I E D ' U N I D É A L . 

D É F I N I T I O N . — Soit H* une catégorie; on appelle idéal de H* une sous-
classe J de H telle que J . H c J et H . J c J . 

Exemple. — 5» admet pour idéal la classe des foncteurs # = (C\ <{>, S*) 
tels que <ï>(S)cC*0. 

Soit Z l 'anneau des entiers. Soit A la sous-catégorie libre du groupoïde 
( Z x Z ) 1 des couples d'entiers formée des ( j , i) 6 Z X Z tels que j^i; 
on identifie (i, i) avec i. Soit H" une catégorie et J un idéal de H*. 

D É F I N I T I O N . — On appelle complexe de (H*, J) un foncteur K de A 
vers H* tel que K ( j — i , j). K ( j , j + i ) €E J pour tou t j € Z . 

Soit K un complexe de (H*, J) et E € H', ; on définit un foncteur K¿ 
de A* vers ^lt en posant K J * ( J , i) — Hom H . (E, K ( j , i)). On a 

I"V, ( / / , n H - I ) K ¿ (n — I . / 0 ( K Ê (//• — I ) ) C J . 

D É F I N I T I O N . — Un élément de K*f(n) est appelé n-cochaîne de K vers E ; 

.une .ra-cochaîne g de K vers E telle que K E ( / I , ra-f-i) ( g ) € : J est appelée 
un n-cocycle de K vers E et un élément de K¿(n—-i, n) ( K ^ n — i)), 
un n-cobord de K vers E. 

Soit *X(H', J) la sous-catégorie pleine de la catégorie des transfor
mations naturelles entre foncteurs de A vers H* ayant pour unités les 
complexes de (H\ J ) . Soit €(H*, J) = H ' x ^ ' f H ' , J)*. 

P R O P O S I T I O N . — Pour tout n € Z , il existe des foncteurs Cn, Zn et Bn 

de € ( H ' , J) vers DM tels que C"(E, K), Z"(E, K) et B"(E, K), où E € r f 0 

et où K est un complexe de (H*, J ) , soient respectivement les classes des 
n-cochaînes, des n-cocycles et des n-cobords de K vers E. 

Si t = ( h , ( K ' , t , K ) ) € « ( I T , J ) ; on a 

C n ( 0 = H o m „ . ( A , r(n)) 

et Zn(¿) et B n (i) sont des restrictions de Cn(t). 
2. S U I T E S E X A C T E S D A N S L E S CATÉGORIES D ' H O M O M O R P H I S M E S . — 

Soit (C\ p , cfC) un foncteur; soient Cf et £ " deux sous-catégories de C 
formées respectivement de monomorphismes et d'épimorphismes. Soit % 
un idéal de et une sous-catégorie de &t\ 
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DÉFINITION . — On appelle (£", C, p, %)suite exacte courte ( 2) un couple 
(k, h) € c f C * 3 € tel que k.h€z%, que h soit une (C, p)injeetion, que k 
soit une ( 6 " , p)surjection ( 3) et que, pour toute ((3", p)surjection /c' 
telle que k' .hG, il existe g € #6 tel que /c' = g. /c. 

Soit TI = ( JH, p, BC', 3t\) une catégorie d'homomorphismes. Soient DM' 
et JII/ les souscatégories de DM formées des injections et des surjections 
respectivement. Si (p, j) est une (DM

S

, DM', p, ;J)suite exacte courte [on dira 
simplement une (p, ¿7)suite exacte courte] telle que 

P ( y ) ^ ( />(S) , t , p W ) , o ù s = et S — i3(y), 

et que p ( p ) soit l 'application p : s v s mod p, où c est une relation d'équi

valence sur p(S), on appellera 3(p) la $structure quotient de S par 5 , 
notée S/s. 

DÉFINITION . — On dira que II est à (№, suites exactes courtes si, 
pour toute (DM

1

, p)injection 7 telle que a (7 ) € il existe une (p, ;))suite 
exacte courte de la forme (k, 7) . 

THÉORÈME . — («711, p, T , 5% 5 .̂) es£ à (3* », J)suites exactes courtes, 
1 où ¿̂ 0 es£ Za souscatégorie pleine de 3* ayant pour unités les groupoïdes. 

On montre que, si H* €E & 0 et si C est un sousgroupoïde de H', il existe 
une catégorie H'/C* quotient strict de H* par la relation d'équivalence p 
bieompatible (*) sur H* engendrée par la relation d'équivalence 

Jir^j Ji si, et seulement si, il existe ( A ' . h', A . À ) € • ( H " ; I I . C U H * 0 ) , 

et que ((H'/C*, p, H'), (H", 1, C")) est une (p~, J l T)suite exacte courte. 
DÉFINITION . — Soit S €• cf€0 et soit MCp(S) . Soit S(<7t!') la classe des 

p  sous  structures s' de S telles que s' G №' ; on dira que M engendre une 
psousstructure s' de S dans cfC si la classe des s' € S tels que 

M n ( u p ( S ( ^ ) ) ) c p ( * ' ) 

admet s
; pour plus peti t élément relativement à la relation d'ordre : 

.Si oc s si, et seulement si, st est une psouss t ruc ture de s. 

2. FONCTEURS DE COHOMOLOGIE. — Soient H ' une catégorie, H'* une 

souscatégorie de H* et J un idéal de H*. Soit II — («711, p, cIC, #C) une 
catégorie d'homomorphismes ; soit Bt' une souscatégorie de et un 
idéal de 3t\ Soit D un foncteur de H ' * x H * vers 8€ tel que p . D soit une 
restriction du foncteur Hom H . . Soit € ' ( H ' , J) la souscatégorie de €(H*, J ) 
formée des (h, (K', T , K)) tels que / i € H ' . Soit C

n le foncteur de € ' ( r T , J ) 
vers 8€ tel que 

C
n (h, (K' , T , K) ) = D (h, r ( « ) ) . 

DÉFINITION . — On dira que ($€', D , J) admet H
N pour foncteur de 

cohomologie d'ordre n si les conditions suivantes sont vérifiées, où 
( E , K ) € € ' ( H ' , J ) 0 : 
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( S ( F ' ) , cp, S ( F ) ) € J * , 

Soit (cX-)0 la classe des espèces de structures (C, G) dominées dans (*) 
(ps, et telles que C ' = OC(G ) . Soit cX^ la catégorie des applications 1 
covariantes entre espèces de structures dominées dans (p^, S*) appar tenant 
à (cX_)0. Si (C", G)e(cX^) 0 et si, pour tou t f^C, on a 

5 ( / ) = ( ( G 1 ( c ' ) î G a ( e ' ) ) , ^ G ( / ) , ( G ^ ) , G â ( e ) Y ) , 
posons 

G i ( / ) = ( G / ( 0 , j ^ 5 ( / ) , G / ( c ) ) . 
L'application 

( ( G " , G ' ) , ( * , cp), ( C , G ) ) - > ( G ; , «>, cp, G/) 

est un foncteur pf de cX^ vers cX. Soit cX' une sous-catégorie de Cl et ç 
un foncteur de cX' vers cX^ tel que pf q(\i) — [/. pour tout p€cX' . 

PROPOSITION. — Si F <E6LQ, G € <X'0, G - ? ( G ) et A i = S ( G a ) , (G.cX.F)J. 
est une catégorie pour la loi de composition : 

(G, cp', F ) 1 (G, O, cp, F ) = (G, O, cp'I cp, F) 

si, et seulement si, <3>'=<I> et a 1 ç , = 'PA<p, où 

/ A < P ( « ) = ? ' ( * ) A C P M -

i ° Il existe un foncteur Zn de €'(H*, J) vers 3C tel que p . Z n soit une 
restriction de Zn et que Z n (E , K) soit une p-sous-structure dans 3t 
de C"(E, K). 

2 ° B W (E, K) engendre une p-sous-structure B"(E, K) de Z"(E, K) 
dans 2€'. 

3° Il existe un foncteur H" de €'(H*, J) vers 9C tel que H"(E, K) soit 
une ^-s t ructure quotient de Z"(E, K) par B"(E, K). 

Supposons que (26', ¿7, D , J ) admet te un foncteur de cohomologie H N 

et soit S * € ^ o . 
DÉFINITION. — On dira que H*, est un foncteur de cohomologie d'ordre n 

de S' vers (3£'9 D , J ) si les conditions suivantes sont vérifiées : 
i° Il existe un foncteur L de S' vers <>C(H', J ) , appelé foncteur résolution. 
2 ° H*, est le foncteur de H'*xS* vers clC tel que 

ïïg.(/^, k)=Hn(h', L(/x)). 
3. APPLICATIONS . — Soit CX0 la classe des foncteurs F de a (F) vers 5* 

tels que (a(F), F) soit une espèce de morphismes. Soit Cl la classe des 
(F' , 4>, cp, F) tels que F € e X 0 , F ' € c X 0 et que (<î>, cp) définisse une application 
covariante de (*(F), F) vers (a (F'), F ' ) , munie de la loi de composition : 

(F", <I>\ cp', F ' ) . (F ' , <î>, cp, F ) = {¥% .<î>, cp'cp, F ) . 

cX est une catégorie admet tan t pour idéal Ja la classe des (F' , <I>, cp, F) 
tels que 
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№ application 
(ix', f*)*((G'.<a.F')A, Homd(fx', p), (G.cl .F) A ) , 

où 
F = | 3 (» , F ' = a < » , G = a(FJL') G'=(3(p/), 

définit un foncteur D de cX' xcX* pers $\ 
THÉORÈME. — (3*^, Jg,, D , J a ) admet un foncteur de cohomologie H

n

(q) 
d'ordre n et il existe un foncteur de cohomologie de & vers (3*g9 D , J A ) , 
construit à partir du foncteur L tel que L(C") soit la résolution canonique (

4

) 
de C". 

DÉFINITION . — On appelle H
n (g) le foncteur de cohomologie d'ordre n 

relatif à (cX, q) et H"(g) (G, K) la catégorie de cohomologie d'ordre n de K 
fers q(G). 

4. FONCTEURS DE COHOMOLOGIE CENTRALE. — Soit G6cX 0 , G " = a ( G ) 
et G = TVG. Soit G(e)d [resp. G(e)c], où e€=C 0, la sousclasse de G(e) 
formée des z tels que et (z) = ft (z) = s et que les conditions 

/ € G , e = a(f), e '=,3( / ) , *€G(e) et z
r efs.G (e

f

) .fs 
[resp. *GG(<?)t et s ' e / s .G (e ') T./s] 

entraînent z .fz — fz .z . 
PROPOSITION. — Gd(e) = (G(e)'d, G(e)'d) [resp. Gc{e) = (G(e)'c, G(e)'c)] 

est une catégorie double (resp. un groupoïde double). De plus, (C, Gd) et 
(C, Gc) sont des espèces de structures dominées dans (p^, où, pour 
tout fsC, on a 

&d(f) — (Grf(e'), G ( / ) i, Gu(e)^ et G C ( / ) = ( G C (e), G(/) i, GC (e) ) . 

DÉFINITION . — On appellera (C, Gc) le centre de G et (C, Gd) le demi

centre de G. 
Soit Cl'̂  (resp. cX't) la souscatégorie de cX formée des ( F ' , <ï>, cp, F ) 

tels que, pour tout e € o c ( F ) 0 , on ait 
c? (F,, (e) ) C F'd (O (e) ) [resp. cp (F c (e) ) c F'c (O (e) )]. 

L'application 
(G', cp, G) > (G'rf, (O, cp̂ ), Gd) [resp. > (G'c, <pc), G c)], 

où od et cpc sont des restrictions de cp, définit un foncteur qd de 6i'd 

(resp. qc de CX'C) vers CX .̂ 
DÉFINITION . — Le foncteur H

n

{q<i) [resp. H
n

(qc)] sera appelé foncteur 
de cohomologie demicentrale (resp. centrale) d'ordre n relatif à cX. 

(*) Séance du 21 septembre 1964. 
(<) Comptes rendus, 259, 1964, p. i683. 
(2) Les suites exactes courtes permettent de définir des suites exactes quelconques; 

voir article à paraître dans Colloque de Bruxelles, 1964, qui montre comment les résultats 
de (1) rentrent dans le cadre de cette Note. 

(3) Catégories et structures, cours polycopié, Paris, 1964, et Comm. Math. Helu., 38, 
1963, p. 219283. 

1 

2 



G. R. Acad. Sc. Paris, t. 260 p. 30-33 (4 janvier 1965). G r o u p e 1 . 

/ 7 9 / 

ALGÈBRE HOMOLOGIQUE. — Expansion générale des fondeurs. 
Note (*) de M. CHARLES EHRESMANN, présentée par M. Henri Yillat. 

Étant donné un foncteur p de H* vers K* et un « couple p-admissible » (F, F), 
où F c K, F c H, on prolonge d'une façon universelle p en un foncteur p d'une 
catégorie H*, qui est une F-expansion de H*, vers K% de sorte que F soit formé 
de p-surjections et que p(F) = F et F c F . 

Cette Note fait suite à ('), dont nous reprenons les notations. 
Si H* est une catégorie et F une sous-classe de H, nous désignons par 

FL(H*, F) la classe des / x € H tels que les conditions 

h.f=h.f, ou / € F et / € F , 

entraînent f'= f; par R</(F, H*) la classe des tels qu 'on ait f=f, 
si f.h = ff.Ih feF et f'eF. 

1. EXPANSION ASSOCIÉE A UN COUPLE P-ADMISSIBLE. 
DÉFINITION 1. — Soit H* une catégorie. On dira que H* est une F-expan

sion de C si les conditions suivantes sont vérifiées : 
(1) C* est un sous-graphe multiplicatif (2) de H"; 
(2) On a F C Rg (H\ C), a (F) = C; C F, F . (F H C) C F et F H C C Rd (C, C) ; 
(3) Les conditions (2), (3) et (4) de la définition d'une expansion semi-

régulière [voir sont vérifiées. 
En particulier, si H* est une expansion semi-régulière de C, alors H" 

est aussi une expansion de C*. 
Soit p = (K #, p , H*) un foncteur. 
DÉFINITION 2. — On dira que (F, F) est un couple p-admissible si les 

conditions suivantes sont vérifiées : 
(1) F* est une sous-catégorie de H* telle que F,' = H ' et H* est une 

F-expansion de H"; on a 
F C K , a ( F ) = p ( H ; ) C F ; 

(2) La restriction de p à F* est fidèle et 

{a) ^ ( F ) c F n I M F u j 0 ( H ) , R ' ) ; 

(3) S i / € F , fe€H, & ; € H , a(A) = a(A7), P ( * ) = P(A') etf.p(h)^=f.p(h'), 
on a p(h) == p(h'). 

(4) Soit F / ; la classe des hG-ll tels que p ( A ) € F et qu'il existe g € F pour 
lequel h.geF. On a F . p ( F > ) c F . 

Cette définition modifie un peu celle de couple p-distingué régulier ( 4 ) . 
Soit (F, F) un couple p-admissible. Nous désignerons par • (F, p) la 

catégorie construite formellement comme dans ( 4 ) ; la catégorieL0(H"; F, H) 

455 



( a ) 

opère encore sur • (F, p) . Soit Q (F, p) la catégorie ayant pour éléments 
les quadruplets (k, f!, f, h) tels que 

/ I E H et ( ^ / , / , p ( A ) ) € D ( K - ; F, K) , 

munie de la loi de composition : 
( / r „ / ; , / „ ht).(*,/',/, h) = (kl.k,fnj\ /h.h) 

si, et seulement si, a(/i t) — et ft = f. 

La catégorie Qj(H*; F, H) opère à droite sur 0 (F, p) relativement à 
la loi de composition : 

(A-,/./, / o <> , / ; , / ; , = /./>(/; ),/./>(/), O 
si, et seulement si, /1 — /i'. 

Soit P (resp. soit CT) la relation définie sur • (F, p) [resp. sur |—| (F, p)] par : 
t^rs^u si, et seulement si, il existe Q tG D ( H " ; F, H ) tels que 

i — I , a e t / , Q X — ^ Q O . 

Soient : 
F la classe des classes (f, ?-(/*), 5) mod P, où /"€F et s G H* ; 
F la classe des classes (f, ?.(f)9 s) mod CR, où / € F et s € H * ; 
C la classe des classes (p($(h))9 p{%(h))9 h) m o d o , où / i € H ; 
G la classe des classes (p(h), p(?(h)), p(z(h)), h) mod où / i € H . 
Soit T le foneteur de y (F, p) vers • (F, p) tel que 

T A ) = ( / , / , A ) . 

THÉORÈME . — c e£ a son£ des relations d'équivalence. Il existe des caté
gories C* e£ G'quotient strict de • (F, p) et y (F, p) par P et para respectivement 
et un foneteur (C*, to, C") quotient de T. C* es£ une F-expansion régulière 
de C", C* est une F-expansion de C' et les restrictions (F, tot, F) e£ (C, toi, C) 
de co sorti des bijections. 

COROLLAIRE 1. — Si F c R ( / ( K , K*) (resp. F c K y ) , alors <o définit un 
isomorphisme de G* sur une sous-catégorie de G* {resp. sur C"). 

COROLLAIRE 2. — Si Za restriction de p à F" est bien fidèle (c est-à-dire 
si la restriction de p à F.s est une injection, pour touts€H^), C" et C" sont 
des catégories, (FF, Y, C) ei Y = (H*, YTOI, C") sont des isomorphismes, où 

j[(P (r> W), p (a ( A ) ) , A ) M O D p] — A. 

Remarque. — L'affirmation relative à C* signifie que le théorème du 
n° 3 (*) est aussi valable pour un couple p-admissible. La part ie relat ive 
à C* montre comment on peut « préciser » ce théorème en faisant inter
venir tous les éléments de K et pas seulement les éléments de F U p ( H ) . 

THÉORÈME. — Soit p = (K", p , H*) un foneteur. Si (F, Hy) est un couple 
p-admissible, C est une catégorie, C" est une catégorie à C-êjections et Von 
a F = E ( C , C) = classe des (C, C)-éjecteurs (2). 
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2. THÉORÈMES D'EXPANSION GÉNÉRALE . — Soit <£0 la classe des triplets 
(F, F, p) tels que p € $ S que (F, F) soit p-admissible et que la restriction 
de p à F* soit bien fidèle. Soit S la catégorie des triplets (p 2 , Pi, U) tels 
que 

pt — (F t-, F/, pi)€&c, U = ( p 4 , < p , j » i ) € n ^ , < p ' ( F , ) c F , et c p ( F , ) c F . > , 

la loi de composition é tant 

(P>, Pn U ' ) . ( p 2 > p . , U ) — (/>',, ^ i , U ' Œ j U ) 

si, et seulement si, p , = p 2 . 
Soit la classe des éléments q = (F, F, C, q) vérifiant les conditions 

suivantes : 
( 1 ) q — [K.', q, C'est une sous-catégorie de C; 
( 2 ) C* est une F-expansion de C"; si F ~ F n C et p = (K', qi, C), 

le couple (F, F) vérifie les conditions ( 1 ) , (3), (4) de la définition 2. On 
a g ( F ) c F . 

Soit la catégorie ayant pour éléments les quadruplets (§2, ç', <p, q±) 
tels que 

rji—{¥h ¥h C„ Çi)e6'0, (g,, cp', <p, q,) € 

c p ( F 1 ) c F j , e p ( C , ) c C 2 et < p ' ( F , ) c F s , -

la loi de composition é tant 

?'» ?» 5»)• (5-2̂  ?'> «p> ? i ) ~ v . .cp', f .cp, 5,) 

si, et seulement si, q6 = g 2• 
Soit la classe des éléments (p 4 , '>]/, g) vérifiant les conditions : 
( 1 ) p 1 = ( F 1 , F 1 , p 1 ) € ^ o et 5 = (F, F , C , g ) € ^ 0 ; 
(a) (p . , ( P ® , € • * [*ow- (»)] ; 

(3) d / ( F ) c F i et ^ ( F n C ) c F ^ . 
Soit & la classe réunion de S, de &f et de Soit aussi ë> la catégorie 

admet t an t et â>' pour sous-catégories pleines et telle que 

ip,,p, U ) . ( / > , -y, 6 , = ( p 2 , <p'.' |' , c p , ^ , Ç) 
si 

U = (/5 2 , <p% cp, JE?), q = ( F , F , C, §-) et = ( a ( ^ ) , +1, C * ) , 

e t 

?2).(5a, <?', <p, qi) ={p, 5 0 
si 

? * = ( F f , F j , Q , Çf) et f = ( C ; , cpt, c ; > . . 

Nous identifions la classe des unités de S à la classe &Q\J&'0. 

T H É O R È M E . — è est une catégorie à &-éjections et il existe un joncteur 
(è, &')-éjection naturalisé (E, s) tel que, si 

p = ( F , F , p)€&0 et p — (K.*, p , H*), 

457 



( 4 ) 

458 

1 6 8 1 7 2 . — I m p . GAUTHIER-VILLARS & G i e , 5 5 , Quai des Grands -Augus t ins , Pa r i s ( 6 E ) . 
I m p r i m é en F r a n c e . 

on ait 

E ( p ) = ( F . F , H, p) et e(p) . ••:(/>, k \ 11*. Kip)),' 

les conditions suivantes étant vérifiées : 
( 1 ) p admet p pour restriction; on a 

F n II —: F/' et F C p-1 -—- classe des p - s u r j e c t i o n ( - ) ; 

( 2 ) Pour tout s € : H G , la restriction de p à F .s est une bijection sur F ,p(s). 
1 En effet, soit H* la catégorie image de C (n° 1) par la bijection j( : 

2 A ) si ZieC: k->k si 77^0, k<=C. 

On a F = x(F) et p = (K", p ; , H'), où 

/J' ('/> ') : t y; ( // Ì si // € 11 et />'[ ( A. / ' , /'. // ) iiiod 11 k. 

D É F I N I T I O N 3. — Un {&, &')-éjecteur sera appelé un expanseur et une 
[&, <£']-éjection de ra€:& sera appelée une expansion de m. 

THÉORÈME. — Soient p G 3* et [F, F) un couple vérifiant les conditions ( 1 ) , (a), 

3 (3), (4) définition 2. Si /es conditions f &F et p[f) € entraînent /*€ F^, 
z7 existe une Ff/-expansion H* a*e H* e£ un foncteur p de H* ^ers K* fó/s que 

p(V"): F et I> F n H. 

En effet, soit X la classe des sous-catégories maximales G' de H' telles 
que ( K*, p 1, (G H F)*) soit bien fidèle. Si G* €^*C, soit G* la F ( ;-expansion 
de G* construite ci-dessus. H* est la catégorie quotient strict de la caté
gorie ̂  G' par la relation d'équivalence : 

G-ex 

[g, G) nu (g, d'Ì si , et seulement si, g :.— g\ où g^O et 'g ÇLG1 . 

Les théorèmes d'extension [ou plus particulièrement d'élargissement ( : :)] 
sont des corollaires du théorème d'expansion. La construction d'expansions 
intervient dans beaucoup de problèmes (feuilletages, complétion des 

4 foncteurs ordonnés, etc.). Nous montrerons ailleurs sous quelles conditions 
l 'expansion ou l 'expansion régulière de (F, F, p) peut être ^ - s t r u c t u r é e , 
si p est un foncteur ^-structuré (4). 

(*) Séance du 21 décembre 1964. 
(l) Comptes rendus, 2 5 9 , 1 9 6 4 , p . 1 3 7 2 . 
(-) Catégories et structures, Cours mu l t i g r aph ié , Pa r i s , 1964. 
(5) Catégories et structures ( ex t ra i t s ) (Sém. Topol . e t Géom. difî., V I , Pa r i s , 1 9 6 4 ) ; voir 

aussi Cours multigraphié de Montréal, 1 9 6 1 . 
(4) Comptes rendus, 2 5 6 , 1 9 6 3 , p . 1 1 9 8 . 

(Institut Henri Poincaré, 11, rue Pierre-Curie, Paris, 5 e.) 
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ALGÈBRE HOMOLOGIQUE. — Catégorie quotient êHune catégorie par une 
sous-catégorie. Note (*) de M. CHARLES EHRESMANN, présentée par 
M . René Garnier. 

Not ions de sous-catégorie p rop re e t de sous-catégorie d is t inguée. Les é léments 
d ' une sous-catégorie p r o p r e p e u v e n t ê t re « universe l lement » t r ans fo rmés en 
ép imorph ismes . Condi t ion nécessaire e t suffisante p o u r qu ' i l exis te u n e catégor ie 
quo t i en t d ' u n e catégor ie p a r u n e sous-catégor ie G"; cons t ruc t ion explici te de ce t t e 
ca tégor ie q u o t i e n t si G* est p r o p r e . 

Si H' est une catégorie, nous désignons par H*0 la classe de ses unités, 
par a et P ses applications source et but , par R r f(H*) [resp. R„.(H")] la 
classe de ses épimorphismes (resp. ses monomorphismes), par R(H') la 
classe intersection R^(H') A R^(rT), par • H * la classe de ses quatuors ( 1). 
Si G* est une sous-catégorie de H*, soit • ( H * ; H, G) la sous-classe 
de D H # formée des 

(g'A', A, g) € DH* tels que g<EG et g' <=.G. 

Si p est une relation d'équivalence sur H et s'il existe un graphe multi
plicatif quotient de H* par p, nous désignons ce quotient par H*/p. 

Soient DM une catégorie pleine d'applications, DV et 3* les catégories cor
respondantes des homomorphismes entre graphes multiplicatifs et des 
foncteurs Soit p^, (resp. p9) le foncteur canonique 

(R ' , H ) - > (K , d>, H ) 

de DV (resp. 5*) vers DM. Si M' est une partie de M, l'injection canonique 
de M' dans M est notée (M, t, M'). 

Si C* est une catégorie et C une sous-catégorie pleine de C, on appelle 
foncteur (C , (T)-projection naturalisé un foncteur naturalisé (IT, r.) tel 
que Ti(é) soit un C'-projeeteur (*) dans C, pour tou t e€-C*0. 1 

1. S O U S - C A T É G O R I E S P R O P R E S D ' U N E C A T É G O R I E . — Soit H* une catégorie. 
D É F I N I T I O N . — On dira qu 'une sous-catégorie G* de H* est propre si 

l 'on a H* 0CG et si les conditions hGH (resp. heG), g € G et ¡3(/&) = ?(g) 
entraînent qu'il existe (g, h, h!, g / ) € D ( H * ; H, G) (resp. €DG*) . 

Tout sous-groupoïde G* de H* tel que H 0 C G est propre dans H". 
Soit ^7o la classe des couples (H*, C) tels que C soit une sous-catégorie 

de H" contenant H^. Soit V la catégorie dont les éléments sont les triplets 
((H"„ C 2), 9, (H] , Ci)) tels que 

( H / , Ci) €V0 (i = i , 2 ) , ( l i ; . 9 , H]) et? et f ( C « ) c C , , 

la loi de composition é tant définie par 

((h ; , C . ) , (h; , C 4 ) ) . ( ( h ; , G Ò , ? , ( h ; , C , ) ) = ( (h ; , C 4 ) , <p'<p, ( H ; , C , ) ) 

si, et seulement si, (H*3, C 3) = (H*2, C 2 ). 

459 



( 2 ) 

Soit V0 la classe des (H*, C) tels que C" soit une souscatégorie propre 
de H*. Soit VQ la classe des (HT, C ) € ^ o vérifiant la condition : 

Si f.h — f. h', où f € C, h € H et h' € H, il existe f € С tel que h.f'^W. f. 
Soit V", la classe des (H*, C)GV0 tels que (H*, C ) € ^ 0 , où H* est la 
catégorie duale de H*; posons V0== V'0\jV"0. Soit "V

d

(res^. V
r

0) la classe 
des (H*, C ) € ^ 0 tels que C c R / ( H ' ) [resp. CcR(H' ) ] . Soient V (resp. V, 
V

d

, V
r

) les souscatégories pleines de V ayant V0 (resp. V0, V
d

0, V[) pour 
classes d'objets. 

1 THÉORÈME. — II existe un fondeur (Я**, V)projection naturalisé (R, r) 
et un fondeur (V

r

y V)projection naturalisé (Й, r). 
On montre qu'on a 

R ( H  , C ) = : ( ( H 7 , , J ( C ) ) , 5 , ( H ' , C ) ) 1 

où cr est la relation d'équivalence sur H telle que : 
h^jh' si, et seulement si, il existe / € С tel que h.f=h'.f, 

et où cr est l 'application h > /imodcr. Si (H*, C) G"V0, on a r(H*, C) = r(H*, C). 
Si (H', C ) € ^ 0 , alors 

r ( H \ С) = ((LT/cr', У ( С ) ) , 3?, (H, C ) ) , ' 

où a7 est la relation d'équivalence sur H : 
hr^h' si, et seulement si, il existe f €E С et f €5 С tels que f

f .h.f= f ,hf .f. 

2. SOUSCATÉGORIES DISTINGUÉES. — Soient H* une catégorie et G* une 
souscatégorie. 

DÉFINITION. — On dira que (5, (H*, i, G')) est une suite exacte courte 
si S est une p^surjection (*), p(G)c(3(p) 0 et si, lorsque 

Ф = (К", Ф, H*) € ^ et Ф (С ) сК; , 

il existe Ф' € 3* vérifiant Ф'. p = Ф. Si, de plus, il existe une relation 
d'équivalence о sur H telle que p(A) — A modo, on dit que (B(p) = (H/p)* 
est la catégorie quotient de H* par G*, notée ET/G*. 

2 Cette définition modifie un peu celle de (2). 
DÉFINITION. — On appelle souscatégorie distinguée de H* une sous

catégorie G* de H* telle qu'il existe une suite exacte courte (p, (H*, t, G")) 
et que G* soit le noyau de p(— classe des g € H pour lesquels p(g) € P ( p ) 0 ) . 
On dira qu'une souscatégorie C* de H* engendre une souscatégorie dis

tinguée de H* s'il existe une plus peti te souscatégorie distinguée de H* 
contenant C. 

PROPOSITION. — S'il existe une catégorie quotient de H' par G*, alors 
3 G* engendre une souscatégorie distinguée G* de H* et l'on a H 7 G * = H"/G\ 

Identifions ïï
s à la souscatégorie pleine de V ayant pour objets les 

couples (H*, H"0). Rappelons (4) qu'il existe un foncteur ($*, t l̂Qprojec
tion naturalisé (v, v) tel que, pour tout K'€#l' 0, la catégorie v(K*) soit 
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une catégorie quotient strict de la catégorie des chemins associée au 
graphe sous-jacent à K*. 

Soit (H*, G)€"V 0 ; nous désignerons par (H, A, H) la relation : 
(h', h) € A si, et seulement si, il existe (g', h!, h, g) € • (H*; H, G), 

et par p la relation d'équivalence bicompatible sur H* engendrée (*) 
par (H, A, H). 

T H É O R È M E . — Il existe un foncteur ( i ? , V)-projection naturalisé ( V , v) 
tel que 

c ( I l \ G) = ( v ( H V p ) , v ( i r / p ) ^ (H*, G ) ) , où v ( H 7 p ) = p ^ ( v ( H 7 p ) ) . 

De plus, il existe une catégorie quotient de H' par G' si, et seulement si, 
v (H ' /p) est une surjection. 

Remarque. — Pour certains (H*, G)€E^ 7

0, il n'existe pas de catégorie 
quotient de H" par G'. 

3. C A T É G O R I E Q U O T I E N T D ' U N E CATÉGORIE PAR U N E S O U S - C A T É G O R I E 

P R O P R E . — Nous allons montrer comment on peut construire explicite
ment la catégorie H'/G* dans certains cas. 

T H É O R È M E . — Si G' est une sous-catégorie propre de H' et si (H*, G)€"s ' 0 , 
il existe une catégorie quotient de H' par G*. 

On montre d'abord que, dans le cas où G c R , ( H ' ) , la relation p 
(voir n° 2) est définie comme suit : 

Soit p la relation d'équivalence sur H : 
(hi, / i 2 ) € p si, et seulement si, il existe 

(-;, ht, / / , # ) € D ( I R ; H , G) (i=i, 2 ) . 

Alors on a hrr^jhmodo si, et seulement si, il existe deux familles 
(f'i)i^mj^n et (f'Di^,,,/^ telles que ( / 7 , / " ' / ) € p si i^m, j ^n, et que, 
en posant 

P = fL-fL, • • 7Y e t = . / / , _ , . . . / ' / , 

on ait 
h — fl, h' — f"- e t / ' / + 1 si i^j<n. 

De plus, il existe une catégorie quotient strict de H* par p et l'on a 
H'/p = H ' /G . 

Si (H*, G ) € ^ 0 , alors (H*, G) = R(H*, G) (voir n° 1) vérifie les condi
tions précédentes et l 'on a H'/G' = H'/G*. 

C O R O L L A I R E . — Si G' est un sous-groupoïde de H*, il existe une catégorie 
quotient de H* par G*. 

Ce corollaire est aussi un corollaire d 'un théorème de ( 2). 

T H É O R È M E . — Soit (H*, G) G V0. Supposons que les conditions 

(g1, h', € • ( ! ! • ; H , G) et £""€¡3 (h') . G.(3 (h) 
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entraînent qu'il existe (g
rf

, h!, h, / > ) € П ( Н * ; H, G). Alors G* engendre une 
souscatégorie distinguée G* de H* et G est la classe des к € H pour lesquels 
il existe g € G et g'GzG vérifiant k.g = g

f

. 
On montre que, si G c F L ( H ' ) , la relation p (voir plus haut) est une 

relation d'équivalence bicompatible sur H', et, par suite, H' /G '—H' /p . 
Le cas général se ramène à ce cas, par l ' intermédiaire de la projection 
R ( H \ C). 

COROLLAIRE. — Soit G* un sousgroupoïde de H* contenant H*0 et véri

fiant la condition : 
(о) Si / i € H et g € fi (h). G. fi(h), il existe g ' ^ G tel que g.h = h.g

f

. 
Alors G' est un sousgroupoïde distingué de H*. 

COROLLAITE 2. — Soient H* un groupoïde et G* un sousgroupoïde de H* 
contenant H*0. G* est distingué dans H* si, et seulement si, on a hrl .G.hcG 
pour tout /i€E H. 

En particulier, si H' est un groupe et G* un sousgroupe de H", la sous

catégorie distinguée G* de H' engendrée par G est le sousgroupe distingué 
engendré par G' (au sens usuel) et l'on a HT/G' — H'/G*. 

4. APPLICATION. — Soit p = (K*, p, H") un foncteur. Soient F une 
sousclasse de К et F* une souscatégorie propre de H' telles que 

' F C M H ' ) , M ' F ) C F , F . p ( F ) C F e t a ( F ) = p ( i r o ) . 

Soient • ( F , p) et [^j ( F , p) les catégories définies formellement comme 
dans ( 3). Soit G* la souscatégorie de • ( F , p) formée des (f, f.p(J\f\ 
où f € F , et soit G / # la souscatégorie de Q ( F , p) formée des (fi(f), t) tels 
que G. 

THÉORÈME. — Il existe une catégorie C" quotient de • ( F , p) par G* et 
une catégorie C* quotient de j ^ ] ( F , p) par G

r

'. 
Si ( F , F ) est un couple padmissible, les catégories C* et C* sont identiques 

aux catégories de même nom construites dans ( 3 ). 

(*) Séance du i 5 février 1966. 
(') Comm. Math. Helv., 196З, p . 219-28З. 
() Comptes rendus, 259, 1964, p . 2o5o. 
(

:!

) Comptes rendus, 260, 1966, p . 3o. 

(Institut Henri Poincaré, 1 1 , rue PierreCurie, Paris, 5 e . ) 
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ALGÈBRE HOMOLOGIQUE. — Groupoïdes structurés quasi-quotient et quasi-

cohomologie. Note (*) de M. CHARLES EIÏRESMANV, présentée par M. René 
Garnier. 

Symétrisé d'un graphe structuré. Théorème d'existence d'un groupoïde structuré 
ou d'un demi-groupe structuré quasi-quotient d'un graphe multiplicatif structuré. 
Construction de ce groupoïde comme structure quasi-quotient de la quasi-catégorie 
libre structurée associée à un symétrisé du graphe structuré sous-jacent. Définition 
et théorème d'existence d'un foncteur de quasi-cohomologie. 

Cette Note fait suite à [(*) et ( 2)]. Nous désignons par OTi et ÓXL des 
catégories pleines d'applications telles que «TTt0 et J\t0 soient des univers 
et que J l i C ^ î i , par P un foncteur d'homomorphismes ( « A , P, H") résolvant 
à droite et F.-compatible, où r, est l 'application J¡t f t -produit. Soit 

p— ( J R . P t , 11*), où I I — P ( J I I ) O M 0 . 

1. SYMÉTRISÉ D'UN GRAPHE P-STRUCTURÉ . — Si [C] == (C, 3, a) est un 
graphe (orienté), nous notons [C]* le graphe dual (C, a, ¡3) de [C] et [C]„ 
la classe des sommets de [C]. Soit $ ( p ) o la classe des graphes p-structurés ( J) 
et cj (p) la catégorie des homomorphismes entre graphes p-structurés, 
dont les éléments sont identifiés aux triplets ([C], /&, [C]) tels que 

//€ll, ( [ C ] , y- (à)) ev7 (p)o- Ü"C ' ] , !3( /0) e$(p)o 

et que ([C], p(h), [C]) soit un homomorphisme entre graphes. Si 

([C], «9) G <£• (p)<>, on désigne par s 0 la p-sous-structure des telle que p(sQ) = [C] 0. 
DÉFINITION . — Soit e — ([C], s) € § ( p ) o . On dira que e est un p-symétrisé 

de e s'il existe un graphe [C] tel que C ñ C = [C] 0, un 

¿ = = ( [ C ' ] % ^ [C])ec}(p), 

tel que p(g) (x) = x si xG[C](), et si é est une somme fibrée dans Lj (p) de 

( ( [ C ] , * V * „ , [ C J „ ) , ( [ C ' ] , ^ . , r , o , [C].)). 

En particulier, si [C] = (C, (3, a) est un graphe, on appelle symétrisé 
de [C] un graphe [G] tel que ([G], G) soit un (JTt, t, JII)-symétrisé de ([C], C). 
Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit qu'il existe un graphe [C] tel 
que C n C ' = [ C ] 0 = [C']0 et un isomorphisme g de [C] sur [C]*, et qu 'on 
ait [G] = ( C u C , & S), où 

( £ ( / ) , â ( / ) ) = ( ( 3 ( / ) , « ( / ) ) e t ( $ ( * • ( / ) ) , dL{g(f))) = ( « ( / ) , 3 ( / ) ) 

pour tout /"eC. Dans ce cas, on écrit g(/*) = 
Si ([C], s) est un p-symétrisé de ([C], s)G<§,(p)0 et si [G] est un symé

trisé de [C], il existe un homomorphisme canonique v de [G] dans [C]. 
THÉORÈME. — Si p est un foncteur à"homomorphismes saturé et H* une 

catégorie à sommes fibrées finies [resp. si P est un foncteur d'homomorphismes 
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saturé •—engendrant (A) pour «711, si H €«711« et si H' t>6'£ une catégorie à 
sommes finies], tout graphe pstructuré admet un psymétrisé. 

COROLLAIRE. — Soient P un fondeur d'homomorphis mes saturé, 
e = ( [C] , s ) € ^ ( p ) 0 et [G| un symétrisé de [ C ] . Si H € ^1t0 e£ si P es£ à 
sommes finies et >— étalant (

l

) (resp. si p est à sommes fibrées finies), il existe 
un psymétrisé ( | C | , s) de e tel que | C | soit un graphe quotient de [G] (resp. 
que [C] = [G]), 

Exemples. — Soient e= ([C], s) *E Çt (p) (. et [G] un symétrisé de [C] . 
Si p = po (resp. = p.c; ou p.?...) (*), alors e admet un psymétrisé dont le 
graphe sousjacent est un quotient de [G] (resp. est [G]). Si p — pi7, il 
existe un psymétrisé (| C ] , C

1

) de e tel que C
A soit la (^, W)projection N ( G i ) 

de G 1 , si (JG], G
1 est un p ^ symétrisé de e. 

2. GROUPOÏDES STRUCTURÉS QUASIQUOTIENT D'UN GRAPHE MULTI

PLICATIF PSTRUCTURÉ. — Nous reprenons les notations du n° 4 de ( 1). 
Soit &»(p). [resp. ô(p)] la souscatégorie pleine de ^* (p) ayant pour imités 
les groupoïdes H'structurés (') (resp. les catégories H'structurées ayant 
un seul élément idempotent) . Posons 

L

ll zrz tïH O U '3 (M fKu = p5 !.. 'U (p)). 

Définissons de même 'Il (P) et f\u, et soit H<£7Tl0. 
DÉFINITION. — On dit que P est («Tli, "II)résolvant si Pu est |—engendrant 

pour (
l

) (DM, X.1L,
 kU(p)), où X l U est la classe des P k l l monomorphismes 

j = (ù\j,C) tels que yClT

PROPOSITION. — Si P est \—étalant [resp. si P est \—engendrant pour DM 
et vérifie la condition D (*)], alors P est (DM, "XI)résolvant. 

THÉORÈME. — Soit P un fondeur (DM? "Xi)résolvant. Si e ' € «X ' ( p ) 0 et 
si r est une relation sur px>(e

f

), il existe une ("Xl(p), p:ic)structure quasi

quotient de e par r. En particulier, №'(p) et (p) sont des catégories à 
'XI (p)projections. 

COROLLAIRE 1. — Si p = pa, p,)S, p^, ou p î 7 , si e'€«**C'(p)o et ŝ  r est 
une relation sur p:(C(e'), il existe une (

c

Xl(p), p.^structure quasiquotient 
de e' par r. 

COROLLAIRE 2. — Soit &g la souscatégorie pleine de la catégorie des 
fondeurs doubles ayant pour unités les groupoïdes doubles ( 4). 3* est une 
catégorie à 'gprojections. 

3. CONSTRUCTION D'UN GROUPOIDE STRUCTURÉ QUASIQUOTIENT. — 
Soit C un graphe multiplicatif et soit [G] un symétrisé de [C*]. Désignons 
par L([G]) la quasicatégorie libre associée (2) à [G], par r#(C) la relation 
( L [ G ] , B, L[G]) telle que B soit formé des couples 

( ( /  S / ) * « ( / ) ) , ( ( Z , /  1 ) , ? ( / ) ) et ( ( ^ , / ) ,  • / ) , 

où f € C et (g, f)<EC*C. 



( S ) 

Supposons e = (C, s ) € P € ' ( p ) 0 et soit e- = ([C], $) un p-symétrisé 

de ([C], 6 - ) . S i > est rhomomorphisme canonique de [G] vers [C] et L(v) 
le quasi-foncteur de L([G]) vers L ( |CJ ) prolongeant v, nous posons 

?7- (C) = £ (r) '(/v (C*) ) et f- (<0 ('•) • 

lorsque r est une relation d'équivalence sur C. Reprenons les notations 
du n° 4 ('). 

THÉORÈME. .S'iZ &r£ste une ( ^ ' ( p ) , <^(p)> £ (p))-projection 1 

£ ( ë ) = ( £ ( [ C ] > . î ) 

rfe e, pour .</u'iZ existe une (^v(p), p:iC)-structure quasi-quotient e dee par r, 
il: faut et il suffit que L(ê) admette e pour (^V(p), p x)-structure quasi-quotient 
par r 'Ur ' (C ' ) . 

Soit M(C)' le monoïde libre associé à C et soit r,(C) la relation 2 
(M(C), I), M(C)), où D = D ' u C x C l et où D'" est la classe des couples 
((.g, f), g-f) t e ^ s ( î u e (^5 f) ^ C ' * C*. Soit pm le foncteur projection vers Pli 
de la catégorie des homomorphismes entre monoïdes et soit pm le foncteur 2 
projection vers Pli de la catégorie dlm(p) produit fibre p,„ \/ p . 

THÉORÈME. —- Si S est une p-somme de (V% €\, alors 3 

. M ( 5 ) - ( M ( C ) v S ) 6 . ' ï i w ( / ) ) l ( ; 

i/ existe une (ft(p), px)~ structure quasi-quotient e de e par r si, et seulement 
si, e est une ( ô (p ) , pm) structure quasi-quotient de M (s) par' r\Jrs[C). 

THÉORÈME. — Si p un foncteur d*homomorphismes saturé, \—étalant 
et à sommes dènombrables (resp. si p — p^), et. si r est compatible avec % 
et [i et telle que X\ ~ x>2 mod r entraîne x\ = x->, où " j E t è Ç , , alors e admet 
pour ( i l (p ) , px)-structure quasi-quotient par r : 

une (^v(p), px)-structure quotient faible de h(e) par r'' Ur ' ' (C ' ) , si 11 — .; 
une ( S ( p ) , p,») structure quotient faible de M (s) par r\Jrs(C), si 11 == 6 . 4 
COROLLAIRE. — Si p = p 6 , alors e admet une ("U(p), ôC'(p))-projec

tion (M*, T ) telle que M' soit une ('II, PI')-projection de C", si C U = ou S . 
4. QUASI-COHOMOLOGIE. 
DÉFINITION. — On dira que J est un p-idéal si J est un idéal de H* 

vérifiant la condition suivante, oùpr désigne la classe des p l i - , p)-injections : 
Pour tout h&p7, il existe une relation r(h) sur p($(h)) telle que, 

si kG H.fi(h), on ait 
k.hGJ si, et seulement si, p(k) est compatible avec r(h). 

Exemples. — L'idéal Jt7 de W* est un p i 7-idéal. L'idéal Jp considéré dans 
le n° 5 (2) est un p^-idéal. 

Soient K* une catégorie, K'* une sous-catégorie et I un idéal de K*, 
et D un foncteur de K '*xK* vers H* tel que p . D soit une restriction 
de Hom R . . 
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THÉORÈME. — Supposons H€«71!0 et soit J un pidéal. Si P es£ un foncteur 
d'homomorphis mes saturé \—étalant, (H, J, D, I) admet un foncteur de 
cohomologie d'ordre n. 

Soit <X(K', I) la catégorie des transformations naturelles entre 
complexes (s) de (K*, I) et soit 

£' ( K\ I) — K ' x CK (K\ ï )*. 

Désignons par X* une souscatégorie de P, , par J un pidéal. 
DÉFINITION. — On dira que (X, J, D, I) admet un foncteur de quasi

cohomologie H" d'ordre n s'il existe des foncteurs Z", et H
N de C'(K*, I) 

vers H* tels que, pour tout (E, 9) € € ' (K", I)„ : 
i° Z"(E, 9) et B"(E, 9) sont les (X, p)sousstructures de D(E, s(n)) 

engendrées par la classe des neocycles et la classe des ncobords (s) de E 
vers 9 respectivement; 

2
0 H"(E, 9) est une pstructure quasiquotient de Z"(E, 9) par la 

relation r(h) associée au pmonomorphisme h de source B / ;(E, 9). de 
but Z"(E, 9). 

Un foncteur de quasicohomologie est déterminé d'une façon unique, 
lorsqu'il existe. Si (X, J, D, I) [resp. si (pf, J, D, I)] admet un foncteur 
de quasicohomologie quels que soient (D, I) et le pidéal J, on dit que p 
est Xpropre (resp. est propre) pour la quasicohomologie. 

PROPOSITION. — Pour que (H, J, D, I) admette un foncteur de coho

mologie H" d'ordre n, il faut et il suffit que H' soit un foncteur de quasi

cohomologie, que p.Z"(E, 9) soit la classe des ncocycles de E vers 9 et 
que p(k) soit une surjection, si k est la pquasisurjection définissant 
H"(E, 9) comme pstructure quasiquotient de Z"(E, 9) par r(h), pour 
tout (E, <?)€€' (K\'I)„. 

THÉORÈME. — Supposons que H«£<71!0 et que P soit un foncteur a" homo
mor phismes saturé. Si P est \—engendrant pour «71!, alors p est propre pour 
la quasicohomologie. Soit 11 == fy, ÏÏ

%

^ ou 6 et X'.u = X.U fi p7 * si P est 
(71!, *№)résolvant, p.u est ^upropre pour la quasicohomologie. 

COROLLAIRE. — Soit p = pi7, ptrc ou p p v ; alors p et pv l l, où 11 = ^, 3*gou "5, 
sont propres pour la quasicohomologie. 

(*) Séance du i5 novembre 1965. 
(') Comptes rendus, 261, 1965, p. 1D77. 
(

2

) Comptes rendus, 261, 1965, p. 1932. 
(

3

) Comm. Math.Helv., 17, n° 38, 1964, p. 219-283. 
0) Ann. scient. Éc. Norm. Sup., 80, 1963, p. 349-426. 
(

3

) Comptes rendus, 259, 1964, p. 2o5o (développé dans Cohomologie à valeurs dans une 
catégorie dominée, Colloque de Bruxelles, 1964, p. 1-60). 

(Institut Henri Poincaré, 
11, rue PierreCurie, Paris, 5

E

.) 
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ALGÈBRE HOMOLOGIQUE. — Expansion des systèmes de structures dominés. 
Note (*) de M. CHARLES EHRESMANN, présentée par M. Henri Villat. 

Catégorie des «-transformations naturelles, où u est une catégorie ordonnée. 
Théorème d'existence de u-limites inductives. Systèmes de structures p-dominés, 
lorsque p est un foncteur ordonné vers une catégorie ordonnée d'applications. 
Théorème d'expansion d'un système de structures dominé en une espèce de struc
tures dominée. 

Nous reprenons les notations de ('). En particulier, DTi désigne une 
catégorie pleine d'applications, DV et ty les catégories des néofoncteurs 
et des foncteurs correspondantes, pûV et p i 7 leurs projections vers Jl t . 

1. U-NÉOFONCTEURS. — Soit u = ( H ' , < ) une catégorie ordonnée 
assez régulière (-). Si A g H et h!€ H, nous désignons par h!h le pseudo
produit (-) de (h', h), s'il existe dans (H' , < ) . 

DÉFINITION . — On appelle u-néofoncteur un triplet F = ((H', < ) , F, C"), 
où C" est un graphe multiplicatif et F une surjection de C sur une partie 
de H vérifiant les conditions : 

i° F ( C ; , ) c h ; , . SÌ f e c , on a 

2 ( . ! : ( / ) ) < l : ( a ( / ) ) et i:(|5(/.)) ^f> (¥(/)): 

2° Si (/", f)eC*C\ on a 

!:(/ ') ! : ( / ) < ! : - ( / ' . / ) . 

PROPOSITION. — Soit F = (u, F, C") un u-néofoncteur. Si p = (u\ p , u) 
est un foncteur ordonné assez régulier ("), p . F — (u', p F , C) est un 

u-néofoncteur. Si G est un néofoncteur de C vers C, F . G = (u, F G, C) 
est un u-néofoncteur. 

Soit C* un graphe multiplicatif et soit DV (u, C) la classe des w-néo-
foncteurs de la forme (u, F ' C) . 

DÉFINITION . — On appelle u-transformation naturelle un triplet (F ' , T, F) 
vérifiant les conditions : 

io F € ^ l ' (u, C) et F ' € 2 i ' ( u , C) ; 

2° T est une application de C"0 dans H telle que, pour tout f G C , on ait 

( F ' ( / ) , * ' , * , F ( / ) ) € D i r , 

o ù ^ < T ( a ( / - ) ) ET ft'=T(?(/"))-. 
PROPOSITION. — La classe LÎ((H*, < ) , C) des u-tr ans for mations naturelles 

est une catégorie pour la loi de composition : 

( F', r', ¥\ ) . (F', r, F) = (P1', T'.T, F) <?/ seulement si, P'L = F'. 

Exemple. — Lorsque u est la catégorie H" munie de la relation d'ordre 
triviale ( = ) , un u-néofoncteur est un néofoncteur, une ^-transformation 
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naturelle est un triplet définissant une transformation naturelle (') et 
M ((H", = ), C*)' est la catégorie longitudinale des transformations naturelles. 

2. ILLIMITÉS INDUCTIVESV Soit C* un graphe multiplicatif et 
H = (H*, < ) une catégorie ordonnée assez régulière. 

Posons It = lì(u, C)Identifions $V(u9 C) avec la classe Î1« des 
unités de W et identifions H* à la sous-catégorie de il" formée des triplets 
(F', T, F) tels que 

Vif) - .v€H;,. !•'(/) .s€H;, et r i / ) . A-€.s .H..V 

pour tout f € C. 
1+ DÉFINITION. — On appelle u-limite inductive de F «E11 (, une ( H, 11*)-

projection de F. Si tout w-néofoncteur (u, F, C ) admet une u-limite 
inductive, on dira que u est à C-limites indúctiles. 

Exemple. — Une (H*, =)-limite inductive de F est une limite inductive, 
au sens usuel, de F. 

Munissons «711 de la relation d'ordre : 
h'<zh si. et seulement si. h' est une restriction «le //. 

Alors (711, < ) est une catégorie inductive (-). 
2 THÉORÈME. -— (71t, <.) est à C'-limites inductives. 

Si F = ((«711, < ) . F, C ) , alors F admet pour (711, <)-limite inductive 

la classe E/r quotient de E = ^ F(e) par la relation d'équivalence r 

engendrée par la relation (E, A, E), où A est la classe des couples 
((«(/), *), (P{f). £(/)(*))) si 3€a(l;(/)). 

Soit p= (u, p, u) un foncteur ordonné vérifiant les conditions : 
i° p est assez régulier et w = (rT, < ) . est complètement régulière 

à droite ('''): 
2° u'= (K', < ) et p = (K*, p, H') est fidèle. 
THÉORÈME. — Soit F = (u, F, C") un u-nêofoncteur tel que (F(e)) r € ( ; . 

3 [resp. que (pF(e) ) f e q ] admette une somme dans H* (resp. dans K*). .Si K. 
est à sommes fibrêes finies, si la catégorie E3(Rtf(K*),p) (:{) est à H-projec-
tions et si p . F admet une u-limite inductive x, il existe une p-quasi-sur-
jection (3) j telle que J3(J) soit une u-limite inductive de F. 

Supposons de plus vérifiées les conditions : 
3° u = («711, '< ) , où «7Î10 est un univers, et il existe un foncteur 

P == («711, P, H"), I—engendrant pour 711 et S-compatible (:$), où 711 est 
une catégorie pleine d'applications et <7FL0 un univers, tel que 

j> — (OR. PI. H*) et H = £ (0)1) € 7ìl0. 

4° p est résolvant à droite et p ^ C P p [notations de (*)]. 



( 3 ) 

469 

THÉORÈME. Avec les hypothèses précédentes et si H* est une catégorie 
ci Cr sommes, tout u-néo foncteur F = (u, F, C) admet pour u-limite indue ti ve 
une p-structure quasi-quotient ( ') d'une somme S de (F(e)) , i € i : . par Za relation 

k(r), où k est Vapplication canonique de E - = ^ . p F ( e ) dans p(S) et 

où F/r est la p ic , <z)-limite inductive de p.F. 1 
Exemple. Si a est l 'une des catégories ordonnées usuelles , < ) , 

(DI', < ) , (il, < ) = catégorie ordonnée des applications ordonnées, 
< ) = catégorie ordonnée des applications continues, alors u est à 2 

C-limites inductivos, si C€«TTc0, car les conditions 1, 2, 3, 4, 5 sont vérifiées 
par le foncteur projection canonique de u vers (DM, <). 

3. SYSTÈMES DE STRUCTURES DOMINÉS. 
THÉORÈME. Soit cl', la catégorie des applications covariantes entre 

systèmes de structures (') de la forme (;f\r, C, 'f, rj). JZ existe un isomorphisme y 
<?e cl, sur /a sous-catégorie pleine de ïi((JM, < ) , C") ayant pour unités 
les F tels que 

)\{e)nV( c ) -~ .<. > .v/ e y - e , c € C*,. e € C",. 

Soit Y] == (C, S, x') un système de structures et it la projection cano
nique (*) de S dans C*,,. Pour tou t / € 0 , nous désignons par Sf la classe 
des %€S tels que (f, z) € C * S, par gl 'application 

3 --> fz de S/ dans Ss ¡ / v 

L'isomorphisme y associe à Y] le (<TTc, <)-néofoncteur ((«TU, < ) , F, C) 
tel que 

!:(/) = 7 pour tout/eC 
Soit p = ((«Tic, < ) , p , (H*, < ) ) un foncteur ordonné tel que (H*, < ) 

soit une catégorie ordonnée régulière (-) u; soit p == («Tlt, p , H'). 
DÉFINITION. — On appelle système de structures p-dominé un couple 3 

(rb F) tel que Ï} soit un système de structures, F un u-néofoneteur et 
((™, <), pl, C) = Y(ri). 

Exemple. — Si Y) est une espèce de structures, un système de struc
tures ((«Tic, < ) , p , (H*, =) ) -dominé (rh F) est une espèce de structures 
p-dominée au sens de ( i ) . 

DÉFINITION. — Une a-transformation naturelle (F ' , 'f, F) telle que 
p.Vey(6L'c) et p . F € T ( ^ V c ) 

est appelée application covariante p-dominée. 
PROPOSITION. —- L'application 

( F , CP, F ) - > ( v - ' ( j & . F ' ) , C*, — ' ( / , . F ) ) , 0 / I ¿ = , ] ? p ( c p ( e ) ) , 

définit un foncteur de la sous-catégorie pleine cX'c(p) ¿ 6 M(u, C) formée 
des applications covariantes p-dominées, vers (ft'c. Ce foncteur est fidèle 
lorsque p est fidèle. 
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4. THÉORÈME D'EXPANSION DOMINÉE. — Soit C une catégorie telle 
que C€<71io. 

THÉORÈME. — Soit eXc la souscatégorie pleine de cX'(; ayant pour unités 
les espèces de structures Y] = (C, S, x'). Alors eX'(: est une catégorie à 
ifti:projectio ns. 

On obtient une (eX(;, eX'c)projection YJ = (C, S, x') de Y) comme suit : 
Posons y(r,)==F. Pour tout e€C*0, notons C'e la souscatégorie de H G* 
formée des 

£ = (e. / , /  ) € a c , 

et soit S,, la (711, <)limite induetive du («711, <)néofoncteur F,, tel que 
F,,(g) soit l'application 

(/, z) > (/', 3) de {/} x S, dans j / ; v Sp .̂ 

Alors S est la classe réunion des Sr, lorsque e€C'„. 
Remarque. — Si C* est un groupoïde, ce théorème résulte du théorème 17 

du chapitre V(1). 
Supposons que p soit un foncteur ordonné vérifiant les conditions 1, 3, 

4, 5 du n° 2 et que p soit un foncteur d'homomorphismes saturé. 
THÉORÈME. — Soit cXc(p) la souscatégorie pleine de cl', (p) ayant pour 

unités les F gue p . F € y (cX(:). 4̂7ors cX',:(p) es£ une catégorie à cX((p)
projections. 

La construction d'une projection de F est analogue à la construction 
précédente, en utilisant les théorèmes du n° 2. 

COROLLAIRE. — Si p est le foncteur ordonné projection vers («711, < ) de 
Vune des catégories ordonnées (№, <), (^, <), (£2, <), (•&, <), afors cX'((p) 
es£ une catégorie à cXc(p)projections. 

DÉFINITION. — Si (r,, F) est un système de structures pdominé et si F 
est une (eXc(p), cXi(p))projection de F, on appelle (y1 (p. F), F) l'espèce 
de structures pdominée expansion de (n, F). 

(*) Séance du 20 décembre 1965. 
(') Catégories et structures, Dunod, Paris, 1965. 
• (") Ann. Inst. Fourier, 14, n° 1, 1964, p. "203-268. 
(

:)

) Comptes rendus, 261, 1965, p. 1577, l

9^'
1 et 4583; ces Notes résument l'article 

Structures quasiquotient (à l'impression; multigraphié, Paris, 1965, 93 pages). 
0) Fund. Math., 54, 1964, p. 211-228. 

(Institut Henri Poincaré, 11, rue PierreCurie, Paris, 5
E

). 
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ALGÈBRE DES CATEGORIES. — Quasi-élargissèment d'un système de structures 

structuré. Note (*) de M. CHARLES EIIRESMANX, présentée par M. René 
Garnier. 

Définition des systèmes de structures structurés. Catégorie des applications covariantes structurées. Théorèmes de quasi-élargissement structuré. 

Nous désignerons par DM la catégorie pleine des applications associée 
à un univers DM0, par p l7 l, le foneteur projection vers DM de la catégorie ^t' 
des néofoncteurs (J) associée à DM. Soit p = (DM, p,M) un foneteur fidèle; 
la restriction de p au groupoïde 7i7

v des éléments inversibles de M est 
notée p 7. 

1. SOUS-LIMITES PROJECTIVE S. — Soit F = i¿tC, F, Y un foneteur; 
soit M la limite projective canonique de p. F dans DM, et p, la projection 
canonique de M vers p.F(i) pour tout ilç- I". 

DÉFINITION. — On dira que s est une p-sous-limite projective de F si les 
conditions suivantes sont vérifiées : 

i° s€«7C0, p(s)CM et, pour toril ¿€ l*u, il existe v¿^F{i).M.s tel 
que p(v¡) soit une restriction de p,; 

2° Soit (F, T, e) un triplet définissant une transformation naturelle, 
où è est le foneteur de F vers 3€ constant sur e; soit g l'unique élément 
de DM tel que 

Pi .¿R :- p i T Í /) ') POUR TOUT / G I\: • 

Si g (p (e)) C p (s), il existe un et un seul hGs.3€.e tel que 
í>¿ .//•-•: T ( Í ) pour tout / 6 F0 . 

PROPOSITION. — <S¿ pT es£ fidèle (') e¿ s¿ s e£ st sont deux p-sous-
limites projectiles de F telles que p(s) = p(st), on a s = . 

Si F admet une limite projective S dans p, alors s est une p-sous-limite 
projective de F si, et seulement si, s est une p-sous-structure de S. 

Exemple. — Si F est la catégorie obtenue en adjoignant un élément 
final o à la catégorie triviale J' et si s est une p-sous-limite projective 
de F, nous dirons que ,9 est un p-sous-produit fibre de (h¡)/€=3, en posant 
Ay = F (<>,;)._ 

Les propriétés des limites projeetives se généralisent aux p-sous-limites 
projeetives. On définirait facilement des p-sous-limites projeetives relati
vement à un foneteur p de but quelconque. 

2. SYSTÈMES DE STRUCTURES STRUCTURÉS. — Nous supposons désormais 
que pT est bien fidèle. 

DÉFINITION. — On appelle néocatégorie p-structurée un couple (C, s) 
vérifiant les conditions suivantes : 

io C*=(C, x) est un graphe multiplicatif, sGDC() et p(s) = C; 
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2° Il existe une psousstructure de s, notée s0i et des éléments 
aGstt.cf£.s et b€is0 ,&C .s tels que 

!>{<>) (C;, a, C) et p (,/;) — (C;, 3, C). 

3° Il existe un psousproduit fibre de (a, 6) noté 5*5 et un kGs.&£.s* s 
tel que p(k)= (C, x, C*C). 

S'il existe un produit 5 Xs de (5, s) dans p, une néocatégorie pstructurée 
1 est un graphe multiplicatif fortement pstrueturé au sens de (2). 

Nous désignerons par $1'(p) la catégorie des néofoncteurs pstructurés 
entre néocatégories pstructurées, dont les éléments sont les triplets 

P = ((C\ s ), /, (C\ s)) 
tels que : 

i° (C, 5) et : C, <v. sont des néocatégories pstructurées : 
2 0 f€$.№.s et F = (CT, />(/"), C ) e ^ r . 
La surjection F[resp. F>F, resp. F>p(f)] définit un foncteur 

tidèle p<,c(resp. pi°1', resp. p) de ^'(p) vers chl (resp. vers DV, resp. vers <Tll). 
2 DÉFINITION. — On appelle psystème (resp. pespèce) de structures un 

triplet r, == ((C. 5), s7, //) tel que : 
i° (C, s) est une néocatégorie pstructurée; s

f

Gchl0; 
o° yj = (C, E, x') est un système (resp. une espèce) de structures (!), 

où E = p(s'); soit q la surjection canonique de E dans C", et C* E la 
classe des couples composables; 

3° Il existe qÇzS0.cfC.s' tel que p {q) = (C*, q, E ¡; de plus, (a, o) et 
vs 0, (?) admettent des psousproduits fibres s*s

f et s,,* / tels que 
y(.v • .v ) c** E et p(s0*   c;, * E— (0** E> n(C; x E) ; 

4° Il existe k'Gs' .X.s*s' tel que p(Zr') = (E, x', C* E). 
Exemple. — Si r, est une pespèce de structures, si C* est une catégorie 

et s'il existe des produits s X s et sXs' dans p, alors Y, est une cH?espèce 
de structures (:1). 

THÉORÈME. — Soit Y, = ((C, «s), s', x;) un psystème de structures. Alors s; 

est isomorphe dans № à s0içs' = s0 V q Si p est à produits finis et résolvant 
à droite (*), il existe 

girj) — ( (C, 5), ((C*E), í*í'))€c9l/(p) 

3+ tel que ptll

'(q(
r

¡)) soit le néofoncteur des hyper mor phismes associé à RJ (
A

). 
3. APPLICATIONS COVARIANTES PSTRUCTURÉES. 
DÉFINITION. — On appelle papplication covariante un quadruplet 

m= (Y¡2, <&, 9, Y]I) vérifiant les conditions : 
i° r¿¿ = ((C/, s/), s'¡, x|. ) est un psystème de structures, pour i = 1 

et 2; 
2 0 M = (TJ2, #, <p, Y]I) est une application covariante (*); 
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Désignons par Q la sous-catégorie de C engendrée par CA, par MA la classe 
des couples (f, z)€C'*E tels que /*€Cx, z€EX et qu'il existe z'eEx 
avec Ex. Soit 

/ x=s'|/'(MX) et 5x=5|6X. 

3° Il existe <ï>„, € s2. 3£. s, et <pm € s2. X. s\ tels que p ($„,) == p % , (<&) 
et p(a„,) = f. 

Soit (p) la catégorie des p-applications covariantes, dont la loi de 
composition est 

((Y}'2, (p', Y}',), ('/],, <1\ Cp, YJi) ) (yj'2, <Î>\<I>, Cp'.Cp, 7y,) 

si, et seulement si, 7)̂  = ^2. Nous identifions la classe de ses unités à la 
classe des p-systèmes de structures. Soit pa le foncteur de cV(p) vers DM 
défini par la surjection (Y]2, <I>, CP, Y]4) -> p5l,(<ï>) X9. Soit cX(p) la sous-
catégorie pleine de cV(p) ayant pour unités les p-espèces de structures 
((C, 5), s', //) telles que C* soit une catégorie. Soit pa le foncteur restriction 
de P a à el(p). 

THÉORÈME. — Supposons que p soit un foncteur d'homomorphismes 
saturé (1). Si p est à «T-produits, pa et pa sont à ô-produits. Si p est à produits 
finis et résolvant à droite, pcX et pa sont résolvants à droite. 

4. PLONGEMENT D'UN SYSTÈME DE STRUCTURES STRUCTURÉ DANS UNE 

ESPÈCE DE STRUCTURES. — Désormais DM0 désigne un univers tel que 
t"fl!0 €i «Tlt©, et P = («Tlt, P, Sù) un foncteur d'homomorphismes saturé 
admettant p pour restriction à dt' = P («Tll) G <Tli0 Soit Jlt la saturante (') 
de DR dans «Tll et P^ la classe des P-monomorphismes Si SE si 
AcP(S) et si AtE î̂t, nous notons S|A une P-sous-structure de S telle 
que P(S|A)cP(S r) lorsque S' est une P-sous-structure de S et que 
ACP(S /). Soit A l'ordinal inaccessible associé à <Tlt0 (i. e . la borne supé
rieure des ordinaux associés aux cardinaux des éléments de <Tïl0) et 
soit £ < A un ordinal sans prédécesseur. 

THÉORÈME. — Si P est £-|—engendrant le foncteur P a de Ct(P) vers DM 
est |—engendrant pour (DM, X, c\(p)), où X est la classe des P-monomor
phismes m tels que ^ m € P P et <pm€Pf~. 

En effet, supposons r\ = ((C, s), sf, x') € cl(P)0. Soient McCxP(s') 
un élément de DM, et pl et p 2 les projections de CxP(V) sur C et P(V). 
Posons 

E r—p-i{ M ), , ~- pj ( M ) u q ( Ei ), -s-; — ! E j, s, — s | C j. 
Soit X < C un ordinal et supposons définies, pour tout £ < A, des P-sous-
structures 4 de s' et s^ de 5. Soit 
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1 On montre qu'il existe une Pct-sous-structure ((P(S)*, s), sf, 9J) de q, 
isomorphe à une (X, el (p))-sous-structure de YJ engendrée par M. 

DÉFINITION. — Soit TQ = ((C, 5), s', vJ) une p-espèce de structures. 
2 On dira que /] est maximale (resp. est saturée) si l'on a (f, € C* E lorsque 

(resp. lorsque f est inversible et) (oc(f), z)*sC"*E, où E = p(s /). 
Soit cl^(p) [resp. cV^p)] la sous-catégorie pleine de &(p) ayant pour 

unités les p-espèces de structures maximales (resp. saturées). Soient p£ 
et p^ les foncteurs restriction de p a à el^(p) et à ctCT(p) respectivement. 
Soient P£ et P^ les foncteurs définis de même à partir de P. 

THÉORÈME. — .Si P est C-\—-engendrant et si X^ (resp: si Xa) est la classe 
des P£- (resp. des PJ-) monomorphismes m tels que m€ X, alors P^ (resp. Pc*) 

3 <?s£ 1—engendrant pour (DR, X[% cl^(p)) [resp. pour (DR, X°, cl^p))]. 
THÉORÈME. — Si P est à DM0-produits et £-j—engendrant et si p est résolvant 

à droite, cV(p) est une catégorie à IK~projections, où <X = el(p), d"(p) 
4 ou cl^(p). 

Une (cl(p), eV(p))-projection de r\ = ((C, s), sf, vJ) est appelée quasi-
élargissement minimal de YJ; une (cl[)(p), cl'(p))-projection de rh un quasi-
élargissement maximal de /7; une (eT^p), cl7(p))-projection de rh un quasi-
élargissement saturé de Y). Si p est le foncteur identique de DR, on a Y) = YJ; 
si de plus C* est un groupoïde, les quasi-élargissements maximal et saturé 
de Y] coïncident et s'identifient à l'élargissement maximal (A) de YJ, le 
quasi-élargissement minimal s'identifie à l'élargissement minimal (*) 
de Y). 

5+ 
(*) Séance du 14 novembre 1966. 
Q) Catégories et structures, Dunod, Paris, 1965. 
(2) Comm. Math. Helv., 38, 1963, p. 219-283. 

Comptes rendus, 256, 1963, p. 2080 et 2283. 
(4) Comptes rendus, 263, série A, 1966, p. 655. 

(Institut Henri Poincaré, 11, rue Pierre-Curie, Paris, 5E.) 

On définit ainsi, par récurrence transfinie, SX et s'i pour tout À < £. 11 
existe des P-sous-structures s de 5 et sf de s7 telles que 
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ALGÈBRE DES CATÉGORIES. — Premier théorème d'expansion structurée. 

Note (*) de M. CHARLES EHRESJIANX, présentée par M. René Garnier. 

Généralisation au cas des foncteurs p-structurés du théorème d'expansion 
de : existence et construction d'un plongement « universel » d'un couple de 
foncteurs p-structurés dans un foncteur avec hypermorphismes p-structuré. Cette 
Note fait suite à des Notes antérieures (2) dont on reprend la terminologie. 

Soit «71I0 un univers; soient DM, S1 et .91' respectivement la catégorie 
pleine d'applications, la catégorie des foncteurs et la catégorie des néofonc-
teurs associées à J l t 0 ; soit pt7 le foncteur projection de S% vers DM. Nous 
nous donnons un foncteur d'homomorphismes (') p = (DM, p, DC). Soient 
.91'(p) la catégorie des néofoncteurs p-structurés (2), p son foncteur cano
nique vers .91', et 3* (p) sa sous-catégorie pleine formée des foncteurs 
p-structurés. 

1. FONCTEUR D'HYPERMORPHISMES P-STRUCTURÉ. 
DÉFINITION. — On appelle néofoncteur bien fidèle (resp. néofonefeur 

d'hypermorphismes) p-structuré un néo fondeur p-structuré 
?/ :-((C\ X), TP ( <:\ v ) > 

vérifiant les conditions suivantes : 
i° (C, p(q), (") est un néofoncteur bien fidèle <resp. d'hypermor

phismes) •(') ; 
2° s est isomorphe dans DC à un p-sous-produit fibre (") de (a, q{)). où 

a G sn. 9C .s el /> (a) - (C, a. (.';). 
q» G.s'o.̂ t'. s\, et p (<y0) • •;'<",. p (g) i. '<"",,. 

Soit .9t'A-(p) [resp. .91 H (p)] la sous-classe de «91'(p) formée des néofoncteurs 
bien fidèles (resp. d'hypermorphismes) p-structurés. 

PROPOSITION. — £M'h(p) définit une sous-catégorie de «91/(p). 
Désignons par Q«9ï'6(p) [resp. par Q<9lH(p)] lu sous-catégorie pleine de 

la catégorie longitudinale Qj«9l'(p) des quatuors ( l) de .91''(p) ayant pour 
objets les éléments de .91',, (p) [resp. de <9tH(p)]. 

THÉORÈME. — Si p est à produits finis et résolvant à droite, les catégories 
Q9l'6(p) et cX'(p) [resp. Q<9t'H(p) e£ 5 0 7 2 i équivalentes, où cX'(p) 
[resp. ^X(p)] esí Za catégorie des p-applications covariantes {resp. covariantes 
entre p-espèces de structures) (2). 

2. FONCTEUR AVEC HYPERMORPHISMES P-STRUCTURÉ. 
DÉFINITION. — On appelle foncteur avec hypermorphismes p-structuré 

un couple (q, qr) vérifiant les conditions suivantes : 
io q — ((C, s), q, (C, s)) est un foncteur p-structuré; 
2° q''= ((K#, sr), q'', (R", S')) est un foncteur d'hypermorphismes p-struc

turé tel que q' soit un p-sous-morphisme de q et p(q') une restriction 
dep(q); 
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3° Tout f € K est une p(G)-surjection (*) ; on a 

K=p(Q)ÇK) et K;.—c;. 

Exemple. — Si p est le foncteur identique de et si (q, qf) est un 
foncteur avec hypermorphismes p-structuré tel que q soit fidèle, (q, oc(qf)) 
est une catégorie d'homomorphismes (*). 

Soit e>(p)0 la classe des couples (§, qf) tels que 
i« § = ( ( C \ s), q,(c;j))e&(p); 

2 ° § ' = ( ( K \ s'), G', (K", Ï ' ) ) e ^ ( p ) 5 

3° p(§7) est une restriction de p(G) et G' est un p-sous-morphisme de G; 
on a 

K; = C; et a (K-K* 0 )cp($) (K;). 

Soit e>'(p)o la sous-classe de e>(p)0 formée des foncteurs avec hyper
morphismes p-structurés. Soit e> (p) la catégorie ayant pour éléments 
les quadruplets 

Q = ((&, 

ayant les propriétés : 
i° # )€$(p )o et F\- = (u;, F ? yu ; )€^ (p ) , où i = i et 2; 
2 0 (g2, F 2 , F 4 , §1) € D&(p) et (o'2, F;, F',, q\)en&, où F; est un 

p-sous-morphisme de Ft- pour i = 1 et 2. 
La loi de composition sur e>(p) est 

(('($*, ft), Fs, ?',)), Q ) 5 1 ) , FvF2, F3.F,. ft)) 

si, et seulement si, (q2, q.2) = ($3, $3). Nous identifions $(p)o à la classe 
des unités de 2>(p). Soit 2>;(p) la sous-catégorie pleine de 2>(p) ayant 
e>7(p)o pour classe de ses unités. Soit t/(p) le foncteur de 2>(p) vers JTt 
tel que 

y(p) ( Q ) = P ( F 2 ) XPCFO-

Soit y'(p) la restriction de t/ (p) à ^ '(p). 
Dans la fin de cette Note, nous supposons que ^lt 0 est un univers 

admettant Jlt 0 pour élément, que Dïi est la catégorie pleine d'applications 
associée à Of\l0 et que P = (JÎl, P, S€) est un foncteur d'homomorphismes 
saturé, admettant p pour restriction à la sous-catégorie = P ( J l t )€ OTL0 

de cfe, où JTl. est la saturante de JII dans 3TL. L'ordinal inaccessible associé 
à DTl0 (borne supérieure des ordinaux des éléments de JH0) est noté À. 
Soit £ un ordinal sans prédécesseur tel que ï < A. 

THÉORÈME. — Supposons que P soi£ r - - engendrant pour J l t ( a ) ; aZors 
t/(P) est un foncteur r~- engendrant pour (JYl, X, 2>'(p)), où X ES£ £a classe 
des Q € e>' (P) tefo GWE F t E£ F 2 soient des P-monomorphismes. 
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La construction do la (X, e>' (p))sousstructure de (q, q') € 2>' (P)0 

engendrée par une partie M telle que 
\l€ Jfc„ et VI С 1(1») (£, £') 

se fait par récurrence transfinie, par un procédé analogue à celui utilisé 1+ 
dans (2). 

THÉORÈME. — Supposons que P soit à OïiQlimites projectiles et ±r—engen

drant pour DM. Alors e>(p) est une catégorie à & (p)projections. Une 
(e>'(p), 'S(p))projection de (q, qf

)^^(p)o est de la forme §',), avec 
3(5) =(3(7.) et (3(^)=(3(ft). 2+ 

DÉFINITION. — Une (e>'(p), e> (p))projection de (q, q') €e>(p)0 sera 
appelée expansion pstructurée de (q, q

r

). 
Cas particulier. — Siq — qf est le néofoncteur pstructuré qfâ) associé (2) 3 

à un psystème de structures rb alors (qf

, q
f

) admet pour expansion pstruc

turée {qfîi'), qfîi')), où q (r/) est le néofoncteur d'hypermorphismes 3 
pstructuré associé au quasiélargissement maximal (2) r{ de fj. 

3. CONSTRUCTION D'UNE EXPANSION PSTRUCTURÉE. — Nous supposons 
maintenant que p est à produits finis et que (q, qr

), où 

q—((C, s), q, (C\ v)) e t q~((K\ *'), 7', (K.\'S')) 

est un élément de 2>(p)o Nous posons 
?=/>(<?) e t FzrzK.?(K;,). 

Il existe un psousmorphisme q" de 7 tel que 

</?, 7") €»(p)o, où ?f — {(K\ s'), q\ (К;, J0)). 4 

Soit H" la catégorie H (F, q) dont les éléments (2) sont les quadruplets 
(k',f, f, h) vérifiant les conditions 

/€F . / ' € F , heC et (*',/',/, у(Л))€ПС, 

la loi de composition étant 
№ , /'. , /1 , ¿0 В /, /0 = (*', .A", / ; , / , /¿1 .л) 

si, et seulement si, f, = f et a(/&L) = Soit C] la souscatégorie de H' 
formée des éléments 

h = (q(h), e\ <?, h), où e = $(a(A)) et e! —q ф (h)). 

Soit K, la souscatégorie de H' engendrée par la classe des éléments 51 

(/, /, <?, ë) € H, où ëeK*0 et e — 7j{e). 

Soit le foncteur de H* vers С qui associe kr à (/c', /*, /1). On a q± (Ki) — K. 
Soit r la relation d'équivalence sur H engendrée par la classe des 
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couples (h, ~f) tels que 

7i = (q(/i), é, e, / / ) € C I et f=(q(h), g (h), e, a ( /0 )€KI . 

Soit e>" la sous-catégorie pleine de 2>(p) ayant pour unités les m = (t, tr) 
pour lesquels 

(ô(?) = (C, s) et |3(?):=(K\ *'). 

Soit z(p) le foncteur de 2>v/ vers «71c défini par la surjection 

0 = (/MS, F2, f\, /« l)->p(F 1). 
THÉORÈME D'EXPANSION. — Supposons que P soit Ç-r~-engendrant 

pour DM et à DM0-produits et que p soit résolvant à droite. Alors (q, q/f) admet 
une expansion p-structurée (qt, q\) telle que p(qi) = q-\ et a ^ ) =(K"1, S\). 

2+ De plus, (q,qr) admet pour expansion p-structurée une z(p)-structure quasi-
Q quotient (3) cfe (qi7 q\) par r. 

Supposons que, avec les notations précédentes, (F, Kj soit un couple 
(/-distingué régulier [ehap. V(1)] et que qr ^Dl'h(p). 

THÉORÈME. — Soit p un foncteur r~-étalant (:{). Si (F, F, C, q>>) est une 
expansion (*) de (F, K, q), alors (q, qr) admet une expansion p-structurée 

4 (q-2, q.,) telle que, si p est à section minimale, 

5+ p(q,) = q, et q', =. ( ( K\ s' ). <y„ ((K*2, st ) ). ou K4:..-Fu .SU')-

Exemple. — Si p est le foncteur identique de DM, on a q = q et le théorème 
précédent prouve que les expansions («711, t, «711)-structurées de (q, qf) 
correspondent biunivoquement aux expansions de (F, K, q), ce qui justifie 
la terminologie. Dans un prochain article, nous montrerons que le théorème 
d'expansion de (4) peut aussi être généralisé d'une autre façon, à l'aide de 
la notion d'expansion d'une catégorie p-structurée. 

Remarque. — Si p n'est pas (—-étalant, une expansion p-structurée 
(q.2, q.2) de (q, qr) n'est généralement pas de la forme indiquée dans le 
théorème précédent. Des conditions suffisantes pour qu'elle soit de cette 
forme ont été obtenues pour certains foncteurs p : dans (4), lorsque Dt est 
une sous-catégorie de la catégorie Û des applications entre classes ordonnées 
et que K est formé d'inversibles; dans (3), lorsque p = p^. 

'(*) Séance du 28 novembre 1966. 
Catégories et structures, Dunod, Paris, 1965. 

(2) Comptes rendus, 263, série A, 1966, p. 655 et 762. 
Structures quasi-quotient (à l'impression dans Math. Ann., et multigraphié, Paris, 

1965, 93 pages). 
(*) JOUBERT, Cahiers de Topologie et Géométrie différentielle, 8, 1966, 116 pages. 
(3) S. LEGRAND (à paraître). 

(Institut Henri Poincaré, 11, rue Pierre-Curie, Paris, 5e.) 



G. R. Acad. Sc. Paris, t. 264, p. 58 (4 janvier 1967). Série A 

/ 9 5 / 

ALGÈBRE DES CATÉGORIES. — Deuxième théorème oVexpansion structurée. 
Note (*) de M. CHARLES EHRESMANN, présentée par M. Arnaud Denjoy. 

Quasiexpansion et quasiexpansion régulière d'une catégorie structurée. Théo
rème de quasiexpansion d'un foncteur structuré expansif. Ces résultats géné
ralisent les théorèmes d'expansion de (*) et font suite à deux Notes antérieures (2) 
dont nous reprenons la terminologie et les notations. 

p = (jn, p, Bt) sera un foncteur d'homomorphismes saturé à produits 
fibres finis. Soit p le foncteur projection vers Jll de la catégorie f$(p) des 
foncteurs pstructurés. 

1. QUASIEXPANSION D'ÏÏNE CATEGORIE STRUCTUREE. — Considérons les 
conditions suivantes : 

(Et) (C*, s) est une catégorie pstructurée, (C, s) une souscatégorie 
pstructurée de (C, s) et s

f est une psousstructure de S telle que p(s
f

) = F. 
(E2) On a F . ( F n C ) c F et a(F) = C' 0cF. 

Désignons par • ( £ " ; F; C) la classe des quatuors de C* de la forme 
M = (* , / ' , / , A), où / e F , ./'csF et heC. 

elle définit une souscatégorie Q ( Ê ' ' V F ; C) de la catégorie latérale E3 ^ 
des quatuors de C*. 

Soit [T](C"; F)* la catégorie duale de la souscatégorie de la catégorie 
longitudinale QH C des quatuors de C* ayant pour éléments les quatuors 

n = (h, g', g, li!) tels que g^F nC et g'eFnC. 

THÉORÈME. — Il existe des psousstructures • (s; s
f

; s) et • (s; s
r

) 
de s X S X S Xs, un foncteur pstructuré 

S=((fr, î), b, (H(Ci F; C), • (s; sf

; s))\ 

tel que p(b) (m) = k, et une pespèce de structures (
2

) : 

((•Il (C; F)*, • (s; s')), • (s; s'; s), x') 

dont la loi de composition est 

(n, m) [XI n si, et seulement si, a№ (m) — (3 (̂w). 

Soit a la relation d'équivalence sur • (C"; F; C) engendrée par la classe 
des couples (m

r

, m) tels qu'il existe n € • (C; F) vérifiant m! = m £Q n. 
Définition. — On dira que (C*, s) est une Fquasiexpansion de (C, s) 

si les conditions (E4) et (E 2) sont satisfaites et si (C", s) est une pstructure 
quasiquotient de 0 ( C * ; F; C), • (S.; s'; 5)) par a, la pquasisurjection 
associée (3) étant 0. 
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2. QUASI-EXPANSIONS RÉGULIÈRES D'UNE CATÉGORIE STRUCTURÉE. — 

Supposons vérifiées les conditions (E4) et (E2) ainsi que la condition 
(E3) F est formé d'inversibles de C\ 

Soit • (C; F ; C) la sous-catégorie de la catégorie des trios (J) • C" 
de C formée des trios 

t = (/',/, h) tels que / ; € F , / € F et /¿€11. 

THÉORÈME. — Il existe une p-sous-structure3 (s; sf ; s) desx^xs telle que 

£ = ( ( C - , s), œ, ( • ( C ; F; C), • (S; sf; s))), 

où p(x)(t) = f.h.f~l, soit un joncteur p-structuré et que 
( ( lU(C;Fr ,D( j ;y ) ) , 

soit une p-espèce de structures pour la loi de composition 
1 -/"(7, n) = (f'.g', f.g, h') si, et seulement si, t=(f',f,/f) et n-=.(h, g', g, h'). 

Soit p la relation d'équivalence sur • (C*; F; C) engendrée par la classe 
des couples (tr, t) pour lesquels il existe n vérifiant t' = vJ'(n, t). 

2 Définition. — On dira que (C*, s) est une F-quasi-expansion régulière de 
(C, s) si les conditions (Ei), (E2) et (E3) sont vérifiées et si (C", s) est 
une p-structure quasi-quotient de ( • (C; F; C), • (s; sf ; s)) par p, avec x 
pour p-quasi-surjection associée. 

Cas particulier. — Supposons que p soit le foncteur identique de Jlt, 
que C* soit une catégorie, C* une sous-catégorie et FcC. Si C* est une 
F-expansion de C" [chap. V (*)], C* [identifié à (C*, C) J est aussi une F-quasi-
expansion de C. Si F A C C CT et si F c R - ( C ' ; C*r), alors C* est une 
F-quasi-expansion de C* si, et seulement si, C" est une catégorie à C-éjec-

3 tions et si F est la classe des (C*, C)-éjecteurs. C" est une F-quasi-expansion 
régulière de C* si, et seulement si, C* est une F-expansion régulière (4) de C*. 
Ceci justifie la terminologie introduite. 

3. QUA s EXPANSION D'UN FONCTEUR STRUCTURÉ EXPANSIF : 

Définitio . — Soit Y = (M*, Y, L") un foncteur et e € M'„. On dira que 
(s, j) est un Y-prolongement faible de e si s € L],, jGY(s). M.e et si, pour 
tout sr € L'n et tout f € e. M. Y (s'), il existe un et un seul ff € s. L. sf tel que 
Y(f/) = j . f. On dira que (s, j) est un Y-prolongement de e si c'est un 

4 Y-prolongement faible et si, pour tout Y-prolongement faible (s, j) de e, 
il existe un et un seul hÇUs.h.s tel que j = Y(h).j. 

Définition. — On appelle foncteur p-structuré expansif'un quadruplet 
u = (F, F, C, q) ayant les propriétés suivantes : 
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i° q — ((C, s), q, (C*, s)) est un foneteur p-strueturé et il existe une 
sous-catégorie p-structurée (C*, s) de (C*, s) ; 

2° Il existe des p-sous-structures sr de s et sr de s telles que 

= F et />(«') = F. 

3o a ( F ) = C ; c F , F . ( F n C ) c F , F .p (q) (F) = F et a (F)cF. 
Soit <ë(p)0 la classe des foncteurs p-structurés expansifs. Soit < (̂p) la 

catégorie dont les éléments sont les quadruplets (u2, D 2 , D 4 , u 4) tels que 
i° ui = (Fh Fh Ch qi)G&(p)0 pour i = i et 2 ; 
20 ( g 2 , D 2 , J ) 1 , § 0 € D ^ ( p ) ; 
3o p ( D 1 ) ( F i ) c F 2 , p ( D 2 ) ( F 1 ) c F 2 et p(D 4) (C 4)C.C 2; 

la loi de composition étant 
((«4 î D4, D3, «,), (« t, D,, Dt, D4. D2, D3. D„ U l ) 

si, et seulement si, u2=u3; nous identifions &(p)o à la classe des unités 
de &(p). 

Soit < (̂p)o la sous-classe de &(p)0 formée des u€<5>(p)0 tels que C = C 
et soit ^ ( p ) 0 la sous-classe de &(p) formée des u€-ê>(p)o tels que (C, î) 
soit une F-quasi-expansion de (C, *) et que p ( § ) ( F ) = F . Soit < '̂(p) la 
sous-catégorie pleine de &(p) admettant &(p)0 pour classe de ses unités. 
Soit Z le foneteur de < '̂(p) vers < (̂p) défini par 

Z( T T 2 , D,, D l5 i£1) = ( Z ( M Î ) , D t î D;, Z(M,)), 

où D, est un p-sous- morphisme de D 4 et où 
Z(w I )=(F I , Fin Ci, Q, %), 

en désignant par $ un p-sous-morphisme de <ji tel que p($) soit la restric
tion de p(qi) à Ch pour î = 1 et 2. 

Nous supposons désormais que p est la restriction à = P ( Jît) € 3ît0 

d'un foneteur d'homomorphismes saturé P = (JTL, P, 9t) à JTt0-produits. 

THÉORÈME DE QUASI-EXPANSION. — Supposons que P soit £-r~-engendrant 
pour DXi{2), où £ < A , e£ soi£ u = (F, F, C, #)€<^(p)o. Alors u admet un 
Z-prolongement (v, J) £e£ gue J = (Z(*>), (3(§), D 4 , a). Pour gwe u admette 
une Z-structure colibre v1, il faut et il suffit que J soit inversible; dans ce 
cas, v1 est isomorphe à v dans ^ ( p ) . 

En effet, soit q le foneteur sous-jacent à q. A u est associé un 

Wi = (F, F,, qi)e&'(p)o 

dans lequel a(§4) = (F, g), S4), où st est une p-sous-structure de 
s X $R X s' X S et où Q (F, g) est construite comme indiqué dans (2). Il existe 
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une p-strueture quasi-quotient (K", S) de par la relation d'équi
valence r engendrée sur Q (F, q) par la classe des couples 

( ( * , / , / , A). (A*,/.c7(^),/.7(^), 

tels que (A, g', g, h!) € |T] (C; F). Par récurrence transfinie, on construit 
des p-sous-structures OR et CR7 de et l'on montre qu'on a 

v = (F, p(a'), p(<j), 5) où 5). 

Définition. — Si (p, J) est un Z-prolongement de w€S&(p)0, on dira 
que e est une quasi-expansion du foncteur p-structuré expansif u. 

I l COROLLAIRE. — Soit p un foncteur (—-étalant à section maximale (:{). 
Supposons que u = (F, F, C, §)€&(p)o? gwtf (F, F) soif un couple q-dis-
tingué régulier (J) e£ çwe (C, g'-, F'j soit bien fidèle. Alors u admet une 
quasi-expansion v = (F, F, K, q) ayant la propriété : (F, F, K, q') est une 
expansion (*) de (F, F, q\ où qr est le foncteur sous-jacent à q. 

Cas particulier. — Supposons que p soit le foncteur identique de JTL. 
Si (F, F, q) admet une expansion V et si F = Fq [au sens de (*)], 
u = (F, F, a (q), q) est un foncteur expansif et v' fournit une solution aux 
trois problèmes « universels » : de l'expansion (existence d'une Z-structure 
colibre engendrée par u) ; de l'expansion (OTi, i, DM)-structurée [existence 
d'une («^'(p), c> (p))-projection ( 2)]; de la quasi-expansion (existence 
d'un Z-prolongement de u). Plus généralement, tout foncteur expansif 
u — (F, F, z(q),q) admet une quasi-expansion v et, si u engendre une 

21 Z-structure colibre (ce qui peut arriver même si l'expansion de (F, F, q) 
n'est pas définie), elle est isomorphe à P. Mais le foncteur Z n'admet pas 
d'adjoint à droite. Ainsi le théorème de quasi-expansion est une générali
sation directe du théorème d'expansion [théorème 8, chap. V (*)], alors que 
le premier théorème d'expansion [plongement dans un foncteur avec 
hypermorphismes (2)] généralise le théorème 17 [chap. V (*)]. 

•(*) Séance du 19 décembre 1966. 
(*) Catégories et structures, Dunod, Paris, 1965. 
(2) Comptes rendus, 263, série A, 1966, p. 762 et 863. 
(3) Comptes rendus, 261, série A, 1965, p. 1577; développé dans Structures quasi-

quotient, à l'impression dans Math. Ann. et multigraphié, Paris, 1965, 93 pages. 
(Institut Henri Poincaré, u , rue Pierre-Curie, Paris, 5 e.) 
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ALGÈBRE DES CATÉGORIES. — Théorème de quasi-expansion régulière. 
Note (*) de M. CHARLES EHRESMANN, présentée par M. René Garnier. 

Cette Note fait suite à quatre Notes antérieures dont nous reprenons la termino
logie Théorème de quasi-expansion régulière généralisant au cas des néofoncteurs 
structurés le théorème d'expansion régulière de (2). Ce théorème permet de résoudre 
le problème « universel » du perfectionnement d'une catégorie structurée. 

Soit p = (OTi, p, 3Cj un foncteur d'homomorphisrnes saturé à JTt0-pro
duits fibres. Nous désignons par DV (p) la catégorie des néofoncteurs 
p-structurés (4), par p ' son foncteur projection vers DI'; par ^(p) la caté
gorie des foncteurs p-structurés et par p son foncteur projection vers JTt. 
Si S^BZQ et si s est une p-sous-structure de s, nous posons s' = s\p(sf). 
Soit p, la restriction de p à la sous-catégorie pleine &i(p) de &(p) dont 
les unités sont les (C, s) € ^(p)o tels que (C*Y, s|Cv) soit un groupoïde 
p-structuré Dans cette Note [ainsi que dans (i)] (K*, s') est appelé 
sous-catégorie p-structurée de (C, s) € 8*(p)o si K* est une sous-catégorie 
de C et s' = s |K; alors (K*, s')G&(p)0. 

1. NÉOFONCTEURS STRUCTURÉS EXPANSIFS. 

DÉFINITION. — On appelle néofoncteur p-structuré expansif un quadruplet 
u=z(F, F. G, Q\ où £ —((C\ s), q, (fi', s))e0l'(p)i 

vérifiant les conditions obtenues en remplaçant partout foncteur par 
néofoncteur dans la définition d'un foncteur p-structuré expansif (A). 

Désignons par &(p)o la classe des néofoncteurs p-structurés expansifs. 
Soit &(p) la catégorie définie à partir de cR(p)0 de la même façon que ^(p) 
a été définie à partir de &(p)o', ses éléments sont donc certains quadruplets 
(u2, D 2 , D 4 , Ui) dans lesquels 

Ui<=à(p)Q et Ds, D„ 

Soit tfv(p) la sous-catégorie pleine de &(p) ayant pour objets les 
(F ,F ,C,ç)€*(p )o tels que a($) = (C\ î )e* i(p )o . 

Soit <RS(p)o la classe des triplets v = ((£', s\ h, u) vérifiant les condi
tions suivantes : 

i° ( C , ; ) € ^ ( p ) : , u=(F,F,C,$)€<fc(p) 0 et q = ((C\ s), q, (C, 5 | C)) ; 
2 o p(A) = (F, A, F) est une surjection et h€ (s \ F). 2C. (s | F) ; 
3° (C", s) est une F-quasi-expansion régulière (*) de (C, s|C). On a 

F== FnC. 
4° En posant G = FuP(F)uC, il existe un néofoncteur qv de G* vers C 

admettant p'(q) et p(h) pour restrictions. 
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Soit cR'(p) la classe formée des quadruplets 
ix~ (i'j, d,, du t'O 

ayant les propriétés suivantes : 

i° Vi~ ((C), S,-), fe, u f ) € ^ ' ( p ) 0 pour i = i et 2 ; 
2° (g,,, d3, d 4, #1'; 
3° Il existe Y(|x) = (u2, D 2 , D 4 , u 1)€cR(p) tel que p'(D 4 ) soit une 

restriction de d4 et p ' (D 2 ) = c?2; 
4° H existe gi Ea(A2) .TR!. a(A4) tel que p(gt) soit une restriction 

de p^(di). 
iR'(p) est une catégorie pour la loi de composition 

( ( v'.2, ûT2 , d\, v\ ), ( \>.. , rf,, vx ) ) • -v {«/2. (i'2. d<i, </,. r/,, ) 

si, et seulement si, <i2 —d,. 

PROPOSITION. — 5/ |J.€S tft'(p), t7 existe un unique 

D(f/)€(C;, 5,,).Yr(p).(C*J, ? T ) 

teZ gwe p'(D(u)) admette dA pour restriction. Les surjections fx^D(p.) 
e£ u.-> Y(4u.) définissent des fondeurs D e/ Y de cK'(p) vers &*(p) et vers ^l(p) 
respectivement. 

2, QUASI-EXPANSIONS REGULIERES. 

THÉORÈME. — Si u° = (F, C*0, C, q) €S <-R(p)0, alors u° admet un Y-pro
longement (4) ^(u°) = (J„0, cv) tel que JM« soir inversible. 

En effet, posons 

£ = ((C", (C\ j)) el q=p'i§). 

Désignons par • (F, g) la sous-catégorie (2) du graphe multiplicatif 
( • C) X C, où • C* est le graphe multiplicatif des trios (2) de C, ayant pour 
éléments les couples (£, k) tels que 

* € C, / = (/ , /, q (*) ) € • C\ / € F, / € F. 

Il existe une catégorie p-strueturée •(«, s) = ( • ( F , q), <x), où ar est iso
morphe dans à une p-sous-structure de sXsXsXs. Soit F 4 la classe 
des couples (t, e) tels que 

^6C;, tz=:(j,q{e),q(e)), feF.q(e), 

et Ci la classe des couples (q\ (Ar), A), où 

A€C et q\{k) = (q (?(*)),?(«(*)),?(*)). 
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On montre que • ($, s) est une F4-quasi-expansion régulière de (C*X, a] Ci) I l 
et que 

*v= ( • ( * , * ) , h\ ux), 
où 

M,= (F , (C,)"0, C„ £,) et p(A°) = ( F , A", fi> 

Nous supposons dans la fin de cette Note que P = (jTL, P, êt) est un 
foncteur d'homomorphismes saturé à JH0-produits fibres et que p est la 
restriction de P à 3C = P (JTt) € 3Tt0. Soit À l'ordinal inaccessible associé 
à l'univers J n o et soit c < A un ordinal sans prédécesseur. 

THÉORÈME. — Supposons que P soit £-|—engendrant (4) pour JTL. Si 
(H', S)€^ r

1 (p)o, si r es£ ime relation d'équivalence sur H, existe une 
p ̂ -structure quasi-quotient de (H*, S) par r. 

On montre d'abord, en utilisant un raisonnement par récurrence trans- 2 
finie, que le foncteur P 4 de 3*i (P) vers JTL est ( JTL, B, ^ 4 (p))-engendrant, 
B étant la classe des N = (c2, n, c4) € (P) tels que /2 soit un P-mono-
morphisme. Le théorème résulte du théorème d'existence de structures 
quasi-quotient (4). 

THÉORÈME DE QUASI-EXPANSION RÉGULIÈRE. — Supposons que P soit 
c-|—engendrant pour DM et que 

M = (F, f, C, q)edï(p)o. 

On a u° = (F, C 0 , C, q)G<R(p) et u admet un Y-prolongement v(u) = (v(l, J„) 
tel que D(pf /) soit une px-structure quasi-quotient (K*, Œ) de D (*>„„)• 31 

En effet, soit r la relation d'équivalence sur • (F, q) engendrée par la 
classe des couples 

où (/c, g', g, /c') € •(C*; F). Il existe une /^-structure quasi-quotient (K, â) 
de • ($, 5) par r. Par récurrence transfinie, on construit des p-sous-struc-
tures a' et Œ" de a et l'on montre qu'on a 

vu= ((&*, a), /*, w2), a (h) = ar' 

et 
I/*=(F', f2, C2, q 2 \ Où C2 = p((7"). 

COROLLAIRE. — Soient p un foncteur \—étalant à section maximale (4) et 41 
u = (F, F, C, $)€tfl(p)o. Supposons que (F,F) «oit un couple q-distinguê 
régulier (2), oùq = p'(q), que (C, £i, F') soit fo'en. /idèfe ci que (F, F, C, ç', K # ) 



( 4 ) 
soit une expansion régulière [chap. V (2)] de (F, F, q). Alors u admet un 
Y-prolongement (((ÏC", a), h, u 2), J«), où 

M,= (F,FnC, C, f,) et A(A)=$|F, 

p'(qt) étant une restriction de q. 

DÉFINITION. — Si J) est un Y-prolongement de u€<&(p)o, on dira 
que p est une quasi-expansion régulière du néofoneteur p-strueturé 
expansif u. 

THÉORÈME. — Supposons que P soit £-|—engendrant pour JTL et gue 
11 u€cR(p) 0 . Pour que u engendre une Y-structure colibre v', iZ /aut et iZ su^t 

gue u admette un Y-prolongement (y, J) tel que J soit inversible; dans ce cas, 
v* est aussi une quasi-expansion régulière de u. 

Cas particulier. — Supposons que p soit le foncteur identique de J1L 
et que u = (F, F, C, q) € tfl(p)0. Si l'expansion régulière de (F, F, g) est 
définie au sens de (2), elle correspond biunivoquement à une quasi-expan
sion régulière de (F, F, q). Si F = F'' [notation chap. V (2)], Y expansion 
régulière de (F, F, q) est donc solution des deux problèmes universels : 
de l'expansion régulière (existence d'une Z-structure colibre engendrée 
par u) et de la quasi-expansion (existence d'un Y-prolongement de u). 
Ce deuxième problème est naturellement plus général. 

Application au perfectionnement. — Soit u= (F, F n C , C, g)€tfv(p) 0 tel 
2 que p (q) soit l'injection canonique de C dans C. Alors u admet un Y-pro

longement (v, J). Nous dirons que (C, 3) = D(*>) est un (^(q), F)-quasi 
perfectionnement de '«(§) [resp. un F-perfectionnement de (C", s) si (C, s) — q 
et si J est inversible]. Si P est le foncteur identique de JTL, un (C, R(C'))-
quasi-perfectionnement C de C* est un R(C')-perfectionnement de C si, 
et seulement si, C* vérifie la condition (P) du chapitre V ( 2); dans ce 
cas, C" est un perfectionnement (2) de C\ 

(*) Séance du 4 janvier 1967. 
(I) Comptes rendus, 263, série A, 1966, p. 655, 762, 863 et 264, série A, 1967, p. 5. 

3 (2) Catégorie et structures, Dunod, Paris 1965. 
(3) Ann. Ec. Norm. Sup., 80, 1963, p. 349-426. 
(4) Comptes rendus, 261, 1965, p. 1577, développé dans Structures quasi-quotient à 

Timpression dans Math. Ann., multigraphié, Paris, 1965, 93 pages. 
(Institut Henri Poincaré, 

11, rue Pierre-Curie, Paris, 5E.) 

174069. — Imp. GAUTHIER-VILLARS. — 55, Quai des Grands-Augustins, Paris (6E). 
Imprimé en France. 
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TOPOLOGIE ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE 
Séminaire dirigé par C. EHRESMANN 

MARS 1964 

VOL. VI 

/ 7 7 / 

CATEGORIES ET STRUCTURES : Extraits 

par Charles EHRESMANN 

Le texte suivant est formé d'extraits des chapitres 2 et 3 d'un livre provisoi
rement polycopié sur les catégories et les structures qui développe un cours donné à 
l'Institut Henri Poincaré (19^3-64). Comme ce livre ne paraîtra pas avant plusieurs mois, 
nous EN indiquons ici, afin de pouvoir ultérieurement NOUS y référer, un certain nombre 
de définitions et résultats. Ce travail est un complément aux articles [ l ] , [ 2 ] e t [3] 
dont nous reprenons la plupart des notations. 

1. Espèces de structures dominées. 
Soit % une catégorie pleine d'applications et soit 5F la catégorie de tous les 

foncteurs fC*,0,C*) tels que (C,5>,C) € % ; soit (%,pcç , 3") le foncteur canonique 
défini par pcf : (C'9$,C')+(C,$,C). 

Si C* est une catégorie et si une sous-catégorie C* de C' est une catégorie 
d'opérateurs sur une classe S relativement à la loi de composition k1 , le triplet 
(C*,S ,/<') définit une espèce de structures (au-dessus de C'); si C* = C *, nous 
écrirons aussi [C ' ,S ,/<* ] au lieu de ( C SQ ,/<'). Nous désignerons par C**SQ la 
classe des couples (f,z)€CXSQ tels que K% ( f, z ) soit défini et nous poserons 
K'( f, z ) = fz. La catégorie des hypermorphismes associée à (C',S,k') sera notée 
( C**5 0)*. Soit / l'application définie, lorsque / e C x , par : z -*• fz, où ( f, z ) € C * 
Soit (î(?ïï)o la classe des espèces de structures 7] = ( C SQ, K% ) telles que C * € 3" 
et SQ € 5ïïo ;soit (3(5ïl) la catégorie des applications covariantes ( 77,($ , cpQ) 9 r¡) pour 
lesquelles r¡ed(%)o et-nefî(9ïï) o; soit p l'application : 

RRC*,S 0 ,K«),($,cp o ) , (C-,5 o ,^'))-r7 o ,cp o ,5 o ) 

de d(%) dans JR, qui définit un foncteur {% , p, fl(5ll)) . 
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2 C. EHRESMANN 

DEFINITION. Soit X = fïî, €5r« 0« ¿/íí que (C*,F) est un couple dominant 
1 dans f X,J2) une espèce de structures, ou que (( C ', S , K'), F) est une espèce de 

structures dominée dans ( si F — ( £, F, C ^) est un fondeur et si ( C ', X . F) 
est un couple définissant l'espèce de structures ( C ', S , K' ) ; on appelle ( C *, SQ, K' ) 
l'espèce de structures sous ( C *, F). 

Soit r¡ = ( C ', SQ , K' ) € fl(3ll)0 et soit TT% Y application : z -* e , oh e€C¿ et 
( e,z) € C**So. 

PROPOSITION. Si (%, X, £ J est un fondeur fidèle, ( Tj, F ) est une espèce de struc
tures dominée dans ()>>,£.) si, et seulement si, F est une application de CjC C dans 
£ vérifiant les conditions .* 
1) Si e €7T'(So), on a F(e) eî.Q et Xf F(e)) = rr'(e). 
2) Si f € C et s'il existe z € S tel que K*( f, z ) soit défini, on a: 

F(f) = (F(e'),f,F(e)), oùe = a(f). e' = j3(f). 

Une espèce de structures dominée dans (pÇf,?) est appelée une espèce de 
morphismes [ 1 ] . 

DEFINITION. On dira que S' est une catégorie munie d'une catégorie d'opérateurs C*, 
la loi de composition étant K' , si C' est une catégorie d'opérateurs sur S relativement 
à K', et si S' vérifie les conditions : 
c ) Si ( z', z ) € S '* S' et si ( f, z' .z) e C * S, on a : 

(f,z') €C'*S,(f,z) €C'*S et f(z' .z) = fz' .fz. 

c 2) Si zQ e S¿ et si ( f, zQ) e C * S, on a fzQ e S¿. 
Cette définition signifie [ 1 ] que [C ', S, K* ] est l'espèce de structures sous 

une espèce de morphismes (r¡, F) et que S* est la catégorie somme des catégories 
F(e), où e € C; . 

Un cas important d'espèces de structures dominées est celui des espèces de 
structures dominées par des applications covariantes, c'est-à-dire des espèces de struc
tures dominées dans (p, &(%)). 

Pour que (rj, F) soit une espèce de structures dominée dans (p, â(%)) il faut 
et il suffit que les conditions suivantes soient vérifiées : 

1) Tf~ (C*, SQ, K%) est une espèce de structures; soit 77* l'application z -» e 
de SQ dans C¿, où ( e, z) € C ** SQ et soit Cj la sou s-catégorie de C * opérant sur 

2) Il existe un foncteur G de C* vers ï et, pour tout e € 77' f S Q ), F( e ) est 
une espèce de structures ( G( e), TT% ( e ) , K% ( e)). 
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CATEGORIES ET STRUCTURES 3 

3) Si f€Cv e = a(f) et e' = /3(f), alors F (f) = ( F ( e> ), (G ( f ) , %( f )), F (e)) 
est une application covariante, c'est-à-dire <p f /) est une application de 7T'( e ) dans 
-1 -1 ° -1 
TT'(e') telle que, si z € TT' ( e) y (gl^z) £ G ( e ) * n' ( e ) , on ait : 

%(f)(gz) = G(f)(g)%(f)(z). 

Supposons ces conditions réalisées. Pour tout e ^(G^)^, désignons par F(e) 
la catégorie ( G( e) * 77"' ( e)) *. Pour tout f € C ^, posons : 

F(f) = (F(P(f)),f,F(a(f))). où f(g,z) = (G(f)(g),%(f)(z)). 

Soit 2 * la catégorie somme des catégories F( e). 

PROPOSITION. 2 ' est une catégorie munie de la catégorie d'opérateurs C J relativement 
à la loi de composition K* : 

( f, (g, z)) * f(g, z) si, et seulement si, (g, z) 6 F( a( f )). 

REMARQUE. Les conditions 1, 2 et 3 n'entraînent pas que (C',G) soit un couple 
dominant dans (pgr,?) une espèce de structures. On peut toutefois se ramener à ce cas 
en remplaçant G(e) par la catégorie équivalente dont les éléments sont les couples 
( e, g) tels que g € G( e ) . 

Supposons de plus que ( C ', G ) soit un couple dominant dans ( py , ? ) une 
espèce de structures /2 , c'est-à-dire que (JJL.G) soit une espèce de morphismes. Soit 
r* la catégorie des hypermorphismes associée à l'espèce de structures JJL . On sait 
[4a ] que (F*, F"1") est une catégorie double, la loi de composition étant définie par: 

(r.g')^(f.g) = (f.g'-g) 
si, et seulement si, f = f et ( g', g ) € G ( e ) * G ( e ) , où e = a( f). 
Soit (S ', S t K* ) l'espèce de structures somme des espèces de structures F( e), 

où e en1 ( SQ ) . 
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4 C. EHRESMANN 

Rappelons le théorème suivant (voir [4b], p.2) qui relie la notion d*espèce de struc
tures dominée dans (p, &(%)) à la notion d'espèce de structures au-dessus d'une espèce 
de morphismes, définie dans [ 4b ] : 

THEOREME. (( F *, F"1" y, 77', SQ) est une espèce de structures au-dessus de l'espèce de 
morphismes ( /Ji, G ) , où TT'(Z) = s si K' ( s , z ) est défini. L'application : 

((C'tSO,K')tF)^((r',rM),n'fSo) 

est une bijection de la classe des espèces de structures dominées par des applications 
covariantes sur la classe des espèces de structures au-dessus d'une espèce de mor
phismes. 

CAS PARTICULIER. Soit C la catégorie des couples ( V, U ),' où V et U' sont des 
ouverts d'un espace topologique E et U' C U , munie de la loi de composition entre 
couples. Si (JJL, G) est une espèce de morphismes et si G( U, U) est un groupe (resp 
un groupoîde) pour tout (U, U ) € C'Q, alors G est un préfaisceau de groupes (resp. 
grounoides). Si de plus l'espèce de structures JJL est une espèce de structures inductive 
complète [ 5 ] , G est un faisceau de groupes (resp. groupoîde s). Supposons que 
[C ', SQ, K1 ] soit une espèce de structures complètes et que ( [ C ', SQ , K* ] , F ) soit 
une espèce de structures dominée dans (p . Avec les notations des conditions 
1, 2 et 3 et si G est un faisceau de groupes, p F est un faisceau d'ensembles muni du 
faisceau de groupes d'opérateurs G [6 ] . 

COUPLE DE CATEGORIES D'OPERATEURS. 
Soit ( [ C ', SQ , K1 ] , F ) une espèce de structures dominée dans ( p, (3( 3ïï )); repre

nons les notations des conditions 1, 2, 3, ci-dessus; supposons que,pour tout f 6 C, 
Gif) soit le foncteur identité de la catégorie C"*" et que, pour tout e € C ' , F ( e ) = 
= [ C ,77* (e),K'(e)]» Alors C est aussi une catégorie d1 opérateurs sur SQ rela
tivement à la loi de composition Ky : 

~ -JL "I 
(g,z)-*K'(e)(g,z) si, et seulement si, TT' ( z ) = e et ( g, z ) € C * 77' ( e j . 

Soit 77* l'application : z -* s si, et seulement si, K* ( s, z ) est défini, de SQ sur ; 
cette application est l'application somme des applications n'(e) correspondantes aux 
espèces de structures F( e ) . 

La situation précédente est équivalente à la suivante : 
Soient C" et deux catégories, SQ une classe vérifiant les conditions suivantes : 
A) C * est une catégorie d'opérateurs sur SQ relativement à K* . 
B) C"1" est une catégorie d'opérateurs sur SQ relativement à K1 . 
C) Soient z €S, f e C et f € C. Si fz et fz sont définis, les composés f(fz)et 
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CATEGORIES ET STRUCTURES 5 

f( f z ) sont définis et on & : f( f z ) = f( fz ) . 
DEFINITION. Si les conditions A, B et C sont vérifiées, on dira que (C', C^j est un 
couple de catégories d'opérateurs sur SQ relativement à ( K*, K* ) . 

Les catégories C * et C^ jouent des rôles équivalents dans la définition pré
cédente. 

Soit ( C ', C^~) un couple de catégories d'opérateurs sur une classe 2 relati
vement à (K\K!). Soit H la classe somme de C, de C et de 2 . 

PROPOSITION. H* est une catégorie admettant C ' et la catégorie duale de pour 
sous-catégories pleines, la loi de composition étant définie par 

(f'.f)-f'.f si (f',f)€C-*C 
(T,ï)->7.7 si (JJ>) e C % C X 

(zj)-7z si (J.zJeC^*! 
( f ,*)-> f z si ( f, z ) €C" *2 

EXEMPLE. Soit [C ', S q y K' ] une espèce de structures et soit C la catégorie ayant 
pour seul élément une unité a\ C. Alors ( C ',\a\) est un couple de catégories d'opéra
teurs sur SQ relativement à ( /<',/<'), où : 

KR ( a, z ) - z pour tout z € S Q . 

La classe H est la classe somme de C, de SQ et de a. Dans la catégorie H * corres
pondante, tout élément z e S Q admet a pour unité à droite. 

Soit K • une catégorie; soient ( K ', p, C ') et ( K ', p , ) deux foncteurs. Soit 
2 la classe des triplets ( e, k, e) tels que : 

eeC'o, ê~ eC^ , k e K , J3(k) = p( e) <et a(k) = J(e). 

C ' opère sur 2 relativement à la loi de composition K% : 

(f,(e,k,e))-+(F3(f),p(f).k,e~) si, et seulement si, a(f) = e . 

La catégorie duale (C^J* de C opère sur 2 relativement à K% : 

( f,( e, k, éT))-> ( e, k .p( f ) , a( f )) si, et seulement si, e - F3( f) . 

PROPOSITION. ( C ', ( )*) est un couple de catégories d'opérateurs sur 2 relati
vement à ( K' , K' ) ; soit H' la catégorie correspondante; il existe un foncteur ( K ' ,p, H ' ) 
admettant p et p pour restrictions. 

Nous aurons en particulier à utiliser la construction précédente dans le cas où 
C est une sous-catégorie de K ' et p. = t . 
CATEGORIES DOMINEES. 

Soit C* une catégorie; pour tout couple ( e*, e ) d'unités de C , nous désignons 
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6 C. EHRESMANN 

par Hom(e',e) la classe des h€C tels que a( h ) = e et /5 (h ) = e' . Soit T * la 
souscatégorie de la catégorie produit C ' x C * formée des couples ( ff, f ) € C X C tels 
que Hom( a( f ) , /3( f )) 4= 0 . Cette catégorie est une catégorie d'opérateurs sur la classe 
C relativement à la loi de composition K'(C*) : 

((f'.f),b)+ f'.b.f 
si, et seulement si, (h, f) € C •* C et ( f, h ) £ C ** C *. 

Soit nf C ) = ( F14, C, K'( C •)) l'espèce de structures ainsi définie. Le couple définis

sant 7)( C) est le couple ( C' xC*,Hom), où Hom est le foncteur de F* vers % tel 
que Hom(f,f) soit l'application :£>/'. h .f de Hom(a(f ) , j3(f)) dans Hom( fi(f), a(f)) 
pour tout ( f , f ) € T . 

DEFINITION. Sz ( 7]( C ' ) ,F ) est une catégorie dominée dans ( X, j? J, oà (5ìl, X,£j e J , 
1 o« Jz'ra ( C ', F ) est une catégorie dominée dans ( X, £ ) . 

EXEMPLE. Une catégorie préadditive [8] est une catégorie dominée dans ( , § ) , où 
§ est la catégorie des homomorphismes entre groupes abéliens et £G la restriction de 

CONSTRUCTION D'ESPECES DE STRUCTURES DOMINEES A PARTIR DE ( T), F ). 

1) Soit ( %, q, H , Ky ) une catégorie d*homomorphismes; soit (*№, q <7, K) le 
foncteur tel que K soit la catégorie des foncteurs H  structurés et # sa projection cano

nique dans H (voir [ 1]) . Soit (TJ, F) l'espèce de structures dominée dans (p, &(%)) 
considérée au début , (fi,G) l'espèce de morphismes correspondante. Supposons que 
(JJL,G) soit une espèce de structures dominée dans (<7,K) telle que G — q G et que 
(TJ,H) soit une espèce de structures dominée dans ( q, H ). Supposons de plus que 
H( e ) = ( G( e ),TTÌ

E, H( e )), où TT^ est la restriction de rr% À TT'(e) = p F(e) = q H(e)> 
soit une H  espèce de structures (voir [4c]) , pour tout e e ( C^^ et que, pour tout 
feCiy 

H(f) = (H(e'),(G(f), %(f)),H(e)) 
soit une application Hcovariante [4c] , où e = a(f), e' - f3(f). Ceci signifie que 
(T),H) est une espèce de structures dominée dans (p pj^,.â(H)) où Q(H) est la 
catégorie des applications Hcovariantes [ 4c ] et pj( sa projection canonique darîs â()ïl). 

EXEMPLE. Si on prend pour H la catégorie des applications continues entre espaces 
topologiques (resp. des applications r fois différentiables entre variétés r fois diffé

rentiables), on obtient une situation qui généralise celle des espaces fibres topolo

giques (resp. différentiables), et que nous préciserons plus loin. 

492 



CATEGORIES ET STRUCTURES 7 

2) Soit (17, F) l'espèce de structures dominée dans (p, fl()il)) déjà considérée. 
Soit (5lï, A , £ ) un foncteur. Supposons que, pour tout e e(^i)¿ » (F (e), N ) soit une 
espèce de structures dominée dans ( X ,32) et que, pour tout /eC v((F(e'),N e*), F(f),( F(e),N¿) 
soit une application covariante F( f) entre espèces de structures dominées dans (X }£) 
(voir [ 3 ] , p. 16). Ceci signifie que ( 7], F) est une espèce de structures dominée dans 
(p X , â' ( X ,£)) t où â'(X } <£) est la catégorie des applications covariantes entre 
espèces de structures dominées dans ( X , j? ) et X sa projection canonique dans (Î(ÎK) 
(voir[3]). 
EXEMPLE. On peut prendre pour (5ïï, le foncteur (? ï ï ,£J ,?); ce cas intervient 
en théorie de la cohomologie sur les catégories; la notion de faisceau de groupes admet
tant un faisceau de groupes d'opérateurs [6] en est un cas particulier. D'autres cas 
particuliers ont été utilisés dans des constructions d'Analyse ou de Géométrie différen
tielle. 

2. Surjections et projections. 
Soit C* une catégorie. Nous désignerons par R^( C ' ) (resp. R ¿( C ' )) la SOUS-

catégorie de O formée des monomorphismes (resp. épimorphismes) de C *, par R ( C ' ) 
la sous-catégorie R ( C * ) O R ¿( C ) dont les éléments sont les éléments réguliers de 
C *. 

Les conditions / £ C, f e R ( C *) et f = f .g entraînent g e R ( C " ) . 
& ° -

Soit (C*,p,Cm) un foncteur et soit C une sous-classe de C . Nous dési-
gnerons ' par C'(C',p) et C*(C',p)^ les classes des ( C, p)- injections et 
( C, p ) - surjections respectivement, qui sont des catégories [ 2 ] si C* est une sous-
catégorie de C. Si h €C et si h* est un (C*, p)- sous-morphisme (resp. (C ', p)~ 
morphisme quotient) de h, nous poserons*^ 

(C,p) 
h'/-* h (resp. h9 -Jh). 

(C',p) 
PROPOSITION. Si j € C'(C,p)_j et si p(j) 6 Rd( C ) (resp. 6 Cy ) , on a j e RD( C ) 
(resp. € Cy ) . Si f admet un inverse à gauche dans C* et si p( f) € R ¿( C ) , f est une 
( C, p ) - surjection faible. Si f admet un inverse à droite dans C ' et si ( C *, p, C * ) est 
un foncteur fidèle, f € C*( C , p . 

PROPOSITION. Soient f* 6C et f € R¿( C ' ) . Si f'.f est une ( C, p ) - surjection (resp. 
surjection faible), alors f1 est une ( C, p )-surjection (resp. surjection faible). 

COROLLAIRE. Soient^ j £C'(C,p)^ , j % eC(C,p)^. et (jvf,j,h) er jC\ Si 
h €Rd(C), on a : j[£iîk . 

*) • r i ' m .s * ' Ces notations diffèrent de celles de L 3 J où C *( C1, P ) t et C *( C*, p ) sont représentés par C * (C*, p) 
et C *1 ( C , P ) et où les symboles —' et r~" sont resp. notés —< et «Cl . 

1 

2 
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8 C. EHRESMANN 

THEOREME. Soient h € C et h' € C. Les conditions suivantes sont équivalentes : 
1) h' est un ( C, p)-morphisme quotient de h . 
2) Il existe des ( • C, Dp ) - surjections ( fi( j ) , j , j , a( j)) et (h', j x, ;, h ) . 
PROPOSITION. Soit C* une sous-catégorie de C*. Si j % € C %nC *( C, p , on a 
jt€ C C, pi si, et seulement si, les conditions gtC et g^jy^^C^ entraînent 

Soit C* une sous-catégorie de C * et C* une sous-catégorie de C' contenant 
p(s) pour tout s €(C*) . 

DÉFINITION. On dira que C\ vérifie la condition (cr) (resp. (a*)) relativement à 
(C',p) si les conditions j € C ' ( C, p )_j (resp. jeC'(C',p) ) , a( j ) € C x et 
}3(j) e C % entraînent j e€\(C , pi (resp. j € C [( C , pi)^ ) 

Une sous-catégorie pleine de C' vérifie la condition ( cr ) relativement à (C* ,p). 

PROPOSITION. Pour que C\ vérifie la condition (cr) relativement à (C,p) il faut et 
il suffit que les conditions ; 

(C,p) 
h' 'h, heCv a(h')€C1 et /3(h')€Cx 

entraînent h' € C x . 

PROJECTIONS ET INJECTIONS. 
Soit H* une catégorie, C* et C * deux sous-catégories pleines de H'. Supposons 

que H soit la somme de C, de C et d'une sous-classe X de H telle que, pour tout 
/ € S , on ait a( f ) € C et fS( f) 6 C. Cette situation se présente par exemple si H ' est 
la catégorie associée (voir paragraphe 1) à un couple (C',C^) de catégories d'opéra
teurs sur S. Remarquons que la donnée de H * et de C détermine entièrement X et C. 

Soit ® la catégorie ayant 3 éléments distincts z, a(z) - e et f3(z)= e .11 
-1 

existe un foncteur (B,Z,H') tel que Z(e) = C, à savoir le foncteur défini par : 
g -* e si g € C, g -» e si g € C et f •* z si / € X . 

DEFINITION. On dira que j €H est un ( C, H ' ) - projecteur si j est une (B, Z ) - surjec-
tion telle que Z(j)^ e. Si h* e C est un (B, Z)~morphisme quotient de h € H, on 
dira que h' est une ( C, H ' ) - projection de h. 

Tout ( C, H ' ) - projecteur est un épimorphisme puisque z est un épimorphisme 
de 0 . 

PROPOSITION. Pour que j€H soit un ( C, H* ) - projecteur, il faut et il suffit que 
J £ Cy ou que les conditions g €.2 et a(g) = a( j) assurent l'existence d'un et d'un 
seul g' € C tel que g'. j = g . 
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Soit K' une catégorie et soit C* une sous-catégorie pleine de K'. Soit C* la 
sous-catégorie pleine de K ' ayant pour unités les s £ tels que s £ C ̂  . Appliquons 
la construction du § 1 aux foncteurs ( K\i, C ') et ( K *, i , C ' ) et identifions la classe 
2 des triplets ( s, k, s ) tels que keK,s — a(k)eC et s = fS( k ) £ C à la sous-
classe de K formée des morphismes k pour lesquels a( k ) £ C et p( k ) £ C. Soit H* 
la catégorie construite au § 1 qui s'identifie à la sous-catégorie de K' réunion de C, 
de C et de 2 . 
DEFINITION. On dira que j € K est un ( C, K ' ) -projecteur si j est un ( C, H ') - projec
teur. On dira que h' 6 C est une ( C, K * )-projection de h € K s'il existe un quatuor 
(h',j',j,h) €QK* tel que j et j' soient des ( C, K *)-projecteurs; dans ce cas, on 
posera : h' (S ' K ' h h . 

Cette définition, qui est donnée dans [ 3], coïncide avec la définition précédente 
lorsque K — H. Nous allons énoncer ici des propriétés des ( C, K * )- projecteurs non 
indiquées dans [ 3 ] . 

PROPOSITION. Pour que j € K soit un ( K, K ') - projecteur, il faut et il suffit que j 
soit inversible dans K*. 
REMARQUE. Plus généralement la construction précédente s'applique même si C* n'est 
pas une sous-catégorie pleine de K'; alors un ( C, K ' )- projecteur est soit un élément 
de Cy soit un j € K tel que a( j ) \ C et que les conditions g € K, a(g)=a(j)^C^ 
et fS( g) € C*o assurent l'existence et l'unicité de g' € C vérifiant g — g' ,j . 
PROPOSITION. Soient h £ K, et j et j' deux ( C, K * ^projecteurs tels que a( h ) = a(j ) 
et fi(h ) = a(j. // existe un et un seul h' ( C> K * h h tel que (b', j ' , j , h ) e UK' . 

PROPOSITION. Si j est un ( C, Kprojecteur, alors j.g est un ( C, K')• projecteur, 
pour tout g € Ky . 
PROPOSITION. Les conditions suivantes sont équivalentes : 
1) (h', j ' , j ,h) et ( j3( j ) , j , j , a(j )) sont des ( QC \ CD K projecteurs. 
2) b' est une ( C, Kprojection de h et ( h' ,j',j, h ) £ • K', où j et /*' sont des 

( C, K * ) - projecteurs. 
PROPOSITION. Si h eK, h' r C> K * )j jy e t fot, ( C, K )j b t il existe un et un seul quatuor 
(h',y',y,h) €UC- tel que yeCy et J' CCy . 
CATEGORIES A C - PROJ ECTIONS. 
DEFINITION. On dira que K* est une catégorie à C - projections (resp. à C-éjections) 
si C* est une sous-catégorie pleine de la catégorie K* et si, pour tout e £ K'Q, il existe 
un ( C, K')-projecteur j tel que a( j ) = e (resp. un ( K ', C )• éjecteur j tel que 
fS(j) = e). 

495 



10 C. EHRESMANN 

Soit K* une catégorie à C - projections. Soit U(C,Km) la sous-catégorie de 
SK ' formée des quatuors (h', j ' , j, h) tels que h' € C et que ; et /' soient des ( C , K')-
projecteurs. 
PROPOSITION. \p- ( K\ \p, U(C, K' )), où 4> ( b', j * , / , h ) = h, est un foncteur défi
nissant K * comme catégorie quotient strict de U ( C, K * ) (voir [ 2 ] ) . 

Soit la relation d'équivalence sur U(C,K') associée à </>, qui est définie 
par : 

(b"J'J,h)^(h',j',j,b). 
Soit P l'équivalence de K' sur la catégorie quotient strict U(C, K')/D de U(C, K' ) 
par , définie par : 

h •* (b', , ;, h ) mod . 
THEOREME. Supposons que C ' vérifie la condition : 
(0) T out trio ( g, g, f) de C *, où f € Cy , est contenu dans un quatuor de ( C' ; C, Cy ). 
Pour tout h eK, représentons par cr(h) la classe des ( C, K *)-projections de h. 

Alors C' admet une catégorie quotient strict C* par la relation d'équivalence g si 
çj( g) — o~( g' ) , dont les unités sont les saturantes des unités de C' dans C' ; de plus 
(C\cr,K') est une pcf - surjection définissant C comme catégorie quotient strict 
de K-. 

PROPOSITION. Un foncteur section U de \p est une équivalence de K' sur une sous-
catégorie de U( C, K* ) ; tout autre foncteur section II de \jj se déduit de H par une 

• n 
équivalence naturelle. Soit 77 Vapplication de K dans K telle que (rr( e ))n = oP(U(e )), 
pour tout e € K^; alors ( fi^H, 77) est un foncteur naturalisé.2* 
PROPOSITION. Soit 77 une application de dans la classe des (C, K')-projecteurs 
telle que a(rr( e)) = e pour tout e ZK^. Il existe un foncteur naturalisé (77, 77) tel 
que rr( h) ( c > K' )f h pour tout h e K et l'application h -* ( TT ( h ), TT ( J3( h )), TT ( a( h )), b) 
définit un foncteur section de \p. 
DÉFINITION. Une application TT de K dans la classe des (C, K')- projecteurs telle 
que e - a 77 ( e ) pour tout e €K'Q sera appelée ( C, K ') -projection naturalisée; le fonc» 
teur naturalisé ( 77 , 77 ) correspondant sera appelé foncteur ( C, K * ) - projection natura
lisé associé à 77 . 
I) 

Dans une catégorie C*on appelle saturante d'une sous-classe B de C la catégorie engendrée dans C* par 
la classe 

c^.bub.cç 
2>SI f 6K, onpose = (>S<f),f,f,a(f)) et f m = ( f, $( T ), a( f ), f ). 
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IMAGE D'UNE PROJECTION PAR UN FONCTEUR. 
Soient K ' et K ' deux catégories, C* et C* des sous-catégories pleines de K* 

et K ' respectivement. Soient P( C, K') et P(C, K') les classes des ( C, Km) projec
teurs et des (C, K')-projecteurs, E(K\C) et E(K',C) les classes des (K*,C)-
éjecteurs et des ( K \ C ) - éjecteurs. 

Soit p = ( K *, p, K') un foncteur tel que p ( C)C C; soit py la restriction de 
P à Cy . 

PROPOSITION. Soient j et j ' ( C, K')-projecteurs tels que CL(j) = a(j') et 
p( j ) - p(j' ) . Si ( Cy , py , Cy ) est de plus un foncteur bien fidèle *) et si p( j) est 
un épimorphisme de K ', on a j = /' . 

PROPOSITION. Si f 6 K est une ( K,p )-surjection telle que f3( f)€C et p(f)eP(C. K') 
-1 - -

on a f e P( C, K'). Si p ( C) - C et si les conditions k € K et a( k) € C entraînent 
0(k)€C, les relations j€P(C,K') et p(j)eRj(K') assurent que j est une 
( K, p ) - surjection. 
DEFINITION. On dira que p est un foncteur ( C, C ) - compatible avec les projections 
(resp. les éjections) si p(P(C, K ' )) C P( C, K') (resp. si p(E(K', C)) C E(K% C )) . 

PROPOSITION. Soit p un foncteur ( C, C)• compatible avec les projections; si h' est 
une (C, K- ) - projection de h € K, on a p(hf ) ( C ' K * \ p(h ) . 

Supposons que K * soit une catégorie à C - projections (resp. C-éjections). 
Soit 77 une ( C, K •)-projection (resp. ( K \ C )-éjection) naturalisée et (11,77) le 
foncteur naturalisé associé à 77 . 

DEFINITION. On dira que 77 est une ( C, K * ) - projection ( resp. ( K', C ) - éjection) natu
ralisée appliquée par p sur 77 si rr est une ( C, K' ) - projection (resp. ( K', C ) -éjection) 
naturalisée telle que pu - rrp . On dira que p est compatible avec (77, C) s'il existe 
une ( C, K' ) - projection (resp. ( K', C ) - éjection) naturalisée 7T appliquée par p sur rr . 

1 Si on suppose le foncteur (C^tpy,Cy) bien fidèle, il existe au plus une 
( C, K *)- projection (resp. ( K', C)-éjection) naturalisée appliquée par p sur 77 . 

PROPOSITION. Si 77 est une ( C, K')-projection (resp. ( K ', C )-éjection) naturalisée 
appliquée par p sur 77 et si (11,77) est le foncteur naturalisé associé à rr, on a : 

p.U = Û.p. 

PROPOSITION. Si p est compatible avec (TT,C), alors p est un foncteur ( C , C ) -
compatible avec les projections (resp. les éjections). 

*) UN foncteur ( K *, q, K * ) est bien fidèle si les conditions : k. € K, a( k ^ = a( k 2 ) et q(kx) * q(k2) 
entraînent k ^ = k 2 . 
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12 C. EHRESMANN 

3. Applications des projections : Produits et produits fibres . 
PRODUIT DANS UNE CATEGORIE. 

Soit C' une catégorie. Soit i une classe de classes (qui peut être réduite à un 
seul élément /). Soit i( C ' ) la catégorie dont les éléments sont les familles ( fi)i€j , 
où /. 6 C et I e 4, munie de la loi de composition suivante : 

«rj)j<j'(fi>i'i> = <f'rfi)i<i 
si, et seulement si, / = I et ( f'., / .) € C** C* pour tout i e I . 

En particulier si 4 admet / pour seul élément, i(C') est la catégorie produit C*1 ; dans 
le cas général, i( C ' ) est la catégorie somme des catégories C où. / ei . 

Soit 2(4) la classe des couples ((fi)i€l,e) tels que (fj)i £ l € i( C '• ) et 
Q>( - e pour tout i € / . C* opère sur 2(4) relativement à la loi de composition : 

(§>(( fi\ €l> e fi'g)iel>a( g» si> et seulement si, e = /3(g). 
i( C') opère sur 2(4) relativement à la loi de composition K% : 

((8i)j€j.((fi)ieI.e))^((gi.fi)iel,e) 
si, et seulement si, / = / et (g{, / .) € C ** C * pour tout t € f . 

De plus (i(C'), C*) est un couple de catégories d'opérateurs sur 2(4) relativement à 
(K\K%). Soit H'(i) la catégorie correspondante ( § 1 ) dont i(C') et C* sont des 
sous-catégories pleines. 
DEFINITION. Un ( H '( i), C )- éjecteur est appelé 4-produit naturalisé 
dans C'; une ( H •($)> C )-éjection de (h'i)i€l est appelée 4-produit dans C de 
f^.) | £ j . On dit que C * est une catégorie à 4-produits si H'(i) est une catégorie à 
C - éjections; une application (resp. un joncteur) ( H '( 4 ) , C ) - éjection naturalisée est 
appelé application (resp. foncteurj 4-produit. *) 

Si 4 est la classe de tous les ensembles finis, non vides,d'entiers, une catégo
rie à 4 -produits sera appelée catégorie à produits finis. 
PROPOSITION. Si i'Ci, (('jr

i)i € l , e) est un if-produit dans C* si, et seulement si, 
c'est un 4 • produit dans C ' tel que lei'. 

Nous supposerons que toutes les classes / d'indices considérées appartiennent 
à une même classe %Q de classes, qui contient avec une classe toute ses sous-clas
ses et qui admet pour élément tout ensemble fini d'entiers; ainsi 4 désignera une sous-
classe de %o . Nous désignerons par P(C') la classe de tous les JR - produits. En 
vertu de la proposition précédente, on peut dire produit au lieu de 4- produit, ou de 

*̂ La notion de produit naturalisé dans C'est équivalente à celle de produit dans C* au 
sens de [ 7 ] , texte auquel nous renvoyons pour d*autres propriétés du produit. 
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Si '- produit. 

PROPOSITION. Les conditions suivantes sont équivalentes : 
1) h est un produit de (hi)i € l dans C*. 
2) Il existe ((h ., / '., fi,h)i e j,hm ) eP(CDC') et ((f >. H ). ç Jt /3 (h)m ) £ P ({Jj C '). 

COROLLAIRE. Si h' et h sont deux produits de ( h^)^ £ ^ dans C, il existe y £ Cy et 
y' £ Cy tels que h' .y'= y' .h . 

Soit C' une catégorie à $ - produits. Soit (11,77) un foncteur i- produit naturalisé. 
On posera : 

u«bih «/> = o u n«hi)i±r!) = hix...xhn. 
Soit e^ £C'Q pour tout i £ l et 7T(( ei)i £ j) = (( pi)i £ j,e); on appellera pi la projec
tion canonique de U e . sur e .. Si g • £ C, a(g,) = e* et j3(g .) — e . pour tout i 6 I , 

i e I 1 1 1 1 I I 
nous représenterons par [g,-]z-€j ( ° u [ g 1 g n ] si / est fini) l'unique élément de 
C tel que : 

Pi-lêihel = Si Pour ^ut tel. 
Soit ( C ', p, C ' ) = p un foncteur; soit p la restriction de p à Cy . p s'étenci 

en un foncteur i( p ) de H '(i) vers H ' ( i ) en posant : 

i(P)(U>i)ieI) =(p(hi))içn oft. A. €C, 
i(P) (( f i\ e r e ) = (( p( fi))i€ï, P( e))t oh f. eC et e = a(f.). 

PROPOSITION. Sz f C^,p^, j es? ûte p/as foncteur bien fidèle les conditions 
((fi)i€l.e) eP(C'), (( FÏ)i€ï,e') eP(C'), ]B(FI) = fi(fi)l p(f.) = p(f>.) et 
((P( fiïïi € l , P( e )) € P( C ' ) entraînent e = e' . 
DEFINITION. On dira que p est compatible avec les 3-produits si on a i(p)(P(C'))CP(C). 
Si 77 est une application i-produit naturalisé dans C*, on dira que p est 77-compa
tible s'il existe une application i-produit naturalisé rr dans C' appliquée sur rr par 1 
UT). 
PROPOSITION. Soit (Et, 77 ) un foncteur i - produit naturalisé dans C' et supposons que 
p est rr-compatible. Il existe un foncteur i-produit naturalisé (11,77) dans C* tel que; 

p( Il h.) = II p(h.) si h. £C. i el i el 
Si g{ €C et a( g£) = e' pour tout i el, on a ; p([g.]i € j) = [p( g^]. € { . 

PROPOSITION. Si C * et C' sont des catégories à produits finis et si p est compatible 
avec les { 1, 2 \ - produits, alors p est compatible avec les produits finis. 

THEOREME. Soit 77 une application produit fini naturalisé dans C* et soit TT sa 
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restriction à C'o X C*Q . Si p est TT2 - compatible et si ( Cy, pyt Cy ) est une catégorie 
d'hypermorphismes saturée, alors p est rr- compatible. 

Soit ( C p, C * ) un foncteur fidèle (respectivement soit (C',p,C*,Cy) 
une catégorie d'homomorphismes). Soit rr une application produit fini naturalisé dans 
C*. Pour que p soit compatible avec les produits finis (resp. soit 77-compatible), il 
faut et il suffit que les conditions suivantes soient vérifiées, où s. £ C *, i = l, 2 et 
rr(p(s1),p(s2)) = ((pi,p2),ê): 
1) Il existe sx X s2 € C; tel que p(s x X s 2 j = p( s x) X p( s 2 ) ; 
2) Il existe € C tels que a(p zJ = s x X s 2 , y5(p.) = s. et = 
3) Si g. £ C, a(g{ ) - s' et fi(g{) - s^ il existe [gx, g2 ] £ C tel que : 

a(lgvg2 ]) = *', P(lgvg2 ]) = sxXs2 et p([gx,g2 ])=lp(g1).p(g2)]. 
PROPOSITION. Soient C * et C* des catégories à { l\- produits. Si p est compatible 
avec les produits et si on a j^€ C '( C , p)^ pour tout i € I, tout produit de ( j^)^ £ j 
est une ( C , p ) • injection. 

CATEGORIE D'HOMOMORPHISMES A PRODUITS AU-DESSUS DE % . 
Soit % une catégorie pleine d'applications telle que M contienne avec une 

classe toutes ses parties, avec 2 classes leur produit. Soit (11,77) le foncteur produit 
naturalisé dans % tel que : 

DEFINITION. Soit (%,p,K) un foncteur et soit £KQ; on dira que (si)i€j admet 
(( Pih *i> S) pour produit dans (%,p,K) et on posera : S - Us., si (( p .). _ t,S)estun 

1 l € l _ i€l 1 1 l € l 

produit naturalisé de (sj)i€j dans H tel que pip^ soit la projection canonique de 
II p(s.) sur pis.). 

i €l 
Soit (%yp,Kt.) une catégorie d'homomorphismes. 

PROPOSITION. Si s £KQ, si (s)i€l admet un produit ((p{){ € j , S) dans (%,p,K) et 
s'il existe s^f-jS tel que p(s$) soit la diagonale à de pi S), il existe S^Ky tel 
que a( B) - s, Pi S) = Sg et : 

p(T) = (à,[p(s)].€l,p(s)). 

DEFINITION. Soit s eKQ; si (s)i€j admet un produit ((Pi)i€j»S) dans (%,p,K) et 
s'il existe tel que p(s$) soit la diagonale de pi S) on dira que s g est une 
structure diagonale de (s)j€i e* °n appellera l'élément S de %y,dont l 'existence est 
assurée par la proposition ci'dessus, l'isomorphisme diagonal de (s)i€j. 
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PROPOSITION. Supposons (%,p,K, .) résolvante à droite (resp. saturée). Si (s)i<n 

admet ((Pi)i < n , S) pour produit dans (5lî, p,K), il existe une structure diagonale Sg 
de (s)i±n. ~ 

PROPOSITION. Soient s eKQ et s' eKo. Supposons que (s)ieJ et ( s' ){ € j admettent 
des produits (( pi)i € j , S) et ((p'i)i € j , S' ) dans (%, p,K) et des structures diagonales 
Sg et s'g respectivement. On a : Sy~-s' si, et seulement si, S, ^ S'.Soit p une rela
tion d'équivalence sur p(s). S'il existe/eKfJlï, p L tel que a(j)-S, /3(j) = S' et 
p( j ) = Il p, alors s' est la p - structure quotient de s par p [2 ] . 

i €l 
DEFINITION. On dira que la catégorie d'homomorphismes (Jd, p ,K, . ) est à produits 
finis si p = (%, p ,K ) est un fondeur 77- compatible; on munit toujours K du foncteur 
produit naturalisé (II, rr) tel que rr soit appliqué sur rr par i(p) . 

Cette définition est équivalente à celle donnée dans [ 1 ] , II. 
PRODUITS FIBRES. 

Soit C* une catégorie et $ une classe de classes. Soit i(Bc*) la catégorie 
des familles de E3 C ' . Soit Q(C\i) la sous-classe de i( E\C') formée des familles 
(<¡i)i€í telles que / ei et yâPf q.) ^jB^f q.) pour tout i,j El. Alors O'(C'J) est 
une sous-catégorie de í( Bc*) et nous identifierons sa classe des unités à la classe 
des familles ( f i ) i € l de C telles que /3( f.) = e pour tout i el. 

Soit 2(á) la classe des familles (¿¿»/,-),• e ; telles que : 
fiect hiec et hi.fi = h..f. pour tout i,j el. 

Q'( C*,á) opère sur relativement à la loi.de composition /<' : 

(( 1i)i,i-C>i- fihe,)-(hi-*rfi)iel> s i *i = < h'-h\- hi< ki>-
C* opère sur ?,(i) relativement à la loi de composition /c' ; 

(h,(hi,fi)i€j)^(hi,fi.b)i€l si a(f.) = /3(h). 

De plus ( Q %( C *, i), C*) est un couple de catégories d'opérateurs sur relati
vement à (K%

9K\). Soit H'(C'9S) la catégorie correspondante, dont Q'(C\i) et 
C * sont des sous-catégories pleines ( § 1 ) . 

DEFINITION. Un ( H'( C', Í ) , C )-éjecteur (^i>fi)i€l est appelé un Í-produit fibre 
naturalisé de (hi)i€l dans C*. Une (H'( C', i), C)-éjection de ((Ii)i€¡ est appelée 
un à-produit fibre de ( <7¿,)í€/ dans C Si ( b ¿, f i ) i € l est un i-produit fibre naturalisé 
dans C*, on dira que (h¿, f i ) i €j est une Í- somme fibrée naturalisée dans C \ 

PROPOSITION. Si i'CÎ, un i-produit fibre naturalisé (bi,fi)i€¡ dans C' tel que 
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I ei' est un i'-produit fibre naturalisé dans C*; en particulier, c'est un { / I - produit 
fibre naturalisé dans C '. 

Comme plus haut, nous supposerons que toutes les classes i sont des sous-
classes de %Q. Nous désignerons par V(C') la classe des % - produits fibres natura
lisés dans C* et un élément de V(Cm) sera simplement appelé produit fibre naturalisé. 

PROPOSITION. Pour que ((fj)i€j, e) soit un produit naturalisé dans C*, il faut et il 
suffit que ((a, fi( fj)), /f.)i €j soit un produit fibre naturalisé dans la catégorie C 
obtenue en ajoutant à C' un 0 - produit a ̂  C (par la construction du § l). 

PROPOSITION. On a (h , f ) € V( C ' ) si, et seulement si (h , f ) € C '* C ' et f €Cy . 

PROPOSITION. Supposons q{ = ( k',h'i,hi,ki) eUC' pour tout i et etk^R^C). 
Les conditions (ht, ki. f i ) i € j 6V( C ' ) et hi.fi — h..f^ pour tout i,j 6/ entraînent 
(hi'/i)i€ieV(C'); en particulier si q{e( UC')y , on a ( h {, f . ) i € ; € V( C • ) si,et 
seulement si, ( h'{, k{ ,fi){ e f € V( C * ) . 

PROPOSITION. Les conditions suivantes sont équivalentes : 
1) k est un produit fibre de ( Qj)j€j dans C. 
2) Il existe ( q., f'., f.,k ))> e J € V( OJC') et ( $ ( q.)t f '. B ) . £ f € V ( CtiC • ) . 
THEOREME. La classe V'(C') des quatuors (h2 ,hx,f2 ,fx) tels que l'on ait 
( h i t f i ) i - x 2 € V( C' ) est une sous-catégorie saturée de M C '. 

DEFINITION. On dira que C* est une catégorie à i -produits fibres si H '( C *, i ) est 
une catégorie à C-éjections; une application (resp. un fondeur) ( H *( C ' ,i ) , C ) -
éjection naturalisée est appelé application (resp. foncteur) i-produit fibre naturalisé 
dans C '. 

Si i est la classe de tous les ensembles finis d'entiers non vides, une catégorie 
à 4-produits fibres sera appelée catégorie à produits fibres finis. 

Soit C* une catégorie à i -produits fibres; un foncteur i -produit fibre naturalisé 
sera généralement désigné par ( V, v) et on posera : 

Soit hi 6 C et P(h{) = fi(hj) pour tout i, j € /. Si on a : 

V((t>i)ie,) = (h.,VI)IEL, 

on appelle v. la projection canonique de V ib . dans cl( h ) et on désigne souvent cette 
1 l e I 1 1 

projection par v { ( € f * Si g- €C et h^g^- &ygy Pour tout **/ €1> l'unique élé
ment g de C tel que f{.g = gi sera noté [hi \ gtìi€l . 

Soit (C ', p, C) = p un foncteur; soit p la restriction de p à Cy . p s'étend 
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en un foncteur î(p) de H '( C' 9i) vers H ' ( C ' ti ) en posant : 

i(p)((qi)i€l)^(Dp(qi))i€l9 si (qi)i€leQ*(C\§)t 

ï(p)((bi,fi).€l) = (p(bi),p(fi))i€l, si (hi,fi)i€leï(i). 
PROPOSITION. Si ( Cy,py, Cy ) est de plus un foncteur bien fidèle, les conditions 
(hi> fihel 6 V(C'). (hi,fi)i€l e V(C'), p(fi) = p(f>

i) pour tout i e I 
et (p(hi),p(fi))ieI€V(C') entraînent fi = f\. 
DEFINITION. On dira que p est compatible avec les i- produits fibres si on a : 
i(p)(V(C-))CV(C*). Si V est une application produit fibre naturalisée dans C', 
on dira que p est v- compatible s'il existe une application produit fibre naturalisé 
v dans C telle que v î( p ) = i( p ) v, et on dira que v est appliquée par p sur v. 

THEOREME. Soit v une application i-produit fibre naturalisé dans C 9 et soit v2 sa 
restriction à la classe des (h x,h 2) e C X C tels que f3( h x) = j3(f h 2 ) . Si p est v2 -
compatible et si ( Cy , py , Cy ) est une catégorie d'hypermorphismes saturée, p est 
v- compatible. 
PROPOSITION. Soient C* et C des catégories à { l \ - produits et supposons p compa
tible avec les \ l \ - produits. Si on a q^ — ( , h'^, b-, k^) 6.QC* et si k* et k. sont des 
( C , p ) - injections pour tout i €/, alors tout produit fibre de (qi)i€l est une ( C , p j -
injection. 

Soit % la catégorie d'applications déjà considérée. Soient hi des applications 
de Mi dans M, où i appartient aune classe finie / . Alors (b^)i€j admet pour produit 
fibre dans % la sous-classe V M. de II M . ayant pour éléments les ( x .). T tels 

i€l 1 iel 1 z 1 ç 1 

que : 

bt(x{) = hj(x.) pour tout i, j € I , 
la projection canonique v.= v.(h.). T étant la restriction de p. à V M., où p. est 
la projection canonique de II M. sur M. Nous désignerons toujours par ( V, v) le 

Jel 1 

foncteur produit fibre naturalisé tel que : 
DEFINITION. Soit (%,p,C) un foncteur et soit hi€C, f3(h {) = J5(h .) pour tout 
i,j €l. On dira que (bilfi)i€j est un produit fibre naturalisé dans (%,p,C*) si 
( fi^i€l 6 V( G' ) et si p( f{) = v.( p( hi))i € l . On dira qu'une catégorie d'homomor-
phismes (%., p, C 'Cy ) est à produits fibres finis si (%, p, C * ) est v-compatible. 

THEOREME. Supposons que p = ( C ', p , C ' ) soit un foncteur fidèle et soit h{ € C 
tel que /3(h^) = /3(hp pour tout i,j €/. Supposons qu'il existe un produit naturalisé 
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((Pi>ieI'S> de (CL(hi)}i€l dans C' tel ^Ue Von ait (P(Pi)i€i*P(S)) tP(C') e t 

qu'il existe (p( h {), v{){ € l £ V( C • ) . Pour qu'il existe ( h{, v{)i € l £ V( C * ) tel que 
P( vi) — Vj, il faut et il suffit qu'il existe une ( C, p ) - injection k telle que j3(k ) = S 
et p( p{) .p( k) = vi; dans ce cas, on a ( h (, p{.k ) i € j € V( C ) . 

COROLLAIRE 1. Si (%,p,C',Cy) est une catégorie d'homomorphismes résolvante 
à droite et à produits finis, c'est une catégorie d'homomorphismes à produits fibres finis. 

COROLLAIRE 2. ( Jii, pft, 7l, .), (%, pj[,, Ti', J et (JR,p$.5, .) sont des catégories 
d'homomorphismes à produits fibres finis. 

PROPOSITION. Soit (C;).ef une famille de catégories. Si ( h1., f-). e , est un produit 
fibre naturalisé dans Cj, pour tout j £ /, on a : 

H=((h>I)JFJ,(FI)IEJ)I€,EV(lljc;). 

De plus les projections canoniques p-'=z(C',p-, H C') sont compatibles avec les 
1 1 1 je] ' 

produits fibres. 
COROLLAIRE. Si C/ est une catégorie à î-produits fibres pour tout j £ /, alors H C-

1 i€J 1 

est une catégorie à s-produits fibres. 

COROLLAIRE. Soit Cj une catégorie, où je]. Si on a (( fî)i € / T eJ ) £ P( Cj ) pour tout 
j eJ, on a F = (((fi).€j)i€l,(ei-).ej) eP( U Cj). Si Cj est une catégorie à i-
produits, Il C •* est une catégorie à î-produits et p. est un joncteur compatible avec 

les i - produits. 

THEOREME. Soit (<lj)j€j ££(?,! ]\), où qj = ( $', Hjt #y.5 ;J et $;. = (Kj, <DY, Kj). 
Soit $ - V q.. Soit Hs. la restriction de H • à la sous-catégorie K* = K:(K,$ ) 

j € J ' ' ' 1 1 1 1 
Les conditions : 

(fj)j€j e . V et H^f.) eRd(a($')) 

entraînent ( f . ) . m T e( V H.)( V H-, $) . . De même si H) est la restriction de H-1 1 J ;' e/ ; ; eJ 1 " ' J 
à Kj(K.,$.) , les conditions (f'-)1fT £ V H*, et H •( f.) eR(a($')) entraînent 

1 1 J 1 1 e J j € J ' ' ' * que (/'•)•-, est une ( V H-, $)• injection. 1 jej j € ] i 

COROLLAIRE. Soit H • = ( C\ H Kj ) unJoncteur, pour tout j £/. Soit (H .,v.). €j eV(% 
Si fj est une (C , H.)- surjection (resp. injection) et si H.(f-) = f eRd(C*) (resp. 
e Rç( C ' )) pour tout je], alors f = ( fj)j e j est une ( , f y ) - surjection ( resp. injec -
Hon et f est une (C ,H- v.) -surjection (resp. injection). 
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REMARQUE. Avec les notations précédentes, une (C , Hy t/y) surjection peut ne pas 
être de la forme ( /.)y € j , où /. est une ( C , / / • ) - surjection pour tout ; € / . 
THEOREME. Soir Hy = ( K*, f/y, Ky J zm fondeur et soit C- une sous-catégorie pleine 
de Kj pour tout je]. Si f. est un ( C-, Kj ) - projecteur et si H .( f'.) = f € R ¿( K ' ) 
pour tout ; € / , a/ors f-(FI)IPR est un ( V //J, V H •)- projecteur. Si fest un 

1 1 J je] l je] 1 1 

( Kj, C4)> éjecteur et si H-(f.) = f € R ( K ' ) pour tout j €/, ( f ' . ) \ 0 . est un ( V H-, 
1.1 11 S / / EJ y £ J J 

V H'-) - éjecteur. On désigne par H'- la restriction de H • à C • . je] 1 1 1 1 
COROLLAIRE l. Soit H. - ( C ', H y, C y ) € Î , pour tout j €J . Si on a ((pi)i €î,ei ) €P(Cj ) , 
si H •( pt) = ei sz" p¿.g = P^.g' pour tout i El entraîne g — g*, alors on a : 

(((PÍ)je])i€I>(eÍ)je])*?(fVJ»j)^ 
COROLLAIRE 2. Soit H'. = ( C ', H ., C j ) € ï , C'=.^jHjf Tt = ( hî). e j €C , 
fi = (POj €] 6 C e t °~j - (h\>f\h€l 6 y(cj) Pour tout i eJ - si les conditions 
Hj( f\) . g - H .( fl) . g' pour tout i El entraînent g = g', alors on a w - (h¿, f i ) i e ¡ £V(C% 

COROLLAIRE 3. Soient H. = ( C',Hj,Cj) des fondeurs 77- compatibles, où 77 est une 
application produit (resp. Í-produit fibre) naturalisé dans C'. Si on a (H-, v.). €j evffîj 
le fondeur H .. v- est rr- compatible. 

THEOREME. La catégorie &(%) des applications covariantes entre espèces de struc
tures ( C*, S Q, Kf ) telles que C € %Q et S €%0, est une catégorie à $-produits fibres, 
si % est une catégorie ài- produits. 

Soit â(JH) la catégorie des homomorphismes entre catégories d'homomorphismes, 
dont les éléments sont les quadruplets F v F, II) tels que U=(C',H,C',S) et 
Tí 1 = ( C j , H l , C j , 5 1 ) soient des catégories d'homomorphismes et que l'on ait : 

((C1,H1,C\),FVF,(C',H,C')) €•?, 
la loi de composition étant définie par : 

(Il3,F3,F2,U2).(Ilí,Fí,F,Tl) = (U3,F3.Fí.F2.F,n) 
si, et seulement si, II — Il 1 . 

â(Sl) est équivalente à la sous-catégorie pleine de Q(%) ayant pour objets les II tels 
que C = S . 

THEOREME. Si Jii est une catégorie à î-produits, â(%) est une catégorie à i-produits 
fibres, de même que la sous-catégorie pleine de d(%) ayant pour objets les catégories 
d'homomorphismes saturées. 
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4. Extensions de foncteurs et élargissements. 
DEFINITION. Soit p = (K',p,H') un joncteur. On dira qu'une sous-classe F de K 
est p- admissible si elle vérifie les conditions suivantes : 

l)a(F) = p(H;)C F et F.p(Hy)CF. 
2) Si f £ F, la condition f ,gx = f.g2 , où gt- €p(H), entraîne gt = g2 . 
La condition 1 entraîne p( Hy J C F . 
Soit %Q (resp. SQ) la classe des couples (F ,p) ,où p - (K ', p, H ') £ 5F, tels 

que F soit p- admissible et que (K',py yHy ) soit un foncteur fidèle (resp. bien 
fidèle, c'est-à-dire tel que deux éléments de Hy ayant même source et même image 
par py sont égaux), py étant la restriction de p à Hy . Soit la classe des triplets 
(F, C, q) vérifiant les conditions suivantes : 

1) 7 = ( K •, q, H ' ) € J et ( K', qy tHy ) est un foncteur bien fidèle. 
2) C* est une sous-catégorie pleine de H' , et H* est une catégorie à C-éjec

tions; on a q(E(H C)) C F, en désignant par E(H*,C) la classe des (H*tC)-
éjecteurs. 

3) F est une classe ( K', qi , C * ) - admissible. 
THEOREME. Soit ( F ,J) £ eTo et J= ( K *, p, H ' ). /7 existe X(F,J) €$'Q et cr £ ï 
vérifiant les conditions suivantes : 

1) X(F,p) = ( F,H,( K-,p, H-)) et cr= (H* ,cr ,H*) est une pçf-surjection. 
2) Soit F = E( H *, H) et s € ; la restriction de p à F .s est une bisection 

sur F.p(s). 
3) Si ( F, p ) £ SQ, cr est une équivalence. 
Soit E3( F, p ) la catégorie des quadruplets ( k, f, f, h ) tels que : 

(k,f',flp(b))eDK\ f'eF,f€F,h€H, 
la loi de composition étant définie par : 

(kltf'1,fvhi)U(k,r,f,h) = (kl.k,f'vf, hvh) 

si, et seulement si, f % = /' et a(h A) = J3(h ) . 

La catégorie CB(H*;Hy ,H) opère à droite sur X3(F,p) relativement à la loi decom
position : 

(k,r,f,h)(h,g>,g,b1) = (k,f'.p(g>),f.p(g),hi). 

H ' est la catégorie quotient de B (F , p") par la relation d'équivalence p dont les classes 
d'équivalence sont les classes d'intransitivité de l'espèce de structures correspon
dante; p est l'application : 
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(k, /', f ,h) mod p-* k 

et cr est le foncteur défini par : 

b + (h,fi(h),a(h),h)modp. 

DEFINITION. Soit ( F, p ) eS D ; X( F, p) sera appelé l'extension canonique de ( F, p); 
le foncteur CR*"1 sera appelé l'équivalence canonique associée de H' sur H*. 1 

Soit § la catégorie dont les éléments sont de la forme ( p 2 , p t, V ) où: 

PI = (Fi,pi) €&o, i = 1,2, = f > 2 , $ ' . $ , ï r i ; € • ? , fc'fF^C F2, 

la loi de composition étant définie par : 

(P\, P\, U').(p2,pv U) = (P'2,pv v mt/j 

si, et seulement si, P\ — P 2 • 

La classe des unités de S est identifiée à la classe S . 
o 

Soit S' la catégorie dont les éléments sont de la forme ( q2 , q x, U ) où : 

et $ est un foncteur f C 2 , C x)-compatible avec les éjections, 

la loi de composition étant définie par : 

(q'2,q\. U').(q2,qv U) = (qf

2,qlt U' CD U ) 
si, et seulement si, q'l = q2 . 

La classe des unités de S' est identifiée à S' et l'élément ( q2 , q x, V ) sera aussi 
désigné par le symbole ( q 2 ,<!>' » $ , # A ) . 

Soit S" la classe dont les éléments sont de la forme ( p, ' , *P , q 1 ) , où: 

£ = f F . M € S o , q1 = (F1,C1,7l) £&0, V ' f F ^ C F 

et f p, »p ', ^, q'x ) € • *5, q* désignant la restriction de q % à C J . 

cS opère sur S" relativement à la loi de composition K ' : 

((}f,p,(P',$p)),(P,f v. - a}',$\¥\$. v.-^j 
et ia catégorie duale S'* de S' opère sur S" relativement à la loi de composition K* : 

((qt.V.Q.qJ.ip.V.V. q2))-*(p,y'.®',y.®v q ±) 

où $ x est la restriction de $ à C J et <? x = ( F r C 1 # ^ j . 

(?,§'*) est un couple de catégories d'opérateurs sur S" relativement à (/<',/<'). 
Nous désignerons par S la catégorie correspondante (voir § 1 ) dont S et S' sont des 
sous-catégories pleines; l'élément ( p, <p ' , q ^) de S" est un morphisme de S, de 
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sou rce q l f de but p.. 

T H E O R E M E . S est une catégorie à S'-éjections et il existe un joncteur (%,%')-

éjection naturalisé ( X, £ ) tel que, pour tout p € S q , on ait g (p ) = ( p, K ', % X( p )), 

où X(p). est l'extension canonique de p et y l'équivalence canonique associée. 

D E F I N I T I O N . Un ($,&')-éjecteur sera appelé e x t e n s e u r . Une (S, S ' ) • éjection de 

m £ S sera appelée e x t e n s i o n de m, ou e x t e n s i o n d e U à ( F 2 , F x ) , si m = (p 2 , px,U) 

et pf = (F^ p.). 

Si m = ( p 2 , p l t U)€& e t U = ( p 2 ,<B\$ ,p x ) t l ' e x t e n s i o n c a n o n i q u e X(m) 

de m e s t l ' é l é m e n t (X(p2),<&% ,<É> , X ( p x)), où 0 e s t l e foncteur défini pa r l ' a p p l i c a 

t ion : 

(K,P,F.B)MODPL+(Q'(K).<ÈT(P).<L>'(F)LQ(B)) mod p2 . 

P R O P O S I T I O N . Pour que q = (F,H, (K * ,q,K J )) £§' soir ime extension de p-(F,(K*,qi,H')) 

il faut et il suffit que les conditions suivantes soient vérifiées : 

1 ) Pour tout s €HQ, ta restriction de q à F l . s , où FL = E(K'1,H), est une 

bijection sur F . q(s ) . 

2) Si T = (f\tfi,h) €3(FITK[) et si Q =(k, 3q(T)) € Q( K •; F, K ) , il 

existe un et un seul k ^ € K ^ tel que q(k 1 j = k et (k VT) £ J . 

508 

1 

2 



CATEGORIES ET STRUCTURES 23 

C O R O L L A I R E 1 (transitivité verticale). Soit p = (F,p) €$QtJ=(K %p,H '), (p, K\y,(F,C,q)} 

un extenseur et F - E(a( q), C). Soit p' = ( H ', p*, L ' ) tel que H %

Q = p'( L*Q ) et 

que py soit bien fidèle. Si ( F, L, q* ) est une extension de ( F, JjL.p'), alors (F, L, q .q') 

est une extension de ( F, p .p' ) où fi = ( a( q), i, C * ) . y " 1 . 

C O R O L L A I R E 2. Soient m=((F;p), K ', % (F ,C, q )) et m% - {(Fv~q), K ' ,yi,(Fl,Cl,7l)) 

deux extenseurs. Pour que ( F " , y^*( C ) , q x) soit une extension de (F",p), il faut 

que FnF1CKy et F" - F X . F . 

P R O P O S I T I O N . Soir (F,L,q) une extension de (F,p) € § 0 . Si p est un fondeur 

fidèle, q est fidèle. Lorsque p est bien fidèle, q est bien fidèle si, et seulement si, 

les conditions f{ € F, h{ € H, a( h t ) = a( h 2 ) et f %.~p( h x) - f 2 .p( h 2 ) assurent 

l'existence d'un g € Hy tel que a( g) = J3(b%) et f x = f2 ,J( g). 

P R O P O S I T I O N . Soi? (F,C,q) une extension de (Ftp)eh , où p = (K',p,H'),et 

supposons que les conditions f^ € F et f3(/1J = /3f f2 ) entraînent qu'il existe g € F 

tel que F.gCF et f2 = fx-g (resp. J € Hy tel que f2 = fl.p(J)). Alors q y est 

une catégorie d'hypermorphismes (resp, q est une catégorie d'hypermorphismes si p en 

est une). 

T H E O R E M E . Soir Jïï une catégorie d'applications à i-produits; S est une catégorie à 

i - produits et S et S* sont des catégories à i-produits fibres. Soit w . une extension de 

m. €§ pour tout i € / ; alors H m. est une extension de ïl m. et, si B(m.) — f3(mj 
1 i€l 1 i€l 1 1 1 

pour tout i,j €ï, V m. est une extension de V m., où I ci. 

i€l 1 iel 1 

D E F I N I T I O N . Soi? C' une sous-catégorie d'une catégorie K'. On dira que K* est un 

é largissement de C ' si C* est pleine dans K' et si Ky est une catégorie à Cy-

éjections. 

Cette définition e s t équivalente à celle donnée dans [ 5 ] . 
P R O P O S I T I O N . Pour que K* soit un élargissement de C \ il faut et il suffit que K' 

soit une catégorie à C - éjections et que tout ( K ', C ) - éjecteur soit inversible dans K *. 

Soit S la sous -ca tégor i e p l e ine de S ayant pour objets les p = ( F, p) € S q t e l s 

que FC/3(J)y et l e s é léments ( F , C, "q) € cS*Q , où q = ( K ' , q, H ' ) , tels que F C Ky 

et que H * soit un é larg i s sement de C *. Soit S' = S1 n S . 
T H E O R E M E . S est une catégorie à S'- éjections, admettant (X,£) pour fondeur 

($,$')- éjection naturalisé, où X et ê; sont des restrictions de X et §. 

C O R O L L A I R E . Soit (F,C,"q) une extension de (F,p)€$Q et ((F^), K',yv(Fi,Cvqx)) 
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un extenseur tel que F C F . Pour que ( F",y~l( C), q x) soit une extension de (F",p) f 

il faut et il suffit que F C Ky ; on a alors F" = F x . F . 

D E F I N I T I O N . Soit m = (p2 ,p 1$U )6 S , où p{ - ( F^J^. On dira que 'U' = ("q 2 

est un é l a r g i s s e m e n t de m si p. est une restriction de q., i—l ,2 et si ( q - , q ., U' ) 

£ S £ ZME (%,%')-éjection de m. 

€ ï e s t un é l a r g i s s e m e n t de p-(F,p) € § o si, e t s e u l e m e n t si, (p, K',H\ (F, H,qî) 

e s t un e x t e n s e u r . (q2 q %) € Q Ï e s t . un é l a r g i s s e m e n t de (p2,pt, U) s i , e t 

seu lemen t s i , q{ e s t un é l a r g i s s e m e n t de pi e t s i (/ = ( p , , $> , ) , où 3> x e s t une 

restriction de $ . 

P R O P O S I T I O N . / / existe un fondeur (S, S ' ) -é j ec t ion naturalisé ( X', §') tel que, 

/?Ottr toK? 77* £ S q , or? <zz'/ X* ( m) — ( q 2 , q x , U ) , où U est un élargissement de m . 

P R O P O S I T I O N . Soit ( F , H, q ) € S^, q = ( K ', q, K ' ) et F x~ E( K[ , H). Pour que ~q 

soit un élargissement de ( F, ( K ', q i, H * )), il faut et il suffit que q définisse une 

bisection de F x . s sur F.q(s), pour tout s €(KX)Q. 

Soit ï ' ( r e s p . 5F") la sous-classe de 5" formée d e s fonc teurs p t e l s que p 

so i t b ien f idèle ( r e s p . d é f i n i s s e une c a t é g o r i e d ' h y p e r m o r p h i s m e s ) . 3 ' ' est identifié à la 

classe des unités de C D ( 3" ; 3" , 3"' ) . 

T H E O R E M E . Dans fP (resp. 3 " " ) la relation : 

p ^ q si, et seulement si, il existe une classe p •admissible F telle que q soit 

un élargissement de ( F, p ) , 

est une relation transitive (resp. de préordre). La classe des q 6 ? " tels que p ^ q, où 

p ^ 3 " ' , admet un élément minimal et un élément maximal dans F Ï " , ̂  ) . 

C O R O L L A I R E . Dans C ( ? ; ? , ) (resp. D(? ; 3 R , )) la relation : 

U ^ U si, et seulement si, il existe m — (p2,px, U ) € & tel que U soit un élar

gissement de m, 

est une relation transitive (resp. de préordre). Pour tout U € • ( 3 ' ; 3 ^ ï ' ) la classe 

des U € • ( 3 ' ; 3 R , ? " ) tels que U ^ U admet un élément minimal et un élément maximal 

dans (D(3;?,%"), * ) . 

D E F I N I T I O N . Soit U € • ( ! J ; 3 \ <St ) ; si U < U, on appelle U un élargissement de U ; 

si U' est un élément minimal (resp. maximal) pour la relation < dans la classe des U 

tels que U < U, on appelle U* un élargissement minimal (resp. maximal) de U. 

Soi t 3 ^ la sous-classe de 3 R " formée d e s p € 3 R " tels que py s o i t u n e c a t é g o r i e 

d ' h y p e r m o r p h i s m e s s a t u r é e . 
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THEOREME. C D F Î ; ? , 3') est une catégorie à U(3; 3\ ^''^projections et à D(3; 3^ 3 j > 
projections, un élargissement minimal de U étant une ( Q(3"; Ï» 5"" j , CDF 3" ; 3" i '3"' ) I-
projection de U et un élargissement maximal de U étant une ( Q( 3"; 3, 3" )̂, CD (3/3,3'jJ-
projection de U. 

DEFINITION. Soit Tl = (K',p,H',C) une catégorie d'homomorphismes. On dira qu'une 
catégorie d'homomorphismes Ti = (K',p,H',C) est un élargissement (resp, élargisse
ment maximal) de II si ( K ', p, H * ) et ( K ', pt, C ' ) sont des élargissements (resp. 
maximaux) de ( K ', p, H ' ) et ( K ', p i, C * ) . 

PROPOSITION. Soient II = ( K ', p, H *, C ) et U = (K',p,H',C) deux catégories 
d'homomorphismes, et Hy C C. Alors U est un élargissement (resp. élargissement 
maximalide FI si, et seulement si, H' est un élargissement de H ' et C * un élargisse
ment de C* (resp. tel que H soit de plus saturée). 

Cette proposition montre que II est un élargissement de II si, et seulement si, 
Il est un élargissement de H ' au-dessus de K ' , au sens de [5 ] . 

PROPOSITION. Soit II = ( K *, p, H ', C) une catégorie d'homomorphismes. Si C — Hy 

(resp. si p( Cy ) est un sous-groupoide plein de Ky ) , alors H admet un élargissement 
maximal. 
REMARQUE. La condition plus faible indiquée dans le corollaire 2, p. 37 [ 5 ] n'est pas 
suffisante pour que II admette un élargissement II . 
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5. Espaces de structures. 

Nous aurons à utiliser la notion suivante : 
DEFINITION. On dira que (%,p,C',,) est une catégorie d'homomorphismes avec 
atomes si (%, p, C *, . ) est une catégorie d'homomorphismes saturée, à produits finis^ 
si C' admet un 0 -produit a tel que p(a) soit l'ensemble ayant un seul élément a et 
si, pour tout s € tel que a 6 p( s), il existe h 6 C vérifiant a(h ) = a et /3(h) = s; 
on appelle a un atome de (%, p, C ', , ) . 

Cette définition entraîne que h est une ()lî, p j - injection. 

PROPOSITION. Soit (%, p, C ', ,) une catégorie d'homomorphismes à produits finis. Si 
s

i € C 'Q, où i - 1,2 et si C * admet un 0 - produit a tel que p( a) — \a\, où a € p( s 1), 
il existe h eCy tel que a(h ) - s 2 et /3(h ) = aX s 2 . 

COROLLAIRE. Si , p, C ', . ) est une catégorie d'homomorphismes avec atomes et si 
s i € , où i — 1, 2, il existe h € Cy tel que ; 

a(h) = s 2 , fS(h)fJs1Xs2 et p(J3(b)) = {xllx p(s2) , 

pour tout x % e p( s %). 
Soit (5JI ,#,H,.) une catégorie d'homomorphismes. Soit 7] = ( C ', S, KX ) une 

espèce de structures et soit TT* l'application z -* e de S dans C*o telle que (e, z) €C**5 . 

Si (( C ', s), TT% ,(S, cr)) est une H- espèce de structures [4c] nous désignerons aussi 
cette H - espèce de structures par le symbole (( C ', s ) , ( S, a) y K* ) . 

2 DEFINITION. On appelle H-espace de structures une H - espèce déstructures 
7]= (( C ', s), (S,cr), K') vérifiant la condition suivante : il existe une espèce de 
structures ( 7) , H ) dominée dans ( q, K) telle que*pour tout e € C' , on ait H( e )/—cr , 

o q 

On appelle alors ( 7) , H) l'espèce de structures dominée sous 7?. 
THEOREME. Si (5ïï,<?.H,.j est une catégorie d'homomorphismes avec atomes toute 

3 H - espèce de structures est un K - espace de structures. 
Si (5R f ^ ,K, . ) n'est pas une catégorie d'homomorphismes avec atomes, une 

H-espèce de structures peut ne pas être un H-espace de structures. Ainsi pour qu'une 
ï - espèce de structures (( C ', C"*" ) , 5 , ) soit un ï-espace de structures, où 

4 C*0 - 7T%(S)t il faut et il suffit que l'on ait C'QC et que, si /' -1- / est défini dans 
C"1", on ait fz — f z pour tout z €77* (a(f)). En particulier ces conditions sont véri
fiées si (( C *, C"1" ) , S~*~, ) est la ï -espèce de structures associée à une espèce 
de morphismes (c'est-à-dire si -1- est la loi de composition triviale sur C [ 4c ] ) . 

Si ( V 2 » ^Q) » ^ i ) est une application H - covariante [ 4c ] et si r)2 et 77^ 
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sont des H-espaces de structures, alors ( í * , ^ ) définit aussi une application cova
riante entre les espèces de structures dominées sous RJ ^ et sous 77 2 respectivement. 

Soit S ( H ) la sous-catégorie pleine de Q(H) formée des applications H-
covariantes entre K-espaces de structures. Nous désignerons par et p^ les pro
jections : 

(Î7 2 , ( Í > , % ) , ^ / 1 ) - ( ( C 2 , * 2 ) , $ , ( ( : ; , S ^ ) 

et (V2A®,%),V1)-*(<r2,%,vl) 

de 9 ( H ) vers la catégorie H des foncteurs H - structurés et vers la catégorie H respec

tivement. Soit (H,<7, K) le foncteur canonique de H vers H. 

DEFINITION. On appelle H-espace de morphismes un couple ( 77, G ) , où T¡ est un 
K-espace déstructures (( C ', s ) , ( S, a ) , K' ) et où (( C ', S, K'), G ) est une espèce 
de morphismes, vérifiant la condition suivante : soit ( 7}, H ) l'espèce de structures 
dominée sous 7]; alors (G(e), H(e)) est une catégorie H-structurée, pour toute err'( S) . 

Soit (T),G) un H-espace de morphismes. Soit G l'application définie de la 
façon suivante : 

G(e) = (G(e),H(e)) si eerr'(S) 

et G(f) = (G(e'), f,G(e)) si / € C[, a(f) = e et f3( f ) = e' , 

où Cj est la sous-catégorie de C* opérant sur S*. Le couple ( C',G) est un couple 
dominant dans (qq,1f{) une espèce de structures. Supposons Cj = C et désignons par 
"£ •' la catégorie produit croisé S *X K , C * (voir [ 4d ] ) . 

THEOREME. Si f?R,<7,H f.J est une catégorie d'homomorphismes à produits finis et 
résolvante à droite, il existe cr 6 H tel que CR__ C X S X CR et que dL'.cr) soit une 

o q 
catégorie H - structurée. 

Soit 77 = ( C *, SQ, K% ) une espèce de structures; soit 77 la projection canonique 
de C'*SQ vers C et C = 77( C** SQ) . Soit 

V=((C\s),(S0,cr),K') 
un K-espace de structures et (7),H) l'espèce de structures dominée sous RJ. Soit 
(77, F) une espèce de structures dominée dans (p,(3(5JÏ)) (nous reprenons les notations 
des conditions 1, 2, 3, § 1) et supposons que (C*,G) soit un couple dominant dans 
( pgp, 3" ) une espèce de structures JX = ( C *, S , K* ) . Soit a l'application source dans 
la catégorie S*, somme des catégories G(e), et soit 77' l'application canonique dé 
S„ dans S' . o o 
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Soit (/JL,G) un H-espace de morphismes, où JJL = (( C *, s), (S, o~), K') et soit 
( fj. , / / ) l'espèce de. structures dominée sous /x . Nous supposons de plus que 

(e) = (( G(e), H(e )), (rr% (e), H(e)), K* (e)) soit un H-espace de structures, pour 
tout e €(CX)^. Soit (C *, F) le couple dominant dans C p j , ï ) l'espèce de structures 
7)" = ( C * , £ , K% ) construite au § 1 , telle que : 

F(e) = (G(e)*7Tf(e))- pour tout e €( C . 

THEOREME. Si (%, q,K, ,) est une catégorie d'homomorphismes à produits fibres finis, 
( V '* i F ) est un K - espace de morphismes, où 

? = ((C',S),(1,Œ),K') 

et où o~ est le produit fibre dans (%, q, K) défini par : 

CR- (CR, A, CR) y (CR, TÎ ', A) . 

Soit (T)",H) l'espèce de structures dominée sous 7)"; alors H ( e ) est la catégorie 
K - structurée des hypermorphismes [4c] associée à 7]'( e), pour tout e € CjQ . 

DEFINITION. Si les hypothèses précédentes sont vérifiées, on dira que ( 7), JJL, F) est 
un K - espace de structures au-dessus d'un H - espace de morphismes. 
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f-ESPACES DE STRUCTURES. 

Soit (%, q, H , . ) une catégorie d'homomorphismes et soit *F = ( H , 0 , K') un fonc-
teur fidèle. 

DEFINITION. On dira que (7], H1 ) est un W-espace de structures si les conditions 
suivantes sont vérifiées : 

1)V=((C'*S)>(S>°~)>K') est un espace de structures; soit ( 7], H ) 
l'espèce de structures dominée sous 7], 

2) ( C ', H' ) est un couple dominant dans ( qip, H' ) une espèce de structures et 
on a H = \I>W . 

La notion de *P- espace de structures généralise la notion d'espace fibre dont 
-l 

les fibres sont munies de superstructures; le couple (77 ' ( e ) , H( e)), où e € TT ' (S ) , 
peut être considéré comme la fibre sur e, H'(e) étant la superstructure correspondante. 
PROPOSITION. Pour que ( 7], H ) soit te K-espace de structures sous un K-espace 
de morphismes ( 7), G ) , il faut et il suffit que ( 7), H ) soit un (H, q, K)• espace de 
structures, où H est la catégorie des joncteurs H-structurés et H(e) = (G(e),H(e)) 
pour tout e €77 ' ( S ) . 
CAS PARTICULIER. 1) Supposons que (5ïl ,£,K,.) soit une catégorie d'homomorphismes 
à produits finis, que *P soit un foncteur compatible avec les produits et que (% ,q\p ,H', . ) 
soit une catégorie d'homomorphismes avec atomes. Soit (C',s) une catégorie H -
structurée. Soit cr 1 € H'Q. Pour tout e € , soit H' ( e ) = cr* x e ,où e est l'atome tel 
que q^J(e)-\e]\ soit H' l'application de C dans H' : / cr • x ( e*, § , e ) , où 
Ç( e ) - e*, e = a( f ) , e' = /3( f). Soit 7) - ( C ', S, K1 ) l'espèce de structures dominée 
par (C*, H* ) (qui est l'espèce de structures associée au foncteur constant / <?*//( cr')). 
Alors 

77= ((C \ s), (S, cr' x s Q ) , K» ) , où S

Q ^ S > 

est un H-espace de structures et (rj,Ht) est un 'P-espace de structures appelé le 

W - espace de structures trivial défini par ( C ", s , cr ' ) . 
2) Soit 0 la catégorie des triplets ( E 2 , ( cp' , cp), E x) , où E{-

( E t , ( K{, +, . )) est un espace vectoriel topologique sur le corps topologique ( Kz-, + , . ) > 
où cp est un isomorphisme topologique du corps ( K t , + , . ) sur ( K 2 , + , . ) et où cp1 est 
un homomorphisme continu du groupe topologique dans E 2 tel que : 

y%(kx) = y(k)y'(x) si x 6 E 1 et k €K% . 

La loi de composition sur C est définie par : 

(E3.(<9\. V1).E2).(Ê2.(V. V),Êl) = (Ê3.(V\r. E x). 
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Soit v le foncteur de 0 vers la catégorie î des applications continues entre espaces 
topologiques tel que : 

V R E 2 , ( C P « , C P ) , E 1 > ) = F E 2 X K 2,CP» X sp.EJ X / C X ) . 

Soit § x (resp. § 2 ) la catégorie des homomorphismes continus entre groupes abéliens 
(resp. corps) topologiques et soit p,, = ( %, pi, Ĉ .) le foncteur fidèle canonique, où 
i = 2,2 . Soient p̂ . les foncteurs de 0 dans § . : 

F \ ( H 2 . F <P', E X ; = (E%, cp', E + J 

F ' 2 fE 2 , f cp ' , cpj,E 1 >= ((K2,+, .), <ç,(Kv+, .)). 

Soit (?7 ,R7' | un espace de structures, où 

Tj^((C'ts),(S,a),K') et H' ( e ) = ( ,( Kg, +, . )) pour toute e , 

Soit e 1 (resp. e 2 ) le groupe (resp. anneau) atomique tel que p^e^ — e, i=l,2. Si 
1 f € C, e = a( f) et e' = fi( f), posons Ĝ .f / ) = p\ H'( f)X £\, où £\ est l'isomorphisme 

trivial de ei sur ê .. (C* t G.) est un couple dominant dans ( ̂ ,,§,) espèce de 
structures r)i - (C tSitK\). Soit (resp. cr2 ) la topologie sur S x (resp. S 2 ) homé

omorphe à la topologie induite par a* sur la classe des couples (z,0 ) , où 0 e est le 
0 de ( K G , + , .) (resp. ( 0'g, k ) , où 0*E est l'unité de E + ) . En posant 

Vi^((C\s),(Si1ai)iK\)1 

C
7

?,»^.) est un pVespace de structures. Un vespace de structures est appelé un 
espace fibre vectoriel généralisé; c'est un espace fibre vectoriel ordinaire si C' est un 
groupoîde localement trivial et si {TJ2,G2) est le p 2 espace de structures trivial 
défini par (C',s,(K, +•...)). 

Soit (77,/x,FJ un K-espace de structures audessus d'un Hespace de mor

phismes (nous reprenons les notations antérieures). Supposons que (77, H' ) et (/2,/f ' j 
soient des ¥  espaces de structures et que, pour tout e €7T

%(SJ ,F* (e)=((G(e), H'(e)), H'(e), K*e) 
soit un H'  espace de structures. Ceci équivaut à se donner une espèce de structures 
(77, F') dominée dans (p$ ,9(K')) telle que : 

xp.p^ F* = H et xjjTjj p№ F' = H . 

PROPOSITION. (77, H1 ) est un espace de structures, où H'(e) est, pour tout 
e €7T'(S0)t la catégorie H' - structurée des hypermorphismes [4c] associée à F*(e). 

DEFINITION. Avec les notations précédentes, on dira que ( 7), JJL, F') est un ^espace 
de structures audessus d'un Hespace de morphismes. 
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C A T É G O E I E S S T E U C T U E É E S E T C A T É G O E I E S 
D I F F É E E N T I A B L E S *) 

PAR 

CHARLES EHRESMANN 
(Paris) 

On donne une théorie générale concernant le problème d'introduire des struc
tures supplémentaires sur des catégories ou des groupoïdes, ces structures devant 
être compatibles avec la structure algébrique de la catégorie ou du groupoïde. 
La théorie met en évidence les faits algébriques communs à des cas en apparence 
tFès différents. Elle conduit à l'introduction des catégories topologiques et des 
catégories r-différentiables. 

Depuis longtemps on considère sur certaines structures algébriques 
(groupes, anneaux, corps, algèbres, espaces vectoriels) des structures sup
plémentaires, par exemple des structures topologiques, des variétés diffé-
rentiables, des structures métriques, de structures d'ordre . . . De la 
même façon, on est amené à introduire des structures supplémentaires sur 
des catégories ou des groupoïdes, ces structures devant évidemment être 
compatibles avec la structure algébrique de la catégorie ou du groupoïde. 

La première idée pour « structurer » une catégorie est de munir cha
que classe Hom(e', e) d'une structure supplémentaire. D'une façon précise : 
Soit p un foncteur fidèle d'une catégorie H vers une catégorie M d'appli
cations, une unité s de H' étant appelée une ^-structure sur p (s). Soit C ' 
une catégorie. On appellera catégorie p-dominée ([1] chapitre II) un couple 
( 0 ' , F), où F est un foncteur de C xC* vers H tel que p • F = Hom c . 
Ainsi les catégories préadditives sont des catégories ^-dominées, p étant 
le foncteur d'oubli de la catégorie des homomorphismes entre groupes abé-
liens vers M. On peut préciser cette notion lorsque p est à produits finis 
(déf. 6—IV [1]) : On appelle catégorie discrètement p-structurée un couple 
(C , -F0), oùJ^o est une application de 0 0 X C0 dans Ê0 ( = classe des unités 
de H ) vérifiant la condition : Si e, e' et e" sont des unités de C , il existe 
un morphisme k(e", e% e) de s o u r c e F 0 ( e e r ) x F 0 ( e % e), de but FQ(e,f

i e), 
*) Cet article est le texte des deux conférences données par l'auteur au Colloque 

international sur les variétés différentiables de Bucarest (juillet 1967). Les notations sont 
celles de [1] (voir fin de la bibliographie). 

REV. ROUM. MATH. PURES ET APPL.. TOME XIII. NO 7. p. 967-977. BUCAREST. 1968 
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tel que 
p (F0 (e', e)) = Hom0. {e\ e) et p (k (e", e', e)) {y, x) = y. x. 

On appellera catégorie fortement p-dominée une catégorie ̂ -dominée (C, F) 
telle que la restriction F0 de F à 0 0 x <70 définisse sur C une structure 
de catégorie discrètement ^-structurée. 

Si (C, F0) est discrètement ^-structurée et si p est à atomes (déf. 
1 8—IV [1]), il existe une catégorie fortement #-dominée (C, F) prolongeant 

F0. Ceci est par exemple le cas lorsque p est le foncteur d'oubli de la 
catégorie des applications continues vers M ; mais non lorsque p est le 
foncteur d'oubli p^ vers M de la catégorie F des foncteurs. Si (C, F0) 
est discrètement structurée et sip est à sommes, on peut munir Ode la 
structure s = 2 F0 (e', e). La notion de catégorie structurée [2] que nous 

2 allons rappeler « assouplit » la notion ainsi obtenue en admettant sur C des 
structures s qui n'induisent pas nécessairement sur C0 une structure « dis
crète » (i. e. somme d'atomes). 

Des exemples importants de catégories structurées sont fournis par 
les catégories topologiques, différentiables, ordonnées, doubles, etc. L'inté
rêt de faire une théorie générale réside dans la mise en évidence des faits 
algébriques communs à des cas en apparence très différents, ce qui con
duit à des théorèmes fins, dans lesquels interviennent seulement les hypo
thèses algébriques nécessaires pour leur validité. 

1. DÉFINITION DES CATÉGORIES STRUCTURÉES 

Nous désignons par M la catégorie pleine des applications entre en
sembles appartenant à un univers M0- Soit p un foncteur (M, p, H ) 
d'une catégorie H vers M. Pour simplifier, nous supposons toujours 
que p est un foncteur d'homomorphismes saturé, i. e. ([1], déf. 20—11) : 

1° p est un foncteur fidèle ; par suite on peut représenter h e H par 
le triplet \i a(/&)) qui le détermine entièrement, h désignant la sur-
jection x -*p (h) (x) de p (<x(Ji)) sur une partie de p (p (h)). En particulier. 
p (s) sera noté * pour toute unité s de H . 

2° Si s e H0 et si / est une bijection des sur M, il existe un et un 
seul inversible h<=H tel que a (h) = s et p (h) = f. 

Bappelons que s' e Hô est une p-sous-structure de s ( [1], déf. 7—III), 
noté s'r— s, si 

1° s' a s et (s, i, s') e H, où (s, t, s') désigne l'injection canonique 
de s' dans s. 

" " A A A 
2° Soit h — (s, h, s) G H tel que h (s) d Alors (s', h, s)(=H. 
DÉFINITION [2]. On appelle catégorie p-structurée un couple (C, s) 

tel que : 
1° C est une catégorie, s <= J5T0 et p (s) = C ; 
2° Il existe $ = (s, t, s0) e H tel que p (s0) = <70, a = (s0, a. s) : 

e # , & = (*0, ¡3, s)<zH. 
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3° Il existe un produit fibre s-)f s de (a, b) dans H' tel que Je = (s, 
x, s-)(rS)eH, où x est la loi de composition de 0". 

L'axiome 2 entraîne s 0 r-s . S'il existe un produit sxs dans H tel 
que p(sxs) = OxO, alors on a s s r-~ sxs. Dans tous les cas, s 0 est le 
noyau de (s, a) et de (s, b), où 

à = (s, a, s) — i. a e et b = (s, p, s) = à. & e iï. 

DÉFINITION. On appelle fondeur p-structuré un triplet 
î 1 = ((C", s), 2?, (0', s)) tel que 

1° (C, s) et (C", s) sont des catégories ^-structurées; 
2° ^ = (C', JP, 0 ) est un foncteur et (s, .F, s)eH. 
Xoiis désignons par F(j?) la catégorie des foncteurs ^-structurés, 

dont la loi de composition est 
{(Ci, s,), Zi, (Oi, s±)). ((C, s), (C", s)) = ((Ci, SJ, Zi (C', *)) 

si, et seulement si, (C'19 s^ == (C*, s). On définit trois foncteurs canoniques 
de source F (p), à savoir 

Raffinements de la notion de catégorie structurée 
Soient H' et H" des parties de H et (0", s) une catégorie 

^-structurée. 

1° Si aeH', beH', h^K", on dit que (0', s) est p ((H', H'), #")-
structurée. 

2° Si fce£T" et s'il existe 
[b, a] = ( s 0 xs 0 , [P, a], *)eJZ, où [p, a] {x) = (P (a?), a (a?)), 
on dit que (0', s) est ^ (H', H")-structurée. 

3° Si 0' est un groupoïde et s'il existe (s, I , s)eH, où I (x) = a?"1, 
on appelle (0*, s) un groupoïde p-structuré. Dans ce cas, (s, I, s) e 7fY. 

vers F, 

pH vers -ET , 
p = p - pH = p? - p' vers M. 
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2 THÉORÈMES GÉNÉRAUX 

Xous supposons dans ce paragraphe que le foncteur d'homomor-
phismes saturé p est à produits finis et à noyaux, c'est-à-dire : 

1° Pour toute famille (s^j d'unités de H f où I est fini, il existe 
un produit (qui est alors unique) II s( dans H tel que p (II = II <V 

iei te/ 
2° p est résolvant à droite ([1], déf. 8 —III), i. e. si h± et h2 sont deux 

éléments de sr. H. s, il existe une p-sous-structure $' de s telle que s' soit le 
noyau de (p (Ẑ ), p (h2)), c'est-à-dire la classe des x<e s tels que îi(#) = J2(#). 

Avec ces hypothèses, (C, s) est une catégorie structurée si, et seu
lement si, la catégorie 0" et s e Jï0 satisfont les axiomes : 

1° Il existe a = (s, a, s)œH et b = (s, ¡3, s)eH; 
2° Soit s-)F « le produit fibre de (a, b) se projetant sur 0'-X~0* (s-X-s 

existe, car p est saturé et admet des produits et des no vaux). Alors 
k =r- (S. X, 8^8)€:H. 

THÉORÈME [2]. 1° p est mi foncteur d'homomorphismes saturé i) pro
duitsfinis et à noyaux, donc à I -limites projectives pour toute catégorie finie 
F. Si de plus p est à J -limites projectivesil en est de même pour p. 

2° Soit (C, s)£?(p)0. Si C1 est une sous-catégorie de C et si sxr^ s et 
#(s1) = C1, alors Si) est une p-sotis-strueture de (0, s) (on dira sous-
catégorie p-structurée). 

Supposons que p soit la restriction d'un foncteur d'homomorphismes 
A A A 

saturé à produits finis et à noyaux P = (M, P, H), où M est la catégorie 
pleine d'applications associée à un univers M0 tel que M0 e M 0 et M 0 C M0 

- 1 ^ A 
et où H = P (M). Soit M 0 la classe des M GM0 admettant une Injection 
sur un élément de M0-

On dit [3] que P est •—engendrant pour M s'il vérifie la condition : 
Soient SGHQ et iHeM0 tel que M Cl P (S) ; soit A la classe des P-sous-
structures sr de S telles que M a P (s') ; il existe s i vérifiant 

P(s) = fl P(A) et P(S)eM 0. 
On dit que P est dénombrablement engendrant pour M [3] s'il est 
r- - engendrant pour M et si, pour tout S e Ê0 et toute suite <*e P-sous-
structures de # telles que P (̂ ) c P (si+1) e M0 > il existe une P-sous-
structure s de $ telle que P(S) = U ^ W -

THÉORÈME [3]. Supposons P dénombrablement engendrant pour M. 
Alors le foncteur P de F (P) vers M est «—- engendrant pour M, ^ même 

sa restriction à la sous-catégorie pleine F9(P) ^ F(P) ayant pour unités 
les groupoïdes P-structurés. 
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Ce théorème a de nombreuses applications. En particulier, à Faide du 
théorème d'existence de structures libres ( [ 4 ] th. 1), on en déduit : 

THÉORÈME [3] . Supposons que i ï e M 0 et que P soit dénombrable-
A 

ment engendrant pour M et à M0-produits. Alors ?(p) est une catégorie à 
? ̂ -limites inductives. Soient (C*, s) s F (j?)0 et r une relation d^ équivalence 
sur (7; il existe une p-structure quasi-quotient de (C\ s) par r (appelée caté
gorie p-structurée quasi-quotient de (C r, s) par r ). 

(Kappelons la définition d'une g-strueture quasi-quotient, relative
ment à un foncteur q de K vers M : On 
dit que G est une ^-structure quasi-quotient 
[3 ] de aeZfl par la relation d'équivalence 
r sur q(o) s'il existe JŒG.K.G tel que q(j) 
soit compatible avec r et que, si keK. G 
et si q(h) est compatible avec r, il existe un 
et un seul h' e K vérifiant h'.j = h. Si de 
X>lus q(j) est la surjection canonique r de 
G sur GJr on dit que a est une structure 
quotient ( [1 ] , déf. 0 —III) de G par r.) 

Théorème [31. Si les conditions du thé-
or Ime précédent sont vérifiées, F(i>) est une catégorie à f0(p)-projections ?f 
à 3 {p)-projections ( [ 1 ] , dé/. 15—III) oh &(p) est la sous-catégorie pleine 
de F, (p) ayant pour unités les groupes p-structurés. 

Autrement dit : Toute catégorie p-structurée admet un « plongement 
universel » en un groupoïde ^-structuré et en un groupe ^-structuré. 

Soient I et J deux parties de F0. Soit: F'u(p)o ^a elasfce des tri 
plets G = (((.'', s), v, (x), OÙ (C,9) e F (i>)0 et où v et: u sont respective
ment une application I-limite projective partielle et une application. 
J-limite inductive partielle sur C (c'est-à-dire p. associe à certains foncteur.s 
<I> de I'.GJ vers C une transformation naturelle [x(O) de <1> vers un 
foncteur ê constant sur e, définissant e comme limite inductive de <1>), 
Soit F' , J (p) la catégorie des triplets (<j2, F, <jt), où F = ((C 2,s 2), F, (C,, 
,S'1))GF(^) et où p'(F) est compatible avec (E2, r̂ ) (c'est-à-dire p (F) 
lx (O) = 5-2 (v'{F). #)) pour 5 = et v. Soit F ,J l a sous-catégorie 
pleine de F'IJ (p) ayant pour objets les G tels que [i et v soient des appli
cations I-limite projective et J-limite inductive totales sur C . 

Théorème de completion s t ruc tu rée [4 ] . Supposons P dénom-
A A ^ 

brablement engendrant pour M et à M0-produits. Si #eM 0 > l G M 0 et J s 
e M0 ta catégorie ?'li (p) est à Fu (p)-projections. 

Ceci signifie qu'une catégorie ^-structurée peut être « universellement 
plongée » en une catégorie ^-structurée à I-limites projectives et à J-limites 
inductives, avec conservation de certaines limites naturalisées données. 
Exemples 

A 
1°. Cas où P est •—étalant, i. e. [3 ] si SŒH0 et si M C i , il exis

te s'r— s tel que sT = M. Si P est à M0-produits, les théorèmes précé-
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dents s'appliquent. Il en est ainsi dans le cas des catégories ordonnées, 
qui sont des catégories to-structurées (où co est le foncteur d'oubli vers 
M de la catégorie des applications ordonnées) et dans le cas des caté
gories topologiques (catégories 0-structurées, 6 désignant le foncteur d'ou
bli vers M de la catégorie des applications continues entre espaces topo
logiques). 

2° Cas où P est le foncteur d'oubli vers M de la catégorie des homomor-
phismes entre structures algébriques d'une certaine espèce [5]. Alors P 
est dénombrablement engendrant pour M et à M0-produits [5], de sorte 
que les théorèmes généraux s'appliquent. Tel est le cas pour les catégories 
doubles (catégories ^ystructurées [2]), pour les catégories multiples (défi
nies [2] par récurrence comme les catégories p1*-13-structurées, où pl*~1} est 
le foncteur d'oubli vers M de la catégorie des foncteurs (n — l)-uples), 
pour les catégories sous-préinductives [3]. 

3° Cas où p n'est pas à noyaux. Les hypothèses des théorèmes précé
dents ne sont pas vérifiées. Mais on peut canoniquement étendre p en un 
foncteur p satisfaisant ces conditions ; la construction d'une extension 
« minimale » et d'une extension « maximale » sont données dans le mémoire 
[12]. Les théorèmes généraux sont donc valables pour les catégories p-
structurées. En particulier cette méthode pourra être appliquée au fonc
teur 8r vers M de la catégorie C des applications r-différentiables, qui 
est à produits finis, mais non à noyaux ; on étendra ainsi Sr en un foncteur 
à noyaux (resp. à noyaux et a M0-produite) Sr et on étudiera les catégories 
Sr-structurées. 

3. ESPÈCE DE MORPHISMES ASSOCIÉE À UNE CATÉGORIE STRUCTURÉE 

Soit a = (C, s) une catégorie ^-structurée, où p est un foncteur 
d'homomorphismes saturé (M, p, S'). Pour tout s ' e i ï 0 , désignons par 
Kf,, la classe multiplicative telle que Ks,= s. H. s', la loi décomposition 
étant 

(h', h) —> h'»h = (s, x [h', h], s') 
si, et seulement si, (s, a, s), h' = (s, p, s), h. Autrement dit : il existe un 

unique v(h', h) G (s -)f s).H.s' associé au couple (h', h) par le produit fibre 
de (s, ô), et 

Ji' • h — k. v(h\ h), où le = (s, x, s -)f s). 
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Théorème. Kl est une catégorie, dont les unités sont les h e KS' 
tels que h(s')çzCo. Soit K* la catégorie somme des catégories Kl , où s' ŒH0. 
Alors Y](a) = (H*, K*, x') est une espèce de morphismes, x' étant la loi 
de composition 

(f,h) ~> h.f si oc(fc) = P(/). 
Ceci signifie que, pour tout / e s'.H.s", la surjection h -> h.f définit 

un foncteur de Kl vers Kl, ([1], déf. 29-11). 
Ainsi à la catégorie ^-structurée a, nous avons associé vj(a), qui est 

une structure de J7'-catégorie sur s (au sens de [10]). Mais la notion de ca
tégorie structurée est plus stricte que celle 
de H'-catégorie sur une imité de H' (les rapports 
entre ces deux notions sont discutés dans [6]). 

Soit li (G)' la catégorie produit croisé as
sociée à l'espèce de morphismes r^a) ([1], déf. S' 
32 — 11). Ses éléments sont les triplets (m,/, h), où 

m e ( K8,)° ,fes'-H>s", h e Ks>, et 
m-f= ^(h) -= (s, $,s).h, 

la loi de composition étant 
(m',f',h').(m,f,h) = (mr,f'.f, (h'.f)*h) 

si, et seulement si, oc* (h') — (s, a, s).h' = m. 
Supposons que q = (M, g, H") soit un foncteur d'homomorphismes 

raturé à produits finis et à noyaux, et que (H\ D) soit une catégorie 
g-dominée telle que le foncteur Ds, : h —> D(h, S') soit compatible avec les 
produits fibres finis pour tout s' e H'0 . 

Théorème. (Kl, D(s, s')) est une catégorie q-structurée. 
Supposons de plus que (//', D) soit fortement (/-dominée. Pour tout 

couple (s", s') d'unités de H', désignons par R(SF, s") la classe des (m, /, 
K)eR(a) tels que / e s'.H.s". 

Théorème. Il existe une q-scms-structure D(SF, s") de D(s, s') x 
xD(sf, s") x I)(s, _s") telle que q(D(s'-, s")) = R(s', s") .et, si S"'ŒH0, 

il existe un élément k(s"', s', s") de D(s"f, s").H'.S appliqué par q sur la 
restriction de la loi de coniposition d^e_ R(a)' à R(s"', s') x R(s',s"), où S est 
une q-sous-structure de D(s"', s') x D(s', s"). 

Corollaire. Supposons q à atomes. Il existe une catégorie fortement 
q-dominée (JK(cr)', J)), où i)(p/, p.) est une q-sous-structure de D(s', s^) pour 
tout couple alunites p,e R(s", s' ) et p.' e R(s', s'). De plus (Rs>, (a)', D(s', s') 
est une catégorie q-structurée, où RS' (a)" est la sous-catégorie de R(a)' défi
nie par R(s', s'). 

4. SECTIONS LOCALES DES CATÉGORIES TOPOLOGIQUES 

Soit 0 le foncteur canonique vers M de la catégorie T des appli
cations continues. Une catégorie 0-structurée est appelée catégorie topo
logique. C'est donc ([2], [7], [9]) un couple (C, T), où C' est une catégorie, 
T une topologie sur C, vérifiant les conditions : 

1° (T, a, T) e T et (T, p, T)ÊT. 

6 - c. 5392 
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2° (T, x, T-*T)eT, où T-)fT est la topologie T x T/G'-^G' in
duite par T x T sur Si de plus 0* est un groupoïde et (T, I, T) e 
eT, où = a?-1, alors (G', T) est un groupoïde topologique. 

Le foncteur 8 est un foncteur d'homomorphismes-r- -étalant à M0-
produits et à atomes. Les résultats du §2 s'appliquent à la catégorie 
F (6) des foncteurs continus. Le théorème d'existence d'une catégorie 
topologique quasi-quotient se précise : 

Théorème [7]. Si (G*, T) est une catégorie (resp. un groupoïde) to
pologique et r une relation d'équivalence sur (7, il existe une catégorie (resp. 
un groupoïde) topologique quasi-quotient de (€', T) par r delà forme (G\ T)y 

où G' est une catégorie quasi-quotient de G' par r. 
A A 

Même si G = Gjr, la topologie T peut être différente de Tjr. 
Soit a = (G\ T) une catégorie topologique. Soit R(G)' la catégorie 

produit croisé associée à l'espèce de morphismes y-(a) correspondante 
(§3). Nous allons définir une sous-catégorie de B(a)'. 

Définition [7]. On appelle section locale de a un triplet (Ur, 9, U)f 

où : 
I e U et V sont des ouverts de T0 ; 
2 e (T, 9, T/L t)GT, a cp(̂ ) = x et P9(.i,)e V pour tout x<=U. 
Soit S(a) la classe des sections locales de a. 
Théorème. On définit une catégorie S(a)9 isomorphe à une sous-ca

tégorie de R(a)\ dont la loi de composition est 
(U", 9', Ui)*(U', 9, U) = (U'% 9", U) si U[ = C, où 9" == 

= x [9' P9, 9] (c'est-à-dire 9" (x) — 9' $<p(œ). 9(J?)). 
A A 

JÏ ETÓTE WTIE quasi-topologie [11] canonique 7, sur S (a) telle que (S (a)* 
soit une catégorie quasi-topologique [7]. 

L'isomorphisme est défini par la bijection y : 
(V, 9, U)->UT, 1, TIU'),(TIU', p>, T/F), (T, 9, T/Z7)). 

$(<j)# est appelée catégorie des sections locales de a. En général, elle n'est 
pas munie d'une topologie. En utilisant les résultats du § 3, on peut la 
munir d'une quasi-topologie X (qui est définie directement dans [7 )) 
et (S(a)9, X) est une catégorie quasi-topologique. En effet, (T, D) est 
une catégorie fortement 6'-dominée, 6' étant le foncteur d'oubli vers M 
de la catégorie T' des applications quasi-continues [7] entre espaces quasi -
topologiques, la domination D associant à (T, T') la quasi-topologie de la 
convergence locale [7] sur la classe T.T.T' (celle-ci généralise la topolo
gie de la convergence compacte, à laquelle elle s'identifie si T' est locale
ment compacte). Soit a+ la catégorie topologique (<7+, T,.), où G\ est la 
catégorie somme de G' et d'une unité a m G, et où T+ est la topologie la 
moins fine sur 0 + telle que TJG = T ; soit T0+ = T + /0 ' + 0 . On définit 
une bijection y de S(G) sur une sous-catégorie de B(G+)' par : 

(U'j 9, U)-+((T+, T 0 + ) , (T 0 + , p9 . ? ^0+), 9 + , T0+))9 
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où iv, est l'application identique de V et où <p+ est l'application «globale » 
associée à 9 : 

<p+ (%) = <p (x) si x<= U et cp+ (x) = a si a?« U. 
Cette bijection définit un isomorphisme de S(G)* sur une sous-catégorie 
de RTq+ (o+Y (notations § 3). Comme cette dernière catégorie est 
ô'-structurée, par image réciproque par y on obtient une catégorie 
quasi-topologique (S(a)m, X). 

Soit Sp(G)' la catégorie des sections locales pointées de a. Ses éléments 
sont les couples ((Z7', 9, U), (x% x)), où a? e £7 et a?' = p<p(#),la loi de com
position étant celle induite par $* x (C'0 x CJ)-L, en désignant par (G'0 x 
x Oo)1 le groupoïde des couples associé à O0. Soit r x la relation d'équi

valence sur Sp(G) engendrée par 
((U'u 9u c'i)> x))^((U', 9, U), (a?', a?)) 

si [ 7 ; c L7', V1ÇZV et 9 l = 9 / ^ . 
THÉORÈME [7]. Il existe une catégorie quasi-topologique J X (a) quo

tient de (S p(a)'f X') par rx, o& X' est la quasi-topologie induite par X x 
X ( T 0 X 2'0). 

Un élément de Jx(<r) est appelé J6£ ZoeaZ de section, noté 9. Par 
itération, on peut définir une suite de catégories quasi-topologiques, appe
lées prolongements non holonomes de a. Si T0 est localement compact, 
ces catégories sont topologiques (voir [7], III). 

5. CATÉGORIES DIFFÉRENTIABLES 

Soit C R la catégorie des applications r-différentiables entre variétés 
r-différentiables de dimension finie ou infinie (modelées sur un espace de 
Banach ou sur un espace vectoriel localement convexe quelconque). Soit 
Br son foncteur d'oubli vers M et soit $ C R sa sous-catégorie formée 
des submersions. 

DÉFINITION. Une catégorie Sr ((SC% SCr), Ostructurée est appelée 
catégorie r-différentiable ([8], [9]). 

C'est donc un couple (0*, A), où G' est une catégorie, A une 
structure de variété r-différentiable sur G telle que : 

1° Il existe (A, t, A0) e Cr avec a — (A0J oc, A) e 8C% b = (AQ, 
p, A) Œ 8Cr (H s'ensuit que A0 est une sous-variété propre fermée de A 
et (A, 1, A0) une immersion). 

2° Comme a et b sont des subimmersions, il existe un produit fibre 
A -)f A de (a, b) sur <7-)f G'. Alors h = (JL, x, A -)f J.) e CR. (Il s'ensuit que 
-à -)f A est une sous-variété propre de i x i .) 

Une catégorie r-différentiable (0*, A) est dite régulièrement diffé-
renliable si 

3° [6, a] est une subimmersion [8 ] . 
Elle est dite localement triviale [9] si de plus 
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4° [b, a] (C) est un ouvert de A0 x A09 Cr est ouvert pour A et 
(C'Y, Ay) est un groupoïde r-différentiable. 

Cette dernière condition entraîne que tout e<=C0 admet un voisi
nage ouvert U dans A0 qui admet un relèvement r-différentiable v dans 
Ay relativement à p tel que cnv(U) = {e}. 

Théorème [8]. Si (C, A) est une catégorie r-différentiable et si A 
est une variété banachique, C\ est ouvert dans A et (C'r, Ay) est un grou
poïde r-différentiable. 

Remarque. La théorie des espèces de structures r-différentiables 
[8] au-dessus d'un groupoïde différentiable localement trivial est équi
valente à la théorie des espaces fibres localement triviaux (voir [9]). 

Soit a = (C, A) une catégorie r-différentiable, l un entier < r. 
Nous désignons par G la catégorie topologique sous-jacente à cr. Soit St(G)* 
la sous-catégorie de S(a)m formée des sections r-différentiables de cr, 
i.e. dont les éléments sont les (V, 9, U)<ES(G) tels que (A, 9, i /C T ) eC. 

Théorème. St(G)* est isomorphe à une sous-catégorie de la catégorie 
produit croisée R(a)' associée à Vespèce de morphismes Y](cr) correspondant 
à cr. 

Soit rP r (G) la sous-catégorie de Ja(G) formée des jets locaux de 
sections différentiables ; c'est donc la catégorie quotient par la relation 
d-équivalence induite par rx de la sous-catégorie SR

P(G)° de Sp (G)' formée 
des sections pointées r-différentiables. •"" 

Théorème [8]. Il existe une catégorie Cl* quotient de Jx<r(a) par la 
relation d'équivalence g1 : 

j*9 ~ ^ 9 ' si, et seulement si, 9 et 9' ont le même l-jet en ,r (i.e. 
dans des cartes locales convenables, 9 et 9' ont mêmes differenti cil es homo
gènes d'ordre V l9 en x). De plus (C1*, A1) est une catégorie (r—l)-dif
férentiable, A1 étant la structure de variété {r—l)-différentiable canonique 
sur Vespace des l-jets de A0 dans A [8]. 

Corollaire. On définit la catégorie (r—l)-diffêrentiable(JrJ, ArJ) 
des l-jets d'applications r-différentiables ci partir de la catégorie différentiable 
{(universelle » des r-germes ((V X V)^, V x Tr), où V = variété ^univer
selle^ des germes des variétés F e Q -

On appelle (C1*, A1) le prolongement holonome d'ordre V de cr, noté 
G1 . Par itération, on définit les prolongements non holonomes d'ordre l 
et aussi les prolongements semi-holonomes de G (voir [8]). 

Soit 7] (cr) = (Cr*, K*, x') l'espèce de morphismes associée à G = 
= (C, A). Soit rip l'espèce de morphismes pointée (Q\ K*v, *.'v) suivante : 
Les éléments de KP sont les couples (h, (x, x')) tels que JKEÉ, / e a (h) 
et x = h (xf), la loi de composition dans K*p étant 

{{h', (xx, x')), (h, (x, x'))) -> (h' • h, (xx • x, x')) 
si, et seulement si, h' • h est défini dans K*. La catégorie Q est formée 
des applications r-différentiables pointées et la loi Y.'V est définie par 

((/, (x', x")), (h, (x, x')) -> (h. f, (x, x")) 
si, et seulement si, = a(ft). Soit A.Jrl la classe des X<=Jrl dont le 
"but est un germe de A. 
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11 CATÉGORIES STRUCTURÉES ET CATÉGORIES DIFFÉRENTIABLES 977 

THÉORÈME. Il existe une espèce de morphismes rf (G) — (JRJ, (A. JRJ)M, 
K") quotient de f\v. De plus ((A, Jr-l)*9 ArA IA.Jr-1) est une catégorie (r—l)-
différentiable et y]l(y) est sous-jacente à une espèce de morphismes (r—l)-
différentiable [8],"notée r/(a). 

La loi de composition de (A. Jr-1)* est [8]. 
(X', X) -> kv(X', X) si aX' = bX, où v(X', X) est l'élément associé 

à (X\ X) par le produit fibre (j\(X') a , H(X) b), où a = (A, a, A), b — 
= U, P, 

Comme y)*(<j) est (r—Z)-différentiable, la catégorie produit croisé 
associée est une catégorie (r—Z)-différentiable. 

THÉORÈME. Le prolongement (C1*, A1) s**identifie à une sous-catégorie 
(r— I)-differ entiable de la catégorie (r — l)-differ enti able produit croisé asso
ciée à r/(cr). 

Ces résultats conduisent à une étude « catégorique » des propriétés 
infinitésimales de catégories differentiates et par suite de la Géométrie 
Différentielle. 

Reçu le 30 juin 190 7 
Institut H. Poincaré 

Paris 
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Charles Ehresmann 

Introduction 

La cohomologie est généralement définie à partir d'une caté
gorie abélienne, c'est-à-dire d'une catégorie préadditive vérifiant 
certaines conditions. Peut-on remplacer dans ce problème les 
structures de groupes abéliens par des structures de catégories ? Le 
problème de la cohomologie non abélienne est un cas particulier 
de celui-ci. L'étude de ces questions conduit à décomposer le 
problème : 

Soit p un foncteur fidèle d'une catégorie yf vers une catégorie 
pleine Ji d'applications. Soit H* une catégorie, / et f des idéaux 
de H* et respectivement. Soit D un foncteur d'une sous-catégorie 
H" x H* de H% x H* (où ¿7* est la duale de H') vers M tel que 
p. D soit une restriction du foncteur Homir. 

1) On définit la notion de (p, ^/J-suite exacte courte (en utili
sant les /7-surjections et les /7-injections P]). 

2) On définit la notion de complexe de (H9, J). 
3) A un complexe K de (f/*, J), on cherche à associer une 

(P> c/)-suite exacte courte dont le «but» sera une structure de 
cohomologie de K. 

4) Un complexe de (H\ J) dont la structure de cohomologie 
est triviale est appelé une suite exacte de H\ 

5) A une catégorie donnée, on associe un « foncteur résolution » 
à valeurs dans la catégorie des complexes de (H\ J). 

Dans le cas classique, H* est la catégorie sous-jacente à une 
catégorie abélienne, J est l'idéal formé des O-morphismes, D est le 
foncteur de H* x H*' vers la catégorie ^ des homomorphismes 
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entre groupes abéliens tel que D (e\ é) soit le groupe abélien donné 
sur Hom {e\ e); enfin f est l'idéal de 9 formé des applications 0. 
Les suites exactes de la catégorie abélienne H* sont alors « retrou
vées » par la méthode 4. 

Nous réservons pour un autre article le problème 5 de la 
résolution (voir aussi conclusion). Un cas important est celui où ¿tí? 
est la catégorie des foncteurs J^; l'étude des suites exactes courtes de 
foncteurs est faite dans le n° 3, où le problème du quotient d'une 
catégorie par une sous-catégorie propre est résolu. Les n o s 5 et 6 
montrent comment construire des foncteurs de cohomologie relatifs 
à la catégorie des applications covariantes ou contravariantes 
entre espèces de morphismes (cette catégorie jouant le rôle de la 
catégorie Hm et étant la catégorie #"); le foncteur D est défini par 
la donnée d'un foncteur à valeurs dans les applications covariantes 
dominées par des foncteurs doubles [2]. On obtient par exemple le 
foncteur de cohomologie centrale. 

Les résultats de cet article ont été résurríüs? dans deux Notes 
à l'Académie des Sciences [3] ; dans deux autres Notes [4], le cas de 
la cohomologie d'une catégorie à valeurs dans une espèce de 
morphismes a été considéré. 

Se rattache aux questions traitées ici le problème de l'extension 
des catégories (problème inverse du passage au quotient) qui, 
comme nous le montrerons ultérieurement, se ramène à l'étude de 
certaines catégories de cohomologie d'ordre 2 et 3. 

1. SUR LA NOTION DE SOUS-MORPHISME 

Notations : 

Soit H* une catégorie. Nous désignons par H*Q la classe de ses 
unités, par a et (i ses applications source et but, par H* * H* la 
classe des couples composables, par if* le groupoïde des éléments 
inversibles et par H* la catégorie duale. Si (/%,...,.fi) est une suite 
d'éléments de H tels que oc(fi+i) == p(fi) pour tout i < n, nous 
poserons : 

nfi^fn f2.fl. 

Soit e e HI; si e' e nous désignons par e.H. e' la classe des 
h G H tels que p (h) = e et <z(h) = e'. 
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Si H'9 est une sous-catégorie de H\ nous désignerons par 
• ( # • ; / / , / / ' ) la sous-classe M de OH9 (voir t1]) formée des 
quatuors (k\ k, h9 h') de H9 tels que k' G H' et h' e H'. La classe M 
définit une sous-catégorie double (voir [2]) de la catégorie double 
(LU //% B H9). Les applications source et but dans MB (resp. dans 
M m ) seront notées <xB etfî3 (resp. a m et /?m). Si h e //, nous posons : 

hB = (P(h),h9h,*(h)) et Am = (h, p (h), * (h), h). 
Soit Rg(H9) (resp. soit JR̂  (AT*)) la classe des monomorphismes 

(resp. des épimorphismes) de H9. Sur H la relation: 
f <f si, et seulement si, il existe g e H tel que/ ' = / . g 

est une relation de préordre. Soit A une sous-classe de H. Si A 
admet une borne supérieure (resp. borne inférieure) dans la classe 
préordonnée (H, <) , on appelle une telle borne une H9-borne 

H* 
supérieure (resp. une H9-borne inférieure) de A; nous désignons 
par KJH' A la classe de toutes les bornes supérieures de A, par n H'A 
la classe de toutes les H9-bornes inférieures de A. On a : 

(un- A). Hy = u#- ^ ; (n#- ^) . / / ; = nH

m A. 
Si beuif A et b' e VH' A sont des monomorphismes de 7/% il 
existe un et un seul g e Hy tel que b. g =br. Si è e u /r A et b e A, 
on appelle 6 un H9-maximum de 4̂; l'ensemble des //'-maxima 
de A est noté max A (ou seulement max A). Si b e nH

m A et b e A, 
on appelle b un H9-minimum de A; la, classe des //'-minima de A 
est notée min A (ou min yl). on a e max A si, et seulement si, 
be A et A b. H; on a, b e min .4 si, et seulement si, b e A et si 
bea . //, pour tout a e /1. 

Remarque : Soit (hi)iei une famille de //admettant une ZP-borne 
inférieure A. Si /f* est formé de monomorphismes, il existe un 
produit fibre naturalisé (ht, gî)i e/ dans H9 tel que hi. gi= h. Si ht 
est un mônomorphisme pour tout i e /, il existe un produit fibre 
naturalisé 

{{hugi)ieiAK*(h))) dans//-. 
Par dualité on définit aussi sur H la relation de préordre < . 

H* 
La relation de préordre sur H engendrée par < et par la relation 
de préordre duale de < est la relation : H ' 

H* 
f'</' si, et seulement si, il existe (h',f',f9 h) e OH*. 
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Nous désignerons par Jé une catégorie pleine d'applications, 
dont la classe des unités est identifiée à une classe de classes. 
On supposera que Jt§ contient avec une classe toutes ses sous-
classes, avec deux classes leur classe produit. Soit (resp. J(s) la 
sous-catégorie de ~# formée des injections (resp. des surjections) 
et soit Jtl (resp. Je®) la sous-classe de Jl formée des injections 
canoniques (M, M') d'une sous-classe M' de M dans M (resp. 
des applications g : s -> s mod o, où g est une relation d'équivalence 
sur a(£)). 

Soit H* une catégorie telle que e'. H. e e ~#o, pour tout 
(e\ é) e HQ x H^ Nous désignerons par Hom H' (ou simplement 
Hom) le foncteur de H* x H* vers Jl tel que 

Hom (e\ e) = ef. H. e si (ef, e) e Ho X 
et que Hom (A', A) soit l'application 

f-+h'.f.h de Hom (a (A'), £ (A)) dans Hom (/5 (A'), a (A)), 
pour tout (A', h) e H x H. Si e e HQ et h e H, l'application 

Hom (e, A): f ->f. h 

est appelée application e-transposée de A, et notée A*. Si 
/? = (#", /?, est un foncteur et si e e H'0, l'application 

k -> Hom#- (e, /? (k)) = p (fc)* 

définit un foncteur de vers Jt, noté /?* et appelé foncteur e-trans-
posé de p. 

Soit !F la catégorie de tous les foncteurs 

0 = (C% ^, C*) tels que (C, C) e 

Soit /7^ le foncteur projection : 

(C% C*) (C? C) de JF vers 
Pjr est un foncteur d'homomorphismes (te. un foncteur fidèle tel 
que (~#, ?̂jr£, soit un foncteur d'hypermorphismes f1]). Soit 
tFg la sous-catégorie pleine de 3F ayant pour unités les groupoïdes 
G* e ^Q. Si 0 est un foncteur de C* vers <5\ nous représentons par 
# la surjection de C sur # (C) .c C telle que 0 ==. (€\ $9 C*),par 
(C',&i,C") la restriction de 0 à une sous-catégorie C"# de C \ et 
nous poserons : 

0o = (<?o#, # I, CÔ et <Py - (<?;, # «, C#

y). 
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Espèces de structures p-dorninées : 

Soit p = (J(9 p9 ¿4?*) un foncteur. Rappelons f1] qu'un couple 
p-dominant une espèce de structures est un couple (C% F), où F 
est un foncteur d'une sous-catégorie de C* vers <W tel que : 

p (F(e)) # 0 et p (F (<?')) n (F(e)) - 0 

si <? e a(F)o, e' e oc (F)o ete^'e'. Soit n'{F) l'application 
(/, z) ->fz = F(f) (z) si, et seulement si, / e oc (F) et z e F(a(/)) . 
L'espèce de structures 

r, (F) = (C\ 5 (F), x' (F)), où S (F) = u p (F(e)), 
eGOC(F)o 

définie par le couple (C\p . F), est dite sous (C% F). On dit aussi 
que (rj (F), F) est w«e espèce de structures p-dominée. 

Pour simplifier, nous supposons que p est fidèle et nous écrivons 
un élément de sous la forme d'un triplet 

h = (P(h),p(h)9*(h)).-
Soit si (p)o la classe de tous les foncteurs F tels que (a (F), F) soit un 
couple/^-dominant une espèce de structures et que Ton ait a(F) € J S . 
Soit «s/(p) la classe des quadruplets (F', 99, F) tels que : 

F e i (p)0, F' e j*O0o, ^ - (a (F'), <Z>, a (F)) e 

ç> == (S (F'), y>, S (F)) e~#, que (rç (F'), ç>, «7 (F)) soit une 
application covariante [x] et que, pour tout e eoc (F)o, on ait : 

Un élément de si (p) sera appelé application covariante p-dominée 
de F vers F' (voir t1]). 

Nous noterons aussi si (p) la catégorie obtenue en munissant 1 
la classe si (p) de la loi de composition : 

{F\ <p'9 FJ) . (F', tf, v , F) = (F\ <f>' .09V'. <p9 F) 

si, et seulement si, F[ = F'. 

Cas particulier : 

Un couple /^-dominant une espèce de structures est appelé 
une espèce de morphismes (voir [*]). Soit ( C \ F) une espèce de 
morphismes. La catégorie S (F)* somme des catégories F(e)9 
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où e e oc (F)o, est une catégorie munie de la catégorie d'opérateurs 
a (F) relativement à x' (F) (au sens de f1]). Soit F 0 le foncteur de 
a (F) vers tel que 

Fù(e) = F(e)0 si eé*(F% 

F»(f) = F(f)0 s i / e é>'.a(F).e. 

Le couple (C% F 0) est une espèce de morphismes triviale (c'est-à-dire 
entièrement déterminée par l'espèce de structures rj (F0)). Le couple 
( C \ F"), où F^ est le foncteur de a (F) vers ^ tel que 

Fv(f) = F(f)v si / e * ' . a(F).£>, 

est une espèce de morphismes et on a S (F )̂* = S (F)*. Nous 
poserons = sé(p^). On a (F', 0, ç?, F) si, et seulement si, 
F e j / 0 , i 7' e ^o , <P = (a (F'), $,a (F)) e (5 (F')%2, S (F)*) e ^ , 
et si (?? (F'), &9 <p, v (F)) est une application covariante. 

Sous-foncteurs et fondeurs quotient : 

Soit p = (C*,/?, H*) un foncteur. Soient C et C deux sous-
classes de C formées respectivement de monomorphismes et 
d'épimorphismes de C* et définissant des sous-catégories de C*. 
Nous désignerons par (C\p)' la classe des (C , ^-injections, par 
(C\ p)—1 la classe des (C", /?)-surjections (voir f1]). 

Soit 9i (//•) la sous-catégorie de la catégorie longitudinale 
1 des transformations naturelles formée des Te B H\ 3F. Soit p le 

foncteur de 91 (H9) vers 9t (C #) défini par l'application W -> B p . F 
(voir prop. 1 [5]). Soit 91:' (C) la sous-classe de 9Ï (C#) formée des 

F ' = ( B C\ F , K9) e SF tels que W (K) c • (C* ; C\ C). 

Puisque C est formé de monomorphismes de C #, la classe • (C*; 
C , C) est formée de monomorphismes de • C # et par suite 9t' (C) 
est formé de monomorphismes de 9Ï (C*). 

De même si C"* est une sous-catégorie de C* formée d'épi
morphismes de C*, la sous-classe 9T" (C") de 9T (C -) formée des 

!P" = ( B C , F ' , tels que W" (K) <= • (C # ; C", C) 

est une classe d'épimorphismes de 91 (C -). 

Proposition 1 : !F g 9t (//*); /wwr que toute restriction 
( B dL7^ i^î) à une sous-catégorie K[ de K* = a (W) soit une 
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(3ïf (C')9 pyinjection, il faut et il suffit que, pour tout f e K9 on ait 
V(f)en(IT;(C'9p)r-,H). 

Démonstration : Soit W = (E3//% W9K9) une transformation natu
relle et soit W = ( B H9

9 Wi9 K[) une restriction de W. Supposons 
que, pour tout / e K9 on ait 

V'(f)en(H*;(C\py-9H). 

Soit 0 € dl (H9) tel que 
{P0 = fP Wf et p (0) = P(W) m <p'. 

D'après le théorème 2,3 f1], W (f) est une ( • C% • ^-injection, 
de sorte qu'il existe un et un seul 0f (f) e • H9 tel que 

W(f)® 0f(f) = 0(f) et • * • ( * ' ( / ) ) = y ' ( A (1) 

Si ( / ' , / ) e * K\9 il existe aussi un et un seul 0' (f) e • H9 tel que 
y (/') m * ' e n = « e n et • p (0f(f)) = ?>'(/') (2) 

et il existe un et un seul 0' ( / ' . / ) tel que 
*"( /V )m #'( / '• /) = « ( / ' • / ) et • p (0'(f'.f)) = W.f). (3) 

En multipliant latéralement membre à membre les égalités (1) et (2), 
et en utilisant l'axiome de permutabilité (prop. 30,1 f1]), on trouve : 

* c n b 0(f) = (*"( / ' ) m 0'(f)) b (*"(/) m * ' < / » 
= CP'Cf) b «"</)) m ( * ' ( n b * '</ ) ) 
= y ( / ' . / ) m ( « ' ( / ' ) b * ' ( / ) ) . 

En comparant avec l'égalité (3), il en résulte 
0f(f) B 0'(f)= *'(/'./) 

car W (/' .f) est un monomorphisme. Donc l'application/' -> <P' (/') 
définit un foncteur 0' de Jfî vers B H9 et 0 ' est l'unique transfor
mation naturelle telle que W • 0 ' = 0 et £ (#') = <p\ Ainsi 
ÎP' e (9T (C), . — Inversement, supposons que toute restriction 
de W soit une (9T (C% ^injection. Soit et soit W(e) = j B

9 

où je H. Soit h e H tel que 
PW = fiU) et p(h)=p(j).h'. 

La transformation naturelle 
y = ( B iQ , où Kt = {e}, 
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est une restriction de W. Soit 
< Z > < Ê , O et 0(e) = hB; 

on a 
£ (#) = i K n m où q>' (e) = h'B. 

Comme W est une (3T'(C), ^-injection, il existe un et un seul 
0' e 31 (H9) tel que 

0 = et p(0') = <p'; 

on en déduit, si 0' (e) = h'B, 
h=j.h' et p(ri') = h'. 

Donc7 est une (C',/7)-injection. Il s'ensuit 
W(K)cz a(H-;(c\Py-,H). 

Définition 1 : Soit F = (H\ F, K*) un fondeur. On dira que F' 
est un (C, /?)-sous-foncteur de F s'il existe une transformation 
naturelle W de F' vers F telle que W(K)a • (H* ; (C\p)< , H). 
On dira que F" est un (C\ /?)-foncteur quotient de F s'il existe une 
transformation naturelle W" de F vers F" telle que 

¥»(K)cz n(H-;(C'\p)-'9H). 

D'après la proposition 1, F' est un (C, /?)-sous-foncteur de F 
si, et seulement si, il existe une transformation naturelle W de F' 
vers F dont toute restriction est une (31' (C), ^-injection. Par 
dualité, F" est un (C\ /?)-foncteur quotient de F si, et seulement si, 
il existe une transformation naturelle ¥" de F vers F" dont toute 
restriction soit une (31 " (C"), £)-surjection. 

Remarque : En particulier si p est le foncteur projection canonique 
l de la catégorie des homomorphismes entre groupes dans un 

(~#*, ̂ )-sous-foncteur de F est un sous-foncteur de F et un p)-
foncteur quotient de F est un foncteur quotient de F, au sens de [6], 

Proposition 2 : Supposons que C définisse un ordre sur la classe de 
ses unités et soit F = (H*, F, Km) un foncteur. Si F' et F{ sont deux 
(C ,p)-sous-fondeur s de F tels que p . F'= p . F'l9 il existe une 
équivalence naturelle F de F[ vers F' telle que p (T) e 31' (C). 

En effet, soient Wx et W des (31' (C), ^-injections de F[ et F' 
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respectivement vers F. Comme, pour tout e e K'0, le k tel que 
• P QP(e)) = kB est le seul élément de C de source p.F'(e)=p.F[ (e) 
et de but /?. F(e), ona PQF) = p (W±). Puisque W et Wx sont des 
(9î' (C), ^-injections, il résulte du corollaire 2 du théorème 1,3 f1] 
que l'on a W\ = Q] F, où F est une équivalence naturelle telle 
quep(r)(e)=p.F'(e)B. 

Corollaire : Avec les hypothèses de la proposition 2 et si pv est bien 
fidèle T1], on a F' = F't. 

Proposition 3 : Soit F = (H9, F, K9) e soit rune application de Kq 
dans (C, p)i telle que, pour tout f e e'. K. e, il existe un quatuor de 
C9 delà forme tp (f) = ( p f (/), px(e'),px (e), <p(f)). Alors il existe un 
(C, p)-sous-foncteur F' de F tel que (F, T, F') définisse une transfor
mation naturelle si px = Fo. 

Démonstration : Soit (f',f) e # # * K9 et = p(f); on a 

¥>(/") B W(f) = (P W - / ) , £ T (**), £ T (e), <p (f) .<p(f)) 
et 

V ( / ' . / ) ^ (pE(f'.f),p r (e"),p x (e), y (f ./)). 
Comme C est formé de monomorphismes, la relation 
p x (e") . cp (f'.f) = ^ (F (/ ' . /)) .pr(e)=pr (e*) . cp (f) . ? (f) 

entraîne ? ( / ' . / ) = <p(f) .<p(f), d'où y (/ ' . /) = y(f') B y</). 
Ainsi l'application / - > y (/) définit un foncteur ip. Par ailleurs, 
d'après la proposition 4,3 f1], il existe un et un seul 

= (F(f), x (e'), x (e), F (f)) e • H' 

tel que p (F(f)) = <p (/). Il en résulte 
W ) B V(f) = (F (f'.f), x {e% x (e), F (f) . F' (/)); 

les relations x (e") e Rg (H) et 
r (**) . F (f) . F' (f) = F(f ./) . x (e) = r (e") . F' ( / ' . / ) 

entraînent F' (f'.f) = F' (f). F' (f). Donc l'application/-> F' (/) 
définit un foncteur F' de K9 vers //* et W est une transformation 
naturelle de F' vers F. Ceci signifie que F' est un (C, /?)-sous-
foncteur de F. 
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Cas particulier : Supposons que p = ("#,£, H9) et que py soit bien 
fidèle. Soit F = (H9, F, K9) e # \ Si F'Q est une application de 
dans Hq telle que F^(e) soit une (Jtl

9 /?)-sous-structure de F(e) 
pour tout e e Kq et si on a p F(f) (p Fq (e)) c p (Fq (e')) pour tout 
f e e'. K. e, alors il existe un et un seul (J(l

9 /?)-sous-foncteur F' 
de F prolongeant Fq. En effet, il existe un et un seul (Jtl

9 p)-sous-
morphisme/de F(f), de source F'Q(e) et de but Fq (e')9 de sorte que 
le résultat est conséquence des proposition 3 et 2. 

Définition 2 : Soit F = (H9

9 F, K9) un foncteur. Un (Jtl

9 p)-sous-
fondeur (resp. un ÇJfs

9p)-fondeur quotient) de F sera appelé un p-
sous-foncteur (resp. /?-foncteur quotient) de F. 

(C, p, H'Q)-sous-morphismes : 
Soit p = (C9

9p , H9) un foncteur; soient C'9 et C"9 deux sous-
catégories de Rg (C*) et de Rd(C9) respectivement et soit H'Q une 
sous-classe de H^. 

Définition 3 : Soient s e Hq ety e/7(5). C ; posons E=s. (C'9p)! . H'0\ 
un élément de E est appelé un (C, p9 i^)-sous-morphisme de s. 
Supposons qu'il existe j e vc>. p (E) et qu'il existe un produit fibre 
naturalisé (f1], 4) ( ( / , / ) , (J, /')) dans C'\ dira que j engendre un 

1 (C\p, JFQ-sous-morphisme h de s si la classe des h' e E tels que 
j .f < p (h') admet h pour (C, py~'-minimum, 

c' 
Soient s e H*0etj e p (s). C . Pour que j engendre un (C,/?, Hq)-

sous-morphisme h de s, il faut et il suffit que les conditions suivantes 
soient vérifiées : 

1) il existe Jeu (27) et il existe un produit fibre naturalisé 
(UJ% (J,J')) dans C'9; 

2) la sous-classe Ef de ^ (2) formée des majorants de j . f 
admet p (h) pour C'*-minimum. 
En effet, ces conditions sont nécessaires, puisque p est compatible 
avec les préordres < et < . Si elles sont vérifiées et si on a h' e E 

H' 0 
et p (hf) e E\ il existe g e C tel que p (h) = p(hf) . g et, en vertu 
du théorème 1,3 [*], il existe un et seul g e (C^p)1 tel que 

h = h' .g et p(g) = g. 
La classe des (C\p, JFf^-sous-morphismes de s engendrés par 

jep (s). C est la classe des éléments h.g' tels que h soit un (C\p9HF

0)-
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sous-morphisme engendré par j et que Ton ait 

g'eH;.H'0 et p(g')eC\ 

puisque (C\p)! est formée de monomorphismes de H*. 
Soit h un (C, p9 i]Q-sous-morphisme de s engendré par 

j e p (s) . C ; s'il existe un (C, p9 /Q-sous-morhisme h tel que 1 
j = ^ (S) e u C ' . /7 (27), d'après le théorème 1,3 f1], /î est un 
(C , /?)/ * -maximum de 27. 

Si 5 G Hq et si /? (s) G C", alors s est un (C, p, /^)-sous-mor-
phisme de s engendré par p (s). 

Proposition 4 : Soient s e H*0et p (s) e C. Pour que p (s) engendre un 
(C, p, H'^-sous-morphisme de s, il faut et il suffit que la classe 27 des 
(C\p9 HÔ)-sous-morphismes de s admette un (C',/?y '-maximum. 

Démonstration : Soit e = p (s). Supposons que h e max 27 et soit 

j == p(Hy On a j G u c - . p(E)9 puisque p est compatible avec les 
préordres < et < . De plus ((e, j)9 (/, a (;))) est un produit fibre 

h* c 
naturalisé dans C'\ Soit E' la classe des k e p (E) tels que j < k; 

c* 
comme p (27) < j 9 les éléments k et j sont C"-équivalents. Donc 

c" 
p (h) e mine* 27' et E est un (C, p9 /^)-sous-morphisme de s 
engendré par j . — Inversement, soit h un (C, p9 iiQ-sous-mor-
phisme de 5 engendré par j . Soit J G u r p (27). Puisque ((e,j), 
(7»*(J))) est un produit fibre naturalisé on a 7 < p (A), par hypothèse. 
Il en résulte que 7 et p (h) sont C"-équivalents. Pour tout h' e E, 
on a p (h') < j < p (h)9 de sorte qu'il existe g eC tel que p(h') = 
p(h).g. D'après le théorème 1,311]» il existe un et un seul 
ge(C',py~ tel que 

h' = h.g et p (g) = g. 

Ceci montre que h est un (C , p)1 '-maximum de 27, 

Soit H'm une sous-catégorie de H*. 

Définition A: Soit F = (H*9 F9 K*) un fondeur. On dira qu'un 
fondeur F = (H\F'9K*) est un (C , p9 //')-sous-foncteur de F 
si F' est un (C, p)-sous-fondeur de F tel que F' (K) c H'. 
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Cas particulier : Soient p = (J(9 p9 H9) un foncteur d'homomor-
phismes [X]9 HQ une sous-classe de H'Q et H'9 une sous-catégorie de 

Définition 5 '.Soient S e HQ et M' <= p (S). On dira que M engendre 
une (p, i/^-sous-strueture s de S si (p (S), M) engendre un 
(yfél

9 p, H^-sous-morphisme h de S tel que oc (h) = s. Soit 
F = (H9, F, K9) un foncteur et soit G un J(-sous-foncteur dep .F. On 
dira que F' est un(p9H')-sous-foncteur de Fengendré par G siFf est un 
{Jtl

9 p, H')-sous-foncteur de F tel que, pour tout e e KQ9 Vêlement 
F' (e) soit la (p, H'^-sous-structure de F(é) engendrée par G (e). 

Si F' est un (p, i/')-sous-foncteur de F engendré par G, la 
transformation naturelle W de F' vers F correspondante est définie 
par le triplet (F, r, F'), où r (e) est le (Jtl

9p9 HQ#)-sous-morphisme 
de F (e) engendré par G (e)9 i.e. 
ar (é>) -F' (e ) , Pr(e)=:F(é) et p r (e) = (pF(e)9 i9 

Soient S e HQ et M <= p (S). Soit E's la classe des /?-sous-struc-
tures s' de S telles que s' e H'Q. D'après les définitions 3 et 5, pour 
que M engendre une (p, jfiQ-sous-structure s' de S, il faut et il 
suffit que la classe des s' e Z's tels que 

admette s' pour plus petit élément relativement à la relation 
d'ordre l1] s" J—s' si, et seulement si, s" est une ̂ -sous-structure de s'. 
D'après la proposition 4, p (S) engendre une (p9 #ó)-sous-structure 
de S si, et seulement si, la classe des s' e HQ tels que y / — S admet 
un plus grand élément pour la relation / — Si H0 = HQ9 alors M 
engendre une (p, //^)-sous-structure s de S si, et seulement si, la 
classe des s' tels que s' .— S et M ci p (s') admet s pour plus petit 

l élément relativement à f—; on dira dans ce cas que M engendre la 
p-sous-structure s de S. 

Soit F = (H9

9 F9 K9) un foncteur. D'après le corollaire de la 
proposition 2, il existe au plus un (p9 i7')-sous-foncteur de F engendré 
par G. En particulier, F est le (p9 i/)-sous-foncteur engendré par 
p.F. 

Proposition 5 : Pour qu'un foncteur F' = (H9

9 F", Km) soit le (p9 H')-
sous-foncteur de F engendré par le Jt-sous-foncteur G~(Jt9G9 K9) 
dep .F il faut et il suffit que 

H9. 

Mrs(Kjp(rs))czp(s') 
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1) pour tout f e K, F' (f) G H' et F' (f) soit un (~^, p)-sous-
morphisme de F(f); 

2) pour tout e e KQ, F'(e) soit la (p, H'*Qy sous-structure engendrée 
par G (e). 

Démonstration : Ces conditions sont évidemment nécessaires. Si 
elles sont vérifiées, soit r l'application e -> r (e), où r (e) est, pour 
tout e e KQ, l'élément de H défini par le triplet (F(e), i, F' (e)). 
D'après la proposition 2, il existe un (J(l, p)-sous-foncteur unique 
F" de F tel que (F, r, F") définisse une transformation naturelle. 
Soit f eK; comme F' (f) et F" (/) sont deux /?)-sous-mor-
phismes de F (f) de source F' (e) et de but F' (e% où e = a (/) et 
e' = fi (/), ils sont égaux. Donc F' = F" et F' est le (p, 7F)-sous-
foncteur de F engendré par G. 

Exemple : Soient C* e ^ o et M e C; alors M engendre une / v -
sous-structure de C*, à savoir la sous-catégorie M* de C* engendrée 
par M. De plus M engendre une (p^, J^o^sous-structure de C*,qui 
est le sous-groupoïde de C* engendré par M n C7. 

2. SUITES EXACTES COURTES RELATIVES A UN IDÉAL 

(C, /?, H')-images : 
Soit /7 = (C*, /7, H*) un foncteur et soit H" une sous-catégorie 

de /7*. Soit C* une sous-catégorie de Rç (C*). 

Définition 6 : Soit g e H. On dira que g admet m pour (C',/7, H')-
image si les conditions suivantes sont vérifiées : 

1) P (a (g)) engendre un (C, p, H^ysous-morphisme h de oc (g). 

2) Soit Hg la classe des h' e (C , p)!~ tels qu'il existe 

(g, h', h, g')eUH\oùgf eH\ 

Alors Hg admet m pour (C, p)1 '-minimum. 
Dans ce cas Vêlement g' tel que (g, m, h, g') e • H* est appelé 
(C, /7, /F)-sous-morphisme image de g. 

En particulier, g e H&m pour (C, p, //)-image si, et seulement 
si, la classe Hç des h' e (C , p)1 tels que g = h'. g\ où g' e H, l 
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admet m pour (C, py~*-minimum, c'est-à-dire si, et seulement 
si, m eHg et si la condition W e Hg entraîne qu'il existe k e H 
tel que : 

m = h' .k et p(k)e C 

(car, d'après le théorème 1,3 f1] cette dernière condition a pour 
conséquence k e (C, p ) / — ) . Si g e (C, p)1 alors g est sa (C , p, / / ) -
image. 

Si m est une (C, p, 77')-image de g e 7/, pour tout / e a (m).HÇ 
tel que p (y') e C l'élément m . y' est aussi une (C,p, 7/')-image 
de g. 

Proposition 6 : SWf g e H et supposons que p (oc (g)) engendre un 
(C, p, H^ysous-morphisme h de oc (g); pour que g admette une 
(C , p, H')-image m, il faut et il suffit que la classe Qg des quatuors 
(g, h\ h9 g') e L tels que gf e 77' admette un IP-minimum (g, m9 h9 gf)9 

oùL= n(H*;(C\py—9 77). 

Démonstration : Supposons que q = (g9 m9 h9 g') soit un Lm-
minimum de Qg. Soit h' e H'g'9 il existe qf = (g9 h'9 h9g') e L, et 
par suite il existe 

q» = (g\ h"9 k9 g') e L tel que q = q' m 

Il en résulte m = h' .h'\ d'où m < h' (et aussi k = a (A), car 

h . k = h e Rg (77*)). Ainsi m est une (C, p, 77')-image de g. — 
Inversement, soit m une (C, p, 77')-image de g et soit 

q = (g,m9h9g') eL. 

Supposons q' = (g9 h'9 h, gf) e Qg. La relation h' e H'g entraîne 
qu'il existe h" e (C, p) ; tel que m = h'. h". Les égalités : 

h' .g' = g .h = m.g' = h' .h" .g' 

ont pour conséquence g' = h". car A' est un monomorphisme 
de 77*. On en déduit : 

q0 = (g\h%oc(h)9g')eL et q = q'mqm. 

Par suite q est un Lm -minimum de Qg. 

Exemple: Soit 0 = (C%09 S9) e&. Le foncteur 0 admet (C% e, 0(S) #) 
pour (Jtl

9 pjr, ^r)-image et (C \ C,*) pour (Jil

9p&9 #V)-image, 
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où C[ est le sous-groupoïde de C* engendré par & (Sy). De plus 0 
admet (0 (5)/ 0, S9) (resp. (Ci, 0t, S'y)) pour (u^s p^9 ^) -
(resp. pour (JVL, ^g) -) sous-morphisme image. 

Idéaux et noyaux : 

Définition 1 : Soit H* une catégorie. On appelle idéal de H* une sous-
classe J de H telle que J.HaJetH.JczJ. 

Exemples : 1) Une catégorie H9 munie d'un idéal / tel que e'. /. e 
contienne un et un seul élément pour tout (e\ e) e H'0 x HQ est une 
catégorie avec O-morphismes, l'élément unique de e'. J. e étant 
appelé le O-morphisme de e vers e'. 

2) La classe des foncteurs 0 = (C% 0, S*) e tels que 
0 (S) a Cô est un idéal de 

3) La classe des (F', 0, y9F)esé tels que : 
(5 (F')% <p, S (F)* ) e 

est un idéal de s/. 

Définition 8 : Soit H* une catégorie. On appelle application idéalisante 
pour H* une application I de H*Q dans H vérifiant les conditions : 

1) pi(e) = e pour tout e e H'Q; posons eo oc 1(e); on a 
I(e0) = eo. 

2) Pour tout h e H, il existe un ho e H tel que : 
(ip(h), h, hoJoc(h))eUH\ 

Proposition 7 : Si H* est une catégorie et lune application idéalisante 
pour H*, la classe J des g e H tels qu'il existe g' e H vérifiant 
g = I p (g) . g' est un idéal de H*. 

En effet, soit g e J et e = p (g). Si h e H. e et p (h) = e\ on a 

g = 1(e) .g' et h.g = h. 1(e) . g' = I(e') . h0 . g', 

d'où h . g e J. Si h' e oc (g). H, on trouve : 
g.h' = I(e).g' .h' eJ. 

Par suite / est un idéal de H\ 
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Exemples : #" admet l'application : C
9  > ( C \ i, CQ) pour appli

cation idéalisante et est l'idéal correspondant, sé admet l'appli

cation : 
F  (F, (C9

, C"), (S (F), I, 5 № FO) 

où C
f = a (F), pour application idéalisante; est l'idéal corres

pondant. 
Soient p = (C

9

,p, H
9

) un foncteur, H'* une souscatégorie 
de H9

, J un idéal de H9 et C" une souscatégorie de C9 formée de 
monomorphismes de C \ 

Définition 9 ; Soit g G H; on dira que g admet n pour (C, p, H\ J)

noyau si g . n G J, si n G (C , p)l . HQ et si les conditions h G H, 
g.fiGJ et cc(K)GH

f assurent V existence d'un h'G H' tel que 
h = n. h'. 

En particulier, soit H'* une souscatégorie pleine de H
9

. Si 
g G H, g admet un (C, p, H', /)noyau si, et seulement si, n e(C',/?)

/

~" 
et si la classe des h G a (g). H. HQ tels que g . h G J admet n pour 
H*maximum.Si j G J.HQ\ja.dmetot(j)pour(RG(C\p,H\J)noya.u. 

Exemple : Soit F = ( C \ F, S*) e J^; alors F admet (S9

, i, S[), où 
Si = F (CQ) est le noyau de F, pour (^

l

,p^, 3F ̂  X^noyau et 
(S% (Si)'v) pour (Jt\PsF, /JR)noyau. 

Sidtes exactes courtes : 

Soit (C
9

,p, H*) = /? un foncteur. Soient C" et C"* des sous

catégories de Rg (C
9

) et jRdKC*) respectivement, Ho une sous

classe de H'Q et /T* une souscatégorie de H
9

. 

Définition 10 : On appelle (C\ C, /?, J)suite exacte courte un couple 
(k, h) tel que h G (C, p)

f

~, k G (C", p)—
; et que k soit un H*maximum 

de la classe des k' tels que k'MGJ. On dira que p est à (C", C, Ho, /)

suites exactes courtes si, pour tout h G (C, p)
1 . Ho, // existe une 

(C", C", p, J)sitite exacte courte (k, h). 

Remarque : Si p = H
9

, si C* et C"
9 sont respectivement les sous

catégories de H9 formées des monomorphismes et des épimorphismes 
de H9 et si J est un idéal de 0morphismes (ex. 1), une suite exacte 
courte au sens de[

7

] est une (C", C , H
9

, /)suite exacte courte, 
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mais non réciproquement, car nous n'imposons pas que h soit un 
(C, p9 H9 J)-noyau de k. En effet, cette dernière condition ne sera 
pas toujours vérifiée dans les cas que nous aurons à considérer. 

Pour que (k9h) soit une (C", C , p9 /)-suite exacte courte, il 
faut et il suffit que l'on ait 

h G (C, p)1 , k G (C", p)—;, (k9 h) G H* * H* et k . h G J 

et que les conditions k' e H et k'. h G / assurent l'existence d'un 
g G H tel que k' = g . k (alors g est déterminé d'une manière unique 
par ces conditions). 

Soit j G J; le couple (p (j), j) (resp. (j9 a (j))) est une (C C, p, / ) -
suite exacte courte si, et seulement si, j G (C'.p)1 et p (/?(/)) G C" 
(resp. si j G (C", /?)—;, p (a (j)) e C et si, pour tout j ' G J. ce (j), il 
existe f G C vérifiant p (/') = /. p (j).) 

Proposition 8 : Soient (k9h) et (k\hf) deux (C", C , p, J)-suites 
exactes courtes et soit q = (h'9 g'9 g9h) G • H*. Il existe q' G • H* 
tel que (q\ q) soit une (C"9 C\ B p, J)-suite exacte courte, où on pose 
C" = • (C # ; C, C"), C' = • (C # ; C, C) (7T; 77, J). 

Démonstration : D'après le théorème 2,3 # est une (C', B /?)-
injection, car h et A' sont des (C',/?)-injections. Puisque (k, h) est 
une (C", C , /?, /)-suite exacte courte, la relation 

h'. g'. h = k'. h'. g e J 

entraîne qu'il existe un et un seul g" G 77 tel que k'. g' == g". 
Posons #' = (&', g", g'9 k); on a e • 77* et est une (C'\ g p)-
surjection, d'après le théorème 2,3 J1]. De plus J est un idéal de 
BH* et on a q'B q e7. Soit = (f\g\g\f) G D7T tel que 

B # G J. Comme / . h G J et / ' . h' G J9 il existe f G H et f G H 
tels que f = f.k e t / ' = / ' . On obtient : 

g":J. k = g" . / = / ' • g' = / ' .k'.g' =ff • g". k, 

d'où g" ,J = J'. g\ car k est un épimorphisme de 77*. On en déduit 

5' - (/', 0", S"J) e • J/ # et ?" = <TB 

Donc (g', q) est une (C% C', B p, 7)-suite exacte courte. 

Corollaire : Soit F = (H\F9 K*) e& et soit (F9 r, F') un triplet 
définissant une transformation naturelle tel que F' soit un (C , p)-
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sous-foncteur de F. Si pour e G K'Q il existe une (C"9 C\p9 J)-suite 
exacte courte (V (é)9 r (e)), il existe un (C", p)-foncteur quotient 
F" de F tel que (F"9 r% F) définisse une transformation naturelle. 

Démonstration : Soit f e H, e = oc (f) et e' = /?(/). D'après la 
proposition 8, il existe une et une seule (C% C , El p, i)-suiteexacte 
courte (qf(f\q(f)\ où 
q(f) = (F(fXr(e%T(e),F(f)) et 

q' (f) = (F" (f), < (e% *' (e)9 F(f)). 
Comme • p (q' (f)) G • C # , il résulte de la proposition duale de la 
proposition 3 que l'application /~> F" (f) définit un (C", /?)-
foncteur quotient de F et que (F", r', F) est un triplet définissant une 
transformation naturelle. 

La notion de suite exacte courte permet de définir celle de suite 
exacte quelconque. Nous allons donner seulement des indications 

l sur cette question, dont nous réservons l'étude pour un autre article. 

Définition 11 : Soit g e H; on dira que g admet n* pour (C", C',p, H\ J) 
-conoyau si g admet une (C',p, H')-image m et si (n*, m) est une 
(C% C\p, J)-suite exacte courte. On dira que g admet m* pour 
(C", C", p9 H\ J)-coimage si g admet un (C, p9 H'9 jynoyau n9 

si (m*9 n) est une (C", C , p9 J)- suite exacte courte et s'il existe 
g' e H tel que g = g'. m*. 

Remarque : Si p = H*9 la définition 11 est différente des définitions 
analogues dans [7]. Si H9 est abélienne, les notions que nous venons 
de définir (relativement à p = JT, C" = Rd (Hm)9 C = Rg (H*)9 

H' = H et à la classe ./ des O-morphismes) sont identiques aux 
notions généralement utilisées. 

Proposition 9 : Soit g G H; si g admet n pour (C\p9 H\ jynoyau 
et m* pour (C", C , p9 H'9 jycoimage, n est aussi un (C'9p, H'9 J)-
noyau de m*. 

En effet, on a m* . n e J; soit h e H et m* . h G J; il existe 
g' eH tel que g = gf. m*9 d'où : 

g . h = g'. m* . h e J; 

comme n est un (C, p9 H\ /)-noyau de g9 il existe f eH' tel que 
h = n .f Donc n est un (C, p9 H'9 /)-noyau de m*. 
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&i{k9h) est une (C*, C , p , J)-suite exacte courte, k est le 
(C \ C\p9 H9 J)-conoyau de h9 puisque h est alors une (C\p9H)-
imagedeA. 

Définition 12 : On dira que (g\ g) est un (C", C\ p9 H\ /)-couple 
exact si (g'9 g) G / F * H* et si g' admet une (C", C\p9 H'9 J)-coimage 
m* telle que m* soit un (C", C", p9 H'9 J)~conoyau de g. On dira 
qu'une suite (gi)t e/, où lest un segmentfiniou infini de Vensemble des 
entiers, est une (C"9 C',p, H'9 J)-suite exacte si (gui, gt) est un 
(C", C, p9 H'9 J)-couple exact, lorsque i e I et i + 1 e I. 

Si (gi)i^n est une (C", C, p, H', 7)-suite exacte telle que 
e = oc (gi) e J (resp. ef = fi (gn) e J), alors (gn,..gi, e , . . e 9 . . . ) l 
(resp. (..., e', gi)) est une (Cff, C\p9 H\ J)-suite exacte. 

Remarque : Si (g', g) e H* * H9 et si g admet une (C'9p9 //')-image m 
telle que m soit un (C ,p9H', J)»noyau de g' et si g' admet une 
(C", C'9 p9 H'9 J)-coimage m*, le couple (g', g) est exact. Mais cette 
condition n'est pas nécessaire. 

Proposition 10 : Si (g', g) est un (C", C , p, H', J)-couple exact et si 
m est une (C, p, H'yimage de g et n un (C'9p9 H'9 jynoyau de g', 
il existe f e H' tel que m = n .f; si de plus H' = H, on a g' .g e J. 

Démonstration : Soit m* la (C", C , p9 H\ /)-coimage de g'; alors 
(m*9 n) est une (C", C9 p, J)-suite exacte courte, de même que 
(m*9 m). D'après la proposition 9, n est un (C'9p9 H'9 J)-noyau de 
m*9 de sorte qu'il existe f e H' tel que m = n .f. Par ailleurs, 
si H' = H9 il existe un gi e H tel que g = m . gi ; par suite on trouve : 

g' -g = g' -m.gi = g' .'n.f.gi eJ.f.gi c J. 

Proposition 11 : Si (k9 h) est une (C", C9 p9 jysuite exacte courte 
telle que k admette un (C , p9 H9 J)-noyau n9 alors (k9 h) est un 
(C", C", p9 H, J)-couple exact et (k9 n) est une (C", C, p, jysuite 
exacte courte. 

Démonstration : h étant une (C , p9 i7)-image de h, l'élément k est 
un (C", C\p9 H, /)-conoyau de h. Puisque k.heJ9i\ existe f e H 
tel que h^n.f. Soit k' e H tel que k'. n e J. La relation : 

k'. h = k'. n .f e J 
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entraîne qu'il existe k" e H tel que k' = k". k. Il en résulte que 
(k9 n) est une (C", C'9p9 /)-suite exacte courte, c'est-à-dire k est la 
(C9 C , p9 H', /)-coimage de k. Donc (k9 A) est un (C", C , ^, 7/, / ) -
couple exact. 

Cas particulier : 

Supposons que p = (M,g, H9) soit un foncteur d'hornomor-
phismes. 

Définition 13 ; Une (J(s, J4l, p, J)-suite exacte courte sera appelée 
une (p, /)-suite exacte courte; si(g,j) est une (p, J)-suite exacte 
courte telle que p (j) e J4l et p(g) e Mq, on appellera ft (g) la (p, J)-
structure quotient de S par s, notée S/s, où S = ft (j) et s = oc (j). 
Si F' est un p-sous-foncteur de F = (H9, F, K9) et si F" est un 
p-foncteur quotient de F tel que F" (e) = F(é)/F' (e) pour tout e e K^, 
on appelle F" le /7-foncteur quotient de F par F'. 

l Supposons p saturé [*]. Pour toute {p, /)-suite exacte courte (k, h), 
il existe une (p, J)-suite exacte courte (g, j), où p (g) e Mq, p(j) G M1, 

g = g' .k, j = h.g, g e Hy et g' e Hy. 

Par suite, si H'* est une sous-catégorie de H*, pour montrer que p 
est à (H', J)-suites exactes courtes (i.e. à (J(s, Jil, H"0, /)-suites 
exactes courtes), il suffit de montrer qu'il existe S/s, si s e H''0, 
S G H'0 et s i—S. Dans ce cas, si F'(KQ) C h£9 OÙ F' est un p-sous-
foncteur de F, il existe d'après le corollaire de la proposition 8 
un /7-foncteur quotient de F par F'. 

Remarque : Si ô est un jp-épimorphisme tel que p (g) G J4q (c'est-
à-dire si ft (g) est la /7-structure quotient de ft (q) par une relation 
d'équivalence q), il peut ne pas exister de s e H'0 tel que (g, oc (g)+-\ s) 
soit une (p, /)-suite exacte courte. 

3. QUOTIENT D'UNE CATÉGORIE PAR UNE SOUS-CATÉGORIE 

Sous-catégories propres et sous-catégories distinguées : 

Soit H9 une catégorie. 

Définition 14 ; On dira qu'une sous-catégorie G9 de H9 es* propre 
si on a H'0a G et si les conditions h e H (resp. h e G)9g G G et 
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P (h

) = i
8 (g) entraînent qu'il existe (g, h, W, g') eD(H

9

; H, G) 1 
(resp. e • G*). 

Une souscatégorie C9 de H9 est telle que C* soit propre dans la 
catégorie duale H* de H9 si on a H0* c C et si les conditions 

g e C, A e J7 (resp. e C) et a (A) = a (g) 

assurent l'existence d'un 
(g\ h\ h, g) en (H

9

; H, C) (resp. e • C
9

). 

Tout sousgroupoïde G* de //" tel que G*0 = jy o est propre. 
Soit o la classe des couples (H9

, C) tels que C9 soit une sous

catégorie de H9 contenant HQ. Soit # la catégorie dont les éléments 
sont les triplets ((H*2, C2), <p, (H[, Ci)) tels que 

(H], e<To, i = 1, 2, (H2, ç>, 7T,) e et ç» (Ci) <= C2, 

la loi de composition étant définie par : 

((Hi C4), <p\ (Hl Cz)) . (№Ve 2 ) , Ci)) = 

( ( / / ; c 4 u > , № C i ) ) 
si, et seulement si, (H\, Cz) ~ (H2, C2). 

On identifie îF0 à la classe des unités de V. Soit ^(resp. i
rd

, 
resp. irr

) la souscatégorie pleine de ¥ ayant pour unités les couples 
(H

9

, C)tels que C* soit propre (resp. propre et que C <=: Rd (H
0

), 
resp. C e R(H

9

)). 

Théorème l : est une catégorie à i^d

projections [x

] admettant un 
fondeur (i

rd

, i^yprojeûionl
1

] naturalisé (R,r) tel que, pour tout 
(H

9

, C)e*T 0, on ait r(H\C) = ((H
9

/a,â(C)), &, (H9

, C)), où 
H

9

/a est une catégorie quotient strict de H9 par la relation d'équiva

lence a : 
h ~ h' si, et seulement si, il existe f e C tel que h .f' = h

f

.f 

Démonstration : Soit (H\ C) e i
r

o. La relation a est réflexive 
(car CQ = HQ) et symétrique. Soient h e H, h' e H et h" e H tels 
que h ~ h' et h' ~ h". Il existe/ e C C tels que 

h.f=h'.f et h'.f' = h".f. 

C
9 étant propre, il existe ( / , / ' , / i» / i ) e • C* et on a 

A . t /Vi ) = A'. / . / i = *'•/'  / i = A". / ' / ! = A' • ( / . / i ) , 
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d'où h ~ h". Ainsi or estime relation d'équivalence sur if, compa
tible avec a et /5 et dont la restriction à if<J est l'identité. Montrons 
que o* est compatible sur H9. En effet, supposons 

h ~ h\fa ~ h'l9 (hu h)eH9* H9 et (AJ, h') e H9 * H\ 

Il existe / e C et /1 e C tels que 
h.f=W.f et fe./i = Ai./i. 

Puisque C # est propre, il existe aussi 
(fl9Kh%ff)eU{H9;H9C) et (/',/, g', g) G • C \ 

On obtient : 
* i . * . ( / , . g / ) = * i . / i . * ' . ^ = Ai . / i . .A' .g' = Ai.A ./V .g' = 

= h{. h .f. g = h[ . h'./. g = hf

x. h'. (/'. g'), 

ce qui signifie fa . h ~ h[. h'. Par suite o- est bicompatible sur if * 
et il existe une catégorie if* = if'/o* quotient strict de H9 par o*. — 
Soit & le ^jr-épimorphisme (/f *, o1, H9) correspondant; posons 
C=a (C) ; on a Q = #0*. Soit / e C et / = / ( / ) . Soient heHeth' eH 
tels que 

&(h).f=â (hf) . J, c'est-à-dire £ (h .f) = 9 (A'./). 

Il existe g e C vérifiant hf .f. g = h .f. g, par définition de or, 
et par conséquent on a h ~ A' et <r (A) = <r(A'). Ainsi C e (ÎT •). 
Si h efi (resp. e C) et si fi (h) = fi (/), il existe A e A (resp. e C n h) 
tel que /3 (/) = /8(A), car o* n'identifie pas deux unités différentes; il 
existe alors 

q = (/, A, h',f) e • ( i f ; if, C) (resp. e • C), 

de sorte que l'on trouve 
D<ï(q) = (1 h à (A'), 9 ( f )) e • (iT ;ff9 C) (resp. e • C). 

Donc C9 est une sous-catégorie propre de H9 et on a (if % C) e Ve* et 
I = ( ( 5 ' , C * M , ( ^ , C ) ) G r . 

_ Soit 0 = ((A*, G), ç>, (if% C)) e f et (K9, G) er*. Si h e if, 
h' eH et h ~A', il existe / e C tel que A . / = h\f. Comme q> 
définit un foncteur, on a 

<p(h).<p(f)=<p(h').<p(f). 

Or <p (f) e G c Rd (K*); on en déduit <p (A) = <p (A'). Ainsi <p = <p' â, 
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si q>' désigne l'application & (h) -> y (h) de ff dans K. Étant donné 
que â est un p^-épimorphisme, on a aussi (K9, <p', ff9) e Puisque 

cp'(C) = <p'â(C) = <p(C)cz G, 
on obtient 

0' = ((K9,G),<p',(ff9,C))e<rd 

et 0' est l'unique élément de i^d tel que 0' . E = 0. Ceci prouve 
que E est un ( f *, ^-projecteur, que nous noterons r (H\ C). 
D'après la proposition 25,3 f1], il existe un foncteur (ird, V)-
projection naturalisé (R, r). — Si C c Rd (H9), le couple (ff9, C) 
s'identifie à (H9, C). 

Théorème 2 : Si C* est une sous-catégorie propre de la catégorie duale 
H* de H9, il existe une catégorie ff9 quotient de H9 par la relation 
d'équivalence a+ : 

h ~ h' si, et seulement si, il existe f e C tel que f .h = f. h'. 
Si <J* est le p^-épimorphisme de H9 sur ff9, la classe (C) définit une 
sous-catégorie propre de ff* et â^. (C) <= Rç (ff9). 

Soit la sous-classe de f o formée des (H9, C) e 0 vérifiant 
la condition : 

Si h e H, h' e H, fe Cetf.h=f. h', il existe g e C tel que 
h.g = h' .g. 

Soit rl la classe des (H9, C) e rQ tels que (H*, C) e <r0. Soit 
i?o z^y^yj ir^ et soit jr la sous-catégorie pleine de ayant To 
pour classe d'unités. 

Théorème 3 : Il existe un foncteur (irr, )-projection naturalisé 1 
(R, r) tel que r (H9, C) = r (H9, C) si (H9, C) e 1TJ et que, si 
(H9,C)eirl, on ait r(H9, C) = (H9, C), où R* est la catégorie 
quotient strict de H9 par la relation d'équivalence G" : 

h ~ h' si, et seulement si, il existe f e C et f e C tels que 
f .h.f = f .h'.f. 

Démonstration : Reprenons les notations de la démonstration du 
théorème 1. En particulier, soit 

E = r (H9, C) = ((ff9, C), â, (H\ C)). 

— Supposons (H9, C) e Comme # est une sous-catégorie 
pleine de Y, pour prouver que r(H9

9 C) est un (i^r, ^-projecteur, 
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il suffit de montrer que Ton a C cz Rg (H*). En effet, soient f e C9 

h eH et h' eH tels que f. h = J .h'. Cette égalité signifie qu'il 
existe 

h e h, h' e /t' e t / e / n C tels que f.h~f. h' mod o*; 

par suite il existe g e C tel que/. (h . g) = / . (/*'. g). Par hypothèse, 
il existe aussi f eC tel que 

Il s'ensuit h ~ h' mod o-, d'où C cz Rg (H*). 
— Supposons (H\ C) e j . On a C c i?^ (#•) et C* est évidemment 
une sous-catégorie propre de H*. D'après le théorème 2, il existe 
une catégorie H9 quotient strict de H9 par la relation d'équivalence 
°** :-

h ~ £' si, et seulement si, il existe / e C tel que J. h =j. h'. 
Soit cr* le j^-épimorphisme de H* sur / /7°V La classe C = (C) 
définit une sous-catégorie propre de H9 telle que C <=. Rg (H9). 
Supposons 

fie H, fi'eÊ et feC 

tels que îi./ = A'./. Il existe Reh,fi'efietjef tels que 
S . / ~ /t'./mod o*jj. et JE C, 

/.e. il existe g e C tel que g . H .J = g . Ef .f. Comme C cz Rd (H9), 
on en déduit 

g . h ~ g . h', d'où h ~ h' mod o .̂ 

Ainsi C a R (H9) et on a C) e TT'. — Une démonstration 
analogue à celle du théorème 1 montre que 

27'= C), o\, (#•, C))er 

est un ( ^ r , f ^-projecteur. Puisque E est un ^-projecteur, 
Z' .Z= ((#% C), a, {H\ C)) er 

est un (Vr, ^-projecteur, en vertu du théorème 7,3 f1]. ^ étant 
une sous-catégorie pleine de des relations E'. E eiT et 
(H9,C) e-Tr

9 il résulte que 27'. E est un (TT»", ^-projecteur. 
— Soit o" la relation (H, B, H) telle que 
(/*', /?) e 2? si, et seulement si, il existe g e C et g' e C tels que 

g', h. g = g', h', g. 
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Si (h\ h) e B et g'. h .g = g'. h' .g, où g e C,g' e C, on a 
* (g') .â(h) = â (g', h) = & (g'. A') = 9 (g') . * (A'), 

d'où <T (A') ~ (j (h) mod o*̂  et â (h') = â^â (h). Inversement, si 
ët% â (h) = o\. <T (A'), où h e H et h' e H, 

il existe f eC tel que <r (/ ' . h) = â (f . A'), ce qui assure l'existence 
de / e C tel que / ' . h .f = f . h'./. Ceci montre que a" est la 
relation d'équivalence associée à â# â9 de sorte que Ê9 est isomorphe 
à la catégorie quotient de H9 par o*". Il s'ensuit que (H\ C) admet 
(H9/a",â" (Q) pour (f, r)-projection. Si (H\C)er'Q nr; et 
si g". h . g = g". A'. g, il existe / e C tel que A . g . / = h'. g . / ; 
ainsi les relations a et a" sont identiques dans ce cas. On définit 
donc une (irr, -^-projection naturalisée r en posant : 

? (H\ C) = r (H\ C) si (H\ C) e r'Q 

et r(H\ C) = ((H9/a\ a" (C)), ë\ (H\ C)) si (H% C) e 1T%. 

Définition 15 ; S*il existe une (p^, Jésuite exacte courte 
(H\ i, G9)) et si G* est le noyau de q, on appellera G* une sous-

catégorie distinguée de H9. On dira qu'une sous-catégorie C* de H* 
engendre une sous-catégorie distinguée G* de H9 si G* est la plus 
petite des sous-catégories distinguées de H9 contenant C. Une 
(p^r, J ̂ -structure quotient de H9 e Ĵ o par C* e JFo est appelée 
catégorie quotient de H* par C* et notée H9/C9. 

Si G9 est une sous-catégorie distinguée de H\ les conditions 
k . g = g' (resp. g . k = g'), où k e H, g e G et g' e G, entraînent 
ke G. 

Proposition 12 ; Soit G* une sous-catégorie de H9. S'il existe une 
catégorie quotient de H9 par G9 alors G' engendre une sous-catégorie 
distinguée G" de H9 et on a H9/G9 = H9/G9. 

Démonstration: Soit Q, (H9, i, G9)) une (p^9 J^-suite exacte courte. 
Si G9 est le noyau de §, le couple (H9, i, G9)) est aussi une (/v> 
suite exacte courte d'après la proposition 11, de sorte que G9 est 
une sous-catégorie distinguée de H9 et que l'on a H9/G9 = H9/G9. 
— Soit C9 une sous-catégorie distinguée de H9 contenant G et soit 
(<r, (H9, i, C9)) la (/?jr, «7 )̂-suite exacte courte correspondante. On a 

* . (H\ t, G') e 
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aussi existe-t-il un % e tel que % . g = è. On en déduit 

c'est-à-dire G est contenu dans le noyau C de a. Donc G* est la 
plus petite sous-catégorie distinguée de H9 contenant G. 

Identifions & à la sous-catégorie pleine de "¥ ayant pour 
unités les couples (H\ H'Q). Soit (N9v) le foncteur (J5", ,)-projec-
tion naturalisé construit au théorème 9,3 

l Théorème 4 : 7 / c o s t e foncteur (J% ^-projection naturalisé(V9 v). 
Soit (H9, G)er0;onav (H9, G) = (N (H'Iq),1 (H9Iq) | , (H9, G)), 
ow £ est la relation d'équivalence bicompatible sur H9 engendrée par 
(H, A', H): 
(h'9 h) e A' si9 et seulement si, il existe (g'9 W9 h9 g) e • (H9 ; H9 G); 
il existe une catégorie quotient de H9 par G* si, et seulement si, 
Pjr'v {H9IQ) est un épimorphisme. 

Démonstration : D'après le théorème 6,3 il existe un graphe 
multiplicatif H*Iq quotient de H9 par q; soit § lep^r-épimorphisme 
f canonique de H9 sur T/'/é?- Posons 

v (H9, G) = (iV (H9/g), v (H9/q) g, (H9, G)). 

Si g e G, la relation (g, a (g)) e A' entraîne g ~ oc (g) mod q, d 'où 

p (G) c= (jy/ë)o et v (H9, G) e F . 

Soit 0 = (K9, <p9 (H9, G)) e F . Si 

q = (g',hf,h,g)en(H9;H,G), 
on a 

car cp (G) c= Xq. Par suite la relation d'équivalence g v associée à 9? 
est une relation d'équivalence bicompatible sur H9 contenant A'\ 
il en résulte qu'elle contient q, c'est-à-dire on a cp (h) = <p (h')9 

sih ~ h' mod Q. Soit g/ l'application A mod Q-> <p(h) ainsi définie; 
# étant une /^-surject ion, <pf = (K9

9 <p'9 H9/Q) est l'unique néo-
foncteur tel que 

(K9, <p9 H9) = y . £. 
Comme (N9 v) est un foncteur (J^, . ^ -p ro jec t ion naturalisé, 
N(<p') est l'unique foncteur satisfaisant à la relation 

N(<p').V(H9/Q) = <p'. 
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On en déduit : 

N (<p') . v (H'Iq) . § = (K', <p, H'), d'où N (y) . v {H', G) = 0 . 

Ainsi v (H\ G) est un {IF, F)-projecteur. Nous poserons 
Q' =V(H'IQ).Q. 
— Supposons que p^v{H*\g) soit un épimorphisme. D'après la 
proposition 39,3 ê'est un /^-épimorphisme. On a 

Soit <p = (K\ y, H#) e 3F et <p . (H\ i9 G") e comme 
0 = (K\ <p9 (H\ G)) e r9 

la démonstration précédente montre l'existence d'un y" e 3F tel que 
<p". g' = 9?. Donc (g'9 (H\ I, G*)) est une (p<?9 /^J-suite exacte 
courte et il existe une catégorie quotient de H' par G\ isomorphe à 

— Inversement, supposons qu'il existe une catégorie H'/G" et 
soit (â9 (H\ i, G*)) la (/v, /jr)-suite exacte courte correspondante. 
Puisque g . (//*, i, G*) e J<?9 il existe y>' e 3F tel que y>'. a = S'. 
Par ailleurs on a 

(/?(*), £, (H\G))eT 
et, d'après le début de la démonstration, il existe un y" e 3F tel que 
y". q = ô. Ces relations entraînent : 

y » . y ' . * = * et y' . y i ? G) = i; ( # \ G). 

Il s'ensuit tp' = y)"-1 e 3Fy, car â est un /^-épimorphisme et 
v (H\ G) e Rd tP). Par conséquent g' est un /?^.-épimorphisme, 
ainsi que v (H*/g). 

Contre-exemple : Soit H' la catégorie ayant 5 morphismes Ai, A2, 
/b/2, & et 5 unités distincts e±9 e%9 si9 S2 et e tels que : 
Ai G s i . i7 . ei, A2 ee2.H ,S29 fi e ^. e, 1 = 1,2, et/: = A2 ./2. 

Soit G' la sous-catégorie de i/" engendrée par la classe {e±9 ̂ 2,/15/2}. 
Avec les notations du théorème 4, H*/g est un graphe multiplicatif 
ayant 2 morphismes Ai et A2 et 3 unités distincts ê±9 ¿2 et e tels que 

a(Aa) = ê = j8(A1) et (A2, Ai) £ (JT/g) * (H*/g). 
Par suite pjrv(H'/g) n'est pas un épimorphisme et, en vertu du 
théorème 4, il n'existe pas de catégorie quotient de H9 par G". 
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Catégorie quotient d'une catégorie par une sous-catégorie propre 

Soit if* une catégorie; le théorème 4 donne des conditions 
nécessaires et suffisantes pour qu'il existe une catégorie quotient 
de H* par une sous-catégorie G\ Nous allons maintenant montrer 
comment construire, dans certains cas, cette catégorie quotient. 
Pour démontrer le théorème 5, nous aurons à utiliser la proposition 
suivante : 

Soit H* une catégorie; soit q = (H, A, H) une relation d'équi
valence compatible avec a et p. Supposons qu'il existe une sous-
classe G de H vérifiant les conditions suivantes : 

1) H'0 c G. Si (g', W, h, g) en (H*; H, G), on a (h', h) e A. 

2) Si a e H'0, i = 1, 2, et (<?i, e2) e A, il existe gì e G tels que 
P (gi) = ei9 a ( g l ) = a (g2) et gì e Rg (H'). 

3) Si g e G, h e H (resp. h e G) et fi (g) = ¡3 (h), il existe 

l (g, M ' , g') € • ( # • ; jy, G) (resp. e • (iT; G, G). 

Proposition 13 ; S/ /es* conditions précédentes sont vérifiées, la relation 
d'équivalence q bicompatible sur H* engendrée par q est la relation 
(H, B, H) telle que 

(hf, h) e B si, et seulement si, il existe deux familles (fJi)i<m, j^n 
et (f'jj)i**m, j^n telles que (fh /'•{) e A si i < m,j < n et que, en posant 

fi= fi fi fi et fi = fi fi fi 

on ait h=f1,hf = / ' n et fi = fi+1 si l < n. 

De plus il existe une catégorie quotient strict de H" par q. 

Démonstration : En vertu de la condition 1, pour tout g e G, on a : 
g'Oc(g) = getp (g) .g = g, 

d'où (g, oc (g)) e A et (P (g), g) e v4. 
Soit M = D(H';H, G). On a v4 e J5 et (#, 5, i / ) est une relation 
d'équivalence. Supposons (h', h) e B et soient (f\)i et 
(f'j)i<m,i<n les familles correspondantes. Comme (fì,f{)eA, on 
doit avoir fi ~ fi mod q, car ô est compatible sur H' ; étant donné 
que q est une relation d'équivalence et que fi = p+\ on en..déduit 
h' ~ h mod q. Ainsi B a Â, si ô = (/7, Jî, /F). — Montrons que 
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(H, B9 H) est bicompatible sur H\ En effet, supposons (h9 h)eH* *H 1 
(h\ h')eH* *H* et (h'9 h) e B. Soient /<» et ( / ^ » . j<* les 2 
deux familles correspondant au couple (h'9 h). On peut supposer 
n = n (car, si < ft9 il suffit de remplacer les familles (fji)i<m, j^n 
et (f% respectivement par les familles (f§t< et 
(J%*m, ;«s, oùfi = f'{ =f"; si n < j < n). Soit : 

pour tout 1 < y ^ w; en particulier, on pose : 
<?i = a (A) = /S (A) = et = a (/V) = /8 (/*') = 

La relation d'équivalence e étant compatible avec a et /5, on a : 
(ei9ei+1)eA et (ë*9 ë*+*) e A9 

d'où: 

(e', e 1) e ^, ê1) e y4 et ¿9 e -4. 

Par hypothèse, si 1 < j n 9 il existe g* e G et g* e G tels que 
« fcO = a (gi), /8 <*9 = (£0 = *' et g* e Rç (H9). 

Choisissons : 
gl — gl — g 7 i + 1 ^ £?w+* = gn+^* 

Posons : 

On a 
p' ~ ft ~ f0* et f'i ~ F'̂  mod o 

et par suite 
•4+1 m o d s-

D'après la condition 3, il existe, pour tout j tel que 1 < j ^ n9 

il = isKfUi, gl) e M où {fUi)eA 

*m-l = (gl>fLl>A-V 6 M, Où ( / ^ ) 6 ^, 

et, par récurrence, pour tout i vérifiant 1 < i < m9 il existe 

De même, il existe, pour 1 ^j<n9 

q'i = e M et ^ = {g&vWJp, g'tf) e M 
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si 1 ^ / < m, et on a (/'/,/'{) e /4. Il existe aussi 
q

j = (g
j

v g?'
1

, kh k'i'
1

) G • (//• ; G, G), où 1 < j < 

et on a 
i f{ • ~ et # . № ~ m o d o. 

En particulier, soient 
# =i

x et / > = 4 '
n = si 1 < i < m. 

Posons : 
=

î l et I''
 = 4'' si 1 < i < m + 1, 1 <y < H, 

p = # et P=f!
j si 2 < i ^ m, 1 < j < n, 

J

m+i J

%
 J

m+%
 J

%
 J 

f{ =f{ . ki et = . si < », 

= 4
 s i 1 «• /<"• 

Comme, si 1 < j < n, on a 

« g
 1 m... m ^' 

x

m (g ' t
1

, g { , k> i  \w )em, 

on obtient 
P g{ • ki = gi. p = gi. f'J\ d'où p = /'Ji, car g* e Rg (H). 

11 en résulte que la famille (f^m+mj^n, a les propriétés suivantes, où 
J J

m+m 2 1 • TO+TO ' ^ 

( |^ | ' 0 si U / ^ m + m et U ; < «, 

si 1 < j < «. Donc (/?' . h',h . h) e B, ce qui prouve que(f/, B9 H) 
est compatible sur H\ — Il en résulte que (H, 5, H) est identique 
à la relation d'équivalence g bicompatible sur H* engendrée par g, 
et que g et g induisent la même relation sur H*Q. 
— Soient h e H et e e H9

0 tels que (e9 /? (h)) e A. Il existe g e G et 
g' e G tels que 

*(*) = Hh) = Hg') et p(g) = e. 
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D'après la condition 3, il existe (g', h, h\ g") e M et, en vertu de la 
condition 1, on a (/*', h) e A et (g. h\ h') e A. Par suite 

g .h' ~h mod p et /Kg . A') = e. 

Ainsi la condition de la proposition 14,3 J1] est vérifiée, de sorte 
qu'il existe une catégorie quotient strict de H# par p. 

Corollaire : Si G* est une sous-catégorie propre de H* et si 
q= (H, A, H) est une relation d'équivalence compatible avec a et ft, 
vérifiant les conditions 1 et 2, alors il existe une catégorie quotient 
strict de H* par la relation d'équivalence g bicompatible sur H* 
engendrée par g. 

En effet, g et G vérifient évidemment les conditions 1,2, 3; le 
corollaire est donc conséquence de la proposition 13 et la relation g 
est celle définie dans l'énoncé de la proposition 13. 

Soient H* une catégorie et G* une sous-catégorie propre de H\ 
Nous désignons par (H, A \ H) la relation : 
(h\ h) e A' si, et seulement si, il existe (g', h', h, g) e • (if*; if, G) 
et par q la relation d'équivalence bicompatible sur H* engendrée 
par (if, A\ H). 

Théorème 5 : Si (if \ G) e i^o, il existe une catégorie quotient de 
H*par G\ Dans le cas où G a R G (H*), on a H*/G* = H'/g; sinon, 
H'/G* est isomorphe à H"/G\ où (ff \ G) est la (^r, ^-projection 
R (if\ G) (théorème 3). 

Démonstration : Supposons d'abord G a R G (if *) et posons 
M = • (if -; H, G). Soit g = (if, A, if) la relation définie par : 
(h%9 h) e A si, et seulement si, il existe (g/, hh h, gì) e M,i = 1,2. 

On a A' cz A. Si (fe, hi) e A, il existe h e H tel que 
(h2,h)eAf et (huh)eA\ 

de sorte que g est contenue dans la relation d'équivalence engendrée 
par (if, A \ H). Nous allons prouver que g est identique à cette 
relation d'équivalence. Comme g est reflexive (car HQ cz G) et 
symétrique, il nous suffira pour cela de prouver que g est transitive. 
En effet, soient 

(hs, A2) e A et (/*% hi) e A. 
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Il existe 

(g'i, K K gi) eM9i= 1,2 et (g/, hu h9 gs} e M9j = 2,3. 

G* étant propre, il existe 

to, f2,/2,/ 2) e • G#, (g 2, g 2 , / i , / 2 ) e • G" et (f'l9 h . / 2 , * , / ) € M. 

On en déduit 

d'où (gi ./2» gi - A • / ) e ^T. Les relations 

gi .f'2-k = g'2.f2.k = g'2.h .ft . / = A2 . g 2 ./2 . / = 

¿2 .£2 ./2 . / = g i .A ./2 • / 

et g 2 G (H*) entraînent f2.k = h .f2./. Par conséquent 

(gi, ¿3, gs) B, (/i, • / ) = (gi-A ^3, gs ./2 . / ) e M. 
Il s'ensuit (A3» Ai) € A Donc q est la relation d'équivalence engen
drée par (H9 A \H). Elle est évidemment compatible avec a et fi et elle 
vérifie les conditions du corollaire de la proposition 13. En vertu 
de ce corollaire, il existe une catégorie quotient strict de H* par la 
relation d'équivalence q bicompatible sur H' en gendrée par q et la 
relation q est construite effectivement dans cette même proposition 
13. Ainsi on a.H*/o = N (H*Iq) et, en vertu du théorème 4, H'/q 
est la catégorie quotient de H' par G\ 
-Supposons (H\ G) e et soit R (H\ G) = (Ë\ G); soit â le 
pjr-épimorphisme canonique de H* sur H\ La première partie de 
la démonstration affirme qu'il existe une (p^9 /^)-suite exacte courte 
(q9 (H\ I9 G* )), car G a R (/T). Montrons que 

(ê . *, (H\ 1, G')) 

est aussi une (/v> JW-suite exacte courte. En effet, soit 
0 = (R\ 0, jT) G # et 0(G)c K'0. 

Si A e jy, A' effet £(/*)=6 (A'), il existe par construction (théorème 1) 
g e G et g' e G vérifiant g'. A . g = g'. A'. g; on en déduit 

* (*)= * (g'). 0 (A). 0 (g) = 0 (g'). 0 (A'). 0 (g) = 0 (A'), 
car 0(G) c JSJ. Ainsi on définit une application â (A) —> 0(A) et, 
6 étant un ̂ jr-épimorphisme, il existe un et un seul 0 ' e J^tel que 

1 0 ' . £ = 0. Comme (¿5, (/T, e, 5*)) est une (/v, ./^)-suite exacte 
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courte, la relation 0' (G) c K'0 assure l'existence d'un 0,f e 3F 
tel que 

0\ § = d'où &" . ( $ . & ) = & . 

Ceci prouve que (g . â, (H\ *,G*)) est une Qv, J^)-suite exacte 
courte. Par conséquent il existe une catégorie quotient de H* par 
G\ isomorphe à H*/G\ 

Corollaire : p& est à (3F g9 Jésuite exactes courtes; si C* est un sous-
groupoïde de H' G 3F^ on a H'/C* = H*/G* = H'/g, OÙ G = C u HQ. 

En effet, on a (H\ G) G -jr0 et G c R (H*). Remarquons que, 
dans ce cas, la relation (H9 A\ H) est une relation d'équivalence, 
et par suite est identique à q. 

Théorème 6 : Soient H* une catégorie et G* une sous-catégorie 
propre de H* telle que (H\ G) eV^ et que 
(0') Les conditions (g[, A', A, gi) eO(H*; H, G) et gf

2 G fi (A').G./3(A) 
entraînent qu'il existe(g'2, A', h . g, g 2) G • (H*; H, G)où g G G. 

Alors G* engendre la sous-catégorie distinguée ô* de H\ où ô est la 
classe des k e H pour lesquels existent g e G et g' e G vérifiant 

Démonstration : D'après le théorème 5, il existe H'/G\ — Suppo
sons d'abord que l'on ait G a Rg (H*), (ce qui a pour conséquence 
(H\ G) ei^o) et que G vérifie la condition (0'). Reprenons les 
notations de la démonstration du théorème 5 et montrons que g 
est compatible sur H\ En effet, posons / = 1, 2, et supposons 

(A/, h) G H* * H\ (A2, Ai) G A et (h'2, h{) e A. 

Il existe 

qt = (gu hu A, gi) e M et q\ = (g/, A/, A', g/) G M, 

par définition de g. Comme G* est propre, il existe 

(gi, ËufiJi) e • G* et g 2 . / i , / i , / 0 e • G*, 

ce qui donne 

Il existe aussi 
f =(Ji.Ji,h9k\f)e.M i 
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et, en vertu de la condition (0'). il existe g e G, k = k'. g et 
4 = ( / i X ^ ^ / 2 ) e M . 

On obtient, en posant fi = / . g et t[ = (/i . / i , A, fc, /1 ) , 
q'tm tt m = (*;, a; . . A, a 7 . / i . / i . M ) G M > 

et, puisque gi. h = ht. gt, on en déduit 
(rvK.htth' .riJi.k,gi.fi)eM. 

Ceci montre que l'on a A 2. A2 ~ h[. Ai mod e, de sorte que oet£ sont 
identiques. 
— Soit G le noyau du ^-épimorphisme q de H* sur On 
a ê c <5. Si & G (J, on a & ~ p (k) mod £, aussi existe-t-il 

(g\k,h,g)eM et (gî,j8(*),A,gi)eJlf. 

Par hypothèse, il existe alors (g[, k, h .f, g") G M, o ù / G G. On 
en déduit g i . / = g[. A . / = k . g". Donc /: G G et <5 = ô. 
— Considérons maintenant le cas général et reprenons les notations 
de la démonstration du théorème 5. Soient 

0 i , /?, fi, ¿11) G • (5 * ; Ë, G) et £ 2 G p (fi'). 5 . 0 (fi). 

Il existe g[ G §'l9 A' G fi', h e fi, gi G#I et g 2 G $ 2 tels que g/ G G, 
g i . A - A ' . g i m o d c r et g 2 G 0 (A') . G . p (A). 

Par définition de a, il existe / G G tel que g[. A . / = A'. g i . / , 
c'est-à-dire 

(gi> A', h.f9gi.f) eM = • ( i / - ; i/, G). 

Puisqu'il existe «7 = (g2, A', A . / . g, g 2) G M, où g G G, il en résulte 
• a (q) = (^, fi', fi", §2) G • (lT ; H, G), 

où fi" = fi . ù(f. g). Ainsi (H\ G) vérifie la condition (0') et, d'après 
la première partie de la démonstration, le noyau C du /v-épi-
morphisme £ de H* sur H*/G* est la classe des feefl tels que l'on 
ait k . g = g\ oug e G et g' G G. Soit 6 la classe des k e H tels 
que l'on ait k . g = g', où g G G et g' G G. Si G 6, on a 
a (k) .â (g) = 5 (g'), d'où <T (/c) G C, et A: appartient au noyau 
C du /v-épimorphisme q . & de H* sur /T/G\ Inversement, 
si k G C, on a k = â (k) e C et il existe g e G et g* e G tels que 
£ . <T (g) = <j (g'). H s'ensuit qu'il existe / G G tel que k .g .f = g'./, 
ce qui entraîne k eô. Donc 6 = C. 
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Corollaire 1 : Soient H* une catégorie et G" un sous-groupoïde de H* 
contenant H*0. Pour que (H, G) vérifie (0'), // faut et il suffit que : (0) 
si h e H et g' e ft (h). G . fi (H), il existe g e G tel que g'. h = h . g; 
dans ce cas, C'est une sous-catégorie distinguée de H*et H'/G'=H'/q. 

En effet, (0') entraîne (0) et si (0) est vérifié, les relations 
(gj, h', h, gi) e • (H9 ; H, G) et g2 e fi (h*) .G.pQÙ 

assurent l'existence de ( g i - 1 . g'29 h, h9f) e • (H9; H9 G)9 d'où l'on 
déduit (g2, h'9 h9 gi . / ) e • (H9; H9 G). Dans ce cas, en vertu du 
théorème 6, on a q = o et G = G, car des conditions k e H9 g e G et 
g' = k . g e G résulte k = gf. g"1 e G. 

Corollaire 2 : Soit H* un groupoïde. Pour qu'un sous-groupoïde G* 
de H* contenant HQ soit distingué, il faut et il suffit que l'on ait 
h~l. G .h a G pour tout h E H. 

Démonstration : Si G* vérifie cette condition, il vérifie aussi la 
condition (0) et, d'après le corollaire 1, il est distingué dans H \ 
— Inversement, supposons G* distingué. Soient h e H et g e G 
tels que 

g' = h 1 . g . h soit défini. 

Soit o le/?F-épimorphisme de H9 sur i/*/G\ On a 
è(g') = è(A- 1 ) .èfe) .è(A) = è(«(A)), 

car G* est le noyau de $ ; d'où g' e G. 

Corollaire 3 : S/ / f esf groupe et C' un sous-groupe de H9, alors 
H*/C9 est le groupe quotient de H* par le sous-groupe distingué 
engendré par C". 

En effet, le plus petit sous-groupoïde distingué de H9 contenant 
C est identique au sous-groupe distingué (au sens usuel) engendré 
par C*. 

4. COHOMOLOGIE 

Complexes : 

Soit Z l'anneau des entiers. Soit co la sous-catégorie libre du 
groupoïde (Z x Z ) 1 des couples d'entiers formé des (j, i) e Z x Z 
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tels que j < i (la loi de composition x est définie par : 
(j\ i') x (/, i) == (j'9 i) si, et seulement si, V = j). 

On identifie (i, /) avec /. Soit H* une catégorie et J un idéal de H\ , 

Définition 15 : On appelle complexe de (H\ J) un foncteur K de m 
vers H' tel que, pour tout j e Z, on ait : 

K(j~l,j).K(j,j +l)eJ. 

Puisque m est une catégorie libre, un complexe K est entière
ment déterminé par la donnée de la suite (K(n — 1, n))nez- Inver
sement, si (hn)n sz est une suite telle que : 

hn eH\ p (hn) = oc (hn~i) et hn-i \hn e / , 

l'application / (n — 1, «)-> hn 

| (ni, n) -> Aw-fi . Am+2 hn-l . A?i 

( n -> a (A») 
définit un complexe AT; pour simplifier, on dira que K est alors le 
complexe (A«)WGz. 

Proposition 14 ; Sb/Y A «A complexe de (H\ J) et soit E e jEfJ. S/ 
KE désigne le foncteur E-transposé de K (voir n° 1), pour tout n e Z 
on a : 

K* (n, n + 1 ) . K* (n - 1, n)*(K* (n- 1)) c 

En effet, si est le complexe (hn)nez et si g e KE(n — l) = 
E. H. K(n — 1), on trouve : 
K* (n,n + 1 ) . K%(n - 1, (g) = (hn+i)% . (A»)* (g) = 

g .hn > hn+i eg . J c J. 

Définition 16 : Sb/Y K un complexe de (H\ J); un élément de KE (n), 
où E e Hq% est appelé une n-cochaîne de K vers E; une n-cochaîne 
g de K vers E telle que KE (n, n + 1) (g) e J est appelée un n-cocycle 
de K vers E et un élément de KE (n — 1, ri) (KE (n — 1)), un 
n-cobord de K vers E. 

Soit X (H\ J) la sous-catégorie pleine de la catégorie des 
transformations naturelles entre foncteurs de a> vers H* ayant pour 
unités les complexes de (H\ J). Un élément de X (H\ J) est 
déterminé par (et souvent identifié avec) un triplet (K', r, K), où K 
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est un complexe (hn)nEz, où K' est un complexe (h'„)nez et où r 
est une application de Z dans H telle que, pour tout n e Z, on ait 

Т(П)ЕК'(П).Н.К(П) et h'n . r (n) = т (n — \ ) . hn. 
Soit S ( # \ / ) = Я* X / )* . 

Théorème 1 : Pour tout n e Z, il existe un foncteur Cn de S ( # \ У) 
vers M et des Jtsousfoncteurs Zn et Bn de Cn tels que C

n (E9 K\ 
В

n (E9 K) et Z
n (E9 K) soient les classes des ncochaînes, des n~ 

cocycles et des ncobords de К vers E9 si К est un complexe et E e HQ. 
Démonstration : L'application 

(K'9 T, K)—> % (n), où (K'9 г, K) E Ж (#\ /), 

définit un foncteur ñ de Ж (H\ J)* vers Я*. Soit Cn le foncteur 
Нотя . (#" X Я) de S ( # \ / ) vers JÍ. 

Si (E9 K)e& ( # \ J)09 la classe С* (E9 K) est la classe E. H. K(n) 
des wcochaînes de К vers F. Soit 

c = (h, (K\ T9K))E(E(H\ J\ 

où К est le complexe (hn)nez, où Ä̂ ' est le complexe (h'n)nez et 
où E = ß (h) et £" = a Alors О (с) est l'application 

/> h . / . г (л) de О (£', dans С» (E9 K). 

 So i t / eZ" (F', K'); on a 
(n, « + 1) (С* (c) (/)) = A r (AI) . A*+i 

A . / . Ал+i . r(n + 1) G 
et par suite : 

с» (с) (z* (£', iO)<= ce, 

Il en résulte que l'application : 
с > (Z (£, X), C"(c) 4 Zn (E'9 K')) 

définit un foncteur Z
n de Ê (Я*, / ) vers JK>, qui est un JCsous

foncteur de Cn

. Soit Bn (E9 K) la classe des иcobords de К vers E 
et soit g E Bn (E'9 K'); il existe g' E K'§ (n — 1) tel que g = g' . h'H 

et on obtient : 
О ( С ) ( * ) = А . * \ А ; . Т ( И ) = 

h.g' .x{n\).hnzK%(nl,n) (K*(n 1)) = B»(E,K). 

567 

57 



On en déduit que l'application 
c -> (B* (E9 K)9 CHc) h B»(E'9 K')) 

définit un foncteur Bn de S ( / / ' , / ) vers JH>9 qui est un JG-sous-
foncteur de Zn. 

Définition 17 : Avec les notations du théorème 7, les fondeurs Cn

9Zn 

et Bn sont appelés respectivement foncteurs n-cochaînes, w-cocycles 
et rc-cobords relatifs à (H\ J). 

Foncteur de cohomologie ; 

Soit p = (M9 p9 X) un foncteur d'homomorphismes. Soient 
' une sous-catégorie de X et J un idéal de JP. Supposons que K 

soit un complexe de (H\ J) et que D\ soit un foncteur de co* vers 
tel que, pour tout n.sZ, on ait : 

p(D*(n- l9n)) = K*(n- où EsHQ\ 

Posons : CN (E9 K) - D§ (n); on a p (<> (£, #)) - Cn (E9 K). 

Définition 18 : On dira que K admet une (D§9 X " 9 ^-structure de 
1 cohomologie d'ordre n vers E9 notée Hn (E9 K)9 si les conditions 

suivantes sont vérifiées : 
1) Il existe une p-sous-structure Zn (E, K) de CN (E9 K) telle 

que p (Z« (E9 K)) = (E9 K). 
2) Bn (E, K) engendre une (/?, Jf^-sous-structure Bn (E, K) 

de 2* (E, K). 
3) // existe une (p9 ^-structure quotient Hn (E9 K) de Zn (E, K) 

par B" (E9 K). 
On dira que Hn (E, K) = s est triviale si p (s) engendre une (p, X'Q)-
sous-structure s' de s telle que s' e J. 

Les conditions 1 et 2 entraînent que Bn (E9 K) est la (p9 X'Q)-
sous-structure de CN (E9 K) engendrée par Bn (E9 K). Si p est à 
(X', ^-suites exactes courtes et saturé la condition 3 est vérifiée. 

Soit H'* une sous-catégorie de H* et soit D un foncteur de 
H'9 x if* vers X tel que p. D soit une restriction du foncteur 
Horner. Si K est un complexe de (H\ J) et si E e H"Q9 désignons par 
Df le foncteur de co* vers X tel que 

D\ (n9n+l) = D (E9 K(n9n+ 1)). 

568 

58 



Soit (&'(H\J) la sous-catégorie de &(H\ J) formée des (h9(K'9 r9 K)) 
tels que h e H' et soit Cn le foncteur de S' (H\ J) vers tel que : 

Cn(h9(K',r9K)) = D(h, T (/*)). 

Le foncteur /?. est une restriction de Cn. En particulier, si (E9 K) 
est une unité de S' (/f*, J), on a : 

<> (E9 K) = D (E9 K(n)) =.D\ (n)9 

de sorte que Cn (E9 K) est une structure (appartenant à Jf o) au-
dessus de la classe des w-cochaînes de K vers E. 

Définition 19 : On dira que (X\ J9 D9 J) admet H71 pour foncteur 
de cohomologie d'ordre n si les conditions suivantes sont vérifiées : 

1) Il existe un p-sous-foncteur Zn de Cn

9 appelé foncteur 
/i-cocycle pour (Jf', D9 /), tel que p . Zn soit une restriction de Zn. 

2) Il existe un (p9 X')-sous-foncteur Bn de Zn engendré par 
Bn; on rappelle foncteur n-cobord pour (jff, J9 D9 J). 

3) Hn est un p-foncteur quotient de Zn par Bn. 

Ces conditions entraînent que Hn (E9 K) est une (D§, Jf% J)-
structure de cohomologie d'ordre n de K vers E. 

Le problème de la cohomologie pour (X'9 J9 D9 J) est le pro
blème de l'existence d'un foncteur de cohomologie d'ordre n pour 
(Jf'9 S9D9J). 

Proposition 15 : (X'9 J9 D9 J) admet au plus un foncteur n-cocycle 
et un foncteur de cohomologie d'ordre n. 

En effet, si (E9 K) e (5' (H\ J)o les conditions de la définition 19 
déterminent Zn (E9 K)9 Bn (E9 K) et Hn (E9 K) d'une façon unique, i 
Par suite la proposition 15 résulte du corollaire de la proposition 2 
et de son dual. 

Définition 20 : Si (X'9 J9 D9 J) admet Hn pour foncteur de cohomo
logie d'ordre n et si K est un complexe de (H\ J) tel que Hn (E9 K) 
soit triviale pour tout E e H'Q9 on dira que K est une suite exacte pour 
( j f J 9 D 9 J ) . 

Ainsi on peut définir une notion de suite exacte dans une caté
gorie munie d'un idéal / e t d'un foncteur D tel que (H\ D) soit une 
catégorie /^-dominée. Nous étudierons ailleurs cette question. 2 
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Théorème 8 : Supposons p saturé et à (Jtf", <f)-suites exactes courtes. 
Pour que (Jf\ D, J) admette un foncteur de cohomologie d'ordre n, 
il faut et il suffit que les conditions 1 et 2 de la définition 18 soient 
vérifiées pour tout (E, K) e S' (H\ J)o et que, si c e S ' (H\ J), on ait 
Cn(c)(M)cz M\ où M = p(B*(oi(c))) et M' = p (Bn (p (c))). 
Démonstration : Ces conditions sont évidemment nécessaires. 
Supposons-les vérifiées. Soit 

ce(E'(H\J), oc(c) = (E,K) et p (c) = (E\ K'). 

Comme S = Zn (E, K) et S' = Zn (£", K') sont des ^-sous-struc
tures de Cn (E, K) et de Cn (E', K') respectivement et que l'on a 

CHc)(p(S))czp(S>) 

d'après le théorème 7, il résulte de la proposition 3 qu'il existe un 
/?-sous-foncteur Zn de € n , qui est un foncteur w-cocycle pour 

J, D, J). -Soient s=Bn(E,K) et s'=Bn(E\K') les 
(p, ^)-sous-structures de S et S' engendrées par Bn (E, K) et 
Bn (E', K'). Puisque Zn (c)(p (s)) c p(sf), il existe, en vertu des 
propositions 2 et 5, un /?-sous-foncteur Bn de Zn engendré par Bn. 
Comme p est à (3tf", */)-suites exactes courtes, le corollaire de la 
proposition 8 affirme qu'il existe aussi un /?-foncteur quotient de 
Zn par Bn. Ce foncteur est un foncteur de cohomologie d'ordre n 
pour (Jf', S, D, J). 

Corollaire : Supposons que D soit un foncteur de H'9 x H* vers IF 
tel que p& . D soit une restriction de Homn*. Pour que {^g, D, J) 
admette un foncteur de cohomologie d'ordre n, il faut et il suffit que, 
pour tout (E, K) G S' (H\ J)o, la classe Zn (E, K) définisse une sous-
catégorie Z" (E, K) de Cn(E,K). 

Démonstration : La condition est évidemment nécessaire. Supposons-
la vérifiée. Du début de la démonstration du théorème 8, il résulte 
qu'il existe un foncteur w-cocyele Zn pour {^g, J^, D, J). Soit 

C G S ' (H\ J), oc (c) = (E, K) et p (c) = (E', K'). 

La classe Bn(E, K) engendre une (p^, J%o)-sous-structure de 
Zn (E,K), à savoir le sous-groupoïde C* de Zn (E, K) engendré 
par la classe 

C = Bn (E, K) n Z* (E, K)r 

Soit de même C'9-. le sous-groupoïde de Zn (E\ K') engendré par 
C = Bn (E', Kf) n Zn (E', K')r 
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Posons Zn (c) = F. D'après le théorème 7, on a 

F(B" (F, K)) c Bn (F', K'). 

Puisque Zn (c) est un foncteur tel quep (Zn (c)) = F, on a : 

(F, c 2« (F', K% d'où F (C) c= C . 

Si / e C, on a F(f~1) e C'" 1. Soit A: e G ; il existe/¿ e C u C 1 tels 
que k =fn fi; il en résulte 

F(k)^F(fn) Ft/i), où F ( / i ) e C uC'- i . 

Donc F(k) e Ó'. De plus p& est à (¿Fg, /^-suites exactes courtes, 
d'après le corollaire du théorème 5. Ainsi les conditions du théo
rème 8 sont vérifiées; en vertu de ce théorème, J^9 D, / ) admet 
un foncteur de cohomologie d'ordre n. 

5. FONCTEURS DE COHOMOLOGIE RELATIFS AUX ESPÈCES DE MOR-
PHISMES 

Fondeurs de cohomologie relatifs à s/ : 

Soit sé la catégorie des applications covariantes /^-dominées 
(n° 1). Soit son idéal construit dans le n° 2. Soit C* e J^o, 
soient séc* la sous-catégorie de sé formée des (F', C\ 99, F) g j / , 
et /c* l'idéal de^c', intersection de J^ et de séc'. 

Définition 21 ; complexe de (sé, JJ) (resp. de (séc% Je*)) est 
appelé complexe d'espèces de morphismes (resp. de morphismes 
sur C#). 

Un complexe d'espèces de morphismes sur C* est un complexe 
d'espèces de morphismes K tel que 

K(n — 1, n) = (Fn-u C\ <pn, Fn) pour tout n e Z. 

Soit S? la catégorie des foncteurs doubles [2],p^ son foncteur 
projection canonique vers M. Soient pf et pf les deux foncteurs de 
W vers ^ tels que, si & = ((S*, S x), 0, (S*, 5 X )), on ait 

/if (0) = (S*, 0, 5-) et />f (0) = (Ê\ 0, S^. 

Soit sé (p^) la catégorie des applications covariantes ^-dominées 
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(n° 1). L'application 
(G\ 09 q>9 G) -> (psr . G', 0, <p9p^ . G), où i = 1, 2, 

définit un Joncteur de sé (p^) vers j / . 
Soit G e se (^)o. Alors Gt = pf . G est une espèce de mor-

phismes et on a 
ri(G) = fj(Gi) = *?(G2); 

de plus (S (G±)\ S (G2)#) est une catégorie double, que nous noterons 
5 (G). Si (G'9 0, <p, G) es* (p£)9 on a 

(S(G')9 y9S(G))e^. 

Soit 4̂ = (Ê\ 5X) e JF0 et soit 5" e JS ; les applications source 
et but dans 5 X sont notées a x et /3X. Si 9? et 9/ sont deux applications 
de S sur une partie de § telles que a x <p' = px <p9 nous désignons 
par <p' x <p l'application 

/ - > 9>' (f) ± 9 (f) de S dans 

Rappelons [2] que l'on obtient une catégorie, notée & (A9 S')9 ou 
6 (È\ S*)\ en munissant §' . S* de la loi de composition 
(S*, 9/, S')± (§*, 9?, S*) = (S\ <p'± <p9 S*) si, et seulement si, a x 9/ = px q>. 

Supposons donnée une sous-catégorie j^' de ^/ et soit q un 
foncteur de sf' vers se (p£) tel que pf. q = sé'. (Par exemple, 
se' peut avoir un seul élément G = pf . G, où G € s/ (jv)o*) Si 
G e sé\ posons S (G)) = (S (G)*, S (G)x). 

Proposition 16 : 7/ existe w/î foncteur D de se' x .a/* iws te/ que 
p&. D soit une restriction du foncteur Hom^ et que9 si 

(G, F) e s*i X ^0 et S (q (G)) = (ST, S x), 

D(G9 F) soit la catégorie obtenue en munissant G . sé .F de la loi 
de composition : 

(G, 0'9 <p'9 F) x (G9 09 <p9 F) = (G, 0, 9'x ç>, F) JI, seulement si9 

a x ç>' = £ x ç> 0 ' = 0. 

Démonstration : Soit (G, F) e sf^ x j* 0 et S (q (G)) = (S\ S x). 
Soit Mx la catégorie produit 

(a(G). J r . a ( F ) ) ° X « F ( r , S ( F )y , 
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où 0 est la loi de composition triviale (tous les éléments sont des 
unités). Soit y la bijection 

(G,0,<p,F)->(0,(S\9,S(Fy)) 

de G . si. F sur une sous-classe M' de M. Montrons que M' 
définit une sous-catégorie de Mx. Pour cela, il suffit de prouver que, 
si 

mi = (G, 0, (pu F) e si, i = 1,2 et a x <p2 = /3 X <pu 

on a 
a x (y (mO) e M\ £ x (y (mO) e M' et y (m2) x 7 (mi) e Ai', 

c'est-à-dire que (rj(G), 0, a x

 w , 17 (F)), (?; (G), 0, £ x <pu y (F)) 1 
et (rj (G), 0, <p2±(pi, rj (F)) sont des applications covariantes. En 
effet, soit feoc(F) et z eF(a (/)). On a : 

* (/) (z)) = a x (0 (/) w (z)) = a x

 w ( / z ) , 

* CO 00) = /?x ( # (/) W (*)) = ^<Pi (fi), 
<P2 -L (pi (fz) = 92 (/Z) X <pi (fz) = 0 (f) <p2 (Z) X 0(f) n (Z) = 

= 0 (f) (<P2 (Z) X 9 l (z)) = 0 (/) (992 X <p±) (z), 

car l'application z'-> 0(f) z' définit le foncteur double q (G)(0(f)). 
On en déduit 
(G, 0, a x F) e j * , (G, 0, pxq>u F) s si et (G, 0, cp2 ± n , F) e st. 

Donc Mf± est une sous-catégorie de M x , et par suite (G . sá . F ) x 

est la catégorie image de M' x par y-1; nous la noterons Z) (G, F). 
— Soit (m', m) e s/' x s/, où 

m' = (G', 0', ç>', G) et rn = (F, 0, <p, F'). 

On a 

? (m') = (q (G% 0\ <p\ q (G)) esi(p¿). 

Montrons que Horn (m\ m) = a définit un foncteur D (m\ m) de 
D (G, F) vers D (G', F'), d'où résultera la proposition 16 puisque 
Horn est un foncteur et que p& est fidèle. En effet, supposons 

nu = (G, W, tpu F) est, i = 1, 2, et a xip 2 = /3X yi. 

Posons W = 0'. W. 0 et <p'. ipi. <p = vi; on a 
a(m i) = ( G ' , F ' , ^ i 7 , ) e ^ . 
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Puisque q>' définit un foncteur de S (G) x vers S (G')\ on trouve : 
A ± V2 = <P' a ± V>2 (p = <p' Px Wi 9 = ^ Vi> 

ainsi a (m2) i- a (wi) est défini dans D (G\ F'). De plus la relation 

%p'2 X (z) = y>2 (z) X yi (z) = <pf (y 2 9? (*))•*- <P' (n <P 00) 

= 9?' (^2 (z)x Vi 9 00) = (?2 J- Vi) 9? 00 

pour tout z G S (F'), entraîne : 
a (m2) x a (#m) = (G', ï", y>>2 x v'l9 Ff) = 

= (G', <£' .ÎP. 0, ç>'. (y>2 J- vi) • <P> = «(^ 2 x mi), 

Ceci montre que a définit un foncteur D (m'9 m) de D (G, F) vers 
D(G\F'). Donc l'application (m '9m)-+D(m\m) où (m'9 m)Gsé'Y,sé 
définit le foncteur D cherché. 

Théorème 9 : (^g9 J&9 D9 J^) admet un foncteur de cohomologie 
Hn (q) d'ordre n9 où D est le foncteur construit dans la proposition 16. 
Démonstration : Soient C*9 Zn et Bn les foncteurs w-cochaînes, 
w-cocycles et «-cobords associés à (té9 JJ)9 qui sont (théorème 7) 
des foncteurs de S vers où (E=s/ x X(sé9 JJf ; 

soit 6 ' = ^ ' x X(sé9 JJ*. 

Supposons 
(G9K)e&09 oùK=(dn)n€Z et dn=(Fn-u ®m <Pn9 Fn) e s/. 

Posons S(q (G)) = (§\ 8X). On a 
Pr . D (G9 Fn) = Horn (G9 Fn) = O (G9 K). 

D'après la proposition 16, l'application 
m -> m . dn, où m e G . stf . Fn-u 

définit un foncteur ô n de D (G9 Fn-i) vers D (G, Fw). En vertu de 
la proposition 14, on a ôn+1. àn (m) e J^9 ce qui signifie 

y <pn ç>n+i (5 (Fw+i)) c Sj, si m == (G, ÎP, % Fn-i). 

Soit Nx = ^(S(q(G))9 S(Fn+iï). Soit la sous-classe de N 
formée des F e N tels que F (S (Fn+i)) <= §'0. Comme §'Q définit une 
sous-catégorie de §\ la classe JV' définit une sous-catégorie Nf± 

de JV x . D'après la proposition 16, il existe un isomorphisme y de 
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D (G, Fn+i) sur une sous-catégorie Mf± de 
M± = L(> X N\ où L = a (G) . . a (F„+i). 

Par définition, Z w (G, K) est la classe des m = (G, !F, y, Fn) e 
tels que (m) e c'est-à-dire tels que 

Ceci signifie que Z w (G, est l'image réciproque par ôn+1 de la 
sous-catégorie y-1 ((F x N') n M') de D (G, Il en résulte 
que Zn (G, AT) définit une sous-catégorie de D (G, Fn) = <> (G, 
On en déduit, en vertu du corollaire du théorème 8, que 

admet un foncteur de cohomologie d'ordre n9 que nous noterons 
H* [q]. On a : 

m [q] (G, A) =. Z» (G, ^ / i » (G, Jf ), 

où 5 W (G, AT) désigne le sous-groupoïde de Zn (G, K)1- engendré 
par la classe Bn (G, K) n Z w (G, JKT)x. —Remarquons que l'on a : 

(G, = m (G, 

en désignant par c\ le foncteur de la sous-catégorie de sé ayant G pour 
seul élément vers 3F tel que ^ (G) = ¿7 (G). 

Corollaire : Si Gesé^ et si S(q (G))x esf i/w groupoïde, alors 
Hn [q] (G, esf un groupoïde. 

En effet, reprenons les notations de la démonstration du 
théorème 9. Comme S2- est un groupoïde, (S\ SiFn)')-1 est un 
groupoïde, l'inverse de F étant le foncteur F' de 5 (F»)* vers S' [2], 
où F' (z) est l'inverse de F (z) dans § ± , pour tout z e S (Fn). 
Il en résulte que D (G, Fw) est un groupoïde. Puisque S'0 définit un 
sous-groupoïde de S\ la catégorie Zn(G,K)L est aussi un groupoïde, 
de même que sa catégorie quotient par Bn (G, f£). 

Définition 22 : Avec les notations du théorème 9, le foncteur Hn [q] 
est appelé foncteur de cohomologie d'ordre n relatif à {sé, q). Si 
(G, K) e (&q, on appelle Hn [q] (G, K) la catégorie de cohomologie 
d'ordre n de K vers q (G), notée aussi Hn (q (G), K). 

Soit sén une sous-catégorie de sé et soit $ un foncteur de sé" 
vers sé ip^r). Posons n = pf . q. Pour tout mesé", soit # m le 
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foncteur de la sous-catégorie de stf engendrée par {n (m)} vers 
s/ (p^r) tel que 

qm(n(m)) = 4 

Alors l'application 
(m, (*', r, * ) ) - > J?w fem] (* (m), (K', r, # ) ) 

définit un foncteur, noté 5» [4], de sf" x jf (^/, 7^)* vers J% en 
vertu de la remarque terminant la démonstration du théorème 9. 

Définition 23 : Avec les notations précédentes, Hn [#] sera appelé 
foncteur de cohomologie d'ordre n relatif à 4-

Exemple : Soit G esé§ et soit G D le foncteur de a (G) vers W tel 
que, s i / e a (G), <? = a (/) et e' = 0 (/), on ait 

f G° (/) = (GO (*'), • GCO, G° (e)) 
\ G D (e) = ( • G (e), B G (e)). 

L'application 
(G', 0, <p, G) ~> (G' D , • <p9 G a ) , 

où (G', 0, (p, G) définit un foncteur q^ d e ^ vers (p^)-
Il en résulte un foncteur de cohomologie Hn 

Foncteur de cohomologie centrale : 

Proposition 17 ; S<wY Gej^o; /?o«r tew£ eea(G)o, G(£)<* /a 
cfo&se des z e G(e) te/5 que a(z) = £(z) = s et que, si 

fex(G).e, z'efi.G(fi(f)).fs9 

on ait fz . zf = z' tfz. Il existe un p^-sous-foncteur Ga de G tel que 
Ga (e) = G (éyd et il existe Gf3 es/ (p^) tel que 

Démonstration : Si F* est le centre d'un demi-groupe, alors (F#, F -) 
est une catégorie double. Il en résulte que, si r (e)* est là sous-
catégorie de G (e) somme des centres des demi-groupes s . G(e) . s9 

où .y e G (e)o9 alors (F F (e)#) est une catégorie double. —Posons 
S = G On a S <= F (e). Soient 

Z G S . S . S , z'es.S.s, fea(G).e et e'= p(f). 
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Comme/(z'. z) =fz' .fz, pour tout z" efs.G (e') .fs on a 
z" .f(z'. z) = z" .fz' Jz = fz'. z" .fz =fz* .fz. z" = f(z'. z).z", 

d'où z'. z e S. Par suite S* est une souscatégorie de r (e)
9 et 

(5*, S") est une souscatégorie double de ÇT (e)
9

, F (e)"). Si on 
suppose de plus 

f'ex(G).e' et Z l ef'ifs) . G (Hf'))•/'(fs), 

on trouve 
Z, .f'(fz) = Z! . (/' . / ) Z = (/' . / ) Z . Zi = / ' (/Z) . ZI, 

et par suite fz e G (e')d. Ceci prouve que l'application 
/  > (G* (e'\ G(f) i, Ga (e)), où f e oc (G), 

définit un foncteur G a eséQ. Il s'ensuit que l'application 

f> {{fia (e'% Gd (e')), G(f) h (Gd (e), Gd (e))), 

o ù / e a (G), définit un foncteur GÇ
1 e (p^)o. 

Définition 24 : f̂i;ec les notations de la proposition 17, on appelle G a 
le demicentre de G. Le demicentre de Gy est appelé centre de G 
e¿ «oré Gc. 

Soit s/
d (resp. J /

c

) la souscatégorie de «s/formée des applica

tions covariantes /^dominées (G', 0, <p, G) telles que 

V (Gd (e)) c G£ (0 (e)) (resp. ? (Gc (e)) c G'e (® (e)) ) , 

pour tout e e oc (G)o. L'application 

(G', 0, y, G) * (G'tf, 0, № Gf|]), où <pd = (S (G¿), )) 

(resp. (G', 0, <p9 G) > {G'm9 0, <pc, GÇ]), 

o ù % = ( S ( G ; ) , Í Í 5 S ( G C ) ) ) 
définit un foncteur de (resp. de sé

c

) vers ^ (]v)> que nous 
désignons par qa (resp. par qc). 

Définition 25 : Le foncteur de cohomologie H
n [qa] (resp. H

n [qc]) 
relatif à qa (resp. à qc) est appelé foncteur de cohomologie demi

centrale (resp. cohomologie centrale), notéH
n

d (resp. H"). La catégorie 
H¿(G,K) (resp. Hn

c(G,K)) est appelée catégorie de cohomologie 

577 

67 



demi-centrale (resp. cohomologie centrale) d'ordre n de K vers G, 
où K est un complexe de (sé9 JJ) et G eséo. 

Fondeurs de cohomologie sur une catégorie : 

Soit C* une catégorie et soit G e sé(p£) tel que a (G) = C 
et G = pf . G. Soit q le foncteur vers sé (p^) de la sous-catégorie 
sé G ayant G pour seul élément, tel que q (G) = G. Si F eséo, la 
classe G . séc* . F définit une sous-catégorie DG (G, F) de D (G, F), 
où D est le foncteur relatif à q construit dans la proposition 16. 
Soit m = (F, C\ <p9 F') esé. On a 

D(G9m)(DG(G,F))czDG(G9F'); 

par suite D (G, m) admet pour restriction un foncteur DG (G9 m) de 
DG (G, F) vers DG (G\ F') et l'application (G, m) -> D G (G, m) 
définit un /?jr-sous-foncteur DG de D. 

Théorème 10 ; J^9 DG, Je*) admet un foncteur de cohomologie 
H£. [q] d'ordre n. Si K est un complexe d'espèces de morphismes sur 
C\ alors Hç. [q] (G, K) est une sous-catégorie de Hn (G, K). Si 
S(G) = (§\§±) où ÊX est un groupoïde, ff£. [q] (G, K) est un 
groupoïde. 

Démonstration : Soient C£., Z£. et Bn

c. les foncteurs w-cochaînes, 
w-cocycles et «-cobords relatifs à (séc., Je*); on a 

C«. (G, K) = CN (G, K) nséc. = V 

en posant V = p^ (DG (G, K))9 d'où : 
Zg. (G, iT) - Z» (G, n F 

et 
B™. (G, # ) - JB» (G, JKT) n F. 

Comme V définit une sous-catégorie de D (G, K(n))9 il en résulte 
que Zn

c. (G, AT) définit une sous-catégorie Zn

c. (G, K) de Z^ (G, i f ) x 

admettant pour sous-groupoïde la classe Bn (G, K)nséc (nota
tions théorème 9). D'après le corollaire du théorème 8, il existe donc 
un foncteur de cohomologie [q] pour (<Fg9 J^, DG, Je). — Soit 
Q la relation d'équivalence bicompatible sur Zn (G, K) = F ' X 

engendrée par la relation Q : 

g ~ g' si, et seulement si, il existe (h\g'9g9h)e d(Vf±; V9Bn(G9K)). 
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D'après le théorème 5, on a Hn (G, K) = Vr±/p. Or Zn

c. (G, K) est 1 
saturé pour g, et par construction aussi pour g. Il en résulte que 21 
Hc. [q] (G, K) est la sous-catégorie de Hn (G9 K) formée des classes 
(G, C\ <p9 K(n)) mod g. — Si de plus 3 X est un groupoïde, alors 
Zn

c.(G9K) est un sous-groupoïde du groupoïde (corollaire theorème9) 
Zn(G9K)x et par suite Hn

c. [q] (G, K) est un groupoïde. 

Définition 26 ; Avec les notations du théorème 10, Hc. [q] est appelé 
le foncteur de cohomologie d'ordre n sur C* relatif à G et 
Hc* lu (G> K)9 la catégorie de cohomologie d'ordre n sur C" de K 
vers G, wofcfe (G, #). Patir tow/1 G e sé 0 on appelle Hn

c. (<3f9 

(ras*/?. Hc. (G*?1, AT)) la catégorie de cohomologie demi-centrale 
(resp. centrale) d'ordre n sur C' relative à G. 

Remarque : Supposons S (G) — (S\ SL); alors la classe sous-
jacente à Hc. (G, K) est l'ensemble de cohomologie d'ordre n de K 
vers G, au sens de [4]; si S x est un groupoïde, Hc. (G, K) est le 
groupoïde de cohomologie d'ordre n de K vers G9 dans la termi
nologie de [4]. Le groupoïde Hc. (Gj23, K) est le groupoïde de 
cohomologie centrale de K vers G, selon la définition (donnée de 3+ 
façon imprécise) de [4]. 

6. FONCTEURS DE COHOMOLOGIE RELATIFS AUX APPLICATIONS CONTRA-
VARIANTES 

Applications contravariantes : 

Soit F = (Jl9 F, C") un foncteur. Nous désignerons par a (F) 
l'espèce de structures (C\ S, * ') définie comme suit : Soit S la classe 
des couples (e9 z) tels que e e C°0 et z e F (e); on a 

(/> z ) ) = (e\ ^ ( / ) ( z)) si* et seulement si , / e e'. C . e. 

Si r = (F', r, F) définit une transformation naturelle de F vers F', 
alors 

cr (f) - (or (F'), C\ <p9 a (F)), où 9? (e, z) .= (e, r (e) (z)), 

est une application covariante. 
Soit sé la sous-catégorie de la catégorie des applications 

covariantes entre espèces de structures [x] formée des applications 
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covariantes de la forme (rj\ C\ <p, où C* G J^O, y = [C\ S,xr] 
et rjf = [C, 5', Rappelons que est une catégorie d'opérateurs 
à droite sur la catégorie d'(3X) des triplets définissant des transfor
mations naturelles (voir proposition 1,1 [5]) relativement à la loi de 
composition : 
((F\ r, F), 0) = (F'. T &, F. 0) si,et seulement si, a (F) = p (0). 

Soit / / = 0?', C\ <p, rj) eœf et 0 G C*. Soient F et F' les 
foncteurs de C* vers tels que (C\ F) et (C\ F') soient les couples 
définissant rj et respectivement et soit (F', T, F) le triplet définis
sant une transformation naturelle canoniquement associé à H 
(théorème 6,2 p]). L'application covariante cr ((F', T, F) 0) appartient 
à sé et sera désignée par H o 0. En particulier soit ^ = [C\ S,*'], 
0 = (C*, 0, C") et soit la projection canonique de S sur C'Q. Alors 

a (F. 0) = o <p = {C\ 5^, <J, 

où est la classe produit fibre P] 0Q V n et où 

si, et seulement si, fe ef . C . e et 71 (z) •= 0 (e). 

Remarques : 1) J** n'est pas une catégorie d'opérateurs à droite sur 
S/Q relativement à la loi de composition (rj, 0 ) ->>;c0 , car 
r / o ( 0 . 0 ' ) est une espèce de structures équivalente, mais non 
identique, à (rjo0)o0\ 
2) Si x (y) est le foncteur d'hypermorphismes associé à rj p], alors 
# (?? o 0) est tel que 

((X<V), P), (0, X (n.* #))), où v (fi (e, z)) = ( 0 ( / ) , z), 
1 soit un produit fibre naturalisé dans J*" (voir P]) et (̂ , 0, rj c 0) est 

une application covariante où y (e, z) = z. 

Définition 27 : Soient rj = [C\ S, x'] et fj = [C\ S, x'] deux 
espèces de structures. On dira que (fj, 0, 99, rj) est une application 

2 contravariante de r\ vers ^ si les conditions suivantes sont vérifiées : 

1) 0 est un foncteur de C vers C\ 
2) (fj, C\ (p, ?] o 0) est un application covariante. 

La condition 2 signifie que, si n est la projection canonique 
de S sur Cô, alors <p est une application de la classe S$ = 0o 
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dans Ê telle que, si / e e'. C . e et n (z) = 0 (é)9 on ait 
f<p(e9z) = <p(e\0(f)z). 

Si 0 = (C\ 0, C) est un foncteur, soit 0* = (C*, 0, C*) son 
dual. 

Proposition 1% : II existe une bijection canonique a# de la classe â$ des 
applications contravariantes entre espèces de structures sur la classe 

des quintettes de la forme (F*, Jl*9 W*9 0*9 F*), où (a (F), F) 1 
(a (F), F) des couples définissant des espèces de structures et 0 
un foncteur de a (F) vers ce (F). 

Démonstration : Soit ^ = [C\ S, «'] e ^ o ; posons a# (rj) = (C\ F), 
où (C\ F) est le couple définissant rj. Soit m = 0, 99, r/) e 
et soient : 

'flO0 = (C\F), £i(«) = ( C \ f ) et a (^o0) = (C\ Fo0). 2 

Il existe une équivalence naturelle F de F. 0 vers Fo 0, définie par 
l'application 

/ - > ( F o 0 ( / ) , r > ^ , F . 0 ( / ) ) , 

oùfse'-.C.e et où y e est la bijection z->(e, z). Comme 
(fj9 C\ (p9 rj o 0) est une application covariante, il lui est associé 
d'une façon biunivoque une transformation naturelle W de Fo 0 
vers P telle que 

^ (/) = (f ( A V ( O , 9 (e), Fo 0 (/)), 

où 99 (e) est une restriction de <p. Il en résulte que W • F est une 
transformation naturelle de F . 0 vers F et par suite on a : 

a* (m) = (F*, JG*, ( V m F)*, 0*, P*) e g*. 

—Inversement, si 
M = (F*, JG*, 0*, F*) e g», ? (e) = (y (e)) B, 

et si 7̂ et ^ sont les espèces de structures définies par (a (F), F) et 
(a (F), F) respectivement, on a : 

M = a* (m), où m = 0, 9?, ̂ ) e ^ et 

où 9? est l'application (e, z)-> y (e) (z). Donc a* est une bijection 
de sur 0*. 
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Corollaire : est une catégorie pour la loi de composition : 

(n\ <P\ Vl • 9?, 17) = ($ \ # . 9?' • ç>, *?) 
5/, seulement si, rjf = tj9 où 9/ 4 9? (e, z) = 9?' (e9 <p (0' (e), z)). 

En effet, Q% définit une sous-catégorie de la catégorie longitu
dinale Q* des quintettes (voir [5]) et la catégorie 3 définie dans ce 
corollaire est la duale de la catégorie image de par l'applica
tion a'1. 

Applications contravariantes p-dominées : 

Soit p = (JG, £, ¿4?) un foncteur. Soit Q\w la sous-catégorie 
de Q* formée des quintettes 

M = (F*, *, F*, 0*, F*) 
tels que 

/>M = (0?. F)*, Jt*, F', 0*, (/?. F)*) e g*, où F' = ( • / ? . F)*. 

Si M e g ^ , il existe, d'après la proposition 18, une application 
contravariante (fj9 0, 9?, rj) = a'1 (pM). En particulier, si p est 
fidèle, la donnée de (F, 0, 9?, F) détermine entièrement le quintette 
M G Q*. 

Nous supposons désormais que p est fidèle. 

Définition 28 ; On appelle application contravariante ̂ -dominée de F 
vers F un quadruplet (F, 09 9?, F) vérifiant les conditions suivantes : 

1) (a (F), F) (a (F), F) sont des couples p-dominant des 
espèces de structures rj et fj respectivement. 

2) (fj9 0, <p9 tj) est une application contravariante. 
3) Pour tout e G a (F)0, il existe <pe e F (e). ^ .(F .0(e)) 

tel que p (<pe) = <pye

9 où ye est la bijection z —> (e9 z), où z Ep .F(e). 

Proposition 19: La classe des applications contravariantes p-dominées 
devient une catégorie âS..(p) pour la loi de composition : 

(P', 0', V ' , F% (P, $,<p,F) = (P', 0 • ¥ • <P, F) si, et 
seulement si9 F' = F, 
et Vapplication (F, 09 9?, F) -> (f\9 09 <p9 rj) définit un foncteur 
fidèle n(p) de ^ (p) vers & (corollaire prop. 18). 

Démonstration : Soit m = (F, 0, <p9 F) E^(p). Ona-(4, 0, 9V??) G J*, 
où rj et fj sont les espèces de structures sous (a (F), F) et (a (F), P) 
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respectivement. D'après la proposition 18, il existe 

((p . F)* , JL*, Y*9 0 * , (p-. F)*) = 0, y, , ) 6 ô*. 

Puisque est fidèle, il en résulte qu'il existe 

bm (m) = (F*, Jf *, y*, 0 * , F*) e ^ 

tel que !F soit la transformation naturelle définie par l'application 

( A 9 e', 9 e , • # (/)) s i / e *' . C . 1 

De plus l'application m-^b* (m) est une bijection sur Q#>. La 
catégorie image de par la bijection b~x est la duale de la 
catégorie définie dans l'énoncé. 

Soit p = (JC, p, X) un foncteur d'homomorphismes saturé 
au-dessus de Jt (c'est-à-dire p (Xy) est un sous-groupoïde saturé 
de M\ Soit (rj, F) une espèce de structures /^-dominée, où 
rj = [C\ S, n'\ Soit 0 un foncteur de C vers C\ Pour tout e e C*0, 
il existe un et un seul g* e X y . (F . 0 (e)) tel que/? (ge) soit la bijection 
ye : z -> (e, z). L'application 

f-+ge>m(Fm0 (/)) . (g*)-!, S i / e . C . 

définit un foncteur F o 0 de C vers et (rj o 0, F Q 0) est une 
espèce de structures /^-dominée. Soit de plus M = (F', C*, 99, F) 
une application covariante /^-dominée et soit r/' l'espèce de struc
tures sous (C\ F'). Pour tout e e C'Q, il existe 7pe e Ff (e) . JP . F(e) 
tel que /? (^e) soit une restriction de 9?; si e e Cj, posons : 

= (g'*) .'qp« . (ge)~l e F' 0 @ (e) . X . Fo 0 (e), 2 
où />(g'*)(z) 

Alors (F' o 0, 6 #, y, Fo 0) est une application covariante p-domi
née, que nous désignerons par M o 0, le symbole tp repré
sentant l'application (e, z)-> (e, <p (z)), somme des applications 
/? 

Proposition 20 ; Soient (rj, F) (/7, F) efeivx espèces de structures 
p-dominées. Pour que (F, 0, 9?, F) 50// une application contravariante 
p-dominée, il faut et il suffit que 0 soit un foncteur de a (F) vers oc (F) 
et que (F, oc (F), <p, Fo 0) so/Y w«£ application covariante p-dorninée. 

En effet, il existe !pe e F (e). . F o 0 (e) tel que p (y€) 
soit une restriction de (p si, et seulement si, il existe un <pe vérifiant 
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la condition 3 de la définition 28, car : 

cpe = ye. ge, où p (ge) est la bijection ye : z -> (e, z). 

Fondeurs de cohomologie relatifs à 38 (p&): 

Nous aurons à utiliser la catégorie âS (p^) des applications 
contravariantes entre espèces de morphismes, c'est-à-dire p^-
dominées. D'après la proposition 20, (F, &9 y, F) e& (p&) est 
équivalent aux conditions : F GS/Q, F eœ/o, '& est un foncteur de 
oc (F) vers a (F) et (F, a (F), <p,Fo®)esé. 

Soit le foncteur de ̂  ( ^ ) vers 88 (p^) tel que 

pf (F, 0, v , F) = (pf . F, 0, v , pf . F) (not. n° 5). 

Soit &' une sous-catégorie de 38 (p^) et soit § un foncteur de 
^' vers @(p£) tel que. 4 = 

Soit # la sous-catégorie de la catégorie J " x X 0>/, .7^)* 
formée des couples 

((G, 0, y, G), (AT, r, *')) 

vérifiant les conditions suivantes : 

1) (Ô, 0, 9, G) G où 0 - (C\ 0, £*); 
2) K est un complexe sur C\ if' est un complexe sur C et on a 

r (n) = (AT (»), 0, 9%, AT' (/*)) pour tout n G Z. 

Les unités de ^ sont identifiées aux couples (G, AT), où G G et AT 
est un complexe d'espèces de morphismes sur a (G). 

Théorème 11 : Fowr towf n e Z , // existe t/rc foncteur Ên de verslF 
tel que Ên (G, AT) = (4 (G), A^ si (G, AT) G « 0 . 
Démonstration : Soit c = ((G', 0, ç>, G), (AT, T, AT')) G Soient : 

r („) = (Fw, 0, v%9 F;), * ( * - 1, H) = ( F n _ r CV dn, Fn) 

et « ' ( n - 1 , W ) = ( ^ , ^ , 5 ; , / ^ . 
Posons : 

K(n - 1, «) = K(n - 1, n ) o 0 = (Fn-i o 0, <5\ »», F„ o 0), 

où dw est l'application (e, z) -> (e9 dn (z)), si z e Fn ( 0 (e)). 
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L'application (n — 1, n)~>£ (n — 1, n) définit un complexe K 
d'espèces de morphismes sur C\ noté aussi Ko0. Pour tout n e Z, 
posons r («) = (Fn o 0, ç>w, F'n)9 où $ n est l'application 

*'+(e9<pn(zn où z ' e f ; ( e ) . 

On a T («) E ség et, si z' E F'n (e)9 

i 9n (*') = (e9 dn <pn (z1

)) = (e9 <pn_x d'n (z')) = <pn_± d'n (z'); 

d ' o ù ^ t , ^ ' ) E X (sé£.9 J£.). L'applicationm>m o$,oùm eséc.9 

définit un foncteur 0 de J / c . vers tel que 0 (Jc.) c Il en i 
résulte que l'on a : 

0(Z
n

cm (G9K))cZl(Go0,Ê) 

et 
0(B

n

cm(G9K))cB^(Go0,K) 

(notations du théorème 10). Posons : 

G = 4(G) et S(G) = (§\S
±

). 

D'après la démonstration du théorème 10, Z
n

c. (G, K) définit une 
souscatégorie Z

n

c. (G, K) de ^ (Ê\S(Fn)*Y. La restriction de 
0 à Zn

c. (G, A:) définit un foncteur 0' deZ£. (G, AT) vers la catégorie 
Z£# (G o 0, K). Soit ja/' la souscatégorie de sé engendrée par la 
classe {rh}9 où in = (G', C\ <p9 G o 0), et soit g' le foncteur de se' 
vers ^ (p£) tel que 2 

g' (A) = (4 (G'), C

, 9,, (^o0). 

Soit D le foncteur de sé' x vers correspondant à ces données 
d'après la proposition 16. En vertu du théorème 9, (J*>, .7 ,̂ A 
admet un foncteur rccocycle Zn et un foncteur wcobord B

n

. Si 

c = ((G ' ,e ,^ ,Go0) , (^,r ,A:')) 5 

alors Zn (c) est un foncteur de Zn (G o 0, &) vers Z№ (G', AT') tel que 

Z» (ê) (Z* (Go 0, *)) c Zj . (G'9 K% 

car 
Z» (c)(Go0, C*, y, Fn o 0) = (G', C\<p.y>. $n9 F; ). 
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Comme Z"c. (G o <P, K) et Z*. (G', AT') sont des sous-catégories 
de Zn(Go&,K) et de Zn(G',K') respectivement, il existe un 
foncteur X de Z*. (G o 0, K) vers Zn

à. (G", K') restriction de 2« (c). 
De plus on a 

* ( # £ (Go 0, X)) cz Bn

à. (G', X'). 

Par conséquent X. 0 ' est un foncteur de Zn

c. (G, AT) vers Z£. (G\ K') 
appliquant Bn

c. (G, K) dans Z??. (G', AT'); nous le désignerons par 
Z" (c). Comme (G, ^0 est la catégorie quotient de Z£. (G, AT) par 
le sous-groupoïde de Zn

c. (G, AT) engendré par Bn

c.(G, K)nZn (G, A:)y, 
il résulte de la proposition 8 qu'il existe un foncteur Hn (c), 
quotient de 2*(c)9 de Hn

c.(G,K) vers H^(c\(G% K'\ 
—Montrons que l'application 2N : c -> 2 n (c) définit un foncteur 
de % vers -i r. En effet, soit aussi 

c' = ((G", 0', y', G'), (K'9 T\ K")) e V. 

Soit m = (G, C , y>, Fn) e Zn

c. (G, K). Posons 

2»(c)(m) = (G', 
2» ( O . 2» (c) (m) = (G", C\ vi, F^) 

2»(c'.c)(m) = (G*9 C\y>29F$. 
On a 

v ' (z') = <p (e, xp cpn O?')), s i e F'n (e). 

Si z" G Fl (<?), on obtient : 
n (z") = <p' (e, cp (&' (e), W n cp'n (z"))) = 

= <p' k <p (e, ip <pn (p'n (z")) = y>2 (z"). 
Il en résulte 

2n(c') . 2 w (c) = 2n(c'. c), 

et par suite 2N définit un foncteur 2N de # vers J^. D'après le 
corollaire de la proposition 8, l'application c->Hn(c) définit un 
/^-foncteur quotient Hn de 2N. 

Soit l'idéal de ^ ( / y ) formé des applications contra-
variantes 

(F, 0, <p,F)e@ Qy) telles que 99 (S (Fo 0)) c S (F%, 

c'est-à-dire telles que (F', a (F'), 99, Fo 0) e . 
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Théorème 12 : Il existe unfoncteur D# de âS
f X âiï (p&)* vers IF tel 

que p^r. soit une restriction de Mom&(Pjsr) et (^
r

g9 J^r, D*, J&) 
admet un fondeur de cohomologie d'ordre n. 
Démonstration : Soient : 

m = (F, Ф, <p9F)eâ$ (/v), m' = (G', Ф', <p\ G) G Я\ 
С = oc (G) et С* = oc (G'). Posons G = % (G) et G' = 4 (G'). 
Soit Mw la classe des (G, У7, y, F) eâS(p^) tels que W soit fixé. 
L'application 

fV : (G, F, v, F)> (G, C\ v, Fo W) 

est une bijection de Mw sur G. л/<г . (Fo W). Soit encore 
DG (G, Fo ?F) la catégorie construite au n° 5 (avant théorème 10), qui 
admet iw (Mw) pour classe sousjacente. Soit la catégorie image 
de DG (G, Fo W) par On obtient une catégorie (G, F) somme 
des catégories Мф en munissant la classe G. ^ ( /v ) . F de la loi 
de composition : 

(G, V, W \ F) x (G, V9 v, F) = (G, V ' x y , F) 
si, et seulement si, ¥ = W et a

x y' = /?
х y>. 

L'application U> U с Ф' définit un foncteur У de DG (G, Fo F) 
vers 

Si w = (G, F, v, F) G Afy, on a 
•= Нот (m\ w) (w) = (G', Ф. Ф', <p' • y • F) 

et 
(w') = (G', C\ <p

f • y • y, F о (Ф . !F. Ф')) 
= iV (/»') . Г (G, C\ y, Fo«P) . m", 

où /n
ff = ((Fo F) о Ф', C\ %9 F о (Ф . W . Ф')) G ей/ est l'application 

covariante telle que 
% (e9 z) = (e, (Ф' (e), <p(W . Ф' (e), z))) si z G F (Ф . W . Ф' (e)). 
D'après le théorème 10, l'application u" > i<&> (m'). u". m" définit 
un foncteur Г = DG (iV (m'), m") de DGo Ф> (Go Ф', (F о F) о Ф') 
vers I V (G', F'), où F' = F о(Ф . W . Ф'). Ainsi Г . F est un 
foncteur de DG(G9FoW) vers I V (G', F'). Puisque 

Нот (m\ m) (u) = 2'' Z*V (w), 

on en déduit que l'application Нот (m', m) définit un foncteur 
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D* (m', m) de (G, F) vers D*(G\F). Comme p<? est fidèle 
et que p# . (m\ m) == Hom (m', m), l'application 

(m\ m)-> (m', m) 

définit un foncteur de ^' x ^ Qv)* vers J5*. 
-Soit 

K e (pjr), J#\ G eâ§'Q et 0 = 4(0). 

D'après le théorème 8, il suffit de montrer que la classe Z£ (G, K) 
des n-cocycles de K vers G définit une sous-catégorie de (G, 
En effet, soit : 
K(n9n +1) = 0, <pn+i,Fn+i) = dn+1etu= (G, W,%K(n)) eâl{p^). 

Posons M'w = ZJ (G, K) n on a w e si, et seulement si, 
i+.v (u . dn+i) e de sorte que la restriction de iV à M'w est une 
bijection de M'w sur la sous-classe JVy de DG(G, Fn oW) formée des 
U tels que U.m e J^, oùm = /*( d n+i) 0 S7. Etant donné que DG(G, m) 
est un foncteur, un raisonnement analogue à celui fait au cours de la 
démonstration du théorème 10 prouve que N'w définit une sous-
catégorie de D G (G, Fn o W). Il s'ensuit que M'w définit une sous-
catégorie de (G, K). Donc Z$ (G, K) définit une sous-catégorie 
de D* (G, AT), somme des catégories lorsque W varie. Ceci 
achève la démonstration du théorème 12. 

Corollaire : Soit G e 3S'Q et # (G) = (S\ S-1), aw S-1 esf tiw groupoïde. 
Si K est un complexe de (p^), J#), alors H£ (G, K) est un 
groupoïde, où R% est le foncteur de cohomologie d'ordre n relatif à 
(^g, Jjgr, Z)*, J&). 

En effet, si Fe alors D$ (G) (G, F o<P) est un groupoïde 
2 pour tout 0 e « f , d'après la proposition 11, de sorte que (G, F) 

est un groupoïde. Comme au théorème 10, on en déduit que 
2% (G, K) est un groupoïde, et par suite sa catégorie quotient 
H* (G, K) est aussi un groupoïde. 

Définition 29 : Avec les notations du théorème 12, le foncteur de 
cohomologie d'ordre n relatif à J^9 D*, Jm) sera appelé 
foncteur de cohomologie d'ordre n relatif à (^ (j>jr), 4) wore 

Soit 8&" une sous-catégorie de (jp^) et soit # un foncteur de 
âiï" vers ^ ( / v ) ; posons jt = Soit 4m le foncteur de la sous-
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catégorie de £8 (p^) engendrée par {rr (m)}, où m e J"', vers^ (p^) tei 
que 4m (n (m)) = # L'application 

(m, T, JO) -> (4™) (* (m), (K\ T, * ) ) 

définit un foncteur, noté (9), de 3S' x Jf (^ (jv), /#)* vers «F, 
que nous appellerons aussi foncteur de cohomologie d'ordre n 
relatif à q. De même, en désignant par Ên (Qm) le foncteur de 
% (4m) vers !F relatif à 4 = 4m construit dans le théorème 11, 
l'application 

(m, (K\ T, K)) - > 6*(4m) (* (m), (K'9 r, K)) 
définit un foncteur d'une catégorie (q) vers ,F que nous représen
tons par Ên (q). 

Exemple : Soit âia (resp. â$e) la sous-catégorie de M (p^) formée des 
applications contravariantes (G\ 0, <p, G) eSS(p^) telles que 

(G\ C\ <p9Go®)eséa (resp. e séc) 

(voir fin n° 5). L'application 
(G\ <t>, <py G) -> (Gd, 0, ya, Gd) (resp. -> (Gc, 0, y* Gc)), 

où Grf et Gc sont respectivement le demi-centre et le centre de G 
et où (pa et <pc sont des restrictions de <p, définit un foncteur 4tf de 
3Sa (resp. 4c de vers 88(~pp) (car ( G o ^ = G ^ ^ ) . Le 
foncteur de cohomologie H^(4a) sera appelé foncteur de cohomo
logie demi-centrale d'ordre n relatif à (p^) et le foncteur H\ (4c), 
foncteur de cohomologie centrale d'ordre n relatif à 08 (/v). 

CONCLUSION 

Supposons, avec les notations du n° 4, que f9D,J) admette 
un foncteur de cohomologie d'ordre «, noté Hn, et soit S* une 
catégorie. 

Le problème qui se pose est celui de la construction d'un 
foncteur R de S* vers JT (//*, / ) (foncteur « résolution»). S'il existe 
un tel foncteur, le foncteur Hn. (H'* x R*) sera appelé foncteur de 
cohomologie d'ordre n de S' vers (J>f\ y , D, / ) . Nous réservons 
l'étude de cette question pour un autre article. Rappelons toutefois 
(voir plus de détails dans [2]) le résultat suivant, relatif au cas où 
S9 = 
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Soit C* une catégorie. On appelle w-simplexe de C* une suite 
(fn, ...,fi,e), telle que (fn, ...,/i) soit un chemin du graphe sous-
jacent à C* (voir f1]) et que e = a (/). A partir de l'application 6 n : 
(/*» ..;fu e)~> Pifn) de la classe des «-simplexes de C* dans C 
on construit une espèce de morphismes sur C\ notée Kn, telle que 
J£w (e) soit un quotient du module libre engendré par 5* (e). On 
définit une résolution libre (voir déf. dans [4]) 

R (C*) = (K-i, Kn, dn)n>0 

de Z sur C\ appelée résolution normalisée canonique de C\ On en 
déduit un foncteur résolution R de C* vers (sé, J^), et par suite 
un foncteur de cohomologie de 3F vers {9>g> D, JJ), à savoir le 
foncteur if".. (séc x iî*). De plus on obtient: 

Théorème 13 : Il existe un foncteur Ên

c de @tc vers ¿F tel que Ên

c (F) 
soit la catégorie de cohomologie centrale de R (oc (F)) vers F. 

En effet, l'application 
(G, 0, <p9 <?)-> (((?, 0, v , G), R (0)) 

définit un foncteur R de ^ c vers la sous-catégorie ^ (4c) de 
x (sé, JJf et le foncteur cherché est le foncteur Ên (4c) • R 

(voir n° 6 fin). 
Nous montrerons dans un autre article que le foncteur H" a 

les propriétés d'un « foncteur de cohomologie » usuel et qu'il 
permet, en particulier, de définir la cohomologie d'une catégorie à 
valeurs dans une catégorie abélienne. De plus nous appliquerons nos 
résultats à l'étude de la cohomologie non abélienne. 
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Note ajoutée sur épreuves : Certains résultats de cet article (en particulier : 
sous-foncteurs et foncteurs quotient, catégorie quotient d'une catégorie par 
une sous-catégorie) ont été incorporés dans la version imprimée de [1] (Paris, 
1965), alors qu'ils ne figuraient pas dans le texte multigraphié. 
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INTRODUCTION TO THE THEORY OF STRUCTURED CATEGORIES 

by Charles EH RE SM ANN 

INTRODUCTION. 

If p is a functor from a category C* toward a category C*, a unit 
s of C" is called a p-structure on p(s) . If G* is a category % of map
pings, p-structures on classes are usually defined by the construction of 
a typical functor (CS, Appendix II) from a sub-category of Jti toward Jti . In 
many cases, it may be shown that the p-structures obtained by such a cons
truction are equivalent to structures defined by using only «functorial» pro
perties of the category % , so that « similar* structures can also be defined 
when 3H is replaced by a category //* , So an important problem is the fol
lowing one : 

From now on, we suppose that p is a functor from C toward the 
category % of mappings associated to a universe %0 . How to define «can-
onically», for a category H* , the notion of a structure of kind p over H* 
(or more strictly on a unit e of H' ), so that a p-structure be a structure 
of kind p over )H ? This problem may be reformulated : Let $~ be the cat
egory of functors corresponding to a universe %Q admitting %Q as en ele
ment. Is it possible to construct a «canonical» functor y(p) from a sub
category ) of 3" toward $ and a natural transformation defined by a 
triple (J»t9y(p)J, where / is the injection functor from Ufp) toward 
^ and where t(%) = p ? 

Depending on the properties of the functor p , three main methods 
are available. 

1) If e is a unit of a category H , let rje be the canonical functor 
h -> Hom(e,h ) from the dual category H* of H* toward % which asso
ciates to a unit e' of H* the class e.H.e' of morphisms with source er 
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C. EHRESMANN 2 

and target e , 
A functor T]l ( p ) from // * toward C' such that p. 77̂  (p) - rj^ 

is called a structure of H -element of C0 on e . This method was outlined 
in [4] and [7] . But in that way a p-structure s corresponds to a structure 
of %-element of C0 on p(s ) if, and only if, p has the property : 

If s is a unit of C , for each class M' there exists a «canonical» p-
structure on the class of mappings from M' into p( s). 

This property is satisfied if p is the forgetting functor from the category 
of hornomorphisms between some elementary algebraic structures ( groups, 
rings,... ) or from the category of functors or neofunctors, However, it is 
not fullfilled for many usual functors p such as the forgetting functor from 
the category of continuous mappings or from the category of horn omorph isms 
between fields. 

2 ) Suppose that a p-structure s be characterized by a sub-multiplica
tive graph sjf{ of Ml satisfying some «functorial» axioms ( this will be made 
precise in the section 1 ) and that q be a functor from a category H* to-
ward % . Then a q-structuration of s may be defined as a section of q over 
sjg compatible with the axioms. Algebraic structures ( elementary or not) 
are so defined. In particular let p g: be the forgetting functor from the cat
egory of functors corresponding to JHQ . A pj-structure is a category S 
such that Se 3H0 ; to S* is associated the sub-multiplicative graph Sj)| of 
% generated by the law of composition of S and its mappings source and 
target; the axioms of a category are expressed «functorially» in terms of 
Sjjj and of some fiber products of elements of Sy^ (this is mentioned in 
[4] ). The g-structurations of S' correspond to the ^-structured categories 
defined in [6] when q is a homomorphism s functor with finite products. 
This method was first devised to get topological and differentiable categ
ories in [ 8] , and generalized in [5]. If q is equivalent to the canonical 
functor toward Ml associated to a generator of the category H , the g-struc-
tured categories correspond biunivocally to the structures of H -element 
of C'0 . 

3 ) The second method leads to a more abstract approach : Suppose that 
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INTRODUCTION TO STRUCTURED CATEGORIES 3 

there exists a bisection from the class of p-structures onto the class of neo-
functors from a multiplicative graph V' toward H satisfying some «fTinc
torial* properties (with the definition of the section 1 : onto the class of 
homomorphisms between a ^-sketch over U* and a £»sketch over % ). Then 
we define a structure of kind p over H* as a neofunctor from U" toward 
H satisfying «similar» properties. Such a definition ( ) will result from 
the section 1. It admits as special cases the definition of a structure of 
monoid on an object of H given in [12], and its refinements for other el
ementary algebraic structures (such as groups in [ l l ] , and the general in
trinsic notion in [9] of algebras of type T over H* ). Remark that a cat
egory S is not an «elementary» algebraic structure (in the meaning of 
[9] ) on S , but only on the family of classes (e.S. ef), where e and 
e' are two units of S* . It follows that the type 7\. of a category depends 
on the class of units S0 of S and that the structures of kind p g: over H' 
( i .e . the (H', H , VH'J^categories defined in the section 5) do not corres
pond to the algebras of type Tn- over//* . 

Of course there exist functors p which do not fulfill the property 
listed in 3; indeed, in the definition of p , more peculiar aspects of the 
category % might be used, for instance the fact that each unit of Jfl is the 
sum of «atoms ». But all the usual functors, including the forgetting func
tors 6 from the category of continuous mappings and pc from the category 
of homomorphisms between fields ( which were excluded in 1 ) satisfy these 
conditions. For example, to the fields is associated a multiplicative graph 
Uc , which is obtained by gluing together the sketches relative to a group 
and a demi-group and by adding some morphisms to translate the distribut-
ivity axiom ; the properties will include one requiring that if u, um

0 and 
are respectively the units of Uc such that 

F(u) = K, F(ui) = \0\, F(u*) = K-{0\ 

when F is the neofunctor defining the field (K,. 9 +) , then u be mapped 

) More precisely, with the notations of page 13* Suppose that there exist lie 
\e (crft )(p j ))L and r e 3" such that p . r =Il^.p^(JI) , where 11̂  is theflj 
product functor from toward JIl.. Then we call structure of kind p over H" (or 
on a family of units of H* ) a P^ijl )-structure, when p re S^W1!̂  and a(t*)~ H\ 
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C. EHRESMANN 4 

by a structure F of kind pc onto the sum of F(u*0 ) and of F(u*) .^hen 
p is a functor satisfying both the conditions 1 and % underlying a structure 
of kind p over H* there is a // -element of , 

To a functor p may be associated several sketches. We will not 
study here the problem of equivalence of structures defined by two different 
sketches. Such a problem has been strudied for algebras of type T over JH 
in [10], for algebras of type 7" over H in [9]. We will concentrate our 
attention on the «smallest» sketches, for they are the most interesting ones 
to get structures easily handled (while the «types »» which are the greatest 
ones, are more suitable for logical purposes ). So we will define the «idea 
of the structure* and the first section is devoted to the outline of an «ideo
logy*. This paves the way for a general theory of structures defined by an 
idea, theory which will be developed in another paper. 

In the subsequent sections, we will define the ideas of a quasi-
multiplicative graph, of a quasi-category, of a category and of a groupoid. 
Though the sketches are easily obtained from the remark of 2, our main tar
get will be to define «the smallest* idea. So a (H* ,HL, VH * ^-category, 
where H1 is a sub-class of monomorphisms of H* and VIV a class of 
naturalized H I,2f S-fiber products, will be defined as a neofunctor toward 
H* from a multiplicative graph admitting only 3 units and 6 morphisms, the 
«axioms* to be satisfied by these elements being abstract formulations of 
the axioms of a category given in [CS]. A (H*, HL, VH* J-category is also 
a (H' , H c ^-quasi-multiplicative graph satisfying supplementary axioms. 

In the last two sections, we compare the notions of (H* , H 1, VH* )~ 
categories on one side, of q-structured categories and of structures of H -
category on the other side. We show that the category of (H* 9HL, VH )* 
functors is an enlargement of the category of g-structured functors, if q is 
a functor from H* toward %, ( if a category is an enlargement of another 
one, both are equivalent). The structures of H*-categories correspond iso-
morphically to the (H* 9R„(H' ) , VH* ^-categories when H* is a category 
with finite fiber products and VH* the class associated to a fiber product 
mapping. In general, they correspond isomorphic ally to the (H 9R (H*)r 

VH*,)-categories, where H* is a category obtained from H* by «adding» 
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INTRODUCTION TO STRUCTURED CATEGORIES 5 

fiber products. 
The terminology and notations are those of «Catégories et Struc

tures» which is referred to as CS . In particular, if U is a multiplicative 
graph, we denote by U 0 the class of its units, by a and /3 its mappings 
source and target, by C *C the class of its composable couples. A map
ping / from a class M into a class N is denoted by the triple (N, f, M ) , 
where / is the surjection from M onto f(M)CN defining / . The restric
tion of / to a sub-class M9 of M is written ('N, ft9M9) . A neofunctor F 
from £/* toward a multiplicative graph V is also denoted by ( V , F, U*)9 

where F is the surjection defining the mapping from U into V underlying 
F . A quartet of a multiplicative graph U* is a quadruple 

(y*9 x'9 x, y) e U4 such that y'.x-x\ym 

The quartets of U* are the morphisms of the double multiplicative graph 
(SU* , CD ¿7" ) m A natural transfomationr <ï> between neofunctors from a mul
tiplicative graph K* toward U' is a neofunctor from K' toward Bf/ . The 
triple defining $ (usually called natural transformation) is (Fr

9r,F), 
where F and F9 are the neofunctors from K toward U* and r the surjec
tion from K0 into £/ such that 

<t>(x) = (F'(x),r(e'),T(e),F(x)), 

if x e e9. K.e. The groupoid of all invertible elements of a category H is 
denoted by H' . 
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INTRODUCTION TO STRUCTURED CATEGORIES 7 

1. IDEAS OF STRUCTURES. 

Let %0 and MQ be two universes such that %Q € 3ll0. We denote by 
Ml and jti respectively the full categories of mappings corresponding to Jfi0 

and M0, by 31* the category of neofunctors associated with M , by Py^i its 
canonical functor toward J(i ; we identify the units of 5lf with the multipli

ed 
cative graphs U' such that U e M0. 

We suppose given a family t = fT^Jij of functors from 31 • toward 
ÏÏ' such that Tj-f / J be a monomorphism if / is a monomorphism. 
EXAMPLES 1. Let K* be a multiplicative graph and denote by fi-^.fU' ) 1 
the horizontal multiplicative graph (called «graphe multiplicatif longitudi
nal», CS Chapter I, Definition 40) of natural transformations between neo
functors from K toward U' . If p is a neofunctor (U^'E9 ^1^ the surjec" 
tion $ -> Bp.<ï> defines a neofunctor %tK.(p) from toward 
SRK.(U2) (CS Chapter II, Proposition 46). So we define a functor 31^. 
from K* toward JT' ; most often, we will choose for 71. such a functor. In 
particular, if K is the category the elements of which are n units, the 
corresponding functor 51^. is identified with the functor yn

 which maps 
the multiplicative graph U onto (U )n and p onto pn . 
DEFINITION. We call £-sketch a couple jli = (U* .(M^^ j) such that: 

1) V is a multiplicative graph and U* e ÎÏÔ . 
2) Mj- is a sub-class of Pjl^ Ti(U) for each i e /. 

A couple (z9(y9x)) such that (y, x) e U* *U* and z = y. % is called 
an axiom of \i . 
We call homomorphism between t-sketches a triple ( ^ j ) satisfying 
the conditions : 

1) pLm = (Um

m,(Mf )i€l) is a i-sketch for m = I and 2 . 
2) F •= (U'2,F, is a neofunctor. 
3) TI(F)(M\ ) C Mf for each î 6 / . 

A i-sketch is also a ^-sketch, if £ = (T-)i j , where 7̂  is a sub-
functor (CS Chapter III, Definition 36) of T. for each i e / . 

If jLi is a ^-sketch, the class of all axioms of {i is the graph of the 
mapping K(V ) ( law of composition of U ); it will be denoted by A (V* ) . 
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The hоmomorphisms between ^sketches are the elements of the category 
t ) , which admits the law of composition 

([i29F
9

9yL\).(ii29F9^1)  (li2>E'E,Pi) if, and only if, \L\ = p 2 . 
We identify the class of units of b(t) with the class t)Q of ^sketches. 
The surjection ({i-2>Ey ^l)^ F (notations of the definition) defines a 
functor o(t) from &(t) toward Л

1 . A Py^о ft)' sub structure fi j of a 
̂sketch yL(U\(Mi)i€i) will be called a tsubsketch of p ; it is a 
̂sketch /ij = fU] >(Мр1 j) such that: 

1) U j is a multiplicative subgraph of U' ; 
2) = P(fi)nM. breach î e/ , where /. = T 19U\). 

DEFINITION. We say that a tsketch p = (V 9(Mi)i j ) is defined by 
1 \L j and the class A of axioms if ytj is a tsketch which has the form 

(U\(Ml)i(l) where Mf = Tt(U' ,L,U1)(M;), and if 

A(V' ) = A(U1

)(JA. 

Suppose given a isketch ft = f// , f ^ £/j in which Я is a 
category. 

DEFINITION. We call prealiz ation of a tsketch p a neofunctor 

F =(H\F9U* ) such that (JL9F9LL)e§(t). 

EXAMPLES 2. a) If t is the empty family 0 , a ̂sketch is identified with 
a multiplicative graph and &(t) with the category A1 . 

b) Suppose / ={1,2} ; define Tj as the functor (fl\t9fL*) andT^ 
as the functor 3 ^ • constructed in Example 1. If £/* is a multiplicative 

2 graph, denote by v(U' ) a class of natural transformations Фе^Я^f^ ) 
defined by a triple (ф9r ,êy), where e is the «constant neofunctor» over 
et ¿7*0 ; then p = (U%

 9(M9v(U' )))9 where M С U 9 is a fsketch. Let ff* 
be a category and JI = (H' 9 (HL

 9N ) ) be a ̂sketch with /V the subclass 
of v(H* ) formed by the elements Ф e У1^*(Н' ) defining a projective li

mit (CS Appendix I). A neofunctor F = (H*, F9U ) is a JLrealization of 
p if, and only if, 

F(m)eH
L for each me M 
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INTRODUCTION TO STRUCTURED CATEGORIES 9 

and B F J e i V for each $ev(U'). 

DEFINITIONS. Let u be a ^-sketch, f e say that (piffij) is a Ji-idea (of 
a ^-structure) if (ji9 t9pLj) is a homomorphism between ^-sketches and if 
two ~jl-realizations of jLt extending the same ¡1-realization of xxj are equi
valent; if moreover each jix-realization F of fij may be extended into a 
Jl-realization F of [i , we say that /x is JL-generated by j . We call cons~ 
tractive Jindea (abbreviated in: Ji-Idea) a couple (fXjiXj ) such that [ij 
be a ^-sub-sketch of xx and that there exist a ^-sketch xx' satisfying the 
conditions : 

1 ) /x is defined by \LS and a class 4̂ of axioms ; 
2) yi% is ¡1-generated by ^ 5 

then [Jij will be called a Ji-system of generators of |x » If (ĵ jf*/ ) is a 
jfx-idea, we call (p,^,^^ ^structure a JL -realization of /x̂  which extends 
into a ¡1 -realization of ¡1. 

If tx is defined by fi' and a class ¿4 of axioms, then (fi9(i') is a 
jix-idea; in particular, (/x, /x ) is a Jx-Idea for each /1 . Let (fi,}i j ) be a 
jix-Idea and F a p-realization of xx̂  ; with the notations of the preceding 
definition, F extends into a jx-realization F of /x ' and F is a (Jx, /x , /x ^ )-
structure if, and only if, 

F (z ) - F (y). F (x) for each (z9(y9x))eA. 

In that case, any jix -realization of xx extending F is equivalent to 
(H* 9F 9U ) , hence (fx9fi} ) is a ju-idea. 

The ¡1-realizations of ^ are identical with the (jix, \L , ix)-structures. 

We denote by K(JI,|bt, ̂  ) the full sub-category of ¥iy-(H* ) the 
elements of which are the morphisms between (jix, fi9 /x^)"Structures, i.e. 
the natural transformations $ defined by a triple (F'9r 9F) such that F 
and F ' are (p,^x,^xj )-structures. 

REMARKS. 1 ) A ^-sketch /x may admit two different Jx-systems of gene
rators ; conversely there may exist two Jx-ideas (p.9pLj ) and (xx1 ,fx̂  ) with 
the same pt̂  . A jix-idea may not be a Jx'-idea. 

2) In some examples, we have the following situation : Let (fx,£Xj ) be 
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C. EHRESMANN 10 

a p-idea; there exists a £-sub-sketch \i2 = (U*2 9 (^\ )i€ i ) °* /¿7 such 
that two ft-realizations of p^ are equal if they have the same restriction 
to U2 . Then the mapping 

F -> (H ,FL,U2), where F is a (p,ftyp^ )-structure, 

is injective, so that we may identify the category of morphisms between 
(¡1, ft, ft j )-structures with a full sub-category of ^l^fH'). 

Let B be the functor from JI* toward Jl* which maps a multiplicative 
graph U" into the vertical multiplicative graph B U' (CS Chapter I, Def
inition 40) and a neofunctor p onto Bp . We denote by a®, (resp. by 
fiy. ) the neofunctor from B U * toward U' such that (CS Chapter ^Pro
position 27 ) 

a$.(q)=x (resp. fâ.(q) = x*) if q =/*' , y ', y, % ; e • U ' . 
If (/'C U, we write U (U' ; U, U') for the class of all ç e d i / - such 
that xe Uf and x* e Ur. Let (c)be the condition on Ti : 

(c) There exists an equivalence defined by (B . Ti9yi9 Î- .B j and 
for each U' € jl^ , we have 

Tifa^.J^a^^. rYi(U-) and Tt (fi*. ) = |8*. f u . y Yi (V' ) . 

1 (For example the functors 31K . and xn satisfy this property.) 

PROPOSITION 1. / / Ti satisfies (c) for each iel, then 

K(p,p,ft) = H( B ft ,ft ,ft)Q 

where p is a t*sketch and 

Bp=(BH\(Li)i€l), Lt ^yifH* ) m l (B(H\;Hi9M^ ))9 H^T^H'). 
PROOF. Put ft = fU' ,(M.)i€l). Let # = (BH * , $, U' ) be a natural 
transformation defined by the triple (F%r , F). Suppose m e M{ . As ($) 
is a neofunctor from T^U* ) toward T^BH ) , we have 

Ti{®)(m)€ Ti(BH') and m = Yi(H' ) . T^®) ( m ) e UT {( H* ) . 

By hypothesis : 
Ti(F)=Ti(a®.®)=Ti(a®J.Ti{$) = a®i(H.ryi(H-).Ti(<!>). 
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Hence 

a®i(H.}(m) = Ti(F)(m) and, similarly, ^.(H^(m)= T^F'jfm). 

It follows that Ti (<ï>) (m) e Li if, and only if, 

Ti(F)(m)eMf and Ti( F
f)fm)e M*f . 

So 4> £ H(Jx, jLt, ¡1 ) is equivalent to $ <r K ( Bjix , p , xx ) 0 . 

COROLLARY. ffïfA iAe assumption of the proposition 1, if {¡1,(1^) z's a 
JLidea, then KfBjix ,/x, ̂  )0 cKCjIj /z, /^). 

Indeed, $ is a B]xrealization of xx̂  if, and only if, it is a morphism 
between JLrealizations of , according to the proposition 1. If 

K(Bjî,/x,/x2 ) 0 , 

then <ï> extends in a B JL realization $ of /x and so $ £ H ( j l , ^ , ^ ) . 

Suppose that 3K0 belongs to a universe ÎR0 . Let % and 5" be the 
category of mappings and the category of functors corresponding to 3H0 , 
Then (3 , < ) is a regular subinductive category [2] for the order: 

F<F if, and only if, F = ( H*2 ,Fi, H't), where /7] and //^ are 
subcategories of a(F) and fi ( F ) respectively. 

The forgetting functor toward № from 3 defines an ordered functor 

Pf = f f i , c ; , P f , ( ? , < ) ) . 

Let S Y be the full subcategory of Sf t) the units of which are 
the £~sketches (H'9(M? )j j) such that ff * be a category. Denote by 
lift ) ' the category sum of the categories fx ,^ ,^ ) , when (piii}) is 
a Jxidea of ^structures and Jx £ &'ft)0 • a ^ element of Kft ) is a couple 
$ = ( (jix, /x ,/x^ ) ) , where $ € H (jix , /x, ft j ) . 

PROPOSITION 2. TJ = {&( t),Kf t), K' ) is a system of structures f CS 
Chapter II, Definition 6 ), where K' is the law of composition; 

( / I \£ , ,Z)* = ( B F . $ , ( £ \ f t , | ^ ) ) , uAere F = a ( t )(Jl', F ,£), 

i/", arcJ DrcZy i/, $ = (<£>, (.J!, xx, xx j ) ) a«J (f (/x , jbt̂  ) xs a Jl'idea. 

Moreover there exists a Predominated system of structures f rj, ̂  [3]. 
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PROOF. For each JL e §Y » denote by X(~jl) the full sub-category of 
}((t)' sum of the categories K(j!I, jit,/x̂  ) , where (p ,/̂ 2 ) is a ft-idea. Sup
pose 

F = (p',F,JL) e&(t) and F=o(t)(F). 

Let Mp be the full sub-category of X("jl) sum of the categories K(]l9 p,^^) 
such that (ft,//^ ) be a ft-idea and a Jl'-idea. If 

heMp and è = (^,(p,/x,/x i )) 

where $ is the natural transformation defined by the triple ( G29T , Gj ) ? 
then F. Gm , for m ~ 1 and 2, is a ft'-realization of ft̂  ; if Gm is a ft-
realization of ft extending Gm , the ft '-realization F. Gm of ft extends 
F. Gm , so that 

F. Gm eK( 
Hence 

F$ = (B F.<ï>, (p',fx,ft i))e X(fZ'). 

The surjection <ï>-> F$ defines a functor X(F) from A/̂ , toward Xf]!' ) 
(CS Chapter II, Proposition 46). If F' = fft", F', JL9) e S'(t), denote by 
0 the functor X(F9)X(F), pseudoproduct [2] of(X(F 9) 9X(F )) in 
(?,<) . The source of 0 is the full sub-category of the units of which 

F 
are the Ge M- such that XfFjfGJeM* , F F ' 
i.e. the G = f G9(JLip9p1 )) e Mp such that ( ft, ftj ) is a ft "-idea. Hence, 

< X(F9.F). This proves that the surjection X: F -> ÀY F J defines a 
( f ,< )-neofunctor [3] X = ((59<)9X9&(t)). It follows that 

X9 = ((%9C)9 P$X9 h9(t)) 
is a (% , C )-neofunctor associated with a system of structures, for (Theo
rem 3 [ 3] ) 

•A(£)nX(jI') = 0 if ÏZ ̂ jT. 
It is clear that rj is the system of structures associated with X9, so that 
(77, X ) is a Pg:-dominated system of structures. 

Let S ^ ' ^ b e the full sub-category of S Y O such that ft £ S ^ ^ 
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1 

2 

when (fifii}) is a jj-idea ; suppose X ~ (ui)i€rj , where ui e a( t )( ^ ) Q . If 

/J e S Q ^1 , we define a functor P^(]JL)-(H L , /, K (jï , ^ , ̂  ) ) , where 
f(cf>)~(r(ui))ie L if cf>(u>i ) - r ( ) B

 y and a natural transformation 

B ^ f f f l ) = r B f , e , S ^ f f t ) ) such that, if F e p V S W ^ . £ ' , 

e(F)^((a(t)(F)]h9VK(T.)9V\G-n9F9)9 where F'<X(F). 

CONVENTIONS. 
If M is a class, the groupoid of couples associated with M is de

noted by (MxM)1

 y with the law of composition (CS Chapter I, Example 2 ): 
(uff

9ur)^(u'9 u) = f u* 9 u) if, and only if, u9=u9. 

We suppose given a category /7* and a sub-class / / 6 of the class 
R (H* ) of all monomorphisms of//* . Let II//* (resp. F/Y* ) be a fixed 

o 
sub-class (eventually empty) of the class of all naturalized \ \ 1, 2\\-pro-
ducts (resp. -fiber-products) in H (CS Chapter IV). In the case where 
// " is with finite products (resp. fiber products), we say that ÏIH' (resp. 
that VH ) is associated with a naturalized {{ 1, 2\\-product (resp. -'fiber 
product) mapping v (CS Chapter IV, Definitions 1 and 10) if it is the class 
of all v(x9x9), where 

(x9x')€ XH'Q (resp.eHxH and /3 (x) = /3 ( x9 ) ) . 
We denote by UlH* the class of couples ( , v2) satisfying the conditions 

1) (3(v1)^p(v2) = s, afVl)=a(v2) = s* ; 
2) There exists a naturalized product ('(p J ? p 2), S ) e U.H of (s,s ) 

and a jeS.HL.s9 such that t v 2~ P2« ) 

DEFINITION. We call Ze/i regular family of H* a family (wi)i j , where 

wi e H. e and e e H*0 , 

such that / = / ' if Wj. f = Wj. f9 for each if / . 

For example, the family of projections of a naturalized product or 
fiber product is left regular. The class of all left regular families (w^,w2) 
of H* will be written R 2 H' . We have IiLH' C R2H\ 

Suppose qi = f A/, /'•, f {9 h{ ) e • H" . If /z- = / for each i £ / and if 
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and (nih€i are left regular families of H* , then fq^)i£j is a 
left regular family of BH' . We denote by I I a / / the class of couples 
((al> a2)> fB ) such that 

fl=f2 = f> ((h19h2)9a(f))eIlH\ ((h\9h'2),{$(f))eUH\ 

by VDH' the class of quadruples (( , q^)9 (q2, )) such that 

qiBq3=q2Bq49 ((h v h3 ) 9 (h2, h4) )e VH\ (( h \ , ^ ; , ( h'2, h'4))€ VH \ 

We know (CS Chapter IV, Propositions 5 and 25 ) that II nH* (resp. V°H* ) 
is a class of naturalized products (resp. fiber products ) in BH\ 

If H* is the category % of mappings such that the universe DK0 be 
an element of !m0, we choose for %L the class of canonical injections 
(M9i9M9) of a sub-class M9 of M into M. The class of all injections is 
5R* . Let II be the class II associated with the canonical {{ 1, 2 I! -pro
duct mapping w such that 

where MxM9 is the cartesian product, 

p^((m9m9)) = m and p^ '((m9 m9)) = m9. 

We write II d instead of XTe?Tl . Let V be the class VJfl associated with 
the canonical naturalized U I, 2H"fiber product mapping v in % , such 
that 

v(f19f2) = ((fvv1)9(f29v2)) if j S f / ^ j S f / ^ , 

where a(v1) is the sub-class of XM^ ~a({1)>^a(f2) formed by the 
couples 

(mj9m2)e M 2 such that f1(m>1) = f2(m2)9 

Af . 
and where t?z. is the restriction of pz- to a(v 

The functor is denoted by ^ and let %2 and X4 D e 

the functors from Jl1 toward 31* (defined in the Example 1 ) such that 

X2^P^ = P2 and X/P)~P4> where P ^ ' -
In the following constructions, we will always suppose that the 

constructed multiplicative graph U* is such that the class U% *U* of com-
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posable couples be the smallest sub-class of U X U having the listed pro
perties and that U e %Q . 

Let U* be a multiplicative graph and Uj a sub-class of U . We 
will say that U' is stably generated by U^ if U* is the stable sub-mul
tiplicative graph of U* generated by (CS Chapter I, Definition 10 ). 
liU'j is a sub-multiplicative graph of U (that is if a ( ( U^) C ), 
then U* is stably generated by V1 if, and only if, each element of U is 
a composite of a finite sequence 

X = (%n ,... , x 1 ) where xi e U^ for i = 1,..., n 

(CS Chapter I, Proposition 1). In that case two neofunctors F^ and F2 

from U* toward a category H* are equal as soon as 

F1(x)-F2(%) for each x e U ̂  . 

li(F\t9F) is a triple defining a natural transformation between neofunc
tors from toward H* and if F and F9 are restrictions to £/* of neo
functors F and F9 respectively from U toward H* , then (F9

9t9F) also 
defines a natural transformation. 

2. TWO ELEMENTARY SKETCHES. 

À. The defining sketch of a graph. 

Let (7g be the multiplicative graph, the elements of which are 

two units u and u0 , 
three morphisms a, b9 i9 

such that 

i e u »U(0.u0 and 6.1=% — a, i 

(which implies that ls f°rrne<^ by the couples : 

(u9u)9 (u09u0)9 (a9u)9 (b9u)9 (uo,a)9 (u09b)9 (u9i)9 

(ifuo), (a>i) and (b9i)). 
By adding to ï/g two other morphisms 

a — i, a e u+Uq,u and 6 = i, be u. Uq. u9 
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we obtain a category £/g with the following table of multiplication : 

It is clear that pg = f[/g , \ i ! ) is a (y 1 )sketch. 

PROPOSITION 1. Let §0 be the class of graphs [ C] = ( C,fi,a) such 
that C e %0, and let §o be the class of neofunctors F = ( %, F, Uç>) such 
that T(i)e%

1

. There exists a bijection yg ; F > (T(u )9T(b )9Y (a)) of 
§oU onto §0. 

PROOF. Suppose Pf §o and write 

T(u) = C, r(a) = (C0,a,C), V(b) = (C0,p,C), T(i ) = ( C, c, C0 ) . 

As T is a neofunctor, Y(a. i) = C0 , so that the restriction of a to C0 

is the identity; similarly the restriction of /3 to C0 is the identity. It fol

lows that (C9fi9a) is a graph, denoted by y g ( D .  Conversely.it 
[C] = ( C , /3 , a ) e § 0 , there exists a unique neofunctor T — {%9Y 9U(&) 
such that 

V(a) =(C0 ,a,C), r(b) = (Q,p,C) AaAT(i) = (C,i,Ct), 

where C0 = a(C) is the class of vertices of [C]. Naturally [C] = yg( D * 
Thus yg is a bijection of §o onto §0 . 

Let fijf[ be the (x 2 )sketch (ÎH, (№£ ) ) . Then §^ is the class of 
(pjfiipg>fig )structures ; so the Proposition 1 leads to: 

DEFINITION. pÇ>  (U'(V,\ i\) is called the sketch defining a graph. 
A (p

L

H., f*g»^g )structure, where p^ , is the )sketch (H 9(H
L

))9 

will be called a (H* 9H
 1 )graph and a morphism between Yp^« >pg»pg > 

structure s, a morphism between (H * , H 1 )graphs. 
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Hence, a (H\H1 )-graph is a neofunctor F - (H' ,F, U(d) such 
that F(i)eHL denote by §(H',HL) the category H (p^ . , jtig, /xg j 
of morphisms between (H* 9 H L }-graphs. As ^ verifies the condition 
(c) (n° 1 ), the Proposition 1-1 asserts that a morphism between (H* ,111)-
graphs is a (BH' ,D(H* ;H ,HL ) > graph. 

PROPOSITION 2. There exists an isomorphism yg from , o n t o 
the sub-category %(H* 9HL) of the category 

H' x ( § f / T , H l ) 0 x§(H\HL)0)1 

formed by the couples ( h9 (F2 > F^ )) such that 

h.F1fi).F1fa) = F2(i).F2(a).h, •h.F1(i).F1(b) = F2(i).F/b).h. 

PROOF. Let $ <r §(H',Hl) be defined by the triple (F2,r ,F ) . Write 
h - T ( u ) . We get 

h.F1(i).F1(a) = F2(i).r(ut).F1(a) = F2(i). F2(a).k 

and, similarly, 
h.F1(i).F1(b) - F2(i).F2(b).h. 

H ence 
yg (2>) =fh,(F2,F1))e§(H-,HL). 

- Conversely, suppose 

0 ^(h9(F29F1))e§(H' 9HL). 

We write d - Ft (d) and d*= F 2( d) for each rf'e£/g . If A0 = a'.h.i, 
we have 

h0 . a ~ a'. h. I. a = a*. I T . a \ h — a'. h and also h0.b — bf.h, 
I\ h0 — I*. a1, h. I — h.R.a.I — h.I. 

(Remark that h0 = b'.h.C, for is a monomorphism and 

f \ bT. h. I — h. I. b. I — h. I ~ I*,h0 . ) 

So (F2 9r 9 F1 ) defines a natural transformation $ , where 

r (u ) - h and r (UQ ) - h0 . 

It follows that 
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<D e §(H\Hl) and 0 = yg ( $ ) . 

This proves that £ g .* 4> -> y g ($) defines an isomorphism from H , HL) 
onto §(H* , H L ) . 

COROLLARY 1. g U = g(DR,!)R£) .¿5 isomorphic to the category § o/ Aomo-
morphisms between graphs corresponding to 

PROOF. Suppose 

h= (h9(F29F1))e%X(Q^^). 

Then, according to the Proposition 1, we have 
YQ(F ) = [ C ] =(C ,B ,a ) e §0 . 
' y 772 7 YTl 1 772* 7̂?2 ' 772 

The relation A-e § (5R.,JR 4 ) is equivalent to the relations 

a2h — ha^ and f$2h = ¿187 > 
that is to the relation 

? = ( [ C 2 ] , i , [ C , ] ) £ g . 

Hence the surjection h 7] defines an isomorphism y(b from ^(JR,^!6) 
onto § , and y^*yj!j isomorphism from g u onto § , denoted by y g . 
COROLLARY 2. tte surjection 

defines a faithful functor 77g /totti g f // ,HL) toward H*. 

EXAMPLE. §(5K ,5tt ) is the class g^ af all neofunctors F = f I , F, I/g ̂  . 
Suppose F e go and F(i) = / ; since Ff a,). / = F(u0 ) , the mapping / 
is an injection from M = a//V into C = F(u) ; if we write C0 = /YW^ and 
if we denote by j* the bijection (C0 M), then 

[C] = (C,j'.F(b),j'.F(a)) 

is a graph and /' defines M as a class of objects for [ C] ; we say that 
( [C] , / ' ) is a «concrete graph», So a (?R, % )-graph is also a (JR, JR* )-
graph, and go is isomorphic to the class of all concrete graphs. 

B. The defining sketch of a multiplicative class. 

Let Uj[ be the category formed by: 
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2 units u and u*u9 

3 morphisms k, , v2 of source u*u 
and of target u. 

uyi = (Vy^,(\(v v v2)\)) is a (Y2)sketch. Ley jzjjj and fx<j| be respec

tively the )sketches 

p§=(X,(R
1

)) and lifa=(%,(R
2

X)). 

We denote by ?IU and by Jl
v respectively the categories of morphisms bet

ween (ft^f ^ » jt£j|)structures and between ( > f*}X > /xjj)structures. 

PROPOSITION 1. Jt
u is isomorphic to the category Jl of ho mo morphisms 

between multiplicative classes C such that C e %0 and J l u is the sat' 
urated subcategory of ?l u generated by Jl** ( CS Chapter I, Definition 16). 

PROOF. An element of JlJ (resp. of jC£) is a functor T = (№, F, [/̂ y>, 
such that T(vm) be the restriction of p^ to C

#

*C = T(u*u), where 
C =V(u) ( resp. that the family {T ( v 1) ,T ( v 2)) be left regular). If 
F € JIQ , we have 

y^CD = ( r ( u ; , r r * ; )£ n 0. 

Conversely, ifC'^fCj/c^eJlo, then C* = yj7^(D , where 

r =(Xr,Vj[), T(k) = K, r(vJ(C,S£i,C'*C) 
for m = I and 2. 

 If $ £ ?IU is defined by the triple ( F 2 , T , T j ) , we get 

and yj[ defines an isomorphism from TV* onto Jl. 
 Suppose F € JIQ and write 

F(k) = (C,&,M) and F(vm) = form = 1 and 2. 
There exists a unique mapping w = [t;|,i> 2] of M into CxC such that 
Pm ̂  ~ (ic is defined by w(d) = (v\(i)9 v

9

2(d)) ) . For (v[, v'2) to 
be left regular, it is necessary and sufficient that u> be a monomorphism. 
So there exists a bijection / of M onto w(M) = C'*C* such that M; = / • / • , 

where 
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j = (CXC9L9C*C)e%L . 

We get 

and (CF(k).f1) is a multiplicative class C* . It follows that there 
exists an equivalence O e Ti^,fi° defined by the triple (F*,r , F) such 
that 

yJ{(F') = C , T (u ) — C and T (u*u) = /. 

So y(° is an enlargement (CS Chapter V, Definition 10) of )I U . Moreover 
5lQ is isomorphic to the class of concrete multiplicative classes, i.e. of 
couples ( C , f) , where C'e Tl0 and where / is a bijection onto C"* C*. 

1 DEFINITION. ftj| ~ (Uj[9 (I (vj, v2)\ )) is called sketch defining a 
multiplicative class. Let ft j^* and pf{. be the (y 2 )-sketches f//*, (WL H*)) 
and f// , (R2H*)) respectively. A (pt^. ^pjl^pyi >structure is called a 
// "multiplicative class and a ^. , p, JLI ^ )-structure a f //* , [\L H *)-mul-
tiplicative class. 

We denote by %(H* ) and Tl(H' 9HLH* ) respectively the category 
of morphisms between// -multiplicative classes and between (H*, II1 H* )~ 
multiplicative classes. 

P ROPOSITION 2. There exists an isomorphism of Jl(H* ) onto a sub" 

category fi(H* ) of H' X (Tlf R )QX 7i(H' )Q ) l ; hence p f f | f defines a 
faithful functor iffi from %(H* ) toward H *. 
PROOF. Let Jiff!' ) be the sub-category of H * X( %(H' ) 0 xTlfH ')0 )l form
ed by the couples (h9(F29 F1 )) such that he F'2(u ) . H . Fx(u ) and that 
there exists h*h e H satisfying 

F7(k ).h*h ~ h.FT(k) and F2 (vm ) . h*h - h.F1(vm) 
for m = I and 2. 

In that case (F2 ,r , Fj), where r (u) = h and r (u*u) = h*h . is a triple 
defining a natural transformation $e Jl(H* )* - Conversely, if $ c fi(H* ) 
is the natural transformation defined by the triple (F2 ,r , Fj ) , we have 

y|(4>) = (r(u),(F2,F1))efi(H'). 
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The surjection ; O -* yj[ ($ ) is a bijection from Ji(H* ) onto fl(H'). 

Indeed, if y^* ($ ' > = yjj" ($) and if is defined by the triple (F^T^F'^ 

we have 
*1 = F2> F2 = F2> r (u) - h = r'(u), 

F2^ Vm)-T (u*u) = r (u). F1(vm) = F2(vm).r f(u*u) 
for Tn~l and 2 . Since ( F2( v ̂ ) 9 F2( v2)) is left regular, the last equal
ities imply T (u*u) - T '(u*u). Hence 0 = O f. We conclude that 

defines an isomorphism from Tl(tT ) onto Jl(H' ) and that the surjection 
$ -> r (u) defines a faithful functor ny^ —(H\Ey^ ,Tl(H*)). 

3. THE IDEA OF A QUASI-MULTIPLICATIVE GRAPH. 

Let us recall the following definition [l] : 

DEFINITION. A quasi-multiplicative graph is a triple ( C ,fi,a) such that 
1) C is a multiplicative class, ( C, ,a ) is a graph [ C* , /3 ,a] ; 
2) If fg./Je C # * C \ then 

P(g-f)=P(g), a(g-f) = a(f) and a(g)=p(f). 
A quasi-neo functor is a triple (D2, F, Di ) such that: 

1) Dm is a quasi-multiplicative graph (Cm, fim9 am ) for m = i and 
2 ; 

2) (C*29F9C^ j is a homomorphism between multiplicative classes; 
3 ) f [ D ]̂ ,F,[D^]) is a homomorphism between graphs. 

Let f/jfjn be the multiplicative graph admitting t/g and f/jj as 
sub-multiplicative graphs stably generated by #g j ( = ^ g u ^ J l and such 
that: 

b.v~ = a.v19 b.k = b.vJ9 a.k = a.v?. 
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(So l/J[9 = LJ^Jii ' 1 a. v2, b. v v a. v2\ .. ) 

PROPOSITION 1. Write 

(lyiu = (Uji*,(\ i\,{ fvj ,v2)\)) and /xg^ -= i\ A(v1 , t ^ j U j . 

TAe/i (y~J{* TFI §Tl^ a ~JI-Idea of a (y^ * y? ^structure, where 

JL = f/T, (H,HxH)). 
PROOF, /x gyj is clearly a (y^, y ^)-sub-sketch of the (y ̂ , y 2 )-sketch 

. Let ^[w be the class formed by the three axioms 

(a. v19 ( b, v2))9 (b.v19 ( b,k )), (a. v2, ( a, k)) 

of U j | n and denote by f/^n the multiplicative graph such that 

Then fiyi* is defined by 

ft* = (Uy^* ,(\i\A(v 19v2)\)) and /Iftw. 

If F — (11 9 F 9 U gft j is a neofunctor, we define a unique neofunctor F = 

(II' 9£, U Jl* ) extending F by writing 

F f a . V j ; - F(a).F(Vl), Ffb.vj) = F(b).F(v1), 

F(a. v2) = F(a).F(v2). 

So pi » is JI-generated by /xgft and ^ gft is a ^-system of generators 

off* ft*. 
Denote by fjLtl[ the (y 7 , y 9 )-sketch (Ml , ()K4, n L ) ) . 

P ROPOSITION 2. 7Ae category ?I"U o/morphisms between (^9 ptftm ,txgyjj 
structures is isomorphic to the category Ti* of quasi-neo functors corresp
onding to %. 
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PROOF. Suppose T t ? ! ; 0 ; so F is a neofunctor (3R, F9 UQ>J[) such that 

F(i)e%l

9 (F(v1)9F(v2))€IlL , 
A 

which extends into a neofunctor F from U'y^ 9 . Write y ̂  w ( D = ( C'9 /3 9 a ) > 
where 

(C,p9a)=(r(Ur)9r(b)9r(a))9 K = F(k) and C* = (C9K). 

We know that f C,/3,a j is a graph (Proposition l-A-2 ) and that C* 6 ?I0 

(Proposition l-B-2). If ( J9 x) e C* *C* , we have 
a(y) = afpf (y9x)) =F (a. v^fy.x) = £(b.v2)(y, x)~ 

A A 
a(y.x) = IY a.k)(y,x) = T(a.v 2)(y,x) = afxj, 
j3fy.%J = £(b.k)(y9x) = Tfb.v^fy.x)^ p(y). 

Therefore ( C' 9 (3 9 a ) € Jl% . - Conversely, if f C", /3 , a j e Jlj , it is the im
age by yj[» of the neofunctor F € ?I*u such that 

r(k) = (C,*,C-*C), T(a) =(C0 ,a,C), T(b) = (C'„ ,$, C) 

and T(vm) = fC,E^c,C-*C-). 

- If $ e 3l , u . is defined by the triple (T 2 ,r , 1 ^ ) , we denote by yyji,($) 
the triple 

ffriif) = ( y * j I „ ( r 2 ) , I j X ) , ) ; j I „ ( r 2 ) ) . 

It follows from the Proposition 2-B-2 and the Corollary 1 of the Proposition 
2-A-2 that yy^ni£ Jl" . So y^« defines an isomorphism from 7imX) on-
to l l " . 

DEFINITION, (pyin >̂ g}X^ *s ca^e<^ ^ e Idea of a quasi-multiplicative 

graph. Let pL

H

R. and f-tj/? be respectively the (y^ , y 2)-sketches 

ptR = fff' 9(HL,R2H')) and pLJl =(H'9(HL

9nLH')). 

A (pL

H

R. 9pyi« ,/£gft>structure (resp. (p LJl, ^ w g;ft )-structure) will 

be called a (H* 9 H L )-quasi-multiplicative graph (resp. (H* 9XiLH* ^quasi-

multiplicative graph). 1 

le denote by Tl«(H\HL) and H*(H* 9IlLH') respectively the 
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categories of morphisms between (//",// ^-quasi-multiplicative graphs, 
and between (H* ,UCH* )-quasi-multiplicative graphs. Hence Tl* ( II * , H 1) 0 

(resp. n^H\RlH* ) 0 ) is the class of neofunctors F ~ (II * , £ 9U gft J 
such that 

Ffije H 1, fFfv1)9F(v2))€R2H' (resp. e II1H' ) 

F(a)aF(v2)= F(a).F(k)9 F('b). F( v2) = F( b). F'(k), 

F(a).F(v1) = F(b).F(v2). 

PROPOSITION 3. .H*(H'9HL) C%9(L' 9LL\ , where 

L* = B / T and LL = n(H~;H9HL). 

There exists an isomorphism yj^v from %' (I!' , H 1 ) onto a sub-category 
fi"(H',Hl J of 

hence Pĵ  J/ft" defines a faithful functor 77 ft « /mm 1\" (H ,HL) to-
ward H\ 

PROOF. Suppose that $ e 7l°(H° 9 H 1) is the natural transformation de
fined by a triple (F29T 9 F1). By hypothesis, there exist neofunctors F | 
and F^ extending F^ and F^ respectively to (/ft« . Since (/ ft » is stably 
generated by ¿7gft , the triple (F2,r 9 F^ ) also defines a natural trans
formation 0 - (V , 0 , ¿7 ftM ̂  extending $ . It follows that 0 is a. (L' 9 L c )-
quasi-multiplicative graph ; so Jl9(H 9 HL) C Jl" ( L' 9 L 1 ) 0 . 
- Let fiw(R 9HL) be the class of all couples A = (h9(F29F1)) such 
that F^ and F2 are f// , //* j-quasi-multiplicative graphs, that A e // and 
that 

(h9(F^9F\))e^(H\HL) 

(Proposition 2-A-2), where F^ = (H* 9 Fmt 9 Uq>), 

(h9(F*9F»))efi(lf) 

(Proposition 2-B-2), where F^ = (R* >Emi9 (/ft). 

According to the Propositions 2-A-2 and 2-B-2, there exist e §(H* 9HL) 
and e Tl(H' ) such that 

(h 9(F'29F\)) = y | ' (*')•" and (h9(F*9 F\)) = . 
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A s the neofunctors Ф ' and Ф n from U "g and U J[ respectively toward 
B// * have the same restriction to t/'g П U J| = I & I , there exists a unique 
natura 1 transformation 

Ф = (ВН\Ф, tfgft). from F 2 toward F 2 

extending both Ф ' and Ф 9 . Hence Ф б У1
Щ

(1Г ,HL ) . It follows that the 
surjection 

Ф > (r (u),(F2 , F2 )) , where Ф is defined by (F29r , F ] Л 

defines an isomorphism yj[« from 7ln

(H\ H
1 ) onto 

the surjection Ф > r f м J defines a faithful functor TTJX» from Jl
n f H \ H

 L ) 
toward // " . 
REMARK. A ( L' , LL ^quasimultiplicative graph Ф ( notation Proposition 
3) is not always an element of Jl

n (H* , H 1 ) ; indeed, if Ф is defined by 
( F2 ,r , F x) , the relation (Ф(ь 1)9Ф( v 2) ) e R2 L * does not imply 

(F2(v1)9F2(v2))t R
2

H\ 

In fact, Tl*(H' , // 1 ) is the class of (Д П , ^У[П,^§У1 )structures, where 
JI

D = (L\(L
l

9 R°H' )) and # D # * is the class of couples (qnq2) 
such that Чш =fh^rnff9hm)€DH\ 

(ht>h2)€R
2

H' and (h[fh'2)e R
2

H' . 

From the Example A2 and the Proposition lB2, it results that 
) l

w U =Jle(JR is the saturated subcategory of Jl« (% ,№) generated 
by 31"

u and that there exists a bijection of H j
u onto the class of bicon

crete quasimultiplicative graphs, i.e. of triples 

(D9j'9f)9 where D =(C\p9a)eJLS 

and where / ' and / are bijections onto С J and С * * С * respectively. 

DEFINITION. We call /год associative quasiс ate gory a quasimultiplica

tive graph ( С* y /3 9 a ) such that 

(y,x)€C*C if (y,x)€CxC and a(y)=p(x). 

A quasineofunctor (D2, F, Dг) such that D г and D2 be non associative 
quasicategoriesis called anon associative quasifunctor. 
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(C* 9 ¡3 ,a ) e Jl% is a non associative quasi-category if, and only 
if, C* *C is the class aV/3 of all couples 

fy9x)e CxC such that ^(x)-a(j). 

We will denote by £ 0 the quadruple 

£o = f(a,v1)9 (b, v2))9 

by ¡1^^ the (y1 ,y 4)-sketch (Uft „ , ({ î S,{ £0 \ )) , by ^'g^ " s ^ , ^ ) -
sub-sketch (U gft, ({ i \,{ £ 0 Î ) ) ) by JK£ its (y^ » y^ )-sub-sketch 

.0})) , where U€ = f /gu{ k9u*u})9 

by ^ the (y I 9 y 4 )-sketch (H\(HL

9 VH')). 

PROPOSITION 4. (^gr#»ptgft) is a y^Y-Idea. If VH' is associated with 

a naturalized fiber product mapping, (fi-^9fi€) is also a fj,1^. -Idea. The 
category of non associative quasi-functors corresponding to JH is iso
morphic to the category 5F # U of morphisms between (/x ^, \i c^ , /x£)ft )-
structures. 

PROOF. The proof of the first assertion is similar to the proof of the Pro
position 1. If V H* is associated with a fiber product mapping and if F is 
a fiL

HY -realization of pt£ , there exists a unique 

èo(F) = ((F(a),v'1),(F(h),v'2))i VH', 

so that F extends into the unique \i -realization F of jLtgft such that 

F(vm) = v'm for m - I and 2. 

As /igft is a fx -system of generators of fi^^j it follows that (jxj#, /x̂  ) 

is a pt̂ V - Idea. 
-Let T be a (^^^ j^ .p tg^^s t ruc tu re . Since (T ( v 1)9 T( v 2) ) e R 2% , 

the Proposition 2 asserts that yy^*(Y) is a quasi-multiplicative graph 
f C* ,/8,a ). From the relation 

( (IYa) 9 T(v 1))9(T(b)9r(v2)))e V, 

we deduce that C" *C = a V/3 , so ( C* , ^8, a) c . Hence the restriction 
of yft« (Proposition 2) to 5F # U defines an isomorphism of S"^u onto the 
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full sub-category ? of îï" , denoted by y<*j:# • 

DEFINITION. (^g:#>ptgj|) is called Idea of a non associative quasi" 

category. A (\L l

hY , ¡1 , ¡1 )-structure is called a raora associative 
(H* ,HL, VH ' j-quasi-category and a morphism between (¡1L

HY , p , fx gyj )-
structures, a /20/2 associative (H ' , H C , VH * )~quas7-functor. 

We denote by ff * (IF , // t , VH~ ) the category of non associative 
(IJ' ,HL,VH' )-quasi-functors. So 'P(H' ,HL, VH" ) is the full sub-cat
egory of 31 " ( / / " , / / 6 ) the units of which are the f //* , // 1 ^-quasi-multipli
cative graphs F such that 

£o(F) = ((F(a)9F(v1))f (F(h)9F(v2)) )e VH\ 

4. THE IDEA OF A MULTIPLICATIVE GRAPH, 

Let Uj^, be the multiplicative graph admitting U J| » as a sub-mul-
t iplicative graph, stably generated by the class THE elements of WHICH are 

the elements of Uj[ n , 
two other units u*uQ and u0 * u, 
four other morphisms j ̂  , ^ , / 2 , i? 

such that 
a(i1) = u*u09 a(i2)-uo*u> 
]' is the inverse of k. i 
J m . m 1 for m = 7 and 2, 
v . ( i . 7 ) = w J 
v2. ( i ̂  j ̂  = i. a and v1.(i2.j2) = i.b. 

So f/j| f has 6 other morphisms i m , i m . ; m , a and ¿ .6 . Let JZ^I be 
the (y i ,y 2 ) -sketch f £T ,, ({ î, îj , i"2 J, { f , v 2) \ )). 

PROPOSITION 1. Let F = (H\F,Uj[%) be a neofunctor; then 
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618 

^(F) "-- ((i'.a',v'vi\), (i\b\ v'2.i\)) 
and Ç2(F) = ((i',a\v'ri'2), (i'.b',v'2.i'2)), 

where d9 = F( d) for de f/ft»> are naturalized fiber products in H*, and 
]'m is the inverse of v*m.i9

m for m - 1 and 2. Moreover (Vjl»>^tgftJ is 
a y L

H

R. -idea. 

PROOF. We are going to prove that ^ (F) is a naturalized fiber product. 
"We have 

l'.fl'. v\.i\ = i\F(a.v1).i\ = i\F(b. v2).i\ = i'. b\v'r i\. 

/'J is invertible in H' , for is invertible in î/ftt ; from the relation 

v\A\.}\ = F(v1.(i1.j1))e Ho , 
it follows that v\*i\ is the inverse of /J . As i ' is a monomorphism be
cause it admits af as a left inverse, we may use the 

LEMMA. // (hlyh2 , f19 f2) is a quartet of H' such that fj e H^ and 
h2e Rg(H* ) 9 then 77 = ((h ^, f^ ) 9 (h2, f2)) is a naturalized fiber product. 
(Indeed, the Proposition 23 ( CS Chapter IV) shows that 

((hva(h1))9 (h29f2.f[l )) 

is a naturalized fiber product, so 77 is also one, for f^ is invertible.) 

- Similarly, ^2^^ is a naturalized fiber product. - In order to show that 
(/Ltft,,^gft) is a (JLL

H

R. -idea, we have to prove that, if F' is a ^^- rea l 
ization of /Mftt admitting the same restriction to U gft as F , then F and 
Ff are equivalent. Indeed, denote by d" the element F'(d) for d e U ft, , 
by gm the element . for m = 7 and 2 . "We have 

Since d9 - dv when fl?e £/gft , we get 

v'.i'.j99 = u9 = v9 .i9 . i9 , v9i".j'9=i9.b'=v9i9j9

09 

m m 1 m m m Jm 9 1 2 J2 12 J2y 

v'2.i\,]\ = v'2.i'v]\, 

hence . = i'm . j ' m , for (v' v, v'2) is left regular. It follows 
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As the class M = Ugj[^, > i 2, J2 ^ sta Div generates f/jjt , the sur-
jection from M into • //* defined by 

d-* d'B if deUftn, im - q'm, j m -* qm 

may be uniquely extended into an equivalence from F onto F 

P ROPOSITION 2. F^e category J l , u o/ morphisms between ( p^ 9 Pjlup^\)m 

structures is isomorphic to the category )I . o/ neofunctors corresponding 
to JR. 

PROOF. Let r be a (^jjj^* /xy[ i ,pt gj[ ^structure. Then V extends into 
a neofunctor T = (5K, F , f/ j | , ) such that 

rfjJfJKS f y i ^ e J l l 4 for m = 1 and 2, (F (v 1)9 T( v2 )) e II 1 . 

Since F e 31 * u ( Proposition 2-3 ), we know that ( C* , /3 , a ) 9 where 

a = r(a), p = Ffb)9 C =(T(u)9r(k))9 

is a quasi-multiplicative graph. "We have to show that, if x e C , the element 
a(x) (resp. f$(x) ) is the unique right (resp. unique left) unit of % in 

A 
C' . It follows from the proof of the Proposition 1 that C**Q = F (u*u0 ) 

A 

is the class F ( i ) . F ( a) V T( i ) of couples (x9a(x))9 that T(j1) is 
the bijection 

x -± (x9a (x)) from C onto C * C\ 
A . 

and that Y(i^) is the canonical injection from C* C 0 into C**C* . Si
milarly, Y( j2) is the bijection 

x -* { f3{x) 9 x ) from C onto C*0 *C C C * * C * . 

Since T(k.im).T(jm) = F(u)9 we have 

x. a(x) = x = fi(x). x for each xeC. 

If (x*9a(x)) e C *C* , we get 

a(x') =/B(a(x)) = a(x)9 hence * j = a ( = * \ 

If (p(x),x')e C**C* , we also get p(x).x* = x\ As 

a(x) = fiia(x)) and P(x.) = a(p(x)), 
we conclude that a(x) and fi(x) are units of C* . If e is a unit of C*, 
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it results from the relation (j8 (e), e) e C* * C* that e=(3(e) ; if more
over (x, e) e C* *C*, we have a(x)~fi(e)-e. So a(x) is the unique 
right unit of x and, in the same way, fi(x) is the unique left unit of x. 
Consequently C* e ?I 0 . We write C = y j j t ( D . . 
- If $ e JltX) is the natural transformation defined by the triple ( r 2 9 r 
and if C*m = yJ[,(Ym) , we have 

y)X'($) = (C*2 ,r (u), C\)eTl (Proposition l-B-2 ), 

((C29@9a),T(U)9(Cl9p9a))€§ (Proposition UA-2). 

It results that yj |t($)£?l* and that yJX* defines an isomorphism from 
3 l , u onto 51' , denoted by y}^t . 

COROLLARY. / / ( C' 9 / 3 , a ) is a quasi-multiplicative graph9 then C* is 
a multiplicative graph if9 and only if, 

x.a(x) = x = f$(x).x for each xeC. 

Indeed, let Y be the neofunctor yj\n( C*, /3»a) and (resp. 
f2 ) the bijection 

x -* (x9a(x)) (resp. -* (fi(x), x) ) 

of C onto C* *C0 (resp. onto Co *C* ). The preceding proof shows that 
A A 

r extends into a neofunctor Y from Ufa, such that ^(jm)~fm

 an<^ 
Y(i )e%1 if, and only if, 

r(k).T(im).fm= C for m=l and 2 , 
which is equivalent to the listed condition. 

1 DEFINITION, (pyi* >pQJl ) is called the idea of a multiplicative graph. A 
(pl

H

R. ,/i^i»/Leg^)-structure (resp. (/Lt , jxft /i g j | >structure ) is called 
a (H* ,HL)- (resp. a (H* 9X\LH' )-) multiplicative graph. 

We denote by 7l'(H' 9HL ) and by 7l'(H\\llH') respectively the 
categories of (H' , H L )-neo functors ( i .e . of morphisms between (H 9HL )-
multiplicative graphs) and of (H * f II lH" ̂ -neofunctors ( i .e . of morphisms 
between (H* , IILH" ^multiplicative graphs). Hence F e Jl' (H* , H 1 ) Q if, 
and only if, F is a neofunctor (H\F9U*(dy[) such that F e Jl* (H* 9H% 
and that there exists a neofunctor F = (H*, F9 f/^i ) extending F and 
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621 

satisfying the relations 
F(im)e HL for m = ] and 2. 

According to the Proposition 1, F is determined up to an equivalence by 
F . The category Ti^H^H1) (resp. Jl» (ff* , II 'ff' ) ) is a full sub-cat
egory of ft" (# ' ,HL) (resp. of H«(H',n.LH' ) ). The restriction TT Î of 
77ftB to °H'(H' ,HL ) is a faithful functor toward H* . From the n° 3, it fol
lows that JI«(JR,ÎR* ) is the saturated sub-category of ft' (% , ÎR'L ) generated 
byJl' u=Jl'(JR,n £). 

PROPOSITION 3. ft'(#" C yi'(L' ,LL)09 where 

L"=Bfl ' and LL - • (H' ;H9 HL ) . 

PROOF. Suppose that e Tly(H' 9 HL ) is the natural transformation de
fined by the triple ( F^ ,r , Fj ). Since F J and F^ are (// // 4 ^-multipli
cative graphs, there exist {iL^ -realizations F^ and F^ of /xft* extending 
respectively F^f and F'2 . We write A - r ( u ) 9 

h =FJj ).h.F(j yl for m=l and 2, 
W2 2 m' 1 K 3 m' 

qm=(F'.(} ),h ,h,F.(j ))(DH'. 
1 rn 1 2 K 1m'7 m7 7 I'm'' 

The quadruple 
q' ~(F^(i )9T (u*u )9h rF.fi )) 

is such that, in the vertical category HBH* of quadruples of (H' ;H° ) 1 
(CS Chapter I, Proposition 35 ), we have 

^(v^Bq^B ^ = <Dfu;e Dff', 

As (F2 (v^)9 F2 (v2)) is left regular and as F̂  0 m J *s invertible, we de
duce from the following lemma that 

q^eBH' and, similarly, q2eBH\ 

L EMMA. Let Q m= (x

m>y'm>ym>* J a quadruple of (H';H')9 for 
m = 19 2, 3,4. If 

Q19 Q3, Q4, Q3BQ2BQ1 and Q4BQ2BQ1 

are quartets of H* and if 
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(x'3,x'4)e R 2H' and Xj € H'y, 

then is also a quartet of H'. (Indeed, we have 
x' * x^* • x ~ %t * x\» xl • ~ yf • x . x ^- xi = x' .y'.x^.x^ 
m 2 J2 1 m 2 1 J1 J m m 2 1 m J2 2 1 

for m - 3 and 4 . So 

that is Q € • H* .) 

- As i/ĵ r, is stably generated by # g f t u I ̂  > ) \> ^2r ^2* ' tnere ex^sts a 
unique natural transformation from Fj toward F^ extending $ to 
and such that 
Therefore 0 e ftf (L' , L 1 )0 . 
PROPOSITION 4. / / H 1 = H'y.HL, then Jl'(H\Hl) is a full saturated 
sub-category of Jln (H'9 Hl). 
PROOF. Let ^eTl9(H\HL) be an equivalence defined by the triple 
(F2,T,F ) , and suppose F^ e Jl'(H' , H1 ) 0 . We have to show that: 
QcJL'(Hm ,HL).As 

F^fv ) = T (u ) . F„ ( v ).r ( u*u V1 for m - 1 and 2 , 2 m 1 1 m 7 7 

and as (F (v ) , F (v )) is left regalat, (F (v 1)9 F fv )) is also left 
regular. Denote by F ' a JLI ^? -realization of pt̂ t extending F̂  , by r' the 
surjection : 

u -* r (u) if u — u, u0 and , 
-» U*UQ and u0*u ^> Ug*u. 

There exists a neofunctor F2 extending F2 such that the triple (F'2 ,r Ff) 

defines an equivalence We have 

F'2(im) = r(u*u).Fi(im)eHy.Hi CHL for m = 2 and 2 . 

Hence F^ is a ^ j/? -realization of ^J | t extending F2 , and $ e Jl'(H* , HL)* 

DEFINITION. We call raorc associative category a multiplicative graph C 
such that C* *C = aV/8 * ^ neofunctor between non associative categories 
is called a non associative functor, 
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Let p j . be the (y 1 , y 4 )-sketch (£/ft, / { *}, { I) ) and j^gJlits 

(y^ 9 x4 )-sub-sketch (#*gft, (\ i \, \ £o I ) ) . "We suppose in the end of this 

Section that H' is with finite fiber products. 

PROPOSITION 5. (lL<$m9iL%Gfii) is a fitf.-Idea. The category 5FwU ofmor» 

phisms between (fJ-1^\{i^m^yigft J~structures is isomorphic to the category 

J w of non associative functors corresponding to % . 

PROOF. Denote by A<^n the class of the 4 axioms 

(u9 (k.i19j1))9 (u, (k.i2,j2)), 

(u*u0 , (j'1,k.i1))9 (uo*u,(j2,k. i2)) 

of Ujl*. Let Uj\i be the multiplicative graph such that (notation Propo- 1 
sition 1-3) 

Then (Ltgr« = (U ft, / { i\, \g0] )) is a (y 2 , y 4)-sketch and \i gp„ is de

fined by ^gr» and /4ft« U/i J« . Suppose that F is a JU ^-realization of 

|Ugft;soF is a neofunctor f//\ F , C/gft̂  such that F(i)eHL and 

£ o f ^ = ((FfaJiFfv^), (F(b),F(v2)))e VH\ 
f e are going to construct an extension of F to I/ft t . Let F be the ext
ension (H* 9 F, f/ft«) of F constructed in the Proposition 1-3. We will 
write d* instead of F(d) , if J e ^ft» • There exist naturalized fiber pro
ducts 

€1(F) = ((i,.a',w[),(i',w2)) and Z2(F) = ((i',w'3),(i'.b',w'4)) 

in //* . As (i\a').u' — if.a'9 there exists one and only one € H such 
that 

w2 • / J - w ' and ^2*/l = a* * 
Since ffa', (b*9v*2)) is a naturalized fiber product and since 

a\wf = b'.i*. a'.w^ = b'.(i'.w'2)9 

there exists one and only one i*^ e H such that 

v\. i\ = w\ and t>' i' = i ' . . 
I l l 21 z 
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In the same way we define j 9 and Let £ be the surjection from Vrftf 

into H admitting £ as restriction to #ft * and defined moreover by 

i f ' J = ^ Z(iJ = i9

m ^ d F(ld) = d9.d9 

if (d,d) = (i, a), (i, b), (k,im) o r / i m , j m ) for m = I and 2 . ¥e get 

v'1.i9

1.j'1 = loj./'j = a', 
v2* i'l* jl ~ i'-w2* j'l ~ a* * 

From the relations 7̂ . it>j - w9

1 and 

w^.Jl.w'i - a9. w9} = a9. v\. i\ —b'.v^.i} = b9. i9. w9

2 — w'2 

it follows /j-.M^ - ) 9 lot (w\9w9

2) is left regular. Thus admits 
w9j as an inverse. For the same reasons, we get 

v2A2'l2 = u'> vl'i2'J,2 = *' 
and 72 is invertible. Hence f// , F,(/ft,) is a neofunctor F extending F. 
- F is a |Lt -realization of {i^f* • Suppose that F ' is also a ^ ^-realiza
tion of (JL^v extending F . The neofunctors F and F ' admit F as restric
tion to U ft* . The last part of the proof of the Proposition 1 shows that F 
and F9 are equivalent (for this proof does not use the axioms belonging 
to Aftnu Ayn ) . So /zgft is a ^y 7 . -system of generators of fi<f n . 

- Let F be a (pt l^ 9 yt J «, ̂ gft )-structure and F its extension to Uft * 

constructed above.;, we may suppose 

t/FJe V and £2(F)€ V. 

Then ¿4 e yfiL , so that F £ Jlj, . According to the Proposition 2, yft tf F^ = 
(F(u), F(k)) is a multiplicative graph C . Since 

C *C = F(u*u) = F(a)\F(b)9 

we have C* e . It follows that the restriction of yftw to 3 r , , u defines 
an isomorphism yjw onto the full sub-category J* of Jl' . 

COROLLARY. A (pt , JLC J ## /zgft) - structure is a non associative (H* , 
/7 6, VH* )-quasi-category F such that 

F(k). F(im). F(jm) = F(u) for m = l and 2, 
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where F is the extension of F to Uy^t constructed in the proof above. 

Indeed, the condition is necessary. Suppose that it is satisfied by 
F . We have seen in the preceding proof that F(j ) is invertible. Hence 
F(k). F(im) is its unique inverse in H* , so that 

Ffjm).F(k).F(iJeH'a for m = l and 2. 

So (H' , F , (/ŷ t ) is a neofunctor, and F a (p , p j:„ ,p gyj )-structure. 

DEFINITION, (ptf« >^gj[) is called- the Idea of anon associative cat
egory. A (p1^ . 9p<rf «, p(<>yi )-structure is called a non associative (H*,Hl, 
VH' )-category and a morphism between (p , p « ,p gyj )-structures, a 
rcorc associative (H* ,H 1, Fr7* )-functor. 

We denote by 31* (H* 9 H 1

9 VH* ) the category of non associative 
(H'9HL

9 F/T >functors. It is the full sub-category of Jl«(H\HL) the 
units of which are the non associative (H* 9HL

 9 VH* )-quasi-categories F 
such that, for an extension F of F to U f[% : 

F(k).F(iJ.F(jJ = F(u) for m = l and 2 

(Corollary of the Proposition 5). The restriction of yj^« (Proposition 3-3) 
to ^"(H* 9HL

 9VH' ) is an isomorphism onto a full sub-category 

%«(H\HL

9 VW ) of a*(H'9Hc). 

The restriction of TT<̂ » (Proposition 3-3) to<^n(H*,HL

9VH') is a faith
ful functor toward //* . 

5. THE IDEA OF A CATEGORY. 

Let us recall [ l ] that a quasi-category is a non associative quasi-
category (C 9/39a) in which the following axiom of associativity is sa
tisfied: 

(A ) If z . (y. x) and (z.y).x are defined in C* , they are equal. 
A category is a non associative category satisfying (A); it is also a qua-
si-category. 

Let U*tf% be the multiplicative graph admitting Ufln as a sub-mul
tiplicative graph, and stably generated by the class the elements of which 
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generators of í / j i 

generators of U J 

are: 
the elements of U y 

2 other units u*(u*u) and (u*u)*u, 
7 other morphisms k^, k2, W}, w

2> w^> g> 
and such that: 

a( w^) - u*(u*u), a ( ) — (u*u)*u, 
a. w^ = (b,k). w2, (a. k). w^ ~ b. w^, 

~ v i. k j f k. M;̂  - v2»k k . w 3 = v j . k2, w ̂  = v2. k 2, 
w4*g~v2'w2' vi-(w3 - g) = wi> v

2 - ( w 3*g) ~ vl*w2> 
k . f & . g) = k. k^ 

Let 1/ g: be the multiplicative graph admitting £/j[t and (/ji as two sub-
multiplicative graphs and such that i / j = Uy^iUU<f % (more precisely 
is the fiber sum of 

((Ufr, I , t f f t , ) , (%.,*, (/ft.)) 

in the category Jl1 of neofunctors ). 
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We write 
£ = ((a,w1)9(b.k, w2)) and £ 1 = {(a. k, u>3 ) 9 ( b, w 4) ) 

and we denote by /x y . and by /x J respectively the (y^ , y ^-sketches 

p y . = f t f j . , < m , pg: = (U% , (I i\ 

These sketches admit ^ gr# = f t/ft « , ({ i S , 1 ^ ! ) ) as a (y 2 , y^ )-sub 
sketch. 

We always suppose that H' is with finite fiber products and that 
VH' contains the class associated with a naturalized {{ 1, 2\\mfiber pro
duct mapping. 

PROPOSITION 1. (fxj, ,/x gr#J and ( [L<5 <, p. cj# ) are p,L

H

V.-Ideas, (p. g:, ,/xgft̂  
awe/ fp<y, p. gft ^ are jx ^ -ideas. 

PROOF. Write Acf% ~\(k.(k 2.g),(k.k and denote by £/gr, the mul
tiplicative graph such that 

AfUj.) = ACU$.)-A$,, 

by U g: the multiplicative graph such that 

A(U$)= A(U%)-(A$<uAcfn) 

(notations of the Proposition 5-4). Then 

tL5,='(U%.,(\i\,\& and pff=(U5,({i\A&,t,f\)) 

are (y^ ,y ^-sketches, /x is defined by /x gr, and the class ¿4gr, (form
ed of one axiom) ; /xg: is defined by /xg: and Ay = A$iuA<f„ . 

- Suppose that F = , F , f/ft• ) is a tx -realization of fxg:#. We are 
going to show that F may be extended, uniquely up to an equivalence, into 
a xx 6

WK -realization of JLE J , . If G? e [/ft« , we write df - F ( d) . In particular 
we have a', &/ = a t ; ' 2 and bf. k' = b*. v'^ . There exist 

and 
?(F) = ((a:k',w>3), (b',w'4))( VH'. 

As (( a' 9 v'i), ( bf, v*2) ) is a naturalized fiber product and as 

a\w\ = b\(k\w*2)y 
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there exists one and only one kj e H such that 

w\ = vjf. k\ and k*. w*2 - vf2.k\ . 

Since a*. (k'. W3) = w'^, there exists one and only one k$ e H such that 

k \ = v*i. k*2 and w'4=vf2.k*>. 

From the equalities 
a', = h'.k'. w'2 = b'.(v'r w'2)9 

b'.w'4 = a'.k'.wf

3 = a'.(v'2.w'3)9 

it follows that there exists one and only one f'^eH such that 

w \ = Vl' f'l and V1'W2~V2* f'l 
and that there exists one and only one f e H such that 

We get 
(a'.k'J.f't = a'. v9

Tf\ = a\ vr

r w'2 = b'.(v'2. w'2) 
and 

a'. v\. w'3= b\vf

T w'3^ b'.v'vf'2= b'.k'.fj;. 

So, since £ ( F )e VH' and £*(F)c VIV , there exists one and only one 
g'e H such that 

wyS' = f9l and w4*g*= v2' w*2 
and there exists one and only one e H such that 

u)\.g\ = v'rw'3 and w ^ . g ' ^ / j . 

M ore over 

v'r w'3. g' = vJ./J = and v] , u^. g f = i;̂ . = v'r w'2. 

628 
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Hence we define a neofunctor F from toward H* by writing: 

F(d)  d
1 if d e U^i and if d

9 is defined above, 
F (u*(u*u ) )  a(k\), F (( u*u )* u ) = a(k

f

2 )« 
F(d1..d) = F(d1).F(d) if (dx , d)€ U§,* U$ • , 

the preceding proof implying 

F(dx).F(d)^ FfdjJ.Ffd) whenever d}. d = ^. /, 

except perhaps when 

d^  k ~ d^ , d  k y and d  k 2> g, 

case which is not to be cons idered, for f Av& ĵ f••[/£,* J/g:, . 
 Let us show that g' admits g' as inverse in W . Indeed, from the re

lations 
v'1.w'2.g'rg' = v'1.f2.g'= ^.№;.g' = ^./; = w;.«^ 

and 
v'2. w'2. g'r g> = v'2.f'2. g' = w>4. g' = v'2. w'2, 

we deduce gj * gT — w'^t f° r (
 v
^ > v

2 )
 i S ^

e

^t regular. We have also 

w'ir g'rg' = v'rw'3. g
1 = v9

vf[ = 

and, (w'j, w'2 ) being left regular, we conclude that g^ . g9 = a(g
f

). In the 
same way we obtain 

and to^. g'. = u;̂  because 
v

r
wf

rg
9

*g
9

1=
w

'1'g
t

1 =v'vw'3, 

Thus g'.g'^pfg') and g'^fg')'
1 in ff\ 

 F is a / i^ 7 . realization of |x extending F . Suppose that F'is another 
pt^realization of fxj t extending F , and denote byd" the element FYd) 
iot d e U % . We have 

,d' = d" if J 6 (/ft... 

As %(F)  F 4 ( £ ) and ^ F ' j = F '
4

( f ) are naturalized fiber products of 
(a

9

, b
9

. k
9

), there exists one and only one d^ e H* such that 
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w*. d1 ~ w9

^ and i*;*. d^ ~ w*2. 

Similarly, there exists one and only one d2 € Hy such that 

Wyd2  w'3 and w*. d2 = w^. 

Let T be the surjection from )o into Hy such that 

T (u) — u if u = u, u0 or w*zx, 
T (u*(u*u)) = dj and r ((u*u)*u) ~ d2. 

We are going to prove that (F ' , r , F j defines an equivalence. Indeed, we 
have 

v

'l*k[
 = w

\ ~
 w

*i> ¿1 ~ v

'i dj, 
v2 . kj = k'. w

r

2= k\ w2. dt  v2. k\. dn 

so, (v\9v*2) being left regular, k\ = k\. dt . Similarly k
9

2 = k2. d2 . From 
the relations 

v\. w". d2. g
9 = v[ . . gf ~ w\ = wn

j. dj — v{. w". g*. dl9 

v2. w'y d2. g'  v2. w'3. gf = v\. w2 = i;j . w*2 dj = z;̂ . ̂ 3- g*. 2̂ , 

we deduce w
9

,. d2» g9 = w', g". rfj ; we also get 

g' = ^ 4  ^ ' = v

2*
 w*2 = ^2 d J = " ^  g ' 

and T^l? №4) being left regular, d2. g
f = g*. c?; . Write 

M  U Jiiul wi9 w2, w3, w4, , k2, g \ . 

The equalities that we have just proved mean that (F\ 9r , F^ J is a triple 
defining an equivalence, where Fj and F\ are the restrictions of F and 
F

9 to M . Since M stably generates £/gr, , the triple (F ' , r , FJ also de

fines an equivalence. Hence is a xx^Vsystem of generators of /zgit . 

 To show that (ptj,i£g:$) is a ^^VIdea, we will extend the neofunctor 
F constructed above to £/g: , Let Uj\i be the multiplicative graph such 
that, with the notations of the Proposition 54; 

The Proposition 54 asserts that there exists a neofunctor (H* 9 F9

, U y^,) , 
extending F . As F is a neofunctor from toward //* , the surjection 
F f also defines a neofunctor F f = (H\£9Uj^) . By definition, ¿7̂ ;» is 
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a stable sub-multiplicative graph of U <^, and of £/ft*, and U <J is the fiber 
sum in °R' of 

Hence there exists a unique neofunctor F ~ ( H* 9 F 9U y) extending both 
F and F ' , and F is a pî  ^-realization of y^ extending F. 

- Suppose that F9 be another jlx-realization of ^ g: extending F , and 
denote by F9 and Fn respectively the restrictions of F9 to and to 

r 
f/fti. From the beginning of the proof and from the Proposition 5-4, it fol
lows that there exist two equivalences $ from F onto F9 and $ ' from 
F ' onto F99 such that 

= Q9(d) = d ' H for each deUji*. 

Therefore, there exists a unique equivalence $ from F onto F9 extending 
both $ and This proves that Mg:# is a. ^Y-system of generators 

- If G is a tx ^-realization of j^gft and if G ̂  and G2 are two ^^real
izations of p<J* (resp. of /1CJ ) extending G , then and G 2 admit the 
same restriction G to [/ft«. Since G is a p ̂ ^-realization of u g: # and 
(jLtJt,^g:#) and (jx J , pi g: # ) are /x -Ideas^ 6^ and G2 are equivalent. 
Consequently (pi J , ,ptgft) (resp. (ptj ,^gft) ) is a pi -idea. 

COROLLARY. // VH* is the class associated to a naturalized {{ 7,2}!-
fiber product mapping in H*, two pL^.-realizations F^ and F2 of p g:, 
(resp. of pig:, ) admitting the same restriction to Ugft are equal. 

Indeed, F̂  and F2 admit the same restriction F to f/ftir and the 
preceding proof shows that F^ and F2 are equal to the extension F of 
of F constructed above. 

PROPOSITION 2. 77*e category !? , u 0/morphisms between (u ^ ^ J t ,/x gft> 
structures is isomorphic to the category CSX of quasi-functors correspond
ing to JH ; the category 3" u of morphisms between (pi ^p. g:, pi gft^struc
tures is isomorphic to the category 5" of functors corresponding to 5H. 

PROOF. Suppose F e 3^° and denote by (C* ,($9a) the non associative 

631 
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qua si-category y F) (Proposition 4-3). According to the Corollary of 
the Proposition 1, there exists a unique p ̂ -realization F of fiji ext
ending F , which is constructed in the proof of the Proposition 1. We see 
that F is defined as follows : 

F (u*(u*u)) is the class C* *fC* *C* ) of all couples ( z , ( y9 x)) 
such that (y,x) e C* *C* and z e C. fi(y), 

F((u*u)*u) is the class (C* *C J*C* of all couples ((z , y)9 x) 
such that (z ,y) e C *C and x e a (y). C, 

F(kj ) is the mapping from C *f C *C* ) into C* *C* such that: 
(z,(y,x))-+(z,y.x), 

F(k2 ) is the mapping from f C* *C* J*C* into C *C* such that: 
((&,y)>x)-* (z*y>x), 

F ( g) is the bisection (z9(y9x ).).-+ (( z 9y)9x) from C* *( C *C ) 
ontof C* * C )* C . 

Thus F'(k.(k ..%)) and F(k).F(k^) are respectively the mappings 

(z9(y9x))'-*'(z.y).x and ( z 9( y9x ))-* z .( y. x ) 

from Cr*(C**C) into C. As (H\£9 Uj,) is a neofunctor, we get: 
F(k.(krg))^F(k).F(k1) ; so 

z...Yy-. x)-( z:y). x it ( z 9( y9x))e C* *( C *C* J, 

that is if the two members are defined. So ( C* , /3 , a ) is a quasi-category, 
denoted by y<^.%(F). 
- Conversely, if Z) is a quasi-category, we always have 

D=y$,(F), where F=f^§(D). 
-If $ is the natural transformation <l>e J*13 defined by the triple (F2,r , F ^ 
then $ e , so that (Proposition 3-3 ) 

Vjf($) - (tji(Fo),r(u),t$,(F, ))e 5*. 

As 5"' is a full sub-category of 3" , we conclude that the restriction yg:, 
of y g- # to is an isomorphism onto 3"* . 

- Suppose F €$0 ; we have F e ? ' u and y<$%(F) = ( C*, /3 ,a ) . The Pro
position 5-4 asserts that C is a non associative category; hence C* is a 
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category, denoted by yïf( F ) . If is defined by the triple (F 2 , r , F} ) 
we get 

yg:.(«>) = ((C2,p9a),rJji],(C\,p9a))€ ; 
so (C^ 9T (u )9 C'j ) is an element yy(O) of 3" , and j?j::^>->yg:($) de
fines an isomorphism y<J from . f U onto 3" . 

DEFINITION. (/xji ) (resp. (ptff ) ) is called the idea of a 
quasi-category ( resp. of a category ). A (pi ,pi J t ,pigft )-structure is 
called a (H', H 1, VH')-quasi-category, a (pi e/. ,pi J , pt gft )-structure a 
(IV ,H 1, V H* )-c ate go ry. A morp.iism between (H* ,HL

9 p7//" y-quasi-cat-
egories is called a (H'9HL,VH )-quasi-functor, a morphism between 
(IV ,IIl , VU' ^categories 3, (H", H 1, VII' )-functor. 

We denote by ÏY//' ,HL ,VH*) the category of the (H* ,11L, VU* > 
qua si-functors,, by *J ( H',H L, V H* ) its full sub-category formed by the 
(H\HL, V H' )-functors. Hence F 6 *3r'(H\HL, VH*)0 is a non associa
tive f // , / / f c , F//* J-quasi-category such that, if F is a pî  V-realization of 
pi J , extending F ( there exists such a F according to the Proposition 1), 
then 

F(k).F(k2) = F(k).F(k2).F(g). 

A (H* , IIe

 9 VU' J-category is a (H* ,HL, F//-quasi-category F such 
that, if F denotes a pi ̂ -realization of pi J extending F , we have 

F(k).F(im).F(jm) = F(u) form = l and 2. 

^%(H' ,Hl, VW ) is a full sub-category of 

%«(H\Hl) and of ^*(H\HL

9VH' ) . 

If Rg(H* ) = Hy. HL. H y , then $ (H*, H L, V H* ) is a full sub-category 
of %<(H' ,HL) ; it is always a full sub-category of ^n(H* ,HL, VH' ) . 
The restriction of t t ^ to J'fH* ,HL, VH* ) (resp. to J(H' 9HL

9 VH' ) ) 

is a faithful functor rr^p (resp. 77 g: ) toward /7". 

REM ARK. If F/7 * is the class associated with a naturalized U 7,2il -
fiber product mapping in //* , a(H* ,HL, VH* j-quasi-category (resp. -cat
egory) F may be identified with its restriction to U , where 



C. EHRESMANN 44 

634 

Ue Uç>u\ k, u*u } , 

which determines uniquely F. 

PROPOSITION 3. 3<(H' 9HL

9 VH' ) = J'(L' 9LL

9 Vn H' ) 0 and 

3(H'9HL

9 VH') = 5(L\H9VnH-)09 

where L' = EH' and LL - U ( H' ;H9HL ) . 

PROOF. A (L' 9 LL

 9 Vn H' )-quasi-category is a (H ' 9 H 1

9 VH')-quasi-
functor, according to the Corollary of the Proposition 1-1. Conversely, sup
pose <E> e ^%(H' ,HL

9 VH' ) and denote by (F2,r,F1) the triple defin
ing the natural transformation <ï> . Let F m be a ^- rea l iza t ion of ptji 
extending Fw foi m - 1 and 2, and F m its restriction to . The tri
ple ( F 2<i r , F 2 ) defines a p^.V -realization $ of ^ g: # (proof Proposi
tion 3-3). There exist naturalized fiber products t and t' of 

($(a)9$(b.k)) and (®(a.k)9 9(b)) 
respectively in L such that 

fpHi )4(t) = Ç(F2), (pH

1)4(t')= Ç'(~F2), 

(pH

4)4(t) = ÇfFJ, (pH

4)4(f) = Ç'(F 1), 
H 4 where pn = rc-th projection of # 4 . We have constructed (Proposition 1) 

a p ^ . -realization $ of jr, extending $ such that <f ( $ ) = £ and 
)= i \ As FI = a m ( $ ) is the unique (Corollary Proposition 1) p w .-

realization of fxg:, extending F̂  such that 

çfFii^çfF^ and r r £ ; ; = £ Y V , 

we get F;' = F ; .Similarly F 2 = fi m( ® ) . So (L * ,J> ,£/gr, ) is a natural 
transformation from F, into F 0 , and $ €

 cJ'(L\Ll, VUH' ) c . Using the 
proof of the Proposition 3-3, we find a similar result when 5"' is replaced 
by 3\ 

PROPOSITION 4. ,Hl ,VH' ) and 3(H', H1, VH' ) are saturated 
sub-categories of 3#(H', H1, VH ' ) . 1f S(H 1 ) = H' . H1. H 'y , the categ
ory 5'(H\) = 3'(H',S(Hl), VH') fresp. 5(H\) = 3(H',S(Hl), VH' ) ) 
where VH' is the class of all 111, 2\ Vnaturaliz ed fiber products in H' , 



INTRODUCTION TO STRUCTURED CATEGORIES 45 

635 

is an enlargement of 3<(H' ,Hl, VH' ) (resp. of J(H' 9HL

9 VH' ) ) . 

PROOF. Let 4> e ? ( H' ,HL, VH' ) be an equivalence defined by the tri
ple (F2,r,F1), where F1 e 39(H' , HL, VH' ) 0 . Then <S> extends into a 

pt j . -realization $ of /xji ("proof of the Proposition 3), defined by the 
triple (F2,f9F1). The construction of $ (Proposition 1) shows that # 
is an equivalence. Since Fi is a (H'9 HL

9 VH' )-quasi-category, Fj = 
(H' ,Fl9 JJ'^t) is a neofunctor. It follows that F'2 = (H' 9 F2, U'^is 
also a neofunctor. Hence 

F2tJUH',HL,VH-)0 and $e3<(H-,Hl,VH-)y. 

This proves the first assertion. A similar proof shows that ? (H' 9H L

 9 VH*) 
is a saturated sub-category of ? #f H' 9 H 1, V H * ) . 
- Suppose F e (H'L ) 0 and let F be the neofunctor extending F to £/ ft * . 
As S( HL) - H' . H 1. H' , there exist 

1 y y 7 

J € H'y and y0^Hy such that y. F(i). yl 1 e H 1 . 
Write 

F'(a)= yo.Ffaj.y'1 and F' ( b ) = y0 . F( b ) . y'1 . 
Since F//* contains the class associated with a naturalized { i 1, 2 S ! ~ 
fiber product mapping, there exists 

t = <YFY«;.«j>> (F'(b),v'2))( VH'. 

As y e H'y, y0 e H'y and £0(F)i I'll' , we have (CS Chapter IV ) 

((F'(a), y.FfVj)), (F'(b), y.F(v2)))e VH'. 

So there exists one, and only one, x e Hy such that 

v\. % - y. F(v1 ) and v2. x - y. F(v2). 

Denote by r the surjection 

u -* y9 u0 -* y0 9 u*u -» x 
into H'y . There exists a neofunctor F 1 r = (H\F', £/ft«) such that the 
triple ( F'9r , F ) defines an equivalence §>* . The restriction of 3>1 to £/gft 
is an equivalence <I> defined by the triple 

(FR

9T9F)9 where F9 = (H\F9I9UQJ1). 
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¥e have 
<$>e$*(H' 98(HL)9VH* ) and F' e^(H\HL

9VH* ) , 
because 

F'fiJ^y.FfiJ.yl1

 eHL and £0(F') = t€ VH\ 
It follows from the first part of the proposition that $ belongs to 3"' (H*L ) , 
so that F'e 3*(H\). We have seen in the proof of the proposition 1 that we 
may construct an extension Ff of F' to U*J satisfying the relations 

Ç(F')t VH* and Ç'(Ff)€ VH'. 

Hence F'e ^%{H* , Hl

9 VH * ) . This proves that J 1 (H'c) is an enlarge
ment of 5'(HT 9HL

9VH* ) . 
- If moreover we suppose Fe^(H'L)Q9 we have $ e ?(H* ), according 
to the first part of the proposition; consequently F9 e 31 (H* , H L, V H* ) , 
and 3 / / /* J is an enlargement of $(H' 9 H L

 9 VH* ) . 

COROLLARY. The category î* 1 3 = (ÎK , 9 V%) is an enlargement of 
and ^X3=c}{%9%i

tV%) is an enlargement of 

Indeed, this is the particular case of the Proposition 4 when 

6. THE IDEA OF A GROUPOID. 

Let Uj[%% be the multiplicative graph admitting Uj\n as a sub-mul-

tiplicative graph, stably generated by the class (/j|wU { n^ \ and such that 
v Vnl ~ u a n c ^ k. n j = i. b 

( i .e . Uy^i has two more elements than U^l* , namely n ̂  and i. b ) . 

Let U' be the multiplicative graph stably generated by (/^[ttUf/j , 
• % admitting U J[n and U*<jf as sub-multiplicative graphs, and such that 
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(v2.n1).(v2.n1) = u 
( i .e . ^ = [ / j u U ^ , y ), Uj^uul v 2 . T%1 \ defines a sub-multiplica
tive graph Uy^n of U' % 

% 8 

We again suppose that VH' contains the class associated with a 
naturalized \ \ 19 2\ \-fiber product mapping in H\ 
PROPOSITION 1. Let pg and pftn be the (yj9 y4)-sketches : 

6 6 Q V 
Then (Pg9p.Jl*) is a pL

H

V.4dea aid (pg9p\^) is a pL

H

V. -idea. 

PROOF. Write Ag = \ (u, (v 2. n 19 v 2* n2 ))} and let U* be the multipli
cative graph such that, with the notations of the Proposition 1-5 : 

A(U£) = A(Ug)-(AguAcf). 

Pg is defined by the 2 , y 4 )-sketch pg = ( Ug, (\ i !,{ & }) ) and the 
class A u A cj of axioms. Suppose that F* - (H" 9£'9 Ufa* ) is a p ^V-

realization of p. Jin . Since F - (H' L9 Uj[* ) is a ^^-realization of 
jLt there exists, according to the Proposition 1-5, a . -realization F 
of ^ *jp extending F . It is clear that ¿7̂  is the fiber sum in Jl' of 

((Uyln,c9Uyi9)9(U^9t9Uf[9)). 

The neofunctors F and Ff admit F as restriction to Uj[m ; so there ex-
. • i 

ists a unique neofunctor F =(H 9F9U ) extending both F and Ff. Let 
F ' be another p L

H

V. -realization of extending F ' . The Proposition 1-5 
o 

asserts that there exists an equivalence 
l> from F onto F* - (H* rE't, ) 

It follows that there is an equivalence $ from F onto F ' extending 3> 
and such that 

$(d) = F(d)B' for each del/ft*. 

Hence ftyftt is a fx -system of generators of 

- Let F be a -realization of /i. and suppose that F^ and F2 are 
two fx, ^.-realizations of pg extending F . Since 
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F1 = (H' ,~F 1L,U^) and F2' = (H',I2i,U'ft.) 

admit the same restriction to Uj[v , there exists a unique neofunctor 

(H\~F* ,U*) extending both FJ and FJ. It is clear that F # = (H\F*9 U^J 

is also a neofunctor, because F^ and F2 are neofunctors from Ug . We are 
going to show that F" ~ F^ . We write / = v2* nj and 

F^dJ^d9, Fn(d) = d* for each rf6 £/ . 
o 

By hypothesis, d9 = d99 if d e U ft* . We have 
a'./" = a\ t^.^'i = a ' i ' . ^ i = a'.i'.b'= b' 

and 
6\ /* = a9. /*./* = a9 ; 

similarly, 

a9J9 = b9 and b9.I' = a9. 

Fi ) being a naturalized fiber product in H , from the relation 

<*'./"= 6'= b9.i9.b9 = b'.k'.n'j 

it follows that there exists a unique /e // satisfying 

w'.f=I' and w9.f = n'r 

The element k9. f has the properties : 

v9k9f=w9f=I"9 v9k9f = k9.w9f=k9.n9 =i9.b9. 
1 1 J 1 J 2 1 J 2 3 1 

Using the left regularity of ft>|, t>y , we get . / = . . /" for 
v j . i ] . / ] . / " = I9 and v^.i9

1.jt

1.Im = ir.at.Im=:r. 6'. 

So A'. k'1.f=k'J1

9.j,

r /" = /". Now we calculate A'.Aj. g'. /.We obtain 
v}.kz.g:f=k:w'3.gr.f, 

2 2 6 J 4 b 2 2s 21 2 2 J2 
From the equalities 

and 

we deduce w;̂ . g \ / = ra*./*. Hence 
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v\.kf

2. g9.f=k9.w£.g9.f=k9..nf.I9 = i'.h'A" =i\b*.r= v\.i'2.j9

2.r, 

so that 
* | . g ' . / = i'2.j'2J' and k\k'2.gf.{ = k'.ï2.j9

2.l' = T. 

Since we have k9. k9^ = kk9^ g9, we get 

r = k,.kl.f=k9.k9

2.g9.f=l9. 

Furthermore n9^ — n* , because 

t^.Tij =u9=v9

rn99

1 and v'2.n9

1 = /' = /*• = v9

2. n J . 

As f / ju fn^ , / ! stably generates £/g , the neofunctors F^ and F " are 
equal. Thus the neofunctors F^ and F2 admit the same restriction to Ujin 

and, (/z~, (iJi* ) being a /x#V-Idea, F 2 and F 2 are equivalent. Conse-

quently, (/xg,/xgft ) is a ^Y- idea. 

COROLLARY. There exists a bijection r from the class of ([i^Yri3lM) 
structures onto the class of (/x, ¡1^, y gft^structures. 

PROOF. If F ' is a (pt^Vfptffx^ii)-structure, denote by r(F') the neo-

functor (H* ,F9L,U*(dy[) ; then r(F9) is a (pt #V, ptg, /x gft )-structure. 

- Conversely, suppose that F is a (fz^Y ,pig,/xgft/-structure and denote 
by F a ¡1 ^-realization of fig extending F , by F ' its restriction to 
Uj[n . Thus F ' is a (ixj^,xx„»/xft w )-structure, and we have F - r(F9) . 

The last part of the proof of the Proposition 1 shows that F9 does not de
pend on the particular extension F chosen. So r; F'-> r(F9) is a bijec
tion. 

PROPOSITION 2. The category 3*̂  of morphisms between (\^L^ » ĵ g> ̂  §51̂ " 
structures is isomorphic to the full sub-category 3*̂  0/ 3" units of 
which are the groupoids C* £ ? 0 • 

PROOF. Suppose F e 3" 0̂ and denote by F a pt ^-realization of ¡1^ ext
ending F . Since r e 3"u, it follows from the Proposition 2-5 that 

f$(r) = (r(u),r(k)) 
A 

is a category C* . Write / ' = V( v2.n7). As 
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rfviJ.rfmJ^rfu) and r(k).r(ni) = ffi.b)9 

we have, for each x e C : 

t(ni)(x) = (x,l'(x))€C*C and x.I'(x) = |8 (* j . 
1 So V(x) is a right inverse of x in C" . From the relation /''. / ' -Y( u) , 

we get x — I'(I f( x ) ) 9 which means that x is also a right inverse of V(x) . 
Hence x is the inverse of l'(x) in C , and C is a grolipoid. 
- Conversely suppose C e 3" 0 and let Y be a p (^-realization of p'f ext
ending r = f )• Then r e J 0 , for we construct an extension F = 

* . A - # 

(Ml,r,£/^j of r such that r^ra ̂  be the mapping 

x-*-(x9x'^) from C into C# * C* • 

It follows that the restriction of y f to J u is an isomorphism y onto 5" 

DEFINITION. (/i^,/Zg^)is called i^e idea of a groupoid. A (p^V.,pg,pg^) 

structure is called a f/T , / / L

 9 VH* )-groupoid. 
We denote by J J E' ,H L

 9 V H* ) the category of morphisms between 
(H\HL

9 VH* )-groupoids. It.is a full sub-category of J(H\HL

9 VH\). A 
(H* ,HL

9 VH' J-groupoid is 2L(H' 9HL

9 VH° J-category F such that F ext
ends in a neofunctor F* = (H* , JFS ¿ 7 « ) satisfying the condition 

F(v2).F'(n1).F(v2).F>(n1) = F r^ ; . 
In fact, we will show (Proposition 5 ) that this last condition is implied 
by the preceding ones. 

PROPOSITION 3. 5^(H\Hl, VH') is a saturated sub-category of the 

category f(H' ,Hl, V H') . If Sf H1) = H' .Hl. H'y , the category 

V f f t ; = ,S(Hl),VH' y 
where VH* is the class of all naturalized \ \ 1, 2\\mfiber products in H 
is an enlargement of ^^(H , HL, VH' ) . 
PROOF. Let $ e 5(H* , HL

 9 V H* ) • be the natural transformation defined 
by the triple (F2>T , F j such that F ; be a (H* 9HL

9 VH* )-groupoid. De
note by F2 a p -realization of pg extending Fj , by F^ its restriction 
to Uhm . There exists a neofunctor F~ = (H* 9F2, Uj[« ) extending F2 
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such that the triple (F2 , r , F^ ) define an equivalence. If we put 

hf = r (u), h=r(u*u), nt

1=F1(n1)9

 V

2

ZZF1(V

2)^ 

we get 
v'2.n\.v*2.nl = h'.v'2.hml .h.nl.h'-1 .h'.v^.h'1 .h.n'j.h"1 = 

h'.v'2.n'v v^.n^h'"1 = F2(u) = F2 (u). 

This implies F2 e^^(H',H L , V W ) a . 
- Suppose S(Hl) = Hy.HL.H'y and Fe 5 (H't)o ; as 5(Hl) is an en
largement of J(H* ,HL, VH' ) (Proposition 4-5), there exists an equival
ence $ from F onto F* e^(H' 9HL

9VH' J 0 . Since Ï (#* ) is saturated 
in^{H\), we get f î (ffjj, from which we deduce FF6 H'9 H L

9V H'). 
Hence ^ ( ^ | ) is an enlargement of 3^/ZZ# , # L

9 VH' ) . 

COROLLARY. Î U = (JR.ÎR*, V%) is an enlargement of 3 r U . 

PROPOSITION 4. ^^(H\HL

9 VH' ) = 3 ^ f L \ L S VUH' ) 0 , 9 where 

L' = B/T and L 4 = U(H';H9HL). 

PROOF. As (/^figft) is a pij^. -idea (Proposition 1), it results from 
the Corollary of the Proposition 1-1 that a (L* , L L

9 VnH' J-groupoid is an 
element of 3r (H' 9HL

9 VH'). Conversely, suppose that $ e î ffl', ff S F/Tj 
of 

is the natural transformation defined by the triple (F2>r , F^ ) . Denote by 
Fm , for m — I and 2 , a pt -realization of pig extending F m . According 
to the Proposition 4-5, there exists a pi £

L . -realization 0 of pi<jf# extend
ing 3? , defined by a triple ( F2 ,f 9 F ̂ ) where 

The elements 

/= T (u*u) ,F1(n1) and f2=F2(n1).r(u) 

satisfy the relations 

F2(v1).f =T(U).F1(V1).F1 (n1)=r(u)=F2(v1).f2, 

F2(k). ft = T(U). FJ (k).F1(n1) = rfu). FJ (i. b) = 

F2(i.b).r(u) = F2(k).f2. 
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It results from the following lemma that f j - f 2 . Hence the triple (F2> r , Fj) 
defines a natural transformation $ extending 3> , since Ug is stably gene
rated by U y u! rij \ . So h is a p -realization of pg extending $ , 
and $ is a(L* 9LL,VDH' >groupoid. 

1 LEMMA. Suppose F € $ (H\H L, V H' ) 0 and fme F(u*u ) . H for m ~ 1 
and 2. If 

Ffvl).fi=F(v1).f2 and FfkJ.f^ F(k).f2, 
then f 1 = /2> 

P ROOF. Denote by F the unique extension of F to Ufin (Corollary of 

the Proposition 1). We write d9 instead of F(d)9 when de U Jl** . AS 
%(F)e VH and * 

a9.r.v'f=a9.v9n9v9.f = a9, k9. n\. v9 f = 
1 3 m 2 1 1 Jm 1 1 J m 

a'.i9. b9.v\.f = 6\t;' / = 6'. A'./ , 
1 1 m 1 J m J m 

where / ' = v9.n9, there exists one and only one t e H such that 
2 1 J m 

w9 t ~l9.v\.f and w't -f . 
1 m 1 J m 2 m 5 m 

W?e deduce k^. t ^ = k9^. t from the relations 

v[.k9

v t1 = 11; ^ = / ' . v j . / • / = / ' . v9

rf2 = v9

rk9

rt2, 

v^k;a1 = k9.wr.t1 = k9.f1=k9.f2 = v9.k9

1.t2. 
Hence 

k\k9

rg9.t1 = k9.k9

1.t1 = k9.k9

rt2 = k9.k9

2.g9.t2. 

We are going to prove the equality 
v ' / =k9.k9g9.t , 

2 }m 2 b m9 

from which will result v^. = v*2' ¡2' AND SO ^1 ~ f2 because / , v2) 
is left regular. Indeed, we find . g'. tm = n^ . / ' . t>J . / m , for 

v'rw'y g \ tm = w9

r tm = V J . . 4 = t;'r n' r / \ 

^ . «,5. g \ tm=v\. w9

2. tm = v\. fm = /'. /'. v\.fm = v>2. n\ . I\ v\. fm. 

Using the relations 

v'1.k'2.g'.tm=k'.u>'3.g'.tm=k'.n'1.I'.v'rfm = 
642 
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i'.b'.I'.vi.f =i'.a'.v'f =i'.b'.v'f , 
1 1 m I 'm 2 J m9 

v2-krS'-tm =w'4-S'-tm = v'2.w'2.tm =v'2.fm, 
we get k'2.g'-tm =i'2.j2.v2\fm, since 

v'ri2.j2.v2.fm=i'.b>.v;.fm and v2.i'2.r2.v'2.fm = v'2.fm. 
It follows 

k'.k'2.g'.tm=k'.i'2.r2.v'zfm =v'2.fm, 

which was to be proved. 

COROLLARY. There exists an isomorphism f from the category 

fig, ) 
of mo rp hi sms between ([xtf. fij\n )-s true tures onto 3"" (H*9HL,VH°), 

5 % 
PROOF. The surjection 

® ^ (BH* ,$t,UQJi), where $ e K([iL

H

V. g , j txJx„) 
defines a functor r from K( 
r($) = where $ and $ are defined respectively by the triples: 

(F2,T , F2 j and ('F^TTF^ 

we have, according to the Corollary of the Proposition 1, 

F2 =~F2 and F1=~F1 ; 

U*QJ7 being a sub-multiplicative graph of Uyin admitting the same units, 

we get r = r .So $ = 3> , and r is injective. 
If e J (H' ,HL, VW ) 9 the Proposition 4 asserts that is a f L * , 

n f u D 

L S F // * J-groupoid, i.e. there exists a ft ^. -realization $ of fig ext-

ending and 5> = f B H', t , Ujin ) is a ( ft L . , ft ,ft ft* )-structure. 
Using the Corollary of the Proposition 1-1, we find 

$ f K ( / / . ,ftff,ftJl«) and = 

This shows that f is an isomorphism onto H' 9 H L

 9 VH' ) , 

Denote by U° the multiplicative graph such that o 
A(U°g) = A(U'g) * Ag9 where Ag ={(u9(v2.nl9 v2.n1))\. 
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PROPOSITION 5. 3^(7/* ,HL

, VH' ) is isomorphic to the category 

K(p
l

H

v

. , p°,fiyi«) 
5 % 

of morphisms between (p ,p°, fzftu )structures, where 

PROOF. It follows from the Proposition 1 that p ° is defined by p
 1 and 

the class ,4 g:w of axioms and that pt is p
 L

HK generated by pj\" . There

fore (pt^,pift« ) is a pt Idea.  Suppose F f K(pt L

H

V. , pt|,pift„ )o . Then 

F is a neofunctor ( H* , F, Uftn ) which extends into a p
 L

HK  realization 

F of p°g. We are going to show that £. defines a p C

H

V

. realization of pg , 
i. e. that 

F(v2).F(ni).F(v2).F(ni) = F(u). 

Though a straightforward calculation would lead to this result, it will be 
easier to give another kind of proof. Denote by u

9 the element F(u), by 
p *, the functor from H* toward Jfi such that r u 

p *, ( e )  e. H . u' if e e H'o , 

p*.(h) = (f3(h).H.u
9

,h,a(h ).H.u
f

), where h(k )  h.k, if h e H. 

This functor is compatible with finite fiber products ; if V denotes the class 
of all naturalized U 1,2} \fiber products in % , and if pt = (Jfi, (311*, V)) , 
the triple (pt ,£ *,, p t ) is a homomorphism between (Xj*'X4)sketches. 
Since (pt , ptft « ) is a ptIdea, the Proposition 21 proves that G = p * . F 

is a ( p,p°g,p ft ti )structure. Consequently G' = (Jd, G t, U gft J is a 

(Jfi, (5H% F ))category. It follows from the Proposition 45 that there exists 
an equivalence *^y* G9 which is defined by a triple 

(G\,T,G
9

) such that r ( u ) = u9. // . u9 e №0 . 

Since £/ftn is stably generated by Ugftu{ ! , the equivalence <f>f may 
be extended into an equivalence defined by the triple (G p r , G) , where 

G ^ = (% , Uft ) and G1( n  r ( u*u ) . G(n 1). 
We have 
/' = G1(v2).G1(n1) = G(V2).T (u*u)

ml

.r (u*u). G(nt) = G(v2). G(nt). 

1 
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Denote by C* the cate tory y^( G1 ) ( Proposition 2-5 ) ; then C = uf. U. u' * 
Suppose x € C We see as in the proof of the Proposition 2 that % admits 
I'(x) as a right inverse. A category in which each morphism admits a 
right inverse is a groupoid (CS Chapter I. Proposition 7). If C* is a 
groupoid, V(x) is the inverse f x in C* , and we have 

V(V(x)) = x for each xe C. 
From the relation 

l'=G(v2).G(n1)=p*,.F(v2).pl..F(n1)t 

we deduce / '(x) - F(v2)• F(r, t). x and 

x= !'(!'(x)) = F(v2).F(n j . F(v2). Ffn^.x. 

Replacing x by the particular element u* e C in the last equality, we get 

u' = Ffv^.Ffn^.Ffv^.Ffn^. 

Hence F is a (pi ¿„K , pt , pift * )-structure. - Conversely a (pz l

H

V. ,pi »/¿Jfti) 

structure is also a (pt ̂  , pt̂  ,ptft « )-structure. So 

^ V t f ^ g ' ^ ) = H(p^ ¿/. 5^|,pxft„) 

and the proposition follows from the Corollary of the Proposition 4. 

COROLLARY. (px^,pigft) ¿s a y,L

H

V.-idea and H', U 1, VU* ) is also 
the category of morphisms between (pi, pi|. , )m Structures' 

PROOF. Let F ; and F 2 be two pt ^ -realizations of pi| extending F = 
f # \ F , £ / Q f t ) . Then F^ = (H* ,£m, Ufi» ) , for /TI = 2 and 2, is a 
(pi ^ . ,pi ° ,pi ftii )-structure. According to the Proposition 5» Em defines 

a pi-realization of pig. Hence F is a (U*> U1

 f VU * J-groupoid. As 
(pig, i^gJx) *s a "*^ea (Proposition 1), Fi and F^ are equival
ent, i.e. (f^g'FgJl) *s a fi/z^-idea. - Since F is a (pi L

H

V. ,pi|,pigft)-
structure if, and only if, F is a(H* ,HL, F# >groupoid, ? (U\UL, VH*) 
is identical to the category of morphisms between (pi L

H

V. » pi ̂  ,.pt gft)-struc
tures. 
REMARK. The last assertion of the Proposition 1 (resp, the lemma of the 
Proposition 3) could also be proved by a method similar to the one given 
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for the Proposition 5, using the functor p*, as well as the known result: 
each element of a category admits at most one inverse (resp. of a groupoid 
is left regular). 

7. DUALITY ; PRODUCTS. 

Suppose that H* is with finite fiber products and that VH* con
tains the class associated with a naturalized {{ 1, 2li-fiber product map
ping. Let K by any of the symbols 3" # , 5"" , S""1 , CJ or 3* ,̂ 

PROPOSITION 1. There exists an isomorphism S from Tl%1(H' 9HL) onto 
itself, applying onto itself the full sub-category *K%(H\Hl) (resp. sub" 
category K(H'9HL

9VH' ) , if 

((h'lyh1),(h^>h2))€ VH* implies (:(h'2,h2).9{h9

19h t)) e VH\ ) 

PROOF. The surjection 

d -> d if d'= u9 UQ , u*u 9 i or k, 
a ^ b9 b -* a9 Vj~*v29 v2~+ v j , 

defines an isomorphism A of (/g<^ onto itself. This isomorphism extends 
into an isomorphism &J[« °f ĴX« onto itself, and also into an isomor
phism A ̂  of f/̂ t onto itself such that 

&Ji<(i1) = i 2 , &Ji<(i2) = i1, &Ji'(j1) = j2> ^Tl^h^Jr 
Suppose F = (H* 9E,Ulgft)€ Jl m(H'9H 1 ) 0 and write F* = F. A.. If F is 
a p-realization of pJl* (resp. of pj[i ) extending F , the neofunctor 
F.Aj|„ (resp. F.Ay^, ) is a p1^. -realization F* of py^n (resp. of p^t) 
extending F*. Hence 

F*eTi«(H' 9HL)0 (resp. F* e Jl' (H', H1 )0 ) . 

If $ e Tl*(H*9 HL) is the natural transformation defined by the triple 
( F J 3 r , F J ? the triple (F*,r9F*) also defines a natural transformation 
§>*€ 7ln (H'9 HL ) . By mapping $ onto we get an isomorphism 8 from 
5l"(ff#

 9HC) onto itself, which maps TK'fH^H1) onto Tlf(H'9HL)9 and 
such that S-d-Tl'fH* 9HL). 
- Suppose that F//* satisfies the symmetry relation listed in the proposi
tion, ^e replace (H* , H1

9V H* ) by (-) to simplify the notations. It is 
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clear that 
sO*.:-)) = :?*(-) and a(3 r«(-))-3 r ' i(-). 

Suppose Fe 3 r ,(-) 0 and denote by F a p -realization of p<^% extend
ing F ; the element F( d) will be written d', for each d e U . The proof 
of the Proposition 1-5 shows tha1; g9 is invertible in H' and that we cons
truct a pL^. -realization F* of /i J f extending F* if we put: 

= w>4, F*(w2) = w'3, F*(w4) = w>19 F*(w3) = w>2> 

F*(.k1) = k'2, F*(k2j=k\9 

F*(g) = g'-l. 

Thus F*e 5•(-)<>, and S ( f •(-)) = S"1 ( - ) . If moreover F £ 3r (-) 0 and if 
F is a -realization of p<^ extending F , there exists a unique ^ 
realization F* of ^tj extending both F* and f//*, F t, t ) . A J|» . So 

F*£ 3:<-)0 and 8 (5 ( - ) ) = 3 r(-). 

- Finally, suppose Fe 3 ^ ( - ) 0 , and let F be a jLt -realization of jit̂  ext
ending F . Write 

n\=~F(ni)9 I9 = '}(v2.n1)9 n\ = n\.l*. 
We get 

F*(vJ.n« =v'n'r = I*.r = uf

9 

1 1 z 1 

F*(k).n? = k9.n\.l9 = i9. b'.I* = i9. a* = i \ F*f6; . 
Hence we extend F* in a neofunctor F9* = f //* Ujl* ) » if we put 

F9*(n^) = 72 J . By definition of |Lt̂  , there exists a unique fx -realiza
tion F* of /[/0 extending both F '* and F* . .According to the Proposition 
5-<S, F* defines a fi ^ -realization of fig . ~We conclude that F* is a 
(H',Hl, VH" >groupoid. Therefore 8 (?„(-)) = J_ (-) . 

COROLLARY l.IfVH* is the class associated with a naturalized {{ 19 2ll* 
fiber product mapping u in H9 there exists a canonical isomorphism 
from <5*(H* 9HL

 9VH* ) onto itself which maps K(H°, H L

9 VH%) onto itself. 

PROOF. Suppose h1 e H9 A2 e fS(h1).H9 and write 
l>(h19h2)^((hl9h\),(h2fh'2))9 v{h2,h1)=((h2,h»1)9(h1,hp). 
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Since v(h2,h j) and ((h2, h'2), (h^ , h'j)) are both naturalized fiber pro
ducts of (h2,h1)i there exists one, and only one, x c Hy , denoted by 
%

v (ni > h sucn that 
h *2 - h *. x and h ^ = h". x 

We replace (H\HL

9VH') by (-) and (H', H1 ,V H* ) by ( =) where 
F//* is the class of all naturalized H 19 2\ S-fiber products in H* .Suppose 
F e ? # ( - ) 0 ; we have F e 3 r # (=) 0 and, VH' satisfying the symmetry con
dition of the Proposition 1, F* = 8(F) e —'-.)• There exists an equival
ence $ F defined by the triple (F* , r , F*) such that 

r (u) - u9 r (u0) = u0 , 
T(u*u) = xv(F(a)9F(b)j. 

F* extending into a neofunctor from £/ft« , the same is true for F* , so 
that F* eyi«(H\Hc). As 

€o(F$)=\0(F(b)9F(a))€ VH\ 

we get F* e S^X-). The surjection 

d> - i>F,CD§($)tEO*F

i , if 4>£ F ' . J ' M . j F , 

defines an isomorphism §- from 3 r # ( - ) onto itself. 
- If F e K (-) 0 , we have F*e K (=)o according to the Proposition 1. As 
K( = ) is a saturated sub-category of J*( •=) (Propositions 4-5 and 4-6), 
we find 

$ F £JC(=) and F*'eK(=)n3 : '*(.) = K( - ) . 
It follows S- (K(- ) ) = K ( - ) . 

COROLLARY 2. FAe isomorphism pv relative to (%9%L

9 V) defined in 
the Corollary 1 maps V onto F* , where yftn(F) is a non associative 
quasi-category ( C* , /3 , a J arcJ yJX»(R*) ¿¿5 cfoaZ f C*,a,|3 J. 

Indeed, if r=.'$ji9,(C'-,p9aJ., the bi)ection xy{T(a)9T(b)) 

defined in the Corollary 1 is the bijection 

(m9m9) -* (m1

9m ) from aV/3 = C**.C* onto /3 V a = C**C* , 

so that F*fk) is the law of composition of C* : 
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(m*, m ) -> m. m* if, and only if, a(m ) - /3 (mf ) . 

DEFINITION. If VH* is the class associated with the naturalized \ \l, 2ÎÎ-
fiber product mapping v , and if F is a non associative (H*, H6, VH ) -
quasi-category, the non associative (H* , H L, F//" J-quasi-category 8 — ( F ) 
constructed in the Corollary 1 of the Proposition 1 is called the v-dual 
of F. 

Let be the full sub-category of the category l*X4) °^ homo-
morphisms between (x j , X4 )-sketches the units of which are the (Xl9X^ 
sketches 

Vl

H

v. = (H~ , (HL, VH')), 

such that H* is a category with finite fiber products, HL a class of mono-
morphisms of H* , and VH' a class of naturalized H 1, 2S I-fiber products 
in H containing the class associated to a naturalized {1 7, 2Î S-fiber pro-
duct mapping. In particular, the sub-category of ,f formed by the functors 
p € CJ compatible with the monomorphisms and with finite fiber products is 
isomorphic to the full sub-category of the units of which are the (XX»)Q) 
sketches (H* , (R (H' ) , VH' )) , where VH' is the class of all natural-
ized \\ I , 21 !-fiber products in H* . 

For each p . e §C , we have constructed in the preceding sections 
categories 

K(pL

H

v. ) = K(H\Hl, VH9 ) , 

where K is again one of the symbols 3""" , , 3*̂  . Let 3" be the 
category of functors associated with the universe 5K0 . It results from the 
Proposition 2-1 that there exists a functor K from toward 5" such that 
K{p L

H

V,. ,£, p ) be the functor 

*'-> B(Hr ,£9H* ).Q 

from K(jLt^) toward K(p l

HY. ) . 

According to the Propositions 4-5 and 4-6, the functors K so def
ined satisfy the relations 
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where means that K' is a sub-functor of K and that K% (p #K ) is 
a full saturated sub-category of K(p L

HK ) for each pL

H

V. € §|. 

PROPOSITION 2. ¿5 a category with %0-products and K is a functor 
compatible with products. 

PROOF. Suppose M e%Q and, for each m e M, 

„ = f/T ,(HL ,VH' ))e&i. 
Write 

/T = n /T and # l = n Hl . 
mfAÎ m m £ M 

We denote by VH* the class of all families 

(((hrï)m€M y (vl )m€M )> ((h™ )meM > (v2 ^m€M )) 
such that 

((h™,v™), (h™, v™ ))e VH'm for each m eM. 

We know (CS Chapter IV, Proposition 33) that VH is a class of natural
ized \\ 1,2] \-fiber products in H . Hence 

fiL

H

v. = (H',(Hl, VH'))ts[. 

Since is a sub-category of the category a* ) induced from 5" by 
the mapping o%:pL

H

V.-»H* (CS Chapter IV, Definition 13 ), it follows 
(CS Chapter IV, Corollary 1, Proposition 39) that p^X is the product of 
(pm )mey[ in §^ » the m -th projection being 

V H 

^ « ' f m . ' P / / - >. where Pm = (H^,pm

m, H ' ) 
is the m -th projection of //" onto Z/^ . 
- Suppose Fm e K(^xm) 0 for each m e M. The surjection x ~* (Fm(x)])me M 
if %6 Udefines the neofunctor F = [ F ^ ] m f A 1 toward ZZ* , and Fm -
Pm*F. If Fm is a /Lt -realization of ptj( extending F^ ( if K = 3^, we 
write ptg: = p. and £/*<j: = f/̂  ), the neofunctor [Fm]meM is a pt^-real-

ization of extending F ; so FeK(/x £^, ) . Conversely, any F'e K(j^Y)0 

is of the form 
F ' = [ p r a . F ' ] m f A ( ) where P m . F ' , K ( M m ) . 

Let ç be the isomorphism from II (B H* ) onto B ^* such that 
me M 
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a

((hm> fm> fm>hm))m€M ~ ((' h'm)m€ M , (fm^m€M > ( fm >W M > ( h
m )m€ M ^ 

It$meK{[im) formed, then 

$ = q№m]m€M £ K(/z^Y ) and ®m = B p , J . 

S ° ^ ( B p , . % , where * f K ( , £ ^ V ) , 

defines an isomorphism from K(^t^V) onto 11 7f\(pm ). Therefore K((0t̂ V) 

is a product of (K( jnm ) ) m 6 ^ *n » so that ^ * s a functor compatible with 
!)H0 products. 

PROPOSITION 3. Suppose p = p e . // 11 ¿5 a iM \product functor 
in H' such that XI ((hm ) m M ) e H 1 when hm e H 1 for each m e M, then 
K{p) is a category with \ M \products. 

PROOF. Denote by n a naturalized {MSproduct mapping in H' corres

ponding to the ! M iproduct functor 11 from ( H% ) ^ toward H . In the proof 
of the Proposition 2, we have constructed a product 

p
M =ff/T )

M

, ((H
L

)
M

,V(H')
M )) 

of (p)meM in S^. For this product, we have U.
4 f V (H' ) M ) C V H\ so 

5 = (p\U ,p
M

) e S?, where fi=(H\(H
l

,VH')) 
and VH' is the class of all naturalized {{ 1, 2Ufiber products in H' . 
 Suppose Fm e K(p)0 for each m e M. In the horizontal category of nat

ural transformations 9̂ (H' , U gy^
 m , the family (Fm)m€M admits as a 

product the parallel product ( CS Appendix II) Fm = 11. [ Fm ]m£ M . We 

put F = X F ; the mth projection of F onto F w is the natural trans

formation $>m defined by the triple ( Fm , rm , F), where r m is the surjec

tion i [ fm ]meM which maps u e f # gft )0 onto pm , if 
n

((Fm(u))meM ) = ((pm )me m , F(u)). 

According to the Proposition 2, [Fm ]m(M e K ( M ) and 

F = K ( n ) ( t F j m e M ) e K ( ^ ) . 

Hence (($m)m€M > F) is a naturalized product in K(p). The proofs of 
the Propositions 45 and 46 imply that K(p ) is an enlargement of K(^t), 

1 
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So there exists an equivalence <1> from a F'eK (p) 0 onto F . It results 
that ((<S>m ffl ®)meM , Ff) is a naturalized product in K(p) of (Fm)m£M. 

Consequently K(px) is a category with { Mi-products. 

We are not going to develop here the general theory of (W, H L, VH%) 
categories. Instead, we will show in the next sections how the notion of a 
(H* , HL, VH* J-category compares with the notion of a structured category 
on one hand, with the notion of a structure of category on a unit of H* 
( in the meaning of [4] ) on the other hand. 

1 8. STRUCTURED CATEGORIES. 

Suppose that q is a faithful functor (K* ,H' ) . 

PROPOSITION 1./ / F is a pL

H

R.-realization of ptgj| and if 

q.F en»(K',Rg(K' )), 

then F eTl«(H\HL). If qiV = (pL

K

V. , q, pL

H

V. ) e & and if F is a pL

H

V. -
realization of fx gJX9 we nave Fe^ip1^.) if and only if q. F e K(ptj^V), 
where K = J*, J " , J ' o r ? . 

PROOF. We will use the following lemma: 

L EMM A. Suppose q - ( pf', q, pf) e %% (t), where o( t)(q ) is the faithful 
functor q (notations of the Section 1). Let p be a t-sketch defined by 
pl and a class A of axioms. If pl is p'-generated and p" -generated by 
p 1 > a p'-realization G of p} is a (pf,p , p ^structure if, and only if, 
q.G is a (p" ,p ,p 1 )-structure. 

(Indeed, the condition is necessary. If it is satisfied, there exists a 
p '-realization G* of pX extending G. Since q. Gr is a p n-realization of 
p1 extending q.G, the surjection qG' defines a p '* -realization G91 of 
p . For each (z ,(y, x)) e A , the elements G9 (z ) and G9(y). G9(x) are 
equal, for they have the same right and left units and they are mapped by 
q onto G 99 (z ) = Gn(y). G9(x) . So £ ' defines a pf -realization of p ext
ending G , and G is a (p*, p,pj )-structure. ) 
- W;e have 

( ,x ' , i ,MH*)eS , (Xj .X 4 ) . where ft" = (K', ( K, KxK ) ) . 
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1 

Let F be a pL

H

R.-realization of ^xg}| such that q. F e îl* (K\ Rg(K' )) < 
Then g. F is also a (/z'%fxjp j^gJl )-structure. Since pj[n is defined by 

and A Jin (Proposition 1-3), it follows from the lemma that 

Feft*(H\HL). 

- Suppose q1^ e and denote by F a p-realization of p(^% such that 
q. FcMiifi) . We have just seen that F e lfl« ( H\ H L) ; hence Ft 5* (41$). 
If K = , 5» or .f , we know (Propositions 3-4 and 1-5) that pj^ is de
fined by ^ |̂  and a class of axioms, where p^Ç is xx -generated and 
p -generated by //c^#. Therefore the lemma asserts that FeK(xzj^Y ) . 

Since 9 is faithful, a neofunctor F from a multiplicative graph U ' 
toward //" is uniquely determined by the couple (q.F,F0 ) , where F0 is 
the restriction of F to U 0 . Suppose moreover that q — (' K* , , H y ) is 
right faithful («bien fidèle», CS Chapter II, Definition 3). Denote again 
by K one of the functors ff, 5 * , 5 ' , J" or «f (Section 7 ) . 

PROPOSITION 2. Suppose F e 3?0 , F f £ £ 0 cmd g. F := g. F' ; then F = F' 
m eacfi of the following cases; 

1) F(u) = FY"J wAen £ = §(H\HL), or when 

2; Fftt ) = F'(u) and F(u*u) = FY"* "J, wAera 

£=3l<7/'> or l = (H\HL), 

3) F(u*u) = Ff(u*u) when 

£ = Tl'(H',Hl) and q.F €%'(K9 ,R„(K' )). 
o 

PROOF. 1) Suppose F(u) = F'(u) . - If H = §(H* ,HL ) 9 the elements 
F^i^ and F'(i) are two g-monomorphisms, since they admit F(a) and 
F*(a) as left inverses (CS Chapter III, Proposition 1); being right 
faithful, from the relations 

P(F(i))=F(u) = F'(u) = p(F'(i)) and q(F(i)) = q(F'(i)) 
it follows (CS Chapter III, Corollary 2, Theorem 1) F(i) = F'(i). Hence 
F(u0 ) = F Y% J and, g being faithful, F = F'. - If 
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qlV<tf and £ =K(^H

V.), 

the preceding proof shows that F and F' have the same restriction to t/"g . 
As^0(F) and £0(F') are two naturalized fiber products of (F(a), Ff.6 
such that 

q4^o(F))= to(q-F) = £0(q. F') = q4UJF')) 
be a naturalized fiber product of ( q, F ( a), q. F ( b ) ) in K' , we deduce 
£o(F) = £0 (F') from the assumption that g is right faithful (CS Chap
ter IV, Proposition 28). So F(u*u) - F'(u*u) and F = F \ 

2) Suppose FfaJ = FY"/ and F(u*u) = F'(u*u). - If £ =J[(H' ) , 
then F = F', because a and are the unique units of Uj\ . - If £ = 
Jl" (H ,HL), from the beginning of the proof it results that F and F* have 
the same restriction to U g . The restrictions of F and F' to Ufa belong
ing to 

3 l f# ' / , they are also equal. So F = F'. 
3) Suppose £ = 11'fH' ,HCJ, 

F(u*u)= F'(u*u) and q. FeJl'fK' ,R„(K' )). 
f e denote by F and F' a pt -realization of , extending F and F' 
respectively. Since g. F and q. F* are extensions of q.F to ¿7 , , we 
have seen in the proof of the Proposition 1-4 that there exists an equival
ence $ from q, F onto q.F* such that 

®(d) - q.F(d)B for each deU^*. 

As a (im. j m ) = u and /3 (im. j m ) - u*u, it follows that 

The elements F(im.j) and F1 (im. jm) admitting respectively F(k) 
and F'(k) as left inverses, they are two q-monomorphisms with the same 
target F(u*u) and the same image by q . Therefore (CS Chapter III, Co
rollary 2, Theorem 1 ) they are equal, i.e. F(u)= F'(u) . Using the second 
part of the proof, we conclude that F == F \ 

COROLLARY. Suppose that F and F' are elements of }{(IT >Wi H* ) 0 such 
that 

q.F = q.F' and F(u) = F'(u), 

where K=3l t . 31' or Ti9. // q3(I1H' ) C TLK\ where UK* is the class 
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associated to a naturalized \ \ ] , 2S \-product mapping in F*, and if 111 is 
a class of q-monomorphisms, then F = F'. 

PROOF. Suppose . There exist 

r, =ffppP2) ,s)c mr, r,'=((p'j,p2),s')eïirr, jelf1 and 
such that 

F(vm)^l)m'i and F'(vm) = Pm'J' for m = 1 and 2 
As q^ [r]) and q^frj'J are two naturalized products of f g. F/ wJ, F( u ) ) 
belonging to \\K , they are equal. The functor q^ being right faithful, 
it follows (CS Chapter IV, Proposition 8) that rj ~ 77?. Using the relations 

q(pj- q(i) = q- F(vm) = H(p'm). q(j') = <?fp J . ?r/ 'J , 

we find q( j ) ~ q( j* ) y because ( q (p j /, q (p 9 ) ) is left regular in K' . 
Since / and j r are two ç-monomorphisms with the same target s — s1, we 
get j - j* (CS Chapter III, Corollary 2, Theorem 1), q being right faith» 
fui. Hence 

F (u*u ) - a ( j ) = a ( jf ) ~ F'(u*u ) , and F = F'. 

- If H = Jïf or H = îï w , the restrictions F1 and Fj of F and F' to C/g 
belong to Q( H' , H L ) and F^fu) - F^fu) , so that, according to the Pro
position 2, F^ = F ' . The restrictions F 2 and F^ of F and F ' to" [/ 
are also equal, for they are elements of yi( H* 9WL H* ) . Consequently, 
F = F ' . 

In the end of this section, we consider a functor p = (Jfi,£, H* ) 
from //* toward the category }R of mappings. Let v (resp. let n ) be the 
canonical \ \ 192 \ \-fiber product ( rsep. - product) mapping in % ; the clas
ses II and V are again the classes associated to TT and v respectively. 
We suppose that: 

HL is the class of {%L ,p ) -injections (CS Chapter III, Definition 1 ) ; 
[I//* is the class of all naturalized products 

f(P1>P2)>s) i n H' such that ( (p(p1)9p(p2))9p( s)) e II ; 
VH* is the class of all naturalized fiber products 

77 = ((h 19h\)9(h 29h9

2 ) ) in H\ such that p4(r)) € V. 
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Let K be again any of the symbols 5 W , 5"* , J or 5 and let H be 
any of the symbols § , ft, ft1 ,f t n or K . We will use the following cat

egories : 
1° §(P) is the caterory §(H',H

L

); 
2° K(p ) , for K = Jl (resp. = ft' or 51" ), is the full sub category of 

t((H' ) (resp. of Ji(H' ,H L )) the units of which are the //" multiplicative 
classes (resp. the (H* , H1 Jquasimultiplicative graphs) F such that 
p. Fe H u (Propositions lB2, 24 and 23). 

3° S((p) = K('H'\1ilt

H
m ) y for K =ft, ft' or ft" ; it is a full sub

category of K(p ) . 
1 4o K(p) = K(H\H

L

,VH* ) if p is incompatible (CS Chapter IV, 
Definition 11), i.e. if VH

% contains the class associated to a naturalized 
fiber product mapping. 

PROPOSITION 3. The surjection $.» y j ^ f E p . ^ j defines a functor pj( 
/rorn Kf pJ toward K. TAe surjection r (u), if 3> e KfpJ is the nat

ural transformation defined by the triple (F2,r fFj)9 defines a faithful 
functor TTĴ  from "H(p) toward H' . 

PROOF. Denote by m J| the surjection $ > Bp. $ where $ eKfp). Since 

the Proposition 21 asserts that m g defines a functor rrcg from §(p) to

ward § ( № , ( ^ ) )  "Ve have seen (Proposition lA2) that § ( 1 , ( JK 6 ) ) = 
§ u and? in the Corollary of the Proposition 2A2, we have constructed 
the isomorphism y g from § u onto § . Hence pg is the functor y g . ^ g . 
 If K (p ) is defined, we have 

The surjection m J( defines the functor Kf p 4 ^) ( Proposition 17 ) from 
Kfp) toward K(JI^ v ) = K u . So PK = y K  ^ r p i V / ) , where yJ( is the 
isomorphism from Jv onto J\ defined in the Propositions : 43 if K = 3*: 
54 if K = ; 25 .if K = 5 or 5 ' ; 26 if K = 5 . 

 By definition m j(($) e H u when $f Kfpj D and H = 3l, ft' or ft* . So 
m defines a functor mj( from Hfp^ toward KU, and we have P]{  y}{ • m}{ 
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where yj{ is the isomorphism from KU toward K defined in the Proposi
tion : l-E-2 if K = 51' ; 2-3 if K '= 51« ; 2-4 if K = 5 l \ 
- 77^ is a faithful functor, for it is a restriction to the category HfpJ of 
one of the faithful functors : 

77 g * if H = § (Proposition 2-A-2) ; 

ny^ if H = ÎÏ ( Proposition 2-B-2 ) ; 

77 if H=5 l , , 5 l M or JC ( Proposition 2-3 ). 

COROLLARY. //" p is faithful, pj( ¿5 a faithful functor. 
PROOF. Suppose that 3> £ HfpJ and ^'éHfp,) are the natural transfor
mations defined respectively by the triples f F 2 , r , F ̂  ) and ( F 2,T 9, F ^ ) 
and that p}{($) = pftf^ 'J . If D. = P}{( Fm)e K0 for m = 7 ,2 , we have 

(D2, r±u), T)x) = pj{($) - PH V = (D2,T_^UJ9 DT). 

As p is a faithful functor toward Jfi , from the relations 

T (u)e F2(u).H.F1(u), r9(u)e F 2(u ) .H . F 1(u ) and r (u) = r f(u), 

we deduce r (u ) ~ r 9( u ) . Hence 

7rJ((«&) = f ^ j = , 

and according to the Proposition 3, $ = $ f . 

PROPOSITION 4. // p^ = fJlly , £ d, Hy ) is a saturated hypermorphisms 
functor (CS Chapter II, Definition 20 J, K(H *, R (H*)> VH ° ) is an en- 1 
largement of Kfp), where VH* is the class of all naturalized \ \ 1, 2\V 
fiber products in H\ 

PROOF. Suppose F e K ( H *, R (H* ) , V H ' ) • l e have seen in the proof 
of the Proposition 2 that F(i) is a p-monomorphism, so that 

FcK(H-,p~, VH' ) , 

where p ~̂ denotes the class of p-monomorphisms. If g e p /"" , there exists 
g'cHy»a(g) such that p(g') be the bisection defining p(g) ; it follows 

g.g'-^H1 ; so p^ = Hl.H-y. 

We have constructed in the proof of the Proposition 4-5 an equivalence 

Q>tK(p)0.K(H',Rg(H'),VH').F. 
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Hence KfH* , R (H* ) 9 VH* ) is an enlargement of K(p). 

DEFINITION. We say that F is a (K9p )-structuration of D if F e K( p)0 

and if D = P}[(F) (Proposition 3). If Fe~&(p)09 where K = 31,31' or 
ÎI", we call F a strong (K9p )-structuration of pj^(F). 

In other words, F is a (K, p )-s truc tu ration of D if F is a pj(-
structure on D € H0 . If p is faithful, we have the following bijections : 

F -> ('§}{(F), F(u)9 F(u0 ) 9 F(u*u)) from K(p) into 
KxH'xHlxH'o if K = î l \ ft" or K ; 

F .-> (P}{(F )9F(u)9F(u0)) from §(p) into gxffi X//' ; 
F - r P H ^ F ^ F ^ * w ^ from Jlfp; into JlxH'o XH; . 

Moreover, let F be a ( 5 # , p J-structuration of D. Then F is a (K,pJ-
structuration of D , where JC = 3 " , 3 f or 3" , if, and only if, D e KQ, accor
ding to the Proposition 1. F is a (3 ,p )-structuration of D e 3 ^ Q if, and 
only if, there exists an extension of F to Ufan . 

We suppose now that p ¿5 faithful and vcompatible, and that its 
restriction Py to H y is right faithful. It follows from the Proposition 2 
and its corollary that there exist the following bijections : 

<f>}{: F -> (§}{(F)9 F(u)) from Kfp) into KQXHo 
if H = § or K ; 

<f>}{: F -* (p}((F)',F(u),F(u*u)) from Kfpj into KoxHlxH'09 

if K =3l or 31« ; 
^3l , ; ^ ~* ( Pyi'f F ) , F( u*u ) ) from Tl'fp ) into 
(fi^; F (*)>]((F)9 F(u)) fiom "k(p) into K0 x//ô , 

if K =31, 31» or 31». 

From the Corollary of the Proposition 3» w ^ deduce that the surjection 

(resp. ^ R : $ - (<f>fi(F2)9r(u)9<f> fi(F1)) ) , 

where $ f Kf p J (resp. e"&(p) a n d K = 3 l , 3 l l or 3l , r ) is the natural 
transformation defined by the triple (F29r 9 F1) , is a bijection.'We denote 
by K*(p ) (resp. by fi %fp) ) the category image of K( p J by !f> J( (resp. of 
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îi'fp) by <p>$ if K = ft, 31' or 31" ). The surjections and P}{3>]{ 
(Proposition 3 and its corollary) are faithful functors from H YPJ toward 
//" and toward H respectively. 

DEFINITION. An element of K'(-p.)Q {resp. of 'fi\(p)0 for K = Jl, 5l* or 
ft" ) will be called a p-structured (resp. a strongly p-structured) element 
of H 0 . 

The word «élément of H 0 » may be in each case replaced by its 
usual meaning: for example a p-structured element of *3~ Q is also called a 
p-structured category, etc... 

Hence (D,s) is a p-structured element of H 0 , for H = § or K 
(resp. for K-=ft' ) if, and only if, there exists a (K, p ̂ -structuration F 
of D e M0 such that F(u) - s ( resp. that F(u*u) = s ) . To say that 
( D, s, s *s ) is a p-structured element of H 0 for H •= ft or ft" means that 
there exists a ( H , p )-structuration F of De H 0 such that 

F(u) = s and Ffu*aJ=-$*s. 

( D, s J is a strongly p-structured element of H Q , for K = ft, ft' or ft" , if, 
and only if, there exists a strong (K , p )-structuration F of De JL such 
that F ( u ) ~ s . The (H ,p )-structuration F is always uniquely determined 
by these conditions, since and cjyÇ^ are bisections. More directly these 
definitions can be expressed as follows : Suppose s e H *0 and C = p(s) . 
The symbol S'/- S means that S' is a p-sub-structure (CS Chapter III, 
Definition 7 ) of S . 

1) ([ C] , s ) is a p-structured graph if, and only if, 
a) [C] is a graph (C,/3,a J ; 
b) there exist s0 r~ s, "a € s0 . H.s and be s0. H. s such that 

p(a) =(a(C),a,C) and p (1 ) = ( a(C ) , /8 , C ) . 

2) (C*9 s9 s*s) is a p-structured multiplicative class if, and only if : 
a) C' is a multiplicative class; 
b) there exists he s. H. s*s such that p( k ) be the law of com

position K ( C * ) of C* ; 
c) there exists "vme s.H.s*s9 for m = I and 2 , such that 
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p(vJ = (C,pZi,C-*C). 

3) (D, s, s*s) is a p-structured quasi-multiplicative graph if, and 
only if: 

a) D =/C , j8 ' a J 1S a quasi-multiplicative graph; 
b) •((• C,/3, a), s) is a p-structured graph; 
c ) ( C* ,s, s*s j is a p-structured multiplicative class. 

4) (D9s) is a p-structured non associative quasi-category if, and 
only if: 

a«) D = f C 9/39a ) is a. non associative quasi-category; 
b) f/C ff3 9a), s) is a p-stmctured graph ; it follows that, with the 

notations of 1-b, there exists a fiber product s*s of (~a9b) in //* such 
that pf s*s j = C* * C* ; 

c ) (C*, s, s*s) is a p-structured multiplicative class. 

5) (D9 s) is a p-structured non associative category (resp. p-struc
tured quasi-category, resp. p-structured category) if, and only if: 

a) D is a non associative category (resp. a quasi-category, resp. 
a category) ; 

b) (D9 s) is a p-structured non associative quasi-category. 

6) ( C* 9 s) is a p-structured groupoid if, and only if: 
a) C\ is a groupoid and (D9 s) a p-structured category; 
b) there exists / e s.H.s such that p(l ) be the bijection x -> x"1 

from C onto C . 

7) (C 9 s*s) is a p-structured multiplicative graph if, and only if: 
a) C* is a multiplicative graph ; 
b) there exists Jm € Hy such that fi(Tm )r~ s * s, form = 1 and 2, 

that a(J= a(J 2), and that P(Jj) be the bijection * -» (x9a( x)) and 
pf j 2 ) the bijection x -* {f$ ( x) 9 x) 9 where x e C. 

c) (C*9s9s*s) is a p-structured quasi-multiplicative graph, 
where s = a (7 p • 

8) (D9s) is a strongly p-structured multiplicative class (resp. p-
structured quasi-multiplicative graph, resp. p-structured multiplicative 
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graph) if, and only if: 
(resp. e Tio , resp. e 11% ) ; 

b) there exists a product sX s oi ( s, s) in H' and s * s / sXs , 
such that/D, 5 , s*s) be a pstructured multiplicative class (resp. pstruc

tured quasimultiplicative graph, resp. that (D, s*s) be a pstructured mul

tiplicative graph). 

REM ARKS. 1 ) Let p = f №,£,//" J be a functor. The surjection 

(PQ(F), F(b),F(a)), where F e § f p J 0 , 

is a bisection from § f p j 0 onto the class of pstructured graphs defined in 
the Definition 3, II [ 5 ] . The surjection 

F  (?n(F),F(k)), where Fef t rpA (resp. eflfph ) , 
defines an injection from 3lfpJ 0 (resp. from Jlfp)0 ) into, but not neces

sarily onto, the class of (resp, of strongly) pstructured multiplicative 
classes defined in the Definitions 1 and 2, II [ 5 ] . The surjection 

F  (p^(F),F(k),F(b),F(a)), where FeK'fpJo ( resp. .ft'(p ) 0 ) 

defines an injection from JlYP J (resp. from Jl Y P ̂  ) into, but not onto, 
the class of (resp. of strongly) pstructured multiplicative graphs defined 
in the Definition 7, II [ 5 ] . If P is a homomorphisms functor (CS Chapter 
II, Definition 19) or more generally (as was remarked in [ l] ) if p is faith

ful and Py right faithful, the notions of pstructured graphs and of strongly 
pstructured multiplicative classes or multiplicative graphs defined here 
and in [5] are equivalent. But, even in this case, the definition of a p

structured multiplicative class (resp. multiplicative graph) given here is 
more restrictive than the one in [5] ; indeed in [5] we do not require that 
the condition 2c be satisfied (resp. satisfied nor that, with the notations 
of the condition 7b above, /3 (J2 ) (but only j8(/*|) ) be a substructure 
of s*s ). It is easy to see that the results of [5] are also true with the 
more restrictive definition of this paper. 

2) If p is a homomorphisms functor with finite products, the notions 
of a pstructured category and of a pstructured groupoid ( C , s ) are equi

valent to the notions of a //'structured category and of a // 'structured 

1 
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groupoid of [6]. Indeed, if ( C* 9 s) = <fi J( ( F ) 9 then s*s = F(u*u) is a 
sub-structure of s X s , since s*s is the fiber product of (F(a)9F(b)) 
(CS Chapter IV, Theorem 6). The p-structured quasi-categories are defined 
in the Section 7 of [ l ] . 

9. STRUCTURES OF #*-CATEGORIES. 

If H' is a category, we denote by VH* the class of all naturalized 
I{ 2, 211 -fiber products in H* . The symbol K will again replace one of 
the symbols 

§, 71, 5I\ ft- or K, where K ? " , ? ' , ? or 5 . 

1 Let Kf/T ; be the category 

•KfH\R(H' J) when K = § , ) l , Jl» orJl« , 
K(H*',R (H' ),VH9 ) when H = K and /T is with finite fiber 

products. 
The sketches 

fil

H. = (H\(HL))9 PLl

h* =(H',(HL

9R2H' )) 

and IL1

H

V. = (H\(HC, VH' )) 

relative to the case HL = R0(H* ) are denoted respectively by 
o „ z z £ j i V (iH.9 tiH. and ILH. . 

The category K(?H) is represented by KU as was previously done. 

We suppose that H° is a given category such that 

e ' J . e e l 0 for each eeH0 and e'e H'0 • 

If K* is a category, we denote by Q(K* ) the horizontal category 

of natural transformations between functors from the dual category H * of 
//* toward ; its units are identified with the functors from //* toward 
K*. If K* is with$-fiber products or ̂ -products, where $ is a class of clas
ses, Q.(K* J is with â-fiber products or with ^-products respectively (CS 
Appendix II, Proposition 2). 

In particular, we write Q = â(ÎR) . Suppose that ? w £ 3 be the 
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natural transformation defined by the triple (G ,r 9G \ for each integer 
mm m ' ° 

m . We have 
XV e Rjd) if, and only if, r (e)e %l for each e e Hi , 

.•(V^V ) e R2Q if, and only if, (r1 ( e),r2( e)) e R2% for each e e H^ 
Moreover (f admits as a canonical naturalized f| 1, 2 11-fiber product map
ping the mapping v (J such that, if = , we have 

. • « ( ' ^ , 4 ' , ) = ( (^ i ,>P 3 ) ; («p 2 , * 4 ) ) 
where 

1(e)9r3(e))9 (r2 (e),r4(e))) e V for each e e H'0 . 

We construct an isomorphism rj from//* onto a sub-category # ? ( | 
of fl as follows: If e e H'0, the functor r]( e) from //'* to JH maps e9 e Ho 
onto the class e. //. e' and h e H onto the mapping 

(e.H .a(h)9h9 e.H.fi(h)) where hfh9) - h9.h for h9 e e.H v§(h). 

If f eH9 then 17 f / ̂  is the natural transformation defined by 

where r e'j is, for each e9 c H0 , the mapping 

h9-> f.h9 from a(f).H.e9 into fi(f).H. e \ 

//(J is a full sub-category of (2 ; indeed (CS Chapter II, page 63 ) if $ e Q 
is the natural transformation defined by the triple (r}( e9),r 9rj(e))9 where 
e e H*0 and e 'e , and if f - T (e )(e)9 then $ - rj( f). 

Let 77J{ be the faithful functor (previously noted 77j| ) from H U 

toward Ml such that = r (u) if V <rKU is the natural transforma
tion defined by the triple (F9

9r , F). We define a functor 77 J{ from (J(HU) 
toward (5 mapping *P onto • 77 J( . We have shown in the preceding sec
tions that there exists an isomorphism yj( from the sub-category K u of 
H U onto H , and that H U is an enlargement of H u . The surjection 

W -> B ( K U , £ ^ , H ) . ¥ , where ^ e d ( K ) , 

defines an isomorphism from (3(H) onto a full sub-category ofd(H U ) which 
admits (J(HU) as an enlargement. 
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PROPOSITION 1. There exists an isomorphism aj{ from K(Q) onto 
&(KU). If H = § , Jl9 3l' or 31" fresp. // //* ¿5 finite fiber products)9 

there exists an isomorphism rjj( from Ji(H*) onto a full sub-category of 
Q(KV) mapped into HQ by nj^ . 

PROOF. It is well known that, if U * is a multiplicative graph, there ex
ists a canonical isomorphism a(U' ) from 

onto 

in particular a(U* ) maps a unit Ge ?1((5, £T J? °nto the functor G' from 
//* toward 9l(}R,£r;m such that 

Gf(h)(x) =e . G(x)(h) for each A * ff and * e (/, 

e denoting the canonical isomorphism ( OS Chapter I, Proposition 23) from 
B % onto H3 JH defined by the surjection 

( z ',z , z ) -» (z* 9 z z9 z ) where (z\z9

9z9z)e D% . 

Suppose Ge ft(fi#£T )® and write G' = a(U* )(G ) . We have 

G(x)e Rg(Q) if, and only if, G'(e )(x)e %l for each e e H'0 , 
(G(xi )9G(x2))e R2Q if, and only if, 

(G,(e)(x1)9Gf(e)(x2))e R2% for each ee H'0 ; 
((GfxJyGfXj)), (G(x')9 G(x2)))e VQ if, and only if, 

((Gt(e)(x)9 Gf(e)(Xl))9 (G'(e)(x')9 G'(e)(x2)))e V% 

for each e e H0 , 

because G(x)(e) is, for eeH*0 and xeU, the degenerated quartet 
GY eyY*J B associated with G'(e)(x) (CS Chapter I, Proposition 30). 
- If H = § or TL , it follows that 

'GeK((J ) 0 if, and only if, Gr(e)e for each e e H*0 9 

i .e. if, and only if, GY#J C H U . - If K = 51« or 3l» (resp. - K ), we 
deduce from the preceding result that G is a ^^-realization of p gyj (resp. 
a ^ lQ'rea^lzation of r̂ QK ) ^» and on̂ y >̂ G'(e) 1S a fx^-realization of 
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fx gJX (RESP- A V-1% -realization of ftgj[ ) for each e e H*0 . Similarly, G is 

a ^-realization (resp. a -realization) of extending G if, and 

only if, G9 - a(a( G))( G) is a neofunctor such that G9{e) be a p jjj* -
(resp. a / x ^ - ) realization of ^ j ^ extending G9(e) for each //^ (we 
write pi - ). Hence G e K ( G ) 0 implies G9 ( H) C $ U . Conversely, 

suppose G9(H) C KU and let G9(e) be, for each e e H*0 , a (resp. 
a jLt^-) realization of /xj( extending GY e) '9 if he H , we have constructed 
in the proofs of the Propositions 3-3 and 3-4 (resp. 3-5 and 3-6) a ft2 -

* fcjJJl 
(resp. a PQ^J-) realization GY^J of ptj{ extending G9(h) defined by a 
triple of the form 

(G'fa(h)) , r ,G'(p(h))). 
The surjection h -* GY^ J defines a functor G' ; as said above 

G = afafGjr^G') 

is a plQ- (resp. a p ̂ - ) realization of fxj{ extending G. So, whatever 
be M , we have 

GeK(Q)0 if, and only if, G'fHjcK". 

This proves that the surjection 

Ga}{(G) = (k»,£',H*) 

is a bijection from H ( & ) 0 onto <2(H U) 0 . 
- Let vPeH((5) be the natural transformation defined by the triple (G2fr9 Gj) 
and denote by (G'2,r 9

 9G[) the triple defining = a( cc(f ) ) (? ) . We have 

K = aKf ^ J = f KU, G'm for m - 1 and 2. 

The triple (G*,r G*) also defines a natural transformation ajf^C?) , be
longing to (S(KU). Hence the surjection lP - a^iV) , where <P e K(fl) , 
defines an isomorphism aj{ from H(3) onto 

- Denote by 77' the injective functor (Q.9rj 9 H* ) , where 77 is the canonical 
isomorphism from H* onto //(J (resp. //(J and suppose H* with finite 
fiber products ). 

(^tl'ZZ'^tf- ^ and 0* 2»Pf/") (resp. and (|Lt g 7 ,77 , /x^ ) ) 
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are homomorphisms between (y ^ )-sketches and (y , y ^ )-sketches ( resp. 
and , y ^ )-sketches ). According to the Proposition 2-1, the surjection. 

O ^ B 7 7

, . 0 , where QeKfH'J, 

defines an isomorphism HC77) from K(H') onto a sub-category K-(fi) of 
K(â) . As HQ is a full sub-category of a,.if f . f K ( â ) is such that its 
right and left units belong to K.y(fl) , we get *P f £/ J C • H Q ; we conclude 
that the surjection 

x - B 7]ml(y(x)) , where « e t / , 

defines an element ^eHf//*,) for which 

* = H ( , ) ( $ ) e H ' ( f l ) . 
Therefore K'(Q) is a full sub-category of K ( Q ) . The surjection a J( K ( 77) 
defines an isomorphism 77J[ from Ji(H* ) onto a full sub-category of <3(HU), 
- If F e K(H' ) 0 , from the relations 

a}((r1'.f)(h)(a) ~ 7,\h'(u)(h)» , 
we deduce 

ÏMK"'^1'> = r,'.F(u)(h) 
for each h e H , so that 

S K I Z K ^ = rj(FfuJJe HQ . 

As HQ is a full sub-category of 3 , it follows that 

KJiUJi^) e HQ if <S>€K(H*) 

as was to be shown. 

The Proposition 1 shows that, if F eK(H' ) 0, then rjj{( F ) is an 
element of fl(HU) mapped by 77 J{ onto an element of HQ . But this con
dition does not characterize an element of KfH ) 0 . 

DEFINITION. If e e H*0 , we call generalized H'-element of H 0 a functor 
G ' e f l ( K U ) 0 such that n}((G') = rj (e), where e e H'0 . 

This definition agrees with the definition of structures of a certain 
species on an object of the category H* given in [ 7 ] . From the Proposition 
1 it follows that the restriction of aj{ to the class nj{ (H*Q0) of general-
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667 

ized //'elements of HQ is a bijection onto a subclass of 
shrinking this subclass of H((f) , we are going to sharpen the notion of 1 
a generalized H*element of H 0 , when K is one of the categories JC . 

Let KQ be the class of concrete elements of KQ , i.e. the class of 
couples (D,c) such that D e KG , that c is an injection of a class M into 
the class C underlying D and that c(D) is the class of vertices of D . In 
other words, c defines M as a class of objects for the non associative 
qua sicategory D . For example, 3^ is the class of concrete categories 
(most frequently in the literature, the word «category» means concrete cat

egory). Let be the category formed by the triples ((D', c
9

)9£, (D9 c)) 
such that 

(D,c)eK^t (D
9

,c
9

)eKt and (D
9

,i9D)eKt 

the law of composition being 

((D';c')9i\(D', £')).((D',c')9l9(D9c)) = (D"9c'),ri,(D9c)) 

if, and only if, (D
9

,c
9

) (D
9

 9c
9 ) . We identify K with the full subcat

egory of the units of which are the couples /D 9 ( D[9 c 9 D0 )). Let p 
be the faithful functor from toward % which maps 

((D',c'),f,(D,c))eK* onto PK(D',£,D) = (C',i,C), 

where pj( is the canonical forgetting functor from K toward Jtl. 

PROPOSITION 2. is an enlargement of K and there exists an isomor~ 
phism y j£ from the category K( 511,511% V) onto . 

PROOF. If (D9c)e K£, we have (D9t9(D9c))e K0 .K^ , so that is 
an enlargement of K .  Suppose F e K (3il, JW*, V ) 0 ... If r is the surjection 
from (U )o onto JR such that 

a » u9 u*u > u*u9 

u0 > c where F(i) = ( F ( u ) 9c, F( u0 ) ) e 3R* , 

there exists a triple ( F9

9r 9 F) defining an equivalence We have shown 
that K u is a saturated subcategory of K (№, £/g<^)m ; so we find <P e . 
Since F

9

(i)e%
L and %Q(F

9

) = gQ(F )e V 9 we have F
9

e K 0 . It follows 
that we define a bijection 



C. EHRESMANN 78 

F ^YK(F) = fy%(F'),F(i)) from K(JH,3Ki, V)0 ontoK*, 

which extends into the isomorphism yj/V from K (№, F j onto map

ping $ onto (y){( F2 )>T (u ),y}{( )) , when O is the natural trans

formation defined by the triple ( F2 , r , F j ) . 

We denote by F(5 the class of naturalized {{ i , 2Hfiber products 
in (J associated with the mapping vQ. 

PROPOSITION 3. There exists an isomorphism zj( /rom fl(K'c) onto a 
full subcategory of Q(K^) and the surjection IK defines an isomor

phism by. from 'fi(K*j onto K(fl, VQ). 

PROOF. Since X (?H, , V) is a full subcategory of K U , it follows from 
the Proposition 2 that yj( = (KU,vj/* , ) is an injective functor. So the 
surjection 

> B y ^ J ' , where e S(K^) , 

defines an isomorphism ? from (J(K ^) onto the full subcategory of 
(2(JCU) the units of which are the functors 

GVfi(K U ) 0 such that G'(H )zK{%9%\ V). 

Moreover the surjection «J(^i.J( defines an isomorphism 6j( from Q(J\°) 
onto a full subcategory of K((3) , because aj^ is an isomorphism from 
K(fl) onto fi ( KU ), according to the Proposition 1. If G'e Q ( K U ) 0 , the 
functor G = a'^(G') belongs to K{Q , R(Q), V Q) if, and only if 

Zo(G) = ((G(a),G(v1),(G(b),G(v2))( va, 

i. e. if £0(G'( e)) e V for each e e H*0 . This last condition means that 

G'(e)€ Jt(}R,3K\ FJ0 for each e f f f j . 

Hence the relations 

GeJC(Q,# g (ff),F(5) 0 and axfGJf »K((i(K*)) 0 

are equivalent. We conclude that Z>J( is an isomorphism from ( 3 ( ) onto 
K(fl, Ffl). 

The isomorphism 77 from H" onto //(J maps Rg(H' ) onto a sub

category of jRff(fi) denoted by Q
L. Let d(K^ ) be the full subcategory 

668 



INTRODUCTION TO STRUCTURED CATEGORIES 79 

of (J(K^) the units of which are the functors 

G r €fi (K*) 0 such that b]{(Gf)eK(QtQL,VQ) . 

If G'e (S(K^JQ , we have if, and only if there exists i\R„(H) 
o 

such that bj^f G')(i ) = rj(i') , which means (Propositions 3 and 1 ) : 

i]((Gr)(h)(i) = e.rj(i')(h) for each he H. 

It follows from the Proposition 3 that 

bfr =rK(Q,(S { , Ffi) , fc K i . f l (K*)) 
is an isomorphism. 

Let //* be the full sub-category of ($ saturated by finite fiber pro
ducts generated by H*Q . This category admits a restriction vQ of v Q as 
a naturalized H 1, 25}-fiber product mapping. Denote by VH* the class 
VQr\H4 associated to vQ. 
PROPOSITION 4. There exists an isomorphism b^ from (J(K^) orc&> 
K(H*9&L

9 VH*). If VH* is the class associated with a naturalized 
H 1, 2\\-fiber product mapping in H', then (^(Jv^) is isomorphic to 
K(H*,Rg(H'),VH' ) . 
PROOF. We write K(-) instead of K(H* , &L, F/TJ . Since (pl$ > i iP1^) 
is a homomorphism between , y ^ )-sketches, the surjection 

$-> ( B S , $ , ( / g ^ ) , where O e K ( - ) , 

defines an isomorphism rjlfc from K(-) onto a full sub-category of 
K ((2, (26, V&)0. Suppose Ge K(fi, fl6, Ff l ) 0 . We have G(i)e H'Q&nd, 
H'Q being a full sub-category of (2 , we find 

G(a)eHQ and G(b)eHft. 

The category //" is saturated by finite fiber products in (2 , so that 

(o(G) = v'Q(G(a),G(b))c VH'. 

Moreover G(k) e H , for H* is a full sub-category of (2 . Hence 

GfUgftjcH and G' = r£\£,J/'g)i>> 

is a ^-realization of /*g}{- If ^ * s a ^ • realization-of extend
ing G , similarly, according to the constructions of the Propositions 3-4, 
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1-5 and 1-6, the class G(a(G)) is contained in H ; it results that 
(H\G,a(GJ) is a {i ^-realization of p}{ extending G', from which 
we deduce 

G'eK(-) 0 and G = JK(G'). 

Hence 7] j£ is an isomorphism from K ( - ) onto K(Q,QL, VQ ) , and 77 J(* ĵ{ 
is an isomorphism òĵ  from ) onto 

- Suppose that J7//* is the class associated with a naturalized {{ 7 ,2n-
fiber product mapping in //" .The surjection 

$ -* B('H\ ri,H' ).<&, where $ e K(H', R (H' ) , VIV ) , 
— o 

defines an isomorphism 77 ]{ from K(H', R„(H' ),VH' ) \ onto the full sub-
category K7 of Kf/T ,Ql

9VH' ) the units of which are the elements G of 
X(H' 9QL, VH' ) Q such that €o(G)€ r]4(VH' ) . Using the preceding re
sult, we have only tc prove that and K(-) are isomorphic. If x^ and 
%2 are two elements of H such that 

P(x 2) = fi(x2)e HQ, afx t)€ HQ , a(x2)t H Q 
there exists one and only one 

* = r r * 7 . i * j ; , r . ^ , * y ; « r,4(VH') 
and one, and only one, 

As i and are two naturalized fiber products oi. (x^9x2) in //* , there 
exists one, and only one, X e H'* , denoted by AY x^, x2) , such that 

x * = « ' . X ( X', x J for m = 1 and 2 . 
Suppose 

K(-) 0 v «' = CraA b9. = GY 
(resp. G2 e l l 0 , a9 ~Gl( a), b9 - Gt( b) ) . 

A method already applied (Proposition 4-5) shows that there exists a triple 
(Gj ,t 9 G), where 

t(u)-u, t (Uo ) ~ Uq , r (u*u) = X( a9, b9), 

defining an equivalence $>G € K(H* , QL

9 VH). "We have Gj e (resp. 
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have Ge JC(-) ) and Ĝ  is the unique unit of equivalent to G and ad
mitting the same restriction to £/g as G . So the surjection 

$ -> $G,DD$ CD , where $ e G'.K(-). G, 

defines an isomorphism <5j( from K(-) onto . We conclude that 

A A A 
is an isomorphism from onto K(H-,RJH' ) , VH'). 

o 
DEFINITION. We call H*"element of K0 on (e, e0) an element G of 
$(K^) 0 such that 

l>K(G)(i) =rf(i'), where af i ' J = e0 and /3(if)= e. 

The notions of //*-categories and of /Y'-groupoids on (e9 e0 ) have 
been defined in [4] and [7]. The Proposition 4 asserts that the H*-cat
egories on (e,e0) correspond biunivocally to the (H*9 &L, P/7*)-categories 
( i .e . to the (Q., Ql, V Q )-categories G such that G(u) and G f tx0 ,) be re-
presentable functors) and, if H is with finite fiber products, to the 
(H* , R (H* ) , VH* J-categories, where is associated with a natural-

o 
ized \ \ 1, 2 H-fiber product mapping in H . 
REMARK. To consider the category H* is a way of adding fiber products 
to the category H* (virtual products [9] are obtained by a similar cons
truction). If H' is with finite fiber products, H is the saturated sub-cat
egory of (J generated by H*Q ; so it is equivalent, but not isomorphic, to 
H" . We can construct a category H* with finite fiber products, admitting 
H* as a sub-category, and which reduces to H* when H* is with finite 
fiber products: Choose a naturalized {{ i,2if-fiber product mapping v in 
Q such that 

, f 2 ) e Hfa if W2 e HQ, f2 eHQ and if there exists a fiber 

product of (7 ? - I (W j f ) ,7 f I (? 2 ) ) in H* ; 
u(V19

JV2)^uQ(V19V2) otherwise. 

Let H* be the intersection of all full sub-categories K of Q such that 

HQCK and P ( V i f y 2 ) £ if ^teK and ? 2 £ j8"m(V I) . 
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Then H admits a restriction v 1 of v as a naturalized {{ 1, 2 H-fiber pro
duct mapping; denote by VH' the class associated with v ' ; we can iden
tify H' with the sub-category //(J of H\The method applied in the last 
part of the Proposition 4 shows that 

is isomorphic to K(H*,($L,VH'). 

1 The categories // and H' both may be interpreted as solutions of «univ-
ersal problems » of adding finite fiber products to H' (see «Sur l'existence 
de structures libres et de foncteurs adjoints», to appear in «Cahiers de 
Topologie et Géométrie Différentielle», Paris, 1966). 
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INDEX OF NOTATIONS. 
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JRS n, F, n 4 , 77, i/ 14 

Sketches : 
/xg = f£/g,({«})), where f/g = { i, a , i , u, u0 \ 16 
Hj[ - (Vj[A\(vl9v2)\)) 9 where £/yj_ = { v v v2, k, u, H*H! 19 
fg)I = f^gJl »H ¿1 J ( v1 , v2)\))9 where [/gjj = f/g u i/ft 22 

Jl" ~ ^ 3 l " ' ^ ^ » ^ U 7 > v

2)^}* where i/jj „ = U g j | u{ a.Vj , b.v2,a.v2 \ 
lift,, is defined by /xj| t t and ^ J j . 22 

fxg:# = ( Uj[n ,(! ¿1, 16 O) , where = f ( a 9 v 1 ) 9 ( b 9 v2 ) ) 26 

f §)I =(U'G>]i9(ii\9{£e ))) 26 
fxyji = (Uj[t , (i , 5 f v j ? ^ ' wnere is generated by 

(i CJ n = (U Ji, , ({ i!, { £0 \)) is defined by u^n and A<jf« 33 
ftji = (U$i ,({ 0 , £ , f 'D) , where is generated by 

^ = (V$,(\i\,t£e, where i / j = {7<jr,u{/ft. , 
£ = ((a9w1)9(b.k9w2))9 %t~((a.k9w3)9(b9w4)) 37 

g:, is defined by p g: f and /1 g:, and ^ g: by JLI ĝ  and 4̂ g: 
^?l§. = ^ J l § ' ^ 0 ) , where £ / ^ = £ / ^ ^ { ^ , ¿ . 6 } 47 
^ = ({/¿,({¿1, f . ^ ' U ; , where Ug=U$u\n19 v^n^ 47 

Sketches over H : 
pl

H = (H',(H1)) 16; IL1

h

r. =(H',(Hl,R2U')) 23; 

lift = (H',(Hl, 11H')) 23; ptf =(H',(Hl,VH')) 26 

Functors : y J( : K° -> K for H = 
§ 17; Jl 20; Jl- 24; ?* 27; Jl' 30; 35 

and J 42-43; 3^ 50 
yK :K(JH,JH i,F;- K* 77 

Categories: g (7/',//<) 17; 
Jlfff"; 20; yi'(H\HL) 23; Jl'(H\HL) 30 
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)\(ir,nLH') 23; 7l'(H',UlH') 23; ft'(H', II1II') 30 
cS*(Il',Hl ,VH') 27; ff« (//', Hl,VH') 35 
cJ'(H',Hl,VH') and cJ(H',HL,Vlf) 43; 'f (7 / ' , / / ' , F//") 50 
Mfp; and # fp j 66; HYpJ and # Y p j 69 
tf(K') and fl 72; Kf/T) 72; K c 77; fl(Kc) 78 

Functors : 
rrg' :§(H',Hl) -* H' 18; wj}': 3I(//*)-. //* 20 

ffgi :3I" (H',HL) -* H' 24 
^ • H C ^ , ^ , ^ , , ) - 59(U',Hl,VH') 53 

8:71" (H',Hl) -. Jl*(H\HL) 56 
8--/J* {H',H<-,VH1 -* cJ*{ir,HL,VH') 57 

Pft tKfpJ^H and ;rf( : H ( p ; - / / * 66 

KC P ; HYp; and :H(P,| ^ #YP> 68; »/://•-.(* 73 

; r K : H U - )R and £ H : ( i ( ; K u ) - ( 5 73 

aj(; H(fi) fi(Hu) and T? J{ : Hf//' J -'fl( HU) 74 
iX.'fl(K*) - K(Q,Rg(Q), Vd) 78; 6j(; S(K*) ^ K(fi ,fl £ , V&) 79 
b%: fl(K^) -> VH' ) 79. 
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SUBJECT INDEX. 

Axiom of a/-sketch 7 
class associated with a finite product mapping 13 
concrete element of KG 77 
t/-dual of a non associative quasi-category 59 
H '-element of K0 on ( e, e 0 ) 8 1 
( H'T HL, VH' j-functor 43 
generalized H -element of Hn 76 
(f/\ f/£ )-graph 16 
(fT, f/S Vf/*)-groupoid 50 
homomorphism between t-sketches 7 
|Lt-Idea and jLt-idea 89 
idea of a category 43 
idea of a groupoid 50 
idea of a multiplicative graph 30 
Idea of a non associative quasi-category 27 
Idea of a non associative category 35 
Idea of a quasi-multiplicative graph 23 
idea of a quasi-category 43 
left regular family 13 
morphism between (p, p, ^ )-structures 9 
/7' - ( resp. (/7 * , IILH ' )-) multiplicative class 20 
multiplicative graph generated by a sub-class 15 
(H' , HL )- ( resp. (H'T ULH' )-) multiplicative graph 30 
non associative category 32 
non associative (H* , H L , VH ' )-category 35 
non associative functor 32 
non associative (H ' , H L , VH' )-functor 35 
non associative quasi-category 25 
non associative (H'T H L , VH' )-qua si-category 27 
non associative quasi-functor 2 5 
non as sociative (H ' , H L, VH' )-qua si-functor 27 
quasi-category 35 
(H ', H 1, VH' )-quasi-category 43 
(H'T HL, VH' )-quasi-functor 43 
quasi-multiplicative graph 21 
(H' , H L )- (resp. (//*, liCH' )-) quasi-multiplicative graph 23 
quasi-neofunctor 21 
realization of a /-sketch 8 
/-sketch 7 
/-sketch defined by a /-sketch and a class of axioms 8 
sketch defining a graph 16; a multiplicative class 20 
/-sketch ^-generated by a /-sketch 9 
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strongly p-structured element of KG 68; ...multiplicative class 70 
strongly -̂structured ( qua si- )rrmltiplic ative graph 70 
strong ( K, p )- structuration 69 
(>± 9 p , p J )- structure 9 
( K , p )- structuration 68 
p-structured category 70; ... element of H n 69 
p-structured graph 69; groupoid 70; ...multiplicative class 69 
p-structured multiplicative graph 70; ... non associative category 70 
p-structured ( non associative Ì quasi-category 70 
p -structured quasi-multiplicative graph 70 
system of generators of an Idea 9» 
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CATÉGORIES STRUCTURÉES GÉNÉRALISÉES 

par Charles EHRESMANN 

Plusieurs articles sont consacrés en partie ou en totalité à la 
théorie des catégories structurées ( [ l ] , [2] , [ 3 ] , [ 4 ] ) . Ces textes 
sont assez denses, les hypothèses y étant réduites au minimum; il semble 
donc utile d'en extraire les principaux résultats, avec des hypothèses 
moins générales mais vérifiées dans beaucoup de cas. Tel est le but du 
§ 1. Les exemples les plus courants sont rappelés dans le §2. L'esquisse 
d'une catégorie (un peu plus simple que celle utilisée dans [ 4 ] ) et les 
catégories structurées généralisées sont définies dans le § 3 , où sont 
aussi comparées diverses notions de catégories structurées. 

Les résultats nouveaux (énoncés sans démonstration dans [7 ]) se 
trouvent dans le §4 : Soit p un foncteur de H vers la catégorie d'appli
cations )U . On associe à une catégorie structurée (C', s) une espèce 
de morphisrnes dont les fibres sont formées des éléments de H de même 
source et de but s. Ces fibres deviennent des catégories ^-structurées 
lorsque (H, D) est une catégorie q-dominée, le foncteur D étant supposé 
«partiellement» compatible avec les produits fibres. Si en outre q est à 
atomes, la catégorie produit croisé associée [ 5 ] est fortement #-dominée . 
Ces théorèmes permettent par exemple de retrouver la catégorie quasi-
topologique des sections locales associée à une catégorie topologique [6]. 

La terminologie et les notations sont celles de [ 5 ] . 
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2 C. EHRESMANN 

1. Catégorie des Joncteurs p - structurés. 

A DEFINITIONS. 
Nous supposons donné un foncteur p = fîR, p , H' ) d'homomor-

phismes saturé au-dessus de la catégorie pleine d'applications 3îl. Le 
symbole s9 g- s signifie que s' est une p - sous- structure de s 6 H^ . 

p est à noyaux (de couples) si, et seulement si, p est résolvant 
à droite. Si p est à 0- produit et à produits fibres finis, il est aussi à pro
duits finis; en effet, soit a un élément final de H * tel que p( a) soit un 
ensemble ayant un seul élément; si s^eH^ et s2eH^, il existe un et un 
seul fi € a. H . Sj pour i - 1 et 2, et ( s^, s 2) admet pour produit dans 
p le produit fibre de ( fit f 2) • Dans ce cas, p est à /* -limites projec-
tives, pour toute catégorie finie /•• ; si F est un foncteur de /* vers 
H * , il existe une limite projective 5 de F telle que p(s) soit la limite 
projective canonique de p. F, c'est-à-dire la classe des familles 
(x.)i€j € n p. F(i), où / = J ,̂ ayant la propriété : Pour tout k €l f 

on a xfifk) ~(p • F(k})(xaç^y) . Il s'ensuit que les conditions suivantes 
sont vérifiées : 

1° Si s^/—s pour tout i €l = ensemble fini, il existe s' /- s telle 
que 

p(s') = f\ p(s.). 
i €l 

2° Si h€H et si s'r- fi( h ) , il existe un (%L , £)-sous-mor-
phisme h* de h de but s9. 

DEFINITION. On appelle catégorie p-structurée un couple (C , s) 
satisfaisant les axiomes : 

1° C' est une catégorie, s € H^ et C = p( s). 
2° Il existe s / - s , a €s . H. s et b € s . H. s tels que 

o o o * 
= f c ; f a , CJ et p(b) = (C^ J3, C). 

3° Il existe un produit fibre s * s de (a, b) et un & € s . H . s * s 
tels que 

= ( C, /< , C* * C ) , 
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CATEGORIES STRUCTUREES 3 

K étant la loi de composition de C * . 

REMARQUES. 1) Si p est à produits fibres, il existe un produit fibre 
s * s de (a, b) dans p tel que p(s*s) = C'*C* et la condition 3 
devient : 

3'° Il existe k e s . H . s * s tel que p( k) = ( C, K , C * * C * ) -
2 ) Si p est résolvant à droite, la condition 2 peut être rem

placée par : 
2'° Il existe a e s . H . s et b e s . H . s tels que p(a)-(C, a, C) , 

p(b)-(Ct /3, C). En effet, s est alors le (%l , p )- noyau du couple 
( s, a) (ou (s, b)) . 

3 ) La condition 2 est équivalente à la suivante : 
2*° Il existe s e H *, i € s . H . 5 , a € .s . H . s et b € s .H. s 

o o y o o o 
tels que 
p(i) = (C, i , C;) , p(a) = (C^a, C), p(b) = (C^/3, C). 

Soit 3"(p ) la catégorie des fondeurs p-structurés dont les éléments 
sont les tripiers 

F = ((C- , 7 ) , f (C , s)) 

vérifiant les conditions 
1° (C*,s)et(C',s) sont des catégories p - structurées; 
2° F = ( C • , / , C ' ) est un foncteur; 
3° Il existe / e s. H . s tel que p( f) - (C,f, C). 

Les surjections : F -* F, F-* f et F -+ p( f) définissent des foncteurs 
de (p ) vers la catégorie ÎF des foncteurs, 

£ j de i f p j vers // • , 

p de î f f j vers JB . 

On a évidemment p = pg: . ĝ: = p . ^ . 

Si (C* , s) est une catégorie p - structurée, une /?-s ou s-structure 
(resp. structure quasi- quotient) de (C* , s) est appelée une sous-
catégorie p - structurée (resp. une catégorie p - structurée quasi- quotient ) 1 
de f C- , s ) . 
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4 C. EHRESMANN 

B. QUELQUES THEOREMES GENERAUX. 
Supposons que p = (Jli, p , H * ) soit un foncteur d'homomorphis-

mes saturé à produits finis et résolvant à droite (et par suite à / * - limites 
projectives pour toute catégorie finie / * , en particulier à produits fibres 
finis) • 
THEOREME 1. p est un joncteur d'homomorphismes saturé à produits finis 
et résolvant à droite. 

En effet, on montre que ( C:, SJ)J€J admet pour produit dans p 
la catégorie p - structurée ( Il C :, I~I s.). De plus ( F , F ) admet 

. i ÇJ ici* pour ( m1 , p ) - noyau la catégorie p - structurée ( K * , s' ) , où K ' est le 
F _ , — H - H -

noyau de (pçç ( F ± ) ,pj ( F 2)) et s' le noyau de ( pcf ( F ^ , pj ( F 2)) , 

THEOREME 2. Soz7 ( C E , s) une catégorie p - structurée; si C' est une 
sous- catégorie de C' et si s r- s et p ( s ) — C, alors ( C' , s) est une 
sous-catégorie p - structurée de ( C' , s)-

Supposons que p soit la restriction d'un foncteur P = (Jll, P , H ') 
d'homomorphismes saturé, où M est la catégorie pleine des applications 
associée à un univers DU tel que % e Û et % C Û . Si H = P*( % ), 

o * o o o o — \ / > 
P est dit dénombrablement engendrant pour 3lî si les conditions suivantes 
sont vérifiées, où S e H ' : 

1° Si M C P (S) et si M e l = saturante de ÎH dans )H , il existe 
une P - sous- structure .s de S telle que M C P ( s ) , P ( s ) '•€ Jïï et que, 
pour toute P- sous- structure s' de S vérifiant M C P (s'), on ait P (s)CP (s'). 

2° Si Sj est une P - sous- structure de S pour tout entier z et si 
P ( s j) C P ( s j + x) , il existe une P - sous-structure s de S telle que 
P(s) = U P f s . ) . 
La condition 1 signifie que P est engendrant pour ÎIÎ. 
TH EO REME 3. Supposons P dénombrablement engendrant pour % et à 
%o - produits fibres. Le foncteur P de $( P ) vers % est dénombrable
ment engendrant pour Jli. Si de plus H e %o, pour tout (C' , s) e $ (p)Q 

et toute relation d9équivalence r sur C, il existe une catégorie p - struc
turée ( C * , s ) quasi- quotient de ( C ' , s) par r. 
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La dernière affirmation veut dire qu'il existe un foncteur struc
turé 

G = ( ÏC- , s), g . fC- , S)) 

tel que G soit compatible avec r et que, si F €$( P ) . ( C • , S) et si 
P( F ) est compatible avec r, il existe un et un seul F* € 3Yp J tel que 
F ' .G= F. 

Tous ces théorèmes sont précisés et démontrés dans « Structures 
quasi- quotient» [ 3 ] . 

C. CATEGORIES STRUCTUREES PARTICULIERES. 

DEFINITION. On appelle GROUPOIDE P - STRUCTURÉ une catégorie p-structurée 
( C* , s) vérifiant de plus l'axiome : 

4° C ' est un groupofde et il existe un 1 € $ . H . S tel que P( I ) 
soit la bijection X ^ X " 1 de C sur C. 

Soit 3*g( P ) la sous-catégorie pleine de *3~ ( P ) ayant pour unités 
les groupofdes P- structurés et soit P la restriction de P à 3* (p j. . 

THEOREME 4. SUPPOSONS P À PRODUITS FIBRES FINIS. 3" (P) EST UNE SOUS-

CATÉGORIE SATURÉE, STABLE PAR PRODUITS ET NOYAUX DE 3Y P ) . 

THEOREME 5. SUPPOSONS QUE P SOIT LA RESTRICTION D'UN FONCTEUR P DÉNOM-

BRABLEMENT ENGENDRANT POUR % ET À ÎK - PRODUITS FIBRES, COMME DANS LE 

§B; ALORS P^ EST DÉNOMBRABLEMENT ENGENDRANT POUR % ET, SI H 6%Q f 

LE FONCTEUR P^ EST À STRUCTURES QUASI-QUOTIENT ET LA CATÉGORIE ?(P) À 

3" ( P ) - PROJECTIONS. 

Soient H' et H" deux sous- classes de H. 

DEFINITION. On appelle catégorie P((H', H'), H" ) - STRUCTURÉE (RESP. 

P( H', H" ) - STRUCTURÉE) une catégorie P - structurée (C* , S) telle que 
l'on ait, avec les notations de la définition § A, 

a 6 H9, B EH9 et K € H" 

(resp. [a, B] CH9 et K € H" ) . 

Si H9* est une sous-catégorie de //'stable par produits et par 
P - sous- structures, les résultats précédents sont aussi vrais pour les caté-
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gories p(H', H")- structurées ou p((H', H'), H")- structurées. 

2. Exemples de catégories p - structurées. 

Parmi les exemples les plus importants figurent les catégories 
1 structurées par des ordres. 

A. CATEGORIES ORDONNEES. 

Soit fi la catégorie des applications ordonnées et co son foncteur 
projection vers JH . Le foncteur OÙ est un foncteur d'homomorphismes saturé 
à Jlio-produits fibres et /--étalant (i. e. si (M, <) et si M'CM, 
alors M9 définit la sous-structure (AT, < ) de (M, <•) ) . 

Soit fi* la sous-catégorie de fi formée des applications ordonnées 
strictes, i. e. des f = (( M, < ) , / , ( M , < )) e fi tels que 

x9 - x lorsque x* < x et f( x* ) = f(x). 

DEFINITION. On appelle catégorie ordonnée une catégorie o)(fif , f i ) -
structurée. 

EXEMPLE. La catégorie % , munie de l'ordre 

(M\.fv. MX)<(M>, f, M) si, et seulement si, M±CM, M\C M' 

et f^f/M^ 

est une catégorie ordonnée. 
Pour que (C' , < ) soit une catégorie ordonnée, il faut et il suffit 

que soient vérifiées les conditions suivantes : 
1° Si x' < x, on a a(x' ) < a(x) et fi( x' ) < J5(x). 
2° x ' < x , y'<y, ( y', x' ) e C ' * C * et (y,x)eC'*C\ 

entraînent y9. x' < y . x • 
3° x'<x, a(x*) - a(x) et f3(x') - j3(x) entraînent x' = x. 

Les résultats du § 1 - B s'appliquent aux catégories ordonnées. 
Soit fi" la sous- catégorie de fi formée des étalements, i. e. des 

f € Ci tels que, pour tout x e M et tout y* < f(x ) , il existe x0 < x véri
fiant y' - f(x'). Une catégorie o;(fi*, fi" )-structurée est une catégorie 
ordonnée ( C *, < ) telle que 

z < y . x entraîne qu'il existe y9 < y, x9 < x et z — y9. x9. 
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Soit f C , < ) une catégorie ordonnée. Si ( x, y ) e C X C, notons 
(x, yy la classe des couples ( x', y9 ) € C * * C ' tels que x9 < x et y'<y . 

DEFINITION. Si (x , y ) a un plus grand élément ( x , y) dans (C X C, <), 
alors x. y est appelé pseudoproduit de (x, y) et noté xy. 

Soit fì2 la sous- catégorie de fì" formée des / € fì tels que, si 
y9<f(x), la classe des x9 € M vérifiant xf < x et f( x9 ) < y' admet un 
plus grand élément *' et l'on a f(7* ) = y'. Soit 0^= fì2 H fì'. 

DEFINITION. Une catégorie o)((fì2', fì'), fì" )-structurée est appelée 
catégorie ordonnée régulière. 

Ceci signifie que ( C • , < ) est une catégorie co( fì* , fì" )- struc
turée vérifiant de plus l'axiome : 

Si x 6 C, e < a(x) et e £ , il existe un pseudoproduit xe€C . e; 
si é?' 6 et e' < f3(x), il existe É?'X € e'. C. 

B. CATEGORIES ÏNDUCTIVES. 

Rappelons qu'une classe induetive est une classe ordonnée (M, < ) 
telle que toute partie A 4= 0 admette une intersection (borne inférieure) DA; 
ou d'une manière équivalente, toute partie majorée A admet une borne 
supérieure, appelée agrégat, U A 

Une application inductive est une application ordonnée 

f = ((M9, <), f , (M, <)) 6fì, 

où (M, < ) et (M9, < ) sont des classes inductives, vérifiant; 
1° Si A est une partie majorée dans (M,<) on a f({jA) = KJf(A): 
2° Si y < * et y f< *. ona f(yny') = f(y)rïf(y9). 

Soit $ la sous-catégorie de fì formée des applications inductives et soit 
OJ<j la restriction de co à §. Alors o)<j est un foncteur d'homomorphismes 
saturé à JHQ - produits et résolvant à droite. 

DEFINITION. On appelle catégorie inductive une catégorie a)g(aOfì', i)-
s truc turé e. 

Pour que f C*, < ) soit une catégorie inductive, il faut et il suffit 
que soient vérifiées les propriétés : 
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8 C. EHRESMANN 

1° (C*, < ) est une catégorie ordonnée et ( C> < ) une classe 
inductive; 

2° Si A<x, on a a(KJA) =KJa( A) et /3 ( |J A) =U/3(/U/ 
3 0 Si y < x et y'< x, on a a(y'f) y ) = a(y') f) a (y ) et 

0(yTiy) = P(.y[)n P(y>; 
4° Si yi <y , x?. < x et (y .̂, xf.) € C '* C* pour tout / 6 / (resp. 

pour i=lt2)t on a 
u y , .*- = ( u y , - ) . eu * . ) 

(resp. ( y i n y 2 ) . ( x i n x 2 ) = ( y 1 . x 1 ) n ( y 2 . * 2 ) ) • 

PROPOSITION 1. La condition 4 est conséquence des conditions 1 , 2, 
3. ( C' , < ) est une catégorie inductive si, et seulement si, c'est une 
catégorie co(ê f) Cl', $)- structurée (resp. OÛ($Ç\ Cl', Cl) - structurée ) . 
Dans ce cas, deux éléments quelconques ont un pseudoproduit et le pseu
doproduit est associatif si, et seulement si, (C * , < ) est aussi œ(Cl', Cl") -
structurée. 

Les catégories structurées par des ordres sont étudiées en particu
lier dans « Catégories ordonnées, holonomie et cohomologie» [8 ] , où l'on 
trouvera d'autres références. 

C. CATEGORIES TOPOLOGIQUES. 

Soit 3" la catégorie des applications continues entre espaces to
pologiques et soit 9 son foncteur projection vers 511; 9 est un foncteur 
d'homomorphismes saturé à 5ïïQ- produits, résolvant à droite et /--éta
lant, la 9 - sous- structure de T sur MC9(T) étant la topologie T/M 
induite par T sur M. 

DEFINITION. Une catégorie 9-structurée est appelée catégorie topo
logique. 

(C* , T) est une catégorie topologique si, et seulement si, 
1° C* est une catégorie, T une topologie sur C; 
2° (T, a, T), (T, /3, T) et ( T, K , T * T ) sont des appli

cations continues, où T* T — TX T/C * * C '. 
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CATEGORIES STRUCTUREES 9 

P ROP OSITION 2. Soit ( C ' , T ) une catégorie topologique. Si T est sé
parée, C m

Q est fermé. Si ( C 9, T ) est un groupoide topologique (i. e. 
0 - structuré), T est séparée si, et seulement si, T est séparée et C * r o r o 
fermé. 

Soit 6 le foncteur projection vers j!i de la catégorie ï ( <9 ) des 
foncteurs continus (i. e. 9 - structurés) . Ce foncteur a les propriétés indi
quées dans le § 1- B - En particulier, si (C\T) est une catégorie 
topologique et C * une sous- catégorie de C* , alors ( C ' , T/C) est 
une catégorie topologique. 

Soit ( C ', T ) une catégorie topologique. Soit r une relation d'équi
valence sur C. 

THEOREME 6. // existe une catégorie topologique ( C ' , T) quasi-quotient 
de ( C ' , T ) par r et C ' est une catégorie quasi- quotient de C ' par r. 1 

PREUVE. On construit f C * , T j comme suit : Soit ?(©) la catégorie 
des foncteurs continus relatifs à l'univers M considéré au §1 -B . Sort 
/ la classe des F €^f ( 6 ) . ( C ' , T ) tels que 0 (F) soit compatible avec 
r. Dans 5 ( 0 ) , il existe 

(G- , T)= Il /3(F) et F = [F] P E I . 

A -
La classe 6(F)(C) engendre une sous- catégorie G * de G " et (G *, T/G) 
est une sous- catégorie topologique de (G' , T). On a G € ?H, de sorte 
qu'il existe un isomorphisme V €^(®)^ de (G \ T/G) sur (C \ T) e5 (# ) o . 
Alors V . F est la (9- quasi-surjection définissant f C ' , T J comme caté
gorie topologique quasi- quotient de ( C ' , T ) par r. - Montrons que C* 
est une catégorie quasi- quotient de C * par r. En effet, soit / — (K ' , j ,C') 
un foncteur compatible avec r ; on a 

F ~ (( K' , KG), / _ , ( C - , TJJ € / , 

en notant la topologie grossière sur K ; par suite, il existe F' £ 3" ( <9 ) 
tel que F ' . f V. F J = F. Il s'ensuit / = 6% ( F' ) . j , où / = ( V . Fi > 
Ceci montre que / est une per - quasi- surjection. • 
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10 C. EHRESMANN 

COROLLAIRE. ( C ,T) admet une catégorie topologique quasi-qiotient par 
r de la forme (N( C'/f), T), où f est la relation d'équivalence bicompa-
tible sur C* engendrée par r et où N(C*/f) est la catégorie (3 r , Ì I r ) -
projection du graphe multiplicatif quotient C * /f. 

En effet, N ( C'/f) est une catégorie quasi-quotient de C* par r. 

COROLLAIRE. S'il existe une catégorie quotient C' de C* par r, il existe 
une catégorie topologique quotient ( C*, T ) de (C',T) par r, où Test 
une topologie sur C moins fine que T /r. 

Les catégories topologiques et leur cas particulier, les catégories 
microtransitives, sont étudiées dans l'article «Catégories topologiques» 
I, II, III [ 6 ] . 

3. Catégories structurées généralisées. 

A. ESQUISSE D'UNE CATEGORIE. 
Soit [ U x ] le graphe ayant 4 sommets u, Uq , u*u, (u*u)*(u*u) 

et dont les seules flèches sont 
a et b de u vers u 

o 
i de u vers u 

o 
< v , v et k de u*u vers u 

v(u,i.a) et v( i. b, u) de u vers u*u 
\ UJ l i w?i k 1 et k 2 de ( u* u)*( u*u) vers u*u. 

Nous désignerons par Uy le graphe multiplicatif défini comme suit : [ U ^ ] 
est un sous-graphe du graphe [ U<^ ] sous-jacent à U<j, contenant toutes 
les unités de Uy ; 

les éléments de Uy sont ceux de Ul et 11 autres morphismes g^, où 1 < z £21; 
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CATEGORIES STRUCTUREES 11 

la loi de composition est telle que les seuls composés soient les composés 
d'un élément avec ses unités à droite et à gauche, et les composés expli
citement indiqués dans les formules ci-dessous; de plus deux composés 
sont égaux si, et seulement si, l'égalité figure dans les relations suivantes: 

( 1 ) u — a . i — b . i ; 
o 

(2)g1-a.v1=b.v2; g 2 = a .v 2 - a é'k ; g 3 = b .v 1 = b .k, 
( 3 ) u ~ v . v ( u, i .a) - v . v ( i . b, u) ; g n = i .a = v2.v(u,i.a); 

g 5 =• v 1 . v( i . b , u ) ~ i . b ; 
( 4 ) k . v ( u , i . a ) u — k . v ( i . b , u ) ; 
( 5 ) g6 = v2'wl ~ vvw2; #7 = k'wl = v i ' k i ; #8 = v2'w2~ v r k i ; 

g9=--k.w2= v2.k2; g1Q•= v^w^ Vl.k2; 
(6) g = k .k 1 = k .k 2. 

(Ainsi U<j est engendré par [ (7 1 ] et une relation, Le. c'est un quotient 
d'un sous-graphe multiplicatif de la catégorie libre des chemins associée 
à U / J ) . 

Soit Tj — (H *, fi un triplet formé d'une catégorie f/", d'une 
classe HL de monomorphismes de H * et d'une application produit fibre 
naturalisé fini jjl sur H " {dèi. 10-IV \ 1 ] ). Désignons par <5(T))0 la 
classe des néofoncteurs F de U*f vjers H * vérifiant les conditions sui
vantes : 

1° F(i) €Hl ; 
2.0 ((F(a),F(v1)),(F(b),F<v2))) = iJ.(F(a),F(b)); 
3° ((F(v2),F(w1)),(F(vi ).F(w2))) = jjl (F(v2).F(Vl)). 

PROPOSITION 3. Si F et F1 sont deux éléments de 7])Q tels que 

F(i) = F'{i), F(a) = F'(a), F(b) = F'(b) et F(k) = F'(k), 

alors F = F'. 

PREUVE. F et F' étant des néofoncteurs, on a 

F(u) = F'(u), F(uQ) = F'(uQ) et F(u*u) = F'(u*u). 

De plus la condition 2 entraîne que F( v.) = Fr( v^) pour i - 1 et 2, de 
sorte que la relation 3 a pour conséquence F(w. ) — F' ( pour i —l et 2. 
Désignons par ¿7 l'élément F(d), où a? e L .̂-Comme H • est une catégorie, 

1 

2 
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12 C. EHRESMANN 

on trouve 
â ,û — û . â ~ b . {. â 

o 
et, en vertu des formules (3 ) , F( v(u, i.a)) est Tunique élément associé 
au couple (û,i. â) par le produit fibre naturalisé â, b); par suite 

F(v(u,i.a)) = F'(v(u,i*a)) 

et, de même, 

F( v( i.b, u)) = F'(v(i.b, u)) . 

On obtient également 

â . g = â . k . û>1 = a . v 2 . t2̂ x = â . v 1 . û>2 = b . i? 2 . z?' 2 ; 
d'après (5) , F (k ^ est l'unique élément associé par le produit fibre 
fi(â,b) au couple / k . w1 , £ 2 . u 2̂) . Donc F( & 1J = F'( & 11 D'une manière 
analogue F(k ^ — F'(k 2) est l'unique élément associé par â, b) au 
couple ( v 1.û>1, k ,w2) . Ainsi F et F' sont deux néofoncteurs ayant même 
restriction au sous-graphe [ t/ i ] qui engendre il s'ensuit F - F ' . • 

Soit 5F ( 77 ) la sous-catégorie pleine de la catégorie 51 ff/*, (/^l)3-1 

des transformations naturelles entre néofoncteurs de vers H* ayant 
pour classe d'objets 3 r (?)) 0 . Soit ÎIÎ1 la classe des injections canoniques 
( M, L , AT) €% et soit «̂jjj l'application produit fibre naturalisé fini cano
nique de 5ïï. 

PROPOSITION 4 . Soit 77JJJ = , jJL^g); la catégorie 5 (V% ) est z50_ 
morphe à la catégorie 3" des fondeurs associée à %m 

PREUVE. Soit F ç3:(T73j{)o, C-=.F(U), C-Q = F(UQ) et (C, K , C •* C") = 
= F ( k ) . Comme Ff z) £ îli6 , on a C'O C C et les relations ( 1) impliquent 
que F( a) et F( b) sont des rétractions a et /3 de C sur . Des éga
lités (2) , il résulte que C'—(C,K) est un quasi-graphe multiplicatif; 
puisque C**C# est le produit fibre a v / 5 , ce quasi-graphe multiplicatif 
est une quasi-catégorie non associative. Les conditions (3) montrent que 
F(v(u,i*a)) est l'application x -> (x, a( x)) de C dans C "* C • et, 
d'après (4) , on a 

x .a (x J = &(x, a(x)) = x pour tout x e C; 
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CATEGORIES STRUCTUREES 13 

de même /3( x) .x — x pour tout x e C, de sorte que C* est une catégorie 
non associative.Les formules 5 et le fait que ((F(v2),F(u>1 )), (F(vl),F(w^)) 
soit un produit fibre naturalisé entraînent que F ( k f) et F ( k 2) sont res
pectivement les applications 

((x, y ) , ( y, z )) (x.y, z ) et (( x, y ) , ( y, z )) ( x, y .z) 

de F ( v 2)\y F ( v x) dans C**C #. L'axiome (6 ) exprime donc que K est 
associative. Ainsi C* est une catégorie. 

-Inversement soit S * une catégorie; on construit un unique néo-
foncteur F e ï ( T?5jj)0 tel que 

F(i) =(S,t ,S^), F(a) ^(S;,a,S), F ( b ) = ( S ̂  /3, S ) , 

F(k) = (S, K,S-*S-), 

d'après la proposition 3 • Nous avons ainsi prouvé que l'application 

Jo: F+C*=(F(u),F(k)) 

est une bijection de ĴĤ o sur 
-Soit €$(Tjyg) une transformation naturelle définie par un tri-

piet ( F', r, F). On voit facilement que 
y(x¥) = (yJF'),T(u),yJF)) 

est un foncteur, et que l'application <P->y(*P) définit un isomorphisme 
àe ï ( 7}<^ ) sur ? . m 

DEFINITION. Un élément de $(V)0 sera appelé catégorie 7]-structurée. 
REMARQUE. Les catégories 7]-structurées sont définies dans «Introduction 
to the theory of Structured Catégories», [ 4 ] , avec une définition légère
ment différente, puisque l'esquisse d'une catégorie U<j est définie un 
peu autrement. 

Soit 'S(H*) la sous-catégorie pleine de la catégorie des trans- 1 
formations naturelles entre néofoncteurs de vers Hr ayant pour unités 
les foncteurs F tels que 

((F(a),F(vi)),(F(b),F(v2))) et (( F ( v 2), F ( w%)), ( F ( v x), F ( u>2))) 

soient des produits fibres naturalisés dans H 
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14 C. EHRESMANN 

PROPOSITION 5 Soit F e(

3
:

(H*)o; s'il existe f e H *y et fQ €Hy tels 
que f.F(i).f~

x appartienne à H
L

, il existe une équivalence naturelle 
définie par un triplet ( F', r, F) , où F' e 37 7))Q, T(U) = / et T(Uq) = fQ 

PREUVE. Nous posons d  F( d) pour tout d e U . Puisque a. i = UQ , on 
trouve â ,i = û q , de sorte que i est un monomorphisme. Soient 

*' =FO-Â-FL ET *' = LO-'B-F~L • 

Comme (( â, v ),( b, v 2)) est un produit f i b r e naturalisé, 

((â'.f V ^ 1 ; , Г ¿ ^ / . v2)) 

en est aussi un et, si 

fji(â't b') = ((â',v\ ),(b'ti)'2)), 

il existe /' € tel que v\.f
9 f.vi pour i  1,2. Posons k' = f.k. f'~

l

. 
D'une manière analogue, (( v' , f . wl ) , (v* , f . û>2)) et 

^v\tv\)^((v\>w\)Av\,w\^) 

étant des produits fibres naturalisés de (v'^v'^), il existe f " e H y tel 
que l'on ait « / . = /'. wi pour i = 1,2. Soit r la surjection 

u~*f, uQ*fo, u*u*f et ( u*u)*( u*u ) > /" ; 

il existe une équivalence naturelle F définie par un triplet f F', r, F ) ; 
il est évident que F' ( d) = d', lorsque ce dernier a été défini. En parti

culier 

F'(i) = î't F'(. v.) = v'. et F'f t^.j .= M;/, 

cequi montre que F' €?(? ] ) . La démonstration est donc achevée. • 

COROLLAIRE 1. Si ,H
L ,Hy = R ('H'"); la catégorie $ ( H ' ) est un 

élargissement de S
1 ( 7] ) . 

En effet, 37 77) est pleine dans 37 ) • S i F 6 37// ' ) Q , on a 
'F(i) € &g( H ') ~ H y • H1 • H y et, d'après la proposition 5, F est iso

morphe dans 37//*) à un F' e37??); ceci signifie que 37 # * ) est un 
élargissement de 37 77 ) . • 
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COROLL AIR E 2. Si' f] ~ ( H ', H 1 , /1 ) , où /1 est une application produit 
fibre fini sur H*, les catégories 5~ ( 7] ) et 3"f f) ) sont isomorphes. 

En effet, soit F 6<j'(fj)o; la construction faite ci-dessus en pre
nant / — u et / — u conduit à une équivalence naturelle V( F) de F 
sur F' ecJ(rj). On voit que la surjection ¥ - T ( F 1 ) CD ¥ Œ Tf F r 1 , 
où F = a 0 0 1 ? et F x = /31=1:1 *P , définit un isomorphisme de S^r?) sur (T7) . 

Soit T)~ {H ', H1 , fJ^) un triplet de la même forme que 77 et soit 
G un foncteur de H ' vers fï •, compatible avec ( jjl , /x) et tel que G(HL)QHL* 
Alors la surjection ¥ - B g .W définit un foncteur de J'(r)) vers 

B. COMPARAISON AVEC LES CATEGORIES p-STRUCTUREE S. 

Soit p — (% , p , H ' ) un foncteur d'homomorphismes; supposons que 
Ton ait 7)— {H ', Hc , yu ) , où rYfc est la classe des ( !)lî6, p ) -injections et 
où jj, est une application produit fibre naturalisé sur H * telle que p soit 
( /xjjj ,72 ) -compatible. 

PROPOSITION 6 . 3"f 77 j csf isomorphe à la catégorie $ ( p) des fondeurs 
p-structurés. 1 

PREUVE. Supposons F e5F(?7)o; puisque p. F e J ( 77̂  ) o , il existe 
d'après la proposition 4 une catégorie C'=y(p.F). Il est clair que 
f C \ F ( u j) est une catégorie p - structurée, les morphismes «structurant» a , 
/3 et K étant respectivement F(a), F(b) et F(k). Nous poserons 
( C\"f(u )) = 7 f F ) . 

-Inversement, soit (G*, s.) une catégorie p-structurée, et soit F' 
le néofoncteur y"l( G*). Désignons par F* ( i ), par F* (a) et F'(b) et 
par F'(k) respectivement les uniques éléments de s . / / . s , de sq,H.s 
et de s.H.s*s appliqués par p sur 

F' ( i ) - ( G, t , G^), ' F'(a) = (G;,afG), 

F'(h) - (G;,/39G), F'(k) = (G, K, G** G' ) . 

Puisque p est ( /xjjj, /j.)-compatible, il existe des produits fibres natura
lisés 

((F'(a).F,(vl)),(F'(b),F'(vz))) 

691 



16 C. EHRESMANN 

et 
((F'(v2),r(w1)),(r(v1),F'( w2))) 

tels que 
p(F'(v.)) = F'(v.) et pfT'fw.)) = F'(w.) 

pour i = J et 2. Si di^~F,(d.) a été défini et si F'( d 1 ) . F'( d?) = 
= F'( d 3) . F1 ( d ̂ ), alors d x. d 2- d ̂ . d ̂ , puisque /? est fidèle. Une 
démonstration analogue à celle de la proposition 3 permet de construire 
d'une façon unique des éléments 

F'(v(u,i.a))t 'F'(v(i.b,u))t ~F'( k 1 ) et F' ( k 2) 

appliqués par p respectivement sur 
F'(v(u,i.a)), F'(v(i .b,u)), F'( k x ) et F,(k?). 

Ainsi nous obtenons une surĵ ction F ' : d-+F'(d) définissant un homo-
morphisme du graphe [ U ] vers [H*] et telle que p F^ soit une restric
tion de F ' . Comme ( U x ] engendre (7^ et comme F' est un néofoncteur 
de U j vers ÎR, il en résulte que F^ s'étend en un néofoncteur unique F' 
de t/^vers H* vérifiant 

p . F ' = F', F' €Ï(T7) et fG*,sJ = y(F'J. 

-p étant fidèle, le foncteur de K (H •, U^)** vers K (îïl, t/A)™ 
associant • p à W est fidèle. Si *P £ J~ ( 77 ) est défini par le triplet 
( F', r, F), on a e î f p j , où 

y ( ¥ ) = (y(F'J ,Tfi /J .y(F)) . 

Inversement, supposons 

où (C\s) = y(F) et r G-, s'j = y( F ' ) . 

Puisque y = ( G ', y, C • ) est un foncteur, il existe, en vertu de la proposi

tion 4, 

(F',T,F)=y-l(y)€5(7ifo'). 

Désignons par r(u) l'élément de s' .H .s tel que 
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p( T(u)) = (G, cp, CJ = T(u) 

et soit rf « j - F' ( a) .r ( u ) . F' ( i) ; on trouve 

p(r(uo)) =(G;, ,CO) = r f « o ; . 

Etant donné que F'(a).r(u)-r(uo).F(a) et que /> est fidèle, 

~F'(a).T(u) = rfw o J. F( a). 

Un raisonnement semblable montre que 

F'ffcJ.rf = r(K o j .F(fc; et r(u).'F(i) = 'F,(i).T(uo). 

Les relations 

F'(a).r(u).F(v1) = r(uo).'F(a).F(v1) = r( Uq) ( b .v2) = 

assurent l'existence d'un et d'un seul h tel que 

~F,(vi).h = r( u).~F(v.) pour f = l e t 2 . 

car CC F' ( a), F'( v1)), ( F'( b), F'( v ))) est un produit fibre naturalisé. 
On a 

p(h) = T(U*U), d'où 'F,(k).b = rf wJ.Ff Ap

posons T ( u* u) - h. De même, des égalités 
mF'(vJ.h.'F(w1) = r(u).F(v2).F(w1) = r( u ) .F( v ^w2) = 

= ^'(v1).h.F(w2)f 

on déduit l'existence d'un et d'un seul h' vérifiant 

~Ft(w.).ht = h.'FftUj) pour i = 7 et 2; 

et l'on a p(h') = T((u*u)*(u*u)). En posant T(Y z/* u*u )) = h', 
on définit une surjection r de dans H telle que p T = r. Puisque F 
et F' sont des néofoncteurs (première partie de la démonstration), que p 
est fidèle et que ( p . F', r, p . F J définit une transformation naturelle, 
( F'yr, F) définit aussi une transformation naturelle ¥ , telle que y ) = 
= <E>. Par conséquent y définit un isomorphisme de 17) sur $( p ) . m 

COROLLAIRE. Ai;ec /es notations de la fin du §A, la catégorie CJ ( Il '} 
est un élargissement de 3"(p ) . 
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18 C. EHRESMANN 

4. Espèce de morphismes associée à une catégorie structurée. 

1 A. Soit 7] = (H',.H 1 , M ) un triplet d'une catégorie H\ d'une classe 
H1 de monomorphismes de H " et d'une application produit fibre natura
lisé fiai ju sur H • . Soit F 6 î ( 77 ) q et s = F( u). Nous désignerons par 
d l'élément F(d), pour tout d € V Soit K la classe s . H. Si h € K et 
k' € K sont tels que â .h' ~ b .h, il existe un et un seul g tel que 

car (( â, v ) , ( b, v 2)) est un produit fibre naturalisé; nous écrirons 
g = v(h' ,h). 

THÉORÈME 7 . K * es/ ««e catégorie pour la loi de composition : 

( h', h ) -> b' + h = & . t'f /V , h ) si, et seulement si, â . h1 ~- b . h . 

PREUVE. Posons â' = i.â et b* = i . b. Montrons que K # admet pour 
unités les m € s. H tels que m = â' .m. Pour un tel ra, on a 

b .m = b .â' .m — b .i.â.m ~ â.m. 

Supposons h mm défini, i.e. â. h ~ b . m, d'où 

= i .b .m — i .â .m ~ m . 

Il existe v(h, m) et Ton a 

v( h , m ) — v( û . h , â' . h ) — v( û, i.â).h ; 

par définition de 3*"f 7]), on sait que 

k .v(û, i.â) — k . F ( v( u, i .a)) = û ; 

il s'ensuit 

& ®77z — k.v(h, m) ~ k . v( û, i .â).h — û .h ~ h . 

De même, m m h' ~ h* lorsque â.m - b.h'. Ainsi m est une unité de 
K # ; tout h € K admet pour seule unité à droite â' .h, pour seule unité à 
gauche b'.h. 

-Le composé h' • h est défini si, et seulement si, â' .h* - b' .h; 
dans ce cas, on trouve 
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â'.( h' m h ) = â' .k. v( h', h ) = â' .v2.v(h' ,h ) = â' .h, 

b' ,(h' mh) = b' .k.v(h',h) = b' .v l.v(h' ,h) = b' .h'. 

Supposons les compos és h" m (b'm h) et (h" m h') •h définis. (( v2,w1),( 
est un produit fibre naturalisé, et l'on a 

k x = v( k . wl , v 2 .w ) et k 2= v( v .wlt k.w2), 

car F ecJ( 77 J. Puisque 

v2.v(h",h') = b' = v1.v(h9

th)9 

il existe un et un seul g tel que 

. g - v( b", h' ) et w. g = v( h', h ) . 

Les relations k . k x - k . k , 

^ i r g = & . . .g, £ 2 . ûrg) ~ k ,v( k ,v( h" , h' ) , vrv( hr, h )) -

= k.v(h" mh' ,h) = f£"#£')#£, 

k.k2.g^ k.v(i\. v(h" ,h' ) , k.v(h',b)) = k.v(b",b'm b) = h"m(h'mb) 

entraînent 

(h"%h' )mh = h"9(b'mh). 

Ceci prouve que Km est une catégorie. • 

PROPOSITION 7 . La catégorie H * duale de H* est une catégorie d'opé
rateurs sur la catégorie relativement à la loi de composition K ' : 

( f, h ) -» h . / sz, et seulement si, f3( f ) - a( h ) . 

PREUVE. ( H* , K, K ' ) est une sous-espèce de structures de l'espèce de 
structures canonique associée à l'opération de H* sur H définie parla 
loi de ^composition de H '. Si m e K* et si a( m) = f3( f ) , on a 

m. f - â' .m . f e K* . 

Si h'm h et ( h'* h ) . f sont définis, l'égalité â'.( h'. f ) ~ b*. h . / assure 
que le composé ( h'. f ) • ( b . f ) est défini, et l'on obtient 

(h'.f)m(h .f) = k.v('h* .f.h.f) = k.v(b',b).f = (btmh).f. 
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Ainsi la surjection h * h .f définit un foncteur de K ,J3( f )* sur K . a( f j # ; 
ceci achève la démonstration de la proposition, m 

DEFINITION. K* est appelée le 77 -prolongement de F . L'espèce de mor-
phismes (H*, K # , K ' ) est appelée l'espèce de morphismes associée à F . 

EXEMPLE. En particulier, soit ( C ', s ) une catégorie p -structurée, où 
p -~- (JH , p , H ' ) est un foncteur df homomorphismes ( /x^ , JJL ) -compatible. 
D'après la proposition 6, à ( C ', s ) correspond un élément F de î ( 77 ). 
Par suite la classe s . H = K admet en vertu du théorème précédent une 
structure de catégorie. On dira aussi que l'espèce de morphismes (H*, K* K*) 
est associée à ( C ', s). 

A partir du triplet (H*-y K # , K*) , on peut construire la catégorie 
produit croisé P(F) (voir chapitre II de «Catégories et Structures») : 
ses éléments sont les triplets (m, f, h) tels que 

m heK, / e a(m). H. a( h ) et b'.h-m.f, 

la loi de composition étant 

( m1, /*, h9 ) .(m , fh ) = ( m', f . f, hf . / • h ) 

si, et seulement si, m = âf .h1. Nous aurons à considérer plus loin des 
sous-catégories P' de P ( F ) . 

B. CAS DES CATEGORIES DOMINEES. 

Reprenons les hypothèses du début du § A et supposons de plus 
que (H ', D) soit une catégorie q - dominée, q étant un foncteur (% , q , H * ) 
d'homomorphismes saturé, à produits fibres finis. 

P RO POSITION 8 . Soit F (Tj)o et s* e H 'Q.Si le foncteur G •' h-+D(h, s') 
de H • vers H ' est compatible avec les produits fibres finis, (K .s' # , D(s, s')) 
est une catégorie q - structurée, où s = F ( u ) • 

PREUVE. Soit cr - D( s, s' ) . Comme le foncteur G est compatible avec 
les produits fibres finis, on a F = G. F € ? ( H * ), où ^f(H') est la 
catégorie associée à H ' à la fin du § A. Posons 77 = ( H * , q , /JL) , 
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où q^~ est la classe des (JHL , q ) - injections et fi l'application produit 
fibre naturalisé telle que q soit ( fij^, JJL)-compatible. Puisque F(i) 
admet F (a) pour inverse à gauche, F(i) est un q - monomorphisme; q 
étant saturé, il existe i e qf~ tel que F( i ) = i. fQ , où fo £Hy. D'après 
la proposition 5 , on peut construire une équivalence naturelle définie par 
un triplet ( F' , r , F ) , où 

r(u) = F( u) = cr , T(uQ) = fo et F ' e 3 r ( ^ ) o . 

Le foncteur #. F' appartient à JC7?^); il projette a sur l'application 
source a # : h^i.â.b de la catégorie ( K . s')* et 6 sur son applica
tion but / 3 # ; comme q . F*( u*u) est le produit fibre canonique a # V / 3 # 

dans 5K , c'est f /C . s' J # *( K . s' j # et g . F' (k ) est la loi de composition 
de K . s ' * : # .F ' est la catégorie 77 -̂ structurée correspondant (propo
sition 4) à ( K. s' ) * . En vertu de la proposition 6, (K.s' #, cr) est 
la catégorie q - structurée associée à F ; € 5" ( 77 ) . • 

Désignons par q le foncteur projection canonique de $ (q) vers Dlî. 

PROPOSITION 9. Supposons que, pour tout s' 6 , le foncteur 
D s» : h -» D ( h, s' ) de H' vers H' soit à produits fibres finis. Si 
F e î f 7|J , l'espèce de morphismes (H*,K*,K') est sous- jacente 
à une espèce de structures q-dominée ( H * , D ) , où 

D(s') = (( K.s* )* , D(s, s')) 

pour tout s' e H ' . r o 

PREUVE. D'après la propositions , D ( s* ) est une catégorie q-structu
rée. Si f 6H, a( f) = s" et /3(f) = sf, on a g = D(s, f) eti, et, en 
vertu de la proposition?, g = q(g) définit un foncteur de (K. vers 
(K.s")*. Donc (D( s" ) , g , D( s' )) est un foncteur q- structuré D(f). 
La surjection / -> Df/J définit un foncteur de //* vers q) tel que (H*,D) 

soit une espèce de structures ^-dominée, admettant (H* , K,K*) pour 
espèce de structures sous-jacente. • 

DEFINITION. On dira que ( H ', D .) es/ wrae catégorie discrètement q-
structurée si D est une application de // * x H ' dans // * ayant les 
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propriétés suivantes : 
lo q(DQ(s", s9)) = s* . H . s' pour tout ( s", s9) € H ̂  * H ̂  ; 
2° Si Sj pour z = 7, 2 et 3 , il existe 
k(s3, s2, Sl) €Do(s3, Sl).H.Do(s3, s2)xDo(s2,Sl) 

appliqué par q sur une restriction de la loi de composition de H * . 
L'élément k(s3, s?, s J est entièrement déterminé par ces conditions. 

PROPOSITION 10. Si q est un joncteur d'homomorphismes à atomes 
(chapitre IV, « Catégories et structures» ) et si ( H * , D q) est une caté
gorie discrètement q - structurée, il existe une catégorie q -dominée (H D) 
telle que D o soit une restriction de D. 

PREUVE. Soient s, s' et s" trois unités de H ' , et / € s". H. s'. Il 
existe un élément final / de H ' tel que q(/+) = i / !, et une (JHL , q)-
injection jJ de source / + , de but DJ S", S'), par définition d'un fonc-
teur à atomes; désignons par / le morphisme de H * de source DQ(s', s) , 
de but D Js", s'), tel que q(f) soit l'application constante sur / (on a 
f=jj.gj, où gj est l'unique élément de / + . H .DJs9, s )). Posons 

D( f, s) = k(sm, s', s).[J, DJs', s)]; 

alors D({, s)€DJs99, s) . H .DJ s9, s) et q(D(f,s)) est l'application 
h -> / . h de s9 .H . s dans s99. H . s . Si g 6 s . H . s ^ , on définit de même 

D(s", g) = k(s99, s^^.lDJs99, s), g] eDJs99, S l ) . H . DJs99,s). 

Le morphisme 

D(f, g) = D(s99, g).D(f, s) e DJs99, s) .H .DJs9, s) 

est appliqué par q sur Horn ̂  . ( j , g). La surjection ( f, g) -* D( f, g) 
définit un foncteur D de H'XH* vers H ' tel que q.D = Hom^. . 
Autrement dit, (H*, D) est une catégorie #:dominée. Puisque DQ est 
la restriction de D à #ô x *a propos**100 est démontrée. • 

DEFINITION. On appelle catégorie fortement q-dominée une catégorie 
dominée (H* , D) telle que ( H ', D J, où DQ est la restriction de 

D à x H^, soit une catégorie discrètement g-structurée. 
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699 

REMARQUE. Supposons que q soit à atomes et à - sommes et que 
H € 1̂1 . Soit (H', D o) une catégorie discrètement q - structurée; il existe 
une somme a de (D^(s", s')),^n • x // . dans // 'vérifiant q(cr ) — H ; 

O O 
les applications source et but de /•/ ' sont «structurées» respectivement 
par un a 6 o. Il .ci et un b €cr. H . O' (à savoir : a esr la somme de 
(s"s')(sn, s') e. // ' X h ' ' o u # applique s"s' £ a. /7 . DQF s", s') sur l'appli-
cation constante sur s' ) . Mais ( H * , cr ) n'est pas nécessairement une 
catégorie (7 - structurée. Cependant ( II ' , cr) 6 cj (q) lorsque : 

1° • X, e • X . X , r . = /Lj e . X e ., où e . e H ' et / € 3K ; 
7 7 ç / 7 (i,j)€ixi 1 1 

2° l'injection canonique de e. dans 2 est un ^-monomor-
phisme. 

En effet, avec ces hypothèses, ( a , b) admet pour produit fibre &*cr 
dans // ' la somme dans q de ( D ( s s )xD(sn,s )) et l'unique 
—• - 1 0 
L f. o . Il . a M a déterminé par la famille (k.(s3 , s2, s 1 )) ^ structure la 
loi de composition de // * . Ces conditions sont par exemple satisfaites 
si q est le foncteur 6 de f) vers M . 

Dans la fin de ce § , q est un foncteur d'homomorphismes saturé, 
résolvant à droite et à produits finis (donc à produits fibres finis), (Il ', D) 
est une catégorie ¿7-dominée telle que, pour tout s' 6 II ̂  , le foncteur 
D » : f > D( f, s' ) soit à produits fibres finis. Soit P' la catégorie pro
duit croisé P (F ) associée (fin §A ) à l'espèce de morphismes F/7* K# K *); 
désignons par 77 le foncteur projection canonique de P' vers H\ tel 
que 7T ( m , /, ZO ~ /. 

THEOREME 8. Avec les hypothèses précédentes, il existe une applica
tion D de ( 11 ' X H ' ) dans H* vérifiant les conditions suivantes, où 
s', s" et s'n sont des unités : 

1° q.D( s", s' ) = 7 7 1 (s".H.s* ) ; 
2° Il existe k'( sm, s", s') e~D(sm, s'). H, de source une q-

sous- structure de D ( sm , s" ) X D ( s" , s'), appliqué par q sur la res
triction de la loi de composition de P ' à la classe 

( P • * F • ) PI 7T1 ( sm. H . s" ) X TT1 (s* . H . s' ) . 
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PREUVE. Soit s* et s9 deux unités de H'; notons p , p 2 et p 3 les 
projections canoniques du produit S = D(s, s*) X D(s", s9) X D(s , s9) 
(qui existe dans q). Le couple 

(k(s,sm.s').[px. P2], D(b9,s')..p3) 
d'éléments de D(s, s'). H .S admet un (JR4", q)- noyau Sj tel que q(s x) 
soit la classe des (m, /, & ) e q( S) vérifiant m . / = . & (où 6' = / • b), 
c'est-à-dire q( s x) = frl( s* . H . s* ) . Nous poserons s x = D( s", s9 ) . Si 
sm 6 H *. on définit de même 

o T 

s 2 = D ( s w , et s 3 = D(sm, s9 ) . / 
Désignons par p. le (5lî£ , q)- sous-morphisme de p?. de source s r , de 
but /3f pp , pour i = i, 2 et 3; soit /T. les éléments analogues corres
pondants à s 2 . Si p 4 et p 5 sont les projections canoniques du produit 
5 2 x 5j sur s 2 et sur s t respectivement, le couple 

:(Pl.ps..D(â'. s'i.p^.p^) 

admet un ( %l, q) -noyau s si tel que q(s2*sx) soit la classe des 
couples 

e P - * P - , • où Çeq(sx) et £>€q(s2); 

soient p^ et fi5 les (%l, q) - sous- morphismes de p u et p g de source 
^ 2 * s 1 # Considérons les morphismes 

t'3=[k(s,s»,s9).[p9

3.pn,p2.ps],p3.fi5] eD(s,s*)xD(s,s').H.s2*si 

associant à (çf\ <f), où <f' = f iw', /', h9), :Ç=(m,f,.b) et 
q(s2* st ) , respectivement : m9, /'. / ct(h'.f,b). Puisque ((K . s')*, a ) , 
où ex ~ D( s, s'), est une catégorie q - structurée (proposition 8) , il existe 
F*( k ) € a ,H .cr* a tel que q(F9(k)) soit la loi de composition de 
( K . s' J # ; comme cr* cr est une # - sous- structure de ex x a et que 

q( t'3)( q(s2 * st ))C q(ex *ex), 

il existe un (%l, q) - sou s- morphisme /* eex *ex .H , s?* s% de t 3 ; l'hm.ge 
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par q de 

t3 - F'f k). t"3 eD(s, s').H.s2*s1 

est l'application (£\ £ ) + ( h9. f ) • h . Par suite, si t - [t x, t?t *3 ] , 
<?( / J est une restriction de la loi de composition de P ', et l'on a 

^ f / H ^ r s 2 * s 1 ) ) C ^ s 3 ) f où s 3 = D f s * s'); 

il s'ensuit l'existence d'un (%L, q ) -sous- morphisme e s 3 . H . s 2 * s x 

de /, et ce t est l'élément k9 ( s'", s99, s9) cherché. • 

THEOREME 9 • Supposons vérifiées les conditions du théorème 8 et q à 
atomes; soit ( s", s' ) 6 /7 • X // * . // existe 

o o 
a9 (s9, s9) e~D(sf

} s9). H . D(s", s9) et b9(s", s99) eD( s", s") . H .D(s", s9) 
appliqués par q sur des restrictions des applications source et but de 
P'. De plus il existe une catégorie fortement q-structurée (P*, DP) 
telle que DP( \± , FI ) soit une q - sous- structure de D( s" , s9) si 77f /x 1 )~s' 
et 7T( /JL1 ) = s9'. 

PREUVE. Reprenons les notations de la démonstration du théorème 8 • 
Notons 

7" e D( s", s99 ) .H . S i et 7' €D(s9, s9).H.st 

les éléments, qui existent par définition d'un foncteur à atomes, appliqués 
par q respectivement sur l'application constante sur s" et sur s9. Il 
existe 

g = [/^ , 7", €D(s, s") X Dis99, s") X D(s, s99).H. sx; 

comme q( g ) ( g ) = f3(£ ) pour tout g e frl( s99. H . s9 ) , on a 

q(g)(q(sl))Cq(D(s", s99)), 

de sorte qu'il existe un (%l, q) - sous- morphisme b9(s", s9) €D(s", s") . H.s1 

appliqué par q sur une restriction de l'application but de P \ D'une façon 
analogue, il existe 

g'=[D(â9, s9). /?3 , s9, D(â9, s9).f3 ] €D(s, s9)X D(s9, s9)X D(s, s9).fl .s% 

tel que q( g9 ) ( £ ) ' = a( £ ) , et un (JHL, q ) - sous- morphisme 
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a9(s", sn ) € D( s', s1 ) .11 .s t 

de g' appliqué par q sur l'application source de P ' . 
- Supposons (jl 1 -•• f w 1 , s', n/1 ) € P^ et \i ~ ( ni, s" , m )f. P^ . La 

classe fj. . P . fj est formée des ( m , f, h ) € rr ( s" . Il . s' ) tels que 
â*. h = m ^ . Toujours avec les notations de la démonstration du théorème 
8 , il existe 

m £ D (s", s) .H .s 1 et m 1 6 D (s', s) .H .s 

appliqués par q sur les applications constantes sur m et sur m ^ respec
tivement. Le couple (fix> m) admet un (%L , (/J-noyau o ^ et le couple 
(D(â9 , s9'), fi,, mx) admet un ( ÎR* , q) -noyau a . Le foncteur q étant 
à produits fibres finis, il existe une -̂ sous-structure si = cri^°n de 
s telle que 

q( ) = q( a t ) 0 q( O 2 ) = /x . P . /J^ . 

Posons ]JL , JJL X) = . On construit d'une manière analogue des q-
sous-structures s 2= fi\ Jjl) de s n et s 3 = /) /i' , // 1 ) de , si 
^ — {m9, s"9, m9) eP'a- Le produit s x s est une ¿7 - sous-structure de 
s 0 * s et l'on a 

^r/K^r5 2 x s 1 ))C ^rs 3 ), où f ^ ' f s " ^ " , ^ ) . . 

Par suite il existe un ( % 1 , q) - sous-morphisme /' € s 3 . // . s 2 x 5r ^ de /, 
et q( t* ) est l'application 

(£ ' , - £ de (//' . P./1) x ( M . P . M i ) dans /x' . P . fi l . 

Si l'on désigne par l'application 

(M, ) -> DP(fi,fi t ) de P^x P; dans H;, 

ceci signifie que (//*, D^) est une catégorie discrètement ^-structurée. 
D'après la proposition 10, il existe une catégorie fortement g - structurée 
( M * , D p) dans laquelle est une restriction de D P • 

COROLLAIRE. Avec les hypothèses du théorème, ( P, D (s', s9)) où 
P , =fr^(s' .11 .s9) est une catégorie, q - structurée, pour tout s9 6 H \ 
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En effet, P s , définit une sous-catégorie de P* dont les applica
tions source et but et la loi de composition sont structurées respectivement 
par a'(s',s'), par b9(s9,s9) et par k9(s9,s', s9). m 

C. APPLICATIONS. 

Rappelons que, étant donné un ensemble F, une quasi-topologie 
sur E est une application 77 associant à tout x e E un ensemble TT ( x ) 
de filtres sur E (appelés filtres quasi-convergents vers x), vérifiant les 
conditions : 

1° 77f x) contient le filtre de toutes les parties de E contenant x; 
2° Si X et X* quasi-convergent vers x, le filtre engendré par les 

ensembles M \JM*, où M eX et AT e X9, quasi-converge vers x . Si M est 
une partie de F, nous notons 77/M la quasi-topologie induite par 77 sur 
M. Soit ? l'ensemble des quasi-topologies 77 sur les éléments F de 
l'univers . 

o 
Soit 9 la catégorie des applications quasi-continues (77',/,77). 

entre éléments de ÎP , et 6 son foncteur d'oubli vers %. Ce foncteur est 
o 1 

un foncteur d'homomorphismes saturé, résolvant à droite, à ÎH -produits et 
à atomes. Soit X q l'application associant au couple (77*,77) de deux quasi-
topologies la quasi-topologie de la convergence locale [ 6 ] X.(?7f ,77)' sur 
l'ensemble 77'.3).77 des applications quasi-continues de 77 vers 77 * . Si 
/ 6 77'.y.77, les filtres quasi-convergents vers / dans \(TT\TT) sont 
les filtres F sur 77 ' . ÎP . 77 ayant la propriété : S i X € TT ( x ) , on a 
F ( X ) 6 77 ' ( f ( x )), où F ( X ) est le filtre engendré par les ensembles <î> (M) 
avec 

$ e F , MeX et $ (M)= U f'(M). 
f € $ 

On montre que (3 > , /V Q ) est une catégorie discrètement O-structurée [ 6 ] . 

D'après la proposition 10, \ q s'étend en un foncteur X tel que ( fP, X. ) 
soit une catégorie <9-dominée. De plus, on prouve que les \ (77 ! , - ) sont 
compatibles avec les produits fibres finis. 

Soit f C ' , 77) une catégorie quasi-topologique (i.e. structurée). 
Dans [ 6 ] , nous avons associé à ( C ', 77 ) la catégorie quasi-topologique 
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S( C • , 7 7 ) = ( 5 # , a) des sections locales de ( C * , 7 7 ) : Ses éléments sont 
les triplets s = ( W , s, U), où il' et il' sont des ouverts de la topologie 
t ( 7 7 q ) sous-jacente à TT Q~ rr / et où (TT F s ,rr / U ) est une applica
tion quasi-continue telle que 

/3s(U)CU' et a s f x j = x pour tout x € ( / ; 

la loi de composition est définie par : 

( U", s', Ù') •(U'-.s, U) = (V, K [s'fis,s] , U) 

si, et seulement si, (/' = (/', On sait que la quasi-topologie a est cons
truite à partir de la quasi-topologie de la convergence locale sur l'ensemble 
des applications quasi-continues d'un ouvert quelconque de r ( u^ ) 
vers 77 . 

Nous allons montrer que l'on peut retrouver cette catégorie à l'aide 
des résultats du §B . Soit ( C •, 77") la catégorie qua si-topologique obtenue 
de la façon suivante : C 9 admet C • pour sous-catégorie pleine et possède 
un seul élément (qui esc une'unité) a n'appartenant pas à C; si x €C , 
les filtres appartenant k TT(X) sont les filtres sur C engendrés par les 

A m 
éléments de TT(X); enfin 77fa) contient tous les filtres sur C. La caté-
gorie quasi-topologique ( C *, 77 ) admet ( C *, 77 ) pour sous-catégorie 
quasi-topologique; on pose 7 7 o = 7 7 / C ^ . Soit (!P*,K ,/<*) l'espèce de 

*» A 
morphismes associée à la catégorie quasi-topologique ( C * , 7 7 ) dans le 
§¿4. Soit P* la catégorie produit croisée correspondante, \p sa projection 
canonique vers fP* et S = i//"1 ( 7 7 q , , 77 q ) . Le foncteur # et la domina
tion X. vérifiant les hypothèses des théorèmes 8 et 9, il résulte du corol-

A « 
laire du théorème 9 l'existence d'une quasi-topologie canonique cr sur 5 

« A 
telle que f 5* ,cr) soit une catégorie quasi-topologique. 
THEOREME 10. La catégorie quasi-topologique S( C • ,TT) = (5#, a) des 
sections locales de ( C •, 77 j es* isomorphe à une sous-catégorie quasi-topo* 
logique de (S*,cr). 
PREUVE. Soit s = (V, 5, U ) € S. Nous associons à s ; 

•A • * 
- l'application quasi-continue s = ( 7 7 , s , , 77 ), où 
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s x( x ) = s( x ) si x 6 1/, s x( y ) - a si y e C ̂  - U ; 

- l'application quasi-continue s = f TT , $ 2 , 7TO j , où 

s 2 ( x ) = x si x e V et s 2(y) - a si y € C ̂ ~ U' ; 

- l'application quasi-continue s3 ^ (7Tf,s ,rro), où 

s 3 ( x j = ]3s( x ) si x € 1/ et s3( y) = a si y € C 'Q - U, 

La surjection s -» ( s 2 , s 3 , s x ) définit une bijection z de 5 sur une partie 
de P . On vérifie facilement que z(S)ÇS et que z définit un isomor-
phisme de la catégorie S* sur une sous-catégorie S'* de la catégorie S • 
et un quasi-homéomorphisme de la quasi-topologie a sur la quasi-topologie 
cr/S\ m 

En particulier, une topologie T s'identifie à la quasi-topologie TT 
telle que les filtres quasi-convergents vers x soient les filtres qui conver
gent vers x dans T. Le théorème 10 appliqué en partant d'une catégorie 
topologique ( C ', T) (c'est-à-dire la quasi-topologie TT est une topologie 
T ) permet de retrouver la catégorie quasi-topologique ( S* , cr ) des sections 
locales d'une catégorie topologique. Rappelons que cette catégorie n'est 
généralement pas une catégorie topologique; une condition suffisante pour 
que a soit une topologie est que la topologie induite par T sur C^ soit 
localement compacte [ 6 } . 
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ETUDE DES CATEGORIES DANS UNE CATEGORIE 

par Andrée et Charles EHRESMANN 

Le but de ce cours est de développer une théorie des catégories in
ternes à une catégorie donnée H . Le plus souvent, H est munie d'un fonc-
teur d'oubli p vers la catégorie % des ensembles. Une catégorie dans H, 
appelée catégorie p-structurée, revient alors à la donnée d'une catégorie 
C dont l'ensemble des morphismes est sous-jacent à une p-structure (.= ob
jet de H ) 5 , et dont les applications source, but et composition se relè
vent en des morphismes a, h ; s -* s et h ; s * s s , où s* s est un produit 
fibre de (ayh) dans H . Par exemple, les catégories topologiques ou dif-
férentiables (lorsque p est le foncteur d'oubli de la catégorie des topolo-
gies ou des variétés différentiables ) interviennent de façon essentielle en 
Géométrie Différentielle; elles sont à l'origine de la notion générale. 

Fn l'absence de p , une catégorie dans H devient un foncteur d'une 
sous-catégorie Up de la duale de la catégorie simpliciale ( «esquisse de 
catégorie») vers H , commutant avec certains produits fibres. Elle est dé
terminée par la donnée des «morphismes» source, but et composition (n° I). 
Si H est à produits fibres, les catégories dans H correspondent aux struc
tures de catégorie sur un objet de H (au sens de Grothendieck), i.e. à cer
tains foncteurs contravariants de H vers la catégorie des catégories ( II). 
Les transformations naturelles dans H forment une 2-catégorie représenta
ble, une représentation de F étant la catégorie interne de ses quatuors 
(III). Enfin (IV) diverses constructions universelles de catégories dans 
H sont indiquées; elles reposent sur l'existence de «sous-catégories in
ternes engendrées» lorsque H est munie d'un «bon» foncteur vers 3K . 

Les notations sont celles du cours «Algèbre», C.D.U., 1967. Si H 
est une catégorie, H0 est la classe de ses unités, /7* sa duale. 
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A. & C. EHRESM ANN 2 

1. DEFINITION DES CATEGORIES INTERNES. 
A* Catégorie simpliciale. 

Un entier naturel n est considéré comme étant l'ensemble 

n = î 0 , 1,..., n- l\ 

des entiers strictement plus petits ; en particulier, 0-0 et 1 - i 0 \ . On 
munit n de l'ordre usuel : 0 < 1 < ... < n - ] , 

Nous désignerons par: 
8™ , pour i<n, l'application croissante de n vers n -f 1 ne prenant pas 

pas la valeur i , c'est-à-dire telle que 

Sni(i) = j si /<» , 8?( / ' ; = /' + J si »</'< n ; 

, pour i < n ì l'application croissante de 72 + i vers re prenant deux 
fois la valeur i , c'est-à-dire : 

vni(j) = j si j<i, al?(j') = j'-l si *</ '<re . 

DEFINITION. On appelle catégorie simpliciale la catégorie A ayant pour 
objets les entiers naturels re tels que n'j£ 0 , et pour rnorphismes les ap
plications croissantes entre ces entiers. 

REMARQUE. Dans certains textes, on appelle catégorie simpliciale la ca
tégorie A formée des applications croissantes entre tous les entiers; 
donc A admet A pour sous-catégorie pleine et 0 pour objet initial. 

A est engendrée par l'ensemble D formé 

des S ? , où i < n9 des o" , OÙ / < R, 

re étant un entier non nul. Plus précisément, si L est la catégorie libre 
des chemins propres du sous-graphe de A engendré par D, on montre que 
A est isomorphe à la catégorie quasi-quotient de L par la relation: 

di .òj 0 + i .bi si i£ J, 
n n -f 1 • .̂ « K +1 „ • ^ ; 

n+l %n+l 
Si-*".! si i<j 
n +1 si i = j et i = / +1 
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CATEGORIES DANS UNE CATEGORIE 3 

DEFINITION. Soit H une catégorie. On appelle objet simplicial dans H 
un fonctenr de la duale A * de A vers H . On appelle application simpli-
ciale dans H une transformation naturelle entre objets simpliciaux dans H. 

Fn particulier, si H est la catégorie % des applications associée 
à un univers 1i , un objet simplicial (resp. une application simpliciale) 
dans Jd est appelé simplement objet simplicial (resp. application simpli
ciale). La Topologie algébrique est essentiellement l'étude de la catégo
rie des applications simpliciales. 1 

B. Esquisse des catégories. 

Soit U * la sous-catégorie de A formée des morphismes de la sous-
catégorie pleine de A ayant pour objets 1 et 2 , des morphismes de 1 et 
2 vers 3 et de 3 . Soit Up la sous-catégorie de A ayant pour morphismes 
les morphismes de la sous-catégorie pleine de A ayant pour objets 1, 2 
et 3 , ainsi que les morphismes de 1 , 2 , 3 vers 4 et l'unité 4 . Nous dé
signons par U et Up les catégories duales de V * et de Up . 

- Description de U : La catégorie U est engendrée par le graphe ori
enté dessiné ci-dessous : 

où on écrit : 

a = 81

1, (3=8Q, L = GQ, V1 = 8Q9 v2 = § | , K = S | . 
On a: 

a + v 2~ (3 »v'2 9 a .1̂ 2 =
 a • K » fi • vi ~ fi • K > a . i = 1 = fi • t ; 

il s'ensuit que t est à la fois un noyau de ( 2, t. a j et de (29 -t.fi ) . 

- Description de Up: La catégorie Up contient le graphe U9 sui
vant, où 

2 2 — 3 — 3 3 3 
Ja~aO> i(3~al* ^I = 5 0 ' l / 2 = = ^ 3 ' K1=81> K2 = 82> 

elle est engendrée par £/' et les relations: 
a) £/ est une sous-catégorie de î/^ et on a = ^2*^l >' 
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b) ((a ,v J Afi i v2) ) est un produit fibre naturalisé et, relativement 
à celui-ci : 

j a = [2, i.a] (c'est-à-dire v\ .ja = 2, v2.ja=i*a\ 

; ^ = [ d . j 8 , 2 ] , Kj = *v V K*V2] , K 2^\K*V x , v 2.v 

c ) K . / a = 2 = K . /^j ( unitarité ) ; K.K} = K*K2 ( associativité ). 

Ces conditions caractérisent parfaitement Up comme catégorie quasi-quo
tient de la catégorie libre sur le graphe U9. 

- Enfin on notera U la catégorie engendrée par U' et les relations 
a et b précédentes (mais non c ) ; elle admet Up pour catégorie quotient 
et Uf pour sous-graphe ; le foncteur canonique de U sur Up est noté p . 

C. Catégories dans H . 
Soit H une catégorie. 

DEFINITION. On appelle catégorie interne à H (ou catégorie structurée 
dans H , abrégé en catégorie dans H ) un foncteur F de U p vers H tel que: 

((F(a),F(VL)),(F({3),F(v2))) 
et 

((F(v2),F(v1)),(F(v1),F(v2))) 

soient des produits fibres naturalisés dans H. 

CONVENTION. Pour simplifier les formules et sauf indication contraire, 
si F est une catégorie dans H nous poserons : 

s = F(2h s» = F(l), s*s = F(3), 
a=F(a), b = F(fi), k = F(K), i=F(t), 

v1 = F(v1), v2-F(v2), w1-F(vl), w2=F(v2), 
la = F(jah h = F(jp), h1 = FfKj), k2 = F(K2). 
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CATEGORIES DANS UNE CATEGORIE 5 

Si F' est une autre catégorie dans H , nous utiliserons des notations ana
logues, mais en ajoutant un 9 à côté de chacun des symboles s, a,... 

La proposition suivante sera utilisée plus loin pour montrer qu'une 
catégorie dans H peut être reconstruite «par limites» à partir de ses res
trictions à différents sous-graphes de Up , lorsque H a assez de limites. 

PROPOSITION 1. Soit F: Up-»H une catégorie dans H. 
P Si u = 1, 2 ou 3, H existe cu e H tel que F(u) soit la source 

d'un noyau de (F(ui + 1),cu). 
2P s0 est un produit fibre de (ja,jy) et s un produit fibre de ( ja> j'I) 

où jT

a et jy sont respectivement les crochets 

[s*s,ja.v^ et [jb.v19s*s] 

relatifs au produit fibre naturalisé ((v^9w^)9 (vi>W2^* 
3° Si s ̂  est un produit fibre de ( j'a . vu^ . w^ dans H, il existe 

des éléments j* et be s ̂ . H. F ( 4) tels que s * s soit un produit fi' 
bréde (j"a, Jl). 

A . 1° i est inverse à droite de a , car t est un inverse à droite de a 
dans Up ; donc i est un noyau de (s0 , i. a) . Comme j a admet pour 
inverse à gauche, j a est un noyau de (s * s, v ^) . Les égalités 

v2.F(3) = v2 = v1.Ja.v2, v2.Jb.v1 = v1=v1.F(3) 

assurent l'existence des crochets j ' a et . Puisque j'a et admettent 
respectivement w ^ et w^ pour inverses à gauche, jf

a est un noyau de 
(F(4), Va.wx) et j \ un noyau de (F(4), j'h*u>2).. 

2° a) Montrons que ('( j a , i),(j^9i)) est un produit fibre naturalisé. 
En effet, j a = [ 5 , i. a] et j h ~[i. b9 s] , de sorte que 

j m i = [ i 9 i. a. £] = [ i, i ] = [ Î ' J , Î , i] - j y i. 
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Si / et ff sont deux morphismes de H tels que ja.f = Jb'f'i on obtient 

f = vl*Ja-f =• vi-Jb'f' = î.b.f, 
f'=v2-h>ft^v2-ia-f=zi'a*f> 

d'où a>»f:=a.i.b.f,= b.ff

m Ainsi, i étant un monomorphisme, a,f — 
b.f est l'unique élément /" tel que / = i. / " et / ' = i. /* " . 

b) Montrons que ((ja,j b)>(Jb> J a)) est un produit fibre naturalisé. 
On a j f

a . y:y = y£. ŷ  , car, par définition de j ' a comme crochet, 
wl • /i./ft = 76 = 7fc. v 7. /a = w

vi\*îa* 

Si g et g* sont des morphismes de H vérifiant . g = j'y. g' , on trouve 

g = wrj'a.g= wrj'h.g'=jb.vrg-, 
ë' = ™2-i'b-e' = ™2-j'a.g = ja.v2.g, 

ce qui implique 
vrg' = v1.ja.v2.g = V g . 

Donc v^.g' est Punique élément g* tel que g - jh* g" et g' = . g". 

c) Supposons qu'il existe un produit fibre naturalisé dans // 

((jf
a.w2,w1),(jt

a.w1,w2)) , 

Alors (Yw2> ™ > ( w¡9 w2^ est auss* un produit fibre naturalisé, étant 
un monomorphisme (partie a). Relativement à celui-ci, il existe des cro
chets jn

a ~ [F (4), 4' .w2] et ¡1 = [/£. wv F (4)] , en vertu des égalités 

u>2. F (4) = w2=w1.j'a.w2 et w2. j ' b . w1 = wJ[ = wr F( 4). 

Montrons que f ( j f ]'l>jf
a)) est un produit fibre naturalisé dans H . 
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CATEGORIES DANS UNE CATEGORIE 7 

impliquent ]n

a*]\ -Z^- Si ^ et ^ ' sont des éléments de H tels que 
/*. h = h\ on trouve 

h' = w2.j£.h' = à2.j*a.h = ya.u>2.h, 
c'est-à-dire 

w^, h* — w^. j f

a . w^.h - w2»h 

est Punique élément A* vérifiant A = jy.h" ex. h - ]f

a ,hn. V 

PROPOSITION 2. Sot£ G an fondeur de U vers H tel que 

((G(a),G(v1))>(G(fi)9G(v2))) 

soit un produit fibre naturalisé dans H, Si (( G( v2 ) , w^ ) , (G(v^ ),u>2)) 
est un produit fibre naturalisé dans H, il existe un et un seul foncteur 
F : U -> H tel que F ait G pour restriction à U et que F(~v^) — et 
F(i7 ) = w . De plus G est la restriction d'une catégorie F dans H ssi 

(1) F(K).F(jAJ = F(2) = F(K)..P(jp), F(K)J(KV)=Ï(K).F(K2). 

A. 1° Puisque j a = [ 2, i. a ] , il existe un crochet [ G(2)> G(i .a)] re
lativement au produit fibre de ( G(a), G(fi )) ; nous poserons : 

j a =[G(2), G(i.a)] . 

De même, il existe des crochets relativement à ce produit fibre 

j b = [G(t.fi),G(2)], k1 =[G(vî)'.wv G(K).W2], 

k2 - {G(K).U)2, G(I/2).W2] , 

car les égalités 
a.v1 = fi.v2, /3 .v i = fi • K et et. K- a. v2 

entraînent 

G(a). G(vi). w1 = G(fi). G(v2).w^ G(fi). GfVl).w2 = 
= G(fi).G(K).W2, 

G(a ) . G(K).W^ = G(a). G(i/ ).w = Gfa ).G(u1 ).w2 = 
= G(fi).G(v2).w2. 

On montre facilement qu'il existe un et un seul foncteur F : U -> H vérifiant 
les conditions voulues et tel que 
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Eire que ce foncteur vérifie les égalités (1 ) signifie qu'il existe un fonc-
teur F : Up -* H tel que F - F. p , et F est une catégorie dans H . 

2° Soit F : Up -+ H un foncteur et posons F* = F. p ; U -> // ; les fonc-
teurs F et F ' ont la même restriction à U'. Supposons que F soit une 
catégorie dans H ayant G pour restriction à U . Puisque 

((G(V2),Fai))1(G(vl),F(v2))) 

est un produit fibre naturalisé et que F et F' prennent la même valeur sur 
v^ et v^ , F' est le foncteur F associé plus haut à G . Comme F vérifie 
les conditions (1), F' les vérifie aussi. V 

COROLLAIRE. Si F et F' sont des catégories dans H telles que F et 
F' aient la même restriction G à U, alors F est équivalent à FT. 

A . Comme on a les deux produits fibres naturalisés 

((v29w1),(v1,w2)) et ((v2,wt

1)y(v1,iv'2)) 

(avec la convention ci-dessus), il existe un unique inversible g tel que 

g = w2 et w2. g = w9, 

d'où une équivalence t de F'' vers un foncteur F*: U p -> H ayant même 
restriction à U que F ' , telle que t(4) - g , Lés foncteurs F.p et F" .p 
ont la même restriction à U\j\V' ' ^onc ^s sont égaux d'après la Pro
position 2. Il s'ensuit que F — F " et que t est une équivalence de Ff 

vers F . V . 

La Proposition 2 peut être précisée comme suit (et le résultat sera 
utilisé plus loin) en utilisant la sous-catégorie U" de U formée des mor-
phismes de 3 et 2 vers 2. 

PROPOSITION 3. Supposons H à produits fibres finis. Soit G f: U " -» H un 
foncteur tel que 

((G'(i.a ),G'(v 1))> (G'fi.fi), G'(v2))) 

soit un produit fibre naturalisé. Alors G* s'étend en un foncteur G de U 
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vers H et en un joncteur G de U vers H tel que 

(G(vt ) , G(v2)), (G(v2), G(v1 ))) 

soit un produit fibre naturalisé. De plus G et G sont déterminés à une 
équivalence près. 

A. Posons G'(v.) = v.9 G'(K) = IC, G'(L.a) = a, G'ft.p^'b. 
Puisque 

a. s - a - b. a et a. b - b — b. s, 

il existe des crochets / = et = [ i , s ] relativement au produit 
fibre ((a, v^ ) 9 ( b, v )) . Comme H est à produits fibres, il existe un pro
duit fibre (( j a , i), ( jy, i ')) , et l'on a i = i ' car 

i-s.i-k.ja.i-k. ]h. i 9 = i9. 

Il existe des crochets 

a - [«, «] et b = [ b , b] 

relativement à (( j 9i ) , ( ,i))y étant donné que les relations 
VV Ja-û = " = b. a = vvjb. â et v r j a . a = a = ^ . . â 

entraînent / . â - f^.a et que, de même, on trouve b - j ^ . b . On ob
tient un foncteur G : V -> H étendant G9 en posant 

G(L) = Î, G(a) = a, G(p)=b. 

- Si G i est un foncteur de U vers # étendant G , alors t — G\(t) est in
verse à droite de G Ja ) , de sorte que c'est un noyau de (a, G (2 ) ) , et 
qu'il existe un inversible unique t( 1 ) vérifiant C.t( 1 ) — i . On obtient une 
équivalence t de G vers Ĝ  en posant de plus 

t(2) = Gf 2J et £f3j = Gf3j. 

- L'existence et l'unicité «à équivalence près» d'un foncteur G ; U -> /7 pro
longeant G résulte de la Proposition 2. V 

REMARQUE. On montre de même, en s'inspirant de la Proposition 1, que 
si H est à produits fibres ou à noyaux de couples, tout foncteur de la sous-
catégorie pleine de A* ayant pour seul objet 4 s'étend en un foncteur de 
U vers H. 
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D. Foncteurs dans H. 
On désigne toujours par H une catégorie. 

DEFINITION. On appelle foncteur'interne, à H ou structuré dans H (en 
abrégé foncteur dans H ) une transformation naturelle entre catégories 
dans // . 

Nous désignerons par F (H) la sous-catégorie pleine de la caté
gorie ft(H,Up) (des transformations naturelles entre foncteurs de Up 
dans H.) ayant pour objets les catégories dans H . C'est une sous-caté
gorie saturée de %l( H 9 U p ) y un foncteur équivalent à une catégorie dans 
H étant une catégorie dans H . 

Soit BH la catégorie latérale des quatuors de H ; notons a113 et 
b ® les foncteurs de S H vers H appliquant le quatuor 

(y'9xt

9x9y) respectivement sur y et sur y'. 

PROPOSITION 4. Il existe une bijection m ' de l'ensemble des foncteurs 
dans H sur l'ensemble des catégories T dans BH telles que am T et 
b® T soient des catégories dans H. 

A. Soit m la bijection canonique de l'ensemble des transformations 
naturelles entre foncteurs de Up vers H sur l'ensemble des foncteurs de 
Up vers B// qui associe à t: F'-> F' le foncteur T: Up -* B H tel que 

T(x) = (F'(x)ft(u'),t(u)9F(x)) si xe u'.Up.u. 

- Si T est une catégorie dans BH et si am T = F et bm T = F' sont 
des catégories dans H , alors m'1 (T): F F' est un foncteur dans H . 
- Si t est un foncteur dans H , alors T — m(t) est une catégorie dans 
BH : en effet, si q9 q9 qf et qf sont des quatuors de H tels que q Bq -
q'B qf et si 

rra'V*;,omr?;;,r«mr?';,«mr?'^, rr^r^,b a (q)),(b m ( q ') ,b®(q>))) 
sont des produits fibres naturalisés dans ^ , alors (( q9 q)9 ( q'f q')) est 
un produit fibre naturalisé dans BH . Par suite m admet pour restriction 
la'bijection m' cherchée. V 

COROLLAIRE. Si H est une catégorie à produits fibres finis, il existe 
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une bijection canonique m' de l'ensemble des foncteurs dans H sur l'en
semble des catégories dans B/ / . 

A . Dans ce cas, tout produit fibre naturalisé ((q, q), (qq9 )) dans 
B// est transformé par am et par bm en des produits fibres naturalisés 
dans H , Par suite, si T est une catégorie dans B H , les foncteurs am T 
et bm T sont des catégories dans H . Ainsi la bijection m9 de la proposi
tion a pour image Pensemble des catégories dans S H » V 

PROPOSITION 5. Soit F et F' des catégories dans H ; soit f un élément 
de F'(2).H. F(2) vérifiant 

ir. a', f = f. i, a, i9. b9. i == f.i.b. 

Alors il existe un morphisme f tel que v^ . /' = f.v^, v^. f9 = /. . // 
existe un foncteur t: F ~> F9 dans H tel que t( 2) = / ssi k9

 m f9 - f .k « 
Dans ce cas, t( 1 ) - a1\ f\i et t( 3 ) — f1\ 

A . Les égalités 

i9. a9* f. v^ - f9i. a. v^ = fi. b. v2 = i''. b9/v2 

entraînent a9. f'. v ̂  - b1,f.v2 , de sorte qu'il existe un crochet 

.f = [f.vî9f.v2] (c'est-à-dire v¡.f9 = f.v1 et vf

2 ./•'=/. v2 ) 

relativement au produit fibre naturalisé ((a9, v£ )', (b9

 9 v*2 )) . Supposons 
de plus que k\ f9 = /. k et posons 

t'(l) = a'.f.i, t'(2)=f, t'(3) = f. 
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1° Désignons par T'(x) le quadruplet 

(F9(x)9 t9(u9)9 t9(u)9 F(x))9 pour tout xeu'.U.u. 

On définit ainsi un foncteur T9: £/-» B//. Fn effet, comme U est engen
dré par la f ¡3 , L 9v l9v 2 , K \ , il suffit de vérifier que T*( x) est un quatuor 
lorsque x est l'un de ces générateurs. Or: 

- T'() et T'(v2 ) sont ^es quatuors, par définition de f9 , 
- T9(K ) est un quatuor par hypothèse, 
- Tf(t) est un quatuor, vu les égalités: 

i9. t9( 1 ) = i9.a9. f.i = /. i. a. i = f.i, 

- T9(a ) et T9(/3 ) sont des quatuors, car 

t'(l). a = a-'.f. i. a ='a'.i\a'.-f = a'. f9 

t'flj.b = a'.f.i.b = a'.i\b9.f= 6 \ / ï 

2° Puisque ((V'^W'J9( V'19W'^) est un produit fibre dans /7, les 
égalités 

v9

2. f9.w1 = f. v2. tv 2 = f. v !. w2 - vf

1.f'.w2 

assurent l'existence d'un crochet f99 ~ [ f '. w ff. w2] . En posant 

W^fw'.f'.f^w^ et W2=(w9

29 f9

9f 99

 9 w2)9 

on obtient un produit fibre naturalisé ((T9(v2)9W1)9(T9(v1 ) 9 ^2)) dans 
B H . Il résulte de la proposition 2 que le foncteur T9: U -> B/7 s'étend 
d'une manière unique en un foncteur 

T:U-*BH tel que f f£ 2 j = V et f ^ ; = R?2 . 
Comme am f étend la restriction am T9 de F à f/ et applique î/^ sur 
^ 1 ET ^2 SUR ^2 ' ^ est identique au foncteur F = F » p : U H déduit de 
F (Proposition 2 ) . De même, b m T et F9 ont la même restriction à U . 
Comme F et F9 vérifient la condition (1) de la Proposition 2, il en est 
de même pour T , de sorte que T ' se prolonge en un foncteur Up -> BH 
pour lequel am T et b m T sont les catégories F et F9 dans H . La Pro
position 4 montre que la transformation naturelle t; F -* F9 canoniquement 
associée à T est un foncteur dans H . Or on a 

t(l) = t'(l) = a'.f.i, t(2)= t'(2) = f, t(3) = t'(3) = f. V 
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Soit p un foncteur de H vers une catégorie K . Si C est une ca
tégorie, notons fl(p,C) le foncteur de 3t(H9C) vers 3l(K,C) associant 
à une transformation naturelle t; F -» F' la transformation naturelle 

pt: p. F -> p. Fr: C =$> K. 

PROPOSITION 6. Si p : H -> K es£ wrc foncteur compatible avec les produits 
fibres finis, le foncteur sft(p9Up ) admet pour restriction un foncteur de 
F (H ) vers F(K). Ce foncteur est fidèle si p est fidèle. 

A . Si F est une catégorie dans'//-, alors p. F est évidemment une 
catégorie dans K , puisque p transforme les produits fibres 

f(a>v1 )9(b,v2)) et ((v2,w1),(v1,w2)) 

en des produits fibres dans K . Par suite, si t: F > F* est un foncteur 
dans H, p t : p. F -» p . F ' est un foncteur dans K . Ainsi 3l(p9 Up) admet 
pour restriction un foncteur p; F (H ) -» F'(K ) . Ce foncteur est fidèle dès 
que p est fidèle, ^(p9Up) étant alors fidèle. V 

E. Catégories dans % . 

Soit % la catégorie des applications entre ensembles appartenant a 
un univers li . 

PROPOSITION 7. La catégorie F(%) des fondeurs dans la catégorie Jfi 
est équivalente à i a catégorie CJ des foncteurs associée à 11 . 

A . Soit K une catégorie dont l'ensemble K des morphismes appartient 
à l'univers 11 . On définit un foncteur G : U -> 311 en posant: 

G( 1) = K0, G(2)=K, G(3)=K*K 

( classe des couples composables dans K ) et en appliquant 

c sur l'insertion de K0 dans K, 
a et j8 sur les applications source et but de K, 
K sur la loi de composition de K , 
v^ j v2 sur les projections canoniques de K* K dans K* 

Ce foncteur s'étend (Proposition 2) en un foncteur F: £/-.ÎK tel que F(72 ) 
et F(y2) soient les projections du produit fibre canonique des applications 
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(G(v2), G (vj)) vers K*'K . Ce foncteur F remplit la condition ( 1 ) de 
la Proposition 2 qui exprime que K0 est l'ensemble des unités et que la 
composition est associative. Par suite G se prolonge en un foncteur F de 
Up vers % qui est une catégorie dans % telle que F = F.p . Nous po

serons rj
 9 ( K)  F. 

2° Si K et C sont des catégories, une application / de K dans C 
définit un foncteur de K vers G ssi / est compatible avec les applica

tions source, but et loi de composition, i, e, ssi / vérifie les conditions de 
la Proposition 5 relativement aux catégories dans %: 

F = V'(K) et F
9 = rj

9

(C). 

Ainsi on définit un foncteur rj': F(%) associant au foncteur (G, f9K) 
la transformation naturelle t : 7]'(K) > rj

 f
( C) correspondant à / . 

3° Le foncteur 77' est évidemment injectif. Pour montrer que 77' dé

finit une équivalence de 5" vers F(%) , il suffit de montrer que toute ca

tégorie F dans 3ïï est équivalente à un foncteur de la forme rj'fC). En 
effet, posons C = F(2) . Comme i est une injection, il existe une bijec

tion g 0 de F( 1 ) sur une partie C0 de C telle que i = f. g0 , où * est 
Vinsertion de C0 dans C . Si ( ( a9 v^ ) , ( b, v2)) est le produit fibre cano

nique dans № , comme par hypothèse •((a9 v ̂ )9 ( b 9v 2)J est aussi un pro

duit fibre dans % , il existe une unique bijection g
9 telle que 

vvg
f = vj et v2.g

9 = v2. 

On vérifie que '(ÇF K* G'~* ) est une catégorie G et qu'il existe une équi

valence 6: F-*T)
f

(C) vérifiant 

0(1)= g0, 6(2) = Ç, 6(3) = g
9

. 

On en déduit une équivalence 77; F(Jfi) > ? définie par 

r1(F) = C et rj(t) = (r1(F
9

)9t(2)9T1(F)) 

pour tout foncteur t; F > F ' dans 3ïï. V 

COROLLAIRE. 3" est isomorphe à la souscatégorie pleine F
9

(%) de 
F (%) ayant pour objets les joncteurs F de Up vers % tels que 

((<*>
v

1)>(
b

*
v

2).} et ((v2,w1),(v1, w 2)) 
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soient des produits fibres naturalisés canoniques et que F(i) soit une 
insertion, noyau canonique de ( F ( 2 ) 9 i. a) dans % . 

A . Pour un tel F , la catégorie rj( F) construite ci-dessus est de la 
forme (Ç,k) , car g0 et g' sont des identités. -Ainsi F'(%) est l'image 
de 5F par 77', et la restriction de 77' à F'(%) est un isomorphisme. V 

DEFINITION. Les équivalences 77 et 77' construites pour prouver la Pro
position 7 sont appelées équivalences canoniques respectivement de F(%) 
vers 3~ et de 33 vers F(%) . La catégorie 77̂ F) associée à une catégorie 
F dans 5lî est dite catégorie déterminée par F. 

F. Catégories structurées strictes. 

Soit H une catégorie à produits fibres finis, munie d'une applica
tion produit fibre naturalisé p (qui associe à deux morphismes de même 
but un produit fibre naturalisé de ces morphismes dans H ) et d'une appli
cation noyau partielle p' associant à deux morphismes de même source 
et de même but ayant un noyau dans H un tel noyau «canonique». 

DEFINITION. On appelle catégorie dans (H9p,pf) un foncteur F : Up -* H 
tel que : 

((F(a),F(v1)),(F(p),F(v2)))=ii(F(a),F(p)), 
((Ffv^.Ff^)), (F(v1 ),F(v2))) =v.(F(v2),F(v1))t 

F(i)=ii'(F(2), Ffi.a)). 

Une transformation naturelle entre catégories dans (H9p9 p') est appelée 
foncteur dans ( H 9p, p.* ) . 

On note F( H, p ,p' ) la sous-catégorie pleine de F(H) ayant pour 
objets les catégories dans (H9p9pr). 

EXEMPLE. Si H est la catégorie % des applications, munie de son appli
cation produit fibre naturalisé pjj[ et ^e son application noyau naturalisé 
canonique pj^ , une catégorie dans (% $pj^ 9 p jjj ) s'identifie à une caté
gorie (Corollaire précédent). Une catégorie F dans (5 ì l»^t ,0) , où F(2) 
n'est pas le noyau canonique de (F(2)9F(ca)) s'identifie à une caté
gorie munie d'une classe d'objets F( 1 ) . 
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Supposons que H soit une catégorie à produits fibres finis et que 
p: H ~* % soit un foncteur d'homomorphismes saturé, compatible avec les 
produits fibres finis et avec les noyaux. Il existe une unique application 
produit fibre naturalise p sur H telle que 

((p(h),p(v)),(p(h'),p(v')))=^(p(h),p(h')) 
si ((h,v ),(h',v')) =n(h,h'), 

et une plus grande application noyau partielle p1f sutH vérifiant 

P(ti'(h,h')) =iijK(p(h),p(h'}). 

DEFINITION. On appelle catégorie p-structurée un couple (G9s) d'une 
catégorie C et d'un objet s de H tel que p ( s ) — G 9 vérifiant les con
ditions suivantes: 

1° Il existe un objet s0 de H et des morphismes 

a e s0 . H. s , b e s0 . H. s, i e s. H. s 0 

tels que p( a), p(b) et p( i ) soient respectivement l'application source 
de C , son application but et l'insertion de C0 dans C. 

2° Il existe un morphisme k de H de but s tel que p(k) soit la loi 
de composition de C et que la source de k scit le produit fibre canonique 
s * s de (a,b) dans H. 

On appelle foncteur p-structuré un triplet (( C', s'), f9( C9 s)), où: 
1° ( G, s) et (G \ s9) sont des catégories p -structurées. 
2° fe s'.H.s et p(f ) définit un foncteur de C vers C9. 

Les foncteurs p-structurés forment une catégorie, que nous note
rons F(p )* 

PROPOSITION 8. existe un isomorphisme rj de F(p) sur F(H,p, 9p.9). 

A. 1° Soit (C9s) une catégorie p-structurée, G le foncteur de U 
vers H obtenu en posant (notations de la définition précédente): 

G(t) = i9 G(a) = a9 G(.p) = b, G(K) = k9 

et tel que 
((a9G(v1))9(b,G(v2)))= p(a,b). 

Soit F : [/-> % le prolongement de G à U construit dans la Proposition 2-1. 
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p. F : U -» % est le prolongement unique de p . G à £/ . Comme p . G se pro
longe aussi en un foncteur unique de Up vers % définissant la catégorie 
rjr(C) dans % canoniquement associée à C , le foncteur p. F vérifie la 
condition (1) de la Proposition 2. Le foncteur p étant fidèle, cette condi
tion est également remplie par F . Donc G se prolonge en un foncteur 
F : U p-* H tel que p. F définisse rj'(C). Alors F est une catégorie 
dans (H 9p , p '), que nous noterons rj ( C, s ) . 

2° Soit F une catégorie dans ( H 9 p 9 p9 ) . Alors p. F est une catégo
rie dans (% , jLtJjj, p jf[ ) 9 de sorte qu'il existe une catégorie C telle que 
p. F -T}(C) .De plus ( C, s ) , où s ~ F( 2 ) est une catégorie p-structurée 
c ar 

a = F(a), b = F(P), i=F(t), k = FfxJ 

vérifient les conditions de la définition précédente. Donc: F — r\ ( C9s). 
3° Soit f = ((Cs')9 f,(C, s)) un foncteur p-structuré. Posons 

F^^(C9s) et F ' = iyfC',sM,' 

Comme p( f) définit un foncteur de C vers Cr et que p est fidèle, on a 

i'.a*. f = f.i.a, i9. b'.f = f.i.b et k9.f9 = k.f9 

où / ' = [•/• vi 9 /• v2^ est le morphisme de s * s vers s'* s ' tel que p(f9) 
associe (p (f )(x ) 9 p ( f)(y)) à (x9y)eC*C. Ainsi la Proposition 5 
assure qu'il existe un et un seul foncteur t; F -» F' dans // vérifiant 
t( 2) - f. En associant i à / , on obtient le foncteur 

ij; Ffpj - F(H,VL,lLt). 

4° Le foncteur 77 est évidemment injectif. Montrons qu'il est surjec-
tif, de sorte que c'est un isomorphisme. En effet, soit t9'; F -» F9 un fonc
teur dans (H, p9 p9 ) . D'après la partie 2, il existe des catégories p-struc
turées ( C9 s) et ( C9, s9) telles que 

F = rj(C,s) et F' = î(C',s'). 

La transformation naturelle p t9 est un foncteur dans 511, de rj9(C) vers 
77 Y G 9) ; autrement dit, p( t9(2)) définit un foncteur de C vers C1. Par 
suite, ( ( C9

 9 s9 ) 9 tf ( 2),( C 9 s ) ) est un foncteur p-structuré, ayant t' pour 
image par 77 . V 
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COROLLAIRE. La catégorie F(p) est équivalente à F(H). 

A . Comme rj est un isomorphisme de F(p) sur la sous-catégorie 
pleine F (H, p 9p ') de F(H)i il suffit de montrer que, si F est une ca
tégorie dans H , il existe une catégorie p-structurée (C, s) et une équi
valence naturelle de F vers 77 ( C, s) . Or la Proposition 5 montre qu'il 
existe une catégorie C et une équivalence naturelle $ ; p. F -» rjf (C) telle 
que 0( 2) = C . Le foncteur p étant un foncteur d'homomorphismes saturé, 
il existe un et un seul inversible 6(u ) 9 de source F(u) , tel que 

p(B(u)) = 0(u) pour u- 1, 2,3 ou 4. 

On déterm ine ainsi une équivalence 0 de F vers un foncteur F': U p -* H 
telle que p 0 = 6 . Comme F est une catégorie dans H , le foncteur F* en 
est aussi une; plus précisément, F' est une catégorie dans (H9p , p'J , 
car p. F ' -rj9(C). Il s'ensuit F ' = $ ( C, s ) . V 

Ce corollaire montre que l'étude «catégorique» des catégories p-
structurées se ramène à celle des catégories dans // . 

EXEMPLES. Soit pp le foncteur d'oubli fidèle de la catégorie ? des fonc-
teurs vers % qui associe à une catégorie l'ensemble de ses morphismes. 
Une catégorie pp-structurée est appelée catégorie double. On appelle 2-
catégorie une catégorie double C = (C , C°) telle que toute unité de C* 
soit aussi une unité de C° . Dans ce cas, l'ensemble des unités de C0 dé
finit une sous-catégorie de C* qu* on appelle catégorie des 1 "morphismes 
de C , alors que C* est dite catégorie des 2-celulles de C . 

Une catégorie pj-structurée, où Pf est le foncteur d'oubli de la caté
gorie des applications continues vers 3ïï est appelée catégorie topologique. 
Une catégorie différentiable est une catégorie pjj-structurée (où Pj) est le 
foncteur d'oubli de la catégorie des applications différentiables entre va
riétés 3) vers % ) vérifiant la condition supplémentaire que a et |8 soient 
des submersions (pour qu'il existe un produit fibre). 

Les catégories topologiques généralisent la théorie des espaces fibres 
car les espaces fibres principaux localement triviaux peuvent être identi
fiés à certaines catégories topo logiques. 
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II. STRUCTURES DE CATEGORIE SUR UN OBJET D'UNE CATEGORIE. 
A. Rappels sur les transformations naturelles. 

1° Si t est une transformation naturelle de F vers F ' , où F et. F ' 
sont des foncteurs de C vers C', on écrira t: F > F9: C => C*. 

La catégorie longitudinale Jl( C9, C) des transformations naturel
les entre foncteurs de C vers C9 est souvent notée C9<^ , et ses unités 
seront identifiées aux foncteurs de C vers C9. 

Si t9: G -> G'; G'=> G" est une autre transformation naturelle, on 
définit la transformation naturelle t9. t , dite composée latérale de (t9

9 t) , 
comme étant la transformation naturelle G. F -> G f. F ' ; G => où 

**Ye>) - f(F'(e)). G(t(e)) = G'(t(e)). t9(F(e)) 

( les parenthèses ont été supprimées pour alléger l'écriture ). 
La catégorie 5" des foncteurs associée à l'univers 11 est la caté

gorie des 1-morphismes de la 2-catégorie des transformations naturelles 
( î l ' , 3 î m ) dont les deux lois sont respectivement la composition latérale 
(définie ci-dessus) et la composition longitudinale ( de sorte que 51 m est 
une catégorie somme des catégories G ,<" , où G et C' sont objets de ï ). 

2° Une catégorie H est dite cartésienne fermée si H est à produits 
finis et si, pour toute unité s de H , le foncteur 

-Xs:H-*H: f\> fxs 

produit partiel par s admet un coadjoint. 

3" est une catégorie cartésienne fermée: Si C et K sont deux ob
jets de ? , la (-X C/-structure colibre associée à K est la catégorie K C 

des transformations naturelles, l'éjecteur correspondant étant le foncteur 

pour toute unité e de C 
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évaluation de K XK vers K qui associe à ( t9 f ) , où t: F -> F ' ; C => K , 
et e'. C. e , le morphisme £f e'J. F( f) - F'( f).t(e) de K , que nous 
noterons t(f) m Avec cette notation, et si t': G -> G': K^> H est aussi 
une transformation naturelle, on vérifie que 

(t'.t)(f)=trft{'f)) pour tout fe C. 

Par ailleurs, si t" ; F'-* F"; C => K est une transformation naturelle, 

(t»ïït)(f) = t"(f).t(è)=t*(e*).t(f) pour tout fee'.C.e. 

La catégorie 31 * des transformations naturelles est cartésienne fer
mée: le foncteur produit sur % s'étend en un foncteur produit x sj| sur 31* 

1 et KC est aussi la ( - xsjjC )-structure colibre associée à K. 

3° Comme ? est cartésienne fermée, si K, C et C' sont trois caté
gories on a un isomorphisme canonique q ; K C x C -> (K C ) C : 

- Soit G; C'X C -> K un foncteur. Le foncteur G y).* G*-* KC asso
cie à l'unité e* de C le foncteur partiel 

G(e',-): C+K: f\*G(e',f). 

Si fe e ' . C ' . e ' , alors q(G)(f9) est la transformation naturelle, notée 
G f / V ; , d e G(e\-) vers G(e9

f-)9 définie par 

/V" ) ( e ) = Gf f*9 E) pour toute unité e de C. 

Cette notation est justifiée par l'égalité : 

G(f',-)(f)=G(f',f) pour tout feC. 

- Soit T : G -* G'; C'X C =5> K une transformation naturelle. Alors la 
transformation naturelle Ty; q(G) q(G'): C'^> KC associe à l'uni
té ef de C' la transformation naturelle 

q(T)(e'): G(e',-)-* G'(e',-): C =ï> K 
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définie par 
q(T)(e 9 )(e ) - T( e9, e ) pour toute unité e de C . 

On vérifie l'égalité (qui détermine entièrement q( T) ) : 
q(T)(f)(f)=T(f,f) pourtout feCetf'eC. 

Il existe aussi un isomorphisme canonique q' : ~* ( ) ̂  
associant à r.* C'xC => K la transformation naturelle q*(T): C=> K 
telle que qf ( T )({)({') = T ( f, f) si fe C, fe C\ D'où P isomorphisme 
canonique composé q - q'. q"1 : (KC)C'-> (E?')C . 

EXEMPLE, hu foncteur évaluation V:KCXC~*K est ainsi associé le 
foncteur identique de KC (car pour toute transformation naturelle t; C ^ K9 

on a 
V(t,-)(f)=V(t,f) = t(f) pour tout /«r C, d'où V(t,-) = t). 

Pour toute unité e de C , le foncteur 

V(-,e): Kc K: t f> t(e) 

est appelé foncteur d'omission de K associé à e. Si q: K -+ ( K ) 
est l'isomorphisme canonique, on obtient 

V(-,e).q( T) = T(-,e) pour tout T:C'xC=>K. 

4° Soit J et C deux catégories. Pour toute unité s de C , on note e* 
le foncteur de / vers C constant sur e . Si fe C. e , alors /* désigne 
la transformation naturelle de e~ vers etelle que 

/ 7 / j = / pour tout / e / . 

Une transformation naturelle t: e* -* F : J => C, de source un fonc
teur constant, sera appelée cone projectif dans C, c?e sommet e, de base 
F9 indexé par J ; un tel cône est dit cone limite (ou limite projective na
turalisée) si e est une limite projective de F et t( j) la projection cano
nique de e vers F(j) pour toute unité / de / . On définit de même un cône 
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inductif comme une transformation naturelle de but un foncteur constant. 
C 

Soit K une catégorie et pe ; K > K le foncteur d'omission asso

cié à une unité e de C . Considérons un cône projectif T: F*^ P ; / =̂> K^. 
Si pe.T: F(e)** pe .P est un cône limite, pour toute unité e de C, 
alors T est un cône limite dans K ̂  (dit «limite calculée terme à terme»). 
Il en résulte que, si K est à /limites projectives, K ̂  Pest aussi et les 
foncteurs d'omission sont compatibles avec ces limites. 

B. Plongement de Yoneda. 
Nous désignons désormais par H une catégorie telle que s*. H. s 

appartienne à Punivers Ti pour tout couple f s9

, s) d'unités de H , et nous 
notons Hom le foncteur homomorphisme de HxH* vers №. Ainsi 

Hom(h%h): s*.H. s s^.H.s^f h h'.f.h 

si h e s .H. s 2 et h
9 e s^.H.s

9

. 

DEFINITION. On appelle plongement de Yoneda de H le foncteur Y
9 de 

H vers canoniquement associé au foncteur Hom: HxH*-»%. 

Comme Hom h, hr ) = Hom^ ( h9

, h ) , pour tout couple (h\h) 
de morphismes de H , le plongement de Yoneda de la duale //* de H est 
identique au foncteur de H * vers % ^ associé à Hom^ ; on le notera Y. 

Avec les notations de la partie A, le foncteur Y
 9 associe à Punité 

s de H le foncteur Homf s,  ) : H**% et, pour hes'.H.s, Y'(h) est 
la transformation naturelle Homf h 9 ) : Homf s,  ) » Homf s9

 9 « J telle que 

Homf h,)(h
9

) = Homf h 9h
9 ) pour tout h

9 e H » 

PROPOSITION 1. Y
9 est un foncteur injectif ayant pour image une sous

catégorie pleine H de %H ; il est compatible avec les limites projectives9 

ainsi que le foncteur Homf , s ) ;H * Jii pour toute unité s de H. 

A , 1° L'injectivité provient du fait que 

Y
9 (h)(s )( s ) ~ Hom (h, s )( s ) = h pour tout h e «s ' . //. s. 

2° Si s et s
9 sont deux unités de // et t ; Homf s,  ) * Homf ) 

une transformation naturelle, on a 
h = t(s)(s)e s

9

. H. s et t = Y 9
(t(s •)( s)). 
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En effet, le fait que t soit une transformation naturelle signifie que, pour 
tout / e s. H. s n , on a 

tfs99) .Homfs9f) = Homf s9

9f).t( s)9 

d'où 
= t( s» ) . Homf s, f)f s ) = Homf s9, f). tfsjfs) = 

= Hom(s9

9f)(h) = h.f = Hom(h,sm)(f). 
Donc tfs9f) = Homfh9st9)J et t = Homfh9-J appartient à la catégorie 
// image de F ' . Ainsi // est une sous-catégorie pleine de 3ïï̂  . 

3° Notons p s : !W 5K le foncteur d'omission associé à l'unité s 
de H . D'après la partie A-4, pour que Y' soit compatible avec les limites 
projectives, il suffit que ps . Y9 le soit pour tout s . Or (Exemple, A-3) 
ps . Y 9 - Hom(-, s ) ; H -> 3lî . Ainsi tout revient à montrer que Homf- , s) 
est compatible avec les limites projectives. Pour cela soit t : e"-* F : J H 
un cône limite. Le foncteur 

Hom(-9s)..F:.I j |-> Homf F( j ) 9 s ) 

admet pour limite projective canonique l'ensemble A des familles 
tt==ftl)ueJ telles que t9

ueF(u).H.s et, si / e u \ / . u, 
t9

ut=Hom(F(j)9s)(t9

u)^F(]).t9

uf 

i.e. telles qu'il existe un cône projectif c(t9); s*-* F défini par 

c(t9)(u) - t^ pour tout u £ ]0 . 

On obtient ainsi une bijection c de A sur l'ensemble A9 des cônes pro-
jectifs de sommet s et de base F , En associant à c(t9) son crochet / 
relativement à t (c'est-à-dire l'unique / tel que tfu).f = t£ pour tout u ) 
on construit une bijection de A9 sur e.H.s = Hom('-, s)( e) . Il s'ensuit 
que e. H * s est aussi une limite projective de Homf -, s). F , le cône li
mite correspondant étant Homf -9 s). t. V 

DEFINITION. Un foncteur G de /7* vers !)lï est dit représentable s'il exis
te une unité s de H telle que G soit équivalent à Homf s9~) ; on appelle 
alors s un représentant de G, 

Si s est un représentant de G , alors G admet s9 pour représentant 

729 



A. & C. EHRESMANN 24 

ssi s et 5 ' sont isomorphes dans H . 
Cn note R(H) la sous-catégorie pleine de % H ayant pour objets 

les foncteurs représentables. C'est la sous-catégorie saturée ( i .e . fermée 
par isomorphismes ) de M engendrée par la sous-catégorie H image de 
H par le plongement de Yoneda Y'. 

PROPOSITION 2. Le joncteur y': H R(H) restriction de Y9 est une 
équivalence. Si H est à J-limites projectives, R(H) est une catégorie 
stable par ]-limites projectives dans %^ . 

A. 1° La restriction de Y* h H étant un isomorphisme sur H, c fest 
une équivalence vers la catégorie R(H) équivalente à H . Plus précisément 
on construit une équivalence r: R(H ) -* H telle que r.y* ~ H comme suit: 
Pour tout foncteur représentable G choisissons un représentant s^ de G 
et une équivalence naturelle Iq : G -* Hom(s^ , -) ; on prendra pour lG une 
identité si G = Homf s9-)e H 0 . Soit t: G -> GF une transformation na
turelle entre foncteurs représentables; comme Z ̂ , GO £ EE / ̂ ? appartient à 
H , il existe un unique he sG,.H.Sq tel que t9-Hom(h,-). Alors r 
est le foncteur R(H).-*.H: t \* h et l : R(H) -* y*, r est une équivalence. 

2° Le foncteur insertion z de R(H) vers %^ est équivalent au fonc
teur Y \ r , puisque y9.r est équivalent à l'identité. Comme Y' est compa
tible avec les limites projectives (Proposition 1) ainsi que l'équivalence 
r , le foncteur z l'est aussi. 

3° Supposons que H soit à /-limites projectives. La catégorie équiva
lente R(H) l'est également. Puisque l'insertion z préserve les limites 
projectives et que R(E) est fermée par isomorphismes, il s'ensuit que 
R(H) est stable par/-limites projectives, i.e. que G est représentable si 
G est limite projective d'un foncteur P ; ] -* %^ à valeurs dans R(H). V 

C. Structures de catégorie sur un objet d'une catégorie. 

Nous désignerons par: 
H une catégorie telle que s'.H. s appartienne à 11 pour tout couple 

( s9

9 s) d'unités de H 9 par F(H) la catégorie des foncteurs dans H, 
Y: H*-> %H etYf:H-*%H* les plongements de Yoneda, 
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H et R(H) les sous-catégories pleines de % H ayant respectivement 
pour objets les foncteurs Y'fs) , où s'e H0 et les foncteurs représentables. 

L (resp. Lf ) la sous-catégorie pleine de F/511)^ ayant pour objets 
les foncteurs G tels que pu . G soit représentable (resp. soit objet de H ) 
pour toute unité u de U p , où pu : F(%) ->3ll désigne la restriction du fonc
teur d'omission % ^ -> 5ll ; T -> T (u ) associé à u . 

PROPOSITION 3. // existe une équivalence d de F(H) vers L, ayant 
pour restriction un isomorphisme d*: F(H)•-* L*, et associant au foncteur 
t dans H la transformation naturelle d(t) telle que 

d(t )(h) = Hom(-,k). t et pu{d(t))= Y'(t(u)) 

pour tout h e H et toute unité u de Up, 

A . Soit q: (%H ) F -> (%, F ) H Tisomorphisme canonique ( A ) . 

1° Il existe un isomorphisme q': F(%H ) -> F(%)H tel que le fonc
teur Ti (dJJ||, H *J. q ' soit une restriction de q (où tJd est l'insertion),: 

a) Un foncteur G: U p -> 311̂  est une catégorie dans 3ll" ssi il existe 
un foncteur q'( G): // *-> FfJfi ) restriction de q( G) . En effet, pour toute 
unité s de H , on a q(G)(s) = p s . G , où P s ; îïïH*-> // * est le foncteur 
d'omission associé à s . Les limites projectives se calculant terme à terme 
dans %H , G est une catégorie dans % H ssi PS*G est une catégorie 
dans 5ïï pour toute unité s , c'est-à-dire ssi q(G) prend ses valeurs dans 
la sous-catégorie pleine F(5H). 

b) Il s'ensuit que, si T: G -> G' est un foncteur dans JÏI , la trans
formation naturelle q(T): q(G)~* q( G1) admet pour restriction une trans
formation naturelle q''(T) : q''(G ) -> q''(G') . On définit ainsi un foncteur 
q*: F(% H ) -> F(% ) H et ce foncteur est un isomorphisme. 

2° Y9 étant compatible avec les limites projectives, d'après la Propo
sition 5-1, le foncteur ïtf Y9, U p ) : H^ F -> ( %H*)^F admet pour restriction 
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un foncteur Y" ; F (H)-* F (%H ) associant Y\t à teF(H). Considé
rons le foncteur: d- q9. Y*;F(H)^ F(%)H*. Il est injectif, l'injectivité 
de Y' entraînant celle de Y*. Nous allons voir que d admet pour restric
tion un isomorphisme d; F (H ) -> L9. 

a) Si t est un foncteur dans //, la transformation naturelle d(t) est 
telle que, pour tout h € H , on ait 

d(t)(h)(x) = q'(Y\ t)(h)(x) = Y9(t(x))(h) = 
Hom( t( x ),h ) ~ Hom(-,h ) . t( x ) 

pour tout % e f/p , c'est-à-dire £jf A J = Hom(-, h). t . Fn particulier 
Pu* d(t) - Y9(t(u)) pour toute unité & de Up . 

b) Montrons que L ' est l'image de d . Pour cela, soit T un morphisme 
deL 'e t T'= q,ml ( T ) . Pour toute unité w de Up , on a T'(u) = pu. T € H, 
de sorte que T9 admet pour restriction une transformation naturelle T99 : 
Up ^> H. Comme T9 est un foncteur dans JHH , sa restriction T99 est un 
foncteur dans la sous-catégorie pleine H . Par suite, en désignant par y 
l'isomorphisme canonique de // sur H restriction de Y' , la transformation 
naturelle y"1. Tft est un foncteur dans H , vérifiant 

d(yml.T9) = q9. T.(y1. T99) = q'(T') = T. 

Il s'ensuit que J admet pour restriction un isomorphisme d9 : F (H ) L 9

 4 

3° H nous reste à voir que la restriction d: F (H )-* L de d est une é-
quivalence, ce qui revient à montrer que tout objet de L est équivalent à 
un objet de L 9. Nous désignons par r une équivalence de R(H) vers // 
telle que r. y' soit l'identité (il en existe, cf. Proposition 2). q9'1 ( G) 
admet pour restriction un foncteur G99 : Up-* R(H ) ; or, le foncteur y', r 
étant équivalent à l'identité de R(H) , le foncteur Y', r. G99 est équiva
lent à q9"1 (G) . Il s'ensuit que le foncteur q*(q9"1 (G)) = G est équi
valent à qf(Y\r. G99) = d(r. G")e L9

0 . V 
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733 

Nous allons voir que, si H a. «assez» de limites, un foncteur G de 
H * vers F(5H) est un objet de L dès que l'un des foncteurs PU*G est re
présentable. La preuve utilise la Proposition 1-1. 

PROPOSITION 4. L est identique ( donc F (H ) est équivalent ) à la sous-
catégorie pleine de F(J&)H ayant pour objets les foncteurs G tels que 
pu . G soit représentable, où: 

Jo u - 2 ( resp, u - 3, resp. u - 4 ), si H est à produits fibres finis ; 
2° u - 4, si H est à noyaux. 

A . Soit G://*-»F(ÎH) un foncteur. Nous désignons par G' la catégo
rie ~q'ml (G) dans % H * ( voir Proposition 3 ). On a G*(u*) - pu$ .G , pour 
toute unité u* de U p , de sorte que G appartient à L ssi Gf( u* ) est re
présentable pour tout u'. 

1° Supposons H à noyaux et . G représentable, i. e. G'(4)eR(H). 
D'après la Proposition 1-1, G'(3) est la source d'un noyau de (G'(4), ) 
où est une transformation naturelle de G*(4) vers Gf(4). Comme 
R(H) est une sous-catégorie pleine stable par noyaux (Proposition 2), c^ 
appartient à R(H) , de même que G'(3) ; ainsi G'(3) est représentable. 
D'une manière analogue, G'(3) étant représentable et G'(2) étant la sour
ce d'un noyau de ( G'(3),c2) , où c2 est une transformation naturelle de 
G'(3) vers G'(3) , on voit que G'(2) est représentable. Enfin G'( 1 ) est 
représentable, car c'est la source d'un noyau d'un couple (G'(2), c^ ) , où 
G'(2) est représentable. 

2° Dans cette partie, nous supposons H à produits fibres finis. 
a) Supposons G'(2) représentable; G'(i.a) et G'(i.f3) appar

tiennent alors à la sous-catégorie pleine R(H) . Comme G*(3) est un pro
duit fibre du couple (G'(i.a), G'(t.(3 )) et que R(H ) est stable par pro
duits fibres finis (Proposition 2), G9(3) est représentable. On en déduit 
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que G'f 4) est représentable, comme étant le produit fibre de 

(G'(v1),G'fv2))9 où G'fvt): G'(3)-> G'f 2) est dans RfH ) . 

Enfin G9(l) est représentable, la Proposition 1-1 assurant que G'f 1 ) 
est un produit fibre de (G'f j a ) , G'f j ^ )) , où G'(ja): G'f 2)- G'f 3) ap
partient à RfH ) . 

b) Supposons G'(3) représentable. G'f 4) est un produit fibre du 
couple f G f(v2), G'fvj )); comme i/̂  est un inverse à gauche de / , 
j a - G9(ja) est un monomorphisme. Par suite G'f4) est aussi un pro
duit fibre de 

(ja.G'(v2), ja.G'(Vl)). 

Puisque G'(3) est représentable, ]a-Gt(v2) et j^G'fv^) appartiennent 
à la sous-catégorie pleine RfH) et, R(H) étant stable par produits fibres 
finis, G'('4) est représentable. D'après la Proposition 1-1, G9 ( 2 ) est un 
produit fibre de deux transformations naturelles de G9f 3) vers G9f 4) les
quelles appartiennent donc à RfH) . Par conséquent G'f 2) est aussi re
présentable, et nous sommes ramenés à la partie a. 

c) Supposons G'f4) représentable. Considérons la transformation 
naturelle j ' a = [ G9(3), G '( j a • v

2)} > crochet relativement au produit fibre : 

('(G'(v2), G'fïj)), (G'f v1), G'(v2))). 
Puisque H est à produits fibres finis, RfH) l'est aussi, de sorte qu'il 
existe un produit fibre naturalisé D de ( j 9

a . G*fû2), j 9

a . G''(v ^)) , dans 
RfH ) . D'après la Proposition 1-1, G9(3) est un produit fibre de deux trans
formations naturelles de G'f 4) vers D ; celles-ci appartenant à RfH) , il 
s'ensuit que G'(3) est représentable. On est ainsi ramené à la partie b. V 

COROLLAIRE. Si H est à produits fibres finis, F (H) est équivalente à 
la sous-catégorie pleine de 5"̂  * ayant pour objets les fondeurs G tels 
que p G soit représentable f en désignant par p Cj le joncteur d'oubli fi
dèle de 3" vers 5ïï ). 

A. Soit rj : F(%.) -> 5F l'équivalence construite dans la Proposition 7-1, 
telle que n}(F ) = f F f 2 ) , F (K ) ) si F est un objet de F (Jtt) et 
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ïfie) =(rl(F'),e(2), ri(Fj) si 0:F-*F'. 
Comme 

P%. rj(d) = 6(2) = p2(d) pourtoutfl, 

on a Pc£*7i=p2' H en résulte que, si G : H *-» F(3ïï) est un foncteur, 
p 2 . G est représentable ssi p gr, 17 . G l'est. Autrement dit, l'équivalence 

admet pour restriction une équivalence 77; A -> L , vers la sous-catégorie 
L ayant pour objets les foncteurs G tels que p g:. G soit représentable. 
Donc L est équivalente à FfH), le foncteur d=rf.d: F(H)-*L étant 
une équivalence (où (i est l'équivalence de la Proposition 3). 

DEFINITION (Grothendieck). Un foncteur G : H * -> ï tel que p y . G soit 
représentable par s est appelé structure de catégorie sur l'objet s de H. 

Le corollaire précédent signifie que, si H est à produits fibres fi
nis, les notions de catégorie dans H et de structure de catégorie sur un 
objet de H sont équivalentes. Ceci n'est plus vrai si H n'est pas à pro
duits fibres finis, une structure de catégorie sur un objet de H pouvant 
alors ne pas déterminer une catégorie dans H . 

D. Existence de limites projectives. 

Nous reprenons les notations de C et nous désignons par 

p ^ : F(H)-* H: t \* t(u) 

le foncteur d'omission associé à l'unité u de Up . 
PROPOSITION 5. Soit $ : J -> F (H ) un foncteur. Si p^ . 0 admet une li
mite projective pour toute unité u de U p, alors <ï> admet une limite pro-
je cuve. 

A. Remplaçant U par un univers plus grand si nécessaire, nous pou
vons supposer que / appartient à U. Alors F ) , équivalente à CJ , est 
à /-limites projectives, ainsi que F(Jfi)H . Soit d: F ( H ) -* L l'équiva-
lence construite dans la Proposition 3 et ç ; L -> F ( JTC ) l'insertion. Le 
foncteur £. d.$: J -> F(J!i)H admet une limite projective G . Montrons 
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que pu. G est représentable pour tout u . Il s'ensuivra que G est aussi 
une limite projective de , et a fortiori que $ admet une limite projec
tive F telle que d( F ) soit équivalent à G . Fn effet, pu étant compatible 
avec les limites projectives, $l(pu , H*) l'est aussi, et pu . G est une li
mite projective du foncteur 

On a $ B = I". p„ .$ , car, pour tout élément j de / , 

Comme Y9 est compatible avec les limites projectives, $>u admet Y'(su) 
pour limite projective, où su est une limite projective de p^ . 0 . Il en ré
sulte que pu . G est représentable par s y , car il est équivalent à Y9 (su ) . 

COROLLAIRE. Soit $ un foncteur de J vers F(H). 
1° Si H est à noyaux et si p f̂. <3> admet une limite projective, <I> ad

met une limite projective. 
2° Si H est à produits fibres finis et si p^ . <D (resp. si p f̂. $ , resp. 

p f̂. $ ) admet une limite projective, $ admet une limite projective. 

A. La preuve est analogue à la précédente, car d'après la Proposition 
4-C, il suffit de vérifier que pu . G est représentable lorsque u = 4 (resp. 
u = 2, 3 ou 4). V 

111. TRANSFORMATIONS NATURELLES STRUCTUREES DANS H . 

Dans cette partie, /7 désigne une catégorie à produits fibres finis, 
F(H) la catégorie des foncteurs dans H . Nous allons montrer que F(H) 
est la catégorie des 1-morphismes d'une 2-catégorie représentable. Nous 
désignons par % la catégorie des applications associée à un univers U 
auquel appartient s9. H. s pour tout couple (s9, s) d'unités de H . Si F 
est une catégorie dans H , nous reprenons les notations de la partie I , à 
savoir a = F(a), b = F(f3), s = F(2),\... 

Â. Catégorie des quatuors d'une catégorie dans /7 . 
Soit I la catégorie 
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servant à définir les produits fibres de couples. Nous noterons V le fonc-
teur «produit fibre canonique» de 5ïï̂  vers %, . 

Si C est une catégorie dont l'ensemble des morphismes appartient 
à tl et si KQ est sa loi de composition, l'ensemble • C des quatuors de 
C s'identifie au produit fibre canonique K^VK^ (en identifiant le quatuor 
(x',y',y9x) au couple (fx', y), ( y* 9%)) ), de sorte que KCV KQ est 
l'ensemble sous-jacent à la catégorie latérale B C des quatuors de C ; 
autrement dit, DC = V(W( C))9 où W(C) est le foncteur de I vers % 
appliquant o et o 1 sur KQ . 

Si f=(C',[,C) est un foncteur, soit Wff): W(C)^> W(C') la 
transformation naturelle vérifiant 

W(f)(l,0)=f, W(f)(0)= W(f)(l) = f*f, 

où / */ est une restriction de £ xf . Le foncteur B /.* B C -» B C est dé
fini par l'application • / = VfWff )). 

Nous obtenons ainsi un foncteur W : 3F -> %l. L e foncteur B : ? -* î 
associant B / à / vérifie : p j . B = V. W. 

Pour toute catégorie C , l'ensemble £ est une classe d'objets de 
la catégorie longitudinale CD C des quatuors de C, et (B C, \B C ) est 
une catégorie double. En particulier, l'application source et l'application 
but de 'CDC définissent des foncteurs 

â^: B c - m C, /3¡5 ; B C -> Q] C. 

En associant 5J5 (resp. /3̂ 5 ) à C, on définit une transformation naturelle 
5 m (resp. i8 m) de B vers OD ; ?-> J . 

Nous noterons encore L la sous-catégorie pleine de CJH qui a 
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pour objets les structures de catégorie sur les objets de H , i.e. les fonc-
teurs G tels que pgr.G sòit représentable. Soit d l'équivalence 77. d de 
F (H) vers L (Corollaire, Proposition 4-II ) : 

1 - Si F est une catégorie dans H , alors dfFJ.-H*-**^ associe à l'uni
té e de H la catégorie sur s. H. e dans laquelle la source de fe s.H. e 
est i. a. / , son but est i. b. f et le composé / ' o / est: 

f'°f = x-if.fi ssi a.f'=b.f. 
- Si £; F -* F ' est un foncteur dans H , la transformation naturelle 

d(t): d(F)->d(F') est telle que d( t)( e) ; (s . H . e )°(s'. H. e)° soit 
le foncteur 

Hom(t(2),e): f\~*t(2).f. 

En particulier p<^\ d(t) - Hom(t(2), -). 

PROPOSITION 1. Le foncteur ït( B , H *) : ï^*-* J^* admet pour restric
tion un foncteur &H : L-> L. 

A. Il suffit de montrer que, si G est un objet de L, alors B .G est 
un objet de L. Fn effet, choisissons une catégorie F dans H telle que 
dfF^ soit équivalent à G ; désignons par • s un produit fibre de (k,k), 
où k - F(K). NOUS allons montrer que Pg:* B- G est aussi représentable 
par • 5 , de sorte que B. G sera un objet de L. Fn effet, 

Pgr. B. 2f F ; = F. If. d(F). 

Par construction, la loi de composition de d(F)(e) est de la forme 

i(F)(e)=Hom(k,e).Se , où ge : (f, f) h if,fi , 
pour toute unité e de /7 . Il en résulte que le foncteur W. d(F) est équi
valent au foncteur D; //*-* appliquant : 

- l'unité e sur le foncteur D( e) ; I -» 5H associant Homf k, e ) à o, o 
- hee'.H.e sur la transformation naturelle D(h ) : D( e)-> D( e1) 

telle que 

D(h)(l,0) = Hom(s9h), D(h)(0)= D(h)( 1 ) - Hom(F(3),h) . 

V» D est un produit fibre du couple 
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(Hom(k9-)9Hom(k9-)) = (Y'(k)9 Yf(k)) 
dans % H . Comme le plongement de Yoneda Y': H est compatible 
avec les produits fibres, Y'(H s ) est aussi un produit fibre de ce couple, 
i.e. est équivalent à V. D, et, a fortiori, à p j . B. <if FJ. Donc | ) j . B . G 
est représentable par • s. V 

COROLLAIRE. /Z existe un foncteur BH: F(H)~» F (H) tel que Von ait 
B" . d - d. et que BHF(2) soit un produit fibre de ( F(K ) , F(K)), 
pour toute catégorie F dans H. 

A. Comme d est une équivalence, pour toute catégorie F dans H nous 
pouvons choisir une catégorie F dans H telle que d(F) =• B. d(F) et il 
existe un et un seul foncteur 

BH: F(H) -> F(H) tel que BH ( F ) - F * 

On peut construire explicitement F de la manière suivante: 
Soit ( ( k 9z ^ ) y( k, z 2) ) un produit fibre naturalisé dans H et Ds la 

source de z . . Posons 
i 
a-v^.z^y b = vlmz2, a = v2.z2, b = v ̂  . z^ . 

Puisque k, j^ - k. j il existe un crochet i = [ j ̂ 9 /^] relativement au pro
duit fibre ((kyz 1),(k , z2)) . Choisissons un produit fibre naturalisé 
( ( à9 v ̂ ) 9( b 9v2 ) )• Nous utiliserons les égalités : 

b.b-b.v^. z^-b.k.z^ - b .k .z ̂  - b.v^.z^-b.h, 
a. b - a. . z^ — b. v

2*z i = °* a9 

a. b - a. v1 . z 2 = b. v2* z 2 = b. a, 
a. a = a. v 2 . z 2 - a.k .z2 = a. h. z ^ ~ a. v

 2*z ^ -
Comme 

a.b %v ^ = b. a. v ^ = b. b. v2 = b .b * v2, 

il existe un crochet mb — \_b%v^9b. v 2] relativement à (( a9 v ̂ J, (b, ^ ; 
de même il existe ma = [ a. , a. v2] . Les égalités 

v2. mh — b. v2 - v y Zj . î>2 et v2.z2,v1 = a.v1~v^ma 

assurent l'existence de crochets 
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b L b 9 1 2 a L 2 1 a 
relativement à ( ( v^9 ) , f v^ , w 2)) . Enfin, il existe un crochet 

k = [k2. cb, kr cj 

relativement à ((k, z^), (k ,z2)) , car, en posant toujours 

k } = [ vtu i, k . w2] et k2 = [k. wl9 v2. w2], 
on obtient 

k.k^.c, -k.k^c, - k .[ vw 1, k. w _] . c . = A. [6. v 7 . /c. 2 t . 5 ̂ ] = 
2 & 2 6 1 2 2 o I 12 

= k ,[b. v 19 k. z 2. v2] = k. k1 .[ z 1. v1 , z2. v2] = 
= ¿ . ^ . [ 2 ^ . î^, 2r̂ . 2̂-1 ~ k.[k. z ^ v1 , v2. z2 . î?2] = 

On vérifie que â, b 9 k, ... définissent une catégorie F dans /7 et que 
d(F) = B.d(F). 

REMARQUE. La construction explicite de F est inutile en pratique, car 
il est plus simple de la déduire de la définition de B . G. Il est toutefois 
bon de noter qu'on peut aussi définir F sans recours à la structure de ca
tégorie G associée à F. 

DEFINITION. Avec les notations du corollaire précédent, on appelle F la 
categorìe latérale des quatuors de F dans H. 

En particulier, si F est un objet de F(Jïï) et G la catégorie (usu-
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elle) associée B C s'identifie à la catégorie associée à la catégorie la
térale des quatuors de F dans % . 

DEFINITION. On appelle catégorie double dans H un couple (F', F*) de 
deux catégories dans H telles que : 

1° F*(i*a ) et FN( ¿./3 ) définissent des foncteurs A et B dans H, 
de F' vers F*. 

2° F"(K) défmit un foncteur K: AVB -* F' dans H. 

PROPOSITION 2. // existe une bijection de l'ensemble des catégories dans 
F (H ) sur l'ensemble des catégories doubles dans H . 

A. 1° Soit D une catégorie dans F (H) . Alors D(2) est une catégo
rie F' dans H ; le foncteur 

P^(HKD: Up-*H: x \*D(x)(2) 

est une catégorie F9 dans H , les foncteurs d'omission étant compatibles 
avec les produits fibres. On vérifie aisément que (F', F") est une caté
gorie double dans H ; notons-la cj>(D). 

2° Soit (FF, F*) une catégorie double dans H ; on voit, à l'aide de la 
Proposition 3-1, qu'il existe une catégorie D dans F(H) telle que 

D(2) = F'9 D(L.a)=A, D(i.p) = B et D(K) = K 
(avec les notations de la définition). De plus ( D)-( F ', F *) . Ainsi 
nous avons défini une bijection cj> de F(F(H))0 sur l'ensemble F2(H)0 

des catégories doubles dans H. V 

PROPOSITION 3. Il existe une équivalence EH : -* CD̂  telle que le 
couple (BH (F), ÏDH (F)) soit une catégorie double dans H, pour toute 
catégorie F dans H. 

A. Soit F une catégorie dans H et ((k9 z 1 ) 9 (k, z2)) le produit fibre 
naturalisé servant à définir F = f F ) . 

1° Comme k. z2 - k.z^ , il existe un crochet [ z 9 , ] relativement à 
ce produit fibre, et ce crochet est son propre inverse. Par suite il existe un 
foncteur Œîfj (F) dans H et une équivalence EH (F): F -* CDH ( F) tels que 
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EH(F)(1) = F(2), EH(F)(2) = F(2), 
EH(F)(3) = [z2,z1], EH(F)(4) = F(4): 

Nous noterons CD̂  ; F'(H ) -* F (H ) l'unique foncteur tel que l'application: 

F (-» EH( F) définisse une équivalence EH : B H ~> CDH . 

2° Posons F - ( F) et montrons que ( F, F) est une catégorie dou
ble dans H . Si G = d(F) , on voit que 

5f F ; = B . G et d(F) = m. G. 

Il s'ensuit qu'il existe un foncteur A: F -» F dans // tel que d( A ) soit 
la transformation naturelle a 133. G ; B . G -» CD. G ; ce foncteur est défini par 

î.â.[z 2,z ^ = î. v2. z 2 = F( L .a ) 

( avec les notations du Corollaire, Proposition 1 ). De même, le morphisme 

i.b\z2,z1\ = t.v v z 1 = F(i.fi) 

définit un foncteur dans H : 

B : F ^ F tel que d( B ) = £ FFL . G. 

Enfin soit KM la transformation naturelle de amWf3m vers B/7 telle que le 
foncteur K m(C): (UJ G *QDGJB-> B G soit défini par la loi de composi
tion de CD G , pour toute catégorie G . Il existe un foncteur dans H : 

K: A\B - F tel que d(K) = £ M . G, 

et K est défini par le morphisme [z 2> z^ . F(K ) ~ F(K ) . V 

B. Transformations naturelles structurées. 

D EFINITION. On appelle transformation naturelle dans H un triplet Q-
( t',0 , t ) vérifiant les conditions suivantes : 

\o t; Fr F et t ': F' F sont des foncteurs dans H . 
2o 0€ F(2).H.F'(V ^ a.d.b'= b..t(2), b.d . a9 = a. t'(2), 

k.[0-b'-,.t(2)] = k.[*'(2), 6.a9] 
(où les crochets sont relatifs au produit fibre ((a^v ( b, v2)J ) . 

Nous dirons plus précisément que 6 : t -> t9: F F F est une trans
formation naturelle dans H . Si F et F ' sont des catégories dans H , nous 
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notons N(F,F') l'ensemble des transformations naturelles 6: F'=> F 
dans H. 

Considérons la catégorie latérale 7l ' des transformations naturelles 
associée à l'univers Il , et la sous-catégorie QB de la catégorie latérale 
des quatuors de ÎI" formée des quatuors ($>,r ',r où 0 et $ ' sont 
des foncteurs. Soit n et n' les foncteurs de QB vers 5" associant res
pectivement 3> et 3>' à ( $ , r ' , r , $ ' ) . Fnfin, désigne l'ensemble des 
foncteurs ®:H*-*QB tels que 77.® et '77'.© appartiennent à la sous-
catégorie pleine L de 3"^ (considérée dans la Partie A ) . 

PROPOSITION 4. // existe une application D de l'ensemble N(H) des trans
formations naturelles dans H sur ; si F et F' sont des catégories 
dans H y alors D admet pour restriction une bijection Dp p, de N(F,F') 
sur l'ensemble Q(F,F') des foncteurs 

®eQH tels que 7T.®=d(F) et n'.0 = d(F'). 

A. Soit F et F' des catégories dans H , et soit 

G -d(F) et G' = d(F'). 

1° Soit 0-(t',6,t):F'^>F une transformation naturelle. On a les 
transformations naturelles T — d(t) et T - d(t') de G' vers G. 

a) Soit é une unité de H . L es foncteurs 7Y e J et T'( e) sont défi
nis par les applications Hom(t('2), e) et Hom(t'(2), e) ; nous identifions 
l'ensemble des unités de G'(e) - rjfHomf-, e). F') à Hom(s'0,e). L es 
conditions indiquées sur 6 signifient que Hom(6,e) définit une transfor
mation naturelle ®(e) de T(e) vers T'(e) ; en effet, si 

U G'(e)(2) = s'-H. e9 

on obtient dans la catégorie G( e ) ; 
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Hom(6,e)(b'.f) o T(e)(f) = k.[d.b'.f, t(2).f] = 
= k.[e.b', t(2)].f = k.[t'(2), 6.a'].f = 

= T'(e)(f)o Hom(d ,e)(a'.{). 

b) Soit h e e. H. e ' ; alors on a 

®(h) = (G(h),®(e'),%(e),G,(h))e QH , 
car 

®(e9):G9(h)(f0) = ®(e9)(f0.h) =0.f0.h = G(h).®(e)(f0), 

pour toute unité f0 e F'( 1 ).H. e de G'(e) . Nous avons donc obtenu un 
foncteur 0 de /7* vers QH , puisque G et G* appartiennent à L. Posons 
%=D(6). 

2° Soit ©; //*-> QB un élément de QH vérifiant: 

n.& = d(F) = G, n'.e=d(F') = G'. 

Pour toute unité e de H , posons ®(e)=(T9(e),rfe),T(e)). En asso
ciant T( e) (resp. T9(e) ) à e , nous définissons une transformation na
turelle T (resp. T9 ) de G' vers G dans L . Il existe un unique foncteur 

t; F9~* F dans H tel que d(t)=T 

et un unique 

F'-> F tel que d(f) = 71'. 

En associant à e l'application 
T (e ) : G9(e ) 0 - Hom(s9

0 , e ) -> p^.G(e)=Hom(s,e)9 

nous définissons une transformation naturelle 

r ; Hom(s9

0 ) -> Hom(s,-). 

Puisque R(H) est une sous-catégorie pleine de !)IÏW , il existe un et un 
seul 6 e s.H. s9

0 tel que r = Hom($, -) (à savoir 0 = r (s '0 )( s r

0 ) ) . Le 
fait que ®(e) soit une transformation naturelle, pour toute unité e de H, 
implique que (t9

yd,t) est une transformation naturelle dans H. C'est l'uni-
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que transformation naturelle 6 dans H vérifiant DfO) = ©. V 

On définit sur Q une 2-catégorie ( Qm, Q' ) comme suit: 

( $ , f \ r , $ ' ; • ] ( $ , r ' ,r , $ ' ) = ( 0 , f 'fflr CD r , 

ssi $ = <î>, ' $ ' = $ ' et si f'Œr ' et r EOr sont définis ; 
*0 . ($ , r ' , r ,< I> ' ) = ( * , F \ r ' , F . r ,$ ' ) 

ssi $ . 
Il en résulte une 2-catégorie ( , Q®) sur : % 

©'[3]©=®*, où ©"fi; = Q'(h)mQ(h) 

ssi ce composé est défini pour tout h dans H, 
©'.©=©*% OÙ ®"YÂ; = ©YAJ.QfAj 

ssi ce composé est défini pour tout h dans H. 

PROPOSITION 5, L'ensemble N(H) des transformations naturelles dans 
H est muni d'une structure de 2-catégorie pour les lois ; 

(f9e',t0)w(f,o91) = (f9k.[d9

9e],t) 

ssi t' = ^ ; F'=> F , 

,0* ,** ).(f9d9t) = f*J k'.[90.f(l)9t0 (2).6],t0.t) 

ssi t': F'=> F e£ t0 : F ̂ > F'. 

A. 1° Soit F et F ' des catégories dans /7. L'ensemble F, F ' j dé
finit une sous-catégorie de ; soit N f F, F')m la catégorie image de 
Q(F, F*)m par la bijection inverse de la bijection Dp p, (Proposition 4). 
On vérifie facilement que la catégorie somme des catégories N(F9F')m 

s'identifie à N(H)m . 
2° Soit 6 = f t' 9 0 , t ) et 60 = (t'0 ,60 , tQ ) des transformations naturel

les dans H . Si ©= D($) et &0= D(00 / , on montre que ©0 . © est dé
fini dans Q'H ssi 00 ,6 est défini dans N(H )* et dans ce cas, 60 . 6 est 
l'unique transformation naturelle dans H telle que 

D(~e0.ê) = ®0 .©. 

Comme (Q'H , Qfj ) est une 2-catégorie, on en déduit que (N (H)' , N(H) m) 
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est une 2-catégorie ayant pour sommets les catégories dans H , et dont les 
1-morphismes s'identifient aux foncteurs dans H. 

C. Représentabilite de la 2-catégorie des catégories dans H. 
Si (C , C° ) est une 2-catégorie, la catégorie de ses 1-morphismes 

est la sous-catégorie de C formée des unités de C° . 

DEFINITION (Gray). Une 2-catégorie ( C , C° ) est dite représentable si 
le foncteur insertion de la catégorie des 1-morphismes vers C* admet un 
coadjoint. Une structure colibre associée à un sommet e est appelée une 
représentation de e. 

PROPOSITION 6. La 2-catégorie des transformations naturelles dans H 
est représentable, une représentation de la catégorie F dans H étant la 

1 catégorie latérale des quatuors de F dans H. 

A. La catégorie des 1-morphismes s'identifie à F(H) . Soit F une ca
tégorie dans H et F la. catégorie latérale de ses quatuors. Nous reprenons 
les notations de la Proposition 1. 

1° Il résulte de la Proposition 3 que 

a= v2.z2 et b~=vrz1 

définissent des foncteurs A et B dans H , de F vers F . Montrons que 
(B, s , A ) , où s -F(2), est une transformation naturelle dans / / , que 
nous noterons J ( F ) . En effet, 

a. s. b = a. v y z2 = b . t;̂ . z2 ~ b . a, 
b, 5 , a = b. t>2» ẑ  = a. t?j. 2^ - A • b, 

k.[s . b, a] = k. [ . z 2> v 2*z2^ ~ *̂ 2 2 ~^%z 1 ~ 
- h .[vj . 2 J ? v 2 . z j ] = . [ ò, s , a ] . 
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2° Soit F ' une catégorie dans H et 6 = (t9,<9, t): F9 =£> F une trans
formation naturelle dans H . Nous lui associons le foncteur © = D(d) . 
Pour toute unité e de H , la transformation naturelle 

9fe j ; d(F')(e) => d(F)(e) 

définit l'unique foncteur T(e) : d(F9)(e) ->" dff F)(e) tel que 

2'M;(e>L 7Ye>> = d(t)(e), d(B)(e)\T(e) = d(f)(e)9 

T(e)(f) = d.f pour tout F'(l).H.e ; 

autrement dit, 7Y e J est l'unique foncteur tel que 

D(J(F))(e). Tfe)= %(e), 
car 

D(J(F))(e) = (d(B)(e), Homfs,e), d(A)(e)). 

On définit ainsi une transformation naturelle 7\- d(F')^> d(F). A celle-
ci est associé un unique foncteur T: F'-* F dans H tel que d( T ) — T, 
Puisque 

D(](F). T) = D(i(F)).D(T)^D(J{F)).d(T) = D(J(F)). T = D(Ô)9 

le foncteur T dans H est l'unique foncteur dans H vérifiant / (F) . T -6 . 
Ceci montre que /(F) définit F comme représentation de F. 

COROLLAIRE. Si F et F9 sont des catégories dans H, il existe une bi
jection de N(F, F9) sur l'ensemble des foncteurs dans H de F9 vers B^F* 

A. Ceci résulte de la proposition. D'une manière explicite, à une 
transformation naturelle 6 = (t9,6, t) entre F9 et F dans H , on associe 
le foncteur de F9 vers S^(F) dans H défini par le crochet 

l[t'(2),i.a'],[i.b',t(2)]] 

relativement au produit fibre ((k, z), (k, z2 )). V 
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IV. SOUS-CATEGORIÉS STRUCTUREES. FAISCEAU ASSOCIE. 
Dans cette partie, H désigne une catégorie à produits fibres finis. 

A. Sous-catégories d'une catégorie dans H . 
Nous reprenons les notations de I.B et nous désignons par p un 

foncteur de H vers la catégorie % des applications compatible avec les 
produits fibres finis. Si h est un morphisme de H , on notera par h l'ap
plication p(h ) . 

PROPOSITION 1. Soit F une catégorie dans H et C la catégorie rj(p . F) 
déterminée par l'objet p. F de F(%). Soit f: s'-* F(2) un p-monomor-
phisme tel que f (s') définisse une sous-catégorie de C. Il existe une ca
tégorie F' dans H définie à une équivalence près, telle que f définisse 
un foncteur dans H de F' vers F. 

A. Nous reprenons pour F les notations de la Section I. Comme / est 
un p-monomorphisme, / est une injection et il existe une et une seule caté
gorie C telle que ( C, f, C ) soit un foncteur. L'équivalence 77' de ? 
vers F(ÎK) (Proposition 7-1) associe au foncteur ( C,f, C) une transfor
mation naturelle r ; 0'-> $ telle que r (2)- f et il existe une équivalence 

y : $-» p. F telle que y(2) - C. 

Il s'ensuit que / définit aussi l'élément r' = yïBr:^'^p.F deF(Jlï). 
1° Puisque 

p(i.a.f) = p . F(t.a).rf(2) = r'(2).Q>'(i.a) = f.Q'it.a) 

et que / est un p-monomorphisme, il existe un et un seul a' tel que 

i.a.f=f.â' et p(a') =®'(i.a) . 

De même, il existe un et un seul b' tel que 

i. b.f = f.b' et p(b')=Qf(t.p) . 

Soit (fa', v^), ( b', v'2)) un produit fibre naturalisé dans H . Il existe un 
crochet / ' = [/. v'v /. v'2i relatif au produit fibre (fi. a, v1)9(i. b, v2)) , 
car 

i.a.f.v\ zzf.â'.v^ = f.b'.v'2 = i.b.f.v'r 
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Le foncteur p étant compatible avec les produits fibres finis, il existe un 
et un seul g tel que 

99(vî).g^v\ et Q'(i>2).g:=v'2; 

les égalités 

y.. r '(3). g = / . H> '(v. ).g = f.y'. = v..f où i = l, 2, 

entraînant £ ' = r '(3). g , il en résulte 

A.i' = A.r '(3).g =f.$'(K).g, 

et, / étant un p-monomorphisme, il existe un et un seul k' tel que 

k.f=f.k' et p(îc'f) = $'(K).g. 

Ceci prouve qu'il existe un foncteur G': U"-* H défini par 

G ' ( i . a ) = ô ' , G'd.jS) •= G Y ^ ; = t;';., G'(K) = k'; 

en posant 
iY2j = / et *Y3'; = /'> 

on définit une transformation naturelle t' de G' vers le foncteur restric
tion de F à U" > 

2° D'après les Propositions 1-1, 3-î, G* s'étend en un et un seul fonc
teur F' de U vers H tel que (( v'2, F*(v x)), (v\ , F9(v2))) soit un pro
duit fibre naturalisé donné. De même ( en raisonnant dans E3 H ), on voit 
que t' s'étend en une unique transformation naturelle t de F' vers F , où 
F. est le foncteur de U vers H déduit de F. (voir I). Si nous montrons que 
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k'.F'(ja) = s>=k'.F,(jp) et k'.F'(K1) = k'.F'(K2) ; 

on déduira de la Proposition 3-1 que £ admet pour restriction un foncteur 
dans H , noté t: F'-* F .Or, £ étant une transformation naturelle on obtient 

f.k'.F'(ja) = T(2).Fl(K.ja) = F(K.ja).ï(2) = t(2) = f, 
f.k'.F'a(3)=f.F'(K.j(i) = F(K.jp).f=f, 

f.k'.F'fnj) = Ï(2).F'(K.K1) = F(K.K1).Ï(4) = F ( K.K2).1( 4) = 

= t(2).F'(K.K2) = f.k'.F'(K2), 

1 ce qui donne les égalités voulues, / étant un monomorphisme. V 

Soit p cj le foncteur de la catégorie F(H) des foncteurs dans H , 
vers 3ïï associant p(t(2)) à. t. 

PROPOSITION 2. So& t: F'~* F un foncteur dans H. Si 1(2) est un p-
monomorphisme, t est un p~c^-monomorphisme. 

A. Soit t( 2 ) un p -monomorphisme ; posons t(2)-f et supposons que 
t': F9 -> F soit un foncteur dans H et h une application vérifiant 

PgY «V = P~cç(t).h = f .A. 
Comme / ' — /. A , où f — t'(2) , et comme / est un p-monomorphisme, il 
existe un et un seul h tel que f. h - f et p(h) - h . Nous allons montrer 
que h définit un foncteur de F" vers F ' , c'est-à-dire vérifie les condi
tions de la Proposition 4-1 ; il s'ensuivra que t est un p j -monomorphisme. 
Or, prenant des notations analogues pour F, F9 et F9 , nous obtenons les 
égalités : 

f.i\a9.h = i.a.f.h - i.a.f9 - f9. i99. a" = f.h.i9.a" , 

qui entraînent 
i9. a9, h ~ h. i99. a9 ; de même i9. b9. h = h. i*. b*. 

Désignons par h9 le crochet [A.t>*, A. t>*] relativement au produit fibre 
((a9, v\), (b9,v9

2)) ; on a *f,?;. A' - t9(3) , car 

vf.t(3).h9 = f.v9

rh9 = f.h.vj? = f9.v99 = vrt9(3), 

pour j - 1, 2 . Il s'ensuit 

/.*'.*' =k.t(3).h9 = fc.tY^; = f =f.h.k*, 
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d'où k'.h* - h. k* . Donc h définit un foncteur de F" vers F ' . V 

DEFINITION. Un foncteur t.- F' -> F dans H tel que t( 2 ) soit unp-mono-
morphisme est appelé p y monomorphisme strict, et F ' est dite sous-caté
gorie p-stricte de F dans H . En particulier, avec les notations de la pro
position précédente, Fr est dite sous-catégorie de F dans H définie par 
f=t(2). 

B. Sous-catégories engendrées dans H . 
Dans la suite, M désigne la catégorie des applications associée à 

un univers U contenant U et 11 est l'ensemble des éléments de 11 équipo-
tents à un élément de li . On note P un foncteur d'une catégorie H vers 
M à produits fibres finis et on pose P(h) ~h si h e H . Enfin, X est un 
ensemble donné de P-monomorphismes. 

Si s est une unité de H et g une application de A e u dans S . on 
dit que / est un (P, X)-sous-morphisme de s engendré par g si : 

1° j e s . X et gc [M ; 
2° on a j € H lorsque j* e s. X et g e /'. M . 

Remarquons que / est un (P, Z^-sous-morphisme de s engendré 
par g ssi j est un (P, XJ-sous-morphisme de s engendré par l'inclusion 
de g(A) dans J . 

Nous désignerons par <N> la sous-catégorie du groupoi'de des cou
ples (NxN)° formée des couples d'entiers (n',n) tels que 0 < n < n\ 
qui est associée à l'ordre sur N . Si n est un entier, <n> désigne la sous-
catégorie pleine de < N> ayant pour objets les m tels que 0 < m < n. 

DEFINITION. On dit que P est dénombrablement (%, X)-engendrant si les 
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conditions suivantes sont vérifiées : 
1° P est (5lï, X )engendrant, i.e. pour toute unité s de H et toute 

application g de A dans s , où A appartient à U, il existe un (P,X)

sousmorphisme de s engendré par g . 
2° Soit $ :<N> > H un foncteur et £ une transformation naturelle de 

$ vers un foncteur constant telle que t(n) e X pour tout entier n . Alors, 
il existe une limite inductive naturalisée t

9 de $ telle que p tf soit une 
limite inductive naturalisée et que l'on ait limt, te X , où lirait est l'uni

que h vérifiant tf n ) h. t
9 ( n ) pour tout entier n. 

D'après la remarque cidessus, la condition 1 équivaut à: 
l'o Pour toute unité s de H et toute partie A

9 de s appartenant à 
U, il existe un (P, X jsousmorphisme de S engendré par l'insertion de 
A

 9 dans | . 

Si P est saturé ( i .e . si, lorsque s est une unité de H et /.* s » B 
une bijection, il existe un inversible f de H de source s appliqué sur 
/ par P ), et si X est l'ensemble des Pmonomorphismes dont la source 
est appliquée par P sur un élément de U , la condition 2 équivaut à : 

2'° Si ( s

n ) n e ^ est une suite de Psousstructures d'une unité s de 
H telle que sn C s^+j € ^ Pour tout entier n , alors il existe une Psous

structures de s telle que s = u s . 

Considérons la catégorie F (H) des foncteurs dans // et le fonc

teur P j de F(H) vers № associant P {^2 J u foncteur t dans H . 
Soit Zp l'ensemble des foncteurs t dans // tels que t(2) appartienne à 
X . D'après la Proposition 2, Xp est formé de Pgrmonomorphismes. 
PROPOSITION 3. 07& suppose que s appartient à U? pour toute source s* 
d

9

un élément de X. Si P est dénombrablement (%, X)engendrant et à pro

duits fibres finis, Pg: est (%, Xp )engendrant. 

A. Soit F une catégorie dans H ; nous reprenons pour F les nota

tions de I. Soit A une partie de s , où s = F( 2) , telle que A appartienne 
à H. Il suffit de montrer que l'insertion /'; A » s engendre un (P *f, %p)' 
sousmorphisme de F. 
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1° Soit C la catégorie déterminée par P. F . Nous allons construire 
un «plus petit» élément f de X tel que l'application / définisse un fonc
teur vers C ; d'après la Proposition 1, il s'ensuivra que / définit un fonc-
teur dans H vers F. 

a) Soit A2 la sous-catégorie de C engendrée par A ; nous notons 
¡2 l'insertion de A^ dans C|=s et ¿2 l'insertion de A dans 4̂ 7 , de sorte 
que l'on a / = . . Comme A appartient à U, l'ensemble Aj y appar
tient aussi. Fn effet, le sous-graphe du graphe sous-jacent à C engendré 
par A est défini par V = a(A)u(S(A)KJA , qui appartient à l'univers 11; la 
classe L ( D des chemins propres de T est une partie de u Yn , réu-

NEN 
nion qui appartient à lJ, car N et les Tn y appartiennent. Par suite, 
L (D appartient à H, de même que son image A2 par l'application qui 
associe à un chemin son composé dans C. 

b) Puisque Aj appartient à U, il existe un (P, X ) - sous-roorphisme 
¡2 de s engendré par j ^ ; soit s ^ sa source; en particulier il existe une 
et une seule application g^ de A 2 dans Sj telle que j 1 = fi* g 1 • Soit n 
un entier et supposons construits un foncteur n: < n + 1 > -* H , une trans
formation naturelle tn de §>n vers le foncteur s~ constant sur s telle que 

'f = tn(m): sn^ s appartient à X pour tout m < n, 

et une suite croissante ( Am ) m<^n de sous-catégories de C vérifiant: 

( lu) Qn(l) = s19 tn(l) = fl9 

( 2n ) j n - fn . gn , où ]N ' An -> s_ est l'insertion, si m <n. 
Comme fn appartient à X , on a 

s eli et / r* )e% 
-N -N -N 

de sorte que la sous-catégorie AnjR2 de C engendrée par jn(^_n) vérifie 
AN+2 € ^ » s o ^ IN + L: -N ~* ^N + 2 l l'application restriction de fn . Le fonc
teur F étant (5lî, Zj-engendrant, il existe un (P, ZJ-sous-morphisme fn+ 2 
de s engendré par l'insertion j n + 1

: + 1 ~* - *> notons $n + l la source 
de /w + 7 et considérons l'unique application 

gn+1: AN+L-*sN+L telle que j n + 2 = fn + 1 . gn + 1 • 
Puisque + 7 est un P-monomorphisme de but s et que 
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în ~ Jti + l' ifi+l fn+l* ên+l'^n+î > 
il existe un et un seul hn tel que 

fn+rhn = in e t hn = fe+I-Wl-
Il en résulte que l'on définit un foncteur + <n+2> -* H et une trans
formation naturelle tn+} : ^n+l ~* s * étendant tn et vérifiant les conditions 
( ln+1 ) et ( 2n-rl ) en posant : 

c) Par récurrence, on définit donc des suites croissantes de fonc
teur s (0W ) n €^ et de transformations naturelles (tn)n ^ vérifiant les 
conditions (ln ) et ( 2n ). Soit $ le foncteur de <N> vers // ayant les 
$>n pour restrictions et £ la transformation naturelle telle que 

t(n ) - tn(n) pour tout entier n. 

Le foncteur P étant (511, X )-engendrant, il existe une limite inductive na
turalisée tf: -> s'* telle que pt' soit une limite inductive naturalisée 
dans M et que / = lim t,t appartienne à X. 

à) L'ensemble C* - u A définit une sous-catégorie de C , puis-

que c'est la réunion d'une suite croissante de sous-catégories de C . Mon
trons que C ~[(sj) . L'égalité 

în =ln*ën = /• * Y ")-gn 
entraîne An C f (s')9 pour tout entier n , d'où C C f f sj ) . Inversement, 
soit x9 un élément de s9 ; par construction des limites inductives dans M , 
il existe un entier n et un x dans sn tel que = t'(n)(x) ; il s'ensuit 
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f(x') = fn(x)e An+i C C\ 
Au total, C' = f(s'). 

e) / étant un P-monomorphisme et / définissant la sous-caté
gorie C9 de C , l'injection / définit un foncteur vers C . Par suite, la Pro
position 1 assure l'existence d'une catégorie F9 dans H et d'un foncteur 
T ; F9-* F dans H vérifiant r (2) - f e X. 

2° Montrons que r est un ( P j , Xp )-sous-morphisme de F engendré 
par l'insertion / de A dans s . 

a) Par construction, r est un élément de Xp de but F . De plus, 

/ = Jvi1 = frër1! = Jrt9(l).gri1efM. 

b) Soit r9:F"^F un élément de Xp tel que j € P<^ f r 9 ) .Jd . Posons 
f' = r9(2) et F"(2) = s* . On a f9eX.s" et [9(s*9) définit une sous-ca
tégorie C de C contenant A - ]( A) , et a fortiori A^ , c'est-à-dire jj 
appartient à /'.)R . Puisque /| est le (F, XJ-sous-morphisme de s engen
dré par / , il existe un unique 

t" ( 1 Je s'.H .S} tel que / 9 \ t»(1 ) = f1 . 

Supposons construite une transformation naturelle t"; $ ->s"* telle que 

t*(l) = t*(l) et f9. t" (m) = f si m <n. 
n n • m ~~ 

Alors f (s ) est contenu dans f9(s*J, de sorte que la sous-catégorie 
A de C engendrée par f f s ) est contenue dans C" , c'est-à-dire : 
/ 6 /*'.ÎK. Etant donné que / , est le fP, ZJ-sous-morphisme de s ' n + 1 - J « + 1 ~ 
engendré par + ^ et clue / ' appartient à A' , il existe un et un seul hn + 1 

tel que / ' .A' .' = / , „ . Les égalités 
^ ' /2+1 ; « +1 

f'.h'n + 1.^fn+l,n) = fn + 1.^(n+l,n)=fn=f'.t'(n) 
entraînent A' <ï>frc+I , n ) - t*(n), car / ' est un monomorphisme. On 
définit donc une transformation naturelle t9' 1 : $ . T-> s*" étendant 
en posant £ " Jn + i ) = h9 , Par récurrence, on en déduit une transfor-
mation naturelle i 99 de $ vers s*A telle que t*(n) - fn pour tout en
tier w . Il existe un et un seul h9 - lim t, t" tel que 

h9. t'( n) = t*(n) pour tout entier n . 
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On a f'.h' = / , car 

r.h\f(n) = f.f(n) = fn =f.f(n) 

pour tout entier n . Comme £' est un Pj-monomorphisme (Proposition 2), 
il existe un unique foncteur r9: F'-> F9 dans H vérifiant 

r*(2) =h< et r'fflr 9 = r . 

Ainsi r est un ( P j , )-sous-morphisme de F engendré par / . V 

C, Applications. 

Nous supposons ici que P est un foncteur de H vers M à produits 
fibres finis et p : // -> ÎR sa restriction à la sous-catégorie pleine /7 définie - I •* 
par P ()H) . Enfin Z est un ensemble de P-monomorphismes dont les sour
ces appartiennent à H . De plus les conditions suivantes sont remplies : 

1° H appartient à l'univers tl et P est à /-produits si / e Cl. 
2° Tout couple (h',h9) d'éléments de H de même source et même but 

admet un noyau w dans p tel que X. n C X. 
3° P est dénombrablement (%, X )-engendrant. 

PROPOSITION 4 (Théorème du faisceau associé). Sous les hypothèses 
précédentes : 

1° Le foncteur insertion de F (H) vers la catégorie H F de tous les 
foncteurs de Up vers H admet un adjoint; 

2° F (H ) est à K-limites inductives pour toute catégorie K , où K e 11; 
3° Le foncteur pg: de F (H ) vers % admet un adjoint. 
A. 1° L e foncteur insertion / ; F(H)-*H est à tl-produits (Sec-

tion II) et à noyaux, car P est à limites finies et li-produits. Le foncteur 

HVp'-*%: t\*P(t(2)) 
admet P j pour restriction à F(H) . Comme H appartient à il par hypo
thèse, l'ensemble H F des transformations naturelles de la catégorie finie 
Up vers H appartient aussi à u. Enfin Pg: est (511, Xp )-engendrant, vu 

1 la Proposition 3. Ainsi les conditions du critère d'existence de structures 
libres sont vérifiées, de sorte que / admet un adjoint 

2° Le foncteur pep est la restriction de P<J à des sous-catégories 
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pleines. Cr Pg: est (%, Xp )engendrant et à Klimites projectives, pour 
toute catégorie K telle que K appartienne à №. Il résulte du théorème 
d'existence d'adjoints que pcj admet un adjoint et que F(H) est à /(li
mites inductives. Un foncteur G: K > F (H ) admet pour limite inductive 
1(F) si F est une limite inductive de I. G ( il en existe, la catégorie H 
ayant des limites inductives qui se calculent «terme à terme» à partir des 
lim ite s inductives dans H , car H est à Klimites inductives en vertu du 
théorème général d'existence de limites inductives dont les hypothèses 
sont remplies par H, P ) . 

REMARQUE. 1° Bien d'autres théorèmes d'existence d'adjoints peuvent 
A* 

se déduire de même de la Proposition 3 Ainsi F(H)C > H a un adjoint. 
2° Souvent p et P seront de la forme 11^Uomu (, e), où 0 est un 

e eu n 
ensemble d'unités de H . Si P est fidèle, X pourra être l'ensemble des 
noyaux dans H dont la source appartient à H. 
EXEMPLES. La catégorie F ( ï ) dse foncteurs doubles est à Klimites 
inductives, pour toute «petite» catégorie K . Son foncteur d'oubli vers % 
admet un adjoint et la catégorie des objets simpliciaux dans C

J est à 
F ( î )projections. Il en est de même pour la catégorie F(3") des catégo

ries topologiques et la catégorie des catégories souspréinductives. 
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CAHIERS DE TOPOLOGIE 

ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE 

VIII 

/94/ 

TRENDS TOWARD UNITY IN MATHEMATICS 

by Charles EHRESMANN (* } 

Though mathematical results are commonly considered as being 
immutable truths, Mathematics is not a rigid body of theorems, or perhaps 
a somewhat expanding collection of theorems, giving rise to more or less 
complicated exercises as well as to numerous applications in other scien
ces, but really it is a living science, actually in rapid evolution. And this 
is a time of proliferation of mathematics; however we can recognize also 
signifiant trends toward unity. 

The same development which leads to a new literature where no
vels do not need to have a plot, to an abstract music, sometimes written by 
a computer, to abstract sculpture and painting, which do not intend to give 
an ordinary representation of real objects, this same development toward 
abstraction leads to a kind of Mathematics much less motivated by possi
ble applications than by a profound desire to find in each problem the very 
essence of it, the general structure on which it depends. This is not sur
prising, for Mathematics is very akin to Art; a mathematical theory not 1 
only must be rigourous, but it must also satisfy our mind in quest of sim
plicity, of harmony, of beauty; and a beautiful theory is an inspired crea
tion like a piece of Art. 

For the Platonists among the mathematicians, the motivation of 
their work lies in this search for the true structure in a given situation and 
in the study of such an abstract structure for itself. For the more pragmatic 
mathematician, the purpose of his efforts is to solve a preassigned pro
blem arising in pure or applied Mathematics with any means at his disposal, 
avoiding as much as possible the introduction of new general concepts. But 

7 Talk given at the Honors Pinner of the Department of Mathematics of the University of 
Kansas» Lawrence, April 25 $ 1966. 
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all mathematicians agree that the value of a work in mathematics is best 
proved if it stimulates new research, and the main range of applications of 
mathematics is Mathematics itself. 

Until recently most philosophers, even Bergson, talked about Mathe
matics as a science concerned with numbers and with quantities in ordinary 
space, but this is no longer adequate and corresponds more or less to the 
mathematics of the classical Greeks. 

For the Greeks, Mathematics was Arithmetics, i.e. the science of 
natural numbers, and Geometry, i.e. the study of figures and of ratios of 
geometrical quantities in ordinary space. Their Geometry was really an 
axiomatic theory, but they thought the axioms were imposed by « evidence » 
and in fact they implicitly assumed more axioms than they explicitly stated. 
It may surprise that they never introduced the notion of a real number, 
though Eudoxe's theory of ratios of quantities was not essentially diffe
rent from the definition of real numbers given by Dedekind more than 20 
centuries later. This abstraction which consists in considering as a new 
object a class of previously known objects, in this case a class of rational 
numbers, was entirely foreign to their mind. Even Archimedes, who invented 
new domains like Statics and Hydrodynamics, and opened the way for inte
gration theory, was not willing to define abstractly real numbers. After him 
the urge for invention seemed to be exhausted and Mathematics slumbered 
throughout the Middle Ages. 

The revival came through the introduction of new notions of numbers, 
the negative numbers and the imaginary numbers by the Italian mathema
ticians of the 16th century, and the introduction of algebraic notations by 
Viete. The Greeks had a kind of geometrical algebra, but they had no alge
braic notations, so that their works are very difficult to read. 

A new impulse came from Descartes and Fermat who unified Alge
bra and Geometry in Analytical Geometry. The problem of the definition and 
of the determination of the tangent to a curve, already solved in very spe
cial cases (for example the spiral by Archimedes) could now be studied in 
an efficient way and led to the discovery of differential Calculus by Newton 
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and Leibniz. It seems that Leibniz had guessed many of the future deve
lopments of Mathematics. Not only did he introduce clearly the notion of a 
function as a mathematical object, and so prepared the path to functional 
Analysis, but in his unachieved theory of universal characteristics he 
dreamed to uncover the algebraic structure of all things and to introduce an 
universal algorithm to express it. So he was not satisfied with Descartes* 
analytic Geometry which uses arbitrarily a coordinate system; confusely he 
foresaw an intrinsic algorithm for Geometry, dream which may be considered 
as partially realized in linear algebra and Grassmann algebra. Unfortuna
tely his ideas were too advanced for his time and he had not followers 
enough to persevere in this trail. However his work on differential and inte
gral Calculus was adopted, especially with his notations, and Calculus 
became for a long period the principal domain of Mathematics. 

A further advance came from the discovery in the 19th century of 
non-euclidean geometries (Lobatchewsky, Bolyai). Now all the ancient 
bounds of Mathematics were broken : Euclidean Geometry was no longer 
imposed by perception, but it was a human creation based on axioms; and 
many other systems of axioms could be devised. Kant's «a priori » of our 
conception of space becomes hereby obsolete. What was then the essence 
of Geometry ? The unifying and generalizing notion for the geometries of 
that time was discovered in the notion of a space with a transitive group of 
transformations, the group of the euclidean geometry being the group of 
euclidean displacements. Thus Geometry becomes the theory of invariants 
and covariants of a group of transformations. In fact this definition applies 1 
only to geometries of homogeneous spaces, and already other geometries 
were discovered and the need for different generalizations was felt. This 
led ultimately to the definition of topological spaces, which is the proper 
setting for all questions concerning continuity, limits and approximations, 
stressing the common structure underlying most problems of Analysis and 
Geometry. 

At the same period Cantor's theory of sets appeared and became 
more and more the unifying basis of all Mathematics. It was a new abstrac
tion. From now on «Mathematics is entirely free in its developments», as 

761 



4 C. EHRESMANN 

says Cantor, « and its concepts have only to be non contradictory and linked 
with concepts previously introduced by precise définitions». Though para
doxes were discovered soon after, endangering the whole theory of sets 
and hence the whole edifice of Mathematics, Cantor* s masterpiece opened 

1 the road to modern mathematical thinking. 
The freedom in the creation of mathematical theories has led since 

the beginning of our century to a multitude of new kinds of structures con
sidered on sets : Besides the various types of algebraic structures (like 
groups, rings, fields, semi-groups, modules, algebras, Lie algebras, etc... ) , 
there are the structures of measure and of probability theory and the nume
rous refinements of topological structures : uniform structures, metric spa
ces, topological manifolds, differentiable or analytic manifolds with all 
sorts of infinitesimal structures like riemannian structures and connections, 
algebraic manifolds, etc... By association of different structures on the 
same set, new structures are created such as Lie groups, topological vector 
spaces, Banach spaces, Hilbert spaces, normed algebras, etc... These 
structures have mostly been introduced for the needs of pure Mathematics, 
but naturally they will have ever more applications in other fields as soon 
as they will be more generally known, and the utilizers of Mathematics will 
be more and more numerous. 

After the introduction of all these different kinds of structures, the 
necessity of unification was deeply felt; without some unifying theory fol
lowing a period of rapid expansion, the mathematicians would fatally tend 
to use divergent, incompatible languages, like the builders of the tower of 
Babel. 

Considering the similatiers of all theories, a unification, is obtained 
by giving a general definition of the notion of a structure, or more precisely 
of a species of structures over sets. This idea is developed by Bourbaki 
and is the basis of the order and contents of his treatise « Eléments de 
Mathématiques » . The two initial structures considered in Mathematics, the set 

of integers and the euclidean space, once axiomatically defined, cor
respond to rigid species of structures over sets,Le the structures of surch 
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a species are all isomorphic. The species of structures over sets intro
duced more recently (for example groups or topologies) do not have this 
rigidity. 

The theory of structures over sets admits a more general and axio
matic form within the theory of categories and functors, and this theory of 1 
categories seems to be the most characteristic unifying trend in present day 
Mathematics; for that reason I think it will soon have to be taught at the 
University level like other fundamentals, as early as linear Algebra or 
Topology. 

A category is a class together with a partially defined law of com
position satisfying some axioms. A group is a particular category, with 
only inversible elements and one unit; but the* most typical categories are 
the categories of mappings, the elements of which are mappings of a set into 
a set with the usual composition of mappings. The axioms of an abstract 
category are suggested by these categories of mappings. An element of a 
category, instead of mapping, is called a morphism and pictured as an arrow 
from one unit, its source, to another unit, its target. So this general notion 
of a morphism generalizes the notion of a mapping, which was considered 
by Dedekind as the basic tool of Mathematics. 

Functors are mappings between categories compatible with the laws 
of composition. They are again morphisms of a category, the category of 
functors. The usual homomorphisms between the structures of a given spe
cies of structures over sets are the morphisms of a category, and this cate
gory admits a canonical functor toward a category of mappings; it is the 
forgetting functor, i.e. forgetting the structures and remembering only the 
underlying sets. For example, we have the forgetting functor from the cate
gory of continuous mappings between topological spaces, or the forgetting 
functor from the category of homomorphisms between groups. 

Now more abstractly we may consider a functor p from a category 
H toward a category C. A unit (or object) S of the category H will then 
be called a structure relative to the functor p, or a p - structure, on the unit 
p(S) of the category C. So H is considered as a category of morphisms 
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between p - structures. Surprisingly, most of the results obtained for spe
cific species of structures over sets can be integrated in a general theory 
of structures, where one defines and studies sub-structures, quotient 
structures, free structures, products and sums of families of structures, 
inductive and projective limits of a functor, etc... At present, given this 
definition of a p- structure as a precise mathematical object, mathematical 
research, I believe, will be less concerned with the study of a given p -
structure or even of a given functor p; instead its aim will be to define 
classes of functors p such that, for the corresponding p - structures, a 
certain theorem previously established for a particular functor p be valid. 
Once the true reasons for the validity of this theorem are understood, it 
will generally be seen that only a few of the assumptions are really neces
sary, and so the class of functors p to which the idea of the theorem may 
be extended contains many functors besides the original one. In particular, 
it may contain well known functors to which the initial theorem did not 
seem to apply. For example, the theorems of compactification of a topolo
gical space, of completion of a uniform space, the construction of a free 
group, a free module, or generally a free algebraic structure generated by 
a given set, are all special cases of an abstract existence theorem of free 
p - structures. 

Naturally the scheme just described is merely a rough scheme. In 
fact it is only the creative power of a mathematician which will enable him 
to discover interesting new classes of functors. As we have seen, one cha
racteristic creative process in Mathematics consists in recognizing as a new 
object a class of previously defined objects. Have we just reached a stage 
of the same kind but of superior order when we begin to study classes of 
functors and, once this new theory will be again sufficiently entangled and 
sophisticated, will it be necessary to discover a higher degree of unifica
tion ? We will not try to answer this question. Yet we realize more and 
more that Mathematics is a never finished creation, which has not to justi
fy its existence by the importance and the expanding number of its appli
cations; it is not just the «bulldozer of Physics». It is the key for the 
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understanding of the whole Universe, unifying all human thinking, from 
Sciences to Philosophy and Metaphysics. So the great ideal of Plato and 
Leibniz, the ideal of Mathematics as the essence of all knowledge, might 1 
at last be attained. 

765 





COMMENTS ON PART ¡11-2 
by Andrée CHARLES EHRESMANN 

INTRODUCTION 

The general motivations, contents and conventions are explained 
in the Introduction to the comments of Part III» 1. So we only point out pec
uliar features of this Part III-2. 

"While the papers in Part III - 1 were full-length or summaries of such 
ones, several articles reproduced here have been written very quickly (the 
Notes were often transmitted to the «Académie» on the day they were fin
ished) with the idea of a future development which was not realized. The 
corresponding comments (which use unpublished material, e.g. lecture 
notes) provide the missing proofs /60, 89, 90, 9 5 / , correct eventual er
rors /95, 9 6 / , show how modern tools help to enlight and strengthen some 
results / 73 , 77, 87, 104/. 

The first section of the Report / 9 3 / is an introduction to the theory 
of sketches which is one of the subjects of Part IV- 1 ; further comments on 
it will be given there. Less mathematical recollections illustrate the Note 
/ 94/ which exhibits Charles's enthusiastic conception of Mathematics and 
of the central role of Category Theory, in the sixties. 

On the suggestion of some readers, the Synopsis is expanded to in
clude «modem translations» of the main results, with simplified or general
ized versions of groups of papers. 

Finally, the terminology is modified on two points : 
1° A functor p ; H -> K is said to lift ( canonical ) limits indexed by 

/ if, whenever F : I -* H is a functor and t: u => p. F is a ( canonical) lim
it cone in K , there exists a limit cone t; û => F in H such that p t — t • 
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In Part III - 1, the term «create» was used i.o. «lift»; but this is rather con
fusing, since «create* generally ( e.g. in [74] ) means that each cone 

t';u'$>F such that p t' - t 

be a limit cone (this condition is not satisfied by very usual functors). 

2° In Part III - 1, Gray's terminology [133] for fibrations was followed. 
Here we adopt the dual Grothendieck's one: A fi bra don is a functor with 
final ( i.o. initial) lifts of singletons and ( unless specified) with a given 
normal cleavage. These fibrations which are associated to Cat-valued func
tors are frequently used in the papers and the comments. 

As in Part III - 1, the comment numbered Y.X is the comment on 
page Y . The symbol: 

U warns of real flaws or omissions, 
+ indicates more substantial addenda. 
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where a is the source morphism of ( £ ' , s ) , and ( s, K , s") e K. 
Then it is not necessary that p lifts products. If p lifts canonical 
products and pullbacks, both definitions are equivalent. 
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GENERAL COMMENTS 

ON / 59 / : CATEGORIES STRUCTURES D'O PE RATEU RS. 

This Note has not been developed elsewhere, except in series of 
unpublished lectures. 

431.1. This condition is not clearly stated; it should read: 
If P of0') ~ a' 7 ) )> then both composites fil ( f)(a* ( f )o ) and 
'( f)(« l( f)o~) are defined and they are equal. 

It implies that the two species of structures are strong in the sense 
of Comment 23.1. Hence the definition means that C'0 and (2* act on 
S 0 and these two actions commute. 

431.2. The last / is inverted. 
432.1. For the condition A to be equivalent to B and C, it is necessary 

that: 
- = C in B or C, 
- or (£ ', 1 ) be replaced by the double category ((2-[ ,(2 *) in A. 

The proof follows from the equivalence between the category of strong 
species of structures, the category of discrete fibrations and the cat
egory of generalized functors (cf. Comment 25.1). 

432.2. P. S; i.o. s 1 . 
433.1. For more comments on species of structures dominated in the cat

egory of species of structures, cf. / 7 7 / and its Comments. 
433.2. Condition (3 + 4) is not strong enough; later on / 89/it has been 

replaced by: 
3'° There exists a pullback 
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A more general study of internal category actions (called internal dia

grams in Johnstone [56] ) is done in /89, 90 / , in Comments of which 
their sketch is given. 

433.3. Topological actions are thoroughly treated in Part II ( cf. also Com

ment 25.1 for historical remarks). 
433.4. This definition means that p lifts canonical equalizers (cf. Com

ment 221.2). 
433.5. This theorem is generalized in /89 , 90 / . 
434.1. The proof follows from the fact that ((?X, (2 ) is also a double cat

egory and from the Proposition page 431. 
434.2. This result says that species of morphisms are in 11 correspon

dence with discrete fibrations in Cat over a discrete double category. 
It is a particular case of Propositions AB, Comment 26.2, which as

sert that species of structures dominated in a cartesian category V are 
(pseudodiscrete) internal species of structures over a free Vcateg

egory; here V = Cat, so that a free Vcategory is just a category. 
434.3. To say that Г 1 acts on S 0 implies that q(%0) is the class of 

objects of F 1 (though there is some ambiguity in the definition given 
in / 5 5 / ). In fact, all the results of this Note are still valid if we in

terpret [ Г ? д , 2 0 ] as meaning that ( Г , д , 2 0 ) is a strong species of 
structures (Comment 23.1), i.e., 

fz is defined iff a( f ) = q( z ) 
(but q

l

(e) might be void for some objects e ) . 

ON /60/ : SOUS-STRUCTURES ET APPLICATIONS K-COVARIANTES. 

Sections 14 of this Note are developed in / 6 3 / to which we refer 
for further comments. 

435.1. This terminology is confusing since an ordered species of struc

tures also means an internal species of structures in the category of 
posets /55, 8 5 / . It would be better called a species of ordered struc

tures. 
435.2. Since only «concrete» internal categories have been defined in the 
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preceding papers, it must be precised that a rc-fold category is a struc

tured category for the concrete functor Catn^-^ Set from the category 

of (n-1 )-io\d categories which maps an (n-1 ^-fold category on the set 

of its (n-1 j -b locks . 

435.3 . The sub-structures may be defined without using an order on (2 : 

cf. / 6 6 , 6 9 / . Anyway, here it is sufficient that C be subinductive 

(Comment 31.1 ) and this is used in Sections 3 " 5 . 

4 3 6 . 1 . The orders < and oc coincide whenever the functor is an identity. 

436.2. Inductive and subinductive groupoids and species of structures are 

studied in a ser ies of papers summarized in / 8 6 / ( cf. Part I I ) . 

4 3 7 . 1 . p ( F ) saturated ( = closed by isomorphisms) means that p lifts 

isomorphisms ( i . e . , has the transport by isomorphism property). 

4 3 7 . 2 . 3* i s only a subinductive category. 

437.3 1 Condition 1 implies 2, but not conversely (cf. / 6 3 / , Remark page 

417) . However the corollary remains valid. 

4 3 8 . 1 . T h e s e conditions are not sufficient; the composite is defined iff 

( 0 ' , 0 ' ) is a JC-covariant map whose source is the target in ^ of ( 0 , 0 ) 

( the same structured category /3{&) could act in two different ways 

on / 3 ( 0 ) ). 

438.2. R. un isomorphisme i . o . une equivalence . 

This proposition is generalized in / 9 0 / . 

438 .3 . To be coherent with Section 2, the category (J(}R) must be equipp

ed with an order, namely the product order induced by CatxSet, and 

so it becomes a subinductive category. 

438.4 ^ The conditions are not equivalent (due to the error in Section 4 ) . 

The theorem should read: 

2 implies 1. If 1 is satisfied and if s^ is a p-sub-structure of s , then 

Oy is a p-sub-structure of a. 

A . 1° If 2 is sat isfied, there ex is t s a Jv-species of structures n ^ of 

theform (( £ p s ]_), n 1 , a x ) ; indeed, the restriction n ^ of n defines 

a p-sub-morphism 
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438.4 ... so the pullback s 1*a^ 

is a sub-structure of 5 * a and the action K 1 of on p(a ^) defines 
a sub-morphism 

K l ; S l * ° ' l ~ > 0 ' l °̂  t*le actlon k : s* o ^ a 
of 77 = ((£',s),tt,o). Then ( ç6) : 77 1 -> 7/ , where 

$ : sx;-> (C, s) and cS.-o-^o-

are defined by insertions, makes 77 ^ a sub-K-species of 77. 
2° Suppose 77 = ( (C* , s ^), n^, o^ ) is a sub-K-species of 77 and that 
($, <0 ) : 77 ^ -> 77 is defined by the insertions. To prove that cf> : a o 
is a p -injection, let0:er'->a be a morphism such that p f 0- ) takes its 
values in p (a ^). Then 77' = fY^[0 » s ̂ 0 ) > nxk > °' ) is a K-specie s of 
structures where n~// : a ' -» s ̂ 0 is a p-sub-morphism of 77.0, with the 
trivial action; there is a K-covariant map (1! , 0 ) : 77 ' -> 77 , where *P is 
the insertion 

We have 
p(<P,0) = p ( * , 0 ) X (1,1k'), 

where / is the insertion -> £^ and \j/9: p (o') -* p(o^) the restric
tion of 0 . Hence (I ,ijf9) lifts into a K-covariant map ( / , 0' ) : 77' -> 17̂  ; 
a fortiori i//9 = ( (jp^r', a j is a morphism of K . So a ^ is a sub-struc
ture of a . 
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ON /70/: PRODUIT CROISÉ DE CATÉGORIES. 

This Note is developed in Chapter II / 122 / . 

439.1. R. / ' . / i.o. / . / . 
440.1. R. isomorphe i.o. équivalente . 

For the proofs of this section, cf. Theorem 10-11 and Corollary 2 /122/. 
440.2+ Crossed products and fibration s. 

Let F : C -> Cat be a functor (or species of morphisms) and denote 
7r:2->C the projection of the associated crossed product. Then, 77 
is a fibration, which has been introduced by Grothendieck [43] and is 
called the Grothendieck category. 

2 is characterized by several universal properties: 
1° Projective property (Gray [1331 ) : S is the 2-comma [ r V ,F] : 

2° Inductive property (Gray [40] ): 2 is the lax colimit of F . This 
may also be expressed as follows (Guitart [44], Guitart & Van denBril 
[45] ): For any small category X let fDx be the large category of 
diagrams in X , whose morphisms are the triangles 

and D(X):3)X-» Cat the «basis » functor. This extends into the dia
gram functor D : CAT^ CAT/Cat (where CAT is associated to a uni
verse to which belongs Cat ). Then 2 is the free object generated by 
F : C -> Cat with respect to D . 
3° (Cf. / 120 / . ) Let II : T -» (C ,Cdis ) be the discrete fibration in Cat 
associated to F : C -* Cat ( cf. last Theorem / 5 9 / ). Then 2 is the 
free object LinkY generated by V with respect to the Square functor 
Cat^> Cat2 which maps a category on the double category of its com-
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440.2 ... mutative squares. 
The mapping F |-> n extends into an equivalence from the category 

Cat^ into the category SplitC of (split) fibrations over C, which 
has for morphisms cartesian functors (Gray [133] ). SplitC is the cat
egory of algebras (Bourn [ i l l ] ), Street [159] ) for the monad T on 
Cat/C corresponding to the adjunction (cf. Gray [38]) between the in
sertion Split CC > Cat/ C and its left adjoint the «comma functor». 
The monad T determines a 2-monad whose pseudo-algebras are the 
non-split fibrations (Street [159] ). 

General fibrations have been introduced by Grothendieck [38] and 
studied by Gray [38]. Actually, they are thoroughly used as «variable 
categories*; they also generalize internal categories /93,104/. 

Species of morphisms are studied in the fine (but much too tech
nical!) thesis of Horrent [140], where monads and enrichments of the 
fibres are «extended* to the crossed product. 

440.3. Cf. / 1 2 2 / , Proposition 37-11. 
440.4. P. T i.o. 0 . 
440.5. Particular case of Proposition 38-11 /122/ . 
441.1. Cf. Corollary, Theorem 11-11 / 1 2 2 / . 
441.2. Proposition 38-11 /122/ . 
441.3. R. 0' i.o. 0' . 

Z 1 means cocycles, B 1 coboundaries (by analogy with the case 
of groups ). 

441.4+ Cf. Theorem 12-11/122/. 
Z 1(2",C) is the class of objects of the category L which is the 

lax limit (Gray [39] ) of the functor F : C -> Cat associated to the 
species of morphisms (C',77,2*). The morphisms of L are the nat
ural transformations between sections of n mapped by rr on an iden
tity. Hence H1(2', C) is the set of components of the groupoid of iso
morphisms of L = I ax Urn F . 

441.5. This definition is equivalent to Definition 38-11 /122/ . 
442.1. Theorem 15-11 /122/ proves more precisely that y is a bijection 
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onto the set of functors $ satisfying conditions 1, 3 and 
2'° h({9 s) is of the form z. (f, s). 

442.2 1 This is not true. An element qj of B*(2V,C") is written <f> but 
does not define an element of the center of the central section admit
ting 4> (C'Q ) as its class of objects. 

Remark that B^(S",C") is also the set of those cb e Z* (2* , C ), 
such that c6 ~ a cf> . Hence the present definition coincides with Defi
nition 40-11 /122/ . 

442.3. Cf. Proposition 45-11 / 122/ . 
442.4. p c is not compatible with a so we have to define: 

"0 - i j 1 iff ~5>' and a^y - a~$% 

(cf. Theorem 16-11 /122/ ). H^(2*,C*) is commutative. 
442.5. In fact, this example (and its treatment by Mac Lane [149]) was 

one of the starting points of the theory and it suggested the terminolo
gy used here. In / 7 5 / the results of this Note are adapted to ordered 
fibrations ( = internal fibrations in the category of posets ). The order
ed cohomology» generalizes the cohoroology with values in groupoids 
defined in Haefliger's Thesis [136] for studying foliations. 

ON /72/ : EXPANSION D'HOMOMORPHISMES EN FONCTEURS. 

This Note has been developed (with slightly more general hypothes
es) in / 1 2 2 / , Chapter V, Section 1. 

443.1. A morphism is regular if it is both a mono and an epi. 
443.2. p would now be called a neofunctor. 

Conditions 3 and 4 are weakened in /122/ . 
443.3. Cf. Proposition 6-V / 122/ . 
444.1. This definition implies that C is a final sub-category of H (in the 

sense of [74] and in the stronger sense of Hilton [121] ). 
444.2. Cf. Proposition 6-V / 122/ . 
444.3. B. isomorphe i.o. equivalente . For the proof, cf. Proposition2-V 

and its Corollary / 122/ . 
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444.4. R . g{ep(~Fp ) , o u 

Fp = { k e H | p(k) € F , il existe / e F avec / . k e F } 
gj € Pf F) • (This correction is necessary for the validity of the 

next theorem.) 
444.5. R. un isomorphisme i.o. une equivalence . 

Cf. Theorem 1-V / 1 2 2 / . 

445.1. This definition is about the same as for a biregular p-distinguished 
couple in /122/ , so that the category 3) defined hereafter corresponds 
to the category $ of Chapter V / 122 / . 

445.2. R. C; i.o. C* . 
446.1. Cf. Theorem 3-V / 1 2 2 / . 

Intuitively, this theorem means that, given a functor p.* H -» K and sub
sets F and F of K and H , then p may be universally extended into 
a functor p : C -» K so that the elements of F become isomorphisms of 
* A A — 
K ? are lifted in a class F of isomorphisms of C containing F , and p 
biunivocally maps F . s onto F .p (s ) for each object s of H . 

This kind of result seems not to have been tackled with in the li
terature, except in particular cases : when p is a discrete fibration, it 
is linked to Kan extensions (looked at upside-down) ; when p is an 
identity, categories of fractions are found anew. These two particular 
cases were the motivation for the development of the theory. 

446.2. Cf. Theorem 5~V /122/ (where 9(3) and ^ ( J ) written f'J 
and respectively). 

446.3. A «perfectionnement» of H is a category of fractions of H by the 
class of all its regular morphisms. More generally, from the theorem of 
section 4 we may deduce (cf. Theorem 4-V and Corollary / 122 / ) the 
construction of the category of fractions of H by a class admitting a 
calculus of fractions ( cf. Comments 163.3 and 553.1). 

ON / 7 3 / : COHOMOLOGIE SUR UNE CATEGORIE. 

Section I of this Note is developed in / 9 1 / ; the other sections have 
not been taken back in subsequent papers. 
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447.1. The proof is straightforward. Cf. Corollary 2 page 55 / 9 1 / . 
447.2. A complex of species of morphisms may be seen as a complex (in 

the sense of /91 / ) in the category of fibrations, for the ideal formed 
by the cartesian functors mapping the fibres on objects. 

The crossed complexes of Brown & Higgins [113] are such com
plexes in which the fibres are groups and the acting category is a 
groupoid. 

447.3. Erase the final , . 
447.4. R. pgr i.o. pCj . 
448.1. B. S; i.o. . 
448.2. Cf. / 9 1 / . 
448.3. G c is not well-defined: 

G(e)c = { z e G(e) \ fz in the center of G(e*) for any /; e -> ef i 
( otherwise G c : C-* Cat would not be a functor nor G ). 

448.4. 2 is the category of free abelian groups. The category of (p<g, 2)» 
dominated species of structures over C is equivalent to the category 
of functors 2^" . It would be better to replace 2 by Ab itself. 

449.1. M ; C-» Ab is the free object generated by b: M -» C0 with res
pect to the functor p: Ab^ -> Set^° which maps F : C ~> Ab onto the 
projection 

II F(e) - Co : (e,z) \+ e. 
e e ° 

M is also the Kan extension of the functor 
C0^Ab; e [* ( free abelian group on -6 ^ej ) 

along the insertion C*0 c—» C*. 
449.2. The proof is straightforward. 

Hoff [139] has generalized this result; he replaces Ab by an abelian 
category with coproducts. 

450.1 + Homology of simplicial objects. 
The simplicial homology fits in the following general pattern (cf. 

Mac Lane [74] for details). 
Let -A be an additive category and A the simplicial category. If 

S: -* A is a simplicial object in A , the homology H ^ S ) of S is 
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450.1 ... defined as the homology of the differential module S = (S( n ) ,dn) 
whose boundary operation dn : S( rc+i) ~* S(n) is the sum of the face 
operations £ ("if S (S" ) ; hence Hn (S) = ker dn/ im dn+1. 

The cohomology H*(S,G) of S with value in an object G of A 
is the homology of the simplicial object in Abop 
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Now a category C determines the simplicial object Nerve C : 

A p 

(cf. Grothendieck [42] ) and the functor Nerve; Cat-* Set admits 
an adjoint. Let S,~ be the simplicial object 

then S^^TI) is the abelian group generated by the set of /i-simplexes 
of C . The differential module associated to C in Section 3 is the mo
dule S^ , so that the simplicial homology of C is the homology of S^-. 

This (trivial enough) homology of a category is studied in Baroudi's 
Thesis [105]; he proves that each natural transformation induces an 
isomorphism on homologies, and he computes the homology of products, 
joins. Similar results for the homology of S^ with values in an abel
ian category (i.o. Ab ) are obtained by Hanna [137], who generalizes 
results of Deheuvels [120] and Roos [156] on homology of posets. 

450.2 1 R. i.o. (2, where Q.^ is the sub-category of Q formed by 
the contravariant maps sending center into center. 

450.3+ Homology defined by comonads. 
The central cohomology functor fits in a general theory which en-

globes most of the usual « abelian » cohomologies and which was set up 
by several authors (Godement [37], Andre [103], Barr-Beck [106],-. 
Mac Lane [74]): 
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450.3 ... Let E be a category and 1 = (T ,rf, (i) a comonad on E , looked 
at as a simplicial object T: A°^-> E ̂  (more precisely, T is a 2-
functor when A is equipped with the ordinal sunV as second composi
tion); its face operations are 

T(8?) =T i7fTn' i: Tn + 1-+ Tn for each i<n. 
If E is an object of E and F : E -» A a functor to an additive cat

egory A , we have the simplicial object S £ : 

\°P T ^ pE r p F ^ A 

its associated differential module (Comment 450.1) gives a reso-
lution of E , and its homology or cohomology with value in an object 
of A are those of E for ( T , F ) . 

Now take for E the abelian category Ab^~ 9 for F its identity, for 
T the comonad associated to the «projection» functor p: Ab^~ -> Set^~° 
and its adjoint (Comment 449-1). If £ is the final object 1: C'-» ̂ 46 
of Ab^ and if G c : C-> /46 is the center of a species of morphisms G : 
C -> Ca£ , the cohomology H*(S^,GC) of 1 with value in G c for 
( T , F ) is exactly the central cohomology H *( C\ G ) (cf. [163]). 

450.4. If 0 is a 1-cocycle, then \[/ «is» a crossed homomorphism. In
deed, (C*,i/r) is a covariant map -» G c such that i(f . d 2 maps 
everything on objects; hence, for each 2-simplex [ / ' , / , e] , the mor-
phism 

i/fd2[f',f,e] = lfr(f'[f,e].[f'.f,e]+[f',e'}) 
= / W , e ] - ^ [ / ' . / , e] +tff[f',e'] 

is the identity of an abelian group, so that 

This means that the map / (-» 0 [ / , e] is a crossed homomorphism. 

450.5. In the cubical case, face operations are more difficult to define; 
cubical homology has been considered by Machado [147], Evrard [127] 
and, generally, by Brown & Higgins through their co-groupoids [114]. 

450.6 + Some interpretations of higher-order central cohomology. 
Kihen C is a group, the 2-cohomology classes of a C-module may 
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450.6 ... be represented by classes of «factor-sets» or of extensions of 
C (cf. Mac Lane [149] ). It is natural to try to get similar interpreta-
tions for H£(C ,G) when C is a category. Though the promised Note 
had never concretized, we had obtained some results in this way, in 
particular : 

a) 2-cocycles or factor-sets as lax functors: Let GQ: C -*Cat be a 
species of morphisms identical to its center (fibres are sums of abelian 
groups), and 77 : 2-> C be the corresponding fibration / 7 0 / . 2 be
comes a 2-category when equipped with the second composition: 

(z9,f',u') +(z,f,u) = (z' + z,f,u) iff / = / ' , u = u'. 
The 1-morphisms reduce to the pairs (f, u). 
THEOREM. The 2-co cycles of C with value in CQ «are» the unitary 
lax functors (A , A) from C (considered as a discrete 2-category) to 
the 2-category 2, sections of n. 

A. Such a lax functor is given by: 
- the map A from C into the category of 1-morphisms of 2 section 
of 77 ; hence K(f)-(f,K(e)) for each /.* e -> e' in C , and A is 
determined by its restriction to the objects; 
- the map A : C * C -> 2 mapping / f ', f) on a morphism 

(l(f,{), f'.f,\(e)):K(f).\(f)+K(f.f), 
where /; C * C ^ G(e) satisfies the coherence axioms : 

}

 6 l(f,e)=\(e') = l(e',f), 
l( f",f.f) + fl(f',f) = l(f',{'•) + Iff'.f'JJ 

When C is a group, these are the properties defining a factor-set, so 
we still call I a factor-set. Now let (C,i/r ) be a 2-cocycle K2~*G. 
If we write that IFF d^ maps the 3-simplex [ / " , / ' , / , e] on an iden
tity f ") ) , we get an equality which says that the map 

l:(g',g) \><Jr[g',g,a(g)] 
is a factor-set; hence i/r corresponds to a lax functor (A, A). V 

So (C , G ) is formed by classes of lax functors. This simple in
terpretation of factor-sets as lax functors seems unnoticed even if C 
is a group. 
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450.6... b) 2-cocyles as extensions of categories ; If C is a group, factor-
sets correspond to extensions of C . Similarly if C is a category and 
G: C-> Ab a functor, the elements of H^(C,G) may also be described 
as classes of extensions 
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of C, where i is an insertion from a commutative category, p defines 
C as a quotient of K by C and 

p(k) = p(k') iff kf-i(z).k for a unique 2 of C 
(cf. Hoff [139] ). Hence (p,i) is a (pgr, /gp )-exact sequence / 9 1 / . 
This remark leads to a theory (only begun in unfinished papers) of 
extensions of categories for interpreting the non-central 2-cohomology 
with values in a G : C-* Cat j ( — category of double categories). 

Higher order central cohomology has been studied by several au
thors; I'll point out two interpretations because of their possible ext
ension in the «non-abelian » case. 

c) 2-cocycles as tetralgebras (Bourn [14] ): Let G : C -* Ab be a 
functor. As an abelian group M defines the ft-category (M , ... ,M) and 
«is » a discrete (n+1 J-category, we have the (n-\-l^-functor 

for each integer n (we write O-Cat = Set ). We know that H^(C,G) is 
the limit of GQ and H^(C , G ) the set of components of the lax limit 
of (Comment 441.4 ). Similarly, H^(C ,G) may be defined from G 2 

as follows [ 14] : 
If A and B are 3-categories, F , F' : A-» B 3-functors, a tetra-

desis r from F to F' is the data of: 
for each 1-morphism /; e -> e' in A , a square of B, for each 2-mor

onism n : /=£> / ' in A , a «lax cylinder» in B of the form : 
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450.6 ... for each path (g, f) of 1-morphisms in A , a 3-morphism in B : 
r(g,f):r(gf) r(g)F(f).F<(g)r(f), 

satisfying coherence axioms ([14] page 412). (It may be interpreted 
as a lax 3-functor from A to the 3-category of lax cylinders of B. ) 
Tetradeses from F to F' are the vertices of a 2-category. It is easy to 
define the corresponding «tetra limit of F' » if it exists. In particular, 
if B is the 3-category 2-Cat , the tetralimit of F' is a 2-category with 
vertices the tetradeses from the constant functor on 1 to F 1 (called 
tetralgebras for F' ). 

Now the tetralgebras for the 3-functor G2 : C -> 2-Cat reduce to fac-
tor-sets (defined in a) and H^(C,G) is the groupoid of components 
(for the first composition ) of the tetralimit of G 2 • The difficulty for 
defining «lax rc-limits» leading to an interpretation of H"(C,G) from 
Gn seems of a purely technical nature. 

More generally, if G : C -» 2-Cat is a functor, it would be interesting 
to compare the associated tetralgebras with the cohomology H^(G,K); 
Is it possible to choose G to find back the non-abelian 2-cohomologies 
considered by Dedecker [119], Frenkel [130], Giraud [36], Lavend-
homme- Boisin [ 146 ] , ... ? 

d) Higher-order cohomology as torsors (Duskin [123] ) : It is often 
said that «cohomology means obstruction to the existence of global 
sections ». This assertion is justified by Duskin as follows : 

Let E be a category with finite «good» limits (e.g., a topos or a 
Barr-exact category), i ¿ E the category of abelian groups in E , so 
that AbE-* E had an adjoint F . If G is an object of AbE, then-co-

\°P 
cycle functor Z W ( E , G ) : E Set , which maps the simplicial ob
ject S: A0^7 -> E on the set of re-cocycles of F S with values in G (cf. 
Comment 450.1 ) is representable by a simplicial object K (G ). Dus
kin defines the group Tors12 (E ,G) of K (G ,n )-torsors , whose ele
ments are some simplicial maps over K(G,rc) («Kan fibrations »). 

If E is equipped with a comonad T , the cohomology group Hn (Sj,G) 
of 1 with value in G for ( T , F ) (Comment 450.3) is isomorphic to 
Torsn (E ,G ) . In particular, if E - Ab^ y where C is a category, it 
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follows that H* (C,G) ( = Bn ( S1 , G ) ) for G : C^ Ab is isomorphic 
to Torsn(AbC ,G). 

In [124], Duskin gives an interpretation of 3-torsors thanks to the 
notion of a hypergroupoid whose data axiomatize horns (3-simplexes 
less one face) and a rule for «adding the missing face». For instance 
each 2-groupoid L gives rise to a hypergroupoid K(L,2) and the lax 
functors C-> L are in 1-1 correspondence with the simplicial maps 
NerveC °^ -> K ( L , 2 ) . (This result is to be compared with the 1-1 
correspondence given at the end of /117/ between lax functors A-* B 
and peculiar functors K A -> KB, where KA is the fibration over the 
sketch of categories corresponding to the double category A . ) 

ON/74/ : SUR UNE NOTION GÉNÉRALE DE COHOMOLOGIE. 

This Note is developed in / 9 1 / to which we refer for comments,, By 
error, two sections are numbered 2 . 

451.1 This A is not to be confused with the simplicial category I 
452.1. C f / 9 1 / for the proof. 
453.1. 33 is the category of double categories, p <jr its forgetful functor 

toward Jd . 
454.1. Add (resp. G(e)y ) . 
454.2. R. (Gc(e'J, i.o. (Gc(e), . 

ON / 7 9 / : EXPANSION GÉNÉRALE DES FONCTEURS. 

This Note is developed in Sections 1-2, Chapter V / 122/ . Cf. also 
the Synopsis for a simplified modern version. 

455.1. Add FC R (H ' ) (this condition is necessary for a and r to be 
transitive in the theorem ). 
In /122 / , the terminology used is «couple p-distingué régulier». 

456.1. E ( F ,p ) is a full sub-category of the comma category (p , K ) 
(obtained when F — K ). 

456.2. For this theorem and its corollaries, cf. Theorem 7-V and Corol-
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lary in / 1 2 2 / . 

Another construction of C and C* valid under weaker hypotheses, 
is given in Section 5 / 8 0 / . 

456.3. Cf. Theorem 11 / 1 2 2 / , and / 7 7 / where this case is thoroughly 
studied. 

457.1. R. P j i.o. p | . 

457.2. Cf. Theorem 8 / 1 2 2 / . 

Intuitively this theorem means that p: H*-* K' admits a universal 
extension into a functor p whose domain is an expansion of H for a 
class of morphisms lifting elements of F and containing F . The func
tor p also provides a universal extension of p into a functor with a 
choice of final lifts of elements of F , so that the elements of F be
come choosen final lifts (cf. Synopsis). 

458.1. R. C' i.o. C' . 

458.2. R. k\CrkeC i.o. i f C C . 
458.3. R. fe Fp i.o. fe F . 

This condition is necessary to prove that each element of F^ be-
longs to the class F associated to an adequate restriction p^ 
of p , and this implies that F" contains Fp . 

458.4. Cf. /90, 9 5 /
 and the modern version given in the Synopsis. 

ON / 8 0 / : CATEGORIE QUOTIENT D 'UNE CATEGORIE PAR UNE SOUS-
CATEGORIE. 

This Note is developed in / 9 1 / (taken back in / 1 2 2 / , Chapter 
III) to which we refer for comments. 

459.1. In modern terms, n(e); e -> II ( e) is a reflector into C' . 
460.1. C f. Theorems 1-3 and 3-3 / 91 / . 
460.2. This definition is identical to that used in / 9 1 / ; in / 7 4 / it is 

only supposed that p be universal among the pgr-surjections (and not 
all the functors) sending H onto objects. 

460.3. Cf. Proposition 12 / 9 1 / . 

461.1 . R. H i.o. v . Cf. Theorem 4 - 3 / 9 1 / . 
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461.2. Cf. Proposition 13 and Theorem 5 / 9 1 / . 
462.1. Cf. Theorem 6 / 9 1 / . 
462.2. R. Corollaire 1 i.o. Corollaire . 
462.3. R. Corollaire i.o. Corollaite . 
462.4+ The existence of these quotient categories comes from the preced

ing theorems. Cf. also Remarks pages 284 and 289 / 1 2 2 / . More gen
erally, we have : 
PROPOSITION. C is a quasi-quotient category of B ( F , p ) by G' iff 
it is a quasi-quotient category of Sf F ,p ) by the equivalence r gen
erated by: 

(k,f,f,h) - (k,r.P(g')9 f.p(g), h>) 
whenever (h, g',g,h')e • ( H' ; F , H ) (cf. / 7 9 / ) . 

A. The quasi-quotient category of B (F , p ) by G' is its quasi-
quotient category by the bicompatible relation p generated by 

for each g in F (with an evident symbolism), while the quasi-quotient 
by r is the quasi-quotient by the bicompatible relation f generated by 
T . Let us prove T - p . Indeed, p C f , hence p C f , due to 

Conversely, f C p , because 

Finally, T ~ p , whence the proposition. V 
There is a similar construction for C. 
This result, which was first pointed out by Joubert who used it in 

his Thesis [63] for ordered categories, proves that C imay be cons
tructed under weaker hypotheses than in / 7 9 / (cf. Synopsis). 
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ON /84/ : GROUPOIDES STRUCTURES QUASI-QUOTIENTS ET QUASI-
COHOMOLOGIE. 

Sections 1-2-3 take back results of Sections 5-8 /100/ to which we 
refer for comments. Section 4 is developed in /102 / (end of Part I). 

464.1. Cf. Proposition 1-5 /100/ and its Corollary. 
464.2. PQ, p j , PJ['9 P J are t" e forgetful functors from respectively the 

category of posets, of topological spaces, of neocategories and of cat
egories. 

464.3. Cf. Theorem 1-5 / 1 0 0 / . 
464.4. The objects of Kf(p ) are the pairs (C',s) where C* is a neo-

category and ([ C 5 ) a p-structured graph, and pj^T: K'(p)Jli is 
the forgetful functor. Cf. Theorem 2-5 / 1 0 0 / . 

464.5. Pp s is the forgetful functor from the category of sub-preinductive 
classes (i.e., posets in which two bounded elements admit a meet). 
Cf. Theorem 3-5 / 1 0 0 / . 

464.6. Cf. Theorem 5.8 / 100/ . 
465.1. The objects of K(p) are the pairs (C*,s) where C" is a cat-

gory and ([C*],s) a p-structured graph. Cf. Theorem 3.7 / 1 0 0 / . 
465.2. R. demi-groupe i.o. monofde . 
465.3. S is ap-sum of s means that S. is a coproduct of ( 5 " ^ 6 N PR E" 

served by p . Cf. Theorem 4.6 and Corollary 2 / 100/ . 
465.4. Cf. Theorem 3.8 /100/ . 
466.1. The proof uses the fact that each subset of p (s) is the image of 

a p-sub-structure of s and that there exists a p-quotient structure of 
s by any equivalence on p (s). 

466.2. R. P[~ i.o. P t . (It is the class of P-injections sent by P on 
insertions. ) 

466.3. F. i' 0- P7 • 
The proof uses the existence of generated sub-structures and of qua-
si-quotient structures for p and also for p°y, when P is r--generating 
for % (cf. Section 2 / 100/ ). 
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ON /87/: EXPANSION DES SYSTEMES DE STRUCTURES DOMINES. 

This Note has not been developed afterwards. 

467.1 + u-neo functors as lax functors. 
Suppose that H satisfies the condition : 
The pseudoproduct is associative and ee — e if e is an object 

greater than e . 
Then there exists a 2-category Hp, called the 2-category of partial 
morphisms of H , defined as follows : 
- The vertices are the objects of H , 
- The 1-morphisms from e to e ' are the pairs (h,e) such that 

h : e -> e ' in H and e < e . 
- The composition of 1-morphisms is given by: 

(h\ e').(h, e) = (h'h, e) iff fi(h) - e '. 

The associativity comes from that of the pseudoproduct and h e = h 
proves e ( — (e, e) ) is the source of (h, e). 
- There is a 2-cell (h, e) => (h l, e 1 ) iff 

e1 = e, j3(h)=/3(h1) and h<hl. 
Notice that, if H is completely right regular (which says e e: e -> e 

if e < e ), then Hp identifies with a sub-2-category of the bicategory 
of spans of H . 

PROPOSITION. A u-neo functor C-> (H ,<J is exactly a unitary lax 
neo functor from (the discrete 2-n eo category on ) C to Hp. 

The definition of lax «neofunctor» is the same as in the case of 
functors. As the 2-celIs define an order, there is no coherence axiom. 

467.2. R. C") i.o. C) . 
467.3. R. F, i.o. F* . 
467.4. A a-natural transformation is a unitary lax functor from C to the 
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? 2 
2-category H p of partial morphisms of the category Q] H = H equip
ped with the product order. 

468.1 + u-inductive limits as lax limits. 
H p becomes a 3-fold category when equipped with the third compo

sition deduced from the vertical composition of squares : 

and Hp is the 2-category of objects for this third category. 
If C is a category, there is associated a 2-category lC such that 

lax functors F : C ̂  Hp correspond to 2-functors IF : / C-> Hp (Ben-
abou, Gray [40], Vaugelade [97] ). Then a u-inductive limit of F is 
exactly a H p-wise colimit of Z F (in the sense of /119/ )• From the 
existence theorem for lax colimits we get: 
THEOREM. // H is cocomplete and if (E ,< J is completely right reg
ular then u admits small inductive limits. 

A. As H is the category of objects for the two first categories on 
? 2 H p , the assertion will result from Proposition 12 /119/ if H p is 

proved to be corepresentable. Indeed, let (h,e): e -> ef be a 1-mor-
phism of Hp. The pair 

has a coequalizer g; e 'We -> S. For a morphism (f\f):(h,e)^> e ^ 

the cofactor of (f, f) through the coproduct coequalizes the pair (*) 
hence factors through the coequalizer. This proves S is a corepresen-
tation of (h, e) , the representation morphism being 
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468.1 ... 

468.2. Add if C £ JBo . 
This theorem may be deduced from the preceding comment. 

468.3. F. K * i.o. K 
The proof is similar to the proof of Theorem 3-2 / 100/ . 

469.1. The theorem is a consequence of the preceding one whose hypo
theses are satisfied thanks to the general existence theorem for free 
objects (Theorem 1-2 /100/ ). 

469.2. The order on 3~0 is : 
T' < T iff T' is an open subset of T . 

469.3. Dominated systems of structures are a kind of enrichment of sys
tems of structures. Their definition was suggested by several pro
blems in Analysis ( cf. Comment 470.3). It does not seem easy to de
fine enriched systems in a monoidal closed category, similarly as en
riched species of structures (Comment 26.2). 

470.1 + Maximal enlargements and Kan extensions. 
The proof constructs a reflection of the system of structures 77 = 

( C " , S , K ! ) into the sub-category of strong species of structures over 
C* ; its reflection into the category of all species of structures is ob
tained by replacing C by the sub-category generated by those / for 
which Ky(f,z) is defined for some z in S . 

The construction of 77 = ( C " , S , K ' ) may be expressed as follows: 
Ce is the category C/e of objects over e and Se is the set of com
ponents [f,z] of the comma category n\e , where 77: C**S-> C is 
the well-faithful functor associated to 77 . The action of C on S is 

(h,[f,*]J h [ * • / > ] i f f a(h) = p(f). 
The same construction has been done by Street [162] for any func

tor 77 : C-» O; then the discrete fibration associated to the action of 
C* on S is the reflection E(rr) of 77 from Cat/C into the category 
of discrete fibrations over C\ In the canonical factorization giving 
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470.1 ... the reflector 77 = E (77) . <f> , the functor 0 is final ( and Street 
uses this property for simplifying the construction of the completion 
of a category, only « adding» limits of discrete fibrations [162] ). 

When 77 is a species of structures with C as its acting category, 
77 is the «maximal» ( or strong) enlargement of 77 ( in the terminology 
of /77, 89/ )• The Se£-valued functor F : C -> Set defining 77 is the 
Kan extension of the functor F : C -* Set associated to 77 . 

470.2. Erase 5 (it does not exist). 
470.3 + Schwartz 's distributions as universal solutions. 

This theorem is akin to Kan extension Theorem : if the system of 
structures 77 = y (p . F ) is a species of structures on a sub-category 
C of O, then the reflection F of F in the category of p-dominated 
strong species of structures over C is the Kan extension of F : C'-> H. 
along C ' C—> C\ An «internal » (i.o. enriched) version of it is given 
in /89, 9 0 / . 

This theorem was suggested by the following construction of finite 
order distributions I have indicated in [ 28, 126] : 

Let U be an open subset of R and C (U) the space of continuous 
real functions on U with the compact-open topology. We have a system 
of structures (N , C (U) ,K ' ) ( over a monoid) where 

K' : (n,f) h f(n) iff / has an 71-th derivative f(n) , 
which is dominated in the category of locally convex spaces. Its ex
pansion gives the locally convex space of finite order distributions 
Df(U) equipped with the action of N defining the n-th derivative 
of a distribution. The sheaf of distributions over R is the sheaf asso
ciated to the presheaf Df so obtained. This construction generalizes 
to get distributions ( or vector-valued distributions ) over Banach spa
ces i.o. R (cf. [126] ). 

ON /89/ : QUASI-ELARGISSEMENT D'UN SYSTEME DE STRUCTURES 
STRUCTURE. 

This Note has not been developed elsewhere. The main results are 
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generalized in / 90/ . 
471.1. It is equivalent to say that the cone ( vi ) ; s => F is a p-initial 

lift of a sub-cone of the limit cone (Pj): M => p. F . This definition 
is still valid for any functor p ; K -> Jv . 

471.2. p y is well-faithful iff p is amnestic. 
472.1. If H is not equipped with a forgetful functor, internal neocateg-

ories are the realizations of the sketch e o of neocategories (Com
ment 197.1). However, the corresponding «concrète» internal neocat
egories are a somewhat weaker notion than the present structured neo
categories, since the object of composable pairs need not be a sub-
pullback of (a, b). 

In Comment 197.1, we had also pointed out the sketch e o whose 
models in a category K with pullbacks were called strongly internal 
neocategories. If p lifts pullbacks, the «concrète » strongly internal 
neocategories in H coincide with the p-structured neocategories. for 
a sublimit of (a, b) is a sub-structure of their pullback. 

472.2. The non concrete analogue of p-species of structures is the no
tion of internal diagram ( or internal action of a category, or internal 
species of structures ) extensively used these last years by specialists 
of topoi ( cf. Comments 475.1, 478.3 )• 

472.3 + F. bien fidèle i.o. des hypermorphismes . 
The term «hypermorphism neofunctor» is only used in /122 / when the 
system is a species, i.e., when s9 is exactly the pullback. 
Proof of the Theorem. Identifying s' to s 0 * s ' the source of (C'*E )* 
lifts into the projection a of the sub-pullback 

„ t à 

s0 a s 
and its target into k9: s *s'-> s9 . The set of composable pairs defines 
(because p lifts pullbacks since it lifts products and equalizers ) the 
pullback 

791 



COMMENTS ON /89/ 

is a pullback. So s" is a subpullback of (a,k'J. The composition 
lifts into the factor [k. q", a. v. v'] relative to the subpullback ( *) . 

This theorem is precised in /90, 7 7 / . 

473.1. The proof uses the commutativity of limits and subpullbacks (sin

ce both are initial lifts). In fact, this theorem comes from general re

sults on sketched structures. 
473.2. So S| A is the Psubstructure of S generated by A. 
473.3. ^generating /100/ means that P is ,—generating for № and that 

a colimit indexed by £ of small Psubstructures of an object S of H 
is preserved by P and is also a small Psubstructure of S . 

474.1. The main tool is that a subspecies of the pspecies of structures 
rj whose set of structures defines a Psubstructure of s' also defines 
a psubspecies of structures of 77 (cf. / 6 0 / ). 

474.2. The maximal species of structures have been called strong species 
of structures in Comment 23.1. They correspond to discrete fibrations. 

474.3. Same proof as for the preceding theorem with replaced by 
I (f,z)c CX x E A I a(.f) = q(z) I 

in the maximal case, by 
! ff,z)e ( C x ) y x E x I a(f) = q(z) ] U 
I (f,z)e C*E I 3 z'e Ex, fz'e Ex; feCx\, 

in the saturated case. 
474.4. This theorem is deduced from the general existence Theorem 1.2 

/100/ whose hypotheses are satisfied thanks to the preceding results. 
It is a kind of «internal» (vz. enriched in / 8 7 / ) Kan extension theo

rem, which is precised in / 9 0 / (cf. Comment 478.3 for nonconcrete 
versions ). 

The «minimal» enlargement extends the system of structures 77 as 
little as possible to obtain a species of structures. The «maximal» one 
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takes rj into a strong species of structures (which seems to be the 
best notion). The saturated enlargement is maximal on the isomor
phisms, minimal elsewhere. 

474.5+ Germs of species of structures. 
The introduction of structured fas well as enriched) systems of 

structures was motivated by Analysis problems. In particular, for solv
ing some optimization problems we associated [28] to a differential 
equation with local existence and unicity of solutions a topological 
system of structures which has the following properties : 
- in the acting neocategory, the set of composable pairs is open in 
the pullback topology of ( a, b ) ; 
- the domain of the action is open in the pullback topology of ( a,q) . 

This is called a germ of species of structures. The preceding the
orem proves that any germ may be canonically embedded into a (max
imal) topological species of structures ( cf. Bednarz's Thesis [4] ). 

Differentiabl e germs of species of structures are also considered 
in [28], Part II. 

ON /90/ : PREMIER THEOREME D'EXPANSION STRUCTUREE. 

This Note has only been developed in unpublished lectures. A sim
plified modern transcription of it is given in the Synopsis. 

475.1 + Internal well-faithful neofunctors and discrete fibrations. 
~We recall that a neofunctor g : C is well-faithful ( cf. / 122/, 

Chapter II) or is & partial discrete fibration, if: 
1° The map k \» (g(k ) , a (k) ) into the pullback a Vg is 1-1. 
2° C* C is the pullback 

(this condition is always satisfied if C is a category). 
These axioms imply that the category of well-faithful neofunctors 
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475.1 ... is equivalent to the category of models in Set of the sketch awj 
defined as follows: To the sketch eQ Q 2 of (strong) neofunctors 
( cf. Comment 197.1) 

we add the cones 

to be transformed into pullbacks, as well as the cone 

The models of ow j in a category H are called internal well-faith
ful neofunctors in H . If H is equipped with a concrete functor p lift
ing the canonical pullbacks in Set, the «concrete* models of owj 
which map i, t and t% on p-injections correspond to the p-structured 
well-faithful neofunctors q . Indeed, to q: (C,s )-> (C\s ) corresponds 
the model 

since: s is a sub-pullback of ( q0,a) implies i9: s-± q0\a is a p-
injection ; (1 ) is a pullback because it is mapped by p on a pullback 
and i and t are p-injections. 

So the category SK^fpJ is isomorphic to the category of concrete 
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to be mapped on a pullback. The sketch adf of discrete fibrations is 
the sketch o- C f l /®2 of functors 

equipped with the supplementary cone (**) to become a pullback. 
The models of odnj or o^j in a category H are the internal dis

crete neofibrations or fibrations in K . If p; K-> Set is a concrete func
tor lifting canonical pullbacks, the «concrete» models of odnj map
ping t and i on p-injections correspond to the p-structured discrete 
neofibrations, while the p-structured discrete fibrations are just the 
models of o^j in H mapped by p on a discrete fibration. 

Now a model in a category H with pullbacks of owjf andf or adf 
is entirely determined by its values on the «base neocategory», on the 
«projection» n o and on the «upper target* jS (called the action ). So 
we deduce from these sketches the sketches aSys of systems of struc
tures, aSp of species of structures, oact of category actions, obtain-
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475.1 ... realizations of <Jwj* Moreover (p) is a category because a 
vertical composite of pullbacks is a pullback. 

The hypermorphism neofunctors are not sketchable, but the «good» 
notion seems to be the discrete neofibrations, which are the hypermor
phism neofunctors g: C -> C for which C is a pullback of (a, g) , so 
that we get the discrete fibrations by restriction to the functors. 

The sketch a discrete neofibrations is the same as owj, 
except that we replace the cones (* ) by the unique cone 
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475.1 ... ed by just keeping: the base neocateeory, the projection 770 ,the 
action /3 and the morphisms expressing the unitarity of the action and 
its compatibility with the composition of the base. Their models in H 
are respectively called internal systems of structures, internal species 
of structures, internal actions of a category or internal diagrams [56] 

in the category K . 
From this construction, it follows that the category of (concrete) in

ternal systems of structures in K is equivalent to the category of in
ternal (concrete) well-faithful neofunctors, while the category of in
ternal species of structures is equivalent to the category of internal 
discrete neofibrations. This is the essence of the theorem of Section 1. 
For functors, the last result gives the usual equivalence between the 
categories of internal diagrams and of internal discrete fibrations. 

476.1 1 R. K.p(q)(K'0 ) C p(q)Ck) i.o. K=pf'q){K). 
This modification, which means that q' is a p-structured discrete 

fibration (Comment 475.1), i.o. a n onto hypermorphism functor, is ne
cessary for the following results to be valid. 
The sketch of functors with hyp ermorphisms: 

p-structured functors with hypermorphisms are the concrete models 
of the sketch o^ constructed as follows : 

We take the sketch (Peat® 2)® 2 of squares of functors 

and require that the back face becomes the sketch of a discrete fibra
tion, that 0=6', that the arrow /; V -» 1 be sent on a monomorphism 
(or, in the concrete case, on a p-injection ) and that 
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4 7 6 . 1 . . . 

be mapped on pullbacks. (Condition 3 is translated into : the map 
(1,1) h (hi f,P(q)(s)) 

is 1-1 from the set 
! (gJ)eCxK | a(g) = fi(T)\ 

onto the set 
I (h,f,g)e CxKxK | a(h) = a(f), g-P ( q)(f) = P ( q)(h ) \ .) 

The models of oŷ  in a category H are called internal functors 
with hypermorphisms in H . 

If in we replace / by an identity (so that there is only one 
base category) we get the sketch oy^ of fibrations with a given split
ting-, one of its models in Set maps n i on a fibration C -> C and I ' 
on a subcategory K of C formed by «canonical» cartesian morphisms. 
The category of models of Oj^ in H is called the category of internal 
fibrations in H . (An equivalent «sketch» is given by Johnstone, exer
cises 2 (6) [56].) Cf. Comment 513.1 for some properties of internal 
fibrations and fibrations in a 2-category. 

If p ; H -» Set is a concrete functor lifting canonical pullbacks, a 
concrete model of Ojib , called dip-structured fibration, is a p-structur
ed functor with hypermorphisms (q,q9) in which q and q9 have the 
same codomain. 

476.2. The converse is not true. If q9 is a «general» hypermorphism func
tor, then (q9,q9) is a functor with hypermorphisms iff q9 is a dis
crete fibration (a morphism of the domain of q9 is not a q'-surjection 
otherwise). 
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476.3. Omit the second relation (it is not necessary for the validity of 
the result and it is not always satisfied in the applications ). 

477.1 + Proof. 
The substructure fq^.q^) of (q, qf) generated by the small sub

set M of C x C is constructed as follows : The projections of M on 
C and C generate small P-substructures ~s ^ of s and of s . We 
inductively define sequences \ ) \<£ and ( s \ ) \ < £ of small P-sub
structures of 5 and 5 by taking : 
- for a limit ordinal X , the P-substructures generated by 

^ P ( V and ^ P ( V ; 

- for S

A + 1 the P-substructure of s generated by the subcategory of 
C generated by q( p(s^))Vpï s^J ; 
- for s A + x the P-substructure of s generated by the subcategory of 
C* generated by : 

P(s\)v\ ge~K J a(g)ep(^k)9 p(g)ep(sK)\ 
u ! ft C I f. g€ p("s^) for some g eKnpfs^) \ 

(the g are added for making a discrete fibration and the / for 
making g^-surjections out of the elements of Knpfs^J ). Then the 
sets u p(s^) and u pfs^J define p-structured sub-categories 

^CM>sNp of ( C > s ) and (CM'^M) of (C">5) to which q has a res
triction q^ . As K and C^ define substructures of (C*,s), their in
tersection also defines a p-structured subcategory (K , 5 ^ ) of (C',s) 
(because P is /—-generating, cf. Appendix / 1 0 2 / ) ; similarly KnC^ 
defines a p-structured subcategory (K^,s^) of (K\s ' ) ; whence the 
restriction q^ of q*. V 

Notice that q* onto does not imply either §y onto nor the image 
of p(qy^) onto a p-structured subcategory of (K',s). So the modifi
cation indicated in Comment 476.1 is essential for this theorem. 

477,2+ Proof. It is done in two steps: 
1° Let Sfp) u be the subcategory of &(p) formed by the morphisms 
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477.2 

where u is the codomain of (q, q*) . Then the conditions of the gener
al existence Theorem 1-2 of /100 / are satisfied by the insertion: 
$>'(p)uC » &(p)u, thanks to the preceding theorem (which is used 
in the case where C is small and is the projection of the given class 
M on C ). Hence ( q, q') admits a reflection (§i, q[) into S'f p )u-

2° Now (q 1 ? 5i) is also a reflection of (q, q') in §YP) » because 
each morphism 

with ((¡21 q2) ia&'(p) factorizes as 

with Q in §>(p ) u and (q^, q'^) in &'(p) ; indeed, $ 3 and q'^ are ob
tained by pulling back : 

and the properties of a functor with hypermorphisms are preserved by 
pullback. V 

477.3. R. foncteur i.o. néofoncteur 
477.4. R. (K* i.o. (K* 
477.5 1 Replace the two lines by: Soit K'j la sous-catégorie de H' for

mée des éléments (k, k. f, f, "ê) , où ê e Ci et & e K . 
478.1. Add h€K . 
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478.2 + R . {§'(P ),z(p)) i.o. z(p ) . 
Proof of the theorem. 

1° 7Ae /irs£ assertion is valid as soon as p is a functor lifting 
canonical pullbacks. To prove it, we construct ~s ^ on H (which is 
the comma category (K ,q) ) as the pullback 

where 

are pullbacks. Then (H',s ^) is a p-structured category and the proj
ection q 1#- s s defines a p-structured functor q ^ : (H*, s -» ( C,s ) 
lifting ^ i • Moreover K ^ (with the definition given in Comment 477 .5) 

defines a p-substructure ~s ' ̂  of s ^ (we replace ~s by ~s 0 and s by s ' in 
the pullback 1 ) and <J has a restriction $^; ( , 5 y -* ( K', s ') . The 
elements of K ^ being ~q ^-surjections, (q^q\) is an object 
The p-structured functor 

/: (C\s) - (H',5 j j ; A h (1(h)ve\ e,h) 
gives a morphism J :(q,qf*)-* ( q v q\). 
Let f ^ ? ^ 3̂  D e an object of S" and g ; fC\ s J -> f C^ , s ^ define a 
morphism G : f q, q ") -> f 53? #3^ • ^ e construct a map g'; H -» C3 which 
sends f=(f,f,e,'e)e K ^ onto the unique element of K 3 with source 
gf e ^ and image / , and which sends (k, f, f, h) on the factor of 
g'( f)- g(h) through the q ^ -surjection g'(f ). . This map g' defines 
a functor H'-> C*̂  and, thanks to condition 3 satisfied by the p -struc
tured functor with hypermorphisms (q^, q9^), it lifts into a morphism 
s^-> ~s ^ (thanks to pullbacks ). Hence a p-structured functor 

g': (H\s ^l-* (C ' 3 ,5 3 ) such that g ' . / = g, 
which defines the unique factor G' of G through J . It follows that 
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478.2 ... tql, q\) is a reflection of (q,q") into S" and (for the same 
reason as in Comment 477.2 ) into §Y P J. 

2° The above constructed gf is compatible with r iff g' sends 
h-ffh), for each A 6 K, onto the unique element g'(q(h)) of 
with source g(a(h)) and image q(h); i.e., iff g = g ' .J sends K 
into , or else iff g defines a morphism (q, q') -+ (q^, q^) . Hence 
there is a reflection (q2, q'2) of (q,q') into S" (and a fortiori into 
§YP J ) iff r $2' $2.) *s a (^YP ) , z (?) J-quasi-quotient structure of 
(q_l> q\) by r. When P is ^-generating, there exists such a reflec
tion, hence such a quasi-quotient, by the preceding theorem. V 

Particular cases; 1° If C = K, then fq,q") «reduces» to q , and 
(q l> q\) is a p-structured fibration (Comment 476.1), which is also 
the free object generated by q with respect to the functor (g, gr) |-» g 
from the category of p-structured ( split) fibrations over ( C *, s ) to 
the category of p-structured functors over (C\s). For p the identity 
of Set , we find back the comma functor : (- , C) : Cat/C'-^ Split C as 
an adjoint to the insertion (Gray [ 133] ). 

2° If C•= K and C = K = Co , then q^ = q\ is a p-structured dis
crete fibration, which is also the free object generated by q with res
pect to the functor from the category of p-structured discrete fibrations 
over (C*,s) into K/s0 which maps g; (C*,s)-» ( C * , s ) onto the 
projection g 0 : s0 -> s0 . 

478.3 + Internal Kan extensions and existence of U.^ 
Let K be a category admitting pullbacks and C an internal categ

ory in H . The first part of the Expansion Theorem and the particular 
cases of Comment 478.2 transpose (Synopsis) for (non-concrete ) in
ternal functors. Whence, if C is an internal category in H , 
- The «insertion» from Cat(K)/C into the category Split(K)c of in
ternal (split) fibrations in H over C has an adjoint (still called the 
comma functor ( - ,C ) ) . 
- The «projection functor» from the category of discrete fibrations 
inH into H/C 0 has an adjoint. More precisely, it is monadic (John-
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478.3 ... stone [56], Proposition 2.21); if H is a topos, it is comonadic 
([56], Proposition 2.31) and is a topos. 

More generally, suppose {; D -» G is an internal functor in K and 
/ * ; K C - H D

3 / ; Split(K)c-> Split (K)D, f': Cat(K)/C-Cat(K)/D 
are the « change of base » functors ( pullback along f ) . Then : 

1° /* has an adjoint lirrif for each f with codomain C iff is re
flective in Cat( H )/C , e.g., when K has reflexive coequalizers pre
served by pullbacks [56] . 

2° If H is a topos, f* has an adjoint limy and a coadjoint Zim̂ . , 
called i^e Zefi and right Kan extensions along { ; for / ; D -* 1 the func
tor lim,-£s: -> D maps a discrete fibration on the «object of its orb-
its» and it is left exact iff D is filtered ( cf. [56], 2, 3). 

30 if K is a topos : f has a ( 2- ) adjoint n j and, using coequalizers 
in Ca£(H ) , a ( 2-)coadjoint ^ ; if / is an internal fibration, 'f' has 
a ( 2-)adjoint Wf . (Cf. Bourn [ i l l ] . ) 

Finally, it seems unworthy not to cite one of the main theorems on 
internal discrete fibrations, namely Diaconescu's Theorem [26 , 56]. 

478.4. R. maxim ale i.o. minimale . 
When such a section exists, p is always spreading (Comment 247.1 ) . 

478.5 + R. q'2 i.o. q2 and r. K2 = F*2 i.o. K2 = Fu/3 (F) . 
Proof of the theorem. 

1° If p is spreading, the conditions of the Fxpansion Theorem are 
fulfilled and (q,qr) has a reflection ( q2,q'2) in §YP) • Let Z be 
a maximal section of p ; we first show that, taking the underlying func
tors, (q2?°2) is a reflection of (q,qf) in S' ( = S ' f J )• Indeed 

r § 2 ' 5 V Q« Z w f ? 3 ? ? 3 / "f?2»*V U'(Q') ^ 3 ^ 3 ^ 
the forgetful functor Jfp J -* ? also has a maximal section Z which 
maps C*-> C" onto Z ( / ) : (C* , Z (C ))-> (C" ,Z ( C )) /100 / and 
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478.5 ... it extends into maximal sections Z 1 of U: p -̂* S and Z" of 
A A 

U': SYpJ-* S' which map (q$9q$) onto (Z (</̂  ) , Z (<^ ) ) because 
a maximal section preserves pullbacks (Comment 247.1). So, if Q is a 
morphism (q,qr)^(q^,q^) into §Yp J , we have the morphism 

f §, q')—£SU,Z'(q, q') — Z^&X*Z*(qy q\), 
which factors uniquely as Q'.J 1, through the reflector J 1 . It follows 
that U'( Q' ) is the unique factor of Q through Uf( J' ), so that U' ( J1 ) 
is a reflector into Sf . (Cf. Synopsis for a generalization . ) 

2° It remains to prove the theorem for the case p = 1 dj[( • C^ is the 
quasi-quotient category of H* by the subcategory H*̂  generated by 
the elements 

<f,h> = ( e, f, f.q(h),h), where ; 
(cf. / 8 0 / ) ; let t: H" -» C^ be the canonical functor/Thanks to the 
properties of an expansion / 7 9 / , (^2'9 2̂  *s an object of S'where 
2̂•* F^ 2 ^ F is the restriction of q^ , and there is a morphism 

V:(q,q')^(q2, q'2) 
defined by the map 

h\-*t(h), where h=(q(h),er,e,h). 
Let f £ 3 , <?y> be an object of S' and G : ( q, q1) -> (q^ , q ^) be a mor
phism defined by g; C"-» C^. In Comment 478.2, we have extended g 
into a functor g'; H* -» Ĉ  ; if we prove g' maps H 1 on objects, gf 

will factor through t and its factor will define the unique factor of G 
through J' , so that J' will be a reflector. Indeed, in H* we have 

<f,h>,f.q(h) = f.h for each h e F , 

where /=</",/*, e, e> , so that 
g'«f,h>).g'(fJTh)) = ~g'(f).~g(h). 

As g maps F into K and g' maps into K ,, this morphism is 
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478.5 ... the unique element of with source g(afh)) and image 
/. q(h) , namely it is equal to g'( f. q(h)) . It follows that g'f <{, h>) 
is an object. V 

ON /95/ : DEUXIÈME THEOREME D'EXPANSION STRUCTURÉE. 

This Note has not been developed elsewhere ( but cf. Synopsis ). 

479.1. n(s;sf;s) is defined by the pullback, where a^f : s '-^s -4— s 0 , 

while a and a'V/3 denote the pullbacks over s0 .An analogue 
pullback gives • ( s \ s ') ; and K ' defines a sub-morphism of the com
position morphism of the p-structured category ( • C *,K VK ) /109/. 

This theorem does not require the existence of products, but only 
of pullbacks, in K . 

479.2+ 1° Quasi-expansions and final subcategories. 
Quasi-expansions «relativize» the notion of a final subcategory. 

Indeed, when p is the identity of Set , we have : 

PROPOSITION. A category C is a quasi-expansion of a subcategory 
C by F = C . C0 iff the insertion C c—> C is a final functor fin the 
sense of [74]). 

A. Denote by H the category B (C ;F ;C) and identify its class 
of objects with F . The equivalence a 0 induced by a on F is gener
ated by: 

/ - / ' iff f'e f.C. 
So C is a final subcategory of C iff the map 

y : F / a 0 -* C 0 : fmoda0 \-* j8 (f ) 
is 1-1 and onto. 
a) Suppose b; H-> C is a quasi-surjection ; then b0 : F.-» C 0 is onto 
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479.2 ... as well as its factor y . The functor 
cf> : (k, f, f,h) \* (f mod a 0 , f mod a0 ) 

from H to the groupoid of pairs of F/cr 0 is compatible with a so that 
it factors through b ; hence 

bff)=b(f) implies <f>(f)=<j,(f), i.e., / - / ' . 
It follows that y is also 1-1. 

b) Conversely, suppose C is a final subcategory of C and consider 
a functor q : H -> K compatible with a . For each k: e -> e' in C , we 
may choose f; e -> e in F and write 

q'(k) = qfk,k.f,f,e). 

Replacing f by /. g where g is in C does not change q'(k) since 

(k, k.f.g, f.g,e')5 (k, k.f,f,e). 

The first remark shows that q*(k) is also unaltered if / is replaced 
by a f'€ f moda0 . Whence the unique functor q':.C-> K satisfying 
qf. b = q . This proves b is a ^-surjection. V 

2° On the definition of quasi-expansions. 
With the hypotheses of the last definition page 479, the squares 

( e',f ,f. h,h) with f f

€ F , heFnC 

define a p-structured sub-category (G , S) of 

U =(B(C;F;C),n(s;s';s)), 

where S is defined thanks to the pullbacks 

A 
It is easily proved (as in Comment 462.4) that (C",s) is a quasi-
quotient of u by <j iff it is a quasi-quotient of u by f G,S) . 

But this definition has to be slightly modified for the following the
orems to be valid ( cf. Comments 481.1, 482.1 and Synopsis ). 
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480.1. 3( s ; s' ; s ) is the limit of the diagram 

and K " is a factor through this limit (which may be computed by pull-
backs ). 

480.2. ( C* , 5 ) is also the quasi-quotient of ( • ( C ' ; F ; C ) , ~3( s ; s f ; s ) ) , 
by the subcategory G1 defined by 

! (f-P(g),f,g) I ge F n C l ; 
as in Comment 479.2, this definition has to be slightly generalized 
for the results of / 9 6 / to be valid. 

480.3. Proof: If FnC is formed of isomorphisms, the subcategory G 
(Comment 479.2 ) is a subgroupoid satisfying the Ore condition (C) 
of the end of Section 3 / 80/ , so that the quasi-quotient category of 
B ( C ' ; F ; C ) by G is a quotient category. So C is a F-quasi-expan-
sion of C iff it is a F-expansion, and this means F is a set of reflec
tors into C (cf. / 122/ , Chapter V ). 

Similar proof for the next assertion. 

480.4. If Y is fully faithful, any (s, j ) is a weak prolongation, and a 
prolongation corresponds to a free object. If / s, j ) is a weak Y-pro
longation and / is an isomorphism, s is a cofree object with /"1 as 
its coliberty morphism, and ( j , s ) is also a Y-prolongation. 

481.1 1 This theorem is not valid. For the second assertion, we only have : 
// (v,]j is a weak 'Z-prolongation with J an isomorphism, then it 

is a prolongation and v is a Z.-cofree structure generated by u. ( Com
ment 480.4.) 

The proof sketched for the first assertion has the following flaws : 
- u 1 may not be in &'(p) because nothing proves a(q^) is a F^ 
quasi-expansion of (C^s) ( it's only true at the « category* level). 
- Even if it is, the p-quasi-quotient need not give a quasi-expansion 
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481.1 ... and there is no reason why quasi-quotients should exist in ë'fP )* 

However, the indicated theorem is valid if the definition of a qua si-
expansion is replaced by the definition given in the Synopsis (where 
the universal condition satisfied by b is slightly more general). From 
it we deduce (with the definition of this Note), in the case F and 
F define subcategories, so that fq,qr), where q': F •* F , is an ob
ject of Sf p ) and, by / 90/ , there exists a reflector 

J' :(q, q') -* (q2> <&) INTO &'(v) : 

// u ^ - ( F , F^ ,C^, q^J is an object of &'(p ) , any I : C ^ -> C 
defining a morphism Zfu^J^u extends into a unique p-structured 
functor I : a ( q-^J -> q 2 mapping F ̂  into afq^) 
(cf. Synopsis). If a (q ^) is a quasi-expansion of afq^) , which means 
(q2,q^) gives an object u^ of tb'(p), it follows that u 2 is a weak 
Z-prolongation of u . But this condition might not be fulfilled in the 
general case. 

482.1 1 This is true if p is the identity of Jfl , but probably not otherwise, 
unless the slightly more general definition of a quasi-expansion pro
posed in the Synopsis is adopted, in which case the result is true. 

482.2 1 This assertion is only valid if the definition of a quasi-expansion 
of the Synopsis is adopted. 

ON /96/ : THÉORÈME DE QUASI-EXPANSION RÉGULIÈRE. 

This Note is not developed. The false results become true if regular 
quasi-expansions are defined like quasi-expansions are in the Synopsis. 

484.1. D(p) is constructed as a quotient of the p-structured functor from 
Tj to T 2 defined by a restriction of cT̂ , where 

T,. =ClCci\*i£i),^(-s\Ci\a(hi))). 

484.2 1 Condition 3 of the definition of ^R'fpJ0

 l s only satisfied by v 
at the « set-level ». 

484.3. a is the limit of the following diagram 
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485.1 1 This assertion is not true at the «structure-level». 
485.2. The proof is similar to that given in /100/ for the existence of 

quasi-quotient structured categories. 
485.3 1 This is only true if p is the identity of 311 . The errors are similar 

to those pointed out in Comment 481.1. 
485.4 1 Replace p by the identity of % . 
486.1 1 Frase il faut et . (The condition is only sufficient.) 
486.2. R. Supposons que i.o. Alors . 
486.3. R. Categories i.o. categorie . 

ON / 7 7 / : CATEGORIES ET STRUCTURES. E XT RAIT S. 

487.1. Sections 1 to 4 of this paper summarize parts of Chapters II, III, 
IV and V / 122/ . This book had been preceded by multigraphed lecture 
notes, of which the present text was a digest. The printed version is 
much more general, e.g. with respect to Section 4. Section 5 has not 
been developed elsewhere. 

487.2. For this section which figures partially in / 6 3 / , cf. Comments 
on this paper in Part III - 1. 

488.1. Cf. Comments on / 8 7 / where this notion is generalized. 
489.1. The corresponding functor C^-* Cat is obtained by composition of 

the functor F: C\ -» fl(JH). with the canonical isomorphism from fi(5R) 
onto a subcategory of the category of discrete fibrations, and then with 
the «domain » functor to Cat. 

489.2. The fibres G(e) might not be disjunct. 
490.1 + Action of the crossed product. 

There is still another characterization of the species of structures 
which are dominated by c ovariant maps; it was only indicated in lec-
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ture notes / 111/ ; 
PROPOSITION. The crossed product S (domain of the fibration) asso
ciated to G: C\ -> Cat acts on S0, the action being kf: 

((h9f,s),z)\*h(fz) iff s z is defined in F(a( f)). 
This gives a 1-1 correspondence between : the species of structures 
F: Cj-> fl(3H) over G, the actions of S, and the functors S -> Set. 
A. The verification is trivial. But it may also be deduced from the fact 
that 5 is the lax colimit of G (Comment 440.2). The data of F cor
responds to the data of the lax cocone d: £ => Set in CAT , where 
d( f) for / ; e -* e' in C^ is the diagram 

associated to the covariant map F({): F( e ) -> F( e') . Such a lax co-
cone has a unique factor D: S -> Set which gives the action of S. V 

490.2+ Distructures. 
Species of structures dominated by covariant maps were introduced 

in [28] under the name: categories of acting categories. The motivat
ing examples were generalizations of the sheaf of differential operat
ors acting on the sheaf of C°°-real valued functions or on the sheaf of 
Schwartz's distributions. They led to a categorical definition of dis
tributions (cf. Comment 470.3), through the more ubiquitous notion 
of distructure, which also englobes Mikusinski's operators [152], Sa
to's hyperfunctions [ 157], Aronszajn's functional completion [104] ; 
in the examples used in [28], the species of structures are further en
riched in the category of topological vector spaces. 

491.1 + Couples of acting categories and distributors. 
When G: C" -> Cat is the constant functor on C 1 , the double cat

egory associated to G is the square category C*> CA (cf. /117 / ), 
and the domain of the associated fibration is just the product category 
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491.1 ... C 1 x C . So a couple of acting categories may also be character
ized as a species of structures over a square product (Theorem page 
490), or as a functor D: C*X C' -* Set (Comment 490.1). 

This last characterization expresses that: a couple of acting cat
egories «is» a Benabou's distributor (or Lawvere's profunctor) from 
(Cl)op to c. 

The proposition points out S as an atlas (in the sense of / 7 5 / ) 
from C" to C in the category H" , called the join category for the 
functor D: C 1X C* Set. The composite D'@D of the distributors: 

D:(Cl)op C \ D': C'op Cx 

corresponds to the composite of the associated atlases S and in 
the pushout category K: 

where HD and H D, are the join categories for I) and 0 ' ( cf. [ 7 ] ). 

491.2+ Indexed limits. 
Benabou used this example to give a criterium for representability. 
A functor A : C-> Set is representable iff C is a reflective subcat

egory of the join category HA for the functor 

Moreover the limit of A is the value at a of the Kan extension of A 
along the insertion C » HA . (Cf. [5].) 

This result is generalized by Street as follows [ 92 ] : Suppose that 
/ ; C -> Cat is a functor; the join category for 

becomes a 2-category Hj : if F: C -» K is a functor, its J-indexed lim
it is the value at a of the Kan extension of F along C C- > //j (when 
it exists). In fact, Street takes 2-functors for / and F . 
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491.2 ... Indexed limits may be used to generalize sketches: an indexed 
2-sketch is the data of a 2-category S and of 2-functors 

/ : O Cat and F : Hj -> S , 

where Hj is the join category. A model in a 2-category B is a 2-func-
tor c6 : S -> B such that c/> F be the Kan extension of its restriction to 
C along C C_* Hj for each / . 

Usual sketches correspond to constant functors / . 

491.3. H is called the join of (p,p)9 

492.1. Most often dominated categories satisfy more precise axioms, so 
that they are enriched categories in a monoidal or closed category (cf. 
Comment 699-1 ). 

493.1. Cf. Comment 490.2 and [29] (Part II). 
493.2. The main results of this section are given in /66/ t o which we re

fer for comments; several evident propositions have been added: this 
section and the following one were primarily intended for undergra
duate students. This difference of level between parts (some taken 
back from lecture notes, others from research papers) was one of the 
difficulties which hindered a good estimation of the book / 1 2 2 / . An 
other problem arose from the technicity of most results in it, the lack 
of concrete examples, and the awkward way some notions (such as re
flections here, products and pullbacks in the next section) are intro
duced; this came from the desire to show the genesis of Charles's 
ideas, rather than to write a comprehensive book on category theory. 

496.1. R, isomorphisme i.o. equivalence . 
This construction is to be compared with the definition of expansions 
( c f . / 7 9 / ) . 

496.2. R. un isomorphisme i.o. une equivalence . 
498.1. Cf. Chapter IV /122/. The main results generalize to limits. 
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498.2. Later on, %0 has to be a universe. 
499.1. p is 77-compatible iff it lifts the n-products, while it is compatible 

with $-products iff it preserves them. 
500.1. R. n 2-compatible i.o. compatible avec les produits finis . 
500.2. (s)i€i 1S written for (s{)i€i where si - s for each i in / . 
503.1. R. produits fibres i.o. produits . 
506.1. This definition implies that (F, H'y ) is a p-admissible couple in 

the sense of / 79/ . when p is amnestic, i. e., when (F, p) belongs to 
the class S0 defined hereafter. 

506.2. R. un isomorphisme i.o. une equivalence . 
This theorem is a corollary of the first theorem of / 79/ . Cf. also The
orem 11-V / 1 2 2 / . 

507.1. R. isomorphisme i.o. equivalence . 
508.1. R. isomorphisme i.o. equivalence . 

This theorem is equivalent to say that the functor S'-> S which maps 
(F, C, q) onto (F, q') , where q 1 is the restriction of q to C, has a 
right adjoint. It is a corollary of the Expansion Theorem of / 7 9 / , sin
ce H' is a F-expansion of C for a class F such that FnC is formed 
of isomorphisms iff C is a coreflective subcategory of //* and F 
is equal to E(H'fC). Cf. also Theorem 12-V / 1 2 2 / . 

508.2. This condition means that F ̂  is formed of g-surjections. Cf. /79/ 
and Theorem 12-V/122/. 

509.1. Proofs are given in Propositions 13, 22, 15 and 16-V / 1 2 2 / . 
509.2. In all this section it is necessary that % 0 be a universe, for the 

constructed extension to remain in it. Notice that the theorem is an 
immediate consequence of the preservation of limits by right adjoints. 

509.3. More simply, C is a full subcategory of K' and K is the sub
category of K' closed by isomorphisms generated by C. 

510.1. Cf. Theorem 14 and Proposition 22-V /122/ . 
510.2. Add o u qt ~(Ft ,a(p£)9qi) pour i - I , 2. 
510.3. Cf. Theorem 14 and Proposition 23-V /122/ . 
510.4. Cf. Theorem 16-V and Corollary / 1 2 2 / . 
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511.1. Cf. Theorem 17-V / 1 2 2 / . 
511.2. Cf. Proposition 24-V / 122/ . 
512.1. Cf. Proposition 18-IV and Corollary / 122/ . 

A concrete functor p; C -» Set lifting isomorphisms admits atoms 
if C has a final object I which is a generator and p is equivalent 
to Hom( I, -): C -» Set. 

512.2. A K-space of structures is a p-species of structures whose fibres 
are « structured ». It is difficult to define the analogue notion when K 
is not concrete: Given an internal action of an internal category C 
on an object S of HQ, the «points of C0» may only be defined as the 
morphisms e : I -» C0 from a final object of K , so that the fibre over 
e should be the pullback 

if it exists. But those «points of C0 » don't correspond to the «con
crète points» (elements of q(C0)) when q: H -> Set is a concrete 
functor not associated to a generator (e.g. if H is Cat ) . 

»12.3. Add si K est à produits fibres préservés par q. 
The fibre H( e ) is the pullback: 

512.4. These conditions mean that (C',CL) is a 2-category whose 2-
cells act as their source morphism. Indeed, if TT'~^ (e) defines a 
subcategory of SX for each object e of C* , we have 

e = n'(aX(z )) = al(n'( z )) where e = n'(z ) , 

whence e e C0

 1 . Then fz is defined for any 2-cell f; e => e', and 

A = r / l a V / ; ; ($l(z)lz)=f fiL(z)^aL(f) z =al(f)z, 
because f fi~ ( z ) is an identity. 
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13.1 + Internal fibrations and fibrations in a 2-category. 
K-spaces of morphisms were introduced to « internalize » species of 

morphisms looked at as categories acting on a category. However, as 
for spaces of structures, their definition mingles «points» and «struc
tures», so that it does not transpose well in the «non-concrete » case. 

More generally, a p-species of morphisms is the data of two p-struc
tured categories ( C, s ) and ( S, o ) , and of an action K ' of C on 5, 
such that rj -f(C,s),o,KT) is a p-species of structures. If p lifts 
canonical pullbacks and is associated to a final generator, each fibre 
is also structured by an appropriate pullback, and we find back p-spa-
ces of morphisms. 

PROPOSITION A. A p-species of morphisms identifies with an internal 
category in the category of p-species of structures over ( C, s). 

Indeed, its object of morphisms is -fj and its object of objects is 
the restriction of the action of (C,s) on the object of objects o0 

oi(S9a). 
Similarly, let K be a category admitting pullbacks and C an in

ternal category in H ; a species of morphisms in K over C is defined 
as being a category A in the category of internal discrete fibra
tions in H . It is entirely determined by the functor n ' : S -> C in K 
which «glues» the objects of objects of A0 , Aj , A2 and by the action 
Kj of C on Sj . 

From this, the sketch of species of morphisms is easily drawn (cf. 
Horrent [140] ). 
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513.1 

To a species of morphisms A in H is associated an internal fi-
bration n in K (cf. Comment 475.1) ; the object of morphisms 
of the domain 2 of n (the «crossed product category*) is the pull-
back 

while the sub-category S of S formed by the «canonical splitting» has 
for its object of morphisms the pullback 

( thus generalizing the theorem page 513). More precisely: 

PROPOSITION B. The category of species of morphisms in K is e-
quivalent to the category Split (K) of internal fibrations in K. 
(Cf. Johnstone [56], Exercices 2 (5-6), where the definition of an in
ternal fibration is given in a different, but equivalent, form than in 
Comment 475.1. ) 

Let Split be the category of all discrete fibrations, a 3 3 and / 3 S the 
horizontal source and target functors Split C—* B Cat -> Cat and pj 

Bpf 
the functor Split C—> B Cat • BSei, where pgr.- Cat-* Set: gr> gj . 
To the fibration n in H corresponds the functor F : K o p -» Split such 
fhflf 
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513.1... amF:K°P^Cat and fim F: M o p ~-* Cat 
are the functors associated ( cf. / 1 1 3 / , II) to the internal categories 
2 and C, where 77:2->C, and p j F; H o p -> BSe£ «is» the natural 
transformation H(-,i5j). From theorems on sketched structures: 

PROPOSITION C. Split(K) is equivalent to the category of functors 
F: K°P -> Split such that pj F - K(-, h) for some h in H . 

This result implies that internal fibrations in H are the same as 
fi bra dons in the 2-category Cat (H ) of categories in K. Indeed, if 
D is a 2-category and its category of 1-morphisms, a 1-morphism 
d is a fibration in D if D( - ,d) «is» the natural transformation 

D°jP -JL ^ Split * B Cat 

(cf. Bourn [111], Gray [133], Street [161]). If D is repre sen table 
and if • : -> Cat(F)j) is the functor associated to the representa
tion (Gray [ 39 ]), then d is a fibration in D iff Od is an internal fi
bradon in Dj , or, when D = CatfK)> iff d is a fibration in H. 

Fibrations in a 2-category have been studied by several authors as 
a tool for developing a 2-categorical setting playing the same role vz. 
Cat as topoi do vz. Set ( cosmoi of Street [159, 160], ditopoi of Bourn 
[111] ), and we refer to them for more details. 

514.1+ The theorem indicated in Comment 490.1 may be ((internalized» ; 
There is a H-space of structures ((X ? a ) , a , K' ) , where ( 2 , a) is 
the crossed product associated to (ii,G) on page 513. 

The analogue «n on-con ere te» internal result for K any category 
admitting pullbacks is the equivalence between the categories (K*~ )^ 
and H^, where A is a category in (or species of morphisms in 
H ) and 2 the domain of the associated fibration in H ( cf. Johnstone 
[56], Exercices 2(7) ) . 

515.1. 0 is the category of linear maps between vector spaces over var
iable fields. 

516.1. p/ is not a faithful functor, so the fibres have to be disjuncted 
for having a species of morphisms. 
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ON /105/ J CATEGORIES STRUCTUREES ET CATEGORIES DIFFEREN
TIA B LES. 

This paper collects results from /109, 101, 104/ to which we refer 
for further comments. 

5 19.1. R. des i.o. de . 
519.2. Hom(ef,e) is the set of morphisms e -> e* (in this order! ). 
520.1. Cf. Comment 699-1. 
520.2. Cf. / 1 1 9 / , Appendix, and Comment 699-1 for the comparison bet

ween enriched categories and internal categories. 
523.1. The proof uses the general existence theorem for adjoints / 100/. 
524.1. Algebraic structures is taken in the sense of «projectively sketch-

able » structures /93, 106/. 
524.2. The <5r-groupoids are what Ngo Van Que called differentiable grou-

poids [80]. To englobe this theory in the frame of structured categ
ories was one of the motivations of / 107/, where several « universal* 
extensions of a concrete functor into a functor lifting some initial or 
final structures are given. Recently the problem of initial completion 
(lifting all the small limits) of a concrete functor has been extensively 
studied ( cf. Part IV ). 

524.3. R. a i.o. 5 . 
525.1. For the «non-concrete » analogue construction, cf. / 104, 113/. 
525.2. R. (Ks,y0 i.o. (Ks,y . 

In fact, R(a)°P is the crossed product associated to the species of 
morphisms whose fibres are the dual categories (KS,)°P ( cf. Comment 
696.1). 

525.3. R( sm, s')X R( sf, s" ) has to be replaced by its intersection with 
the set of composable pairs of R{a) ' . Cf. / 104/ for all the results 
of this section. 

526.1. Cf. Theorem 10 / 1 0 4 / . 
527.1. R. S(aV i.o. S9 . 
527.2. In the non-Banach case, the definition of differentiable manifolds 

is taken from [125] . 
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5 27.3. a and b are asked to be submersions for their pullback to exist. 
In fact, Dubuc has shown this condition has a real meaning in the set
ting of Synthetic Differential Geometry. 

5 28.1. The Banach condition is required to have the implicit function 
Theorem on which the proof lies. 

528.2. R. V i.o. V . 
528.3. R. (C^j* i.o. CT

p . 
529.1. R. K 0 i.o. K 9 . 
529.2. R. o i.o. y . 

Differentiate species of morphisms (and their associated crossed pro
ducts) are considered in / 103 / , and not in the given reference. 

529.3. R. des categories i.o. de categories . 

ON /91/ : COHOMOLOGIE À VALEURS DANS UNE CATEGORIE DOMINEE . 

This paper was written for the «Colloque de Topologie Algébrique», 
Bruxelles 1964, where some parts of it were exposed. 

535.1. This category is studied in / 6 4 / . 
5 36.1. A natural transformation t.- F -» F* from K to H is identified with 

the functor <D: K-* B H : 

538.1. R. groupes abéliens i.o. groupes . 
539.1. Py is well faithful iff p is amnestic. 
539.2. H. Rg(H' ) i.o. Rg(H) . 
540.1. This technical refinement of the notion of a generated sub-mor-

phism /100/ was suggested by the situation (used later on to define 
cohomology groupoids) of the subgroupoid of a category A generated 
by a subset M of A , where the pullback alluded to represents the 
intersection of M with the groupoid of all isomorphisms of A . 

541.1. R. sous-morphisme i.o. sous-morhisme . 
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542.1. This notion is studied in / 100 / , to which we refer for comments. 
543.1. R. si, a(g) e C i.o. si, . 
548.1. This paper has not been written. 
549.1. R. J nH' i.o. / ( twice). 
550.1. So p lifts isomorphisms. 
551.1. This condition was introduced in / 5 5 / to describe categories of 

fractions; it generalizes the Ore condition for a semi-group to be emb-
eddable in a group. (For some history on categories of fractions, cf. 
Comment 163-3. ) It's natural the « same » conditions arise for calculat
ing categories of fractions or quotient categories by a sub-category G : 
in the first case, the morphisms of G are to become isomorphisms, in 
the second one, objects, which is similar up to equivalence. 

551.2. In other words, C d is a reflective sub-category of C. Informally, 
the morphisms of a proper sub-category may be universally transform
ed into epimorphisms. 

553.1. (IV , C) is an object of C' ( resp. of C" ) iff C admits a calculus 
of right (resp. left) fractions in the sense of Gabriel-Zisman [35]. 
The theorem asserts that such a class C may be transformed in a set C 
of regular ( = epi-f mono) morphisms of /7. It follows that H [ C ] 
is equivalent to H[C"^] , hence it is sufficient to consider categories 
of fractions by classes of regular morphisms. 

556.1. Hence : any sub-category G of a category H may be «universally» 
identified with its objects, leading to the category N(H'/~p) which 
is the quasi-quotient category of H by G in the sense of /100/ (!)• 
Cf. Comment 170.1 for some history about quotient categories. 

558.1. R. ))- i.o. ). . 
559.1. R. H'*H' i.o. /T *// . 
559.2. R. ] ') i.o. / ' J • 
560.1. R. k'i'1 i.o. k*i . 
562.1. $ ' exists thanks to the universal property of a ( since K *0 is con

tained in R(K* ) ) . 
563.1. R. t\ i.o- t* . 
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565.1. For this corollary, cf. Higgins [49]. 

568.1. This definition is laxified in /84, 102/ : Zn(E,K) is only a p-
sub-structure of Cn(E,K) generated by Zn(E,K) and Hn(E,K) is 
a quasi-quotient structure oiZn(E,K) by BN(E, K) . Existence The
orems for this «quasi-cohomology » are proved in /84, 102/ . 

569.1. The amnesticity of a homomorphisms functor is used here. 
569.2. This problem has not yet been studied. Even if H = K , this no

tion does not seem to compare with the exact sequences defined above. 
570.1 1 Add et K' pleine . 

If K' is not full, BN might not take its values in it. If H' = K and 
p lifts pullbacks, the last condition of the theorem is always fulfilled 
(cf. Corollary 2, Proposition 1 Appendix /102/ ). 

573.1. 'R. 4>i i.o. gjj . 
The proof comes from the fact that there exists a functor 

5*5+5: ((S\Sl),Sm) h (Sm.5.S*)L ; 
it is a restriction of the internal Horn functor on the category of all 
rc-fold categories, with variable n ( cf. /117, 119/ ). 

574.1. R. % i.o. 5 . 
579.1. R. le corollaire du i.o. le . 
579.2 1 ZQ.( G, K) is not closed by p . To prove the theorem, we notice 

that the intersection of ZQ.(G,K) with each class modulo p is a 
class modulo the re la tion giving the quotient by BUQ.( G, K ) . 

579.3 + The precise definitions are given in / 7 4 / . 
Enrichments of . and of Q . 

(3 is a sub-category of, and equivalent to, the category DCat of 
diagrams in Cat (i .e. , of Coi-valued functors). This category is a 
cofibration over Cat, the fibre over C being the category Cat which 
is equivalent to (2^. More precisely, DCat is the dual of the cross
ed product associated to the action 

( $ , r) ^ r of Cat°P on U(Caf)°P 

(but (J is not closed for this action, since the fibres of F.O may 
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579.3 ... not be disjunct. 
If the fibres of a fibration are «coherently» dominated ( or enriched) 

so is the fibration (cf. Horrent [140] ). To the data of a functor q from 
a sub-category of ($ to (J(pgr), the method of Theorem 9 associates 
partial dominations on the fibres Cat^ , as well as on QQ . The ( par
tial ) domination D defined in Theorem 7 is deduced from these do
minations. 

When q is the «center» functor, the associated to D cohomology 
is an «abelian» cohomology; the other example for q is not intricate 
enough for leading to good non-abelian cohomologies, e. g. for englob-
ing Giraud's theory [36]. So it would be interesting to seek other con
venient functors q , which amounts to define canonical double categ
ories on the fibres of a fibration. 

Now there is another kind of domination on Cat(j , since it is a 
cartesian closed category ( cf. Foltz [ 33]) ; the internal Horn maps 
(F, F ') on the « functor category » F9^ ( with the notations of Pare -
Schumacher [82] ). The composite of this internal Horn with the cross
ed product» functor which maps a functor C -> Cat on the domain of 
the associated fibration, is a natural enrichment of Qq in Cat (which 
was not known in 1964» when this paper was written). Whence an en
richment of Q which might be worth studying with a view on applica
tions in cohomology. 

580.1. R. y, q o$) i.o. rj o <f>) . 
580.2. The species q is supposed onto C for its associated functor F 

toward the category of non-void sets to have C as its domain. But 
everything goes well if 77 and -fj are only strong species of structures 
(Comment 23.1), and Set-valued functors taking the value 0 are al
lowed. 

581.1. This proposition is simplified in / 122/ , end of Chapter IV : there 
exists a 1-1 correspondence between SB and the class of quintets 
(5K, F, W , F, $ ) , which defines an isomorphism from SB onto a dual 
sub-category of the vertical (i.o. horizontal, here) category of quin-
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tets ( = category of squares of the 2-category Cat ) . 
581.2. The notation F o $ is confusing, since it is generally used to de

note the usual composition of functors. 
582.1+ Remark 1, page 580, may be precised as follows: $ is a general 

fibration over Cat0? , whose fibre over C is ; it admits a cleav
age defined by the maps 

( rj o $, (X>? y9 rj) , where y (e , z J = z 
(this cleavage is not normal, since ( 77 o (J)) o cj)' is only isomorphic 
to rj o ($>.<£>') ). The consideration of those «change of base» maps 
(in a more precise enriched case) was motivated by the theory of in
duced vector bundles ( cf. / 50, 77 / ). 

582.2. Same remark as in Comment 581.1. 
583.1. R. a ( $ ) i.o. C . 

583.2. R. i.o. ^ e . 
585.1. 0 is the «change of base along <J> » functor. 
585.2. R. A i.o. SB . 
5 88.1 + S(pgr) is equivalent to the crossed product associated to the ac

tion of Catop on ^ CatC (Comment 579*3). Its domination D* is 
deduced from the «coherent» dominations on Cat given by Theorem 
9. A comparison with the properties of (J indicated in Comment 579.3 

exhibits the duality between covariant and contravariant maps. 
$(p<j) is also a general fibration over Cat0?, with as its 

fibre over C and with a non-normal cleavage defined by the «change 
of base» morphisms (as % is, cf. Comment 582.1). The functor HN is 
obtained by gluing together the functors HUQ(q- ) > 

588.2. R. Corollaire du Theoreme 9 i.o. proposition 11 . 
590.1. R. 3" i.o. C' . For more recent results, cf. comments o n / 7 7 / . 
590.2. Add 2116 . 

ON /93/: INTRODUCTION TO THE THEORY OF STRUCTURED CAT
EGORIES. 

This paper was written during our six-month stay in the U.S.A. (Fe-
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bruary to August 1966 ), while Charles was Visiting Professor at the Kansas 
University at Lawrence. The text was typed and multigraphed as a tech-
nical report of this university. For inclusion in this volume, it has been 
recomposed on Varityper, without any modification. 

591.1 + Typical functors. 
In the late fifties, Charles defined type and typical functors for 

giving a construction of structures on sets which makes «categorical» 
Bourbaki's one [12] ( to the formulation of which he had much parti
cipated) ; in / 52/ this problem led him to introduce the 2-cate gory Cat 
of natural transformations (in his rigourous terminology which names 
a category by its morphisms i.o. its objects). The type functors are 
the functors Set -> Set obtained from the power-set functor 9 by iter
ated products and well-ordered limits; more precisely (cf. Application 
1, page 119 / 102/ ) they are the objects of the closed by products and 
well-ordered colimits sub-category of Set generated by the single
ton natural transformation Id -> . Typical functors are sub-functors 
of restrictions of type functors. Cf. Blanc's Thesis [108 ] for a develop
ment of these ideas. 

592.1 . In fact, Top fulfills the listed property: the set of maps from M9 

to the topological space T may be equipped with the product topology 
T^ . So Top becomes a monoidal closed category for the Horn func
tor which associates T - ' to ( T', T) if T9 is the set underlying T9. 
The tensor product T®T9 is the product set TxT9 equipped with 
the «asterix topology», which is the finest topology making continuous 
the maps 

- x U ' j ; T-* T® T9 and { %} X - ; T9 -> T ® T9 

for each x€ T, x9 e T9 ( cf. Foltz [129], Borceux [109]). But Top 
is not cartesian closed, though Greve [134] has proved Top admits as 
many monoidal closed structures as there are functors Top -> Set. 

593.1 + Some motivations. 
This paper was written just after Charles wrote his report on Ben-

abou's Thesis [107] on algebraic theories. As it is said in the text, 
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593.1 ... Benabou includes categories in his theory by viewing them as 
families of structures on their Horn sets; then such a view was preval
ent among categoricians, and it led to the Eilenberg-Kelly's enriched 
categories (and all their variants); but we were not convinced by it, 
though occasionally using dominated categories (which are some kind 
of enrichment). Indeed, Charles felt that a category is a structure on 
the class of its morphisms, idea which originated from his conception 
of topological and differentiable categories for Differential Geom
etry and his development of structured categories in the early sixties 
(cf. Comments 24.1 and 55.2). The desire of assessing this «internal 
vision» (which has been largely recognized later on) motivated the 
theory of sketches given here, which provides an appropriate setting 
for elementary algebraic structures, generalized (i.e. defined by par
tial compositions) algebraic structures (e.g. categories) and even 
most of the usual topological structures, if sketches are understood 
in the sense of this paper (which was narrowed in /98, 106, 115/, 
cf. Comment 599 .I). 

593.2. The «sketch of topologies» (A. Burroni [18]) distinguishes both 
cones and large cocones. 

594.1. The term «logical» is ill-suited; theoretical would be more adapt
ed. Indeed, the «smallest» sketches constitute an elementary defini
tion of structures, while types do not; e. g. the sketch of categories is 
finite, while its type is the infinite simplicial category. 

594.2. Ideas are studied by Lair [145]. We'll come back to this question 
in Part IV, along with sketched structures. 

The construction of a «good» idea is exactly what the coherence 
problems studied by Kelly and Mac Lane [143] amount to. 

597.1. R. graph with Ke l 0 i.o. graph. 
598.1. This definition creates some difficulties later on. The examples 

suggest to take for pj a sub-sketch of p on a (non-stable) sub-neo-
category £/* of 1)" and for A the graph of a relation on the reflec
tion of U\ category L, so that JT be the quasi-quotient of L by A. 
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598.2. v(U' ) is a class of cones. 
599.1 + Sketched structures. 

The realizations or ( in a more modern language) models of a sketch 
¡1 in a sketch on Set are called sketched structures. The categories 
of sketched structures include : 
- the locally presentable categories of Gabriel-Ulmer [132], obtained 

when sketches are restricted to cone-bearing neocategories ( in the 
terminology of / 115/), also called categories marquees by Chevalley. 
- the localisable categories of Diers [122] which correspond to sket
ches in which the distinguished datas are cones and cocones ( cf. Ex
ample 2). 
- the categories of continuous functors in Freyd-Kelly's sense [131], 
which correspond to sketches in which cylinders are distinguished. 
Such sketches are actually studied by Guitart and Lair ( cf. [135] ), 
who look at cylinders as internal formulas. 

In later papers /98, 106, 115/ the term sketch means a cone-and-
cocone-bearing neocategory, and a sketch is universally embedded in 
its prototype ( in which the cones become limit-cones) and in its ty
pe (which is a complete category). 

In particular, a category H is a prototype when it is equipped with 
all its limit-cones. A model of ^ in this prototype is called an internal 
^'Structure in H. Many results of this paper would have been simplified 
if categories of internal (LT-structures had been considered i.o. of cat
egories of models in a sketch on H with fewer distinguished cones. 
However the more flexible approach used here leads to theorems still 
valid for «concrete» models of u> with respect to a concrete functor 
p; H -> Set, in which only canonical lifted limit-cones are to be used. 

599.2. This definition should take Comment 598.1 into account. 
600.1. For 9tpr. , this property comes from the equivalence 

(U2)K « (UK)2 

( where we use the more usual exponential notation). 
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6 03.1. ( jï) is the restriction to K ( j ! , ^, |LTJ ) of the product, for i e L , 
of the «évaluation at i » functors H ^ -* Hr , where U = a(t){pj). 

6 03.2. M on om orphie family is the usual term. 
606.1. Cf. Comment 186.1. 
610.1. Cf. Comment 182.2, where the condition that (vj,v2) became a 

monomorphic pair (resp. a sub-product) is expressed by requiring some 
cones to be sent on limit-cones. 

6 12.1. Here is an illustration of Comment 598.1: it would be more natural 
to consider py^n as defined by the sub-sketch {i(^f\ and the relation 

((<*>*>!)> (b,v2))9 ((b,v jJ^b^J), ((a, v2),( a, k)) 

on the free category on £/g^ (for why choose a. Vj rather than b.v2 

as it is done here, for instance ? ). 
620.1. Cf. Comment 197.1, where two slightly different sketches of neo-

categories ( — multiplicative graphs) are described: only the compos
ites jm„ im are singled out, not their factors. 

6 21.1. A quadruple of (H* ;H* ) is just a non-commutative square of H' . 
623.1. Comment 598.1 also applies here. 
627.1. New illustration of Comment 598.1. 
633.1. The sketches of quasi-categories and of categories have been sim

plified later on (cf. Comments 266.1 and 55.2) by expressing the asso
ciativity axiom more symetrically ; then the sketch of categories be
comes the dual of a sub-category of the simplicial category (cf. 
/ 113 / ) . The C'ff*,fi ^ff*;,iff"Kquasi-)categories, where V H ' is 
the class of all pullbacks, reduce to the internal ( quasi-Categories 
in H* ; they are studied in / 1 1 3 / . 

6 37.1. This axiom is unuseful fas it is proved in Proposition 5), because 
a category in which each morphism has a right inverse is a groupoid. 

637.2. Here again is an application of Comment 598.1. 
6 40.1. The axiom / . / = u is used for the first time; but it is not neces

sary ( cf. Comment 637.1 and the final Remark of Section 6 ). 
6 41.1. This sentence is unuseful if / . / = u is omitted (Comment 637.1). 
6 42.1. This lemma says that the morphisms of a groupoid are epimorph is m s 

(cf. Remark page 55). 
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6 44.1. p*> is the functor Hom(u\-):H* -» Set (in the usual notation). 
651.1. This result generalizes for sketched structures / 106/ . The tech

nic ity of the proof comes from the use of only « some » pullbacks ( cf. 
Comment 599.1). 

652.1. This technical section is intended to prove that the structured mul
tiplicative classes, graph s, cate gories,... studied in preceding papers 
/63, 66,100/ are particular cases of the «internai» notions defined 
here, when adequate choices of limits are made. 

6 53J. In these com men ts I use well-faithful, which is the exact transla
tion of the French term ( « bien fidèle » ) i.o. right faithful. 

6 56.1. p is ^-compatible iff it lifts canonical pullbacks / 7 7 / . 
657.1. K{ H ', R „( H' ) , VH* ) is the category of internal ^-structures in 

o 
H (cf. Comment 599.1). 

661.1. The definitions given here and in / 100/ are identical. They cor
respond to the models in Set of the sketch omc of multiplicative clas
ses ( Comment 182.2 ) and of the sketch o]q e o of neocategories (Com
ment 197.1). 

662.1. K(H* ) is the cate gory of internal K-structures in H\ 
663.1. 7? is the Yoneda embedding: 

663.2. This comes from the Yoneda Lemma. 
664.1. With the exponential notation: (%H*) U « ( % U ) H * (cf. / 1 1 3 / , 

Section II). 
664.2. Natural transformations to K* are looked at as functors to BK*. 
664.3. An identical natural transformation such as G'(e) is identified 

with a functor; hence G'(e)(x) is a map, while G(x)(e) is a (de
generated) square of maps. 

667.1. If H* admits pullbacks, the class has not to be shrinked. 
669.1. H* may be constructed by a single induction; but it is very large, 

( Cf. final Remark.) 
669.2. Here is used the preservation of limits by Yoneda embedding. 

The notation G' is unfortunate, since it had a very different meaning 
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in the preceding theorem. 
671.1. As soon as G(u) is repre sen table, so is G(u0) because G(u0) 

is an equalizer of (G(i. a), G(u )) ( cf. / 1 1 3 / ). Hence a//"-categ
ory on fe,e0) is the same as a generalized H'-category on e if H' 
admits equalizers or pullbacks- / 113 / . 

6 71.2. H' may also be constructed by a single induction. 
672.1. The «universal pullback completion» of H* , i.e., its reflection in 

the category of admitting pullbacks categories and of pullback preserv
ing functors, is not equivalent to a sub-category of (J = Sefl* ( cf. 
/ 102, 107/ ). So H' is only the «smallest» pullback-closed sub-cat
egory of (2 containing H Q . 

If H" does not admit pullbacks, the category of internal categories 
S in H' ( or in /7* ) is not equivalent to K(H' , & L, VH' ) , since the 
insertion morphism S0C > Ŝ  of objects into morphisms might not bel
ong to QL. 

ON /104/ : CATEGORIES STRUCTUREES GENERALISEES. 

Sections 1, 2, 3 collect results which are contained in preceding 
papers. A simplified version of Section 4 is given in the Synopsis. 

6 77.1. Generalized structured categories are now called internal categ
ories ( and widely used ! ). 

6 77.2. This «species of morphisms» gives rise to the fibration or index
ed category associated to an internal category; the crossed product 
is the domain of this fibration. 

6 77.3. In other words, it is a X-category in the cartesian closed category 
K domain of q ( cf. Comment 699-1 )• 

678.1. This section is developed in Part III - 1, e. g. in / 109/ which gives 
the final vers ion on structured cate gories. 

678.2. Cf. Comment 221.2. 
679.1. In older papers, the term p-structured sub-category of ( C\s ) was 

used only when its object of morphisms is a sub-structure of s. 
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682.1. For ordered categories, cf. / 6 3 , 6 7 / and the Guide/86 / which 
summarizes the long series of papers devoted to them. 

684.1. Cf. /92, 100/. 
685.1. This theorem is generalized in / 100/, Theorem 3-4. 
686.1. f/j is the dual of a sub-category of the simplicial category ('cf. 

/ 113/ ); it simplifies the sketch of categories described in / 9 3 / . 
687.1. The data of p is equivalent to make a choice of pullbacks on H * . 
687.2. In other words, { a,b,i,h\ defines an idea of the sketch of cat

egories (cf. Proposition 1-5 / 9 3 / ). 
688.1. Cf. Proposition 2.5 / 9 3 / and /113 / . 
6 89.1. 3*(H' ) 1S tne category of internal categories in H ' . 
691.1. Cf. Proposition 4.8 / 9 3 / and / 1 1 3 / . 
694.1 . The results of this section are proved more functorially in / 1 1 3 / . 
6 96.1 H P(F) is the dual of the crossed product associated to the action K9 

of H * on the dual of K # , not on K # . 
6 96.2. This just means that D: W X//*-> H' is a functor whose compos

ite with q gives the Horn functor of H' . Here again, Homf s,s9) is 
the set of morphisms s 9-* s and not the opposite (more usual) way. 

6 99.1 + Discretely structured, enriched and internal categories. 
Suppose qH' -» Set is equivalent to the functor associated with 

a final object / generator of H' ( i .e. , q admits atoms). As H* is 
a cartesian category, we may consider //-categories (in the sense of 
Eilenberg-Kelly [31], called relative categories by Benabou [6]). If 
(H' , D0 ) is a discretely g-structured category, there is an «identity» 
morphism / -> D0(s,s) taking the value 5 for each object s of H , 
so that we have a //-category H with H° as its underlying category 
and H (s 9, s ) = DQ (s 9, s ) for each 5 9 ; the faithfulness of q and the 
fact that H' is a category imply that the coherence axioms are satis
fied. Conversely, a H-category A gives way to a discretely ^-struc
tured category (A, A( - , - ) ) , where A is its underlying category. So 
in this case, the notions of //-categories, discretely ^-structured cat
egories and strongly g-dominated categories coincide. 
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699.1 ... If the final object of H' is not a generator, then a discretely q-
structured category may not determine a //-category nor a strongly dom
inated one. An instance is given by the faithful functor pgr; Cat -> Set: 
a Caí-cate gory is a 2-category (C',C") ; it defines a discretely pg: -
structured category ( C , Hottiq . ( - , - )" ) which is strongly pg:-domin
ated iff, for any 2-cells x, y, z , zf, 

z*.( yLx).z = (z'. y. x)l(z x. z ) . 
. L 

(It is a very strong condition which almost amounts to say that C" is 
discrete.) This comes from the fact that the « underlying functor » to 
consider should be the non-faithful functor Horn( 1 ,-): Cat + Set. 

The Remark page 699 extends to //-categories, where // is any 
cartesian category with commuting coproducts in Penon' s sense [83], 
i.e., satisfying the conditions 1 and 2 of this remark. Indeed, we have 
proved in the Appendix of / 119/ that in this case an analogue cons
truction ( which is just a Kan extension, cf. Synopsis ) gives a functor 
H-Cat-* CatfH J which admits a right adjoint. 

701.1+ R.. ^-dominée i.o, ^-structurée. The first assertion is precised : 
The data of the D(s", s'J give a polyspan D in H', indexed by H"0 

(in the sense of Bénabou [6] , recalled in the Synopsis). Indeed, its 
source and target are deduced from the factorizations 

- a , - [Id, 77 9 Id] _ a'(s",s>) = ( D(s»,s')-±-^D(s') --*D(s',s'))9 

^ Y , % s 7 - r ^ r ^ ^ V - ^ ^ ^ ^ ; [ I d ' n ' I d \ D(s'9s»)), 
where D( s ') denotes the sub-structure of D(s,sf) equivalent to 
D(s0 , s ') on the set 

1 m : s* -> s I me S , 

bs „s , is a sub-morphism of the projection p^ of the product and ag 

a sub-morphism of the composite D(a*, sf).p3 . Moreover, the domain 
D(sm, s" ,s') of the morphism k '(s m, s 0

 9 s ') constructed in Theorem 
9 is the pullback of as f„s* , bs „ s ,, which gives the multiplication of 
the polyad. 
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701.1 ... The second assertion of the Theorem means that P underlies a 
H-category (cf. Synopsis), i.e., a strongly g-dominated category since 
q admits atoms (Comment 699.1 ). 

In fact, this theorem is valid for more general fibrations than the 
«small» ones [82] arising from an internal category ( cf. Synopsis). 

703.1 + Cartesian closed categories in Topology. 
Quasi-topologies, generally called limit-spaces or convergence 

spaces, were studied by Kowalsky [144] and Fischer [128]. Before 
them Choquet had introduced pseudo-topologies, i.e., quasi-topologies 
in which a filter converges as soon as all the ultrafilters containing 
it converge; in [117], he also defines the quasi-topology of local con
vergence on the set of continuous maps T ~* T\ which reduces to the 
compact-open topology if T is a locally compact space. It is the fund
amental tool, since it equips the category of quasi-topologies with a 
cartesian closed structure.. This property ( which had not yet a name ! ) 
helped us for developing a differential calculus in (non-normed) top
ological vector spaces along the lines of the normed case [ 125] ; an 
analogue idea is adopted by Biicher- Frolicher [115] ( who write pseu
do-topology i.o. quasi-topology), Keller [142], Simonnet [158]. It was 
also fruitful in the theory of pro Ion ga tions of topological categories 
/ 9 2 / . Moreover, the category of quasi-topologies is «almost a topos »; 
precisely, it is a quasi-topos in Penon's sense [153]. 

From the late sixties, many authors were concerned with finding 
a «good» cartesian closed category for making Topology. Some of them 
favored the view of replacing Top by a «large enough » cartesian closed 
subcategory, e.g. the category of compactly generated spaces. Others 
tried to embed Top in a «small enough » cartesian closed category, as 
the category of quasi-topologies, of pseudo-topologies, or of Antoine 
spaces (which is the smallest one [148] ). Lately, much larger cat
egories have been considered to include also uniform spaces. Moreover 
axiomatic constructions have been given, and general «topological 
functors» have been thoroughly treated. For more details and literature 

831 



COMMENTS ON / 104/ 

703.1....on this subject, c£. Herrlich's paper [138]. 
Another idea for obtaining good categories of topological spaces is 

developed in shape theory, following Borsuk [110], Mardesic [150],...: 
a category of topological spaces is embedded in a full subcategory of 
its category of pro-objects ( which is its free completion for filtered 
limits); thus objects are the same but there are more morphisms. 

ON /113/ : ÉTUDE DES CATÉGORIES DANS UNE CATÉGORIE. 

The first draft of this paper was multigraphed in 1972 as lecture 
notes from a «Cours de troisième cycle » at the University Paris VII. Slight-
ly revised versions were distributed to research students in the three fol
low in g years. Most results ( except those of Section IV ) are taken back in 
/ 115/ . The text presented here is the final version we had prepared for 
publication in the «Esquisses Mathématiques » ( which did not concretize, 
because of material problems ) ; the main modifications with respect to the 
first version are pointed out in these comments. 

The style of this paper is more standard than in the older papers ; 
only elementary category theory is supposed known, and no references are 
given. 

7 08.1 + Most topologists consider A as « the » simplicial category, but for 
geometric reasons, they name its objects 

0, 1,..., n, ... i.o. 1, 2 , . . . , n+1, 

This convention is also adequate for the sketch of categories ( cf. 
Comment 710.2), so we have used it in these comments. 

Mac Lane [74] calls A the simplicial category ; its interest comes 
from the fact that, equipped with the ordinal sum, it becomes a 2-cat-
egory which is entirely generated by the two morphisms 

0 2 . 

Monads are the 2-functors from A to Cat, and they are determined 
by their values on these two morphisms, which satisfy the well-known 
equalities. 
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709.1. Cf. Gabriel-Zisman [35] and May [151] . 
710.1. U is the category which underlies the sketch of non-associative 

quasi-categories / 9 3 / . 
710.2. Cf. /93, 104/, where it is named a generalized structured cat

egory. The term internal category is more widely used. F( 1), F(2), 
F(3 ) are called the objects of objects, of morphisms, of composable 
pairs of the internal category F , and usually denoted by F0 , Fj, F2 5 

whence the utility of changing the name of objects of A (Comment 
708.1 ). The morphisms F(a), F(/3) and F(K) are the domain, co-
domain, and composition morphisms of F . These conventions are adopt
ed through out the Comments of Part III. 

711.1 + Colimits in the simplicial category. 
The generating relations for A imply that, for each integer n : 

- o ? is an absolute coequalizer of the pairs 

(n-Vl,8n

iGn

i) and (n + 1, S^+1 a]) ; 

is an absolute pushout. 
Proposition 1 only makes explicit these properties in the dual sub
category Up, for n = 1,2,3. In the initial version of the paper, it 
figured as a Lemma in Section III, just before it was used. 

713.1. This proposition means that U is an idea of the sketch of categ
ories and of the sketch of non-associative quasi-categories (cf. Prop
osition 1.5 / 9 3 / and, for the corollary, Proposition 3 / 104/ ). 

715.1. This proposition (which figured as a Lemma in Section IV of the 
primitive version) means that U" is another idea of the sketch of cat
egories. It precises Proposition 3.5 / 9 3 / . 

715.2. So the full sub-monoid of A* with object 4 is also an idea of 
the sketch of categories. 

717.1. This result may be deduced from Proposition 3 applied to BH. 
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719.1. For this proposition and its corollary, cf. Proposition 2.5 / 9 3 / 
and Proposition 4 / 104/ . 

722.1. Cf. Propositions 4 .8 /93 / and 6 / 104/ . 
726.1. Cf. Cordier [118] and Eilenberg-Kelly [31]. 
727.1. Charles was always afraid by these isomorphisms, saying «came 

fait toumer la tete », and, on the version he used to prepare his lec
tures he wrote in the margin : Tres difficile. 

728.1. The proof is shorter than in the first version. 
7 33.1. This proposition strengthens Proposition 4.9 / 9 3 / , where H ad

mits pullbacks and both Pj. G and p2 . G are supposed to be repres-
entable ( as in the initial Grothendieck's definition [42] ). 

735.1 + Indexed categories. 
A functor G: H°P -> Cat may be considered as an indexed category 

(with the terminology of Pare - Schumacher [82] ) if it is replaced by 
its associated fibration. This indexed category is said small if G is 
a structure of category on an object of H , i.e., if G corresponds to 
an internal category in H . In this way, the theory of internal categ
ories is englobed in the theory of indexed categories. 

Indexed categories (under different names) have been considered 
by several authors, following the lead of Lawvere [ 65 ] and Benabou 
[ 19 ]. In particular, Penon has studied the «locally internal categ-
ories» over a topos [154], and Pare - Schumacher develop their theory 
up to an adjoint functor Theorem. They are an important tool for unit
ing internal categories in // and functors toward //. 

736.1. Similar results for structured categories ( = «concrete» internal 
categories) are given in / 109/ (Propositions 7.2 and 8.2). 

738.1. This construction of d(F) is given in / 104/ where it is called 
the species of morphisms associated to F . 

7 40.1. The square category was so constructed in / 109/ ( Section 4) for 
structured categories, and the other results of this Section III also ge
neralize / 109/ . 

745.1. (QB> Qm> Q' ) 1S tne 3-category of cylinders of Cat: 
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whence the structure of 2-category deduced from the second and third 
compositions on the set of functors Hop-*QB ( cf. /63, 117/). 

746.1. Gray indicates this result in [39]-
750.1. Let G: Hop-> Cat be the functor ( = d(F) in Section II) asso

ciated to H . For each object e of H , the set of morphisms h; e -> s 
which factor through f defines a sub-category G'(e) of G(e), hence 
a sub-functor G':Hop + Cat of G . As this set may be identified to 
s'.H.e the functor p2. G'' is representable by s', and Gr is the 
functor associated to a sub-category F* of F in H . This provides 
another proof. 

751.1. Another proof: Identifying t with a category in B//, we see that 
t( 1 J, t( 3) and t(4) are also p-monomorphisms, since they are cons
tructed by limits from t( 1) (Proposition 1.1). It follows that f is a 
Up 

p -monomorphism such that p t is a p^-monomorphism ; whence, t is 
Tj 

a p" -monomorphism, for the omission functor: 

As pg: is a restriction of pv| to a full sub-category, t is still a pgr-
monomorphism. 

751.2. Cf. / 1 0 0 / . 
752.1. The implication 2' => 2 is not so evident. 
756.1. This criterium is Theorem 1.2 / 100/. In the first part of his cour

se, Charles gave this existence theorem (under the form of / 108 / ); 
this is the reason why it is not recalled here. 

757.1 + Categories of internal categories. 
Several papers are devoted to the theory of internal categories in 
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757.1 ... H . For instance, Vaugelade [97] gets several properties of the 
category CatfH) by linking the theories of internal categories and of 
distributors. In his dissertation [141], Johnstone is mainly concerned 
with the case H is a topos. 

If H is cartesian closed, so is CatfH). More generally monoidal 
closed structures are constructed on it, when H is a monoidal closed 
category ( cf. / 115 / and Comment 331.3). 

The 2-categorical point of view has been initiated and well develop
ed by Gray [39,40]. Bourn-Penon [112] characterize the finitely com
plete 2-categories which are exacly comonadic on a 2-c ate gory CatfH) 
by two simple properties ( «reducible 2-categories »). In [ill], Bourn 
proves CatfHj is a ditopos, when // is a topos. 

In relation with his theory of cosmoi, Street [161] studies the ex
istence and nature of internal full sub-categories. 

The associated sheaf theorem ( and its application to the existence 
of inductive limits in Catf H) ) is also valid when H is a cocomplete 
category in which countable well-ordered colimits are universal; in
deed, it's a consequence of Foltz's associated sheaf Theorem [33 ] 
for sketched structures. 

ON /94/ : TRENDS TOWARD UNITY IN MATHEMATICS. 

This paper, which gives a fair view of Charles's thinking about 
Mathematics, was read before an audience made of Faculty members, stu
dents and their families, at the University of Kansas. It has aroused some 
interest among mathematicians, and it has been translated in several lan
guages, e.g. Bulgarian, Czechoslovak, Portuguese, Spanish. 

759.1. Charles already teached that Mathematics is an Art in his first 
year as a Professor at the Lycée de Rabat in 1928. Fourty years later, 
in a Paris bus he fortuitly met one of his ancient pupils, who recogniz
ed him and recalled him this sentence. 

760.1. Bergson was a philosopher Charles had very much liked, but he 
was disappointed by Bergson1 s view of Mathematics when he re-read 
him in the sixties. 
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760.2. Charles was greatly impressed by Eudoxe's theory of ratios. 
760.3. We had thoroughly studied Archimedes' s works when Charles was 

preparing his lecture / 5 6 / for the Commemoration of Archimedes's 
2.000th anniversary. 

761.1. This conception of Geometry was a central theme for Charles, and 
it motivated his theory of covariant maps and contravariant maps / 47, 
122,91/ . Even in his last lectures fat Amiens, in 1978) on History 
of Mathematics, he much insisted on this point. 

762.1. We had long discussions about Cantor's works in the sixties, when 
Charles revised the French translation of the correspondence between 
Cantor and Dedekind (in which Cantor's theory is unfolded) for the 
re-edition of J. Cavailles's Thesis / 1 4 0 / . 

763.1. Here is an allusion to the theory of species of structures (or dis
crete fibrations) Charles undertook in the fifties and developed up to 
its present form in the early sixties, 

764.1. Sub-structures and quotient structures are introduced and extensive
ly used in the papers of Part III. 

764.2. This ( daring enough in 1966) prediction seems justified by the large 
amount of papers which are now concerned with the study of such clas
ses of functors, e.g., topological functors ( in Herrlich1 s sense) and 
their generalizations (Wischnewsky, ... ), monadic functors, monoidal 
and closed categories, ... 

764.3. The « bulldozer of Physics » is taken back from Queneau [155] who 
gives a more pragmatist view of Mathematics. 

765.1. This sentence is not pure rhetoric : Charles really believed it, 
and it illuminated all his life. 
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SYNOPSIS 

INTRODUCTION 

In the fifties and early sixties, concrete problems in Differential 
Geometry, Topology and Analysis led Charles to the study of fibrations 
under their various aspects, which is the central theme of this Part III. 
We are going to summarize the main results in a modern terminology and a 
slightly more general setting ( e.g. for Sections 4, 5 and 6 ). 

H denotes any category. It is said concrete when it is equipped 
with a concrete ( = faithful and amnestic) functor p; H -> Set. Though all 
the papers except /93, 104, 113/ are concerned with this concrete case 
(which is suggested by the applications), the Comments show that many 
results extend to the «non-concrete » case ( which has been more commonly 
used in the last years) and we'll give them so. 

As a (much used) abbreviation, we say that a functor p; H -> Set 
(category of «small» sets) satisfies condition £ if there exists a functor 
P : H -» Set ( category of «large » sets ) such that: 

- p is the restriction of P to P^ (Set) ; the classes of objects H0 

and Set0 belong to Set ; 
- P is sub-generating, i.e., if S is an object of H and A a small 

sub-set of P (S) , there exists a smallest P-sub-structure Sf of S whose 
image P(S*) is small and contains A ; 

- P is ^-sub-generating for the small ordinal which means / 113/ 
that moreover P lifts colimits of ^"-sequences of small P-sub-structures 
of S into P-sub-structures of S. 
( This condition allows to apply the general Existence of Adjoint Theorem 
1.2/100/.) 

1.ENRICHED SPECIES OR SYSTEMS OF STRUCTURES. FIBRATIONS. 

The results summarized in this section were suggested by problems 
in Differential Geometry (germs of category actions) and in Analysis ( op-
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timization problems, universal definitions of generalized functions); cf. 
Comments 470.3, 474.5, 490.2. 

a) Dominated species of structures /77, 9 1 / . 
If C is a category and k; C*S-* S an action of C on a set 5, then 

S is called a (strong) species of structures over C. It corresponds to a 
functor F: C -> Set whose fibres F(e) are disjunct and admit 5 as their 
union and to a discrete fibration ( called hypermorphism functor by Charles ) 
n: C *S -> C. This gives equivalences from the category QQ of species 
of structures over C toward Set and toward the category of discrete fi
brations over C (Comment 25.1). 

Let p; H -> Set be any given functor. The p-dominated species of 
structures are the functors F: C-> H such that the fibres of p.F be dis
junct. They are the objects of: 

- the category &(p) whose morphisms are the p-dominated covariant 
maps ; Qf p) is a sub-category of the category DH of diagrams of H , and 
is equivalent to DH if p is concrete and lifts isomorphisms; 

- the category %(p) whose morphisms are the p=>dominated contra-
variant maps / 9 1 / . 
The «dual character» of &(p) and %(p) is exhibited in Comments 579-3 
and 588.1. 

b) Species of morphisms and fibrations /70, 7 7 / . 
If p is the forgetful functor pj; Cat-* Set which maps a category 

C on the set Cj of its morphisms, a p^-dominated species of structures 
is called a species of morphisms ; it's just a functor G: C ~> Cat whose 
fibres G(e) are disjunct. It corresponds to an action k of the category C 
on the category X coproduct of the fibres. 

By analogy with the case X and C are groups, Charles defines 
the crossed product category S whose set of morphisms is the pullback: 

domain 
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( k 0 is the restriction of the action k to the objects of 2 ). The projection 
7? : 2-» C is a fibration with a normal cleavage given by C * 2 Q c—>2. 
Universal characterizations of 2 are known (Comment 440.2), e.g., it is 
the lax colimit of G [133]. 

The correspondence G \* n extends into an equivalence from Q(Pj) 
to the category Split of (split) fibrations, and into an equivalence from 
Cat^ to the category Split Q of fibrations over C, which is a reflective 
sub-category of Cat/ C (Comment 440.2 and [133] ). 

c) Actions of fibrations and distributors /11 / . 
We denote by fl the category &( Set/of «covariant maps », by 

ps : fl -> Se* and 6; fl -> Ca£ 

the functors which map a species of structures on its set of structures and 
on its base (or acting) category respectively. 

A ps-dominated species of structures F: C -*d with G — b. F gives 
rise to : 

- a discrete fibration over the coproduct of the categories G( e) , 
- an action of the crossed product 2 associated to G: C > Cat, on 

the union S of the p s F(e) and therefore to a functor L+Set. 
(Cf. / 7 7 / and Comment 490.1.) 

If G is the constant functor on a category C , the data of F re
duces to a couple of categories ( C, C') acting on S with commuting ac
tions, and, as 2 is then the product C 'xC, it corresponds to a functor 
C'XC+ Set, i.e., to a distributor from C,op to C Moreover, F is deter
mined by the «join category » which admits C ° P and C as sub-categories 
and S as the set of morphisms from C to C . If C' - 1 , this join category 
may be used to define indexed limits. (Comments 491.1 and 491.2. ) 

d) Partial actions and Kan extensions / 87 / . 
Partial actions of a category C are called systems, of structures 

over C. They correspond to well-faithful functors (or «partial discrete fi-
brations»), which are the functors q: K+ C such that is a sub-set of 
the pullback 
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domain 

The following notion of H-functors is introduced in / 8 7 / to enrich them. 

Let H be a regularly ordered category (H ,<) , i.e., an internal cat
egory in the category of posets satisfying some conditions /63 , 8 7 / . H 
is embedded in the 2-category Hp of its «partial morphisms » whose 1-mor-
phisms e -> e' are the pairs ( h: e e e ) with e < e , and there is a 2-cell 

(h, e) => (h1, e} ) iff e = e2 and h < hj ; ej e 

A unitary lax functor F; C -> Hp is a H-functor ( / 8 7 / and Comment 467.1) 
and a lax colimit of F a W-colimit. The existence of H-colimits is proved 
if H is completely regular and // cocomplete (Comment 468.1), or if there 
exists a functor p; H -» Sê  satisfying condition i for a lifting limits func
tor P: H Set / 8 7 / . Functors may be replaced by neofunctors. 

If H is the category Set with its restriction» order and if C is 
a neocategory, the category of H-neofunctors from C with disjunct fibres 
is isomorphic to the category of systems of structures over C, and 
is equivalent to the category of well-faithful neofunctors with codomain C . 
More generally, suppose H = (H ,<) and p ; H -> Set is a concrete functor. 
A H-neofunctor F such that the fibres p.F( e) are disjunct is called a 
p-dominated system of structures. Qf(p)Q denotes the category of p-dom
inated systems of structures over C 

The (generalized) Kan extension Theorem / 8 7 / asserts that, if 
there exists H-colimits, the category Q(p)Q of p-dominated species of 
structures over a category C is a reflective sub-category of &f(p)^' As 
corollaries : 

- The category of discrete fibrations is a reflective sub-category of 
the category of we 11-faithful functors. 

- A species of structures over a sub-category of C may be universally 
extended into a ( strong) species of structures over C. (Comment 470.1.) 
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2. COHOMOLOGY OF CATEGORIES AND FIBRATIONS. 
The cohomology of a category with values in a species of morphisms 

was devised to unite the cohomology with values in a sheaf of groupoids 
(which is used in the theory of foliations) and the cohomology of groups 
as it is done in Mac Lane [149]. 

a) First cohomology of a fibration / 7 0 / . 
Let G: C > Cat be a functor and 77 : 2-> C its associated fibra

tion. Crossed homomorphisms are defined as for modules on a group, and 
they correspond to the sections of 77 ; they are the objects of the lax limit 
L of G ; whence the first cohomology set of G , which is the set of com
ponents of the groupoid ly of isomorphisms of L (Comment 441.4). 

If only crossed homomorphisms with values in the centers of the 
fibres are taken, their classes may be composed and they form the first 
groupoid of central cohomology of G. 

To define higher order cohomology, Charles set up the following 
general frame, first introduced in a particular case in / 7 4 / . 

b) Cohomology with values in an enriched category /74, 9 1 / . 
The problem of cohomology is decomposed in three parts : 

1° Let H be a category equipped with an ideal / ( so that / . H. J C / ). 
The category K(H, J) of complexes has for objects the sequences 

K =(Kn^n: Kn + 1 + Kn)n where dn . dn + 1 e I for each n. 

There are functors Cn , Zn, B n ; K{ H, / ) o p X H -> Set such that 

Cn(K,-) = Hom(Kn,-), Zn(K,E) = \ f:Kn+ E | f.dncj\, 
Bn(K,E) = image of Hom(dn^,E) 

for each E in H 0 ; they are called the n-cochains, n -cocycles and w-co« 
boundaries functors. 

2° Let p ; H -» Set be a concrete functor and $ an ideal of K . A short 
(P »5)mexact sequence is a path (h'9h) of H such that h is a p-mono-
morphism (or initial lift of a monomorphism), hr a p-epimorphism and h9 

is the smallest J; such that k.he$. The functor p admits (K9, $ )-exact 
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sequences, where K' is a sub-category of K, if, for each p-monomorphism 
h with domain in H', there exists a short (p 9 $ )-exa.ct sequence (h',h). 

In particular, short (pj , JQ AT )-exact sequences, where IQAT is the 
ideal of Cat formed of the object-valued functors, are isomorphic to the 
data of a category A , a sub-category B and the quotient category A/B of 
A by B . If B is a proper sub-category (or admits a calculus of fractions, 
cf. Comments 551.1, 553.1 ), then A/B exists and explicit constructions 
are given /80, 9 1 / . It follows that pj admits ( Gpd, ] QAT )-exact sequences 
where Gpd is the category of groupoids. 

3° Suppose D: Hop X / / H is a «partial domination » of H , i.e., H* 
is a sub-category of H and p. D is a restriction of the Horn functor of H . 
A n-th cohomology functor for f}if, J, D, $ J is a functor 

Hn: K(H,J)°PxH' - H 

such that there exist functors Z n, B n : K(H, J ) o p X H 9 -* K satisfying: 
- Zn(K,E) is a p-sub-structure of D(Kn,E) on Zn(K,E) ; 
- Bn(K,E) is a ^K',p>sub-structure of D(Kn,E) generated by 

Bn(K, E) and there is a f p, 5^-exact sequence 

Bn(K,E)c^ Zn(K,E) - Hn(K,E). 

If S is a category and ; S K(H, J) a functor, the composite 
Hn(S-,~): SopxH'-+ K is a cohomology functor for S to (K',J , D,5^ 

Cohomology functors are constructed in /74, 9 1 / in the case where 
K = Ca£, H' = Gpo?, 5 ~JCat9 H 1S one °^ ^e categories Qfp^), Q(p1)c 

or S f p ^ (Section 1) and the partial domination D is deduced from the 
data of a functor q from a sub-category of H to the category Cat2 of dou
ble categories. For instance, if q sends a species of morphisms G on its 
(double) center, the corresponding cohomology functors are called central 
cohomology functors, denoted by Un . 

In / 8 4 / , the more general «quasi-cohomology » functors are defined 
and proved to exist if p satisfies condition 1 for a lifting limits functor. 

c) Cohomology of a category / 7 3 / • 
A « resolution functor» R; Cat ->K (Q( p ̂ , Jq) is constructed as 
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follows. Let C be a category; the «projection functor» Ab -> Set/ C0 ad
mits an adjoint; R(C) is the free object generated by the map 

bn:an^C0: ( fn,... ,f^ V P(fn), 
where on is the set of rc-simplices of C ( = functors n -> C ). Whence the 
central cohomology groupoids H"(R(C),G), for G: C -* Cat. 

If G takes its values in Ab , this groupoid is also the cohomology 
c 

groupoid with values in G associated to the final object of Ab by the 
comonad on Ab^ corresponding to the above adjunction (Comment 450.3). 

Various interpretations of this central cohomology have been given. 
E.g. if G is equal to its center, the domain of its fibration 77 : 2-» C is a 
2-category for the second composition : 

(z',f,e) + (z,f,e) = (z' + z,f, e), 
and the 2-cocycles (or factor-sets)«are » the lax unitary functors C ->2 
sections of 77. ( Cf, Comment 450.6. ) 

3. INTERNAL CATEGORIES. 
Reflections on the way for defining a category as an algebraic struc

ture on its set of morphisms led (Comment 593.1) to the theory of sketched 
structures / 9 3 / and in particular of internal categories (said generalized 
structured in /104/ ) while only «concrete» internal categories are* studied 
in Part III - 1. The main results are gathered in / 1 1 3 / , which uses about 
standard terminology. 

a) The category of internal categories /93, 104, 113/. 
The sketch of categories is the dual Up of the sub-category of the 

simplicial category with objects 0,1,2,3, equipped with two distinguish
ed cones ( cf. / 113/ , where n is denoted by n +1 ) . 

An (internal) category in H is a model of this sketch, i. e., a func
tor K: Up -> H sending the two cones on pullbacks. It is entirely deter
mined by a diagram ( its «idea» ) : 
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where is the pullback of the domain and codomain morphisms, and the 
identity and associativity axioms are satisfied. 

The category Cat(H) of categories in H is the category of 1-mor-
phims of a 2-category CatfH) whose 2-cells are the internal natural trans
formations. If H admits pullbacks, the functors in H «are» the categories 
in H2. 

Cat is identified to a sub-category of (and equivalent to) Cat('Set). 
We denote pi; Cat-* Set the evaluation at i functors, for i =0,1,2,3. 

If p; H -> Set is a concrete functor lifting canonical pullbacks, the 
p-structured categories (Part III- 1 and / 104, 105/) are the internal catego
ries K mapped by p on an ordinary category pK. Then CatfH) is equi
valent to the 2-category of p-structured categories defined in / 109/ . 

b) Associated structure of category /93, 104, 113/. 
If K is a category in H , for each object E of H , the image of K 

by Hom(E , -): H -> Set gives a category Homf E, K) on HomfEfKj); 
whence a species of morphisms Homf-fK) : Hop •-> Cat, and its associated 
fibration over Hop , called a «small» fibration (Comment 735.1). 

There is so defined an «insertion» Cat(H) C > Sp^t o p , and an 

equivalence from Cat(H) to the sub-category L of Cat whose objects 
are the functors G:Hop-+ Cat such that p¿.G is representable for i ~ 
0,1,2,3. In fact, G is an object of L (called a structure of category on 
the representation of pj . G ) as soon as 

- one of the functors p. . G, i = 1,2 or 3 , is represen table, if /7 ad
mits pullbacks, 

- Pg*G is represen table, if H admits equalizers. 

This equivalence is used in / 113 / to show that: 
- CatfH) admits the same limits as H * 
- If H admits pullbacks, the 2-category CatfH) is represen table, a 

representation of K being its internal category of squares. 

c) Internal sub-categories and universal problems / 113/ . 
Suppose that p; H -* Set is a functor satisfying condition o> for 
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P; H -> Set. Then, if K is a category in H , any small subset of P(Kj) 
generates a small sub-category of K in H . 

If P lifts limits, this result and the existence of adjoint Theorem 
1.2/100/ imply: 

- Cat(H) is a reflective sub-category of F («associated sheaf»), 
- Cat(H) admits the same colimits as H , 
- The category of groupoids in H is reflective in CatfH) /84/ . 

For other properties of Cat(H) , cf. Comment 757.1. 

4. INTERNAL FIBRATIONS. 
Charles introduced (concrete) internal species of structures to un

ite his theories of fibre bundles (as some topological or differentiable 
species of structures / 5 0 / ) and of local structures /39, 47 / . 

a) Internal discrete fibrations /59, 60, 8 9 / . 
A discrete fibration in H is an internal functor q; K -> C such that 

is a pullback. It is determined by. the category C in H , the projection 
q0 : KQ-> C 0 and the «internal action » cod; Kj -> KQ , which satisfy the 
unitarity and associativity axioms. This data is called an internal species 
of structures or (more recently [56] ) an internal diagram over C. By cons-
truction the category H of internal diagrams over C is equivalent to the 
category dFib(H )Q of discrete fibrations over C in H (Comment 475.1). 

If p: H -» Set is a concrete functor, an internal diagram in H sent 
by p on an ordinary species of structures is called a p-species of struc
tures. The category Q/p/ of p-species of structures and p-covariant maps 
is equivalent to the category of «concrete» internal discrete fibrations (cal
led p-structured hypermorphisms functors in / 6 0 / ) and, if p lifts canonical 
pullbacks, to the category &/H/ of internal diagrams in H . Limits in &/p/ 
and p-sub-species of structures are characterized in / 6 0 / . 
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b) Species of structures in Cat / 5 9 / . 
If p is the forgetful functor p^; Cat-* Set, a p^-species of struc

tures is called a Cat -species of structures. Among them are noted: 
- The species of structures over a double category C, which are the 

Ca£-species whose associated p^-discrete fibration q; K-> C is, also, a 
p^-discrete fibration if the two compositions of K and C are exchanged. 
They correspond to a pair of commuting actions of each category of 1-mor-
phisms of C on the same set. 

- The Ca£-species of structures over a discrete double category 
(C, Cdis), which correspond to the species of morphisms G: C-> Cat. If 
[I: r -> C is the associated pj -discrete fibration, the first category of V is 
the domain C *S of the discrete fibration associated to Pj. G and its sec
ond category is a sub-category of C ^ s x 2 . 

- The Ca£-species of structures over such a double category T , which 
correspond to the ps-dominated species of structures F: C -> (2 such that 
6. F = G (Section 1). 

c) Internal Kan extension theorems /89, 90/ . 
The equivalent categories of internal systems of structures (or par

tial neocategory actions) and of internal well-faithful neofunctors in H are 
similarly defined as categories of sketched structures ( Comment 475.1 ). 

Let p; H -> Set be a concrete functor. The «concrete» internal sys
tems of structures and well-faithful neofunctors are called p-systems of 
structures and p-structured well-faithful neofunctors /89, 9 0 / . They are 
the objects of the categories Gt'/p/ and J l ^ / p / . 

The internal (Kan) extension Theorem asserts that, if p satisfies 
condition £ for some lifting limits functor P , then fl/p/ is reflective in 
&'/p/ . It is deduced from the existence of adjoint Theorem 1.2 / 100/ and 
the construction of generated internal sub-species of structures. For appli
cation to the existence of EIy in Cat(H), cf. Comment 478.3-

This theorem is a particular case of the Qua si-expansion Theorem 
/ 9 0 / which universally extends the pair (q,qf) of a p-structured functor 
q and a sub-functor into a p-structured functor with hypermorphisms (q^q^) 

850 



SYNOPSIS 11 

so that q'j is a p-structured discrete fibration whose morphisms are final 
lifts with respect to qj . As the sketch of functors with hypermorphisms is 
easily drawn, this result transposes when H is any category admitting pull-
backs (cf. Comment 478.3 and Section 5). 

d) Internal fibrations /90, 77 / . 
Let H be a category admitting pullbacks. The internal functors with 

hypermorphisms (q,q') in which q and q* have the same codomain reduce 
to the internal fibrations in H , which are also the fibrations in the 2-cat-
egory CatfH) (Comment 513.1). The quasi-expansion theorem implies 
that the category SplitfH)Q of internal fibrations over the category C in 
H is a reflective sub-category of Catf H)/ C , the reflection of q being the 
projection (q, C ) -> C from the internal comma category ( Comment 478.3). 

Split(H)Q is equivalent to the category Cat(H^) of categories in 
C C the category H of discrete fibrations over C in H . A category A in H 

is called a species of morphisms in H ; there is associated the internal 
fibration 7? : 2-> C whose domain 2 is the internal crossed product, de
fined by the same pullback as in the case H — Set (where a species of 
morphisms G: C -* Cat may be seen as a category A in Cat with Aj = 
p2.G ) . (HC)A is equivalent to (Comment 514.1 and [56])» which 
internalizes the notion of action of a fibration (Section 1-c). 

If p; H -* Set is a concrete functor lifting pullbacks, the «concrete» 
internal species of morphisms in which each fibre becomes a p-structured 
category are called p-spaces of morphisms in / 7 7 / , where the preceding 
results are given for them. If p is associated to a final generator (it's said 
that p admits atoms), the category of p-spaces of morphisms over the p-
structured category C is equivalent to Cat(H ) . 

5. INTERNAL LIFTING AND EXPANSION THEOREMS. 

The results of/79, 89, 90, 95 / are united, simplified, and slight
ly generalized in this section (which will be developed elsewhere), 

H denotes a category admitting pullbacks. 
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a) Internal final lifting functors. 
An (internal) pointed functor in H is the data ( q9 19l) of an int

ernal functor q ; C--> C and a commutative square 

of H with / and I monomorphisms. 
The pointed functors in H are the objects of the category P F ( H) 

whose morphisms ( y , ) ; ( q, 19 I) ( q', lf, I') are the squares 

of CatfH) such that there exists a cube 

An (internal) final lifting functor in H is a pointed functor ( q, 191) 
in H such that: 

- q j defines a discrete neofibration q: F-» F in H ( Comment 475.1 ) , 
and a sub-neofunctor of q ; 

is a pullback, where a, b, k (resp. a, b, k ) are the domain, codomain 
and composition of C (resp. C ), V denotes pullbacks, and [ , ] factors 

A 
through pullbacks. (This «says internally» that F^ is formed of ^-surjec-
tions, i.e., of final lifts for q ; cf. Comment 476.1.) 

The final lifting functors in H are the objects of the full sub-cat-
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egory FL(H ) of PF (H), which admits as a sub-category the category 
FH(H) of functors with hypermorphisms in H (Comment 476.1), whose 

— A A 
objects are the (q, I, I) where q is a discrete fibration in H and F G — CQ. 

The categories SplitfH) of fibrations in H and dFib(H) of dis
crete fibrations in H are identified to the full sub-categories of FL(H) 

A 
with objects (q9l,Cj) and f qr, , ) respectively. 

K denotes either FL, FH, Split or d Fib\ and K(H)Q T where C 
is an internal category in H , is the sub-category of K(H) formed of the 
morphisms (^, Idç ) : ( q,l 9l ) -> ( q9l% I J. 
PROPOSITION A. A pointed functor (q,l,l) in H, where q: C > C, ad
mits a reflection into K(H) iff it admits a reflection into K(H')Q I . 

A. It is proved as in Comment 477.2. V 

b) Lifting Theorems / 9 0 / . 
Given a pointed functor f q, F C_> C, PC-» C ), is it possible to 

extend it into a functor in which the elements of F lift into final lifts and 
the elements of F become such distinguished lifts, and this, in the « intern
ai» case? Or : is FL(H) a reflective sub-category of PF(H)? Such is the 
«lifting problem » which generalizes the «expansion problem » of / 9 0 / . 

A A 
THEOREM I (Free lifting Theorem). A pointed functor f q, C0CL_* C^ , I ) 
in H admits a reflection (Q,m,l) into FL(H) such that Q is a restric
tion of the projection ( q,C)-> C of the internal comma category ( q, C). 

A . It is proved as in Comment 478.2. The object of morphisms of the 
domain D of Q is the pullback 

(which internally represents the set of (h9f9,f9h) such that / , / ' e F „ 
heC9 heC and h.f=f.q(h)}. V 
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COROLLARY 1 (Gray). Split (H ) is a reflective sub-category of CatfH ) 2 

the reflection of q: C -> C being the projection Q; ( q, C) -» C ... 

COROLLARY 2 /89 /. The functor d Fib (H )q -> H / C0 which maps a dis
crete fibration q: C -> C orc ¿¿5 restriction q0 admits an adjoint. 

A . The morphism 77 : S -» C0 genera tes the projection Q; ( q, C )-> C 
where g is the internal functor S ^L'S 

Let ( j , Idc): ( q, CQ C_> Cj , I )-* ( Q ,m , I ) be the FL(//> reflector 
constructed in the theorem. There is an internal sub-category G of the dom
ain D of Q whose object of morphisms is the pullback 

( which «represents » the set of ( e \ f\ f. h , h ) with h e F j , f e F j ), 

PROPOSITION B. (q,l,1) admits a reflection (q'9 I*,1) into FL(H) iff 
there exists a smallest morphism (y , Id^ ); (Q, m, I ) -> f̂ ', 1% Z j of FL f// j 
sz/c// that Xl»( • C; J factors through Qs f » . 

A . If H - Set, Comment 478.5 proves that y satisfies this condition 
when ( ^ . / , ld(- ) : ( q , I, I) ~> ( q9 ? I', I ) is a morphism ; the converse follows 
from the relation, for each / in Fj : 

For any // , this proof may be internalized using pullbacks, or the result 
ij o p 

deduced from above via the insertion F L(H ) C_* FL V 

c) The concrete case / 90 / . 
Let p ; /7 -> Sei be a concrete functor. PFfp) is the category of 

«concrète» pointed functors, for which / and I are p-monomorphisms over 
insertions. K(p ) is similarly defined from K(H) . The Expansion Theorem 
of / 9 0 / is included in the following 

THEOR EM 2 (Lifting Theorem). If p satisfies condition £ for a lifting 
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limits functor P, then Kfp) is a reflective sub-category of" PF(p) and 
K(H) a reflective sub-category of PF(H). 

A. PF(H) and K(H) are the categories of models in H of easily 
drawn sketches. So general results on sketched structures /106/ imply that 
the forgetful functor K(P)-> Set mapping (q9l9l) on P(Cj)xP(Cj) is 
sub-generating ( same proof as in Comment 477.1) and lifts limits; whence 
Theorem 1.2/100/ gives the assertion. V 

COROLLARY 1 /90 / . Let U: PFfp) + P F (-PF(Set)) be the forgetful 
functor. If p has a maximal section Z, then (q, I, I) admits a reflection 
into K(p) which is mapped by U on the reflection of U(q9l, I) into K. 

A. This comes from the lemmas: For each projective sketch a, the 
functor p °; Ha > Seta has a maximal section Z ° . - If Z ' is a maximal 
section of U; A A and U': A9-* A9 a restriction of U such that Z9( A9) 
is included in A9, then a reflector into A9 is mapped by U on a reflector 
into A* ( cf. proof Comment 478.5 ). V 

COROLLARY 2 / 5 9 / . With the hypotheses of Theorem 2, &/p/ is a reflec
tive sub-categpry of &9/p/. 

d) Internal quasi-expansions / 9 5 / . 
The final lifting functor in H universally extending a pointed func

tor also satisfies a co-universal condition, which precises the Quasi-exp-
ansion Theorem of / 9 5 / . 

If i: B -» A is a functor in H and I; F j -> Â  a monomorphism, we 
say that A is a I-quasi-expansion of i if (A , I, I) is a reflection in FL (H ) 
oi (i9i*l,1), where i*Z; iI -> Bj is the projection of the pullback. 

In particular, if H is concrete and if A is a F^-quasi-expansion of 
B in the sense of / 9 5 / (e.g., if B is a final sub-category of A and if F^ 
is Aj , cf. Comment 479.2), it follows from Proposition B that A is also a 
(F^ C > Aj )-quasi-expansion of B C_» A. 

An expansive functor in H is a data (q, l9 l9i ) , where (q 91,1) is 
A 

a pointed functor in H , and the domain C of q is a l-quasl-expansion of 
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i .Whence the category EF(H) of expansive functors in H and its forget
ful functor R to PF(H ) which sends (' q, I, I 9i ) on (q. i , i*l 9 I ) . 

THEOREM 3 (Expansion Theorem). Let (jJCLQ ) ; ( q,l ,Z ) -> ( q',1) be 
a reflector into FL(H). Then ( q9, I9,1, j) is a R-cofree object associat
ed to (q9l,1)9 and the coliberty morphism is defined by (Id£, Id^)* 

A. 1° ( q9

9 I9

9 19 j) is an expansive functor. Indeed, it is sufficient to 
prove that a morphism (cj>9ldQ ) : (j,j*l9, T*) ( q", l*, I9) to F L( H ) fac
tors uniquely through ( j 9 Id^ ) * As ( q*, I" 9l9) and ( qf

 9 /', IJ are objects 
of FL(H)9 so is (q'.q\l»9l), and (^JdQ):(q9l9l)-* (q9. q" 9l" 9l ) 
is a morphism to FL(H ) which factors through the reflector in to a (fy9 I&Q) 
such that 5> • / - 4* - Then , Id£ ) is the required factor of (<£, Id^ ) . 

2° Let ( qm, lm

9lm ,i) be an expansive functor and 

(qm..i9 i*lm,lm) - (q,l9l) mPF(H). 
The morphism (j .xj/' 9ijj . q 999 ) : (i , i*lm .l 999 )-* ( q9

9l9

 9l) factors through the 
reflector (i9 /d£ M I ) into '(#• , \jj . q 999 ) . Then 

{ty,il>):(qm

9im,lm,i)+(q'9i',l,j) 
is the unique morphism with (I d£ 9ld Q). R{xJ/ 9I[/) = (i/r1 ,iff) • V 

A 
For instance, if C F , F ) is a ^-admissible pair in the case H = Set 

then the expansion of q constructed in / 7 9 / is both the universal final 
A 

lifting functor and the co-universal expansive functor extending (q9 F, F ) . 
6. POLYSPANS AND ENRICHED FIBRATIoNS, 

In / 104/ , the quasi-topological category of local sections of a top
ological category is deduced from the study of enrichments of the small 
fibration associated to an internal category. We extend the construction of 
such enrichments to other fibrations thanks to the Benabou's polyspans [6]. 

H denotes a category which admits pullbacks. 

a) Polyspans, 
Let A be a set and (AxA)° the groupoid of pairs. A k-polyspan 

in H is a lax functor from {A x A ) 0 to the bicategory SpanH of spans. 
This definition is equivalent to the following one. Let nf^ : IA -> Up 
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where A, A', A "a A, ^ = n ( a , ( A A ) ) , &A ' A = II (j8 , ( A', A) ) , and 
= n ( K , (A A A ) ) are the source, target and multiplication of II 

which satisfy an identity and associativity axioms. 

EXAMPLES. 1° The 1-polyspans «are» the internal cate gories. 
2° If H is cartesian, a /7-category A is an A0-polyspan II such that 

n(A) is the final object / for each A e A0. (Their sketch, given in [116] , 
has suggested the definition of ap^ . ) 

3© Let Cr be the category of r-differentiable manifolds. The £rJ~k -
polyspan Jk>r in Cr «of A>jets» is defined by: 

Jk>r(V) = F looked at as an r-manifold, 
Jk>r(V, V) = r-manifold of A:-jets from > to F% 
^j/ » y >y: JK'R(V, V')*Jk>r(V'9 V)-*Jk'r(V», V)= composition of jets. 

6j Universal constructions of polyspans. 

PROPOSITION A. // H is cartesian, if II is a A-polyspan in H and if 
(.jy : 0 (y) -» n(A^))^ ep ¿5 a family of morphisms of H, then there exis ts 
a V-polyspan 0 ¿/1 // swcA that 1} ( y y ) is iAe pullback 
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be the discrete fibration associated to the model Up -> Se£ of the sketch 
of categories OQ AT which defines (AxA)° ; the sketch of A-poZyspans 
is ZA equipped with the cones canonically lifted along 77̂  from the two 
cones of OQat. Then a A-polyspan is a model II : ZA-> // of a\ , and it is 
entirely by the diagram 
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A. 0 will be a «relative» right Kan extension along i : V C—» IV . 
1° The map V -» A : y Â  extends into a functor A: IV ^ IA , and 

the given family defines a natural transformation 

/; a> II. A. i , where <y(y) = 0(y) for each y € V . 

As H is cartesian, the functor // f c; H ^ -> / / ^ has a right adjoint /? such 
that Rico') , for ' : V H , maps the object 77 on the finite product of 

2° If g: A /? is a functor, g* a right adjoint of g and A admits pull-
backs, then the «localized* functor gQ; A/a-» B/gfa) has a right adjoint 
for each object a of A. It follows from 1 that the «restriction» functor 
- £; H /11. A -» ff /11. A. t has a right adjoint. In particular, j ; co -> II.A.t 
generates the cofree object j*; £2 -> II. A such that 

ZF 
is a pullback in H .. The commutation of products and pullbacks implies 
that 0 is a T-polyspan. V 

In particular, if / is the final object of H , the polyspan deduced 
from 11 and from the family (I -* U(\) \ \ e A) is a //-category Arj . If II 
is an internal category in H (i .e. , if A = 1 ), this gives a functor c from 
Cat(H) to H-Cat (constructed in / 119/ , Appendix). 
PROPOSITION B. LetH be a cartesian category with commuting coproducts 
(in Penon's sense [83] ). If II is a A-polyspan and (Ay)y £p a partition 
of A, there exists a V-polyspan 0 such that 0 ( y) = i II ( A) | A e A^ } . 

A. The map p : A -* V defined by the partition extends into a functor 
p : Z A -» IV ; there exists a pointwise left Kan extension 0 of II along 
p and the universality of coproducts in // implies 0 is a polyspan. V 

COROLLARY /119/. The functor c; Cat(H)-> H-Cat admits an adjoint. 

A. If A is a //-category looked at as a AQ -polyspan in // , the polyspan 
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associated to the partition { A 0} is a 1-polyspan, therefore a category C 
in H (constructed in / 104/ ); C Q is the coproduct of AQ copies of / and 
Cj is the coproduct of { A(\',\) \ (\'9\) e A2

Q \ . This category is the 
c-free object generated by A (Proposition B /119 / and Comment 699-1 )• 

c) Polyspan associated to an enriched species of morphisms / 104/ . 
If V is a monoidal category and B a V*category, we have defined 

the category of V-species of structures over B in Comment 26.2. A category 
in this category is called a V-species of morphisms. 

In particular, let V be a cartesian category; a V-species of mor
phisms G over the V-category B is the data of a category G(rj) in V (the 
«fibre ») and of an in temal functor k V V : B'( rj 77) x G( rj) -» G (77 ') (the 
«action») for each 77, 77'e B 0 , satisfying some coherence axioms. 

PROPOSITION B. To the V-specie so f morphisms G over B is associated a 
B0-polyad II in V and a V-functor n: £-> B . 

A. We have il( 77) = G(rj) , 11( 77', 77) is the pullback 

diagonat 
the source, target and multiplication are defined as in Theorem 9 /104/ and 
Comment 701.1. 2 is the V-category associated to this polyad in b, so that 
2 0 = U! H om( I, G( 77) j ) j rje B 0 }. The «V-fibration » n is defined by: 

n ( , ) = 2( , n ( G ( , ^xBft,', i,)x G{r,) 0 ^£-B(,' , n ) 

APPLICATION. Let V be a concrete cartesian category with / as its gen
erator, and D:HopxH-*V a strong domination of H (hence D «is» a V-
c ate gory in H , Comment 699-1) such that D(e,-) preserves pullbacks for 
each object e of /7. To a category C in H there is associated the V-
species of morphisms G over D whose fibre G(e) is the category B(e,G) 
in V and the action ke^e ; D(e', e) X D(e, Cj ) -* D( e*, Cj) is the multi
plication of D . The polyad in V and the V-fibration above associated to 
G are those constructed in Theorems 8, 9 / 1 0 4 / . 
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