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I N T R O D U C T I O N 

Charles EHRESMANN s'est intéressé à des domaines très variés des 
Mathématiques. Il a profondément influencé le développement de la Topolo-
gie Algébrique, de la Géométrie Différentielle et de la Théorie des Catégo­
ries. Ses travaux (de 1932 à 1979, plus de 2.500 pages) sont souvent pas­
sés dans le domaine commun, mais beaucoup ne sont plus accessibles ma­
tériellement. C'est pourquoi, depuis plusieurs années, nous avions l'inten­
tion, Charles et moi, de publier ses œuvres complètes. 

Pour ne pas faire seulement un travail de compilation, nous voulions 
profiter de cette occasion pour mettre en évidence la genèse des idées et 
les motivations, pour améliorer certains résultats, pour relier les articles 
entre eux et avec ceux d'autres auteurs, pour indiquer les développements 
ultérieurs et, éventuellement, des voies non encore exploitées. 

Désirant être indépendants et n'engager que notre propre responsabi­
lité (Charles a toujours été très individualiste), nous comptions éditer ces 
«Oeuvres complètes et commentées» sous forme de Suppléments à notre pé­
riodique «Cahiers de Topologie et Géométrie Différentielle» . C'est pour réa­
liser ce projet tel qu'il avait été conçu que j'ai décidé, après le décès de 
Charles, d'entreprendre seule (contrairement à l'usage) cette publication. Je 
remercie tous ceux qui m'aident, par leur soutien moral ou leur souscription, 
à mener à bien ce travail dans cet esprit, comme l'avait souhaité Charles. 

PLAN GENERAL. 
Il est très difficile de classer les œuvres de Charles. L'ordre chro­

nologique est loin d'être satisfaisant (ainsi les travaux de Géométrie Diffé­
rentielle s'échelonnent de 1939 à 1973); une division par matières laisse à 

désirer, beaucoup d'articles contenant des parties très différentes. 
Le plan adopté (sans doute peu convaincant) tient compte à la fois 

de la date de parution et du sujet. Il comporte quatre grandes parties : 
I. Topolo gie et Géométrie Différentielle. 

IL Structures locales et catégories ordonnées. 
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INTRODUCTION 

III. Catégories internes et Vibrations. 
IV. Esquisses. Complétions. Enrichissements. 

Chaque partie, divisée en deux volumes, contient: 
- La liste des publications de Charles et une courte biographie de la pé­

riode correspondant en gros à la partie, 
-Les travaux originaux, reproduits par procédé photographique (et je 

remercie tous ceux qui m'ont accordé leurs droits de reproduction) ou recom­
posés lorsque la présentation n'était pas assez nette ; 

-Des commentaires fragmentés (en anglais) avec renvois aux textes, 
suivis d'un Synopsis guidant dans la lecture des articles et commentaires; 

-Une bibliographie relative aux commentaires et un index dans chaque 
volume ; parfois des documents annexes éclairant tel ou tel point. 

SUR LA PARTIE L 

La Partie I contient les premiers travaux de Charles Ehresmann, 
sur la Topologie Algébrique et la Géométrie Différentielle : au total 57 
articles, dont 32 Notes à l'Académie des Sciences de Paris, presque tous 
écrits entre 1932 et 1955. Les Parties 1-1 (Topologie Algébrique) et 1-2 
(Géométrie Différentielle) ont été réunies en un seul volume, car la divi­
sion entre elles est souvent difficile à faire. 

La plupart des notions introduites et étudiées dans ces textes font 
maintenant partie du folklore mathématique (et leur origine est souvent ou­
bliée) : espaces fibres, structures presque complexes, G-structures (d'abord 
appelées structures infinitésimales par Charles), variétés feuilletées, jets, 
espaces localement homogènes, structures locales... Il n'est donc pas utile 
de faire des commentaires «ponctuels» (du type de ceux que j'ai rédigés 
pour les autres Parties de ces Oeuvres). Les commentaires, écrits par des 
spécialistes des domaines analysés, portent sur des séries d'articles, qui 
sont replacés dans leur cadre historique, et surtout dont les développe­
ment ultérieurs sont indiqués. Sont également joints plusieurs textes, de 
nature plus générale, publiés en hommage à Charles après sa mort. 

Andrée CHARLES EHRESMANN 
Amiens, Juillet 1984 
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133. Revue critique des thèses de J. Cavaillès: Méthode axiomatique et for­
malisme, Revue Philosophique 131 ( 1941 ), 81 - 86. 

134. Analyse de l'ouvrage d'E. Cartan : «Les systèmes différentiels exté­
rieurs et leurs applications géométriques», Bull. Se. Math. 70, Paris 
( 1946), 117-122. 

135. Analyse de l'ouvrage d'E. Cartan : «Leçons sur la théorie des espaces 
de Riemann», Bull. Se. Math. 70, Paris (1946), 149-151. 

136. Travaux scientifiques de C. Ehresmann, Univ. Strasbourg, 1955, 1 - 19-

137. Rapport so mmaire sur les travaux de M. A. Lichnerowicz, Atti V Gong. 
Un. Mat. Italiana Pavia-Torino ( 1956), 21-26. 

138. Topologie algébrique, Formulaire de Math, à l'usage des Physiciens 
et ingénieurs, C.N.R.S. ( 1962 ), 202-220 (avec G. REEB ). 

139. Déjà vingt ans CTGD XVIII-4 ( 1977), 431-432 ( avec A. EHRES­
MANN ). 

5. ÉDITION DE TRAVAUX. 

140. Edition de l'ouvrage posthume de J. Cavaillès : Sur la logique et la thé­
orie de la Science, P.U.F. , 1947, Ie édition (avec G. C ANGUILHEM). 

141. Edition du Colloque de Géométrie Différentielle de Strasbourg 1953, 
Coll. Interri. C.N.R.S. ( 1953), I - 198 (avec A. LICHNEROWICZ). 

142. Edition des Résumés du Colloque sur l'Algèbre des catégories Amiens 
1973, CTGD XIV-2 ( 1973), 153-223 (avec A. EHRESMANN). 

143. Edition des Résumés du 2e Colloque sur l'Algèbre des Catégories, 
Amiens 1975, CTGD XVI - 3 ( 1975 ), 217-340 (avec A. EHRESMANN). 

144. Edition des Résumés des Journées T.A.C, de Chantilly, CTGD XVI -
4 ( 1975), 425-442 (avec A. EHRESMANN). 

145. Publication des : 
. Receuils d'exposés du Colloque de Topologie de Strasbourg : 1951, 

1952 et 1954. 
. CTGD, Volumes 1 à 20, depuis 1957 ( avec A. EHRESMANN ), 
. Esquisses Mathématiques, Volumes 1 à 30, depuis 1 9 70, Paris -Amiens 

( avec A. EHRESMANN ). 

INÉDITS PUBLIÉS DANS LA PARTIE IV - 1. 

146jy.l. Complétion d'un foncteur, Conférence faite au Colloque Dijon-
Paris, 1967. 

146jy.2. Les catégories dans l'enseignement, Conférence faite à Saint-
Quentin, 1972. 

A. C. E. 
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C U R R I C U L U M V I T A E 

Né à Strasbourg le 19/4/1905, mort à Amiens le 22/9/1979-
Elève de l'Ecole Normale Supérieure de 1924 à 1927. 
Agrégé des Sciences Mathématiques en 1927, puis Professeur au Lycée 
de Rabat (1928-29). 
Boursier Arcanoti-Visconti et David Weill, à Paris, sous la direction d'Elie 
Cartan, et à Goettingen auprès de Hermann Weyl (1932-34). 
Visiting fellow à l'Université de Princeton de 1932 à 1934. 
Docteur es Sciences Mathématiques en 1934 (thèse sous la direction d'Elie 
Cartan). 

Chargé de recherches au C.N.R.S. (1934-39). 
Maître de Conférences puis Professeur à la Faculté des Sciences de Stras­
bourg de 1939 à 1955. 
Professeur à la Sorbonne puis à l'Université Paris 7 de 1955 à 1975-
Après sa retraite, Chargé d'Enseignement à l'Université de Picardie. 

Visiting Professor à : Universidad do Brasil à Rio de Janeiro (1952), Prin­
ceton University (1953-54), Yale University (1955), Tata Institute à Bom­
bay (1956-57), Universités de Mexico (1958), de Buenos-Aires (1959), de 
Sao Paulo (I960), de Montréal (cours d'été 1961), Kansas University at 
Lawrence (1966). 
De plus, nombreuses conférences à l'étranger (Europe, Amérique du Nord, 
Amérique du Sud, Asie). 

Prix de l'Académie des Sciences : Prix Francoeur, Prix Bordin, Prix Petit 
d'Ormoy (en 1965). 
Docteur Honoris Causa de l'Université de Bologne en 1967. 

Crée en 1957 le périodique international «Cahiers de Topologie et Géomé­
trie Différentielle, qu'il dirige jusqu'en 1979- Dirige la série de prépubli­
cations «Esquisses Mathématiques» à partir de 1970. 
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CURRICULUM VITAE 

Organisateur de Colloques internationaux à: Strasbourg (1953), Grenoble 
(1963), Paris-Dijon (1967), Amiens (1973 et 1975). 
Président de la Société Mathématique de France en 1965. 

Directeur de 29 thèses de Doctorat d'Etat, 4 thèses de Doctorat d'Univer­
sité, 47 thèses de Doctorat de troisième cycle. (Voir la liste de ces thèses 
à la fin de ce volume.) 

Des renseignements biographiques plus détaillés sont donnés dans 
chaque partie de ces Oeuvres : 

- Partie I : Notices écrites par MM. Dieudonné et Choquet (ci-après 
reproduites de l'«Annuaire des Anciens Elèves de l'Ecole Normale Su­
périeure» 1980); voir aussi divers souvenirs personnels et mathématiques 
dans les commentaires de G. Reeb, P. Libermann, R. Thom, R. Hermann, 
A. C. Ehresmann (à la fin de ce volume). 

- Partie II- 1 : De 1955 à 1962. 
- Partie III - 1 : De 1963 à 1970. 
- Partie IV - 1 : De 1970 à 1979-

Pour une analyse des travaux mathématiques (dont la liste est don­
née ci-avant), voir les articles de A. Haefliger, R. Guitart, J. Bénabou et 
A. C. Ehresmann reproduits à la fin de ce volume, ainsi que les Synopsis 
figurant à la fin de chacun des 7 volumes de ces Oeuvres (où les résultats 
sont traduits en langage plus moderne). 

A. C. E. 
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EHRESMANN (CHARLES), né à Strasbourg le 19 avril 1905, décédé à Amiens le 
22 septembre 1979. - Promotion de 1924. 

Le père d'Ehresmann était fils de paysan ; grâce à une de ses sœurs, devenue diaco­
nesse à Strasbourg, il avait obtenu une place de jardinier de la maison de diaconesses à 
laquelle elle appartenait. Cette maison s'occupait d'une école et d'un hôpital ; elle avait 
un très grand jardin, dans lequel Charles a passé une grande partie de son enfance. Son 
grand-père maternel était meunier ; un de ses oncles maternels lui a peut-être donné le 
goût des voyages : pasteur, il fut missionnaire en Inde jusqu'à la guerre de 1914 ; il était 
alors rentré en Alsace, où il était pasteur près de Strasbourg. 

Les parents d'Ehresmann ne parlaient pas le français ; sa langue maternelle fut donc le 
dialecte alsacien ; il fit évidemment ses études primaires et le début de ses études secon­
daires sous le régime allemand, et il garda toute sa vie une légère pointe d'accent alsa­
cien. Brillant élève au lycée Kléber, son passage dans la classe de « taupe » avait laissé 
des souvenirs qu'on citait encore quelques années plus tard, et à dix-neuf ans il entrait à 
l'Ecole dans la même promotion que moi : une promotion scientifique qui est toujours 
restée très unie, et où sa simplicité, son égalité d'humeur et sa droiture eurent vite fait de 
lui gagner l'affection de tous. A une époque où ce n'était pas la coutume, nous l'appelions 
tous par son prénom. Lui-même était resté très fidèle à l'Ecole ; il se retrouvait toujours 
avec plaisir au Pot annuel des promotions 1922-26, et tenait son passage dans notre mai­
son comme un des meilleurs souvenirs de sa vie. 

Ce n'est pas qu'il fût très loquace, et sa réserve naturelle faisait contraste avec l'exubé­
rance de beaucoup d'entre nous. Issu d'une famille de protestants convaincus, il avait 
assez tôt abandonné les pratiques religieuses, mais en était resté très marqué, et son idéa­
lisme et son goût pour la philosophie y puisaient certainement leurs racines ; sous l'in­
fluence d'un de ses professeurs de lycée, il avait même un moment été attiré par 
F« anthroposophie » ; son héros idéal était Gandhi, dont il savait défendre l'action avec 
chaleur, et je pense qu'il est resté fidèle à cet idéal de non-violence, espoir d'un monde 
régénéré qui semble de plus en plus appartenir au royaume des chimères. 

Il était confronté à des camarades scientifiques où le scepticisme était la note domi­
nante (ce qui est peut-être excusable chez des jeunes hommes dont l'adolescence s'était 
passée au temps de la grande tuerie de 1914-18, qui en avaient subi le «bourrage de 
crânes », et qui voyaient déjà ressurgir la montée des périls, conséquence de l'inguérissa­
ble folie humaine) ; aussi se trouvait-il plus à l'aise auprès de philosophes comme Cavail-
lès (1923) et Canguilhem (1924), et plus tard il se lia d'amitié avec Lautman (1926), le 
philosophe de notre temps qui s'est le plus intéressé aux mathématiques, et qu'il avait 
retrouvé à Paris avant 1939. 

Son goût pour les voyages, qui devait le mener aux quatre coins du monde, se mani­
festa dès sa sortie de l'Ecole, car, après son année de service militaire, il demanda un 
poste au lycée de Rabat, où il resta l'année 1928-29, ce qui lui permit de visiter le Maroc. 
Mais sa passion pour la recherche mathématique était la plus forte, et dès 1930 il com­
mença à travailler en vue d'une thèse, d'abord à Gôttingen en 1930-31, puis à Princeton 
en 1932-34. Docteur en 1934, il resta au C.N.R.S. comme chargé de recherches jusqu'en 
1939, date à laquelle il fut nommé maître de conférences à Strasbourg. Une fois démobi­
lisé, il rejoignit cette Université, alors repliée à Clermont-Ferrand. Par un heureux con­
cours de circonstances, il put échapper à la rafle des professeurs strasbourgeois où, en 
novembre 1943, beaucoup de ses collègues furent emmenés en déportation ; mais il dut se 
cacher aux environs de Clermont-Ferrand jusqu'à la Libération. Rentré à Strasbourg en 
1945, il y resta jusqu'à sa nomination à Paris en 1955, dans une chaire de Topologie 
créée pour lui. Son départ à la retraite en 1975 lui fut un déchirement ; il put cepen­
dant encore continuer à enseigner comme chargé d'enseignement à l'Université 
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d'Amiens, jusqu'à ce que la maladie le forçât d'interrompre ses cours. A partir de 1952, il 
avait été invité pour de fréquents séjours de plusieurs mois dans de nombreuses Universi­
tés étrangères, jusque vers 1969. 

Ce n'est pas le lieu, dans cette notice, d'entreprendre une étude technique des travaux 
mathématiques d'Ehresmann, mais il faut souligner qu'il a dès à présent sa place dans la 
galerie des grands mathématiciens de notre temps qui ont créé une nouvelle branche des 
mathématiques, la Topologie différentielle. Sa thèse, qui, pour la première fois, décrivait 
l'homologie des grassmanniennes, est restée classique, vu l'importance centrale de ces 
variétés dans toute la Topologie et la Géométrie différentielle modernes. Dès ses études 
de licence, il avait été attiré par les profonds travaux d'Elie Cartan dans ces disciplines, 
tellement en avance sur leur temps qu'ils n'étaent compris que d'un tout petit nombre 
d'initiés. C'est à Ehresmann que revient en grande partie le mérite d'avoir su dégager de 
ces difficiles mémoires deux notions qui n'y figuraient que sous forme implicite et dont il 
fut un des premiers à montrer la fécondité, universellement reconnue aujourd'hui : les 
espaces fibres, et surtout les connexions. Et c'est lui qui a été l'initiateur de deux théories 
en plein essor à l'heure actuelle, celle des « jets », et (en collaboration avec G. Reeb, un de 
ses premiers élèves) celle des feuilletages. 

Dans ces travaux se manifestait une de ses tendances fondamentales, le besoin de com­
prendre, par-delà les techniques de calcul, la raison profonde des phénomènes mathéma­
tiques. Aussi participa-t-il avec ardeur, dès le début, à l'entreprise du groupe de mathé­
maticiens de sa génération connu sous le nom de « collaborateurs de N. Bourbaki », dont 
le but principal était précisément de mettre en évidence les structures mathématiques 
simples et fécondes, souvent ensevelies sous un fatras de développements inutiles ou trop 
particuliers, et d'en faire des outils puissants en vue de recherches nouvelles. Dès avant 
1940, il rêvait d'une théorie abstraite de toutes les espèces possibles de structures, ce qui 
rencontrait quelques réticences au sein du groupe Bourbaki ; lorsqu'il l'eut quitté, il 
trouva dans la naissante théorie des catégories le climat intellectuel qu'il recherchait, et 
plus de la moitié des quelque 130 articles qu'il a publiés se rapportent à cette théorie. 
L'avenir seul dira la portée véritable de ces recherches, insérées pour la plupart dans la 
publication « Cahiers de Topologie et de Géométrie différentielle » qu'il a dirigée depuis 
1957. 

Sa vie professionnelle n'a jamais cessé d'être guidée par sa scrupuleuse honnêteté intel­
lectuelle, son désir ardent de l'action créatrice et l'idéalisme candide de sa jeunesse. Très 
modeste bien que conscient de sa valeur, il avait longuement hésité avant de faire acte de 
candidature à la Sorbonne. Je ne crois pas qu'il se soit jamais inféodé à un des « clans » 
qui se forment presque inévitablement dans les Universités, et je ne lui ai jamais connu 
d'ennemis. Ces tendances permanentes et sa générosité naturelle ne se sont jamais mani­
festées avec plus d'éclat que dans son rôle de professeur. Il adorait enseigner et, avec 
Henri Cartan (1923) et André Lichnerowicz (1933), il est sans doute un de ceux qui ont 
suscité le plus grand nombre de vocations mathématiques ; il a dirigé environ 50 thèses 
de 3 e cycle et aussi 26 thèses de doctorat d'Etat ; plusieurs de ses anciens élèves, français 
et étrangers, sont devenus des mathématiciens de renommée internationale ; je ne citerai 
qu'un seul nom, celui de son premier élève, Feldbau, alsacien comme lui, promis à une 
brillante carrière et victime de la barbarie nazie. 

Au dire de ses élèves, les cours d'Ehresmann ne ressemblaient guère aux exposés bril­
lants et impeccables de certains de ses collègues ; il les préparait consciencieusement, 
mais souvent, au milieu du cours, une idée nouvelle lui venait à l'esprit et il en explorait 
les conséquences imprévues sans plus se soucier de son plan primitif. Par contre, tous 
proclament à l'envi l'incomparable stimulant que leur apportaient les conversations 
privées avec leur maître ; il s'y dépensait sans compter, cherchant toujours à leur com­
muniquer sa passion pour les mathématiques et à les forcer à se dépasser eux-mêmes ; et 
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c'est presque mourant qu'il a encore tenu à assister en partie à la soutenance de thèse de 
son dernier élève en juin 1979. 

Il n'avait jamais été malade et avait gardé jusque dans la vieillesse une allure étonnam­
ment jeune et une énergie indomptable ; en dépit de premiers troubles de santé en 1977 et 
1978, il refusait de consulter des médecins. Il fut terrassé en décembre 1978 par une 
grave crise d'urémie, compliquée quelques jours plus tard d'un œdème du poumon. Ses 
reins ne fonctionnaient plus et il dut rester sous dialyse permanente ; il résista encore dix 
mois, s'affaiblissant graduellement sans souffrances, avant que son organisme, épuisé, ne 
succombât. 

Jean DIEUDONNÉ. 

Le 22 septembre dernier, Charles Ehresmann quittait ce monde ; depuis le 4 décembre 
1978, les soins inlassables de sa femme et le dévouement compétent de ses médecins ten­
taient en vain de l'arracher au coma et à la mort. 

A tous ceux qui l'ont approché Charles Ehresmann laisse un souvenir vivace : la cha­
leur de son accueil, son ouverture d'esprit et l'éclat de ses yeux bleus sous un large front 
dégarni. Il était à la fois très humain et passionné par toute discussion concernant les 
mathématiques ; sa capacité de travail était exceptionnelle : il fut l'organisateur de plu­
sieurs conférences internationales, le co-éditeur de plusieurs grandes revues mathéma­
tiques, ne reculant pas devant une tâche assez exceptionnelle : il créa seul, en 1957, puis 
développa ensuite avec la collaboration de celle qui devait devenir sa femme, les « Cahiers 
de Topologie et Géométrie différentielle », devenus maintenant l'une des deux seules revuçs 
au monde à être consacrées essentiellement aux catégories, et l'une des rares revues 
mathématiques à vivre sans subvention. 

Il laisse une œuvre mathématique considérable, qu'on s'accorde généralement à diviser 
en deux parties : 

La première, réalisée avant 1957, fait de lui l'un des plus grands créateurs de la topo­
logie différentielle : il y développe des notions-clefs, des outils maintenant classiques, et il 
y exprime déjà ce besoin de comprendre qui, vers 1957, lors de son étude des « structures 
locales », lui fait introduire ce qu'il appelle les catégories ordonnées. C'est le début de la 
seconde partie de son œuvre, consacrée presque exclusivement au développement de sa 
théorie des catégories. Il va y consacrer vingt-deux ans de sa vie, d'abord seul, puis en 
collaboration avec Andrée Ehresmann, et avec de nombreux jeunes chercheurs ; les 
soixante mémoires qu'il y consacrera sont publiés, soit dans des revues internationales, 
soit dans ses Cahiers de topologie et géométrie différentielle. 

La théorie des catégories, qu'Ehresmann a beaucoup contribué à développer, est l'une 
de ces nouvelles branches des mathématiques qui, depuis vingt ou trente ans, sont nées 
ou ont connu un développement explosif. Comme l'ont été la logique et une partie de la 
théorie des probabilités, elle est l'objet de vives contestations de la part de nombreux 
mathématiciens. Comme à la logique, on lui reproche de se prêter facilement à de grands 
développements formels et faciles : mais il est probable que, comme la logique, elle se 
verra reconnaître droit de cité quand assez de bons esprits y auront travaillé. Le fait 
qu'un chercheur de la classe d'Ehresmann, reconnu comme un des plus grands en topo­
logie différentielle, ait consacré à cette théorie toute son énergie pendant plus de vingt ans 
soit dans ses « Cahiers de Topologie et Géométrie différentielle ». 

Pour Ehresmann, la recherche mathématique était une source de joie constante ; pour 
lui, les mathématiques étaient un art autant qu'une science, et la découverte une création 
libre dont la valeur réside dans ses possibilités indéfinies d'extension. « Le mathémati-
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cien, disait-il, est engagé dans la poursuite d'un rêve sans fin, dont la traduction en for­
mules précises exige un effort extraordinaire ; le vrai but de son rêve perpétuel est de 
comprendre la structure de toute chose ». 

Il pensait que son œuvre était loin d'être achevée et il comptait sur son épouse pour la 
poursuivre. Le fait que sa vie privée, depuis vingt ans, ait été indissolublement liée à sa 
vie de mathématicien, et que tous deux aient vécu une exceptionnelle symbiose intellec­
tuelle, permet de penser qu'il ne se trompait pas. 

Gustave CHOQUET. 

Extrait de l'Annuaire des Anciens Elèves de 
l'Ecole Normale Supérieure, 1980. 
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Cette P a r t i e 1-1 con t i en t une reproduct ion pho togra ­
phique des a r t i c l e s originaux de Topologie Algébr ique, à 
l T except ion de l 'exposé / 5 / e t des Notes aux CRAS qui, 
pour des raisons typographiques ( format plus grand) figu­
ren t dans la P a r t i e 1-2. Les c o m m e n t a i r e s sur les t ravaux 
des Pa r t i e s 1-1 e t 1-2 sont réunis à la fin de la P a r t i e 1-2. 
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PREMIÈRE THÈSE 

SUR LA TOPOLOGIE DE CERTAINS ESPACES HOMOGÈNES 

Préface. Les propriétés d'un espace homogène dans lequel opère un 
groupe transitif de Lie expriment simplement les propriétés de ce groupe. Il 
serait intéressant de savoir les relations entre la topologie d'un tel espace et 
les propriétés de son groupe de structure. Nos connaissances à ce sujet sont 
encore très incomplètes. Cependant, dans ses recherches concernant les 
groupes simples et les espaces homogènes symétriques, M. E. Cartan est arrivé 
à des résultats remarquables qui font connaître certaines de ces relations. Un 
des résultats les plus surprenants ramène la détermination des nombres de Betti 
d'un espace riemannien symétrique clos à un problème purement algébrique 
concernant le groupe linéaire d'isotropie de cet espace. Il existe une classe 
d'espaces riemanniens symétriques clos qui sont réalisés par des variétés algé­
briques complexes. Dans ce mémoire nous nous proposons d'étudier les 
propriétés topologiques des espaces de cette classe. La méthode indiquée par 
M. E. Cartan pour calculer les nombres de Betti revient, pour ces espaces, à 
décomposer certains groupes linéaires en groupes irréductibles. Ce sera l'une 
des méthodes employées. Comme les espaces considérés ont des définitions 
géométriques simples, nous avons cherché une deuxième méthode, qui utilise 
des procédés habituels à la topologie, à savoir les déformations et les subdivi­
sions en cellules. * Par cette deuxième méthode on peut déterminer d'une façon 
élémentaire les bases d'homologie et les groupes de Poincaré. Nous étudierons 
ainsi tous les espaces de la classe considérée et nous appliquerons la deuxième 
méthode à certaines autres familles de variétés algébriques. Nous démon­
trerons par la topologie certaines formules de géométrie énumérative, en 
particulier une formule importante due à H. Schubert. 

Pour faciliter la lecture de ce mémoire, nous rappelons dans la première sec­
tion quelques notions et quelques résultats qui jouent un rôle fondamental dans 
les travaux déjà mentionnés de M. E. Cartan. En ce qui concerne la topologie, 
nous renvoyons à un ouvrage de M. S. Lefschetz: "Topology" (voir l'index 
bibliographique). Au sujet des propriétés classiques des variétés étudiées, on 
trouvera des renseignements très complets dans un article de C. Segre: Mehrdi-
menstonale Rdume. 

Qu'il me soit permis d'exprimer ici ma profonde reconnaissance à M. Elie 
Cartan et à M. Salomon Lefschetz qui ont bien voulu montrer de l'intérêt 
pour mon travail. Leurs critiques et leurs suggestions m'ont grandement aidé 
au cours de mes recherches. 
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I. Généralités sur les espaces homogènes1 
1. Définitions et propriétés générales. Un espace homogène du type le plus 

général est un espace topologique dont le groupe des homéomorphies est 

1 Voir E. Cartan, a et b. Pour les titres complets des articles et des ouvrages cités 
voir Г index bibliographique. 
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transitif. Dans la suite nous réservons le nom d'espace homogène à une 
variété topologique à n dimensions qui est transformée transitivement par un 
groupe fini et continu G. Ce groupe sera appelé le groupe de structure de l'espace 
et nous supposerons que c'est un groupe fini et continu de Lie. 

Soit E un tel espace homogène, G son groupe de structure et g le plus grand 
sous-groupe de G qui laisse invariant un point O de l'espace, g est un sous-
groupe fermé dans G. En outre g ne contient pas de sous-groupe invariant 
dans G, si aucune transformation de G ne laisse fixes tous les points de E. G est 
supposé connexe. Le groupe g s'appelle groupe d''isotropic ou groupe des rota­
tions autour de 0. 

A un point M arbitraire de E on peut faire correspondre l'ensemble Sg de 
toutes les transformations de G amenant 0 en M. On les obtient en effectuant 
successivement une transformation arbitraire de g et une transformation particu­
lière S qui amène O en M. Réciproquement étant donné un groupe G, soit g 
un sous-groupe fermé dans G. L'ensemble de G et de g peut servir à définir 
un espace homogène E dont les points correspondent aux ensembles de trans­
formations Sg de G. Il y aura une correspondance ponctuelle entre les points 
de E et les points de la variété du groupe G. Un point de G a pour image un 
point unique M de E, mais un point M de E correspond à un ensemble de 
points Sg de G. Un voisinage du point M dans E se compose des images 
des ensembles sSgy où s est un élément arbitraire d'un voisinage V0 de l'élément 
unité dans G. Ainsi un voisinage du point 0 se compose des images des ensem­
bles sg. Supposons que les paramètres dans une région autour de l'élément 
unité de G soient des paramètres canoniques. Chaque transformation dans 
cette région est alors représentée d'une manière et d'une seule par le symbole 
eiXi + e2X2 + • • • + enXn + en+1Xn+i + • • • + erXr. Le sous-groupe g, qui 
est fermé dans G, est un groupe de Lie et nous supposerons que sa partie con­
nexe contenant l'élément unité est engendrée par Xn+i, • • • , Xr-\, Xr. Si V0 
est suffisamment petit, tout élément s de Vo est le produit d'une transformation 
bien déterminée de g par une transformation bien déterminée t de Vo représentée 
par eiXi + e2X2 + • • • + enXn. Cela veut dire que la variété sg coupe l'hyper-
plan en+i = en+2 = • • • = er = 0 en un seul point t à l'intérieur de Vo. Le 
point P qui représente dans E l'ensemble sg est en correspondance biunivoque 
avec le point t de paramètres (eh e2, • • • , en). Tout autre point de G corres­
pondant au point P est représenté d'une manière et d'une seule par un produit 
tg. Donc la région de G qui a pour image sur E un voisinage V0 suffisamment 
petit de 0 est le produit topologique de V0 et de g. 

Une transformation T de G fait correspondre au point M, image de Sg, le 
point M', image de TSg. En particulier S~l transforme le voisinage VoSg du 
point M en un voisinage S^VoSg du point 0. Les points de ce dernier voisinage 
sont encore en correspondance biunivoque avec des points t de paramètres 
(eu e2, • • • , en). En revenant au point M par la transformation S, on voit 
qu'un voisinage V0 de M a pour image dans G le produit topologique de V0 
et de g. Cette propriété a lieu pour un voisinage suffisamment petit d'un 
point quelconque de E; mais, en général, la variété de G n'est pas globalement 
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le produit topologique de E et de g. E est un espace de décomposition pour 
la variété G. Les propriétés d'un espace homogène ne traduisent ou ne révèlent 
que des propriétés de son groupe de structure. Cette remarque s'applique en 
particulier aux propriétés topologiques. L'existence même de ]a décomposition 
de la variété G qui fournit l'espace homogène E est une propriété topologique 
de G, qui permettrait peut-être d'arriver encore à de nouveaux résultats. 

2. Groupe de Poincaré d'un espace homogène. Le groupe de Poincaré 
de l'espace homogène E dépend d'une façon assez simple des propriétés de 
l'ensemble de G et de g. 

Toute courbe dans G a pour image une courbe dans l'espace homogène E. 
Tout arc OM dans E peut être recouvert par un nombre fini de voisinages V0 
dont chacun a pour image dans G une région qui est le produit topologique de 
ce voisinage avec g. On obtient alors sans peine un arc continu IS dans G 
qui a pour image l'arc OM. On peut aussi trouver dans G deux arcs voisins 
ayant pour images dans E deux arcs voisins donnés. Si l'on déforme l'arc OM 
d'une façon continue en laissant les points 0 et M fixes, on peut définir une 
déformation correspondante de l'arc LS, / restant fixe et 3 se déplaçant en 
général sur l'ensemble Sg. Etant donnée dans E une courbe fermée orientée C 
partant de 0 et y revenant, il lui correspond dans G une courbe orientée allant 
de l'élément unité / à un point J de g. 

Le sous-groupe g peut se composer de plusieurs parties connexes go, gh • • •, gk. 
La condition nécessaire et suffisante pour que la courbe C soit réductible à 0 
par déformation continue est qu'il lui corresponde dans G une courbe IJ qui 
soit déformable en une courbe située sur g0, le point / étant fixe et J pouvant 
se déplacer d'une façon continue sur g. Le point J se trouvera alors nécessaire­
ment sur gQ. On peut alors définir dans la variété de G un groupe T isomorphe 
au groupe de Poincaré de l'espace E. Une courbe allant de 7 à un point Ja 
de la variété ga représente un élément du groupe. Soient deux courbes I Ja 
et IJp. Si S est le point général de la courbe IJ le point SJa décrit une 
courbe JaJy allant du point Ja au point Jy — JpJa. La courbe composée de 
IJa et JaJy représentera le produit des deux éléments de r correspondant à 
IJa et U p . L'élément unité du groupe sera représenté par'toutes les courbes 
IJo qui sont déformables en des courbes situées sur g0, en supposant I fixe et J0 
mobile sur gQ. Le groupe F a pour sous-groupe invariant le groupe r0 repré­
senté par les courbes IJo. Le groupe quotient r/F0 est isomorphe au groupe 
quotient g/go. En particulier, si g est connexe le groupe F se réduit à r0. Si le 
groupe G est simplement connexe, F se réduit à g/go. 

Si G n'est pas simplement connexe, on peut considérer la variété simplement 
connexe de recouvrement de G. C'est la variété d'un groupe G. go a pour 
image dans G une variété g0 formant un sous-groupe de G. g0 n'est pas néces­
sairement connexe. Si g0 est la partie connexe de g0 contenant l'élément 
unité, le groupe discontinu go/gf0 est isomorphe au groupe F0. Si g est le plus 
grand sous-groupe de G recouvrant g, le groupe F est isomorphe au groupe 
quotient g/g'Q. 
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3. Espaces homogènes orientables et non orientables. Considérons un 

point P infiniment voisin de O. Il définit un vecteur infiniment petit OP ou 
une direction issue de 0. Le point P se déduit de 0 par une transformation 
infinitésimale e\X\ + • • • + enXn bien déterminée et les quantités ely e2, • • • , en 

—> 
peuvent être considérées comme les composantes du vecteur OP. Etant donnés 
n vecteurs infiniment petits OPi, OP2, • • • , OPn, nous dirons que le simplexe 
OP\P2 • • • Pn est de sens positif lorsque le déterminant | e(^| des composantes 
de ces vecteurs est positif. Si le déterminant a une valeur négative, le simp­
lexe est dit de sens négatif. Etant donnée une courbe allant de 0 à M, on peut 
la considérer comme image d'une courbe dans la variété G allant de l'élément 
unité 7 à un élément S. La courbe IS définit un déplacement continu le long 
de la courbe OM amenant le simplexe OPxP2 • • • Pn en un simplexe MQiQ2 
• • • Qn. Soit en particulier une courbe fermée (C) passant par O. On peut 
lui faire correspondre dans G une courbe allant de I à un élément R qui appar­
tient à g. Le déplacement le long de la courbe (C) amène le simplexe OP\P2 
• • • Pn en un simplexe OQiQ2 • • • Qn> Un point P correspondant à une trans­
formation infinitésimale s est amené au point Q correspondant à la transforma­
tion Rs ou (RsR-^R. Le point Q est donc défini par la transformation 
infinitésimale RsR'1 qui se déduit de s par une opération du groupe adjoint 
linéaire de G. Lorsque R varie d'une façon quelconque dans g, cette opération 
engendre un sous-groupe du groupe adjoint linéaire. Comme elle laisse invari­
antes les transformations infinitésimales de g, les variables eh • • • , en sont 
transformées entre elles suivant les transformations d'un groupe linéaire y. Ce 
groupe indique simplement comment le groupe g transforme entre eux les 
vecteurs infiniment petits d'origine O. Nous l'appellerons groupe linéaire oViso-
tropie. Si le déterminant de l'opération de y correspondant à R est positif, le 
simplexe OQiQ2 • • • Qn a le même sens que le simplexe primitif. Si ce déter­
minant est négatif, le déplacement le long de la courbe fermée (C) ramène le 
simplexe au point O avec un sens opposé. 

L'espace E sera orientable lorsque le déterminant de y est toujours positif. I l 
sera non orientable lorsque ce déterminant n'a pas son signe constant. En particu­
lier si g est connexe, le déterminant de y ne peut pas changer de signe et l'espace 
E est orientable. Ainsi la variété d'un groupe est toujours orientable. 

Le groupe y est en relation avec d'autres propriétés de l'espace E. Rap­
pelons que l'existence dans E d'une métrique riemannienne invariante par G 
revient à l'existence d'une forme quadratique définie positive en ex, e2) • • • , en 
invariante par le groupe 7. 

4. Les invariants intégraux d'un espace homogène à groupe fondamental clos.2 
Un invariant intégral de degré p de l'espace homogène E est une intégrale /12 
de degré p dont l'élément 2 est invariant par G. U est une forme extérieure 
2Aili2... ip [dxix dxÎ2 • • • dxip] dont les coefficients Aili2...ip sont des fonctions 

2 Voir E. Car tan, b. 
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uniformes des coordonnées X\, x2, xn d'un point M dans l'espace E. Les 
produits extérieurs [dxkdxi2 . . • dxip] sont les composantes d'un p-vecteur formé 
de p vecteurs infiniment petits d'origine M. 

La forme 12 sera complètement déterminée par sa valeur 12° au point 0, soit 
12° = 2A ilit... ip [dxix dxl2 • • • dxip\. On peut considérer comme composantes d'un 

vecteur infiniment petit OP soit les différentielles correspondantes dxh • • • , cfon, 
soit les paramètres wi, w2, • • • , con de la transformation infinitésimale 
coiXi + co2X2 + • • • + unXn qui amène 0 en P. Les sont des formes 
linéaires indépendantes par rapport aux dxi. Donc 12° peut se mettre sous la 
forme 2£?1i2... tp [co,-, w,-2 • • • œip]. Une transformation /2 du groupe des rotations 

g amène le vecteur OP de composantes co* en un vecteur OP' dont les compo­
santes ô)i se déduisent des cot- par une transformation du groupe linéaire y. Le 
fait que 12° est invariant par g se traduit par l'égalité: 

S-Biit,." t„ [ŵ  w., • • • <âip] = ?BilU... ip [â cô  • • • o?tp] 

c'est-à-dire la forme XBili2...ip [cotl coi2 • • • coîp] est une forme extérieure à coefficients 
constants invariante par le groupe linéaire y. 

Réciproquement toute forme extérieure 2Bili2 ,..ip [œ̂  coî2 • • • coîp] à coefficients 
constants invariante par y définit un invariant intégral 12 de l'espace E. 

Donc la recherche des invariants intégraux de Vespace homogène E revient à la 
recherche des formes extérieures XBili2...ip [ŵ  ui2 • • • coip] invariantes par le groupe 
linéaire y. 

Si le groupe de structure G de l'espace E est clos on a deux théorèmes impor­
tants démontrés par M. E. Cartan: 

a) Toute intégrale de différentielle exacte est équivalente à un invariant intégral. 
b) Tout invariant intégral équivalent à zéro est la dérivée extérieure d'un invariant 

intégral dont le degré est moindre d'une unité. 
Les intégrales que l'on considère sont des intégrales multiples /12 régulières3 

dans tout l'espace. Rappelons qu'une telle intégrale /12 est dite intégrale de 
différentielle exacte, si la dérivée extérieure 12' de 12 est identiquement nulle. 
L'intégrale /12 est dite équivalente à zéro, si la forme 12 est la dérivée extérieure 
d'une forme II dont le degré est moindre d'une unité. Plusieurs intégrales de 
différentielles exactes sont dites linéairement indépendantes, lorsqu'aucune 
combinaison linéaire de ces intégrales n'est équivalente à zéro. 

Il résulte des théorèmes (a) et (b) que, si l'espace E admet en tout np formes 
invariantes de degré p, linéairement indépendantes au sens algébrique ordinaire, 
et si vp de ces formes sont à dérivée extérieure nulle, le nombre d'intégrales de dif­
férentielles exactes linéairement indépendantes de degré p est égal à Vv + Vp-i — ftp_i. 

Un espace homogène E dont le groupe de structure est un groupe de Lie 
forme une variété analytique sans singularités. Il en existe par suite une sub­
division polyédrale définissant une multiplicité (en anglais "manifold") du point 

3 Voir G. de Rham, a. 
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de vue de la topologie combinatoire.4 G étant clos, l'espace E forme une variété 
analytique close à n dimensions dont une subdivision polyédrale fournit un 
complexe analytique fini. Cette variété rentre dans la catégorie des variétés 
closes au sujet desquelles M. G. de Rham a démontré le résultat fondamental 
suivant :5 

Le nombre d'intégrales de différentielles exactes de degré p linéairement inde-
pendantes est égal au nombre de Betti relatij à la dimension p. 

La considération des invariants intégraux fournit ainsi une méthode pour 
déterminer les nombres de Betti d'un espace homogène à groupe fondamental 
clos. Soit Rp le nombre de Betti relatif à la dimension p . . On a: Rp = 
vp + vp-i — Cette méthode se simplifie dans le cas des espaces homo­
gènes symétriques. 

5. Les espaces homogènes symétriques.6 Un espace homogène E qui a 
G pour groupe de structure et g pour groupe d'isotropie au point O est dit 
symétrique s'il existe une transformation ponctuelle er0 de cet espace ayant les 
propriété suivantes: 

1. <TO est involutive. 
2. O est un point invariant isolé pour <r0. 
3. co est une automorphie de G. 
4. La partie connexe de g contenant la transformation identique est le plus 

grand sous-groupe continu de G dont toutes les transformations sont invariantes 
par a0- -L'existence d'une "symétrie" o-0 par rapport au point O entraîne 
l'existence d'une symétrie analogue par rapport à un point quelconque de 
l'espace et toutes ces symétries sont transformées entre elles par le groupe G. 

Les résultats rappelés au §4 se simplifient ici en vertu du théorème suivant : 
Tout invariant intégral d'un espace homogène symétrique est une intégrale de 

différentielle exacte. 
Donc si l'espace homogène symétrique E est clos, le nombre d'intégrales de 

différentielles exactes linéairement indépendantes de degré p, ou encore le nombre 
de Betti Rp, est égal au nombre d'invariants intégraux de degré p linéairement 
indépendants dans le sens algébrique ordinaire. On connaîtra les nombres de 
Betti si l'on sait trouver le nombre d'invariants linéaires du groupe linéaire yp 
qui indique comment les formes extérieures [e^ eio • • • eip] sont transformées par 
le groupe linéaire d'isotropie y. 

y étant un groupe clos, il existe une forme quadratique définie positive 
invariante par 7 et par suite une métrique riemannienne à ds2 défini positif 
invariante par G. 

La détermination des espaces riemanniens symétriques se ramène à la déter­
mination de ceux que sont dits irréductibles. Pour un espace irréductible, le 

4 Voir au sujet de cette subdivision: S. Lefschetz, a, p. 364-366. S. Lefschetz and 
J. H. C. Whitehead, a. B. O. Koopman and A. B. Brown, a. 

5 G. de Rham, a, chap. Ill, p. 73. 
6 Voir E. Cartan, a, b et c. 
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continu de G Mtââ^Mesllç&fremfommiwb^ 
involutive de G. s t , s , a 

Pour les espaces de la deuxième catégorie^éûx cas peuvent se présenter. 
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moyenne du caractère de y' t t* On voit que le caractère de y ' est le produit des 
caractères des groupes linéaires y ' et y*9 qui indiquent comment y' transforme 
les formes [u^ • •. u*J et [û û»- • • • tZ»J. Donc le caractère de y ' est égal 
au carré du module du caractère de y . Pour en trouver la valeur moyenne, 
on peut décomposer le groupe linéaire y" en groupes linéaires irréductibles. Si 
Ton obtient k groupes linéaires irréductibles non équivalents entre eux, ces 
groupes figurant respectivement v fois, vi fois, • • • , v fois dans la décomposition, 
la valeur moyenne du carré du module du caractère de y\ est égale à 

„» + „• + . . . + , « . 

C'est aussi le nombre de Betti R .̂ 
En particulier y est irréductible et par suite les nombres de Betti JB et 

7?n-2 sont égaux à l'unité. 
Abstraction faite de deux espaces exceptionnels correspondant à un groupe 

simple de type exceptionnel, cette dernière classe d'espaces symétriques clos 
comprend les espaces suivants: 

L'espace projectif complexe. 
L'espace des variétés planes à p dimensions de l'espace projectif complexe à n 

dimensions. 
La quadrique complexe non dégénérée. 
L'espace des variétés planes à p dimensions génératrices de la quadrique complexe 

à 2p dimensions. 
L'espace des variétés planes à p dimensions qui appartiennent à un complexe 

linéaire non dégénéré de l'espace projectif complexe à 2p + 1 dimensions. 
L'étude des espaces de cette classe sera l'objet principal de ce mémoire. 

Nous appliquerons la méthode que nous venons de rappeler et qui conduit à 
des problèmes intéressants concernant certains groupes linéaires.10 Comme 
tous les espaces de cette classe ont une définition géométrique très simple, il 
sera intéressant d'étudier leur topologie aussi par une méthode plus directe qui 
donne des renseignements plus précis et qui s'applique à un grand nombre 
d'autres variétés algébriques. 

II. Les variétés de Grassmann considérées comme des espaces 
homogènes symétriques 

6. Le groupe de structure et le groupe d'isotropie. L'ensemble des variétés 
planes à k dimensions d'un espace projectif complexe à n dimensions définit 
une variété algébrique V appelée variété de Grassmann. En définissant chaque 

variété plane à k dimensions par l'ensemble de ses ^ ^ ^ coordonnées plûcker-

iennes homogènes p^ . . .^ , on obtient une représentation biunivoque de la 

• Voir pour la théorie des caractères: H. Weyi, a. 
1 0 Au sujet de l'application de cette méthode à l'espace projectif complexe, à l'espace 

des droites de l'espace projectif à 3 dimensions et à la quadrique complexe, voir E. Cartan, 
h et g. 
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variété V par une variété algébrique sans singularités de l'espace projectif à 

— 1 dimensions. (Nous désignons par le nombre de combinaisons 

b à b de a éléments.) La variété V est connexe, car elle est transformée transi­
tivement par le groupe projectif complexe, qui est connexe. 

La variété V peut être considérée comme un espace homogène symétrique clos. 
Considérons en effet le groupe hermitien elliptique, c'est-à-dire le groupe pro­
jectif G 

(1) (h h = 0, 1, • • • , w) 

qui laisse invariante la forme d'Hermite Xox0 + x\ xi + • • • + xn xn. Si A est 
la matrice de la transformation (1) et Â* la matrice imaginaire conjuguée 
transposée, on a: A A* = 1. Nous pouvons supposer | A \ = 1. Les trans­
formations infinitésimales sont: 

Nous désignerons toujours par [k] une variété plane à k dimensions. Soit la 
variété plane [fc]0 définie par les équations xk+i = xk+2 = • • • = xn = 0. En 
appelant y0, yi, • • • , yq les n — k dernières variables xk+i, xk+2, • • • , xn, le plus 
grand sous-groupe g de G qui laisse invariante la variété plane [/c]0 a pour 
équations: 

(g) 
U,jf = o, î, . . . , k) 
(z, i ' = 0, 1, • • • , q) 

C'est aussi le plus grand sous-groupe continu de G qui soit invariant par 
l'involution: 

Cette involution est une automorphie involutive de G. L'ensemble de G et de g 
définit donc un espace homogène symétrique clos. 

Chaque transformation infinitésimale de G se décompose d'une manière et 
d'une seule en une transformation infinitésimale de g et une transformation 
infinitésimale de la forme: 

(*' = 0, 1, • • • , q) 

0* = 0, 1, . . . , k) 

Celle-ci transforme la variété [k]0 d'équations y0 = yx — • • • = yq = 0 en une 
variété [k] d'équations: 

(2) 

Les (k + 1) (n — k) paramètres complexes coi7 peuvent être considérés comme 
les coordonnées complexes de cette variété' plane. Les équations de toute 
variété plane [k] voisine de [k]0 peuvent se mettre sous la forme (2). Le groupe 
G est donc transitif dans la variété de Grassmann V au voisinage de l'élément 
[k]0. Les transformés de [k] par le groupe clos G engendrent une variété close 
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V , qui devra être une région de V n'ayant pas de frontière dans V. Par suite 
V est confondu avec Y. La variété de Grassmann V peut donc être considérée 
comme Vespace riemannien symétrique clos défini par G et g. 

Sous forme symbolique, les équations de g s'écrivent : 

avec les conditions: (a) (à")* = 1, (b) (6)* = 1, | a | • | b | = 1. Soit (co) la 
matrice des paramètres coi;. Etant donnée la transformation infinitésimale 

cherchons sa transformée par une transformation de g. On aura: 

La transformation infinitésimale cherchée est donc définie par la matrice (a/) : 

La matrice (co) est donc transformée comme la matrice dont les éléments sont 
les produits yi x3<. Posons 

les matrices (ai) et (&]) étant unimodulaires. On aura: e*(*+i> = 1. 

(3) 

Le groupe linéaire d'isotropie est le groupe linéaire y qui opère sur les paramètres 
un et (an et qui est défini par l'équation (3). Il est du type considéré a la fin 
du §5. Le groupe linéaire qui opère sur les co,-,- seuls est le produit du groupe 
d'équation (co') = eid (co) et du groupe y" défini par: 

Désignons par gfc et Qq les groupes linéaires unimodulaires unitaires opérant 
respectivement sur les variables xo, • • • , xk et sur les variables yQ, • • • , yq. 
Le groupe y" est identique au groupe suivant lequel sont transformés les produits 
yi Xj lorsque les variables Xj et yi subissent respectivement les transformations des 
groupes qk et ga. 

7. Détermination des invariants intégraux et des nombres de Betti. 
Déterminons les invariants intégraux de l'espace riemannien symétrique réalisé 
par la variété de Grassmann V. D'après le §5, il suffit de déterminer les formes 
extérieures à coefficients constants des variables av> et cô#, ces formes étant 
invariantes par y. Il n'y a pas de forme extérieure invariante de degré impair, 
c'est-à-dire les nombres de Betti relatifs aux dimensions impaires sont nuls. Pour 
chercher les formes invariantes de degré 2s, nous décomposons en groupes 
irréductibles le groupe ya qui opère sur les formes extérieures [co^ • • • cô -J 
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lorsque les variables wi3 subissent les transformations de y". Nous employons 
la méthode des poids dominants de M. E. Cartan.11 

y" est une représentation linéaire irréductible du groupe semi­simple gfc X 
produit direct de gfc et de Nous considérons le sous­groupe abélien de y" 
correspondant aux transformations infinitésimales: 

U = о, î, ... , к) 

(i = 0, 1, . . . , q) 

où les \j et les m sont imaginaires pures et satisfont aux relations Xy = 0 

et m = 0. Par rapport à ce sous­groupe abélien, la variable x3 est de poids 

X;, yi est de poids ^ et œi3 est de poids X/ + La variable [coii;i • • • œisjs] est 
de poids Xy, + . . . + \js + mx + • • • + Ce poids est une forme linéaire 
à coefficients entiers : 

où m0 + mi + •«. + m A­ = n0 + ni + ••• + nq = s. Le poids П (X, JJL) est 
dit plus haut qu'un autre poids П' (X, /x) défini par des entiers m ­ et n £ lorsque : 

(j = 0, 1, • • • , к ­ 1) 

(г = 0, 1, , q ­ 1), 

l'une au moins de ces conditions étant une inégalité. D'après un théorème 
fondamental de M. E. Cartan, tout groupe irréductible Ts contenu dans ys est 
complètement déterminé par sa variable dominante. Pour qu'une variable u, 
c'est­à­dire une combinaison linéaire de formes extérieures [co^ • • • co ­̂J, soit 
la variable dominante d'un groupe irréductible Ys, il faut et il suffit que le poids 
de u soit plus haut que le poids de n'importe quelle variable transformée de u. 

Au lieu de considérer seulement les transformations des groupes unitaires 
Qk et gQ, appliquons aux variables x3­ et yi les transformations des deux groupes 
linéaires unimodulaires à coefficients complexes arbitraires. Les produits x3yi 
subissent alors les transformations d'un groupe semi­simple yU!. C'est le groupe 
à paramètres complexes qui a la même structure que le groupe unitaire Y". 
Toute représentation linéaire F de y'' peut être élargie en une représentation 
linéaire r ' de y'". Si r; est irréductible, T l'est également, et réciproquement.12 
Appliquons donc aux variables œi3 les transformations du groupe y'". Pour 
que u soit une variable dominante, il faut et il suffit que son poids soit plus 
haut que le poids de toute variable transformée. Il suffit de considérer les 
transformations infinitésimales de y'n qui correspondent aux transformations 
infinitésimales x3' df/dx3 et y{> df/dyi. A une variable de poids n elles font corres­

pondre une variable de poids n ­f X;-> — \3 ou II + m* — /zt­. Ainsi pour que 

11 Voir E. Cartan, / et H. Weyl, a. 
12 Voir H. Weyl, a, p. 289­290. 
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u soit variable dominante, il faut et il suffit que les transformées de u par 
xj> df/dXj ou yi* df/dyi soient identiquement nulles lorsque j ' < j ou ir < i. 

Soit u une combinaison linéaire de formes extérieures [œilh . • • cots,J. Pour 
que u soit une variable de poids II(X, fi), il faut et il suffit qu'elle ne soit composée 
que de formes extérieures de poids n(X, /z). Si II(X, p) est le poids dominant 
d'un groupe irréductible Ts, on a: 

car en permutant les \3- entre eux et les m entre eux, on obtient encore des 
poids de T5. En permutant convenablement les w# dans chacune des formes 
extérieures • • • co^J, on peut d'abord écrire les m0 variables cô - dont l'indice 
j est égal à 0, puis les mx variables co# dont l'indice j est égal à 1, etc. On 
arrangera les variables coî7 qui correspondent à une même valeur de j de telle 
façon que leurs indices i soient rangés par ordre croissant de gauche à droite. 
u aura alors la forme suivante: 

Dans cette expression, P(î) désigne une permutation P à effectuer sur les indices 
ii, i%, • • • , i3, et aP est un coefficient dépendant de la permutation P. Nous 
allons ranger les termes de cette expression dans un ordre bien déterminé. 
Prenons d'abord les termes dans lesquels le premier indice i a la plus petite 
valeur. Parmi ceux-ci prenons les termes dans lesquels le deuxième indice i a 
la plus petite valeur. En continuant la sélection d'après le même principe, on 
arrive finalement à un terme bien déterminé, qui sera pris comme premier 
terme. Le deuxième terme sera obtenu de la même façon parmi les termes 
restants. On voit qu'on pourra ainsi ranger tous les termes. 

Soit [cotl0 . • • œim(pœ{jno+li • • •] le premier terme. Nous allons montrer qu'il 
est égal à la forme extérieure 

que nous désignons par v. Soit ih le premier des indices ih • • • , imo tel que 
ih > h — 1. Posons ih = p et appliquons la transformation infinitésimale 
yh-i df/dyp. La variable transformée de u doit être identiquement nulle. Or 
c'est la somme des termes qu'on déduit des termes de u en remplaçant par 
h — 1 un quelconque des indices i qui est égal à p. En particulier, en rem­
plaçant dans le premier terme de a l'indice ih par h — 1, on obtient une forme 
extérieure qui ne peut figurer qu'une fois dans la variable transformée de u. 
Par conséquent il n'y a pas d'indice ih tel que ih > h — 1. Ce raisonnement 
montre que le premier terme de u est égal à v. Or v est une variable dominante 
de poids n(X, /x). Donc u — v est une variable dominante de poids n(X, /x). 
Ainsi le deuxième terme de u devrait être un multiple de v, c'est-à-dire la 
variable u se réduit simplement à la forme extérieure v. 

A tout ensemble d'entiers (ra0, m\, • • • , mk), tel que 
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correspond une variable dominante, [cooowi.o • • • COWO_IOJWOI • • •], et par suite un 
groupe irréductible T, bien déterminé. A deux ensembles distincts (mQ, mu - • • , 
mk) et (ra0, ml} • • • , mk) correspondent deux groupes irréductibles Ts et Ts qui 
ne sont pas équivalents. Donc la valeur moyenne du carré du module du 
caractère de ys est égal au nombre de ces ensembles d'entiers (wo, mu • • • > 
Donc: 

THÉORÈME. Etant donné Vespace riemannien symétrique réalisé par la variété 
de Grassmann V, le nombre de ses invariants intégraux de degré 2s est égal au nom" 
bre d'ensembles de k + 1 entiers (m0, mh • • • , mk) tels que m0 + rax + • • • mk — s 
et n — ^ ffl0 ê è • • • ^ mi ^ 0. Ce nombre est aussi le nombre de Betti R2» 
de la variété V. 

Pour connaître les variables qui sont transformées par le groupe T8 corre­
spondant aux entiers (mo, mh • • • , mk), on peut utiliser le schéma (ra0, mh • • • , 
m*) qui caractérise d'après M. H. Weyl,13 la représentation linéaire irréductible 
du groupe gfc de poids dominant m0X0 + m{Ki + • • • + ra^X*. 

1 2 
schéma (ra0, rai, • • • , mk) 

Le schéma définit un certain arrangement des s premiers nombres entiers. 
Dans la première ligne nous écrivons les mQ premiers nombres, dans la deuxième 
ligne les mi nombres suivants, etc. Le coefficient du poids dominant de T8 
est le nombre d'entiers contenus dans la iième colonne du schéma. En échangeant 
les lignes avec les colonnes, on obtient un deuxième schéma qui caractérise la 
représentation linéaire de &q de poids dominant noMo + ftiMi + ' • * • + wg//g. 
F8 est équivalent au produit des deux représentations linéaires correspondant 
à ces deux schémas. 

Soit P une permutation des nombres du schéma (m0, mh • • • , m*). Soit A 
une permutation par laquelle les nombres de chaque colonne sont permutés 
entre eux. Soit B une permutation par laquelle les nombres de chaque ligne 
sont permutés entre eux. Si P peut se mettre sous la forme AB (on effectue 
d'abord la permutation B, ensuite la permutation A), nous posons eP — signe 
de la permutation A; sinon eP = 0. Si P peut se mettre sous la forms BA, 
nous posons eP = signe de By sinon eP = 0. Les variables du groupe T8 sont 
alors les quantités *PP(j) [̂ idi * * * Wi,/J. On a en effet: 

On en conclut que les quantités ^ sont transformées entre 

13 Voir H. Weyl, a. 
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elles par les opérations de Ts qui correspondent soit aux transformations de Qk: 
soit aux transformations de $g. Par suite ces quantités sont bien transformées 
entre elles par le groupe Ts. 

Le groupe Ts étant clos, il laisse invariante une forme d'Hermite définie 
positive. En remplaçant dans cette forme d'Hermite les produits ordinaires 
par des produits extérieurs, on obtient une forme extérieure invariante par 7. 
La forme d'Hermite est déterminée à un facteur constant près, car il n'y a 
qu'une forme extérieure invariante par Ts. L'invariant intégral le plus général 
est défini par une combinaison linéaire arbitraire des formes extérieures in­
variantes qui correspondent aux différents groupes Ts. 

Ainsi l'invariant intégral de second ordre est défini par S[co¿íto¿y]. Il est facile 
d'en donner l'expression explicite en fonction des coordonnées plückeriennes 
Vaoctx... ak- Le groupe hermitien elliptique G transforme les variables pao<Xl... aje 
suivant un groupe linéaire irréductible clos, qui laisse invariante une certaine 
forme d'Hermite. Comme chaque terme de cette forme doit avoir un poids nul 
par rapport aux transformations infinitésimales ôxi = X¿x¿, où i = 0, 1, • • • , n 
et où les \ sont imaginaires pures, on trouve que la forme d'Hermite invari­
ante est 2paoai... ak paoai... ak- Imposons aux variables paoai...ak la con­
dition 2paoai... ak Paoax... ak = 1. L'invariant intégral du second degré sera 
f2[dpao0tl... akdpaoai... ak\. On en déduit un invariant intégral de degré 2s, à 
savoir J(E[dpaoai ...aji dpao<Xl... «J)s. En général il y aura encore d'autres invari­
ants intégraux de degré 2s. 

Si V est l'espace projectif [n] lui-même, c'est-à-dire si k = 0, on obtient ainsi 
tous les invariants intégraux. On a R2s = 1. On peut imposer aux coordon­
nées xo, • • - , xn la condition 2#¿r¿ = 1. L'invariant intégral de degré 2s sera 
ÎWdxdx jy . 

VÉRIFICATION. Donnons une vérification des résultats précédents en utili­
sant un théorème14 de topologie dû à M. S. Lefschetz. D'après ce théorème, 
le nombre de points fixes d'une déformation d'une multiplicité orientable Vn 
est égal à la caractéristique d'Euler-Poincaré multipliée par (—l)n. La variété 
de Grassmann V est une multiplicité orientable, parce que c'est une variété 
algébrique sans singularités, on encore parce que le groupe d'isotropie g est 
connexe. D'après les résultats précédents, la caractéristique d'Euler-Poincaré 
est égale à la somme des nombres de Betti R2s. C'est le nombre d'ensembles 
d'entiers (m0, mh • • • , mk) tels que n — k ^ nio ^ nii ^ • • • ^ mk = 0. En 
remplaçant m¿ par li — rrii + k — i, on obtient les ensembles d'entiers (Z0, h, • • • , h) 
tels que n ^ lo > h > • • • > lk è 0. La caractéristique d'Euler-Poincaré est 

donc égale à 

D'autre part, le groupe projectif complexe étant connexe, toute transformation 
projective de [n] est une déformation de [n]. Etant donnée une transformation 

14 Voir S. Lefschetz, a, p. 272. 
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projective générale, le nombre de points fixes est n -f- 1 et le nombre d'éléments 

[k] fixes est ( , J ). On retrouve bien la valeur de la caractéristique d'Euler-

Poincaré. Cependant il reste à démontrer que tout élément fixe doit être 
compté avec l'ordre de multiplicité égal à + 1 . Ceci résulte du théorème général 
suivant : 

THÉORÈME. Etant donné un groupe continu de Lie G opérant transitivement 
dans une variété analytique complexe V, les transformations de G étant définies 
par des équations analytiques par rapport à des variables, et des paramètres com­
plexes, tout point fixe isolé d'une transformation de G doit être compté avec un 
ordre de multiplicité égal à + 1 . 

En effet, soit 0 un point fixe isolé d'une transformation T de G. Un système 
de paramètres canoniques de G sera fourni par un système de r paramètres 
complexes d, • • • , er. Supposons que les r — n dernières transformations 
infinitésimales de base engendrent le groupe d'isotropie relatif à 0. L'ensemble 
des n paramètres complexes e\, e2, • • • , en constitue un système de coordonnées 
pour un voisinage v0 de 0. (Voir §1.) Dans v0 la transformation T est repré­
sentée par des équations linéaires par rapport aux variables e\, e2, , en. 
Pour définir la multiplicité du point fixe 0, on considère le produit topologique 
Vq X vo, c'est-à-dire le domaine défini par le système de coordonnées ex, e2, • • • • , 
en, elf e2, • • • , en. Dans ce système de coordonnées, la transformation T et la 
transformation identique sont représentées par des variétés planes complexes 
qui se coupent seulement au point — e{ — 0. L'indice de Kroneeker de ce 
point d'intersection est égal à - f l , ce qui prouve le théorème énoncé. 

III. Etude directe de la topologie des variétés de Grassmann15 
8. Démonstration d'un lemme. Comme les variétés de Grassmann ont une 

définition géométrique très simple, il est naturel d'étudier leurs propriétés topo­
logiques sans passer par l'intermédiaire des intégrales de différentielles exactes. 
On peut chercher à les décomposer en cellules. Il n'est pas nécessaire d'arriver 
à une subdivision en simplexes; en ce qui concerne l'homologie et l'homotopie, 
des cellules d'une espèce plus générale peuvent remplir le même rôle que les 
simplexes. L'intérieur des cellules que nous aurons à considérer sera homéo-
morphe à l'intérieur d'une sphère ordinaire, mais la frontière ne sera pas néces­
sairement homéomorphe à la surface de cette sphère. L'emploi de cellules de 
cette espèce est justifié à cause du lemme suivant: 

LEMME. Etant donnés un complexe K et un sous-complexe L dans K, si K-L 
est homéomorphe à une cellule ouverte, toute chaîne sur K, de dimension inférieure 
à la dimension de K-L, peut être déformée d'une façon continue en une chaîne sur L. 
Pendant la déformation les points de L peuvent être maintenus fixes. 

L'expression ucellule ouverte" désignera toujours un ensemble de points 

15 On trouvera un résumé de cette méthode et l'indication des variétés auxquelles nous 
l'avons appliquée dans une note des Comptes Rendus: C. Ehresmann, 6, 
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homéomorphe à l'intérieur d'une sphère ordinaire. Les complexes considérés 
sont formés de Simplexes. Si L est un sous-complexe du complexe K, nous 
appelons Jv-voisinage de L l'ensemble des Simplexes de K dont la frontière a 
une partie commune avec L. Soit JV£ ce K-voisinage. K-NK est l'ensemble 
des éléments de K qui n'ont pas de partie commune avec L. K-N% est un 
complexe fermé, est un ensemble ouvert. Le X-voisinage est dit normal, 
si tout simplexe de K qui a tous ses sommets sur L est situé entièrement sur L. 
Si le iv-voisinage n'est pas normal, on peut considérer le complexe dérivé K' 
de K et le K '-voisinage de L sera normal.16 Nous pouvons donc supposer 
dans la suite que le K-voisinage de L est normal. 

Si K-L est homéomorphe à une cellule, toute chaîne sur K-L est déformable 
en une chaîne sur Ar£, à condition que la dimension de la chaîne soit inférieure 
à celle de K-L. Soit, en effet, Cp une chaîne sur K, c'est-à-dire Cp est l'image 
continue et uniforme d'une chaîne formée de Simplexes à p dimensions. 
D'après le théorème fondamental17 de la déformation des chaînes sur un com­
plexe, la chaîne Cv peut être déformée en une sous-chaîne de K. Cette opéra­
tion effectuée, nous supposerons que Cp ne contient pas tous les Simplexes de 
K-L, ce qui a lieu en particulier si p est inférieur à la dimension de K-L. Il 
existe alors un point 0 de K-L qui est extérieur à Cp. Considérons l'homéo-
morphie représentant K-L sur l'intérieur d'une sphère S. Il existe une sphère 
S' intérieure à S et contenant à son intérieur l'image G du point 0 ainsi que 
l'image de l'ensemble fermé K-N&. On effectue alors la déformation suivante 
de l'image Cp de la partie de la chaîne Cp intérieure à K-L: Les points de Cp 
extérieurs à S' et situés sur S ' sont laissés fixes. Les points de Cp intérieurs à 
S' sont déplacés le long des rayons issus de 0 et sont finalement projetés sur S'. 
Après cette déformation la chaîne Cp se trouvera complètement à l'intérieur 
deiVi. 

Dans le raisonnement précédent, on aurait pu considérer aussi bien le K'-
voisinage JV£,, où Kf est une subdivision normale de K. Nous supposerons 
donc Cp déformé en une chaîne sur Il existe une déformation continue du 
complexe K qui réduit NR> à L et qui réduit par suite Cp à une chaîne sur L. 
En effet, comme le iT-voisinage de L est normal, tout simplexe Eq de N# a en 
commun avec L un simplexe Eq, bien déterminé. Pour faire la subdivision 
normale de K, nous introduisons un sommet M à l'intérieur de Eq et un som­
met M ' à l'intérieur de Eq,. Les points M sont les sommets des Simplexes de 

Le segment rectiligne M M ' est bien défini à l'intérieur du simplexe Eq. 
Faisons correspondre à tout point M le point M ' correspondant tandis que les 
sommets de K-N# se correspondent à eux-mêmes. Nous définissons ainsi une 
transformation barycentrique du complexe K' et les segments M M ' définis­
sent une déformation barycentrique qui réduit iV£, à L. Seuls les Simplexes de 
NK~L subissent une déformation; en particulier les points de L restent fixes. 

16 Comparer 8. Lefschetz, a, p. 91. 
17 Voir S. Lefschetz, a, p. 86. 
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Il existe donc bien une déformation continue satisfaisant à l'énoncé du lemme. 
En particulier la frontière de la cellule ouverte K-L est toujours connexe. 

Le fait qu'une chaîne contenue dans un voisinage NL de L peut être déformée 
en une chaîne sur L, a été démontré par M. S. Lefschetz18 avec des hypothèses 
moins restrictives. Il suffit de supposer qu'il existe une métrique dans K et 
que K et L sont clos et localement connexes. Le lemme démontré ici est 
valable si l'on suppose de plus que K-L est une cellule ouverte. Mais nous 
n'aurons qu'à considérer le cas où K et L sont des complexes. 

9. Conséquences du lemme. Soit K un complexe formé de simplexes. Les 
points d'un simplexe qui n'appartiennent pas à la chaîne-frontière de celui-ci 
seront appelés points intérieurs du simplexe. L'ensemble de plusieurs simplexes 
sera considéré comme une cellule lorsque l'ensemble de leurs points intérieurs 
est homéomorphe à l'intérieur d'une sphère. Les simplexes qui composent une 
telle cellule forment une multiplicité combinatoire ouverte, en vertu d'un 
théorème de M. E. R. van Kampen. La frontière de la cellule sera aussi 
composée de simplexes. On peut fixer une orientation de la cellule, ce qui 
détermine en même temps une orientation de ses simplexes de dimension maxi­
mum. La cellule orientée définit alors une chaîne bien déterminée, somme de 
ses simplexes orientés, et par suite une chaîne-frontière bien déterminée. 

Supposons que le complexe K puisse être considéré comme un assemblage de 
cellules du type considéré satisfaisant aux conditions suivantes: 1. Tout point 
de K est intérieur à une cellule et une seule; 2. La frontière de chaque cellule est 
un ensemble de points formé par la somme d'un certain nombre de cellules de 
dimension inférieure. Désignons par Ep les cellules orientées à p dimensions ou 
également les chaînes de simplexes définies par ces cellules orientées. Comme 
la chaîne-frontière d'une cellule Exv est un cycle orienté, elle contient toute la 
chaîne définie par une cellule Ep_lt dès qu'elle en contient un simplexe. D'une 
façon plus précise, les chaînes-frontières des cellules E%p sont des combinaisons 
linéaires des chaînes Ep__ly ce qu'on écrit sous la forme: 

(1) E Ï ^ V ^ E i _ v 

Soit Kp le complexe formé par toutes les cellules de K dont la dimension est 
inférieure ou égale à p. Le lemme du paragraphe précédent entraine alors la 
conséquence suivante : 

a. Toute chaîne Cp sur le complexe K peut être déformée d'une façon continue en 
une chaîne sur le complexe Kp. 

La preuve par induction est évidente. 
En particulier tout cycle Tp sur K peut être déformé en un cycle sur Kp. 

Une nouvelle déformation de ce cycle fournit ensuite un cycle formé de sim­
plexes de Kp. D'après une remarque déjà faite, le cycle sera déformé en une 

18 Voir S. Lefschetz, a, p. 92-94. 
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combinaison linéaire des chaînes Ep plus des simplexes dégénérés le cas échéant. 
Donc: 

b. Tout cycle Tp est homologue à une combinaison linéaire des cellules Ep. 
Soit Tp un cycle homologue à zéro. Il existe une chaîne Cp+i telle que: 

Cp+i Tp. Supposons Tp déformé en une combinaison linéaire de cellules Ep. 
D'après le lemme, nous pouvons laisser fixes les points de Tp et déformer Cp+i 
en une chaîne Cp+] sur Kp+i. Nous pouvons supposer que C'p+l est formé de 
simplexes de Kp+i. Comme Cp+l est un cycle (mod Kp), en d'autres termes 
comme sa frontière est sur Kp, Cp+l sera une combinaison linéaire de cellules Ep+l. 
L'homologie Tp ~ 0 sera une combinaison linéaire des homologies.S fî 3-Ep ~ 0. 
Par conséquent: 

c. Les bases d'homologie, les nombres de Betti et les coefficients de torsion s'obtien­
nent simplement par la réduction des systèmes de relations (1) à la forme canonique 
habituelle.19 

Les considérations précédentes permettent d'étudier la structure topologique 
d'un grand nombre de variétés algébriques. Rappelons que toute variété 
algébrique, réelle ou complexe, admet une subdivision en simplexes.20 Un 
domaine ouvert d'une variété analytique sera appelé une cellule analytique, 
s'il est homéomorphe à l'intérieur d'une sphère et si sa frontière est composée 
d'éléments analytiques. L'ensemble d'une cellule analytique et de sa frontière 
peut être subdivisé en simplexes de telle façon que le complexe formé par cette 
subdivision admet un sous-complexe recouvrant exactement la frontière. Donc 
le lemme du paragraphe précédent s'applique et toute chaîne Cq sur la cellule 
analytique à p dimensions peut être déformée en une chaîne sur la frontière 
de la cellule, à condition que q soit inférieur à p. Comme nous n'aurons qu'à 
considérer des variétés algébriques, il sera commode d'utiliser l'expression 
"cellule algébrique" pour désigner un domaine ouvert d'une variété algébrique, ce 
domaine étant homéomorphe à une cellule ouverte et sa frontière étant composée 
d'éléments de variétés algébriques. Un point sera considéré comme une cellule 
algébrique de dimension zéro. 

Etant donnée une variété algébrique V, supposons qu'on sache trouver un 
système de variétés algébriques contenues dans V et fournissant une subdivision 
de V en cellules algébriques Ep. Cette subdivision devra satisfaire aux con­
ditions suivantes: 1. Tout point de V appartient à une cellule E et une seule; 
2. La frontière de chaque cellule Elp est la somme d'un certain nombre de cel­
lules de dimension inférieure à p. Il existe dans ces conditions un complexe 
formé de simplexes recouvrant la variété V et tel que chaque cellule algébrique 
Ep soit subdivisée par un sous-complexe de ce complexe. Alors le lemme du 
paragraphe précédent est applicable et le complexe formé des cellules algébriques 
Ep jouit des propriétés a, b et c. 

13 Ceci est à rapprocher d'un résultat de topologie combinatoire qui indique dans quelles 
conditions un agrégat de cellules peut être traité comme une celiule unique dans le calcul 
des nombres de Betti et des coefficients de torsion. Voir A. W. Tucker, a. 

20 Voir B. L. van der Waerden, a. 
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Les variétés algébriques considérées ici peuvent être supposées réelles ou 
complexes. En ce qui concerne les variétés algébriques complexes, on arrive 
ainsi à des propriétés topologiques particulièrement simples. Une cellule algé­
brique complexe a un nombre pair de dimensions réelles; sa frontière, qui est 
par hypothèse formée de parties de variétés algébriques complexes, sera au plus 
à 2p — 2 dimensions réelles, si la cellule est à 2p dimensions réelles. Une 
cellule algébrique complexe définit donc un cycle. On sait qu'une variété 
algébrique complexe V est toujours orientable et qu'il existe une orientation 
naturelle bien déterminée pour V et pour toute variété algébrique contenue 
dans F.21 Supposons que par un système de variétés algébriques complexes 
on sache décomposer la variété V en cellules algébriques complexes E\p. La 
structure topologique de V sera alors très simple et très particulière. Chaque 
cellule E\v définira un cycle orienté bien déterminé. Tout cycle r2p+i sur V 
pourra être déformé en un cycle T2p+l sur le complexe K2p défini par l'ensemble 
des cellules algébriques dont la dimension est inférieure ou égale à 2p. Ce 
cycle T2p+1 est uniquement formé d'éléments dégénérés ; donc tout cycle T2p+i 
est homologue à zéro. Il n'y aura aucune homologie liant les cycles algébri­
ques définis par les cellules E\v. Donc ces cycles formeront une base minirna du 
groupe d'homologie relatif à la dimension 2p et il n'y aura pas de coefficients de 
torsion. 

Une cellule algébrique à une dimension complexe a pour frontière un point 
unique. Donc si la variété V est connexe, le complexe de ses cellules algébriques 
n'a qu'un élément E0, formé par un point unique. Toute courbe fermée dans 
V peut être réduite à ce point par déformation continue. Le groupe de Poincaré 
se réduit à Videntité. 

Un exemple classique d'une variété algébrique de cette nature est fourni par 
Vespace projectif complexe [n]. Il suffit de considérer une suite de variétés planes 
[n — 1], [n — 2], • • • , [2], [1], [0] satisfaisant aux conditions: 

Les cellules algébriques sont [p] — [p — 1]. Si [p] a pour équations 

une chaîne C8, où s ^ 2p + 1, peut être déformée en une chaîne sur [p] par la 
déformation homographique : 

(i = 0, 1, • • • , p) 

(j = P + 1, p + 2, . . . , n) 
le facteur X variant d'une façon continue de 1 à 0 ; par une petite déformation 
préalable il faudrait pourtant faire disparaître les points d'intersection éventuels 
de Cs avec la variété plane d'équations: x0 = .ri = • • • = xp = 0. 

21 Voir S. Lefschetz, a, ch. VII. 
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Nous allons voir que la réduction en cellules algébriques réussit pour un grand 
nombre de variétés algébriques; en particulier l'étude de la topologie des variétés 
de Grassmann devient par là d'une simplicité extrême. 

10. Les bases d'homologie des variétés de Grassmann. Nous considérons 
la variété V de tous les [k] d'un espace projectif complexe [n]. Pour éviter les 
confusions, nous représentons par {k} une variété plane [k] qui est considérée 
comme élément générateur d'une certaine variété. Introduisons les symboles 
de Schubert [a0, aa, • • • , ak]. Etant données k -f 1 variétés [a0], [ai], • • • , [ak] 
satisfaisant aux conditions: 

0 ^ a0 < ai < • • • < ak ^ n, [aQ] C [ai] C • • . C [ak] C [n], 

le symbole [a0, ax, • • • , ak] représente la variété des {k} contenus dans [ak] et 
ayant en commun avec [a;] une variété plane à i dimensions au moins. Les 
variétés [a0, ah • • • , ak] seront appelées variétés fondamentales de Schubert.22 

Ainsi [0, 1, • • • , k) représente un élément {k} unique; la variété F elle-même 
a pour symbole [n• — k, n — k — 1, • • • , n]. 

La variété fondamentale [a0, ai, • • • , ak] est une variété algébrique contenue 
dans V. On montre facilement que sa dimension complexe est a0 + a\ + • • • + 

fc(Jc -i- 1) 
ak 1—IL—L% La variété [a»] qui intervient dans la définition de [a0, ai, • • • , ak] 
est parfaitement déterminée, sauf dans le cas où a^i — a* = 1. Un {k} sera un 
élément singulier de la variété [a0, ai, • • • , ak], s'il coupe l'un des [a»] suivant un 
[i + 1], pourvu qu'on ait ai+x — a» > 1. Le lieu des éléments singuliers sera 
composé d'un certain nombre de variétés fondamentales dont les symboles 
s'obtiennent à partir de [a0, ai, • • • , ak] en exprimant que l'élément {k} coupe 
suivant un [i + 1] l'une des variétés [at] pour laquelle at-+i — a» > 1. Par 
exemple, le lieu des éléments singuliers de [1, 3, 4, 6] est composé de [0, 1, 4, 6] 
et [1, 2, 3, 4]. Une variété fondamentale moins le lieu de ses éléments singuliers 
est une variété homogène transformée transitivement par un groupe projectif de 
l'espace [n]. Les seules variétés fondamentales qui n'ont pas d'éléments singu­
liers sont les variétés de tous les {k} contenus dans un [m], ou les variétés de 
tous les {k} contenus dans [m] et passant par [r]. Ce sont des variétés de 
Grassmann; la variété des {k} contenus dans [m] et passant par [r] est, en effet, 
en correspondance biunivoque avec la variété des [k — r — 1] d'un espace 
[m — r — 1]. 

Ceci étant, nous allons montrer que la variété V peut être décomposée en 
cellules algébriques par un système de variétés fondamentales de Schubert. 
Prenons dans [n] une suite de variétés planes [n — 1], [n — 2], • • • , [1], [0] satis­
faisant aux conditions: 

(1) [n] 3 [n - 1] 3 [n - 2] 3 . . . 3 [1] 3 [0] 

22 H. Schubert, a et 6; C. Segre, a, p. 795. 
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et considérons toutes les variétés [a0, ai, • • • ,ak] définies à l'aide des [at] de cette 
suite. Démontrons par récurrence la règle suivante : 

La variété [a0, ai, • • • , ak] devient homéomorphe à une cellule ouverte, lorsqu'on 
en retranche toutes les variétés fondamentales dont les symboles se déduisent du 
symbole [a0, ah • • • , ak] en y remplaçant un des nombres a* par a» — 1. Si un 
symbole obtenu de cette façon n'a pas de sens, on le néglige. 

Supposons la règle démontrée pour les variétés fondamentales engendrées par 
des {k — 1} et montrons qu'elle est alors également vérifiée pour les variétés 
fondamentales engendrées par des \k}. Comme elle est vérifiée pour k = 0 
(espace projectif), elle sera démontrée pour tous les cas. 

Considérons la variété [a0, ai, • • • , ak). Un élément général {k) de cette 
variété rencontre [a0] en un point M et coupe suivant un {k — 1 ) un hyperplan 
général [n — l]f. Nous pouvons choisir l'hyperplan [n — 1]' de telle façon qu'il 
satisfait aux conditions suivantes: [a0] est coupé par [n — 1]' suivant [a0 — 1]; 
les variétés [a0 + 1], [a0 + 2], • • • , [n — 1] de la suite (1) sont coupées par 
[n — iy respectivement suivant des variétés [a0]', [a0 + 1]', • • • , [n — 2]' dis­
tinctes des variétés planes de la suite (1). L'élément {k} de [a0, ax, • • • , ak] 
correspond d'une façon biunivoque à l'ensemble d'un point M de [a0] et d'un 
{k — 1} de l'hyperplan [n — 1]', pourvu que {k} ne rencontre pas la variété 
[a0 — 1]. L'élément {k — 1} n'est pas arbitraire dans [n — 1]'. En effet, si 
{k} coupe [aî\ suivant un [i], il coupe [a» — 1]' suivant un [i — 1]. Réciproque­
ment, si {k} coupe [a» — 1]' suivant un [i — 1], il coupera [aj suivant un [i], à 
condition que le point d'intersection M de {k} et de [a0] ne soit pas sur [aQ — 1]. 
Donc les {k} qui ne rencontrent pas [a0 — 1] correspondent aux {k — 1} de la 
variété [ai — 1, a2 — 1, • • • , ak — 1]' — [a0 — 1, a2 — 1, • • • , ak — 1]', définie 
à l'aide des variétés planes de la suite [a0 — 1], [a0]', [a0 -f 1]', • • • , [n — 1]'. 
Or par hypothèse la variété [ax — 1, a2 — 1, • • • , ak•— 1]' se réduit à une cellule 
ouverte lorsqu'on en retranche toutes les variétés dont le symbole se déduit du 
symbole [a± — 1, a2 — 1, • . . , ak — 1]' en remplaçant un des nombres at — 1 
par ai — 2. Lorsque {k — 1} décrit cette cellule ouverte pendant que M décrit 
la cellule ouverte [a0] — [a0 — 1], l'élément {k} déterminé par l'ensemble de 
{k — 1} et de M engendre une variété homéomorphe au produit topologique des 
deux cellules ouvertes; c'est-à-dire {k} engendre une cellule ouverte. 

La cellule ouverte ainsi engendrée par {k} est la variété [a0, ah • • • , ak] dont 
on a enlevé les variétés suivantes: 1°. La variété [a0 — 1, ai, • • • , ak] pour 
laquelle le point M se trouve sur [OQ — 1]. 2°. Les variétés des {k} qui coupent 
l'hyperplan [n — 1]' suivant les {k — 1} générateurs des variétés 
[ai — 1, a2 — 1, • • . , ai — 2, • • • , ak — 1]', où i est l'un quelconque des indices 
1, 2, • • • , k, le point M étant arbitraire sur [a0]. Si {k — 1} coupe [a0 -f- s]' 
suivant un [r], l'élément {k}, déterminé par {k — 1} et un point M extérieur 
à [a0 — 1], coupe [a0 + s + 1] suivant un [r + 1]. Donc la variété 
[ai — 1, a2 — 1, , a» — 2, • • • , ak — 1]' correspond à la variété 
[a0, av, a2, • • • , a,; — 1, • • • , ak] engendrée par des \ k}. Certains symboles qu'on 
serait ainsi conduit à écrire peuvent ne pas avoir de sens. Par hypothèse, nous 
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n'avons pas à tenir compte des symboles [ai — 1, a2 — 1, • • • , a{ — 2, • • • , ak — 1]' 
qui n'ont pas de sens. Si a0 = (h — 1, le symbole [a0, ai — 1, • • • , ak] n'a pas 
de sens. On voit qu'il suffit de le remplacer également par zéro. 

Le raisonnement précédent suppose que a0 > 0. Il reste à considérer le cas 
d'une variété [a0, a-i, • • • , a*], où ar = r et ar+i > r + 1. Soit [n — r — 1]' une 
variété qui ne coupe pas [ar] et qui coupe [ar + 1], [ar + 2], • • • , [n — 1] suivant 
des variétés [0]', [1]', • • • , [n — r — 2]'. Tout {&} de la variété [a0, ai, • • • , a*] 
est bien déterminé par son intersection avec [n — r — 1]'. Cette intersection est 
un élément ! k — r — 1} engendrant la variété 

[a,+i — r — 1, • • • , ar: — r — 1, • • • , ak — r — 1]' 

définie à l'aide des variétés de la suite [()]', [l] ' , • • • , [n — r — 1]'. Comme la 
règle énoncée est vérifiée pour cette variété engendrée par des {k — r — 1}, on 
voit qu'elle est encore vérifiée pour la variété [a0, ah • • • , ak]. Ceci prouve la 
règle dans tous les cas. 

D'après cette règle, Vensemble des variétés fondamentales [a0, ai, • • • , ak] fournit 
une subdivision de la variété de Grassmann V en cellules algébriques. Nous avons 
un complexe de cellules algébriques auquel nous pouvons appliquer les résultats 
du §9. 

La variété V est une multiplicité orientable à (k + 1) (n — k) dimensions 
complexes. Chaque variété fondamentale [a0, ah • • • , ak] définit un cycle avec 
une orientation bien déterminée; ce cycle sera représenté par le même symbole 
[ao, ai, • • • , ak]. Nous pouvons énoncer les théorèmes: 

THÉORÈME. Tout cycle T2s ou T2s+i sur la variété V peut être déformé en un 
cycle qui recouvre complètement un certain nombre de variétés fondamentales 

[a0, ax, • • • , ak], où a0 + ai -f • • • + ak — ^ J~ ^ «g s> En particulier, la 

variété V est simplement connexe. 
THÉORÈME. Les cycles algébriques [a0, ai, • • • , ak], à s dimensions complexes, 

forment une base minima du groupe d'homologic pour la dimension 2s. Il n'y a 
pas de coefficients de torsion. Les nombres de Betti relatifs aux dimensions 
impaires sont tous nuls. 

11. Intersection de deux cycles de dimensions complémentaires. Nous 
dirons que deux cycles sur la variété de Grassmann V ont des dimensions 
complémentaires, lorsque la somme de leurs dimensions est égale à la dimension 
réelle de V, c'est-à-dire égale à 2{k + 1) (n — k). Ainsi deux variétés 
[aQ, ah • • • , ak] et [b0, b]} • • • , bk] sont de dimensions complémentaires lorsque: 

(1) aQ + ai + . • • + ak + b0 + &i + • • • + bk = (k + \)n. 

Etant données deux variétés [a0, ai, • • • , ak] et [a0, ai, • • • , ak\ dont les sym­
boles sont composés des mêmes nombres, il existe une transformation projective 
de [n], et par suite une déformation continue, qui transforme la première variété 
en la deuxième. Ces deux variétés définissent toujours des cycles algébriques 
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homologues. Soient [a0, ai, • • • , ak] et [b0, bh • • • , bk] deux variétés fonda­
mentales de dimensions complémentaires. Par une transformation projective, 
amenons la variété [a0, ah • • • , ak] en une position telle que les variétés 
[a0], • • • , [ak] aient des positions générales par rapport aux variétés [60], • • • , [bk] 
qui servent à définir [60 bh • • • , bk]. Pour qu'il existe alors un élément d'inter­
section de [a0, ah • • • , ak] et de [o0, 61, • • • , bk], il faut qu'il existe un {k\ qui 
coupe [ai] suivant un [i] et qui coupe [bk-i] suivant un [k — i]. Or les variétés 
[i] et [k — i] ont un point d'intersection sur {k}; donc [a,-] et [bk-i] ont un point 
d'intersection. Comme [aj a une position générale par rapport à [&*_.•], il en 
résulte que a.; + bk-i ^ n. Mais en vertu de l'équation (1) on a alors 
ai + = n, quel que soit i, et le symbole de la variété [60, 61, • • • , bk] est 
[n — ak, • • • , n — ai, n — a0]. Réciproquement les deux variétés [a0, ai, • • • , ak] 
et [n — ak, • • • , n — ai, n — a0] ont un élément d'intersection et un seul, si l'on 
a donné à la première variété une position générale par rapport à la deuxième. 
Cet élément d'intersection est l'élément {k\ déterminé par les k + 1 points 
d'intersection [a{] • [n — a,-]', en supposant que [aj et [n — a*]' servent à 
définir respectivement les deux variétés fondamentales considérées. 

Le cycle d'intersection de deux cycles quelconques sur une multiplicité a été 
défini par M. S. Lefschetz.23 Dans le cas de deux cycles de dimensions complé­
mentaires, on peut définir le nombre algébrique de points d'intersection ou l'indice 
de Kronecker des deux cycles. Si A et B sont deux variétés algébriques de 
dimensions complémentaires contenues dans la multiplicité K formée par une 
variété algébrique sans singularités, l'ordre de multiplicité d'un point d'inter­
section isolé de A et de B est le nombre algébrique de points qu'il représente 
quand on évalue l'indice de Kronecker des cycles algébriques A et B. Rappelons 
que cet ordre de multiplicité est positif lorsque K, A et B sont des variétés 
complexes. 

Soit M un point d'intersection isolé de A avec B, les variétés A, B et K étant 
supposées complexes. M admet dans K un voisinage formé par une cellule 
analytique complexe E, dont les points sont définis par un système de coordon­
nées complexes u-i, u2, • • • , ua. A l'intérieur de E, les voisinages de M sur les 
deux variétés A et B sont des domaines de variétés complexes qui sont repré­
sentées par des variétés analytiques complexes a et b dans le domaine des 
coordonnées uh w2, - - - ,ua. Si le point M est un point ordinaire de a et de b, 
c'est-à-dire s'il admet sur chacune des deux variétés sécantes un voisinage 
formant une cellule analytique complexe, l'ordre de multiplicité de M est égal 
à + 1 . à condition que M soit le seul point d'intersection des deux plans tan­
gents en M aux variétés a et 6. Dans le cas général on fera subir à b une 
petite déformation définie par une translation arbitraire dans le domaine des 
variables uh u2, • • • , ua- Après cette déformation, les variétés a et 6 se coupe­
ront en h points d'intersection voisins de M et tels qu'en chacun de ces points 

23 Voir S. Lefschetz, a, ch. IV. 
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l'intersection sera du type simple qu'on vient de considérer. L'ordre de multi­
plicité de M sera alors égal à/?. 

Ceci posé, il est facile de démontrer d'une façon rigoureuse que l'indice de 
Kronecker des deux variétés fondamentales [a0, ai, .• • • , aie] et [n — akf • • • , n — ai, 
n — a0] est égal à + 1 . Désignons comme au §6 par x0} xh • • • , xk, yo, Vu • • • , yq 
les coordonnées homogènes des point s de [n], et soit [fc]0 la variété définie par les 
équations: 2/0=2/3 = • • • = Vq = 0- LTn élément {k} voisin de {k}o a pour 
équations : 

(2) 
* = 0, 1, ; • - , g 

i = o; 1, 
C'est F élément défini par À- + 1 points P0, P H • • • , PK/ le point Py ayant pour 
coordonnées 

0" * i ) . 
Les équations (2) sont valables tant que {&} ne rencontre pas la variété 
[n — k — 1] d'équations: rr0 =-*i = . . . = = 0. Les (k + l)(n — &) 
quantités co,/ forment un système de coordonnées complexes pour la cellule 
ouverte [n — k, n — k + 1, • • • , n] — [n ~ k — 1, n — & -f 1, • • • , n]. 

Considérons une variété [a0, ah • -• • , ak] contenant Félément {k} 0. Nous sup­
posons que {&}0 est un élément général de cette variété c'est-à-dire que son 
intersection avec la variété [ar] qui intervient dans la définition de [a0, a-i, • • • ', ak] 
est une variété plane a r dimensions exactement. Par une transformation pro-
jective de '[n] laissant invariant Félément {k}0, on pourra amener les variétés 
[ar] en coïncidence avec les variétés suivantes: 

[ak] y m, = y ^ i ) = • • • = y g = 0, ak = mQ + k 

[ak-i] .r0 = ymi = ytrm î) = • • • = == 0, afc-i = mx + /c - 1 

[ak-r] xQ = Xi = • • • = xr-i-= ymr = y(mr+i} = •••..= 2/g = 0? a*_r = wr + k ~ r 

[oQ] XQ = Xi = • • • = xk-i = 2/mÀ = l/imA+i) =---=2/ç = 0> a0 = mfc. 

Les inégalités n = a A- > au~\ > • • • > > a0 = Ô entraînent les inégalités 
w — k = m0 ^ wi ^ • • • = mk = 0. Soit {7c} un élément général de [a0, «i, • • • , ak] 
défini par les équations (2). La condition que les variétés planes {k} et [ak-r] 
se coupent suivant une variété plane à k — r dimensions entraîne co»,- = 0 pour 
tous les ensembles d'indices i et j vérifiant les inégalités i ^ mrf j è T. Dans 
l'espace des variables complexes ô y, la variété [ao, ah • • • , ak] est donc repré­
sentée par une variété plane dont les équations sont: 

pour i g tïlj. 

Ceci prouve,. en passant.,. que la dimension complexe de la variété [a0, au • • • , a*] 
est 

30 



TOPOLOGIE DE CERTAINS ESPACES 421 

Considérons maintenant la variété d'éléments {k} ayant pour équations: 
coi/ = 0 pour i < m2: C'est une variété fondamentale de symbole [n — ak, • • • , 
n — ah n — aQ] définie par les variétés planes suivantes: 

[n ­ a0] 2/0 = 2/1= - * • = У(тк-1) = 0 

[n ­ ai] хк = 2/0 = 2/1= • • • = Vim^­i) = 0 

[n — а ^ ] £r+i = . . , = = 2/0 = 2/1 = • • • = 2/mr = 0 

[n — ак] Xi = . • . = г*,­ = 2/0 = 2/i = • • • = 2/m0 = 0. 

Les deux variétés [a0, ah • • • , ak] et [n — ak, • • • , n — ai, n — a0] sont repré­

sentées dans l'espace des variables par deux variétés planes qui n'ont qu'un 
point d'intersection, cot7 = 0; c'est le point représentatif de l'élément {k}Q. 
Cet élément doit donc être compté avec l'ordre de multiplicité égal à + 1 dans 
l'intersection des deux variétés. Comme il n'y a pas d'autre élément d'inter­

section, l'indice de Kronecker des deux variétés est égal à + 1 : 

[a0, ai, . • • , ak] • [n — ak, • • • , n — ah n — a0] = + 1 , 

en désignant par A ­B l'indice de Kronecker de deux cycles A et B. 
Pour chaque dimension 2s nous avons une base minima du groupe d'homo-

logie formée par R2s cycles fondamentaux [a0, ah • • ­, ak]f où a0 + ai + • • • + 

ak — J~ = s. La matrice des nombres d'intersection des cycles 
fondamentaux de dimension 2s avec les cycles fondamentaux de dimension com­

plémentaire est égale à la matrice­unité, à condition d'écrire ces cycles dans un 
ordre convenable. Soit T2s un cycle quelconque sur V. On a l'homologie: 

(3) T2s ~ Z(n — akt • • • , n — ai, n — a0) fa0, aL, • • • , ak]. 

Le coefficient (n — akf • • • , n — ai, n — a0) dans cette homologie est le nombre 
d'intersections de T28 et de [n — ak, • • • , n — ai, n — a0]: 

(n — ak, • • • , n — ai, n — a0) = T2s­[n — ak, • • • , — ah n — a0]. 
Soit r2s/ un cycle de dimension complémentaire, s' = (A* + 1) (/? — &) — s. 
On aura : 

L2fi> ~ S(a0, ai, • • • , afc)'[rc — afcf • • • , «• ­ a­i, n — a0], 

où: (a0, ai, . . . , a*)' = t'2s, • [a0, ax, • . . , ak]. 

Le nombre d'intersections de T2s et de T2s, sera: 

(4) I V T^, = S(n — afc, • • • , /i ­ ai, m ­ a0)(a0, ai, • • • , ak)'. 
En particulier si T2s est le cycle défini par une variété algébrique A, les coeffi­

cients (n — akl • • • , n — ai; n — a0) sont des nombres positifs. H. Schubert, 
qui les a déjà considérés dans ses recherches de géométrie énumérative, les a 
appelés les degrés (en allemand Gradzahlen) de la variété A. Si l'on a deux 
variétés algébriques A et B de dimensions complémentaires, les degrés de A 
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étant les nombres (n — ak, • • • , n — ai, n — a0) et ceux de B étant les nom­
bres (a-o, «i, • • • , a*)', le nombre d'intersections de A et de 5 sera: 

(4)' A - 5 = S(?i — ak, • • • , n — ah n — a0)(a0, aj, • • • , a*)'. 

Cette formule constitue une généralisation du théorème de Bézout. En effet, 
soit V Vespace projectif complexe [n], qui est un cas particulier des variétés de 
Grassmann. Si A(s) est une variété algébrique contenue dans [n], de dimension 
complexe s, on a l'homologie: A(s) ~ (n — s)[s]. Le nombre (n — s) est le 
degré de A d'après la définition ordinaire de cette notion. Soit B(n^s) une 
variété algébrique à n — s dimensions complexes. On a: £(n_s) ^ (s)f[n — s], 
où ($)' est le degré de B(n-s). Il en résulte: A(s)'B{n_s) = (n — s)(s)', ce qui 
constitue le théorème de Bézout. 

Considérons aussi le cas particulier des variétés de droites. V est la variété 
des droites de [n], A{s) et B^} sont des variétés algébriques engendrées par 
des droites. Supposons s + s' = 2n — 2. Alors les formules précédentes 
deviennent : 

p + q = s 

Un complexe de droites, c'est-à-dire une variété algébrique A(2n-z) contenue dans 
7 , n'a qu'un degré: A(2»-3)- ~ (0, 2) [n — 2, n], où (0, 2) = A(2n-3)-[0, 2]. 
Si (0, 2) = 1, A (2n-3) est un complexe linéaire. Une surface réglée, c'est-à-dire une 
variété Ba), a aussi un seul degré; c'est le nombre (n — 2, n) = B^-[n — 2, n]. 
Le nombre de droites communes à A^n-z) et Ba) est égal au produit de leurs 
degrés. 

Les bases dliomologie de la variété des droites de Vespace projectif [3] sont : 

[2, 3] 
[1,3] 
[0, 3] 
[0, 2] 
10, i] 

[1,2] 

#8 = 1 
R» = 1 
Ri = 2 
i?2 = 1 
Ro = 1. 

Considérons deux congruences de droites 4̂(2) et B ^ . On a: 

Aw ~ (0, 3) [G, 3] + (1, 2) [1, 2] 

£<2>~(0, 3)'[0, 3] + (1,2) ' [1,2]. 

Le nombre de droites communes sera: 

Am-Bm = (0, 3){0, 3) ' +. (1, 2)(1, 2)'. 

Cette égalité constitue le théorème de Halphen relatif aux congruences de droites. 
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12. Remarque au sujet du problème des caractéristiques de Schubert. La 
formule (4) ' du paragraphe précédent exprime un résultat de géométrie énuméra-
tive déjà obtenu par Schubert.24 Cependant le raisonnement de Schubert ne 
peut pas être considéré comme rigoureux, car il ne s'appuie pas sur une définition 
précise et générale de l'ordre de multiplicité d'un point d'intersection et il 
manque de précision en ce qui concerne une certaine déformation de variétés 
algébriques. 

Rappelons que la topologie fournit une interprétation et une justification du 
calcul symbolique de Schubert.25 Elle permet aussi de montrer que le problème 
des caractéristiques pour une variété algébrique sans singularités admet tou­
jours une solution. 

Etant donnée la variété de Grassmann V engendrée par les [k] de l'espace 
[n], les bases d'homologie pour les cycles algébriques sont fournies par les 
variétés [a0, ah . • • , ak]. Soit A(s) une variété algébrique à 8 dimensions con­
tenue dans V. Elle définit un cycle algébrique A{s). La relation (3) du para­
graphe précédent entraîne une égalité symbolique de Schubert : 

Cette égalité fournit la solution du problème des caractéristiques. Les différentes 
variétés [«o, ai, • • • , a>k] ne sont liées par aucune égalité symbolique de Schubert. 
Dans une variété de Grassmann l'égalité symbolique de Schubert A(S) = B(s) et 
Vhomologie A(s) ~ B(S) sont donc deux relations équivalentes. 

13. Remarque à propos d'un théorème de M. F. Severi. Nos résultats 
topologiques sont à rapprocher d'un théorème démontré par M. F. Severi. 
Considérons la variété de Grassmann engendrée par les {k} de [n] et soit V(d) 
sa représentation à l'aide des coordonnées plûckeriennes pioil ... ijc dans l'espace 

projectif [r], où r = f ) — 1. Pour la dimension complexe d — 1, la base 

d'homologie est formée par la variété [n — k — 1, n — k + 1, • • • , n] dont 
l'équation peut se ramener à p0i • • • k = 0. C'est une section hyperplane particu­
lière de V(d)- Soit C une section de V(d) par un [r — 1] général. La variété 
[0, 1, • • « , k — 1, k + 1] est représentée sur \\d) par une droite. Donc 
C- [0, 1, ••• yk— 1, k + 1] = 1 et par suite C ~ [n — k — 1, /? — k + 1, • • • , n]. 
Un complexe algébrique, A(d-i), est une variété algébrique à d — 1 dimensions 
complexes contenue dans 7W. On aura A^-d ~ XC, où X est le degré du 
complexe. D'après un théorème de M. S. Lefschetz,26 cette nomologie entraîne 
l'équivalence algébrique A{d̂ x) = \C. Ainsi C forme la base minima de Severi, 

24 Voir H. Schubert, a. Une autre démonstration se trouve dans F. Severi, c. Il y a 
de nombreux travaux de géométrie énumérative concernant les variétés fondamentales de 
Schubert. On pourra consulter à ce sujet C. Segre, a. 

25 Voir B. L. van der Waerden, a. Voir également F. Severi, 6. 
26 S. Lefschetz, 6, p. 25 et 48. 
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et les complexes de degré X forment un système continu complet. Comme le 
nombre de Betti relatif à la dimension 1 est nul, la variété V(d) est régulière et 
par suite A et XC sont des variétés génériques d'un même système linéaire. 
Donc les complexes algébriques de degré X forment un système linéaire complet qui 
contient évidemment le système linéaire des intersections complètes de V{d) par 
les hypersurfaces de degré X de [r]. Dans son mémoire consacré aux variétés 
de Grassmann, M. F. Severi27 démontre une propriété plus précise, à savoir que 
tout complexe algébrique est l'intersection complète de par une hypersur-
face de [r], 

IV. Etude des autres familles de variétés algébriques de la classe considérée 

14. La quadrique complexe non dégénérée à n dimensions complexes. Nous 
nous proposons de montrer comment notre méthode élémentaire permet 
d'étudier la topologie des variétés algébriques qui sont classées au §5 avec les 
variétés de Grassmann comme fournissant des espaces homogènes symétriques.28 

Rappelons quelques propriétés classiques d'une quadrique non dégénérée Qn 
appartenant à un espace [n + l].29 En supposant n = 2p ou n — 2p + 1, 
la quadrique Qn contient une infinité de variétés planes à p dimensions, mais ne 
contient pas de variétés planes de dimension supérieure à p. Si n. = 2p + 1, 
ces génératrices planes à p dimensions forment une seule famille continue. Si 
n = 2p, les génératrices planes à p dimensions forment deux familles distinctes. 
Deux génératrices [p] et [p]r de même famille se coupent suivant une variété 
plane à p — 2s dimensions. Deux génératrices [p] et [p]f qui n'appartiennent 
pas à la même famille se coupent suivant une variété plane à p — 2s — 1 dimen­
sions, s est un entier tel que p — 2s = — 1 et p — 2s — 1 ^ — 1. On convient 
de considérer une intersection nulle comme une intersection de dimension —1. 
En général, deux génératrices [p] et [p]f de même système (de systèmes dif­
férents) ont un point commun si p est pair (impair), et n'ont pas de point 
commun si p est impair (pair). 

Soit 0 un point de la quadrique non dégénérée Qn. Soit [n] l'hyperplan 
tangent en 0. [n] coupe Qn suivant un cône Qn-i de sommet 0. Soit [n]' un 
hyperplan ne passant pas par 0 et coupant [n] suivant [n — 1]'. Par projection 
centrale de centre 0 on met Qn — Qn_i en correspondance biunivoque avec la 
cellule ouverte [n]' — [n — 1]'. Donc Qn — Qn-i est une cellule algébrique ouverte. 

Soit [k] une génératrice plane de Qn. Supposons k < p. [k] admet une 
variété conjuguée [n — k] qui coupe Qn suivant une quadrique Qn-k-im, celle-ci 
est k + 1 fois dégénérée et admet [k] comme lieu de ses points doubles. Soit 
0 ' un point de Qn-k-i non situé sur [A:]. L'ensemble de 0 ' et de [k] détermine 
une génératrice [k + 1] dont la variété conjuguée est une variété [n — k — 1]. 

27 Voir F. Severi, a. 
28 Les résultats relatifs aux quadriques complexes sont connus. Voir E. Cartan, g et 

B. L. van der Waerden, b. 
29 Voir C. Segre, a. 
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Qn est coupé par [n — k — 1] suivant une quadrique Qn_^_2. Tout point de 
Qn-k-i — Qn-k-2 correspond d'une façon biunivoque à une droite de [n — k] 
qui passe par 0 ' et qui n'est pas située dans [n — k — 1]. Donc Qn-k-i — Qn-k-2 
est une cellule algébrique ouverte. 

Supposons n = 2p + 1. Prenons une génératrice [p] de Q?,p+i et considérons 
dans [p] des variétés [p - 1], •. • , [1], [0] telles que [p] 3 [p - 1] 3 . . . 3 [1] 3 [0]. 
Nous faisons correspondre à une variété [k] de cette suite la quadrique Qn-k-i, 
intersection de Qn par la variété conjuguée de [k]. Si k = p, Qn-P-i se réduit 
à [p]. On a ainsi une suite de variétés: 

La différence entre deux variétés successives forme une cellule algébrique 
ouverte. Ces variétés forment les basfs aVhomologie. I l n'y a pas de coefficients 
de torsion. Uindice de Kronecker [k]-Qn-k est égal à 1. 

Supposons n = 2p. Considérons sur Q2p la suite de» variétés planes : 

A une variété [k] de cette suite nous faisons encore correspondre une quadrique 
Qn--fc-i. Pour k = p — 1, Qn-k-i se réduit à deux génératrices [p] et [p]7, de 
systèmes différents, qui se coupent suivant [p — 1]. Les bases d'homologie sont 
encore formées par Q2p, Q2p_x, • • • , QP+h [p], [p] '[p - 1], • • • , [1], [0]. Remar­
quons qu'il y a deux variétés de base pour la dimension p. Il n'y a pas de 
coefficients de torsion. On a encore: [k]>Qn-k = 1 pour k 9e p. Si p est impair: 
M - b ] ' = 1, [p]-lp] = [pY'ipY = 0. Si p est pair: 

15. La variété des génératrices planes à p dimensions d'une quadrique 
complexe non dégénérée Q2p. Considérons sur la quadrique complexe non 
dégénérée Q2p les génératrices planes à p dimensions appartenant à l'un des 
deux systèmes de génératrices à p dimensions. Elles engendrent une variété 
algébrique V à p(p + l) /2 dimensions complexes. Un élément quelconque de 
V sera designé par {p}. Nous nous proposons de subdiviser V en cellules 
algébriques. 

Supposons d'abord p = 2. Les points de Q4 représentent les droites com­
plexes d'un espace projectif [3]. Une génératrice plane de Q4 représente les 
droites de [3] qui passent par un point ou les droites de [3] qui sont situées 
dans un plan. Les éléments {2} de la variété V sont donc en correspondance 
biunivoque avec les points de [3]. Cette remarque conduit aux résultats sui­
vants: Soit {2)0 un élément particulier de V. C'est une variété plane [2]0 con­
tenue dans Q4. Prenons dans la variété [2]0 une droite [1] et un point [0] sur 
cette droite. Tout élément {2} de V a. un point en commun avec [2]0. Con­
sidérons la variété des éléments de V qui rencontrent la droite [1]. Nous la 
représentons par [1, -, •]. La variété des éléments de T7 qui contiennent le 
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point [0] sera représentée par [0, -, •]. Représentons par [0, 1, 2] l'élément 
particulier {2j0 et par [2, -, •] la variété totale V. On reconnaît alors que 
[2, •, •] — [1, -, •] est une cellule algébrique ouverte. Il en est de même pour 
[1, •] - [0, -]et pour [0, ., •] - [0, 1,2]. 

Passons à l'étude du cas général. Considérons sur la quadrique Q2p une 
variété plane [p]0 formant un élément particulier {p)0 de la variété V lorsque 
p est pair, et n'appartenant, pas à V lorsque p est impair. L'intersection d'un 
élément \ p} de V avec [p]0 a toujours un nombre pair de dimensions; en général ce 
sera un point. Introduisons dans [p]0 une suite de variétés [p — 1], [p — 2], • • • , [0] 
telles que: 

(i) 
Considérons 2i + 1 variétés de cette suite: [a0] C [ai] C • • • C [a2i\. Le symbole 
[a0, ai, a2, • • • , a2i, -, • •] représentera la variété des éléments {p\ de V qui 
coupent [a,] suivant une variété à s dimensions. Dans le symbole nous mettons 
p — 2i points à la suite du dernier nombre a2i pour indiquer que l'élément gé­
nérateur est une variété plane à p dimensions. La variété V elle-même est rep­
résentée par [p, •, • • • • ] . Nous allons démontrer le lemme suivant: 

LEMME. La variété [a0, ai, • •• , an, - , • • ] devient une cellule algébrique 
ouverte lorsqu'on en retranche les variétés représentées par les symboles qu'on 
obtient en diminuant d'une unité un quelconque des nombres du symbole donné, ou 
en remplaçant, dans le cas où a2i < p — 1, les deux premiers points qui suivent 
a2i par p — 1 et p. Tout symbole qui n'a pas de sens devra être remplacé par zéro. 

Le lemme est bien vérifié pour p = 1 et p = 2. En le supposant exact pour 
une quadrique Q2p-2, nous allons le démontrer pour une quadrique Q2p. 

La quadrique Q2p appartient à un espace [2p + 1 ] . Soit [2p]f un hyperplan 
ne passant pas par le point [0] de la suite (1). L'hyperplan tangent à Q2p au 
point [0] coupe [2p]' suivant une variété [2p — 1]'. L'intersection de Q2p avec 
[2p — 1]' est une quadrique non dégénérée Q2p-2. Soit {p} une génératrice de 
Q2p appartenant à la variété V. Si {p} ne passe pas par [0], la projection stéréo-
graphique de centre [0] lui fait correspondre d'une façon biunivoque une variété 
plane \p\f de l'hyperplan [2p]'. {p}f coupe [2p — 1]' suivant une génératrice 
{p — 1}' de la quadrique Q2p~2. {p — 1}' engendre un des systèmes de gé­
nératrices de Q2p-2. Tout {p\r appartenant à [2pY et coupant [2p — 1]' suivant 
une telle génératrice {p — 1} ' correspond à une génératrice {p} ne passant pas 
par [0]. 

Les variétés de la suite (1) sont coupées par [2p — l]r suivant des variétés 
[p - l]o, [p - 2Y, • • • , [0]' telles que: 

(2) 

Considérons la variété [a0, ah • • • , a2i, -, • •] et supposons a0 > 0. Les {p} 
de cette variété qui ne contiennent pas [0] se projettent suivant les {p)f de 
[2pY qui coupent [2p — 1]' suivant des génératrices [p — 1}' de Q2p-2. Ces 
génératrices {p — 1 j ' engendrent la variété [a0, aly • • • , a2i, -, - - Y définie à 
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l'aide des variétés de la suite (2), le nombre a[ étant égal à as — 1. Nous 
pouvons appliquer le lemme à la variété [a0, alf ••• , a2i, -, • • ] ' . Celle-ci 
devient une cellule algébrique ouverte A lorsqu'on en retranche les variétés in­
diquées dans l'énoncé du lemme. Il reste à démontrer que les {p} ' de l'hyperplan 
[2p]f qui coupent [2p — 1]' suivant les éléments {p — 1}' de A forment une 
cellule ouverte. 

Les nombres a0, aly • • • , a2i sont des nombres de la suite 0 , 1 , • • • , p — 1; 
désignons par bfQ,b[9 • • • , b] les autres nombres de cette suite. Considérons 
sur Q2p-2 une génératrice [p — 1]0 qui coupe [p — 1]0 suivant une variété [j]. 
Nous choisissons [p — 1]0 de telle façon que [j] appartienne à la variété fonda­
mentale de Schubert de symbole [60, bly • • • , 6y] définie à l'aide de variétés 
de la suite (2). Nous supposons que [j] occupe une position générale dans 
[&o> °i> * * * > Les variétés [p — 1]0 et [p — 1]0 sont des génératrices de 
Q2p-2 qui n'appartiennent pas au même système, car leur intersection est à 
j = p — 1 — (2i + 1) dimensions. Soit {p — 1}' un élément quelconque de 
la cellule ouverte A. Montrons que {p — 1}' n'a pas de point commun avec 
[p — 1]0. On voit d'abord que {p — 1}' n'a pas de point commun avec [j]; 
sinon {p1— 1} ' appartiendrait à une des variétés-frontières de la cellule A. Soit 
[2p — 2 — j] la variété conjuguée de [j] par rapport à la quadrique Qzp-2. Les 
variétés [2p — 2 — j] et {p — 1} ' ne peuvent pas appartenir à un même hyper-
plan de l'espace [2p — 1]', comme leurs variétés conjuguées n'ont pas de point 
commun. Donc l'intersection de [2p — 2 — j] et {p — 1} ' est à p — 2 — j = 2i 
dimensions; c'est précisément l'intersection de {p — l}r avec [p — 1]0. La 
variété [p — 1]0 appartient à [2p — 2 — j]. Il en résulte bien que {p — 1} et 
[p — 1]0 n'ont pas de point commun. 

Soit [p]l une variété contenue dans [2pY et coupant [2p — 1]' suivant [p — 1]Q. 
Soit {p}' une variété plane à p dimensions contenue dans [2pY et coupant 
[2p — l]r suivant {p — 1}'. L'intersection de {p}' avec [p]0 est un point non 
situé sur [p — 1]0. Par conséquent, la variété des {p}' est homéomorphe au 
produit topologique de la cellule ouverte A par la cellule ouverte [p]0 — [p — 1]0. 
Par projection stéréographique de centre [0], il lui correspond sur Q2p une variété 
d'éléments {k} qui forme bien une cellule algébrique ouverte. On voit facilement 
que la frontière de cette cellule est formée par les variétés indiquées dans l'énoncé 
du lemme. 

Si a0 = 0, on vérifie le lemme en remarquant que la variété des génératrices 
{p\ de Q2p qui passent par le point [0] correspond d'une façon biunivoque à la 
variété des génératrices {p — 1} de Q2p-2. 

Nous dirons que les variétés [a0, ai, • , a2i, • , • •] sont les variétés fonda­
mentales de V. En vertu du lemme, elles subdivisent V en cellules algébriques 
complexes. Elles forment donc les bases d'homologie pour les dimensions paires. 
Les nombres de Betti pour les dimensions impaires sont nuls, et il n'y a pas de-
coefficients de torsion. 

Donnons explicitement les bases d'homologie pour la variété V engendrée par 
les génératrices {3} d'une quadrique Q6. 
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[3, -, -, •] 
[2, -, -, •] 
[1, -, -, •] 
[0, -, -, •] 
[0, 2, 3, •] 
[0, 1,3, •] 
[0, 1, 2, •] 

1,2, 3, •] 

Ru = 1 
Rio = 1 
Ra = 1 
Ri = 2 
Rt = 1 
Ri = 1 
fl„ = 1. 

On reconnaît que V a la même dimension et les mêmes constantes topologiques 
que Q6- V et Q6 sont effectivement homéomorphes. On connaît, en effet, une 
correspondance biunivoque entre les points de la quadrique Q6 et ses généra­
trices de l'un des deux systèmes de génératrices à 3 dimensions.30 

Remarquons qu'on pourrait remplacer les symboles [a0, • • • , an, -, • •] par 
des symboles légèrement différents. Soit [p]i une génératrice de Q2p coupant 
[p]o suivant la variété [p — 1] de la suite (1). et [p]i sont des génératrices 
de systèmes différents. Considérons la suite de variétés planes: 

(1)' 

Si {p} est un élément de T7, son intersection avec [p]i est nulle ou a un nombre 
impair de dimensions. Prenons 2i variétés appartenant à la suite ( l ) ' : 
[a0] CZ [ai] C • • • C [a^-i]. Le symbole [a0, ah • • • , a2»_i, • , • •] représentera la 
variété des éléments {p} qui coupent [as] suivant une variété à s dimensions. 
La variété V elle-même serait ainsi représentée par [•, -, • • •], où figurent seule­
ment p + 1 points. Nous dirons qu'un symbole est de première ou de seconde 
espèce, suivant qu'il contient 2i + 1 ou 2i nombres. Toute variété fonda­
mentale est représentée par un symbole de première espèce et par un symbole 
de seconde espèce. Ces deux symboles contiennent les mêmes nombres inféri­
eurs k p; le nombre p figure toujours dans l'un des symboles et ne figure pas 
dans l'autre. Par exemple, [0, 2, 3, -, •] et [0, 2, 3, 4, •] représentent la même 
variété; de même [1, 3, 4, -, •] et [1, 3, -, -, •] représentent la même variété. 
Le lemme s'énonce de la même façon quand on emploie des symboles de 
seconde espèce. 

La dimension complexe de la variété [a0, ah • • • , a8, •, • -] est égale à 

En effet, cette expression 

diminue d'une unité quand on remplace un des nombres a, par a;- — 1 ou quand 
on remplace deux points qui suivent as par p — 1 et p. D'autre part elle prend 
toutes les valeurs entières de p(p + l)/2 à 0. Remarquons qu'on peut associer 
à toute variété [a0, ai, • • • , as, -, • • ] la variété [b0y bi, • • • , bt, -, • • ] telle que 
les nombres a0, ah • • • , as, b0, bi, • • • , bt soient, à l'ordre près, les nombres de 

30 Ceci est lié à l'existence d'un parallélisme absolu dans l'espace elliptique réel à 7 
dimensions. Voir: F. Vaney, a. 
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la suite 0, , p. Les deux variétés sont de dimensions complémentaires 
et les deux symboles seront dits symboles associés. 

Démontrons le théorème suivant : 
THÉORÈME. Etant données deux variétés fondamentales de dimensions complé­

mentaires, leur indice de Kronecker est égal à 1 lorsqu'elles sont représentées par 
deux symboles associés; sinon il est égal à zéro. 

Soient [a0, ai, • • • , as, •, • •] et [60, bh • • • , bt, •,•••] deux symboles associés, 
le premier étant de première espèce. Considérons les variétés planes de la 
suite (1) ainsi que leurs variétés conjuguées par rapport à Q2p; soit [2p. — k] la 
variété conjugée de [k]. Nous avons alors une suite de variétés planes: 

(3) 

Montrons que les éléments {p} de la variété [a0, ai, • • • , as, -, • •] appartien­
nent à la variété fondamentale de Schubert définie par le symbole 

à l'aide de p + 1 variétés de la suite (3); nous avons posé n = 2p + 1. En 
effet, comme un tel élément {p} coupe [aj suivant une variété à i dimensions, 
il coupe la variété conjuguée [2p — ai] suivant une variété à <p(i) dimensions, où 
<p(i) = p — ai -\- i. On a: <p(i) — <p(i + 1) = a*+i — a* — 1. La différence 
<p(j) ~~ indique combien des nombres 60, 61, • • • , bt sont compris entre a7 et a». 
Si dans le symbole [a0, ah • • • , as, •, • • ] tous les nombres de a3- à a,- sont des 
nombres consécutifs, on a <p{i) = <p(j). Soit at- un nombre du symbole 
[a0, ax, • • • , as, -, - •] tel que a* + 1 soit égal à un nombre bi> du symbole 
[bo, 61, • • • , bt, -, • •]. L'élément {p} coupe [n — 6; "] suivant une variété à <p{i) 
dimensions. Remarquons que <p(i) — p — (ai — i) = p — i'. Il en résulte 
bien que {p} fait partie de la variété fondamentale de Schubert de symbole 

De même les éléments \p\ de la variété [60, bh • • • , bt, •, • •] font partie d'une 
variété de Schubert de symbole [bo, 61, • • • , bh n — a8, • - • , n — ai, n — a0]. 
Si [b0, 61, • • • , bt, -, • •] est de seconde espèce, il faut considérer à la place de la 
suite (3) l'ensemble des variétés de la suite (1) ' et de leurs conjuguées par rapport 
à Q2p. En déplaçant la génératrice [p]0, nous pouvons donner à la variété 
[do, ai, • • • , as, -, • • ] une position générale par rapport à la variété 
[bo, b\, • • • , bt, - , • • ]. Ces deux variétés sont alors contenues dans deux variétés 
de Schubert qui ont un élément commun. On reconnaît que cet élément 
commun appartient à Q2p. Donc l'indice de Kronecker des deux variétés 
associées est bien égal à 1. 

Soit [co, ci, • • • , cr, -, • • ] une autre variété fondamentale dont la dimension 
est complémentaire à celle de [a0, ah • • • , as, -, • •]. Nous supposons que les 
variétés planes qui servent à définir [c0, cL, - • • , cr, -, • •] appartiennent à une 
suite [p]' 3 [p — iy ZD • • • 3 [0]', où [pY est une génératrice qui n'a pas de 
point commun avec [p]0. Si r + s > p — . 1, les deux variétés 
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[a0, «i, • • • , (h, -, • •} et [co, Ci, • • • , cn -, • •] n'ont pas d'élément commun; 
sinon [a8] et [cr]' auraient un point commun, ce qui est impossible. Supposons 
s + r ^ p — 1 ; d'où r ^ /. Comme [b0, bh • • • , bt, •, • • ] et [c0, ci, • • • , cr, •, • • ] 
ont la même dimension, on a: 

Au moins un des nombres c0, C\, • • • , cr est donc inférieur au nombre de même 
rang de la suite bo, bi, • • • , bt; soit a < bi. Alors les variétés [n — bi] et [c*]' 
n'ont pas de point commun. Donc les variétés [co, ch ••• , cn -, ••] et 
[a0, ai, - • - , as, n — bt, - - - , n — bh n — 60] n'ont pas d'élément commun. 

Du théorème ainsi démontré il résulte que tout cycle T2k de la variété V 
s'exprime par une homologie de la forme: 

où (b0, bi, • • • , bt, -, • •) est l'indice de Kronecker de r2A- avec la variété fonda­
mentale associée à [a0, ah • • • , as, -, • •]. 

16. L'espace des variétés planes à p dimensions qui appartiennent à un 
complexe linéaire non dégénéré d'un espace projectif à 2p + 1 dimensions 
complexes. Soit C un complexe linéaire de droites défini dans l'espace projectif 
complexe [2p + 1]. Nous supposons que C est non dégénéré. Les droites de C 
qui passent par un point M remplissent un hyperplan [2p], qui est appelé 
hyperplan conjugué de M. A une variété [i] est associée une variété conjuguée 
[2p — i] ; c'est la variété commune à tous les hyperplans conjugués des points 
de [i]. Si i < p, il y a des variétés [i] qui sont contenues dans leurs variétés 
conjuguées. Nous disons qu'une telle variété [i] appartient au complexe; toute 
droite de [i] est alors une droite du complexe. Une variété [p] qui appartient 
au complexe est confondue avec sa conjuguée. Soit V la variété des [p] qui 
appartiennent au complexe. Les propriétés de V ressemblent à celles de la 
variété des génératrices à p dimensions d'une quadrique Q2î>.31 Désignons par 
{p} un élément quelconque de V et soit [p]o un élément particulier de V. Nous 
allons démontrer le lemme suivant : 

LEMME I. La variété V devient une cellule algébrique ouverte lorsqu'on en 
enlève tous les {p} qui rencontrent [p]o. 

La démonstration se fait de nouveau par induction. Soit 0 un point de [p]0 
et soit [2p]o l'hyperplan conjugué de 0. [2p]0 contient [p]0. Tout {p} qui ne 
rencontre pas [p]0 coupe [2p]0 suivant une variété {p — 1} qui ne rencontre 
pas [p]0. Soit \p + 1} la variété conjuguée de {p — 1}. Les éléments {p} 
qui passent par {p — 1 \ sont les variétés planes à p dimensions qui passent par 
\p — 1} et qui sont contenues dans \p + 1}. Considérons une variété [p — 1]0 
contenue dans [p]0 et ne passant pas par 0. La variété [p -f 1]0, conjuguée de 

31 POUR LES PROPRIÉTÉS CLASSIQUES D'UN COMPLEXE LINÉAIRE, VOIR C. SEGRE, a. 
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[p — l]o, coupe [2p]0 suivant [p]0. {p + 1} et [p + l]o> se coupent suivant une 
droite passant par 0. Tout élément {p} passant par {p — 1} coupe [p + l]o 
suivant un point et correspond ainsi d'une façon biunivoque à une variété [p]f 
passant par [p — 1]0 et contenue dans [p -f- 1]0. Les éléments {p} qui passent 
par [p — 1} engendrent une cellule ouverte lorsqu'on enlève l'élément qui passe 
par 0. Le lemme sera donc démontré quand on aura montré que les variétés 
{p — 1} qui ne rencontrent pas [p]0 forment une cellule ouverte. 

Considérons dans [2p]0 une variété [2p — 1]0 qui coupe [p]0 suivant [p — 1]0. 
Les droites du complexe C qui sont contenues dans [2p — 1]0 engendrent un 
complexe linéaire non dégénéré C . Par projection centrale de centre 0, toute 
variété {p — l j dans [2p]0 qui appartient au complexe C et qui ne rencontre 
pas [p]o se projette sur [2p — l]o suivant une variété {p — 1}' qui appartient 
au complexe C et qui ne rencontre pas [p — l]o. Par hypothèse, les variétés 
{p — 1}' engendrent une cellule algébrique ouverte. Les variétés {p — 1} 
qui se projettent suivant une variété {p — 1}' donnée et qui ne passent pas 
par 0 engendrent une cellule ouverte. On peut les mettre en correspondance 
biunivoque avec les variétés [2p — 1] qui sont déterminées par {p — 1} et 
[p — 1]0. Donc les {p — 1} qui ne rencontrent pas [p]0 engendrent bien une 
cellule ouverte. 

Le lemme se démontre directement pour p = 1 en appliquant les réflexions 
précédentes; il est donc prouvé quel que soit p. 

Considérons dans [p]0 une suite de variétés planes: 
[p]0 D [ p - l p . O [l]o 3 [0]0. 

Le symbole [a0, ah • • • , as, •, • •], où 0 ^ a0 < ai < • • • < as ^ p, représentera 
la variété des éléments {p} de V qui coupent [at]o suivant une variété à i 
dimensions. On a ajouté p — s points à la suite de as, pour indiquer que 
l'élément générateur est à p dimensions. 

LEMME IL La variété [a0, ai, • • • , as, •, • •] devient une cellule algébrique 
ouverte lorsqu'on en enlève l'ensemble des variétés représentées par les symboles 
qu'on obtient en diminuant d'une unité un des nombres du symbole donné ou en 
écrivant le nombre p à la. suite de as, si as < p. Toid symbole qui n'a pas de sens 
est remplacé par zéro. 

Nous raisonnons de nouveau par induction par rapport à p. Le lemme se 
vérifie immédiatement pour p = 1. Soit [2p]f une variété plane qui coupe 
[a0]o suivant [a0 — l]o et les variétés [a0 + l]o, [a0 + 2]0, • • • , [p]o suivant des 
variétés [a0]7, [a0 + 1 ] [ p — 1]'. Considérons un élément général {p\ de 
la variété [a0, ai, • • • , as, •, • •]. Il est déterminé par un point M de [a0]o et 
une variété {p — 1} contenue dans [2p]'. Nous supposons que M n'appar­
tient pas à [a0 — 1]0. L'hyperplan conjugué de M coupe [2p]' suivant une 
variété [2p — 1]'. Les droites du complexe C qui sont contenues dans [2p — 1]' 
engendrent un complexe linéaire C . La variété [p — 1} appartient au 
complexe C et engendre, pour un point M donné, la variété de symbole 

[ai - 1, a2 — 1, • • • , a, - 1, -, . • ] ' 
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définie à l'aide des variétés [ai — 1]', [a2 — 1]', • • • , las — 1]'. Par hypothèse 
on peut appliquer le lemme à la variété [ai — 1, a2 — 1, • • • , as — 1, • , - • ] ' . 
Faisons décrire à M la cellule ouverte [a0]o — [a0 — l]o. A deux points Mx et M2 
correspondent deux hyperplans conjugués qui coupent [2p]' suivant des variétés 
[2p — l]x et [2p — 1]2. Celles-ci ne contiennent pas le pôle I de l'hyperplan 
[2p]'. Les variétés {p — 1} dans [2p — l]x et [2p — 1]2 peuvent être mises en 
correspondance biunivoque par projection centrale de centre I. La variété 
[a0, ai, • • • , as, -, • • ] dont on a enlevé les éléments qui rencontrent [a0 — l]o 
est donc le produit topologique de [a0]o — [ao — l]o par la variété 
[ax — 1, a2 — 1, • • • , as — 1, ., • • ] ' . Le lemme résulte de cette propriété. 

Nous dirons encore que les variétés [a0, ai, • • • , as, -, • •] sont les variétés fonda­
mentales de V. Elles subdivisent V en cellules algébriques et forment par suite 
les bases d'homologie. 

La dimension complexe de F est (p + 1) (p + 2)/2. En raisonnant comme 
au §15, on trouve que la dimension complexe de [a0, ah • • • , as, •, • • ] est 

Soient o0, fei, les nombres de la suite 0 ,1 , • • • , p qui ne figurent pas 
parmi la suite ao, ai, • • • , as. La variété [bo, bh • • • , bh •,•••] sera dite asso­
ciée à [a0, ax, • • • , as, • , . •]. Deux variétés associées sont de dimensions 
complémentaires. On montre comme au §15 que l'indice de Kronecker de deux 
variétés associées est égal d 1. Si deux variétés de dimensions complémentaires 
ne sont pas des variétés associées, leur indice de Kronecker est nul. Par consé­
quent tout cycle T2k s'exprime par une homologie de la forme: 

les notations étant les mêmes qu'au §15. 
Il y a une analogie frappante entre la variété des génératrices {p + 1} d'une 

quadrique Q2p+2 et la variété des éléments {p} appartenant à un complexe linéaire 
de l'espace [2p + 1]. Dans les deux cas, toute variété fondamentale est définie 
par un ensemble d'entiers (a0, ax, • • • , a8) tels que 0 ^ a0 < ax < • • • < as ^ p; 
le nombre p + 1 qui peut figurer dans les symboles des variétés fondamentales 
du premier cas ne joue pas un rôle essentiel. Les invariants topologiques 
ordinaires (nombres de Betti, coefficients de torsion, groupe de Poincaré) sont 
les mêmes. Cependant les deux variétés ne sont pas homéomorphes. Soit, en 
effet, le cas p — 1. La variété des génératrices {2} d'une quadrique Q± est 
homéomorphe à l'espace projectif {3]. La variété des droites d'un complexe 
linéaire de [3] est homéomorphe à une quadrique Q3. On voit facilement que les 
variétés [3] et Q3 ne sont pas homéomorphes. Il suffit de considérer dans les 
deux cas l'intersection avec lui-même du cycle de base à 2 dimensions complexes. 

42 



TOPOLOGIE DE CERTAINS ESPACES 433 

17. Application de la méthode des invariants intégraux. Il est intéressant 
de retrouver certains des résultats précédents par la méthode des invariants 
intégraux32 du §5. 

Considérons la quadrique Q2p d'équation: 

(i> 

Soit {p}ola génératrice xQ = x± = • • • = xv = 0. Les génératrices {p} voisines 
de {p}o sont représentées par: 

La variété V des génératrices {p} de même système que \p}Q est transformée 
transitivement par le groupe projectif G qui laisse invariantes la quadrique (1) 
et les relations yi = X{. G est équivalent au groupe orthogonal à paramètres 
réels et a 2p + 2 variables. Le groupe d'isotropie g relatif à l'élément-origine 
{p} o est défini par : 

(g) 

V peut être considéré comme Vespace riemannien symétrique défini par G et g, la 
symétrie par rapport à l'élément {p}0 étant définie par: 

Le groupe linéaire d'isotropie y opère sur des variables complexes et sur 
les variables complexes conjuguées ô>#. On a w# + to# = 0. Les w»; se trans­
forment comme les formes extérieures [xi Xj]9 en supposant que les variables 
Xoy X\, ' ' ' i Xp subissent les transformations du groupe unitaire (x') = (a) (x), 
où (a) (â)* = 1. Aux transformations unimodulaires de ce dernier groupe 
correspond un groupe linéaire y" opérant sur les co*,. On est de nouveau con­
duit à décomposer en groupes irréductibles le groupe y'J qui opère sur les formes 
extérieures [co4lJl • •. oois]s\. En répétant les raisonnements du §7, on obtient 
facilement les variables dominantes de ces groupes irréductibles. Considérons 
le tableau des variables co»,- qui s'obtient en gardant dans la matrice (coty) 
seulement les éléments placés au-dessus de la diagonale principale. Etant 
donné un ensemble d'entiers Z0; h, • • • , h tels que p ^ lo > h > • •• • > h > 0 
et tels que l0 + li + • • • + h = s, prenons les l0 premiers éléments de la 
première ligne du tableau des puis les h premiers éléments de la seconde 
ligne, etc. Le produit extérieur de tous ces éléments, [co0io;o2 • • • ôz0̂ i2 w13 • • •], 
est une des variables dominantes cherchées. Toute variable dominante s'obtient 
ainsi. Donc: 

32 Pour ce qui concerne les quadriques complexes, voir E. Cartan, g. 
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THÉORÈME. Le nombre d'invariants intégraux de degré 2s, ou le nombre de 
Betti H2s, est égal au nombre d'ensembles d'entiers (l0, h, • • • , h) tels que: 

Considérons de même le complexe linéaire défini par l'équation: 

(2) 
La variété x0 — xx = • • • = xp = 0 est une variété {p}o appartenant au com­
plexe linéaire. Soit {p} une variété quelconque appartenant au complexe 
linéaire. Les variétés {p\ voisines de {p}0 sont représentées par: 

La variété W engendrée par les {p} est transformée transitivement par le groupe 
linéaire G qui laisse invariants le premier membre de l'équation (2) ainsi que la 
forme d'Hermite XiXi + ViVi. Le sous-groupe g qui laisse invariant 

{p}o est de nouveau défini par: 

Le groupe linéaire d'isotropie y opère sur des variables complexes coî; et. at­
telles que a?*/ = o)ij est transformé comme le produit xl Xj lorsque les varia­
bles Xi subissent les transformations du groupe (x') = (a)(x), où (a)(â)* = 1. 
On peut encore considérer le tableau des obtenu en supprimant dans la 
matrice (o^) les éléments placés au-dessous de la diagonale principale. On 
trouvera par la même règle les variables dominantes appartenant aux groupes 
7 ^ et on a le même théorème que dans le cas précédent, les entiers (k, h, • • • , h) 
satisfaisant maintenant aux conditions: p -f 1 ^ Z0 > ¿1 > • • • > t ^ 0, 
k ' + h + + h = s. 

V. Les propriétés topologiques d'une classe de variétés ayant comme 
élément générateur une figure formée de plusieurs variétés planes 

18. Définitions et propriétés générales. Les raisonnements des paragraphes 
précédents peuvent s'appliquer à une classe étendue de variétés algébriques 
qu'on peut considérer comme des généralisations des variétés de Grassmann. 
L'exemple le plus simple est fourni par la variété des éléments linéaires de 
l'espace projectif complexe [n], en appelant élément linéaire l'ensemble d'un point 
et d'une droite passant par ce point. On peut considérer plus généralement 
l'ensemble d'une variété [a] et d'une variété [fi], où l'on suppose a < fi et 
[a] C [fi]. Cette figure peut être prise comme élément générateur d'une variété 
et sera représentée par le symbole {a, fi}. Ainsi un élément linéaire est repré­
senté par {0, 1 j . On peut encore considérer des variétés ayant comme élément 
générateur la figure formée par k + 1 variétés [ao], [ai], • • • , [ak] telles que: 
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Un tel élément générateur sera représenté par {ao, ai, • • • , ak}. Remarquons 
que chaque élément {a0, aj, • • • , «A-Î définit aussi une variété fondamentale de 
Schubert. 

Soit V la variété de tous les éléments {a0, ai, • • • , ak} contenus dans [n], les 
nombres ao, ai, • • • , a/c étant des nombres donnés. D'après le théorème fonda­
mental de la géométrie projective, il existe une transformation homographique 
de [n] qui transforme un élément arbitraire {ao, ah • • • , ak}i en un autre élément 
arbitraire {a0, ai, • • • , a/c}2. La variété V est donc transformée transitivement 
par le groupe projectif de [n]. En raisonnant comme dans le cas des variétés 
de Grassmann, on montre que V est aussi transformée transitivement par le 
groupe hermitien elliptique. V définit donc encore un espace homogène clos 
ayant pour groupe de structure le groupe hermitien elliptique. Mais cet espace 
homogène n'est pas symétrique. 

La dimension complexe de V est égale à 

La caractéristique d'Euler-Poincaré de V s'obtient encore en appliquant le 
théorème de M. S. Lefschetz. Une homographie générale de [n] laisse fixes 
les n + 1 sommets d'un simplexe non dégénéré. Le nombre d'éléments 
{ao,ai, • • • ,ak] qui sont fixes par l'homographie est égal à 

Ce nombre est égal à la caractéristique d'Euler-Poincaré, car en vertu du 
théorème démontré à la fin du §7, chaque élément fixe doit être compté avec 
une multiplicité égale à 1. 

19. La variété des éléments {a, fi} de [n]. La variété de tous les éléments 
(a, fi) de [n] est une variété algébrique V contenue dans le produit topologique 
de la variété des éléments {a} par la variété des éléments {fi} de [n]. Con­
sidérons de nouveau une suite de variétés planes [n — 1], [n — 2], • • • , [1], [0] 
telles que: 

a) 
Elles déterminent les variétés fondamentales [a0, ah • • • , aa] engendrées par 
des éléments {a} et les variétés fondamentales [bo, bh • • • , bp] engendrées par 

des éléments {fi}. Le symbole représentera la variété 

des éléments {a, /3} définis par l'ensemble d'un {a\ appartenant à [a0, ai, • • • , aa] 
et d'un {13} appartenant à [bo, fei, • • • , M- Pour que {a} et {fi} puissent être 
des éléments généraux des variétés [a0, ah • - • , aa] et [b0, bi, • • • , bp], il faut et 
il suffit que tout nombre ai soit égal à un nombre bj dont l'indice j est supérieur 
ou égal à i. Lorsque cette condition est satisfaite, le symbole considéré sera 
dit irréductible et représentera une variété irréductible que nous appellerons 
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variété fondamentale. Lorsque cette condition n'est pas satisfaite, le symbole 
est réductible et représente, en général, la somme de plusieurs variétés fonda­
mentales. Soit, en effet, a» le premier nombre de la première ligne du sym­
bole qui ne figure pas parmi les nombres bj de la deuxième ligne. Supposons 
ai compris entre bj et 6/+1 et soit {a, fi] un élément de la variété défini par le 
symbole donné. Si l'intersection de [aj et de {a} ne se trouve pas entière­
ment dans [&/], la variété {¡3} coupera [aj suivant une variété [j + 1]. Ceci 
montre qu'on peut remplacer le symbole donné par la somme des deux symboles 
obtenus en remplaçant soit a» par bj, soit bj+i par a*. Cependant lorsque bj = a»-_i, 
il faudra remplacer ai par bj et diminuer d'une unité un ou plusieurs des nombres 

qui précèdent a*. Ainsi 2,3 
0, 2, 4_ 

doit être remplacé par 
0, 2, 3. 

1,2 
A 2, 4. 

Si les symboles obtenus ne sont pas irréductibles, on applique la même opéra­
tion jusqu'à ce qu'on arrive à une somme de symboles irréductibles. 

Nous allons montrer que les variétés fondamentales fournissent une subdivi­
sion de V en cellules algébriques. Pour éviter des longueurs, nous supposerons 
que V est la variété des éléments {1, 6] de l'espace [n] ; on reconnaîtra immédia­

tement que le raisonnement est général. Soit le symbole 

d'une variété fondamentale F. Nous choississons dans [n] une variété [n — 2]f 
qui ne rencontre pas les droites générales de [a0, ai]. Il faudra donc que [n — 2}' 
coupe [ao] suivant [a0 — 1] et [ai] suivant une variété, [ai — 2]' qui n'appar­
tient pas à la suite (1) mais qui est contenue dans [ai — 1]. Alors [n — 2 \ 
contient [bo] et coupe les variétés [b2], [b3], [b5], [b6] suivant des variétés [b2 — 1]', 
[b3 - 1]', [h - 2]', [b6 - 2]'. Soit {1, 6} un élément de la variété F. Il est 
composé d'une droite {1} et d'une variété ¡6). Nous supposons que la droite 
{1} n'appartient pas à [a0, ai — 1] + [a0 — 1, a j . Il s'en suit que {1} ne 
rencontre pas la variété [n — 2]'. L'intersection de {6j et de [n — 2]f sera 
une variété {4} qui appartient à la variété [b0, b2 — 1, b3 — 1, b5 — 2, b6 — 2]' 
définie à l'aide de [b0], [b2 — 1]', [b3 — 1]', [b5 — 2]', [b6 — 2 \ . Réciproquement, 
l'ensemble d'une droite {1} appartenant à [a0, ai] — [a0, ai — 1] — [a0 — 1, ad 
et d'un élément {4} de la variété [b0, b2 — 1, b3 — 1, b5 — 2, b6 — 2]' détermine 
un élément {1, 6} appartenant à la variété F. Donc si l'on enlève de F les 
éléments {1, 6} dont la droite ¡1} appartient à [a0, ai — 1] + [a0 — 1, ai], 
on obtient une variété qui est le produit topologique de la cellule ouverte 
[a0, ai] — [a0, ax — 1] — [a0 — 1, a j et de la variété [b0, b2 — 1, b3 — 1, b5 — 2, b6—2]'. 
Pour faire de cette dernière variété une cellule ouverte, il faut en enlever 
des variétés ayant pour symboles [b0 — 1, b2 — 1, b3 — 1, b5 — 2, b6 — 2]', 
[b0, b2 — 2, . . . ] ' , . . . , [b0, b2 — 1, b3 — 1, b5 — 3, b6 — 2]', . . . . Les variétés 
planes qui servent à définir ces symboles sont les intersections des variétés de 
la suite (1) avec la variété [n — 2]'. Les éléments {6} qu'on a enlevés de cette 
façon sont les éléments des variétés représentées par les symboles obtenus à partir 
de [b0, a0, b2, b3, ai, b5, b6] en diminuant d'une unité un des nombres b0, b2, b3, h , b6. 
Une circonstance exceptionnelle se présente lorsque b2 — 1 = a0 ou b5 — 1 = a\. 
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Si"6» - 2 = o0, on n'a pas à considérer le symbole obtenu en remplaçant 62 par 
62 — 1. Mais si 62 — 1 > 60 + 1, il faut remplacer a0 et 62 par a0 — 1 et aQ. 
Ce qui précède permet d'énoncer, pour tous les cas, la règle suivante: 

La variété fondamentale F de symbole ?°' Gl 7 7 7 7 devient une cellule 
[bo, A-O, 62, h, a>i, O6, T>6 J 

algébrique ouverte lorsqu'on en enlève les variétés représentées par les symboles qui se 
déduisent du symbole de F en diminuant d'une unité un des nombres de la première 
ou de la deuxième ligne. On ne garde que les symboles qui ont un sens et on les 
décompose en symboles irréductibles. 

On reconnaît que notre raisonnement est tout à fait général; la même règle 
s'applique donc dans le cas des variétés fondamentales engendrées par un élé­
ment {a, fi] quelconque. Par conséquent: 

Les variétés fondamentales ?0' fh ' aa , subdivisent la variété V en cellules 
LK 0i, • , J 

algébriques et fournissent les bases d'homologie. Il n'y a pas de coefficients de-
torsion et les nombres de Betti R2S+1 sont nuls. 

M. E. Cartan a bien voulu m'indiquer une autre manière de représenter les 
variétés fondamentales et de définir les cellules algébriques correspondantes. 
D'après ce qui précède, on voit que la dimension complexe de la variété 
U , ^ , . . . ,att ] E S T É G A L E À 2 (a. _ z) + S ( b / - i ) , où = 0 , l , . . . 
tandis que j ne prend que les valeurs des indices des nombres b\ qui ne figurent 
pas dans la première ligne du symbole. La variété est complètement définie par 
l'ensemble des nombres (ai — i) et (6; — j ) , c'est-à-dire par fi + 1 nombres entiers 
dont les a + 1 premiers ne dépassent pas n — a et sont rangés par ordre non 
décroissant, tandis que les fi — a nombres suivants ne dépassent pas n — fi et 

sont rangés par ordre non décroissant. Ainsi la variété ^ 2 3 4 J sera^ 
définie par le système d'entiers (2, 3 | 1, 1, 2); sa dimension est égale à 9. La 
cellule ouverte correspondante est définie de la façon suivante : Considérons les 
sommets A0, Ah • • • , An d'un simplexe de référence, les p + 1 premiers points 
définissant la variété [p] de la suite (1). Formons le tableau suivant: 

AoAiA2 2 + 1 points 
A0A1A3A4 3 + 1 points 
A0Ai 1 + 1 points 
A 0A3 1 + 1 points 
J.0A5A6 2 + 1 points. 

Dans chaque ligne nous évitons d'écrire les derniers points des lignes précé­
dentes. La droite de l'élément {1, 4} qui engendre la cellule ouverte est définie 
par les points A2 + (A0Ai) et A4 + (A0AiA3). La variété {4} correspondante 
est définie par les points précédents plus les trois points Ai + (A0), A3 + (A0) 
et A6 + (A0A5). Ici (AiAjA*) représente une combinaison linéaire à coefficients 
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arbitraires des points A,, Aj, Ak. Les derniers indices des différentes lignes du 
ï~2 4 

tableau sont les nombres qui composent le symbole 2 3 4 6 ' 
Il est facile d'obtenir Vìndice de Kronecker de deux variétés fondamentales de 

dimensions complémentaires. Soient 

et 

les symboles irréductibles des deux variétés considérées. Donnons à la deuxième 
variété une position générale par rapport à la première; c'est-à-dire nous sup­
posons que les variétés [b (] qui servent à définir la deuxième variété fondamentale 
ont une position générale par rapport aux variétés [bj] qui servent à définir la 
première. Pour qu'il y ait un élément {a, fi} commun aux deux variétés il faut 
qu'on ait, d'après un raisonnement déjà fait à propros des variétés de Grassmann: 

En particulier, si la deuxième variété fondamentale a pour symbole 

il y a un élément et un seul commun aux deux variétés. Les nombres a] et b] 
devront être supérieurs ou égaux aux nombres correspondants dans le symbole 

Or quand on a deux variétés fonda­

mentales Fi et F2, définies à l'aide des variétés planes de la suite (1), Fi est 
contenu dans F2 lorsque les nombres du symbole irréductible de F2 sont supérieurs 
ou égaux aux nombres correspondants du symbole irréductible de Fi. Dans 
ces conditions, les deux variétés Fx et F2 ne peuvent avoir des dimensions égales 
que lorsque leurs symboles irréductibles sont identiques. Donc le symbole 
d'une variété fondamentale ayant un indice de Kronecker non nul par rapport à 

ne peut être que 

Montrons que: 

Pour cela nous considérons seulement l'exemple des variétés: 

et 

On verra que le raisonnement est général. Nous avons considéré une variété 
\n - 2]' coupant [tt0] suivant [a9 — 1] et suivant une variété [ai — 2]' con-

48 



TOPOLOGIE DE CERTAINS ESPACES 439 

tenue dans [ai — 1]. La variété des éléments {1, 6i de f°' ai 7 7 7 7 
|_60, «o, 62, 63, «i, h, &EJ 

dont la droite ne rencontre pas [n — 2]f est alors le produit topologique de 
[a0, ai] — [a0 — 1, ax] — [a0, ax — 1 ] par une variété [60, b2 — 1, o3 — 1, h — 2, o6 — 2] ' 
définie dans [n — 2]'. Nous pouvons aussi considérer une variété [n — 2],/ 
coupant [n — ai] suivant [n — ai — 1] et [n — a0] suivant une variété [n — a0 — 2]" 
contenue dans [n — a0 — 1]. Alors la variété des éléments {1, 6} de 
\ n a h n a o dont la droite ne 
|_n — o6, n — o5, n — ah n — 63, n — o2, n — ao, n — o0J 
rencontre pas [n — 2]" est le produit topologique de 

[n — ah n — a0] — [n — ai — 1, n — a0] — [n — ai, n — a0 — 1] 

par une variété [n — o6, n. — b5, n — 63 — 1, n — b2 — 1, — o0 — 2]" définie dans 
w — 2]". Par une transformation homographique, nous pouvons amener 
n — ai, n — a0 I ... , , 

, , 7 , 7 en une position gene-_n — t>6, n — 65, n — ai, n — h, n — b2, n — a0, n — 60J 

raie par rapport à de telle façon que [n — 2]" vienne 

en coïncidence avec [n — 2]'. Nous indiquons par un indice inférieur égal à 1 
tout ce qui se rapporte à la variété qu'on a déplacée. Nous pouvons supposer 
que les variétés [n — ai — 1] et [n — a0 — 2]" viennent en coïncidence avec des 
variétés [n — ai — l]i et [n — a0 — 2]1 de [n — 2]' telles que [a0 — 1] et 
[n — Go — 2]x ne se rencontrent pas et telles que [ai — 2}' et [n — ai — l]i ne se 
rencontrent pas. Alors les deux variétés fondamentales considérées ne peuvent 
avoir aucun élément d'intersection {1, 6} dont la droite {1} rencontre [n — 2]'. 
En ce qui concerne l'indice de Kronecker des deux variétés, il suffit donc d'en 
considérer les parties engendrées par des éléments {1, 6} dont la droite ne ren­
contre pas [n — 2]'. Les deux variétés dont il faut chercher l'indice de Kronecker 
sont donc le produit topologique de [a0, aj — [a0 — 1, ai] — [a0, ai — 1] par 
[bo, b2 — 1, h — 1, b5 — 2, 66 — 2]' et le produit topologique de 

[n — ai, n — a0]i — [n — ai — 1, n — a0]i — [n — ai, n — a0 — l]i 

par [n — b6} n — h, n — 03 — 1, n — 62 — 1, n — b0 — 2]i. 

La variété totale des éléments {1, 6} dont la droite ne rencontre pas [n — 2]r 
est le produit topologique de la variété des droites qui ne rencontrent pas 
[n — 2]' par la variété des {4} de [n — 2]'. De tout cela il résulte que l'indice 
de Kronecker cherché est égal à - f l , car l'indice de Kronecker de [a0, ai] avec 
[n — ai, n — a0]i est égal à + 1 et l'indice de Kronecker de [bo, b2 — 1, h — 1, 
05 — 2, h — 2]f avec [n — b$, n — b5, n — b3 — 1, n — b2 — 1, n — b0 — 2]L 
est égal à + 1 . 

Soit T2s un cycle sur V de dimension 2s. On aura l'homologie: 
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LE FACTEUR étant l'indice de Kronecker de r2a et de 

Ceci résout en même temps le problème des caracté­

ristiques de Schubert et donne le nombre d'intersections de deux cycles quelconques 
de dimensions complémentaires. 

20. La variété des éléments {a0, ah , ak} contenus dans [n]. Con­
sidérons le cas d'un élément générateur {a, fi, y} composé de trois variétés 
planes [a] , {fi}) {y}. Soit V la variété de tous les éléments {a, fi, y} de [n]. 
Considérons de nouveau une suite de variétés planes [n — 1], • • • , [1], [0] 
telles que : 

(i) 
En prenant dans cette suite a + 1 variétés [ai], j8 + 1 variétés [6,-] et 7 + 1 
variétés [ck], le symbole 

(2) 
&o, 0i, • • • , aa 
&o> &i, , bp 

Co, Ci, > 

0 ^ Oo < «î < • 

0 g bo < Oi < • 

0 ^ Co < ci < • 

• < aa ^ n 

- < h S n 

. < c7 <; n 

représentera la variété des éléments {a, fi, y} composés d'un élément {a} 
appartenant à [aQ, ai, • • • , aa], d'un élément {fi} appartenant à [b0, bp] 
et d'un élément {7} appartenant à [c0, Ci, ••• , cy]. Pour que les éléments 
{a}, {fi} et {7} qui composent l'élément général {a, fi, 7} de la variété (2) 
soient des éléments généraux de leurs variétés respectives, il faut et il suffit que 
tout nombre a» soit égal à un nombre 6/, où i ^ j , et que tout nombre b3- soit 
égal à un nombre ckj où j ^ k. Lorsque ces conditions sont satisfaites, le 
symbole (2) sera dit irréductible et la variété qu'il définit sera appelée variété 
fondamentale. Cette variété fondamentale moins le lieu de ses éléments 
singuliers est transformée transitivement par un groupe projectif continu, un 
élément {a, fi, 7} étant dit singulier lorsqu'un de ses éléments composants, 
{a}, {fi}, {y}, est singulier dans sa variété respective. Les variétés fonda­
mentales sont par suite des variétés algébriques irréductibles. Lorsqu'un 
symbole n'est pas irréductible, on peut le remplacer par un ou plusieurs sym­
boles irréductibles en procédant selon les indications du paragraphe précédent. 

Considérons dans V toutes les variétés fondamentales qu'on peut définir à 
l'aide des variétés planes de la suite (1). Elles définissent une subdivision de V 
en cellules algébriques. On a, en effet, la règle suivante: 

Si (2) est le symbole irréductible d'une variété fondamentale, on considère tous 
les symboles qu'on peut en déduire #n diminuant d'une unité un des nombres 
«i, bj ou Ck. On décompose les symboles ainsi obtenus en symboles irréductibles. 
La variété fondamentale (2) devient une cellule algébrique ouverte lorsqu'on en 
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enlève Vensemble des variétés fondamentales représentées par ces symboles irré­

ductibles. 
Pour prouver la règle, il suffit de remarquer que la variété qui reste, après 

renlèvement de ces variétés­frontières, est le produit topologique d'une cellule 
algébrique engendrée par des éléments {a, fi) et d'une cellule algébrique engen­

drée par des éléments {y — fi — 1} d'une certaine variété [n — fi — 1]'. En 
ce qui concerne Vindice de Kronecker de deux variétés fondamentales de dimensions 
complémentaires, on montre encore que: 

= 1 

Si les symboles de deux variétés fondamentales ne se correspondent pas de 
cette façon, l'indice de Kronecker correspondant est nul. Donc si T2s est un 
cycle sur Y, on a Phomologie : 

les notations étant analogues à celles des paragraphes précédents. Ceci résout 
en même temps le problème des caractéristiques de Schubert. 

Il est bien clair qu'on a des résultats tout à fait analogues dans le cas de la 
variété des éléments {a0, ai, • • • , ak) contenus dans [n], 

A titre d'exemple, donnons les bases d'homologie de la variété des éléments 
{0, 1, 2} contenus dans [3]. 

3 
2,3 
1.2,3_ 
'2 
2,3 
.1,2,3_ 

3 
1,3 

_1,2,3 

3 
2,3 

. 0 ,2 ,3 . 

Au = 1 

Ria = 3 

~1 
1,3 

_1,2,3. 

2 
1,2 

_1,2,3 . 

2 
2,3 

_0,2,3_ 

"3 
0,3 

_0,2,3_ 

3 
1,3 

. о д , з . 
R* = 5 

0 
0,3 

. 0 , 2 , 3 . 

1 
1,2 

.1,2,3_ 

1 
1,3 
0,1,3. 

"2 
0,2 
0,2,3. 

3 
0,3 

­0 ,1 ,3 . 

"2 
1,2 
0,1,2_ 

й6 = 6 
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о 
0.2 

_0,2,3_ 

0 
0,3 

_0,173_ 

"1 
од 
0,1,3 

"1 
1,2 

_0Д,2_ 

2 
0,2 

_0Д,2^ 
R4 = 5 

'О 
ОД 
0,1,3 

О 
0,2 

. 0 , 1 , 2 . 

1 
0,1 
.0,1,2. 

R2 — 3 

0 
0,1 
0,1,2_ 

Ro = 1 

La somme des nombres de Betti est toujours égale à la valeur de la carac­

téristique d'Euler­Poincaré qui a été déterminée au §18. 

21. Remarque sur la topologie du groupe de la géométrie hermitienne 
elliptique. Les variétés de Grassmann et les variétés plus générales qu'on 
vient d'étudier sont transformées transitivement par le groupe hermitien ellip­

tique G et peuvent donc être considérées comme des espaces de décomposition 
de la variété de G. Il ne semble pas facile de subdiviser la variété de G en 
cellules et de déterminer de cette façon les invariants topologiques de G.33 
Cependant on arrive à une représentation assez concrète de cette variété en 
considérant la variété V des éléments {0, 1, • • • , n — 1} de l'espace projectif 
[n]. Nous supposons que G est le groupe projectif de [n] qui laisse invariante 
la forme d'Hermite x0 xo + xi xi • • •• + %n xn. Nous prenons comme élément­

origine de V l'élément {0, 1, • • • , n — 1 }o composé des variétés [a] d'équations 
x'k = 0 pour k > a, a étant un des nombres 0, 1, • • • , n — 1. Le sous­groupe 
g qui laisse invariant l'élément­origine a pour équations: 

(1) xi = e** xk (k = 0, 1, • • • , n). 

La variété de g est homéomorphe à un tore à n dimensions (produit topologique 
de n cercles). 

La topologie de V est connue. A chaque point de V correspond dans G une 
variété homéomorphe à un tore à n dimensions. A un domaine suffisamment 
petit de V correspond dans G le produit topologique de ce domaine par le tore 
à n dimensions. G n'est pas intégralement le produit topologique de V par le 
tore à n dimensions; car s'il en était ainsi, le groupe de Poincaré de G serait 
infini. Or M. E. Cartan a démontré34 que le groupe de Poincaré de G est le 
groupe cyclique d'ordre n ­f­ L, le groupe simplement connexe G localement 
isomorphe à G étant le groupe linéaire unimodulaire de la forme d'Hermite 
2*0 £0 + • • • "4" Xn Xn. 

A Laide des résultats du §2, nous pouvons vérifier que V est simplement 

33 Une formule théorique pour;le calcul des nombres de Betti a été donnée par M. E. 
Cartan, 6, p. 218­222. 

34 Voir E. Cartan, d. 

52 



TOPOLOGIE DE CERTAINS ESPACES 443 

connexe. A g correspond, en effet, dans G un groupe connexe g également 
homéomorphe à un tore à n dimensions. Il en résulte que toutes les variétés 
algébriques considérées jusqu'ici sont simplement connexes, car, après un choix 
convenable de l'élément-origine, leurs groupes d'isotropie, qui sont connexes, 
contiennent toujours le groupe d'isotropie g de V. 

La variété V peut aussi être considérée comme un espace de décomposition 
du groupe G, à tout point de V correspondant encore dans G un tore à n 
dimensions. 

22. Remarques finales. Toutes les variétés algébriques que nous avons 
étudiées dans ce mémoire sont des variétés rationnelles. Chacune d'elles con­
stitue, en effet, une cellule algébrique dont l'intérieur admet une représentation 
birationnelle et biunivoque sur l'espace euclidien tout entier. Il est probable 
que certaines des propriétés topologiques rencontrées sont des propriétés com­
munes à toutes les variétés rationnelles. En particulier, il serait intéressant 
de savoir si pour toute variété rationnelle sans singularités les nombres de 
Betti relatifs aux dimensions impaires sont nuls et s'il n'y a pas de coefficients 
de torsion. On démontre facilement que toute variété rationnelle sans singu­
larités est simplement connexe. D'une façon plus générale: 

Deux variétés algébriques sans singularités qui se correspondent par une trans­
formation birationnelle ont des groupes de Poincaré isomorphes. 

Ceci résulte du fait que l'ensemble des points fondamentaux (c'est-à-dire des 
points dont chacun correspond à une infinité de points) constitue une variété 
dont la dimension complexe est inférieure à d — 1, d étant la dimension com­
plexe des variétés données. 

Il faudrait aussi étudier la topologie des nappes réelles des variétés de Grass-
mann et de leurs généralisations. On a immédiatement une subdivision de ces 
variétés en cellules algébriques réelles. Les variétés analogues aux variétés 
fondamentales introduites ici fournissent les bases pour l'homologie (mod 2). 
Pour certains cas il est facile de déterminer les nombres de Betti et les coeffi­
cients de torsion. Nous développerons ces résultats dans un autre article. 

La méthode que nous avons employée permet d'étudier encore d'autres 
variétés algébriques. Elle conduit à des solutions simples et rigoureuses de 
certains problèmes de géométrie énumérative. Elle s'applique en particulier 
à la variété des coniques ou des quadriques de l'espace projectif [n]. 
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S u r la topologie de certa ines var ié tés a lgébr iques réelles ; 

P A R CHARLES EHRESMANN 

(PARIS). 

INTRODUCTION. — Dans un travail récent , cité par la suite sous le 
nom de Topologie d'espaces homogènes (1) , j 'ai exposé une méthode 
pra t ique pour é tudier la topologie de certaines variétés. J 'ai appliqué 
cette méthode à plusieurs classes de variétés algébriques complexes. 
Je me propose de montrer ici que les nappes réelles de ces variétés 
algébriques complexes peuvent être étudiées de la même façon. Je me 
bornerai à l 'étude des variétés suivantes : 

I . Variétés de Grassmann réelles. 

I I . Variétés engendrées par des éléments composés {p0, />,, . . . , pk J. 

On appelle variété de Grassmann réelle la variété algébrique réelle 
définie par l 'ensemble des variétés planes à k dimensions d'un espace 
projectif réel à n dimensions. En représentant par [p] une variété 
plane réelle à p dimensions, le symbole {/>0, p^ . . . , pK ) représente la 
figure formée par k + i variétés planes, [p0], [/vl» • • •> telles 
que 

Mon but est la déterminat ion effective des bases d 'homologie. Je 
démontre aussi un théorème sur la déformation des chaînes, d'où l'on 
peut déduire en part iculier le groupe de Poincaré de chacune des 

(1) G. EHRESMANN, Surla topologie de certains espaces homogènes (Ann. of 
Math., vol. 35, 2, 1934, p. 396-443). 
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variétés considérées. Comme application des propriétés de la variété 
des éléments linéaires d'un espace projectif, je montre qu 'on ne peut 
pas définir un parallélisme absolu dans l 'espace projectif à n dimen­
sions, si n est différent de 3, de 7 ou de iG r — 1 . J ' indique enfin une 
démonstrat ion élémentaire du fait connu suivant : le groupe or thogo­
nal à n variables forme une variété close dont le groupe de Poincaré 
est d 'ordre 2. 

La méthode suivie consiste à subdiviser les variétés en cellules d 'une 
espèce très générale. On appellera cellule un ensemble de points , E/>5 
d'un espace topologique, cet ensemble de points jouissant des p ro­
priétés suivantes : l . Ep est homéomorphe à l ' intérieur d'un simplexe 
à p d imens ions ; 2. l 'ensemble E7>+L, où L est la frontière de E/;, 
peut être recouvert par un complexe simplicial tel que L soit recou­
vert par un sous-complexe de ce complexe. On aura subdivisé une 
variété V en cellules, lorsqu'on aura défini sur V un ensemble de 
cellules tel que tout point d e V appar t ienne à une cellule et à une 
seule et tel que la frontière de chaque cellule soit la somme d'un 
nombre fini des cellules considérées. Au point de vue de l 'homologie 
et de l 'homotopie, une telle subdivision en cellules joui t des mêmes 
propriétés qu 'une subdivision en simplexes. En part icul ier , dans une 
variété algébrique, réelle ou complexe, tout domaine homéomorphe 
à l ' intérieur d 'un simplexe et dont la frontière est la somme d'un 
nombre fini de domaines de variétés algébriques constitue une cellule. 

P o u r les notat ions et la terminologie ainsi que pour plusieurs 
démonstrat ions nous renvoyons au mémoire déjà cité. Use ra toujours 
sous-entendu que les variétés algébriques considérées sont réelles. 

I. — Variétés de Grassmann réelles. 

1 . L'espace projectif réel à n dimensions sera désigné par [ n ] ; une 
variété plane à k dimensions contenue dans [ n ] sera désignée pa r [&]. 
L'ensemble des variétés [ k ] contenues dans [ n ] définit une variété 
algébrique réelle, V, appelée variété de Grassmann réelle. E tan t 
données /: + 1 variétés planes, [a0 ] , [ a , ] , . . . , telles que 

o ^ a0< r/1 < . . . < ak<gn, («, ,] C | / ' > ] C • • - C [R/*JC [,l]f 
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Le symbole | a0y , . . ., ak] représente la variété définie par l 'ensemble 
des variétés \k \ dont l ' intersection avec [//, | est à i dimensions au 
moins, où / = o, i , . . ., k. Soit ( S ) une suite de variétés planes, 
[ / i] , \n — \ |0, [ n — 2]0, . . . , [i]0, [o]0, satisfaisant à 

Considérons toutes les variétés [ain A , , . . . , ak] qu 'on peut définir à 
l 'aide de k + i variétés de la suite ( S ) ; à chaque symbole correspond 
ainsi une variété bien déterminée. D'après le raisonnement fait à 
propos des variétés de Grassmann complexes ( ' ) , la variété 

est une cellule que nous désignons par [<70, a{, . . . , Nous conve­
nons une fois pour toutes de remplacer par zéro tout symbole qui n'a 
pas de sens. Les variétés [aQ, . . . , ak] subdivisent V en cellules. 
Soit K le complexe défini par l 'ensemble des cellules [akn ax, . . ., ak]* 
et soit K7, le complexe défini par l 'ensemble des cellules de dimension 
inférieure ou égale à p. Considérons sur V un complexe singulier Cp 
ou une chaîne singulière Ff) (2) . On a alors le théorème suivant (3) : 

Tout complexe Cf) ou toute chaîne Vp su?- V peut être déformé d'une 
façon continue en un complexe ou une chaîne sur Kp. 

Il en résulte le corollaire suivant : 

Le groupe de Poincaré de V est le groupe cyclique d'ordre 2 ; son élé­
ment générateur est défini par le cycle linéaire [o , i , . . . , / > — i, + 1]. 

En effet, K, se réduit à [o , i , . . . , k — i , k + i ] , K0 se réduit au 
point O défini par l 'élément [o , i , . . . , £ ] . Considérons les cycles 
linéaires d 'origine et d 'extrémité O et soit a le cycle défini par 

(') Voir C. EHRESMANN, loc. cit., p. 417. 
C1) Voir S. LEFSCHETZ, Topology (Am. Mal h. Soc. Colloquium Puhl., New-

York, 1932), p. 73 ou M. SEIFERT und W. TIIUEI.FALL, Lehrbuch der Topologie 
•(Leipzig und Berlin, Teubner, 1934), § 2f>-2(>. 

(3) Voir C. LHRESMANN, loc. cit.. p. j i3. 
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(1 ) Voir II. Seifert UNCI W . Thhelfall, loc cit., § W>. 
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[ o, i , . . . , /• — i, k + î j parcouru dans un certain sens. P a r une défor­
mation laissant fixe le point O , tout autre cycle peut être déformé en 
une puissance de a. P o u r qu 'un cycle ar puisse être réduit au point O 
par déformation cont inue, il faut et il suffit qu ' i l existe sur Y une 
cellule singulière dont la frontière soit ar. On pourra déformer cette 
cellule en une cellule singulière sur K2 tout en laissant fixes les points 
de a. Donc le groupe deP o inca r é de V est le même que celui de K.2. 
En écrivant que le cycle défini par le bord de chaque cellule E2 
de K._, est équivalent à l 'élément uni té , on obtient toutes les rela­
tions de définition du groupe de Poincaré ( ' ) . Le complexe K2 se 
compose de deux cellules à deux dimensions [o , i , . . . , k— + 2 ] * 
et [o , 1, . . . , k — 2, ky k + 1 | \ Les deux surfaces fermées correspon­
dantes sont homéomorphes au plan projectif. Donc on arrive à la 
relation unique a* = 1. 

2. La variété V admet une subdivision en simplexes telle que chaque 
cellule de K soit subdivisée en simplexes. La cellule [#0,<7,, . . . , 

munie d 'une certaine orientat ion, définit une chaîne bien déterminée, 
à savoir la somme des simplexes orientés qui recouvrent la cellule con­
sidérée, l 'orientation de chaque simplexe étant définie par l 'orienta­
tion de la cellule. D 'après « Topologie d^espaces homogènes », para­
graphe 9 , nous aurons des relations d'incidence de la forme 

(1) [«o, . . . ,«*]* -> 2h[a0, 1, . . . ,«*]*. 

Le symbole qui est multiplié par )v, se déduit de [ a0 , a, , . . . , #/.]* en 
remplaçant a, par aL— 1 ; les coefficients \ t sont appelés les nombres 
d' incidence de K. Tout cycle T,, sur V est homologue à une combinaison 
linéaire des cellules [#0, . . . , <r/A.]* de dimension p . D 'au t re par t , 
si Tp est une telle combinaison linéaire et si R , , ~ o, il existe une com­
binaison l inéaire, C ^ , , des cellules de dimension p-+-i telle que 
C ^ , -> Tp. Pour déterminer les bases d^homologie de V , il suffit donc de 
connaître les relations (1). 

Considérons la variété [#0, . . . , ak] et soit W la variété des élé­
ments [k] qui coupent une des variétés [ai] suivant une variété plane à 
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i-f- i dimensions au moins. Si [k | appar t ient à | a{n aK, . . . , ak. | — W , 
l ' intersection de [k] avec | / /¿], pour i = o, i , . . . , A*, a exactement z 
dimensions. En part iculier la cellule ouverte [a(n 0f, . . . , est 
contenue dans [a()J r/<, . . . , a/;] — W . Or il existe un groupe projectif 
qui transforme transi t ivement les éléments de a, , — W . 
P a r conséquent la variété |7/0, . . /7/, | — W est homogène. Sa 
subdivision en simplexes est une variété combinatoire ouverte, car 
chaque élément admet un voisinage euclidien ( ' ) . Chaque s implexede 
dimension maximum qui appar t ient à | / /0, a, , . . . , a¡ — i, . . ., ak]* est 
donc sur la frontière de deux simplexes appar tenant à . . . , ak]*. 
Il en résulte que tout nombre d'incidence A, est égal à o, + 2 ou — 2 . 

Faisons abstraction de l 'or ientat ion, c 'est-à-dire considérons les 
chaînes mod 2 . On aura 

(mod :¿ ). 

Les cellules de K, ou encore les variétés [a0j a, , . . . , ak]7 définissent 
donc des cycles mod 2 . Si Tp est une combinaison linéaire de ces 
cycles mod 2 , il n'existe pas de combinaison linéaire C/>4., des 
cellules de K telles que C/}+{ Tp (mod 2 ) . Par conséquent les cycles 
mod 2 définis par les variétés [#(), 0,, . . . , a*] sont l inéairement indé­
pendants (mod 2 ) . Donc 

THÉORÈME. — Les variétés [#0, . . aA] tffe dimension p forment 
une base minima du groupe d'homologie mod 2 relatif à la dimension p. 

La variété V, qui est une variété homogène, est une variété combi­
natoire. On peut donc définir le nombre d'intersection de deux cycles 
mod 2 . Comme dans Topologie d̂  espaces homogènes, paragraphe 11 , 
on peut mont re r que 

{ mod > ). 

Le nombre d ' intersection de [aQ, a{, . . . , ak] avec un cycle de base 
différent de [n — ak, . . . , n — a{, n — a{)] est nul. 

5 . Arrivons à la déterminat ion des nombres d'incidence et consi-

(•) Voir S. LEFSCHETZ, loc cit., p. 155. 

Journ. de Math.y tome XVI. — Fase. I, 1937. IO 
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dérons d 'abord la relation suivante : 

On a X = o si V est orientable et A = ± 2 si V est non orientable. 
Pour voir si V est orientable ou non or ientable , nous nous servons 

du fait que les éléments de V sont transformés transit ivement entre 
eux par le groupe continu des homographies de [n]. Soit G ce groupe . 
Considérons dans [n] des coordonnées projectives que nous appelons 
a?0, xk, j 0 , j M yn_k_{. Nous prenons pour élément 
origine dans V l 'élément \ k \ défini par 0 = y l = . . m=yn__l;_x = 0 . 
Le sous-groupe g de G qui laisse fixe [k]0 est alors défini par 

(3Ì 

où ( x ) et ( y ) sont les matr ices à une colonne dont les éléments sont 
respectivement xin . . ., xk et y0, . . ., yn-k-\ • Tou t élément [k] infi­
niment près de [/»•]„ se déduit de [k]0 par une transformation infinité­
simale de la forme 

où (co) est une matr ice à k-\-\ colonnes et à n — k lignes. Les 
éléments co/y de (co) peuvent être considérés comme des coordonnées 
de [/»]. Une transformation de g de la forme (2) transforme [k] en un 
élément [k]1 défini de la même façon par une matrice (w;), et l'on a 

Cette relation définit un groupe linéaire y opérant sur les quant i tés co,/. 
C'est le groupe linéaire d ' isotropie. Si le déterminant de ce groupe 
est toujours positif, la variété V est orientable, sinon V est non orien­
table ( 1 ). Comme ce déterminant garde un signe constant pour chaque 
partie connexe de y, il suffit de considérer une transformation part i ­
culière telle q u e J < 7 | < ^ o , j ô | < ^ o ; par exemple la transformation 

(') Voir E. CARTAN, La théorie des groupes finis et continus et. Panalysis 
situs (Mémorial Se. math., fasc. X1JÏ, io,3o), p. 29. 
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correspondant à 

P a r cette transformation, n — i des quanti tés co,y changent de signe, 
les autres restant invariantes . Donc 

La variété V est orientable si n est impair, est non orientable si n est 
pair. 

4. Soit A la variété de symbole [7/0, r/,, . . . , ak] et soit Ah la variété 
dont le symbole se déduit du symbole précédent en remplaçant ah par 
a,t — i . Les cellules orientées correspondantes seront désignées par A* 
et A*h. La relation ( i ) s'écrit alors : A* ->-SX;A -. P o u r déterminer X/, 
nous considérons la variété A' = A — A0 — A^ — . . . — A/_,. Un élé­
ment [k] de A' coupe ]0 suivant une variété [i — i ] qui appar t ient 
à la cellule [a0, aA, . . . , Considérons une variété plane [n — i]0 
qui appart ient à la cellule [a0, a,, . . . , art_,-]*, où a,,, a1? a„_,- sont les 
nombres de la suite o, i , . . . , n qui ne figurent pas dans la suite #0, 

, . Montrons que [7— i ] n'a pas de point commun avec[/z — i]0. 
Supposons, en effet, qu ' i l existe un point commun M. Soit b le plus petit 
entier telle que la variété [b]0 de la suite ( S ) contienne M. Comme M 
appar t ient à [ i — i ] , le nombre b ne peut être qu 'un des nombres ain 
a{, . . . , Comme M appar t ient à [n — «]'0, le nombre b ne peut 
être qu 'un des nombres a0, a , , . . . , a„_f-. P a r conséquent il n 'y a pas 
de point commun à [ i — i ] et à [n — i](). L' intersection de [k] avec 
[n — i]0 est pa r suite une variété [k— ï \ . La variété [n — /]rt. coupe 
[a]0 suivant une variété [« ' ]0. On a a' — a — 9(0), où o ( a ) est le 
nombre des entiers ai)} ai , . . . , a^{ qui sont inférieurs ou égaux à a. Les 
variétés [a ' ]0, où a' p rend toutes les valeurs entières de o à n — / , 
forment dans \n—7]0 une suite ( S ' ) analogue à ( S ) . La variété 
[k — i]f est un élément quelconque de la variété 

où les symboles sont définis à l 'aide de varié tés planes de là suite ^ S ) . 
La variété A; est ainsi le produi t topologique de [a{), r/,, 0/_1 ]* 
par B . La cellule ÀJ , pour / / > / , est le produi t lopologique de 
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[//0, A,, . . . , </<•_, par \a, — z, . . ., «/, — / — i, a*— / J * ; cependant 
pour que A* existe, nous supposerons at ^> — i . Avec une orien­
tation donnée des cellules, on a la relation d'incidence 

(3) 

qui a lieu aussi bien dans la variété ouverte B que dans la variété 
fermée — — . . . , ak — I]R. Dans la variété ouverte A' on a 
d 'autre part 

(mod A - Af). 

D 'après les propriétés du produi t de deux complexes, les valeurs 
absolues de \h et de k'h sont les mêmes. En part iculier |"X,-| = | A- |; on 
est donc ramené à la déterminat ion du premier coefficient de la rela­
tion ( 3 ) . 

P o u r déterminer A0, nous transformons la variété [#0, . . . , ak\ 
par une corrélation qui permute entre elles les variétés planes de la 
suite ( S ) , la variété [a]{) é tant transformée en[n — a — i ](). Soit [k] 
un élément de [a{n'ax, r/^J.La variété [k], qui détermine avec'[#/]„ 
une variété plane à #,•-+-/•— i dimensions au plus, est transformée en 
une variété [n — k — i] qui coupe [n — at—i]0 suivant une variété 
plane à i' dimensions au moins, où 

Soient aG, a, , a„_^_I les entiers de la suite o, I , n qui 
ne figurent pas dans la suite a0} ai} . . . , ak. La différence <Y ,—/est 
égale au nombre des entiers ah qui sont inférieurs à ai. P a r conséquent 
le premier nombre de la suite a0, a,, . . . , a/i_/f_4 qui soit supérieur à a 
est a/i5 où iK = n — k — i — i', et parmi les variétés de la suite ( S ) , 
[n — azJ est la variété de plus petite dimension dont l ' intersection avec 
[n — k — i ] est à V dimensions au moins. La variété corrélative de 
[//0, a\, . . . , ak\ est donc la variété [n — <zn-k->i > • • • ? 71 — AI ? N — A0]-

Dans ce dernier symbole , les a{) derniers nombres sont les nombres 
consécutifs n — a0 -f - 1 , . . . , n — I , n. Si l'on y remplace n — a0 - j - i 
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par n — 0O, on obtient le symbole de la variété corrélative de 
[a0 — i , a , , . . . , ak]. Le nombre A0 est aussi au signe près le nombre 
d' incidence entre les deux cellules 

et 

O r nous venons de prouver qu 'on obtient le même nombre d'incidence 
au signe près, en suppr imant dans ces deux symboles les n — k— a{) 
premiers nombres et en re t ranchant des autres le nombre n — k — a{). 
P a r suite A() est au signe près le nombre d' incidence entre les cellules 

et 

D'après le résul tat du paragraphe 3 , on a donc A„ = o, si k + a est 
impair ; A0 = dz 2, si k + a0 est pair . 

En appl iquant ce résultat au premier coefficient dans la relation (3), 
on trouve : Xt = o, si k + a,- est impair ; A- = ± 2 , si k -h ai est pair. 
Nous arrivons ainsi au résultat général suivant : 

}.i = o, si k -h at est impair, 
À/ = zb 2, si A -f- a-, est pair. 

5. Il reste à déterminer le signe des nombres d'incidence pour une 
orientation donnée des cellules. Considérons dans [ ri\ un simplexe 
de référence P0 P , , . . . , PAQ0Q, , . . . , Q , les coordonnées pro-
jectives correspondantes étant xin œ.n . . . , x h j n , y , , . . . , yn^k^,. 
Représentons par [M0, M,, . . . , Mh] la variété plane déterminée par 
les points M0, M,, . . . , Mh. Toute variété \k \ qui ne rencontre pas la 
variété [ Q 0 Q i , . . . , Qn-k-\ I peut être définie par des équations de la 
forme 

Les quanti tés co,/ forment un système de coordonnées pour [ k ] . Con­
sidérons la variété de symbole [a()1 . . . , ak] qui est définie par les 
/c-f-1 variétés planes suivantes : 
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et d 'une façon générale 

Chaque symbole [#0, . . . , ak] définit ainsi une variété bien 
définie de V. En ne considérant que les éléments [k] qui peuvent être 
définis par les coordonnées co,7, les éléments de la variété [a0, . . . , ak] 
correspondent à une matr ice (co) dans laquelle certains éléments 
sont ident iquement nuls. Les éléments co,/ qui ne sont pas identi­
quement nuls sont les nij premiers éléments de la y10"10 colonne, où 
j — o, i , ... . , k et où Ton a posé mf = a j — j . Ceci montre en passant 

que la dimension de la variété [ est 

La variété 

est de nouveau une cellule [#0, a n . . . , ak]*, qui est projectivement 
équivalente à la cellule de même symbole définie au pa ragraphe 1. 
L'ensemble de ces cellules forme un complexe K/ qui subdivise la 
variété V. Le complexe K ' n'est pas projectivement équivalent au 
complexe K étudié dans les paragraphes précédents . Cependant il 
résulte du théorème du paragraphe 1 que le complexe K' peut être 
déformé de façon que toute cellule de K/ soit déformée en la cellule 
de même symbole du complexe K. En effet, en reprenant les nota­
tions du paragraphe 1, supposons que K ,̂ puisse être déformé en K7>, 
les chaînes définies par les cellules de étant déformées en les 
chaînes correspondantes de K/r On peut alors t rouver une déforma­
tion de K.^, qui entraîne la déformation précédente de K ,̂ en K7, ( ' ) . 
Cet te déformation effectuée, le complexe K!p+i peut être déformé en un 
complexe recouvrant K/M_, de telle façon que les points de Kp restent 
fixes. Nous pouvons supposer que les simplexes d 'une certaine subdi­
vision de sont déformés ainsi en des simplexes d 'une subdivision 
de K ^ , . Une cellule Kp+i de est un cycle mod2, qui est homo­
logue au cycle mod 2 défini par la cellule correspondante de . Nous 

(*) Voir S. LEFSCHKTZ, loc cit., p. 80. 
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avons déformé la chaîne Ep+l en une combinaison linéaire des cellules 
à p + i dimensions de K/;+l. Comme ces dernières cellules sont des 
cycles mod 2 l inéairement indépendants , la chaîne E ^ , se trouve 
déformée en la cellule correspondante de K/>+1. Pa r induction on voit 
donc qu'i l existe une déformation de K/ qui déforme les cellules de K' 
en les cellules correspondantes de K. On peut donc orienter les 
cellules de K' et d e K de façon que les nombres d'incidence correspon­
dants soient égaux deux à deux. 

On définit facilement une orientation pour chaque cellule de la sub­
division K'. Dans le voisinage de l 'élément [k0] défini par (co) = o, 
tout élément [k] est défini par les coordonnées co/y-, que nous nous 
représentons comme des coordonnées dans un espace euclidien. Soit 
O le point défini par (co) = o et soit M,7 le point dont toutes les 
coordonnées sont nulles sauf co;y qui est égal à 1. La variété 
[tf0, a n . . . , ak] correspond à une matr ice (co) dont les éléments 
non ident iquement nuls définissent un système de coordonnées dans 
cette variété. Rangeons ces coordonnées dans un ordre linéaire en 
écrivant d'abord les m{) éléments de la première colonne, puis les mx 
éléments de la deuxième colonne, etc. Ecrivons dans le même ordre 
les points M/y correspondant à ces coordonnées co,y. Soit ar le sim-
plexe orienté dont les sommets sont le point O et les points M,-y 
appar tenant à la variété [a0j . . . , ak], ces derniers points étant 
écrits suivant l 'ordre indiqué. Le simplexe ar appar t ien t à la cel­
lule [cz0, , . . . , ak\* et définit une orientat ion de cette cellule. 
Définissons de la même façon l 'orientation de chaque cellule de K/. 
Les sommets de ar moins le sommet M,„._M- définissent le simplexe 
orienté <jr__, correspondant à la cel lule[a0, a — 1, ak]*. Le 
nombre d' incidence de a, avec a,._, est égal à 

Le nombre d' incidence entre les deux cellules correspondantes est 
donc égal à o ou à 

P o u r une certaine orientat ion des cellules de K, le coefficient A de la 
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relation ( i ) a donc la valeur suivante : 

(si k -f- a-i est impair), 

(si k -}- at est pair). 

6 . Appliquons les résultats précédents à la variété des droites de 
l'espace projectif \ n \ Cette variété est orientable ou non orientable 
suivant que n est impair ou pair. Les variétés [p, y ] forment les bases 
minima pour l'homologie mod 2. Les relations d'incidence sont 

Tout cycle r2,_, est homologue à une combinaison linéaire des cycles 
[ z p , 2*7], où p + q = s. Tout cycle T2s est homologue à une combinai­

son linéaire des cycles [2jo, 2 /7-4-1]*+ [ z p - h Ï? 2</]*> 011 P + <7 = -S 
et du cycle [2/*, ir.-f- i l , si s = i r . Les cvcles 

et 

forment les bases minima des groupes de torsion. Tout cycle d'ordre 
fini qui n'est pas homologue à o est d'ordre 2. Tous les coefficients de 
torsion sont égaux à 2. Le cycle [2 r , 2 / - + 1 ] forme la base du groupe 
de Betti pour la dimension [\r. Les nombres de Betti relatifs aux 
dimensions f\r sont égaux à 1 ; les autres sont nuls. 

7. Des relations d'incidence ( 1 ) on déduit de même les bases 
d'homologie de la variété V engendrée par les variétés [k ] de [n]. 
Appelons F[a0, aly . . . , aky le cycle défini par 

Soit Vp un cycle défini par une combinaison linéaire de cellules de K. 
Enlevons de Vp les cellules qui sont elles-mêmes des cycles, et soit Y'p 
le cycle qui reste. Il sera commode de dire que la cellule as, . , . , • / * ] * 
est de rang inférieur à la cellule [bin 6, , . . ., bk]* lorsque a(<^ b,, l'indice 
i étant le plus petit indice tel que #,^=6,-. Considérons parmi les 
cellules qui figurent dans 1 ,̂ la cellule de rang minimum; soit 
j a(n /7, , . . . , ak Y cette cellule. Soit [a(n a{, . . . , r/, — 1 , . . . , akY la 
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cellule de rang min imum qui figure dans F[«0 , a{, . . . , ak]*. Pou r que 
cette cellule s'élimine dans la chaîne-frontière de Y'[n il faut que T'p con­
tienne également une cellule de symbole[aQJ...///,-+-1,... — i , . . . 
où h<^ i et où k -f- ah est impair . Si Ton re t ranche de un multiple 
convenable du cycle F[/z0, . . . , au - f -1 , . . . , a-n . . . , ak]*, on obtient 
un cycle F"p qui ne contient plus que des cellules de rang supérieur à 
[a0, a , , . . . , ak]*. On peut recommencer le même raisonnement sur 
le cycle r'p et Ton voit finalement que T'p est une combinaison linéaire de 
cellules de forme F[è0, 6, , . . . , bk]*. Une cellule qui définit à elle seule 
un cycle ou bien est de la forme F[60, è1, . . . , i/{]*ou bien ne figure dans 
aucun cycle de la forme F[60, è , , . . . , è*]*.' Soit [c0, cA, . . . , ck]* une 
cellule de cette dernière espèce. Alors le symbole qu'on obtient en 
remplaçant ct par ct-+ i n 'a pas de sens lorsque k-\-c-L est impair , et le 
symbole qu'on obtient en remplaçant Cj par Cj — i n 'a pas de sens 
lorsque k + cj est pair . Tou t cycle Tp est une combinaison linéaire des 
cellules de cette espèce et des cycles de la forme F[60, bK, . . . , è/,.]*. Les 
cycles de même espèce que [c0> c, , . . . , c*]* sont l inéairement indé­
pendants , puisqu'ils ne figurent dans aucun cycle de la forme 
F[ô0, 6, , . . . , 6*]*. Comme tout cycle de la forme F[60, 
est d 'ordre 2, on a le 

Théorème. — Les cycles à p dimensions de mêmeespèce que\cr^c^,.. . ,c/r]* 
forment une base minima du groupe de Betti relatif à la dimension p . 
Les cycles à p dimensions de la forme F [60 , 6,, . . . , bk]* forment une 
base du groupe de torsion relatif à la dimension p. Tous les coefficients 
de torsion sont égaux à 2. 

Les cycles à p dimensions de la forme F[6n, 61? . . . , bk\k ne sont 
pas en général des combinaisons linéaires indépendantes des cellules 
à p dimensions. Soit r[p la matrice des coefficients correspondant à 
l 'ensemble de ces cycles. Les diviseurs élémentaires de rïp qui sont 
différents de o sont égaux à 1. Soit p7, le r ang de rip. Comme le plus 
grand commun diviseur des mineurs d 'ordre p,, est égal à 1, au moins 
un de ces mineurs est impair . Supposons que ce soit le mineur formé 
par les p7, premières lignes et les p;> premières colonnes de rip. Les p7, 
premiers cycles de la forme F[é0 , 6 , , . . . , bk] forment alors une base 
minima du groupe de torsion relatif à la dimension p . 

Joum. de Malh., tome XVI. — Fasc. I, 1907 I I 
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II. — Variétés engendrées par des éléments composés j/>0,/V • ••>/v,V 

il. Le symbole {p0,p\, . . . , / ? * J représente une ligure formée par 
k -)- i variétés planes [/>,,], ] , . . . . telles que 

Une telle figure sera fé lément générateur des variétés que nous allons 
considérer. Comme exemple le plus simple nous avons la variété des 
éléments linéaires de [ n ] , un élément linéaire étant une figure désignée 
par {o, i } . Nous nous proposons d 'étudier la variété de tous les élé­
ments {p0,p\, . . p/,\ de [n] . Le raisonnement fait dans Topologie 
d'espaces homogènes, § 18-20, à propos des variétés complexes analogues 
s 'applique aussi bien dans le cas actuel et fournit immédia tement une 
subdivision en cellules. Considérons d 'abord les variétés engendrées 
par des éléments {p, q \. 

Soit V la variété de tous les éléments \p, q\ de [n ). Considérons le 
symbole suivant : 

(4) 

où 

et où tout nombre a¿ est égal à un nombre 6z.,tel que i'>_i. Le symbole 
(4) représente la variété A engendrée par les éléments {p, q} qui se 
composent d'un élément p de la variété [>/0, . . . , ap] et d 'un élé­
ment [q] de la variété [60, 6I? . . . , 6,y], ces deux dernières variétés 
étant définies par r appor t à la suite ( S ) du paragraphe 1. En rempla­
çant dans (4) le nombre a¡ par br_n l 'indice i é tant tel que a¡ = bv, on 
obtient le symbole d'une variété A¿. Soit bj un nombre de la deuxième 
ligne de (4) qui ne figure pas dans la première . Si b j— i > 6y_,, on 
obtient le symbole d'une variété A) en remplaçant b¡ par bj — i . D ' u n e 
façon générale, soit h le plus petit indice inférieur à j tel que les 
nombres b1n b h , . . ., b¡ soient des nombres consécutifs et figurent à 
l 'exception de b¡ dans la première ligne du symbole (4) . En diminuant 
d'une unité tous les nombres bin bh+i, . . ., bh on obtient le symbole 
d'une variété désignée par Ar . En remplaçant deux nombres a¿ et 6t>, 
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tels que aL = bLr, par r/,- — i et bc — i , on obtient le symbole d 'une 
variété AJ. Nous convenons toujours de remplacer pa r zéro tout 
symbole qui n'a pas de sens. Rappelons que la dimension de A est 

où j ne prend que des valeurs telles que bj ne figure pas dans la 
première ligne du symbole ( 4 ) . La dimension de A,, A) ou A- est 
inférieure d'une unité à celle de A. La variété A devient une cellule A* 
lorsqu'on en re t ranche toutes les variétés A,, A) et AJ. L'ensemble des 
cellules A* forme un complexe K qui subdivise la variété V . 

Avec les notations du pa ragraphe i . on a le théorème : 

On peut déformer tout complexe Cp ou toute chaîne Fp sur V en un 
complexe ou une chaîne sur Kp. 

Le groupe de Poincaré de V s'en déduit très simplement. D'après le 
paragraphe 1, c'est en effet le groupe de Poincaré du complexe K2. Le 
complexe K0 se réduit à un seul élément. Le complexe K, est formé 
par deux courbes fermées a et b de symboles 

Ces deux courbes a et h définissent des éléments générateurs du groupe 
de Poincaré . Chaque cellule à deux dimensions de K2 fournit une 
relation entre ces éléments, et l 'on obtient ainsi toutes les relations. 

Supposons q ^ > p -\- i . Ecrivons les relations correspondant aux 
différentes cellules de K , : 

b- i : 

(Si p >> o ) b- i_; i ; 

( si n > f/ \ i > //* = i ; 

a- = \ ; 

ab — ha. 
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Le groupe de Poincaré est donc le produit direct de deux groupes 
d'ordre 2 . 

Supposons (j = p-\-i. On a alors les cellules et les relations 
suivantes : 

(SI /> > O) 

( SÌ i l > p -P2) 

b2 = 1 ; 

a2 = 1 ; 

bab = a ; 

aba = b. 

Pour trouver ces deux dernières relations, il faut remarquer que les 

deux dernières cellules sont homéomorphes respectivement 'd ^ 2 

et à £ J ^ , les courbes a et 6 correspondant respectivement à j ^ 2J 

ET Q [O i ] • On voit alors facilement que le bord de la cellule Ĵ ^ ?J , 

par exemple, est ba ba~x. Le groupe de Poincaré est encore le produit 
direct de deux groupes d'ordre 2, sauf dans le cas de la variété des 
éléments linéaires du plan projectif. Dans ce dernier cas, le groupe de 
Poincaré, G, est défini par les relations 

bab = a, aba = b. 
On en déduit 

L'élément c engendre un sous-groupe, C, d'ordre 2, qui est le groupe 
commutateur de G. Le groupe G/C est de nouveau le produit direct 
de deux groupes d'ordre 2. Donc G est un groupe d'ordre 8. On 
peut identifier ce groupe avec le groupe quaternionien ( ' ) . 

(') La détermination du groupe G a été faite par plusieurs auteurs. Voir 
Jahresb. deutsck. Math. Ver., ^2 , .9-12 Heft, 1933, p. 112-117. 
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î). Les relations d'incidence du complexe K sont de la forme 

Les nombres d'incidence X,, \ h XJ sont donnés par le théorème 
suivant : 

THÉORÈME. — Dans la relation d'incidence 

on a 
ou 

suivant que p + i' est impair ou pair, 

ou 

suivant que bj — <p(6/) + q — p — i est impair ou pair, 

ou 
suivant que bv— i' -\- q — i est impair ou pair. 

Le nombre i' désigne l'entier tel que a i = b i ; et o(bj) désigne le 
nombre des entiers a0, aA, . . . , ap qui sont inférieurs à bj. 

Je ne reproduis pas la démonstrat ion de ce théorème, car elle est 
assez longue et elle ne s 'appuie que sur des raisonnements analogues à 
ceux du paragraphe 4. 

10. Les bases d 'homologie sur V peuvent se déduire des relations 
d'incidence du complexe K. Tout cycle sur V est, en effet, homologue 
à un sous-cycle de K, c'est-à-dire à une combinaison linéaire des cel­
lules de K, et tout sous-cycle de K qui est homologue à o est le cycle-
frontière d'une sous-chaîne de K . Ceci s 'applique également aux cycles 
(mod 2 ) et à l 'homologie (mod 2 ) . Nous allons donc considérer seule­
ment des sous-cycles de K . En part iculier toute cellule A* est un 
cycle (mod 2 ) ; on a par suite le théorème suivant : 

Les variétés A représentées par les symboles ( 4 ) définissent des cycles 
{mod 2 ) qui forment les bases minima des groupes d'homologie (rnod 2 ) . 
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i (mod 2 ) , 

tandis que pour deux cycles de base dont les symboles ne se corres­
pondent pas de cette façon le nombre d' intersection est nul . 

1 1 . Le théorème du paragraphe 9 ne détermine pas complètement 
les relations d' incidence et ne suffit donc pas pour déterminer les 
bases d 'homologie du complexe K . Il est facile d 'étudier complètement 
le cas où \ est la variété des éléments j o, cj) de [ n ] . J ' indique les 
résul tats sans donner explicitement les démonstrat ions. Soit A* la 
cellule définie par 

Relativement aux nombres d' intersections des cycles ( m o d 2 ) de 
dimensions complémentaires on montre , comme dans Topologìe 
d'espaces homogènes, pa ragraphe 19, que 

et soit F (A*) le cycle défini par A* -v 2F( A*). En s^appuyant sur le 
théorème du paragraphe 9 , on démontre la propriété suivante : 

Tout cycle qui est une combinaison linéaire des cellules figurant dans 
F( A*) est un multiple de F(A*)? à moins que F ( A * ) ne soit la somme de 
deux cellules définissant chacune un cycle. 

Dans le cas où F (A*) est la somme de deux cellules définissant 
chacune un cvele, on a 

( 5 ) 

où 

L'ensemble des relations de la forme ( 5 ) se par tage en groupes de rela­
tions de la forme 

.fi) 
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où les symboles qui figurent dans une même colonne représentent la 
même cellule. Il en résulte qu 'avec un choix convenable de l 'orienta­
tion des cellules tous les coefficients dans les relations de la forme (5 ) 
sont égaux à + T . 

Ce qui précède permet de déterminer les nombres d'incidence du 
complexe K,+ l lorsqu'on connaît les nombres d'incidence du com­
plexe ¥LS. Nous écrirons d 'abord les relations 

où A* est une cellule de dimension s-\- i telle que A* et A^l, soient des 
cycles. Soit ensuite C* une cellule de dimension s-\- i qui n'est pas de 
cette espèce. Si C* n'est pas un cycle. F ( C * ) est déterminé au signe 
près pa r la condition F ( C * ) -> o. En choisissant un signe quelconque, 
on fixe l 'orientation de la cellule C*. P a r récurrence on détermine ainsi 
tous les nombres d'incidence du complexe K. 

Par une méthode analogue à celle du paragraphe 7 , on montre que 
tout sous-cycle de K est une combinaison linéaire des cycles des trois 
espèces suivantes : 

i° Les cycles de la forme F ( A*) ; 
2° Les cycles qui sont définis par une seule cellule, mais qui ne sont pas 

de la forme F ( A*) ; 
3° Les cycles de la forme A* zh C*, où 

Considérons tous les cycles F ( A * ) , où A* est une cellule quel­
conque de dimension s - f - 1 . Soit ris la matr ice des coefficients dans les 
formes linéaires F (A.*) et soit p, le r ang de TJ,. O n a alors le théorème 
suivant : 

THÉORÈME. — Une base minima du groupe de torsion relatif à la 
dimension s est formée par pv cycles de la forme F< A * \ Tous les coeffi-
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dents de torsion, sont égaux à 2. Une base minima du groupe de Betti 
relatif à la dimension s est formée par un certain nombre de cycles de 
seconde espèce et par les cycles de troisième espèce de dimensions s. 

12 . Appliquons les résultats précédents à la variété des éléments 

linéaires de [zi]. Cette variété a pour symbole Jj* j ^ • La subdivi­

sion en cellules est obtenue à l 'aide des variétés 

et 

qui forment aussi les bases minima des groupes d 'homologie mod 2 . 
Les relations d'incidence qui définissent le complexe K sont 

La variété n est orientable ou non orientable suivant que n n — 1, n ] 1 
est pair ou impair . Les seuls cycles de base des groupes de Bett i sont 
les cvcles ° et n L si n est pair, et les cycles ° et " 
si n est impair . Les bases minima des groupes de torsion sont formées 
par les cycles suivants : 

sauf ! 
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et 

Dans le tableau suivant, que Ton prolongerai t facilement, les symboles 
de la (,v -f- I)IÈ!U<' ligne représentent les cellules de dimensions s\ les 
symboles qui ne sont pas marqués d 'une astérisque définissent des 
cycles; de même deux symboles reliés par un trai t définissent deux 
cellules dont la différence est un cycle; on a ainsi tous les cycles de 
base. 

(7) 

15. Connaissant la topologie de la variété des éléments linéaires de 
l 'espace projectif [ n ] , nous pouvons étudier la question suivante : 
pour quelles valeurs de n peut-on définir un parallélisme absolu dans 
l'espace [ft]? É tan t donné l'espace [ 3 ] , on peut y introduire une 
métr ique pour en faire un espace elliptique à trois dimensions. Le 
parallélisme de Clifford, de première espèce par exemple, joui t alors 
de la propriété suivante : par un point donné M il passe une parallèle et 
une seule à une droite donnée. On peut définir un parallélisme satis­
faisant à la même condition dans l 'espace elliptique à 7 dimensions; 
cet espace admet même deux familles continues de parallélismes de ce 
genre ( 1 ) . D'une façon générale, nous appelons parallélisme absolu 

(1) Voir F . VANEY, Le parallélisme absolu dans les espaces elliptiques réels 
à 3 et à 7 dimensions et le principe de trialité dans l'espace elliptique à -
dimensions (Thèse, Paris, Gauthier-Yillars, 1929). 

Joum. de Math., tome XVI. — Faso. I, 19.37. 
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dans l'espace projectif \ n ] une correspondance entre les éléments 
linéaires de [/?] qui satisfait aux conditions suivantes : i( à tout élé­
ment linéaire défini par un point M et une droite A correspond, quel 
que soit M', un élément linéaire parallèle défini par M; et une 
droite A ; 20 les points M et M' étant donnés, la correspondance entre 
A et A' est biunivoque et réc iproque; 3° deux éléments linéaires qui 
sont parallèles à un troisième élément linéaire sont parallèles entre 
eux ; 4° si A et M varient d 'une façon continue, A' varie d 'une façon 
cont inue. On peut définir de la même façon le parallélisme absolu dans 
une variété dérivable quelconque, car à une telle variété correspond 
une variété d 'éléments linéaires bien définie (1 ). 

P o u r qu 'on puisse définir dans [ n ] un parallélisme absolu, il faut 
évidemment que la variété des éléments linéaires de [n ] soit le produit 
topologique de [n] par une variété [n — i ] ' ; mais nous ignorons si cette 
condition est suffisante. Le produit topo logique de [n] par [n — i ] ' est 
toujours non or ientable . Si n est pair , on ne peut donc pas définir un 

parallélisme absolu dans [ n ] , car la variété est or ientable. 

Si n est impair , la variété a les mêmes invariants d 'homo-

logie et le même groupe de Poincaré que le produi t topologique de [n\ 
par [n — i ] ' . En effet, considérons dans [n ] une suite de variétés 
planes 

Considérons de même dans [ n — i ] ' une suite de variétés planes 

Désignons par [p.</] le produi t topologique de [p ] par [</]'. La variété 
[n%n — i ] est subdivisée en cellules par l 'ensemble des variétés [ p . ( / ] : 
à la variété [p.q] correspond la cellule 

(1 ) Sur la notion rie parallélisme absolu, voir E. Cartan, Notice historique 
sur la no/ion de parallélisme absolu (Math. Ann., 102, 5, p.' 698-706). La 
d.'iinitiiiJi de \î. I*]. Cartan fait intervenir la notion de vecteurs infiniment petits 
équipo! lenU et ne coïncide donc pas avec la définition donnée ci-dessus. 
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Les variétés [/>.<7] forment les bases d 'homologie (mod 2) . On a un 
tableau analogue au tableau ( 7 ) 

Tou t symbole qui n'est pas marqué d 'une astérisque correspond à un 
cycle orienté •, il en est de même de la différence de deux cellules dont les 
symboles sont reliés par un t ra i t . Les bases d'homologie sont formées 
3ar l 'ensemble de ces cycles. On vérifie alors facilement que les variétés 

A! i n I ET [n-n — i] ne se dist inguent pas par leurs groupes d 'homo­

logie, lorsque n est impai r . De plus le groupe de Poincaré est pour les 
deux variétés le produi t direct de deux groupes d 'ordre 2, si n ^> 2 . 

On est amené alors à rechercher si les deux variétés se dist inguent 
par les invariants d' intersection relatifs aux cycles (mod 2) . 

Supposons n = 2 q + 1 et considérons dans la variété les 

cycles (mod 2 ) de dimension 'iq - j - 1. Désignons par C , , C>. . . . , C._>,,.,, 
les cycles de base ( m o d 2 ) dont les symboles sont 

Désignons de même par a et b les cycles de symboles £° ^ et ^ ^ • 

Considérons la matr ice ( T ) dont les éléments sont les cycles d ' inter­
section (mod 2 ) de la forme Ci:. C/. On a 

E tan t donnés C, et Cy, on peut par une transformation projective 
de [n ] amener C, en une position générale par rappor t à C,. On voit 
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alors que C / . C / = o, si / - f - / < / 2 7 + 1 • Supposons 

P o u r qu'il y ait un élément linéaire commun à C,- et à Cy-, il faut 
avoir 

d'où 

Supposons de même 

C/.Cy est nul , sauf si Ton a 

c'est-à-dire si l'on a i = j * Le cycle C/.C7 ne sera pas nul dans les cas 
suivants : 

(/^/-4-1). 

A ces trois cas correspondent les cycles d'intersection suivants : 

si 
si 
si 

Kj^q -f- i), 

Dans tous les autres cas on a 

En ce qui concerne le deuxième cas, qui est le cas le moins simple, 
nous remarquons que les éléments linéaires communs à Q et à Cy sont 
définis chacun par un point arbi t ra i re d 'une droi te fixe et par une 
droite qui passe par un point fixe. Le cycle d' intersection a donc un 
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élément commun avec chacun des cycles 

et 

d'où il résulte bien C,.Cy = « + b. 
Considérons de même dans la variété [ 2 g + 1.2*7] les cycles mod 2 

de dimension 2 g + 1 : 

si 
sì 
si 

nous les désignons respect ivement pa r C, , C2, . . . , C ^ , et nous 
désignons par af et b' les cycles [ o . 1] et [ 1 . 0 ] . Nous considérons de 
même la matrice ( T ' ) dont les éléments sont les cycles d'intersection 
de la forme C- .C) . On montre facilement que 

i -\-J y^'ïq 4- 2 . 

Pour que les variétés 

et [2*7 — J.2g] 

soient homéomorphes , il faut que l'on puisse transformer ( T ) en ( T ' ) 
en effectuant sur les éléments de base C , , C2, . . . , C2</4.( ainsi que sur 
les éléments de base a et b des substitutions linéaires dont les coefficients 
sont o ou 1 et dont les déterminants sont égaux à 1 mod 2. 

Si l 'espace [2g + 1] admet un parallélisme absolu, il y a des subs­
ti tutions de forme plus part icul ière qui t ransforment la matrice ( T ) 
en (T ' ) . En effet, supposons que l'on connaisse un parallélisme absolu 
dans [ 2 g + 1 ] . La variété des éléments linéaires dont chacun est défini 
par un point fixe O et par une droite passant par O peut être consi­
dérée comme une variété [2</]/. Les éléments linéaires définis chacun 
par le point O et par une droi te qui appar t ient à une variété 
plane [ r + i ] engendrent une variété qu 'on peut considérer comme 
une variété plane [ r ] ' de [ 2 ^ ] / . Considérons alors dans [ 2 g ] ' une 
suite de variétés planes 
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Considérons de mênie dans [2*/ + i] une suite analogue 

Étant donné un élément linéaire défini par un point M et par une 
droite passant par M, supposons que M soit un point quelconque de [p] 
et que l 'élément linéaire soit parallèle à un élément linéaire quelconque 
de la variété [r]f. Les éléments linéaires qui satisfont à ces conditions 
engendrent une variété que nous désignons par [/)./•]. Appelons a!, /7, 
C, , . . . , C^7+1 les cycles (mod 2 ) qui correspondent respectivement à 

La matrice dont les éléments sont les cycles d'intersection (mod 2) de 
la forme C- .C) est précisément la matr ice (T ; ) déjà considérée. On a 
les homologies suivantes : 

( 8 ) 

( mod2). 

P o u r démontrer ces homologies, il faut r emarque r que le cycle de 
symbole [o . /•] reste, d 'après la définition du parallél isme absolu, 
homotope à lui-même, lorsqu 'on déplace le point [0]. Or quand le 
point [ o ] est confondu avec le point O , le cycle de symbole [o . r ] est 

confondu avec un cycle de symbole F ° ! • Donc 

La deuxième homologie de ( 1 2 ) s 'obtient alors en cherchant les 

nombres d' intersection ( m o d 2 ) de b avec et avec 

Le coefficient est le nombre d'intersection mod2 
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de C- avec le/èmo cycle de la suite : 

Il en résulte bien \ u = i et /v/ = o, si / >̂ i. S'il existe un parallélisme 
absolu dans [27 + i ] , on doit pouvoir déterminer les coefficients X 
et À,, de façon que les relations ( 8 ) définissent une substitution qui 
transforme ( T ) en (T7). 

Supposons d'abord que l'on puisse avoir X = 1. Considérons les 
équations 

( mod 2 ) ; 
d'où 

{ mod 2 ) ; 
d'où 

La résolution successive des équations 

donne \iA = o pour i<q , et X2fy+,;/= o, pour j > y + 1. On a alors 
l'équation 

( mod 2) ; 

qui est impossible. 11 en résulte que Ton a forcément X = o. Étudions 
d'abord le cas n = 5. On a les équations suivantes : 

( mod 2 ) ; 
d'où X54 = i. 

( mod 1 ) ; 

d'où X53 = i. On arrive ensuite à une équation impossible : 

( mod 2 ). 

Donc on ne peut pas définir un parallélisme absolu dans l'espace pro­
jectif ¡5 ]. Comme il existe un parallélisme absolu pour // = 7 , il reste 
à étudier le cas n = ' i q - \ - 1 > 7 - On peut encore commencer la 
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déterminat ion des coefficients A,, par la résolution successive d'équa­
tions linéaires. Je ne reproduis pas les calculs qui sont assez longs 
et j ' i nd ique seulement les résul tats . On peut d 'abord montrer que 

On en déduit : 
(mod?,). 

Donc q doit être impair . En supposant q = i q ' — I , on t rouve 

D'où : 
(mod 2 ). 

On a donc q ' = iq" . On montre ensuite que les seuls coefficients A2(/_L>);, 

pour j ^ q + i j qui sont égaux à 1 sont de la forme XL,7_a)2</_2_4r? 
où k: = o, 1, . . ., q" — 1. Donc 

( mod 2 ), 

c 'est-à-dire q = 2/- ou n = i 6 r — 1. P o u r T I = I 5 , on peut effective­
ment calculer les coefficients A/y, de sorte que le raisonnement précé­
dent ne permet plus de conclure à l ' impossibilité d 'un parallélisme 
absolu lorsque n = i 6 r — 1. Nous avons donc le résul tat suivant : 

Pour q u o n puisse dé finir dans [ n ] un parallélisme absolu, il faut 
que n soit égal à 3 ou à 7 ou à 16r — 1. 

Il serait intéressant de savoir s'il existe effectivement un parallé­
lisme absolu pour n = 16 r— 1 ; mais cette question paraî t difficile à 

r é soudre ( ' ) . 

14 . Les résultats des paragraphes précédents peuvent être étendus 
aux variétés engendrées par des éléments de la forme \p0J p ] , .. ., pk j . 

(*) M. E. Stiefel m'a appris qu'il a étudié également le problème du parallé­
lisme dans les espaces projectifs. Sa méthode est toute différente et conduit à 
un résultat un peu plus complet qu'il annonce dans Ein Problem aus der 
linearen Algebra und seine topologische Behandlung ( Verh. der Schweiz. 
NaturGesellschaft^ Zürich, 10,35). 
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Par exemple, soit V la variété des éléments {/>, </, r \ contenus dans [n\ . 
L'élément \p , q, r \ é tant composé de trois variétés planes [ p ] , [q ] 
et [ r ] , supposons que ces variétés planes engendrent respectivement 
les variétés [«0, af, . . af>], [bin 6,, . . . , b(/] et [c0, ct. . . . , cr] qui 
sont définies à l 'aide rie la suite ( S ) . L 'élément {/>, r/, /• ! engendre 
alors une variété que nous représentons par le symbole 

19^ 

Nous supposerons de plus que chacun des nombres de la première 
ligne de ce symbole figure aussi dans la deuxième ligne et que chacun 
des nombres de la deuxième ligne figure aussi dans la troisième ligne. 
La variété de symbole (9) est alors une variété i rréductible; sa dimen­
sion est égale à 

où J est un indice quelconque tel que h, ne figure pas dans la première 
ligne et où k est un indice quelconque tel que ck ne figure pas dans la 
deuxième ligne. L'ensemble de ces variétés subdivise Y en cellules. 
Cette subdivision définit un complexe analogue au complexe étudié 
dans les paragraphes 8-12. On démontre facilement que les coefficients 
d' incidence relatifs à ce complexe sont égaux à o. 2 ou — 2. Donc 
les variétés représentées par les symboles ( 9 ) sont des cycles (mod2) 
et forment encore les bases minima des groupes d'iiomologie (mod 2). 
Bien qu 'on ne rencont re aucune difficulté théorique nouvelle, la 
démonstra t ion d'un théorème général analogue à celui du para­
graphe 9 serait un peu longue. Dans chaque cas par t icul ier donné on 
pourra dé terminer effectivement les nombres d' incidence et par suite 
les bases d'iiomologie. Le théorème sur la déformation des chaînes 
( § 8 ) est toujours valable et permet en .particulier de t rouver le 
groupe de Poincaré de la variété V. 

Si l'on considère la variété engendrée par les éléments \ p(np<. . • 
il faut in t roduire des symboles à k -f- 1 lignes analogues au sym­
bole ( 9 ) ; ce qui précède se généralise alors immédia tement . 

Journ. de Math., TOME XVÏ. — FA SE. 1, JQS;. 13 
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(10) 

où la ï*xm ligne contient les nombres 0 , 1 , . . . , / — 1 . Ce symbole définit 
un élément de V que nous considérons comme élément-origine de V. 
En remplaçant dans la z*1èm( ligne le nombre / — 1 pa r /, on obtient 
le symbole d 'une courbe fermée A;. Les courbes A , , A2, . . . , An sont 
les éléments générateurs du groupe de Poincaré , G, de la variété Y . 
Nous considérons toutes les cellules à deux dimensions de la subdi­
vision de \ qui a été définie au paragraphe précédent . A chacune de 
ces cellules correspond une relation entre les éléments généra­
teurs A , , A 2 , . . . , A„, et l 'ensemble de ces relations définit le 
groupe G. Si / — / 1 , les courbes A, et Ay consti tuent la frontière 
de la cellule formée par un domaine de la variété 

( 11 ) 

où les lignes non écri tes explici tement sont les mêmes que les lignes 
correspondantes de ( 1 0 ) . Chaque élément de cette variété correspond 
d'une façon biunivoque à l 'ensemble d 'un élément de [o , 1 , . . — 2 , « ] 
et d'un élément de [ 0 , 1 , . . . , 7 — 2 , / ] . La variété ( 1 1 ) est donc 
homéomorphe à un tore , de sorte qu 'on a la relation 

A/A/=: AyA/. 

Il y a deux cellules dont les frontières sont constituées par les 
courbes A, et A,V1. L 'une d'elles est formée par un domaine de la 
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15. Il est intéressant de chercher le groupe de Poincaré de la 
variété V engendrée par les éléments \ o, i , 2 , . . . , n — i } de l 'espace 
projectif (71]. Comme cette variété est recouverte 2n fois par la variété 
du groupe or thogonal , R, à /*-+- 1 variables, on peut déterminer ainsi 
le groupe de Poincaré de la variété du groupe R. 

Considérons le symbole à n lignes 
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variété 

l 'autre esl formée par un domaine de la variété 

Ces deux variétés sont respectivement homéomorphes à et 

à > de sorte qu'on a, d 'après le paragraphe 8, les relations 

De ces relations on déduit 

En posant H = À;' = Ai; = . . , = A;;, on a H- = i . Le groupe com­
muta teu r de G est donc le sou s-groupe //, d 'ordre 2, engendré par H. 
Le groupe G /h , qui n'est aut re que le groupe d'iiomologie relatif à 
la dimension 1, est le produi t direct de n groupes d 'ordre 2. Donc 
Tordre du groupe G /h est égal à 2" et L'ordre de G est égal à 2n 1. 

Le groupe R est le groupe des transformations linéaires homogènes 
qui laissent invar iante la forme or + a^ + . . . -\-x;t, le dé terminant 
de chaque transformation é tant égal à -f- 1. En considérant x», 
xs , xlx comme des coordonnées projectives dans [n] , chaque 
transformation de R définit une transformation projective de [n ] , Si 
les coordonnées sont convenablement choisies, les transformations 
de R qui laissent invariant l 'élément-origine de Y sont définies par 

où l'on a / = d z 1 et £0£, ...£„ = 1. Ces transformations forment un sous-
groupe d 'ordre 2" qui est comme G/A le produi t direct de n groupes 
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d'ordre 2. A chaque élément de V correspondent 2" t ransformations 
de R, à savoir celles qui t ransforment l 'élément-origine en l 'élément 
considéré. La variété R recouvre donc 2" fois la variété V. 

Le groupe de Po incaré de la variété R est isomorphe à un sous-
groupe de G, l 'ordre de ce sous-groupe étant égal à l 'ordre de G 
divisé par 2". Donc le groupe de Poincaré de R est le groupe 
d 'ordre 2. A la courbe Af correspond dans R une courbe fermée non 
réductible à zéro; celle-ci définit un sous-groupe clos à un pa ramèt re , 
à savoir le groupe dont les équat ions sont 

A l 'élément générateur H de G correspond ainsi un élément généra­
teur H du groupe de Poincaré de la variété R. D o n c : 

Le groupe de Poincaré de la variété R est le groupe d'ordre 2 défini 
par Vêlement générateur H et par la relation H2 = i . 

Ce résultat est bien connu (1 ), mais la démonstra t ion précédente 
ne fait pas intervenir comme celle de M. H . W e y l la théorie de la 
s t ruc ture des groupes simples. A la subdivision de V en cellules 
correspond une subdivision de R en un nombre fini de cellules. Ceci 
démontre en part icul ier que le groupe R est un groupe clos. La sub­
division en cellules pour ra i t sans doute servir à la recherche de 
propriétés topologiques du groupe R, mais ceci nécessiterait une 
étude approfondie des relat ions entre un complexe et ses complexes 
de recouvrement . 

(*) • Voir H. WEYL, Theorie der Darstellung kontinuierlicher halb-einfacher 
Gruppen durch lineare Transformationen (Math. Zeitschr., 24, 1925, p. 38o); 
voir aussi E. CARTAN, La Géométrie des groupes simples (Ann. di Mat.. 1926-
1927, p. 9.11-218). 
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EXTRAIT DE l Enseignement mathématique, №S 5­6. 35E ANNÉE, 1936. 

/6/ 

SUR LES ESPACES LOCALEMENT HOMOGÈNES 1 

PAR 

Charles EHRESMANN (Paris). 

Les espaces qui formeront l'objet de cette conférence sont 
des espaces analogues aux formes spatiales de Clifïord­Klein. 
Je rappelle qu'une forme spatiale de Clifïord­Klein est un 
espace de Riemann à courbure constante: suivant que cette 
courbure est nulle, positive ou négative, on aura un espace 
localement euclidien, localement sphérique ou localement hyper­

bolique. Etant donné un espace localement euclidien, par 
exemple, celui­ci est aussi caractérisé par le fait que les déplace­

ments euclidiens voisins de la transformation identique sont 
définis dans un voisinage suffisamment petit de chaque point. 
Une généralisation immédiate de cette dernière définition 
s'obtient en remplaçant le groupe des déplacements euclidiens 
par un groupe de transformations continu et transitif quelconque, 
en particulier par un groupe continu et transitif de Lie. On 
définit ainsi les espaces localement homogènes que nous allons 
étudier. Bien que les résultats que je pourrai indiquer soient 
encore incomplets, il m'a semblé que ce sujet méritait d'être 
traité ici, parce qu'il touche à la fois à la théorie des groupes 
et à la topologie et parce qu'il conduit à des relations entre les 
propriétés infinitésimales et les propriétés globales d'un espace. 

1. — Avant de préciser la notion d'espace localement homo­

gène, il sera utile de rappeler la définition d'un groupe de trans­

i Conférence faite le 23 octobre 1935 dans le cycle des Conférences internationales 
des Sciences mathématiques organisées par l'Université de Genève: série consacrée à 
Quelques questions de Géométrie et de Topologie. 
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formations de Lie au sens local ou au sens global. Soit V une 
variété à n dimensions, c'est-à-dire un espace topologique 
régulier admettant un système de voisinages dont chacun est 
homéomorphe à l'intérieur d'un simplexe à n dimensions. Soit G 
un ensemble de transformations topologiques dont chacune est 
définie pour tout point d'un domaine D de V, les point de D 
étant transformés en des points de V qui n'appartiennent pas 
forcément à D. L'ensemble G forme un groupe continu à r para­
mètres au sens focal lorsqu'il satisfait aux conditions suivantes: 

a) Les éléments de G peuvent être mis en correspondance 
biunivoque avec les points d'une variété à r dimensions, que 
nous désignerons par (G), telle que, si M' = 9(M, s) est la 
transformation correspondant au point s de (G), la fonction 
9 (M, s) soit continue par rapport à l'ensemble des points M et s. 

b) L'ensemble G contient la transformation identique; soit i 
le point correspondant de (G). 

c) Il existe dans (G) un voisinage A du point i tel qu'on ait les 
propriétés suivantes: Si a est un point de A, il existe dans D des 
points M dont les transformés M' — 9 (M, a) appartiennent 
à D; pour tout point M de cette espèce et pour tout point b 
de A, on a: 

M' = 9 [9 (M, a), b] = 9 (M, c) . 

Le point c de (G) qui correspond ainsi à l'ensemble des 
points a et b est défini par une fonction c = ^(a, b). 

d) Soit a un point de A et M un point quelconque de D tel 
que le point M' = <p (M, a) appartienne à D. Il existe dans (G) 
un point ar[ tel que M = 9 (M', a~[). 

e) La fonction <\>(a, b) est continue par rapport à l'ensemble 
des points a et b; le point a-1 est une fonction continue du 
point a. 

Un groupe G satisfaisant aux conditions précédentes est 
appelé groupe de Lie au sens local s'il existe, dans un voisinage 
du point i, un système de coordonnées tel que les coordonnées 
du point c = 4(^7 b) soient des fonctions analytiques par rapport 
aux coordonnées des points a et b. 

Le groupe G est dit transitif dans D si tout point M de D 
admet un voisinage tel que, M' étant un point quelconque de ce 

88 



ESPACES LOCALEMENT HOMOGÈNES 319 

voisinage, il existe au moins une transformation de G qui 
transforme M en M'. Si G est un groupe continu transitif de Lie 
au sens local, il existe des systèmes de coordonnées définis 
respectivement dans un voisinage de M0 et dans un voisinage 
de i tels que les coordonnées du point M' = 9 (M, a) soient 
des fonctions analytiques par rapport à l'ensemble des coor­
données de M et de a, en supposant que M et a appartiennent à 
des voisinages suffisamment petits de M0 et de i. Deux systèmes 
de coordonnées qui sont définis dans un voisinage de M0 et qui 
jouissent de la propriété précédente se déduisent l'un de l'autre 
par une transformation analytique. 

Un ensemble de transformations topologiques, G, forme un 
groupe continu à r paramètres au sens global lorsqu'il satisfait 
aux conditions a), e), en supposant que dans l'énoncé de 
ces conditions D soit remplacé par V et A par (G). L'ensemble G 
forme un groupe de Lie au sens global lorsqu'il définit un groupe 
continu à r paramètres au sens global et un groupe de Lie au 
sens local. Je signale le théorème suivant : 

Etant donné un groupe continu à r paramètres au sens local 
dont les transformations sont définies pour tous les points de la 
variété V (c'est-à-dire le domaine D est confondu avec V), 
Vensemble des transformations dont chacune est le produit d^un 
nombre fini de transformations appartenant au voisinage A de i 
forme un groupe continu à r paramètres au sens global. 

2. — Appelons espace homogène de Lie une variété à n dimen­
sions dans laquelle est défini un groupe de transformations 
continu et transitif de Lie au sens global. 

Appelons espace localement homogène de Lie (en général nous 
dirons simplement espace localement homogène) une variété E 
à n dimensions jouissant des propriétés suivantes: 

a) Chaque point M de E appartient à un voisinage VM à 
l'intérieur duquel est défini un groupe continu et transitif de Lie 
au sens local qui transforme les points de VM en des points de E ; 
le voisinage VM sera appelé voisinage élémentaire. 

b) Soit d un domaine commun à deux voisinages élémentaires. 
Etant donnés les deux groupes de Lie au sens local attachés à 
ces voisinages, il existe dans chacun d'eux un voisinage de la 
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transformation identique tel que les transformations de l'un 
de ces voisinages soient en correspondance biunivoque avec 
celles de l'autre, deux transformations correspondantes opérant 
de la même façon sur les points de d. 

Un espace localement homogène de Lie peut encore être 
défini comme étant une variété E à n dimensions qui jouit des 
propriétés suivantes: 

a) Chaque point M de E appartient à un voisinage VM dans 
lequel on a défini un système de coordonnées et un ensemble 
de r transformations infinitésimales linéairement indépendantes 
qui engendrent un groupe transitif de Lie au sens local. 

b) Soit d un domaine commun à deux voisinages élémentaires 
VM et VM>. Le changement de coordonnées défini pour les points 
de d transforme les r transformations infinitésimales définies 
dans VM en r combinaisons linéaires des transformations 
infinitésimales définies dans VM.. 

Remarquons qu'un espace homogène de Lie est aussi un espace 
localement homogène de Lie. 

Etant donnés deux points M et M' d'un voisinage élémentaire, 
appelons transformation élémentaire de M en M'toute transfor­
mation qui transforme M en M' et qui appartient au groupe 
de Lie au sens local attaché à ce voisinage. Si A et B sont deux 
points quelconques de E, on montre que A peut être transformé 
en B par la succession d'un nombre fini de transformations 
élémentaires. Il en résulte que les groupes de Lie, au sens local, 
définis respectivement au voisinage de A et au voisinage de B 
sont semblables. 

La variété aVun espace localement homogène est une variété 
analytique. En effet, dans chaque voisinage élémentaire on peut 
introduire un système de coordonnées tel que le groupe de Lie, 
au sens local correspondant, soit analytique par rapport à ces 
coordonnées et par rapport aux paramètres. Le changement de 
coordonnées qui en résulte pour un domaine commun à deux 
voisinages élémentaires est alors également analytique. 

3. — Deux espaces localement homogènes E et E ' sont dits 
équivalents lorsqu'il existe une transformation topologique de E 
en E ' telle que, M et M' étant deux points correspondants, les 
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transformations infinitésimales définies au voisinage de M soient 
transformées en les transformations infinitésimales définies au 
voisinage de M'. Les deux espaces E et E' sont dits localement 
équivalents lorsqu'il existe un voisinage élémentaire dans E qui 
soit équivalent à un voisinage élémentaire dans E'. Le problème 
général que nous nous proposons d'étudier s'énonce maintenant 
de la façon suivante: 

Trouver tous les espaces localement homogènes qui soient locale­
ment équivalents à un espace localement homogène donné: en 
d'autres termes, trouver tous les espaces localement homogènes qui 
soient le prolongement d'un élément d'espace localement homogène 
donné. 

Une question intéressante qui se pose aussitôt est la suivante : 
Existe-t-il toujours un espace homogène qui soit localement équi­
valent à un espace localement homogène donné ? 

Pour répondre à cette question, je rappelle les propriétés 
suivantes: Soit H un espace homogène de Lie et G le groupe 
de Lie correspondant. Soit g le sous-groupe formé par l'ensemble 
des transformations de G qui laissent invariant un point O 
de H. Le sous-groupe g est fermé dans G et n'admet aucun 
sous-groupe invariant dans G. Réciproquement étant donnés 
un groupe abstrait de Lie, G, et un sous-groupe g qui est fermé 
dans G et qui ne contient aucun sous-groupe invariant dans G, 
on peut définir un espace homogène H dont le groupe de trans­
formations Gx est isomorphe à G, le sous-groupe de Gx qui 
correspond à g étant le plus grand sous-groupe dont les trans­
formations laissent invariant un point O de H. 

Si G est un groupe transitif de Lie au sens local, il existe dans G 
un voisinage A de la transformation identique tel que les trans­
formations qui appartiennent à A et qui laissent invariant un 
point O forment un sous-groupe continu de Lie au sens local. 
Réciproquement soit (G) un groupe abstrait de Lie au sens 
local et soit (g) un sous-groupe continu de Lie au sens local. 
Si (g) n'admet aucun sous-groupe continu invariant dans (G), 
il existe un groupe de transformations continu et transitif de Lie 
au sens local, que nous désignerons parG1? tel que ce groupe soit 
localement isomorphe à (G), son sous-groupe qui correspond 
par cette isomorphie à (g) étant le plus grand sous-groupe continu 
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qui laisse invariant un certain point. D'après le troisième théo­
rème fondamental de Lie démontré du point de vue global par 
M. E. C ART AN, la variété (G) peut être considérée comme un 
voisinage de l'élément unité d'un groupe abstrait de Lie au sens 
global. Désignons ce groupe par (G'); on peut le supposer 
simplement connexe; sinon on le remplacerait par son groupe 
de recouvrement simplement connexe. Le sous-groupe (g) au 
sens local se prolonge dans (G') en un sous-groupe continu de Lie 
au sens global; soit (g') ce prolongement. Pour que le groupe G1 
puisse être prolongé en un groupe transitif de Lie au sens global, 
il faut et il suffit que (g') soit fermé dans (G'). Or on sait qu'un 
groupe de Lie (G') simplement connexe peut avoir des sous-groupes 
continus qui ne sont pas fermés dans (G'). Par exemple, un groupe 
simple clos, simplement connexe et de rang supérieur à 1 admet 
des sous-groupes ouverts à un paramètre; un tel sous-groupe 
n'admet évidemment aucun sous-groupe continu invariant dans 
le groupe simple donné. Donc il existe effectivement des espaces 
localement homogènes qui ne sont localement équivalents à aucun 
espace homogène. 

Pratiquement il est difficile de reconnaître si un groupe 
transitif de Lie au sens local défini dans un certain domaine 
par r transformations infinitésimales données peut être prolongé 
en un groupe de Lie au sens global. Remarquons seulement 
qu'une condition suffisante pour que ce prolongement existe 
est que le plus grand sous-groupe au sens local qui laisse invariant 
un point O ne laisse invariant aucun autre point dans un voisi­
nage suffisamment petit de 0 . M. E. Cartan a déterminé tous 
les espaces homogènes de Lie à deux dimensions. On constate 
que tout espace localement homogène à deux dimensions est 
localement équivalent à un espace homogène. La même question 
n'est pas encore résolue dans le cas de trois dimensions et on 
n'a jamais déterminé tous les espaces homogènes de Lie à trois 
dimensions. 

4. — Je signale le théorème suivant: 

Si un espace localement homogène de Lie est clos et simplement 
connexe, il est équivalent à un espace homogène de Lie. 
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On en déduit que tout espace localement homogène clos, dont 
le groupe de Poincaré est fini, est localement équivalent à un 
espace homogène. Pour démontrer le théorème énoncé, on 
applique surtout la propriété suivante : Etant donné un espace 
localement homogène E, tout arc AB établit un isomorphisme local 
bien déterminé entre les groupes de Lie, au sens local, définis res­
pectivement au voisinage de Net au voisinage de B ; cet isomorphisme 
ne varie pas lorsqu'on déforme Varc AB, les extrémités A et B 
restant fixes. En particulier, si l'espace E est simplement connexe, 
il existe un isomorphisme local bien déterminé entre les groupes 
de Lie au sens local définis respectivement dans les voisinages 
de deux points quelconques de E. 

5. — Par la suite nous porterons notre attention sur les 
espaces, localement homogènes qui sont localement équivalents 
à un espace homogène donné. Soit H un espace homogène de Lie 
et G le groupe de transformations correspondant. On démontre 
alors le fait suivant: 

Si H est la variété de recouvrement simplement connexe de H, 
cette variété H définit un espace homogène localement équivalent 
à H ; le groupe G correspondant à H est un groupe de recouvrement 
(pas forcément simplement connexe) de G. 

Appelons automorphisme de l'espace homogène H une 
transformation topologique T de H en lui-même telle que la 
transformée par T de toute transformation de G appartienne 
encore à G. Appelons automorphisme local une transformation 
topologique qui transforme un voisinage d'un point A de H en 
un voisinage d'un point B de H de telle façon que la transformée 
de toute transformation infinitésimale de G soit encore une 
transformation infinitésimale de G. On démontre alors le 
théorème suivant : 

Tout automorphisme local d'un espace homogène simplement 
connexe se prolonge en un automorphisme global de cet espace. 

La démonstration de ce théorème repose sur le fait suivant : 
Si G est un groupe abstrait de Lie au sens global, tout auto-
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morphisme local de (G) se prolonge en un aiitomorphisme global 
de (G). 

Soit E un espace localement homogène que nous supposons 
localement équivalent à un espace homogène simplement 
connexe H. Définissons le développement sur H d'un arc de 
respace E. Nous appelons arc la figure décrite par un point 
qui est une fonction continue d'un paramètre variant de 0 à 1. 
Soit OA un arc de E. Tout point M de E appartient à un voisinage 
élémentaire qui est équivalent à un voisinage d'un point M de H. 
En vertu du lemme de Borel-Lebesgue, on peut recouvrir 
l'arc OA par une suite d'un nombre fini d'arcs partiels telle que 
deux arcs partiels successifs empiètent l'un sur l'autre et telle 
que tout arc partiel soit contenu dans un voisinage élémentaire 
équivalent à un voisinage dans l'espace H. Soit V0, Vl7 Yk 
cette suite de voisinages; nous pouvons supposer que deux 
voisinages successifs n'aient qu'un seul domaine en commun. 
Une suite de voisinages de cette espèce sera appelée une chaîne 
de voisinages recouvrant l'arc OA. Le voisinage V0 du point O 
peut être représenté sur un voisinage V0 d'un point O de H. Le 
voisinage \ \ est équivalent à un voisinage Vi dans H. Soit d 
le domaine commun à V0 et à Vv II est représenté d'une part 
sur un domaine d de V0 et d'autre part sur un domaine d'de Vi. 
L'automorphisme local qui transforme d'en d se prolonge en un 
automorphisme global qui transforme Vi en un voisinage Vx. 
En répétant cette opération, on pourra représenter la chaîne 
de voisinage V0, V1? \ \ sur une chaîne de voisinages 
V0, V1? Vk. L'arc OA sera représenté sur un arc OA recouvert 
par la chaîne de voisinages V0, Vr, V/r Nous dirons que 
Parc OA est un développement sur H de Ta re OA; de même 
l'arc OA sera appelé un développement sur E de l'arc OA. On 
a ainsi le résultat suivant: 

Un voisinage du point O de E étant représenté sur un voisinage 
d'un point O de H, tout arc OA de E admet un développement bien 
déterminé suivant un arc OA de H. Si deux arcs d'origine O et 
d'extrémité A sont réductibles Vun à Vautre par déformation 
continue, leurs développements conduisent de O au même point A. 

94 



ESPACES LOCALEMENT HOMOGÈNES 325 

La dernière partie de cet énoncé se démontre en appliquant 
le lemme de Borel-Lebesgue à une famille continue d'arcs 
d'origine 0 et d'extrémité A. On démontre de même le théorème 
suivant : 

Un voisinage de O étant représenté sur un voisinage de 0 , soit O A 
un arc quelconque de H . Ou bien Varc OA se développe suivant un 
arc bien déterminé OA de E , ou bien il existe sur Varc OA un 
point C tel que Varc OC moins le point C se développe suivant une 
ligne divergente sur Vespace de recouvrement simplement connexe 
de E . Etant donnée sur H une famille continue d'arcs d'origine 0 
et d'extrémité A telle que chacun de ces arcs admette sur E un 
développement issu de 0 , ce développement conduit toujours au 
même point A . 

Les propriétés précédentes conduisent aux résultats suivants: 

Si l'espace localement homogène E est clos et simplement connexe, 
il est équivalent à l'espace homogène H . Si E est clos et admet un 
groupe de Poincaré fini, l'espace de recouvrement simplement 
connexe de E est équivalent à H . Si E est clos et H ouvert, le groupe 
de Poincaré de E est infini. 

Soit H ' un espace homogène localement équivalent à H ; si H ' 
est simplement connexe, il est équivalent à H ; si H ' n'est pas 
simplement connexe, son espace de recouvrement simplement 
connexe est équivalent à H . 

6. — Considérons maintenant une classe particulièrement 
intéressante d'espaces localement homogènes. Un espace E de 
cette classe satisfait à la condition suivante qui sera appelée 
condition de normalité: L'espace E est localement équivalent à 
un espace homogène H que nous supposerons simplement 
connexe, et toute ligne divergente sur l'espace de recouvrement 
simplement connexe de E se développe suivant une ligne diver­
gente de H. L^espaGe E sera appelé espace localement homogène 
normal ou encore forme de Clifford de l'espace homogène H. En 
particulier, tout espace homogène localement équivalent à H 
est normal; on l'appelle forme de Klein de l'espace homogène H. 
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De même tout espace localement homogène clos dont le groupe 
de Poinearé est fini satisfait à la condition de normalité. On 
démontre facilement le théorème suivant: 

Soit E un espace normal localement équivalent à Vespace homo­
gène simplement connexe H; Vespace H est équivalent à Vespace 
de recouvrement simplement connexe de E. 

Un voisinage du point O de E étant représenté sur un voisinage 
équivalent du point O de H, tout are OM de E se développe 
suivant un arc déterminé OM de H. La correspondance entre M 
et M jouit alors des propriétés suivantes: A tout point M de H 
correspond un point déterminé M de E. Les points de H qui 
correspondent à un même point M de E forment un ensemble 
de points équivalents par rapport à un groupe d'automorphismes 
de l'espace H. Ce groupe s'appelle le groupe d'holonomie de 
l'espace E. Il est isomorphe au groupe de Poinearé de l'espace E. 
De plus il est proprement discontinu dans tout l'espace H et 
aucune de ses opérations n'admet de points invariants dans H. 
La recherche des formes de Clifford de l'espace H revient ainsi 
à la recherche des groupes d'automorphismes de H qui peuvent 
être considérés comme des groupes d'holonomie. 

Soit T un groupe d'automorphismes de H. Pour que F soit 
le groupe cPholonomie d'un espace localement homogène normal 
il faut et il suffît que les conditions suivantes soient vérifiées: 

a) T est proprement discontinu dans tout l'espace H. 
b) Aucune opération de F n'admet des points invariants. 
c) Considérons dans H deux voisinages quelconques v et v', 

distincts ou confondus. Parmi les voisinages transformés de v 
par T, il y a au plus un nombre fini de voisinages qui ont des 
points communs avec v'. 

Lorsque ces conditions sont vérifiées, les ensembles de points 
équivalents par rapport à T peuvent être considérés comme les 
points d'un espace E qui sera une forme de Clifford de H. 

La condition c) est vérifiée d'elle-même lorsque F est un groupe 
fini. Cette condition est une conséquence des conditions a) et b) 
lorsque F laisse invariante une métrique définie dans H. En 
particulier, supposons que H soit un espace riemannien dont la 
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métrique est invariante par le groupe G qui opère transitivement 
dans H. Lorsqu'un groupe d'automorphismes T laisse invariante 
cette métrique riemannienne et satisfait aux conditions a) et b), 
c'est le groupe d'holonomie d'un espace riemannien localement 
équivalent à H, c'est-à-dire localement applicable sur H. Il 
serait intéressant de savoir si la condition c) est toujours une 
conséquence des conditions a) et b), lorsque le groupe V est un 
groupe d'automorphismes de H. J'ignore la réponse à cette 
question. On sait seulement que la condition c) n'est pas néces­
sairement une conséquence des conditions a) et b) lorsque F se 
compose de transformations topologiques quelconques de H. 

7. — La condition de normalité, pour un espace localement 
homogène E, peut être remplacée, dans certains cas, par des 
conditions plus simples. Considérons en particulier les espaces 
riemanniens localement homogènes. On voit facilement que la 
condition de normalité est équivalente dans ce cas à la condition 
suivante: Dans Vespace E, toute ligne divergente localement 
rectifiable a une longueur infinie. Cette condition est encore 
équivalente à d'autres conditions, par exemple à la condition 
suivante: Sur tout rayon géodésique on peut reporter, à partir de 
son origine, une longueur donnée arbitraire. L'équivalence des 
deux conditions précédentes s'établit facilement dans le cas 
d'un espace riemannien localement homogène. M. Hopf et 
M. Rinow ont même démontré cette équivalence pour un 
espace de Riemann quelconque. 

Dans le cas des espaces localement affines, c'est-à-dire locale­
ment équivalents à l'espace affine, la condition de normalité peut 
être remplacée par la suivante: Etant donnée une géodésique 
quelconque de Vespace localement affine, un point M qui décrit la 
géodésique peut être défini en fonction d'un paramètre s tel que, 
dans tout système de coordonnées affines locales, les coordonnées de M 
soient des fonctions linéaires de s; Vespace considéré sera alors 
normal si à toute valeur de s somprise entre — oc et + oc corres­
pond un point M de la géodésique donnée. 

8. — Lorsqu'un espace riemannien localement équivalent à 
un espace riemannien homogène est clos, il est normal; car il n ' y 
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a pas de lignes divergentes dans cet espace. Mais dans le cas 
général, un espace localement homogène clos n'est pas forcément 
normal. Les espaces localement homogènes normaux ainsi que 
les espaces localement homogènes clos font partie de la classe 
plus générale des .espaces localement homogènes non prolon­
geâmes. Un espace localement homogène E est dit non prolon­
geable lorsqu'il n'est pas équivalent à un domaine D. d'un 
espace localement homogène E', le domaine D ayant des points 
frontières dans E' . On démontre facilement le théorème suivant: 

Tout espace homogène est non prolongeable. 

Il suffît d'appliquer le théorème qui dit que tout arc d'un 
espace localement équivalent à un espace homogène H admet 
un développement sur H. Il résulte immédiatement de ce théo­
rème que tout espace localement homogène normal est non prolon­
geable. De même il est clair que tout espace clos est non prolon­
geable. Il existe des espaces localement homogènes non prolon-
geables (même simplement connexes ou clos) qui ne sont pas 
normaux. Par exemple, soit H un espace homogène à 3 dimen­
sions et considérons un nœud dans cet espace. Tout espace de 
recouvrement à plusieurs feuillets de l'espace complémentaire 
du noeud est non prolongeable. D'une façon générale, le théorème 
relatif au développement d'un arc sur un espace homogène 
permet de reconnaître si un espace localement homogène donné 
est prolongeable ou non prolongeable. Il serait intéressant de 
savoir si tout espace prolongeable est équivalent à un domaine 
d'un espace non prolongeable. 

9. — Donnons quelques applications des notions et propriétés 
générales qui précèdent. Je ne parlerai pas des espaces localement 
euclidiens ou localement non euclidiens, car ce sujet est bien 
connu. Je signale que les formes de Clifïord ou de Klein des 
espaces riemanniens homogènes, en particulier des espaces 
riemanniens symétriques, ont été considérées par M. E. Cartan 
dans plusieurs de ses travaux. Je me propose d'indiquer seule­
ment quelques propriétés des espaces localement projectifs. 

Un espace localement projectif est un espace localement équi­
valent à un espace projectif réel. On peut encore le définir de la 
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façon suivante: Un espace localement projectif E est une 
variété à n dimensions sur laquelle on a défini un système de 
courbes appelées géodésiques tel que chaque point de E appar­
tient à un voisinage qui admet une représentation topologique 
sur un domaine de l'espace projectif, les arcs de géodésiques 
étant représentés par des segments de droites. 

Tout espace localement euclidien, localement non-euclidien 
ou localement affine est évidemment un espace localement pro­
jectif. D'une façon générale, si H est un espace homogène et G 
le groupe de transformations correspondant, tout sous-groupe 
continu G' qui est localement transitif dans un domaine de H 
définit un espace homogène H', et tout espace localement équi­
valent à H' définit aussi un espace localement équivalent à H. 

Soit S l'espace de recouvrement simplement connexe de 
l'espace projectif à n dimensions. L'espace S est homéomorphe 
à la sphère à n dimensions et recouvre deux fois l'espace pro­
jectif. Un point de S est représenté par l'ensemble de n + 1 
quantités X#0, lxlJ ...,'X#n7 non toutes nulles, le nombre X étant 
un nombre positif quelconque. Le groupe d'automorphismes (A) 
de l'espace S est le groupe dont la transformation générale est: 

xi = aijxi » déterminant ] a-t -1 = ± 1 . 

L'application d^un résultat général au cas présent donne le 
théorème suivant: 

Tout espace localement projectif clos et à groupe de Poincaré 
fini admet Vespace S pour espace de recouvrement simplement 
connexe. 

Les espaces de cette classe sont les espaces localement pro-
jectifs normaux. Un espace localement projectif normal peut 
aussi être caractérisé par la propriété suivante: Toute géodésique 
de Vespace est une courbe fermée. 

Tout espace localement projectif normal est défini par un 
groupe formé d'un nombre fini de transformations du groupe (A), 
chacune de ces transformations étant sans points invariants 
dans S. Réciproquement tout groupe fini de cette espèce définit 
un espace localement projectif normal. Or tout groupe fini de 
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transformations de (A) laisse invariante au moins une forme 
quadratique définie en .r0, xx, x}1, que nous pouvons supposer 
être la forme xl + x\ + ... -f x~n. Le groupe considéré est 
donc un groupe de déplacements sphériques. Donc 

THÉORÈME: Tout espace localernent projectif normal est équi­
valent à un espace localement sphérique normal (forme spatiale 
de Clifîord à courbure constante positive). En particulier, tout 
espace homogène localement équivalent à Vespace projectif est 
équivalent et Vespace projectif ou à Vespace sphérique. 

Les espaces localement euclidiens ou localement hyperboliques 
sont des espaces localement projectifs qui ne sont pas normaux. 
Si les géodésiques d'un espace localement projectif sont les 
géodésiques d'une métrique riemannienne, cet espace est locale­
ment euclidien ou non-euclidien. Il existe des espaces localement 
projectifs, même clos, qui ne sont pas équivalents à des espaces 
localement euclidiens ou non-euclidiens. Considérons, par 
exemple, dans le plan projectif la transformation x\ = Xx0, 
x\ = x±, x\ — x2 et le groupe T engendré par cette transforma­
tion. Dans le domaine obtenu en enlevant du plan projectif la 
droite x0 = 0 et le point x1 = x2 = 0, le groupe T a les carac­
tères d'un groupe d'holonomie et définit un espace localement 
projectif E. On peut prendre pour domaine fondamental du 
groupe T le domaine compris entre les deux coniques 
xl + xl — xl = 0 et x[ + xl — 7? xl ==. 0. On voit donc que 
l'espace E est homéomorphe au tore, mais les géodésiques de 
cet espace ne peuvent pas être les géodésiques d'une métrique 
riemannienne. De plus ces géodésiques ne satisfont pas à la 
condition suivante que nous appellerons condition de convexité: 
Supposons donnée une famille continue d'arcs géodésiques ABt, 
Vorigine A étant fixe et Vextrémité Bt étant une fonction continue 
d'un paramètre t, définie pour 0 ^ t < 1 ; si Bt tend vers un 
point B± lorsque t tend vers 1, Varc géodésique ABt tend vers un 
arc géodésique ABV Remarquons que les géodésiques d'un 
espace riemannien normal satisfont à cette condition ainsi que 
les géodésiques d'un espace localement projectif normal ou d'un 
espace localement affine normal. Un espace localement projectif 
qui satisfait à la condition de convexité sera appelé convexe. 
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Les géodésiques issues d'un point remplissent tout l'espace. On 
peut démontrer le théorème suivant: 

Uespace de recouvrement simplement connexe d'un espace 
localement projectif convexe est équivalent à l'espace spkérique S 
ou bien à un domaine convexe de l'espace projectif. 

Réciproquement, soit D un domaine convexe de l'espace 
projectif, c'est-à-dire un domaine satisfaisant à notre condition 
de convexité. Soit T un groupe de transformations projectives 
qui transforme D en lui-même, qui est proprement discontinu 
dans D et dont les transformations n'admettent pas de points 
invariants dans D. On sait qu'on peut définir dans D une mé­
trique en prenant pour distance de deux points M et M' le 
logarithme du rapport anharmonique des points M, M' et des 
deux points d'intersection de la droite MM' avec la frontière 
de D. Cette métrique est invariante par T. L'ensemble des 
points équivalents à un point de D par rapport au groupe T 
peut donc être considéré comme le point général d'un espace 
localement projectif; celui-ci sera convexe et admettra D pour 
espace de recouvrement simplement connexe. Dans ce raison­
nement on a supposé que D n'est pas l'espace affine. 

10. — Considérons plus spécialement les espaces localement 
projectifs convexes à deux dimensions. Faisons abstraction des 
espaces localement projectifs normaux, c'est-à-dire de l'espace 
sphérique à deux dimensions et du plan projectif. Soit E un 
espace localement projectif clos. Son espace de recouvrement 
simplement connexe est équivalent à un domaine convexe D 
du plan projectif; appelons C la frontière de D. L'espace E sera 
défini par un groupe projectif F qui a les caractères d'un groupe 
d'holonomie dans le domaine D; ce groupe F est d'ailleurs infini. 
On montre alors que les seuls cas qui peuvent se présenter sont 
les suivants: 1° C est une droite et D est le plan affine; 2° C se 
compose de deux droites et D est le demi-plan affme; 3° C se 
compose de trois segments de droites et D est l'intérieur d'un 
triangle; 4° C se compose d'un segment de droite et d'un arc 
de courbe tel que les transformés par F de tout point de cet 
arc forment un ensemble partout dense sur cet arc; 5° les trans­
formés de tout point de C (peut-être à l'exception d'un point) 
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forment un ensemble partout dense sur C. Supposons que C 
soit composé d'arcs analytiques. Alors la partie non rectiligne 
de C est à courbure projective constante. On peut en déduire 
que les seuls cas possibles sont les trois premiers cas et le cin­
quième cas où D est l'intérieur d'une conique. On a par consé­
quent le résultat suivant: 

Si un espace localement projectif ci deux dimensions est convexe 
et clos, il est équivalent à Vespace sphérique, ou bien à Vespace 
projectif, ou bien à un espace localement hyperbolique, ou bien à 
un espace localement affine normal, ou bien son espace de recouvre­
ment simplement connexe est équivalent soit au demi-plan affine, 
soit à Vintérieur d'un triangle, soit à un domaine convexe du plan 
projectif dont la frontière contient des arcs non analytiques. 

Il paraît probable que le dernier cas ne peut pas se présenter. 
On a de même le résultat suivant: 

Si un espace localement affine à deux dimensions est convexe 
et clos, il est normal, ou bien son espace de recouvrement simplement 
connexe est équivalent soit au demi-plan affine, soit à un domaine 
du plan affine limité par deux demi-droites issues d'un point, 
soit à un domaine convexe du plan affine dont la frontière contient 
des arcs non analytiques. 

Plus généralement on peut démontrer que les deux énoncés 
précédents sont encore valables pour les espaces localement 
projectifs ou pour les espaces localement affines qui sont convexes 
et non prolongeables. Remarquons cependant qu'un espace 
localement hyperbolique normal est prolongeable en tant 
qu'espace localement projectif lorsque le groupe T correspon­
dant est proprement discontinu sur la conique C. 

11. — Il est intéressant de considérer également les espaces 
localement projectifs complexes. L'espace projectif complexe 
est simplement connexe. Dans le cas d'un nombre pair de dimen­
sions, l'espace projectif complexe n'admet pas de forme de 
Clifford autre que lui-même. Dans le cas d'un nombre impair 
de dimensions complexes, il existe une forme de Clifford dis­
tincte de l'espace projectif complexe. Cette forme de Clifford est 
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non orientable, et elle peut aussi être considérée comme une 
forme de Clifîord de l'espace hermitien elliptique. 

On détermine encore facilement les espaces localement 
conformes normaux. On peut démontrer que ceux-ci sont aussi 
équivalents aux espaces localement sphériques normaux. 

Pour terminer remarquons que les espaces localement homo­
gènes considérés sont des cas particuliers des espaces non holo-
nomes définis d'une façon générale par M. E. Cartan. Ce sont les 
espaces non holonomes correspondant à un groupe transitif 
de Lie G tels que les déplacements infinitésimaux attachés aux 
différents vecteurs infinitésimaux de l'espace satisfont aux 
équations de structure du groupe G. L'étude des espaces locale­
ment homogènes est ainsi le premier pas dans l'étude des pro­
priétés globales des espaces non holonomes. 
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SUR LES APPLICATIONS CONTINUES D'UN ESPACE 
DANS UN ESPACE FIBRE OU DANS UN REVÊTEMENT; 

PAR M. CHARLES EHRESMAINN. 

1. Introduction. — Dans le présent Mémoire, je généralise un 
résultat indiqué dans une Note aux Comptes rendus (1) et qui 
peut s'énoncer sommairement de la façon suivante : 

Soit E un espace fibre et B son espace de base; si une application 
continue f d'un complexe fini K dans B est la projection d'une 
application continue/ ' de K dans E, toute déformation continue 
de f est la projection d'une déformation continue de / ' . 

Le théorème 1 ci-dessous affirme que ce résultat est encore 
valable en supposant que K est un complexe quelconque (pas 
nécessairement fini). Le théorème 2 concerne le cas particulier 
où E est un revêtement de B. Le résultat précédent est alors valable 
en supposant que K est un espace topologique quelconque. 
B. Eckmann (2) a démontré indépendamment la proposition 
analogue correspondant aux hypothèses suivantes : E et R sont des 
espaces métriques compacts; l'espace E n'est pas muni d'une 
fibration, mais d'une partition rétractile. 

J'indiquerai une série de résultats, en partie connus, qui sont 
des applications presque immédiates des théorèmes 1 et 2. Il s'agit 
surtout de conditions pour qu'un espace fibre soit isomorphe 
à un produit topologique, pour qu'une application dans B soit 
inessentielle ou pour que deux applications soient homotopes. Le 
théorème 3 donne une caractérisation des classes d'applications 
d'un espace A dans un espace localement euclidien ou localement 
non euclidien hyperbolique, en particulier dans une surface quel­
conque à l'exception de la sphère et du plan projectif. 

(*) C. EHRESMANN et J. FEF.DHAU, Sur les propriétés d'homotopie des espaces 
fibres (C. R. Acad. Se, 211, 19̂ 1, p. 945-948). 

(2) B. ECKMANN, Zur Homotopietheorie gefaserter Ra'ume (Commentarli 
math, helv., 1941-1942, P- it\i-iQ2). 
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La terminologie et les notations sont celles des Eléments de 

Mathématique de N. Bourbaki (1). 

2. Un théorème sur les espaces fibres et ses applications. — 
Rappelons la définition suivante de la notion d'espace fibre : 

DÉFINITION 1. — Soit r une relation d'équivalence dans un espace 
topologique E; soient B l'espace quotient E/r et p la projection 
canonique de E sur B. Désignons par F<r la classe d'équi-

—i 
valence p ( x ) correspondant à x e B . Supposons que toutes 
les classes d'équivalence soient homéomorphes à un espace 
topologique F. Chaque classe FiX sera appelée une fibre et F 
sera appelé la fibre type. L'espace E muni de la relation 
d'équivalence r sera appelé espace fibre et B son espace de base 
ou espace des fibres, lorsque la condition suivante sera vérifiée : 
Tout point x de B admet un voisinage UT, appelé voisinage 
distingué, tel qu'il existe un homéomorphisme de p(Ux) Slir 
le produit topologique U.X X F appliquant Fr sur j j | x F pour 
tout y e Vx. 

Si p est la projection canonique de l'espace fibre E sur l'espace 
de base B et f une application d'un espace K dans E, l'application 
composée f = p ° f de K dans B sera appelée projection dans B 
d e / ' . 

Rappelons encore qu'une déformation d'une application 
continue / de K dans B est une famille (ft)t d'applications 
continues de K dans B telle que /0 = / et que l'application cp 
de K x l dans B, définie par cp(#, t) = x e K, t e l , soit 
continue, I désignant l'intervalle [o , i] de la droite numérique. 
Lorsque les restrictions de ft et de f à une partie K' de K sont iden­
tiques, quel que soit t e I, on a une déformation rnodulo K'. 
Les applications f0 et J\ sont dites homotopes modulo K/, 
lorsqu'il existe une déformation (ft)iei modulo K/ de f{) &fi. 

THÉORÈME 1. — Soit f une application continue d un complexe 
simplicial K dans l'espace fibre E et soit f = p f la projection 

<J) Paris, Hermann, 1939, 1940, 1942. 
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de f dans B. En désignant par g et g' respectivement les res­
trictions de / e t / ' à un sous-complexe L de K, soit (g't)ie] une 
déformation de gr dont la projection dans B est la défor­
mation {gt)tç.\ de g (c'est-à-dire gt = p°g'i pour tout 
Etant donnée une déformation (ft)t<=i de / telle que la restric­
tion de ft à L soit gt il existe une déformation ( f i ) tç \ de f telle 
que sa projection dans B soit la déformation (ft)fei et que la 
restriction de f \ à L soit g'r 

Démontrons d'abord le théorème dans le cas particulier suivant : 
le complexe K est formé par un simplexe en, de dimension et 
par l'ensemble de ses faces ; L est donc formé par un ensemble de 
faces de ea. 

La déformation {f) est définie par une application continue 9 
de K x 1 dans B. On peut trouver une subdivision simpliciale K' 

de K et une subdivision de I en r intervalles lk~ [""T-~' r ] ' ou ^ 
est un entier de l'intervalle [ 1, r ], telles que, pour tout simplexe en{ 
de K' et pour tout entier / r € [ i , r ] , l'image par <p de e" x I* soit 
contenue dans un voisinage distingué d'un point de B. En effet, 
l'ensemble des images réciproques par cp des voisinages distingués 
ouverts de B forme un recouvrement de K x I par des ensembles 
ouverts. Si en est supposé plongé dans R7', l'espace e î lx \ peut 
être considéré comme un sous-espace, appelé prisme, de l'espace 
numérique R " x R = R'iH. C'est donc un espace métrique 
compact, la métrique étant la métrique euclidienne induite. Par 
suite il existe un nombre r > o tel que toute partie de e" x I, 
de diamètre ^ T , soit contenue au moins dans un des ensembles 
ouverts du recouvrement considéré de K x 1. On peut bien 
trouver une subdivision K' de K et un entier / tels que les 
diamètres de tous les ensembles e'\ x I* soient <T, ce qui 
démontre notre affirmation. 

Les simplexes de dimension n de K/ seront désignés par e", où 
l'indice i est un entier quelconque de l'intervalle [ 1, a J, a entier. 
Soit MA,y la réunion des produits e" x I* tels que k<h — 1, / > a . 
où k = /1, les entiers h et j vérifiant les conditions 1 < // \ r. 

(!) Voir ALKXANDROFF-HOPF, Topologie, I, p. 100, Théorème IV. 
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i %j^ci . L'ensemble Myi)rt sera aussi désigné par Ma+i)0 et la 
partie vide de K ' x l sera désignée par Mi)0. Nous allons définir 
par récurrence une application continue 9' de K ' x I dans E telle 
que 9 = poy et que la restriction de 9' à L x I soit l'application v|/ 
correspondant à la'déformation donnée (gy,)/€i- Soit y^j la restric­
tion de 9 à M*/. Soit Nhj l'intersection de M^y avec L x I et 
soit é'hj la restriction de <j/ à N a j . Supposons qu'on ait défini une 
application continue o'h • de t&hj dans E telle que y h j = poy'hj 
et que la restriction de o'h . à N/i>y soit En supposant o<y <a — 1, 
définissons un prolongement cp̂ y+l de 9'^y, défini dans M/^y+i, tel 
que o h j + i = poy'hj+i et que la restriction de <p̂ y+i à Nhj+i 
soit <J4,y+r ^ suffit de définir une application continue 9^y+1 
de e'j+i x l à dans E telle que : i° /?°9/^y+l = restriction 94,y+i 
de 9 à x lh\ 20 9^y+4 coïncide avec 9^y sur l'intersection 
de x \h avec M^j, et coïncide avec sur l'intersection 
de ey+4 x \h avec L x L La condition 20 exprime que 9^y+1 est un 
prolongement au prisme e'j^i X Ia d'une application continue 
donnée ®hj+i d'un certain sous-complexe M^y+1 de ce prisme. 
Ce sous-complexe, lorsqu'il est différent du prisme tout entier, 

est formé de la base inférieure erJ+s x |~~7T~| et d'un ensemble 

de faces latérales de ce prisme. L'application po§hj+\. est la res­
triction de 9 à MJjy+J. Comme le prisme est appliqué par 9 dans un 
voisinage distingué U d'un point de B, il sera appliqué par 

dans />(U), qu'on peut identifier avec U x F. Soit pf la 
projection canonique de U x F sur F . L'application 9/t|y+4 sera 
définie lorsqu'on aura défini les deux applications continues 
P°?hj+i et />'°?ly-M- 0 r Poy'hj+i est l'application connue y'hJ+i. 
L'application p1o^"hj+{ doit être un prolongement continu au 
prisme de l'application connue p'o^h^^i- D'après le lemme que 
nous démontrerons un peu plus loin, M!'hj+{ est un rétracte du 
prisme; c'est-à-dire il existe une application continue TZ du prisme 
surMJty+< telle que sa restriction à /+1 soit l'application iden­
tique. L'application ploO^y+toTr est un prolongement au prisme 
dep'o(}hj+i. Le couple d'applications {9^+1 , p'0^hj+i°^) définit 
une application o"h-+t vérifiant les conditions ( i° ) et (20). La 
réunion des deux applications 9̂ . y et <?"h,j+\ définit l'application 
continue cherchée 9^ty+i. 
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La définition précédente s'applique lorsque h = r et / = o, 
<p'lj0 désignant l'application vide (c'est-à-dire de la partie videM1)0)' 
Par récurrence nous avons donc défini une application 9' de K ' x I 
dans E, qui détermine une déforma tion (fL)¿^i vérifiant les condi­
tions de l'énoncé. 

Démontrons maintenant le théorème en supposant le complexe 
simplicial K absolument quelconque. Soit cp l'application de K x I 
dans B qui définit la déformation donnée (/¿)¿ei et soit 'V l'appli­
cation de L x I dans E qui définit la déformation donnée (^)¿€i-
Soit A l'ensemble des applications dans E vérifiant les conditions 
suivantes : 

1. Chaque application a € A est définie dans M x I, où M est un 
sous-complexe arbitraire de K. 

2. L'applicationpoa est la restriction de 9 à M x I. 
3. Les restrictions de a et de <]/ à L ' x I, où L ' = M n L , sont 

identiques. 

L'ensemble A est ordonné par la relation aca1 qui signifie 
que ai est un prolongement de a. L'ensemble ordonné A est 
inductif (*). En effet, soit A' une partie totalement ordonnée 
de A et soit M ' x I la réunion de l'ensemble des parties de K x I 
dans lesquelles sont définies les applications appartenanl à A'. 
M' est un sous-complexe de K, car c'est une réunion de sous-
complexes. Soit b l'application de M ' x l dans E qu'on peut 
appeler réunion de la famille d'applications A' et qui est définie de 
la façon suivante : b (x) = a ( x ) , quel que soitc£ 6 M ' x I et quel que 
soit a € A' tel quea(x ) soit défini; l'élément b(x) est bien unique, 
car si a ( x ) et a'{x) sont définis et si a et a' appartiennent à A', 
on a a ( x ) — a'(x) en remarquant que a c a ' ou a ' c a. L'applica­
tion b vérifie les trois conditions (1), (2) e t ( 3 ) ; c'est évidemment 
la borne supérieure de A' dans A. L'existence de cette borne 
supérieure signifie que A est inductif. En vertu du théorème de 
Zorn, l'ensemble A possède au moins un élément maximal. 

Soit 9' un élément maximal de A. Supposons 9' défini 
dans Ki x I et montrons que Ki = K. Soit en un simplexe 
quelconque de K. Soit Li le sous-complexe de en formé par 

(*) Voir BOURBAKI, Th. des Ensembles (fase de Résultats), p. 36 et 07. 
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(KA n e") U ( L n e"). Soit l'application continue de U x l 
dans E qui coïncide avec of sur ( K i n e " ) . x l et avec <{/ 
sur (Ln(,/() x I; ces deux conditions sont compatibles, parce 
que G' vérifie la condition (3) . D'après le cas particulier du 
théorème 1. déjà démontré ci-dessus, il existe une application 
continue <D\ de e" x I dans E telle que p°®\ soit la restriction 
de Q à e" x 1 et que la restriction de y\ à U x I soit égale à ij/,. 
Comme les restrictions de cp' et à (Ki n e") x I sont identiques, 
la réunion des applications y! et o\ définit une application cp" 
de R o X l dans E, où K 2 = K i U e " . Cette application cp" est 
continue, ses restrictions aux deux ensembles fermés K i X i 
et e11 x I étant continues. Elle vérifie d'autre part les condi­
tions ( i) , (2) et (3) et prolonge cp;. Comme cp' est maximal, on 
a Q;= cp;/. Donc K 2 = K i , c'est-à-dire en appartient à R i . 
Donc K4 = K. L'application cp7 définit bien une déformation de f 
vérifiant les conditions de l'énoncé du théorème. 

Dans la démonstration précédente nous avons utilisé le lemme 
suivant : 

LEMME. — Soit e11 un simplexe dans R" et considérons le 
prisme e11 x I de R" x R = R/l+1. Soit M un sous-complexe du 
prisme, formé par la réunion de la base inférieure e n x {0} et 
d'un ensemble de faces latérales ertx I, où evt est une face de 
dimension r de e'1. Il existe une application continue TT du 
prisme en x ï sur M telle que la restriction de 7i à M soit l'appli­
cation identique. 

On définit facilement une suite de p H- 1 sous-complexes M* du 
prisme e n x I, l'indice k étant un entier quelconque de l'inter­
valle [o,•/>], cette suite vérifiant les conditions suivantes : 
i° Mk= M*+i u ( e * x I) , où ek est une face de en. L'intersection 
de Mk+i avec ek x I est la réunion de la base inférieure e* x {o j 
et de toutes les faces e \ x I telles que c et ei^é ek ; 20 M0 = e n x l 
et M ^ = M . On peut définir une application TT̂  de M* sur M*+1 
telle que sa restriction à M*+i soit l'application identique. En 
effet, soit Ck le point (gk, 2) de Rn x R, où gk est le centre de 
gravité de e*. La droite passant parg> et par x € M* rencontre M*+1 
en un point unique itk{%). L'application TT* qui fait correspondre 
à x le point Ttjt(x) possède la propriété indiquée. L'application 
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composée 7r = iïp_ioTzp_2o . . . OT̂ O^O est une application de en x 1 
sur M dont la restriction à M est l'application identique. 

Remarque. — Dans le cas particulier où la déformation donnée 
de g' est la déformation constante (c'est-à-dire g't = gf, quel que 
soit ¿€1) . le théorème 1 peut encore s'énoncer de la façon 
suivante : 

Soit / ' une application continue du complexe K dans l'espace 
FIBRE E et soit f = po f' sa projection dans l'espace de base B. 
En désignant par f' et / les classes d'homotopie de f et de / 
modulo un sous-complexe L de K, on a f = p o f ' . 

Le théorème 1 admet de nombreuses applications. Ainsi il sert 
à établir les relations entre les groupes d'homotopie des espacesE, 
B et F, relations indiquées dans la note citée plus haut et 
démontrées avec des hypothèses différentes dans le mémoire cité 
de B. Eckmann. Nous pouvons énoncer le corollaire suivant : 

COROLLAIRE 1. — Si E est un espace fibre etB son espace de base, 
toute application continue inessentielle du complexe K dans B 
est projection d'une application inessentielle de K dans E. En 
particulier, si K est contractile en un point, toute application 
continue de K dans B est projection d'une application continue 
de K dans E. 

En effet, une application inessentielle est par définition une 
application homotope à une application constante. Or toute appli­
cation constante / de K dans B est projection d'une application 
constante f de K dans E. Toute application homotope à f est donc 
projection d'une application homotope à f . De plus, si K est 
contractile en un point, toute application continue de K dans B est 
inessentielle. 

Par exemple, toute application continue dans B d'une boule 
fermée ou ouverte est projection d'une application dans E. En 
particulier, tout chemin •(*) dans B est la projection dans Bd'un 

{*) Un chemin dans H est une application continue dans B tie L'intervalle I. 
Un chemin c est dit fermé lorsque c(o) = c(i); on peut le considérer aussi 
comme une application du cercle S1. 
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chemin dans E. Rappelons d'ailleurs que si la fibre F est 
connexe par arcs (1), tout chemin fermé dans B est la projec­
tion d u n chemin fermé dans E. 11 suffit, en effet, de considérer 
le chemin fermé dans B comme le produit de deux chemins a et b 
tels que a ( \ ) — ft(o), 6( i) = a ( o ) , a ( o ) ^ 6 ( o ) , le chemin b 
étant un chemin dans un voisinage distingué U de a (o) . Le 
chemin a est la projection d'un chemin a''dans E. Nous pouvons 
identifier p - l ( U ) avec U x F. Tl existe un chemin c dans F tel 
que c(o) soit la projection canonique de a!(i) dans F et que c ( i ) 
soit la projection canonique de a'(o) dans F. L'ensemble des 
chemins b et c définit un chemin b' dans E se projetant suivant b 
dans B. Le produit des chemins a' et b' est un chemin fermé 
dans E se projetant suivant le chemin fermé donné dans B. Le 
théorème 1 entraîne donc aussi le corollaire suivant : 

COROLLAIRE 2. — Si E est un espace fibre dont la fibre F est 
connexe par ares et si K est un complexe contractile en un 
cercle, toute application de K dans l'espace de base B est la 
projection d'une application de K dans E. 

Le corollaire 1 montre que tout espace fibre dont l'espace de 
base B est un complexe contractile en un point admet une 
section (-). 'Il en est de même si la fibre F est connexe par arcs et 
si B est un complexe contractile en un cercle. On en déduit la 
proposition suivante : 

PROPOSITION 1. — Tout espace fibre E dont l'espace de base B 
est un complexe contractile en un point est isomorphe au 
produit topologique B x F, où F est la fibre type. 

Pour la démonstration de cette proposition, je renvoie à ma 
note « Espaces fibres associés » (3), où elle est démontrée dans le 

(l ) Un espace est dit connexe par arcs, lorsqu'il existe un chemin dont 
l'origine et l'extrémité sont deux points donnés arbitraires. 

(-) Une section de l'espace fibre E est l'image de l'espace de base B par une 
application continue / de B dans E telle que />o/soit l'application identique 
de B. Une 'section est aussi appelée système continu de représentants de 
l'ensemble des fibres. 

(3) C. B. Acad. .Se., 213, Io41 ? P- 7̂ 2-764. Cette Note contient aussi la défi­
nition de la notion d'isomorphisme. 
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cas où B est un complexe fini. La notion d'espace fibre utilisée 
dans cette Note est d'ailleurs plus précise que celle qui est définie 
plus haut. C'est la notion A'espace fibre à groupe structural G, 
où G est un groupe d'automorphismes de la fibre F. On considère 
sur G une topologie telle que l'application (s, x) -> s (x ) , où x.G F 
èt S E G, soit une application continue de G x F sur F . On peut 
alors faire correspondre à tout espace fibre à groupe structural G 
un « espace fibre associé principal », qui a le même espace de 
base B et dont la fibre type est l'espace topologique G. Pour que 
l'espace fibre donné soit isomorphe au produit topologique B x F, 
il faut et il suffit que l'espace fibre associé principal admette une 
section. La proposition 1 en résulte immédiatement. 

Par exemple, tout espace fibre dont l'espace de base est une 
boule ouverte est isomorphe à un produit topologique; remar­
quons qu'il admet donc un prolongement formant un espace fibre 
sur la boule fermée. 

On démontre de la même façon la proposition suivante : 

PROPOSITION 2. — Tout espace fibre à groupe structural G, tel 
que G soit connexe par arcs et que l'espace de base B soit 
contractible en un cercle, est isomorphe au produit topo­
logique B x F , où F est la fibre type. 

3. Cas particuliers des revêtements. — La notion de revête­
ment peut se définir de la façon suivante : 

DÉFINITION 2. — Etant donnés un espace topologique E et une 
application continue p de E sur un espace topologique B, 
l'ensemble (E, p ) est appelé revêtement de B, lorsque : i° quel 
que soit # € B , l'ensemble p { x ) est discret dans E; 2° tout 
point # € B admet un voisinage V, appelé voisinage distingué, 

—i 
tel que />(V) admette un homéomorphisme sur le produit 

-i . -i -i 
topologique Y x p ( x ) appliquant p ( y ) sur \ y \ x p(x)} pour 
tout yeV. 
Le voisinage V de x' E p ( x ) qui correspond à V x \ x'\ dans 

un tel homéomorphisme s'appellera voisinage distingué de x'. 
-i 

On voit facilement tjue, siB est connexe, tous les ensembles p(x) 
ont même puissance et sont donc homéomorphes à un même 
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espace discret F. Le revêtement (E, p) est alors un espace fibre 
dont la fibre est un espace discret. 

Le théorème 1 s'applique aux revêtements; d'une façon plus 
précise, on a le théorème suivant : 

THÉORÈME 2 . —- Soit ( E , p ) un revêtement de B et soit A un 
espace topologique quelconque. Si l'application continue f de A 
dans B est la projection po f d'une application continue/ ' de A 
dans E , toute déformation (ft)tei ^e / est la projection d'une 
déformation bien déterminée (/', ),eî de f . 

On démontre d'abord la proposition suivante, qui n'est qu'un 
cas très particulier du théorème 2 . 

PROPOSITION 3. — Tout-chemin c dans B est la projection d'un 
chemin bien déterminé c' dans E , tel que l'origine c'(o) soit un 
point donné de E se projetant sur l'origine c(o) de c. 

Si le chemin c est contenu dans un voisinage distingué V 
de c(o) , soit V/ un voisinage distingué de c'(o) se projetant sur V. 
La restriction de p à V7 est un homéomorphisme pf de V7 sur V. 
Le chemin c' sera une application de I dans V , car V7 contient la 

—\ 
composante connexe de r ' (o) relativement à V). Donc c' sera 
défini par (//)-4oc. 

Si c est quelconque, on peut subdiviser I en r intervalles 
partiels \h = \~~r~~~ ' ^ ] tels que la restriction ch de c à 1̂  soit 
contenue dans un voisinage distingué de B , quel que soit l'entier 
/? €• [ i ? r ] . Par récurrence on définit alors un chemin c bien 
déterminé se projetant sur c. 

COROLLAIRE. — ( E , p) étant un revêtement de B et A étant un 
espace connexe par arcs, s'il existe une application continue f! 
de A dans E telle que po f1 soit une application donnée / de A 
dans B et que f ( ) , où x0 € A , soit un point donné de E, 
l'application f est déterminée d'une façon unique. 

Démonstration du théorème 2 . — La déformation donnée 
(ft) t^i est définie par une application <jp de A x I dans B . Soit ox 
la restriction de (p à j x} x I, où x G A . Soit qx l'application de I 
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sur { x} x I telle que qx(t) = {x-> 0* L'application <fxoqx est un 
chemin cx d'origine f(oc), qui est projection d'un chemin 
déterminé c'x d'origine f ! ( x ) . Soit cp' l'application de A x I dans E 
telle que y'(x, t) = c'x(t). S'il existe une déformation (f 't)tei de f 
telle <\ue f t = pofn celle-ci est définie par cp'. Il suffit donc de 
démontrer que cp' est une application continue. 

Supposons que cp' soit continu en tout point (x, £), où x est un 
point fixe de A et t un point quelconque de I vérifiant la condition 
t <C ¿1^ i. Montrons que cp' est aussi continu dans tout un voisinage 
du point (x, ti) . En effet, il existe un voisinage W x [£2, £3] 
de (x, ¿1) dans A x I tel que son image par 9 soit contenue dans 
un voisinage distingué ouvert V de cp(x, £4) et que cp'( W x { t2} ) 
soit contenu, à cause de la continuité de cp' au point (x, t2), dans 
un voisinage distingué V de cp'(x, t2) se projetant sur V. D'après 
le raisonnement utilisé pour démontrer la proposition 3, la res­
triction de cp' à W x [/2, ¿3] est la restriction à W X [¿27 ¿3] de 
l'application (p')-1ocp, oùp ' est l'homéomorphisme canonique de V 
sur V. Supposons W ouvert dans A et soit U l'intérieur de 
l'intervalle [t2, ¿3] relativement à I. L'application cp' est alors 
continue en tout point de W x U. Le raisonnement s'applique 
aussi au cas où ¿1 = o. Alors on a t2 = o et il faut utiliser la conti­
nuité d e / ' au point (x, o). Soit J le plus grand intervalle contenu 
dans I et contenant le point O, tel que cp' soit continu au 
point (x, t), quel que soit £ € J. Ce qui précède montre que J est 
ouvert relativement à I et contient sa borne supérieure ; donc J = I. 

Du théorème 2 on déduit immédiatement les corollaires suivants : 

COROLLAIRE 1. — Pour qu'une application f de A dans B soit 
inessentielle, il faut et il suffit qu'elle soit la projection po f 
d'une application inessentielle / ' de A dans E, où (E, p) est un 
revêtement quelconque de B. 

En particulier, si A est contractile en un point, toute appli­
cation continue de A dans B est la projection d'une application 
continue de A dans E. 

COROLLAIRE 2. — Soit (E,/?) un revêtement de B tel que toute 
application continue de A dans E soit inessentielle. Alors la 
condition nécessaire et suffisante pour que l'application 
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continue / de Â dans B soit inessentielle, est que f soit la 
projection d'une application continue de A dans E. 

Par exemple, ce corollaire s'applique dans les cas suivants : 

1. A est un espace quelconque, E (qui sera alors le revêtement 
universel) est contractile en un point. En particulier, E = Rn. 
L'espace B sera, par exemple, le cercle S1, ou un espace loca­
lement euclidien ou localement non euclidien hyperbolique, ou 
une surface quelconque à l'exception de la sphère S2 et du plan 
projectif. 

2. Le revêtement E est la sphère S71, de dimension n. L'espace A 
est de dimension strictement inférieure à n. 

Le corollaire 2 conduit à poser le problème suivant : 

Reconnaître si l'application continue / de À dans B est la pro­
jection d'une application continue de A dans un revêtement 
donné de B. 

Nous pouvons généraliser le problème de la façon suivante. 
Soit (A', p , a1) un revêtement pointé de A, c'est-à-dire un revête­
ment sur lequel on s'est donné un point a' € A! tel que p(a!) = a. 
Soit (B', q, b') un revêtement pointé de B, avec q(b') = b. On 
dira qu'une application continue / de A dans B est la projection 
d'une application continue / ' de (A;, p , a') dans (B', q, b') 
lorsqu'on a : fop — qofi et f'{ci') — b'. En particulier, soient 
(A', p, a1) et (A", qy a") deux revêtements pointés de A tels 
que p (a!) = q( a" ) = a G A; on dira que (A', />, a!) recouvre 
(A'7, q, a"), lorsque l'application identique de A est la projection 
d'une application continue de (Ar, /?, a') dans (A", q, a"). Posons 
alors le problème suivant : 

Etant donnés un revêtement pointé (A', p , a') de A et une appli­
cation continue / de A dans B, déterminer tous les revêtements 
pointés ( B;, q, b') de B tels que f soit la projection d'une appli­
cation continue/ ' de (A', />, a') dans (B', q, b'). De même, étant 
donnés f et un revêtement pointé (B;, q, b') de B, déterminer 
tous les revêtements pointés (A', p , a') de A tels que f soit la 
projection d'une application continue / ' de (A', p , a') dans 
(B', q, b'). 
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Désignons par II(E, x) le groupe de Poincaré d'un espace E au 
point xy c'est-à-dire le groupe des classes (4) de chemins fermés 
d'origine x. L'application f définit un homomorphisme f du 
groupe II(A, a ) dans le groupe II(B, b), où b = f(ci) . L'appli­
cation p définit un isomorphisme de'II(A', a') sur un sous-
groupe H'(A, a) de II(A, a ) , résultat qui se déduit facilement du 
théorème 2. De même, q définit un isomorphisme de II(B', b') 
sur un sous-groupe H '(B, b) de II(B, b). Supposons A et B 
connexes et localement simplement connexes (2). Alors on sait 
qu'à tout sous-groupe II'(A', a) de II(A, a) correspond inver­
sement un revêtement pointé (A', p , af) défini à un isomorphisme 
près. Un point x' € A' correspond d'une façon biunivoque à une 
classe de chemins dans A, d'origine a et de même extrémité x et 
équivalents suivant II'(A, a) : deux chemins / et l1', d'origine a et 
d'extrémité x, sont dits équivalents suivant II'(A, a) lorsque la 
classe du chemin fermé l'l~] est un élément de II'(A, a) . Le 
point a' correspond à la classe du chemin réduit au point a. Si V 
est un voisinage simple (2) de x, l'ensemble des classes sui­
vant II'(A, a) des chemins le, où c est un chemin quelconque 
dans V et d'origine x, formera un voisinage de la classe de /; au 
système fondamental de voisinages simples de x correspond un 
système fondamental de voisinages de la classe de /. Pour que le 
revêtement associé à II'(A, a) recouvre le revêtement associé 
à un autre sous-groupe IF (A, - a) , il faut et il suffit que 
ÏÏ'(A, a) c IF(A, a) . 

S'il existe une application f de (A', py a') dans (B', q, b') dont 
la projection est / , toute classe de chemins d'origine a et équi­
valents suivant II'(A, a) est appliquée par f sur un ensemble de 
chemins d'origine b et équivalents suivant IT(B, b)] donc 
/(il'(A, a)̂ j cIT(B, b). Réciproquement, si l'application /possède 
cette dernière propriété, elle détermine une application de l'en­
semble des classes de chemins suivant II'(A, a) dans l'ensemble 

i1) Deux chemins dans E sont de même classe, lorsqu'ils sont homotopes 
modulo le sous-ensemble de I formé par les points o et i. 

(2) Un espace E sera dit localement simplement connexe, lorsque tout point 
admet un système fondamental de voisinages (appelés simples) dont chacun est 
connexe par arcs et possède la propriété suivante : tout chemin fermé contenu 
dans ce voisinage est contractile en un point dans E. 
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des classes de chemins suivant IT(B, 6), qui correspond à une 
application continue bien déterminée / ' d e (A',/?, a!) dans (B\ q, b') 
dont la projection est f. Le problème posé est donc résolu par la 
proposition suivante : 

PROPOSITION 4. — Étant donnés / et le revêtement (A', p, ar), 
soitII0(B, b) =f(llf(A, a ) ) et soit (B0, q01 b0) le revêtement 
pointé de B associé à II0(B, 6), qui est un sous-groupe de II(B, 6). 
Les revêtements pointés (B', q, b') de B tels que / so i t projection 
d'une application/ ' de (A',/?, a!) dans (B' q, b') sont ceux qui 
sont recouverts par (Bo,^g, b0). De même, étant donnés f et le 
revêtement (B', q, b'), soit (A0, p0) a0) le revêtement pointé 
de A associé au sous-groupe Iï0 (A, a) de II(A, a ) , image réci­
proque par /de H'(B, b). Les revêtements pointés (A',/?, a') 
de A tels que / soit projection d'une application / ' de (A' p, a') 
dans (B'. q, b') sont ceux qui recouvrent (A0, po, a0). 

COROLLAIRE 1. — Si ( Â , p, a') est un revêtement universel 
pointé de A et (Ê, q, bf) un revêtement universel pointé 
de B, toute application continue / de A dans B telle que 
/(/>(«')) = q(br) est la projection d'une application continue 
bien déterminée / d e (Â, /? , a') dans (Ê, q, b'). 

En particulier, tout automorphisme f de A tel que /(a) = b est 
la projection d'un automorphisme / de Â appliquant a! e p(a} 

—i 
sur b'Gp(b). On voit facilement que ce résultat est encore 
valable, si (Â, p) désigne un revêtement de A associé à un sous-
groupe caractéristique de II(A, a ) , c'est-à-dire qui est invariant 
par tout automorphisme de II(A, a ) . Si A est un groupe topolo­
gique connexe, les remarques précédentes conduisent à la défi­
nition des groupes revêtements de A. On sait que II(A, a) est 
alors abélien. Si (A',/?) est un revêtement quelconque de A, le 
groupe des automorphismes de A' qui se projettent sur les trans­
lations à gauche du groupe A est simplement transitif et permet de 
définir sur A' une structure de groupe topologique, après avoir 
choisi comme élément neutre un point quelconque se projetant 
sur l'élément neutre de A. Les groupes topologiques ainsi 
obtenus sont les groupes revêtements de A. 
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COROLLAIRE 2. — Si A est simplement connexe, toute application 
continue / de A dans B est la projection d'une application / ' 
de A dans un revêtement quelconque deB. 

(B', q) étant un revêtement de B, soit H' l'ensemble des classes 
d'homotopie modulo a ç A des applications/ ' de A dans B' telles 
que f ' ( a ) = bf; soit H l'ensemble des classes d'homotopie modulo 
a des applications / de A dans B telles que / ( a ) = b = q(b ' ) . 
Désignons les classes correspondant à f et f' par f et / ' . Si A est 
simplement connexe, l'application / ' - > qof' est une application 
biunivoque de H' sur H, en vertu du corollaire précédent et du 
théorème 2. Si l'on suppose seulement que A est connexe par 
arcs, c'est une application biunivoque de H' dans H, d'après le 
corollaire de la proposition 3. En particulier, si A est la sphère Sr 
de dimension r >> i, on obtient le théorème de Hurewicz : 

Les groupes d'homotopie, correspondant à la dimension r >> i, 
de B au point b et d'un revêtement quelconque B', en un 
point b} se projetant sur 6, sont isomorphes. 

En vertu du corollaire 2 ci-dessus et du corollaire 2 du 
théorème 2, on a la proposition suivante : 

PROPOSITION 5. — Si A est simplement connexe, toute appli­
cation de A dans un espace B qui admet R/1 comme revêtement 
universel est inessentielle. 

Par exemple, l'espace B peut être un espace localement euclidien 
ou non euclidien hyperbolique, en particulier le tore T' ou une 
surface quelconque à l'exception de la sphère S2 et du plan pro-
jectif. 

De la proposition 4 et du corollaire 2 du théorème 2 on déduit 
encore la proposition suivante : 

PROPOSITION O'. — Si B admet R/l comme revêtement universel, 
la condition nécessaire et suffisante pour qu'une application / 
de A dans B soit inessentielle est que l 'homomorphisme/ 
associé à / applique II(A, a) sur l'élément neutre de l l (B, / ( « ) ) . 
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PROPOSITION 6. — Soit B une variété admettant la sphère Sn 
comme revêtement à r feuillets (c'est-à-dire l'ensemble des points 
de S" qui se projettent sur un point B est formé de r points) et 
soit A une pseudo-variété close, simplement connexe et de 
dimension n. Il existe une infinité de classes d'applications de A 
dans B . Si B est orientable, la condition nécessaire et suffisante 
pour que deux applications continues de A dans B soient 
homotopes est qu'elles aient le même degré d'application; 
l'ensemble des degrés des applications de A dans B est l'en­
semble des multiples de r. 

Soit A un espace simplement connexe et B une variété 
admettant (S", p ) comme revêtement à r feuillets. En désignant 
par la classe d'homotopie de f, l'application y*' -^pof i , où f est 
une application continue de A dans S", est une application p de 
l'ensemble des classes d'applications de A dans Sn sur l'ensemble 
des classes d'applications de A dans B . Si B est orientable, l'appli­
cation p est biunivoque, de sorte que chaque classe d'applications 
de A dans B est alors caractérisée par la classe correspondante 
d'applications de A dans Sn. En effet, si pof = pof'' on 
a f = h°f'-> °ù h est un automorphisme du revêtement (S",/?) , 
c'est-à-dire un homéomorphisme de Sn sur lui-même tel quep=po}i. 
L'orientabilité de B entraîne que le degré d'application de h est 
égal à i. En vertu du théorème de H. Hopf (1), h est donc homo-
tope à l'application identique et par suite f = f"- En particulier, 
si A est une pseudovariété de dimension close et simplement 
connexe (donc orientable), la classe de / ' est caractérisée par le 
degré d' de f\ et inversement à tout entier rationnel d!, corres­
pond une classe d'applications (théorème de Hopf). Si d est le 
degré de / = p o f , on a d = rdf ; car le degré de p est égal à r. 
On en déduit la proposition 6 pour le cas où B est orientable. 

Si B est non orientable, il existe des automorphismes h de (Sn,/>) 
de degré égal à — i . Si A est toujours une pseudo-variété de 
dimension n, close et simplement connexe, on voit que toute 
classe d'applications de A dans B correspond par p à deux classes 
d'applications de A dans S" caractérisées par deux degrés opposés, 

ALEXANDROFF-HOPF, Topologie / (Berlin, Springer), p. 5i2, théorème III. 
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exception faite de la classe d'applications inessentielles qui 
correspond à une seule classe, de degré o. Ceci montre qu'il 
existe encore une infinité de classes d'applications de A dans B. 
La classe de / est caractérisée par la valeur absolue du degré 
d'une application f quelconque de A dans Sn} dont la projec­
tion pof' est f. 

PROPOSITION 7. — Si l'application / de A dans B est la pro­
jection d'une application/ ' du revêtement (A', p , a') de A dans 
le revêtement (B', q, b') de B, toute déformation de / est la 
projection d'une déformation de / ' . 

Il suffit d'appliquer le théorème 2 à la déformation (fi°p)t^u 
si (ft)t£i est la déformation donnée de f. 

Remarquons qu'à une déformation de f ne correspond pas 
forcément par projection une déformation de / . Par exemple, 
si A et B sont des variétés orientables admettant S" comme revê­
tement universel, le degré de l'application f détermine le degré, 
et par suite la classe, de toute application/; de Sn dans S'1 dont la 
projection est f. Mais nous ne pouvons pas en conclure que le 
degré de / 'détermine la classe de / . 

4. Caractérisation des classes d'applications dans un espace 
localement euclidien ou localement non euclidien hyperbolique. 
— Désignons encore par / l'homomorphisme du groupe de Poin-
caré II(A, a) dans le groupe de Poincaré I l ( B , / ' ( # ) ) associé à 
une application continue f de A dans B. 

PROPOSITION 8. — Soient / et fK deux applications homotopes 
de A dans B et soient / et / , les homomorphismes associés 
de II(A, a) dans II ( B , / ( a ) ) et ïï(B,/,(a)) respectivement. 
A toute déformation de / à j \ est associé un isomorphisme h 
de II ( B , / ( a ) ) sur I l(B,/< («)) tel que f , = h o ] \ 

Soit (ft)t<=i une déformation de / à / , . L'application £->ft(ot) 
définit un chemin / (appelé chemin de déformation) r e l i a n t / ( a ) 
à / i ( a ) . Soit c un chemin fermé d'origine a. L'image de c par f 
est le chemin c'— foc; l'image de c par f1 est le chemin c\ = f\ oc. 
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Soit x un chemin fermé quelconque d'origine fi(ct). L'appli­
cation x~>l~lx l détermine un isomorphisme h de II ( B , / ( # ) ) 
sur II ( B , / I ( « ) ) que nous appellerons isomorphisme intérieur (1) 
associé au chemin L Montrons que les chemins c\ et l- icll sont 
de même classe. En effet, soit c\ = ftoc et soit lt le chemin Zocpz, 
où yt est l'application affine de (o, i) sur (t, i). La famille de 
chemins c\ lt)tç.\ définit bien une déformation de l~lc11 à c\, 
laissant fixe l'origine f \ ( a ) . Il en résulte fi = hof. 

La proposition précédente admet une réciproque dans le cas 
où B est un espace localement euclidien complet ou localement 
non euclidien hyperbolique complet. Rappelons qu'un espace est 
dit localement euclidien complet lorsqu'il admet l'espace numé­
rique R/l comme revêtement universel, le groupe d'automorphismes 
de ce revêtement étant un groupe de déplacements euclidiens 
de R". De même B est dit localement hyperbolique complet, 
lorsqu'il admet comme revêtement universel l'espace hyperbolique 
(représenté en générai par l'intérieur d'une boule), le groupe 
d'automorphismes de ce revêtement étant un groupe de dépla­
cements hyperboliques. 

THÉORÈME 3. — Soit B un espace localement euclidien complet 
ou localement non-euclidien hyperbolique complet et soit A un 
espace connexe et localement simplement connexe. Pour que 
deux applications f et fi de A dans B soient homotopes, il faut 
et il suffit qu'il existe un isomorphisme intérieur h de II^B, / ( # ) ) 
sur II ( B , / , ( a ) ) tel qu'on ait fi = hof\ o ù / e t / , désignent 
les homomorphismes de TI(A, a) surlI^B, / ( a ) ) et ÏI^B, fi (a)) 
associés à f et à f 1 . 

D'après la proposition 8, la condition énoncée est nécessaire. 
Montrons qu'elle est suffisante. Soient ( Â , p) et (Ê, q) les revê­
tements universels de A et B . L'application / est la projection 
d'une application déterminée f de Â dans B telle que f (ar) = V, 
où a! G p - l ( a ) , bfGq-l(b) et b = fi (ci). L'application / fait corres-

LE MOT intérieur SE RAPPORTE AU GROUPOÏDE FORMÉ PAR L'ENSEMBLE DES 
CLASSES DE CHEMINS DANS B. 
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pondre à tout automorphisme g de ( Â, p) un automorphisme g! 
de (Ê, q) tel que f o g = g'of. En effet, soit atf= g(af) et soit gJ 
l'automorphisme de (Ê, q) qui applique b' sur b" = Soit c' 
un chemin dans Â reliant a' au point x'. Soit c" le chemin goc'. 
Les images par f de c' et cv, c'est-à-dire les chemins foc* et /oc", 
ont la même projection dans B et par suite g'ofoc' = foc" — fogoc'. 
Donc on a £• ' ( / (# ' ) ) = f \g{x ' ) ) i quel que soit 3/ € À; c'est-à-
dire f o g — g1 of. La correspondance g - ± g ' est un homomor-
phisme f du groupe d'automorphismes G de ( Â , p) dans le groupe 
d'automorphismes G' de (Ê, q). 

Soit fi une deuxième application de A dans B, vérifiant la 
condition énoncée dans le théorème 3. En choisissant convena­
blement l'application fi de Â dans B, de projection fi, l'homo-
morphisme fi associé à fi sera identique à / . L'isomorphisme 
intérieur h est associé à un chemin l reliant b = fi (ci) à b i = j \ ( a ) . 
Le chemin / est la projection d'un chemin V reliant b' à b\ € q~i (b) 
et l'application fi est la projection d'une application fii de À. dans B 
telle que fi(a') = b\. Soit yf un chemin dans À, d'origine a' ET 
d'extrémité a!1 = g(a') , et soit Y sa projection p o r \ qui est un 
chemin fermé d'origine a. Par hypothèse les chemins fi OY 
et l~l ( /OY) qui sont des chemins fermés d'origine b{, sont DE 
même classe. Donc les chemins /D OY' et Z'"1 .(/°Y'Xgr°lf), de MÊME 

origine et dont les projections PAR G sont respectivement / , OY 
et Z-1 ( /OY)/ , ont aussi la même extrémité On a donc 6'̂  = / 1 (a") 
et 6" — gf(b\). Or, par définition l'automorphisme = . f i ( g ) est 
l'automorphisme de (B, GR) qui applique è't sur b\. COMME cet 
automorphisme est unique, on a g\ = gf. Donc les homomor-
ph i smes /ET f i sont identiques. 

Supposons maintenant que B soit l'espace numérique Rn et 
que G' soit un groupe de déplacements euclidiens. Soit fi l'appli­
cation de Â dans B telle que, pour tout xf € A , on ait 

l'addition considérée étant l'addition des vecteurs dans l'espace 
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vectoriel R". Soit g G et g! = f ( g ) . En tenant compte des rela­
tions f o g = g'of et fi og = g 'of i , on a 

f [g (y)) = U - ' ) /(*(*')) + (A (>(*')) = 0 - 0 ^ + . 

En remarquant que g1 est une transformation affine, on a fina­
lement / , (g(.zf)) = # '( / / (# ' ))? c'est-à-dire/U^ = £-'o^. L'appli­
cation / • est donc compatible avec les relations d'équivalence 
définies dans À et B (une classe d'équivalence dans Â, par 
exemple, étant une classe d'intransitivité de G). Par passage aux 
quotients ( l ) , on déduit donc de ft une application continue/* 
de A dans B. Comme la famille ( / ) f€ l est une déformation de / à fi, 
la famille ( / ) / € ] sera une déformation de f à f1, ce qui démontre 
le théorème 3 pour le cas où B est localement euclidien complet. 

Dans le cas où B est l'espace hyperbolique et G' un groupe de 
déplacements hyperboliques, la démonstration précédente est 
encore valable, à condition de prendre pour fi(xf) le point du 
segment de droite joignant f ( x ' ) et f i ( x ' ) tel que le rapport des 
distances non-euclidiennes de f(ocJ) à / (xr) et à fi (x') soit égal à t. 

On sait que toute variété triangulable à 2 dimensions, à l'excep­
tion de la sphère S- et du plan projectif, peut être munie d'une 
métrique riemannienne à courbure constante nulle ou négative et 

(l) Nous utilisons le lemme suivant, facile à démontrer. 
LEMME. — Soient E et F deux espaces topologiques, r une relation d'équi­

valence dans E et s une relation d'équivalence dans F. Si f est une appli­
cation continue de E dans F, compatible avec r et s (c'est-à-dire toute classe sui­
vant r est appliquée dans une classe suivant s), f application f de E/r dans F/s 
qui est déduite de f par passage aux quotients, c'est-à-dire qui fait corres­
pondre à une classe x suivant r la classe y suivant s contenant f'(x), est une 
application continue de E/r dans F/s. Si (fi)tei est une déformation de f telle 
que f{ soit compatible avec r et s quel que soit ¿€1 et si r est une relation 
cVéquivalence ouverte, la famille où ft est Vapplication déduite 
de ft par passage aux quotients, est une déformation de f. 

Pour démontrer la deuxième partie du lemme, remarquons qu'à toute appli­
cation continue 9' de E x I dans F correspond par passage aux quotients une 
application continue 9 de E/r x I dans F/5 (en supposant cp' compatible avec 
les relations d'équivalence r x i et s, i étant la relation d'équivalence définie 
par l'identité dansl). On utilise ici l'homéomorpliisme canonique de (E x l ) / rx i 
sur E/r x I (voir BOURBAKÏ, Top. I, § 9, prop. 3 et rectifications à Top. I). 
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telle que l'espace de Riemann ainsi obtenu soit complet. Donc le 
théorème 3 s'applique lorsque B est une variété triangulable 
quelconque de dimension 2 , à l'exception de la sphère et du plan 
projectif. 

L'application f correspondant à f n'étant pas déterminée d'une 
façon unique, on voit facilement que l'homomorphisme / n'est 
déterminé qu'à un automorphisme intérieur près du groupe G'. 
Les groupes H ( A , a ) et II(B, b) sont d'ailleurs isomorphes aux 
groupes opposés de G et G' respectivement. A l'ensemble des 
homomorphismes hof, où h est un isomorphisme intérieur quel­
conque de II(B, b) sur II(B, è4), correspond précisément une 
classe d'homomorphismes T'of de G dans G;, où V est le groupe 
des automorphismes intérieurs de G'. En gardant les hypothèses 
du théorème 3, le résultat énoncé par ce théorème peut encore 
s'exprimer de la façon suivante : 

COROLLAIRE. — Toute classe d'applications continues de A dans B 
est caractérisée par une famille d'homomorphismes T'of de G 
dans G', où G et G' sont les groupes d'automorphismes des 
revêlements universels de A et de B et où T' est le groupe des 
automorphismes intérieurs de G'. 

En particulier, la classe des applications inessentielles corres­
pond à l'homomorphisme f qui applique G sur l'élément neutre 
de G'. Si G' est abélien, chaque classe d'applications est caracté­
risée par un homomorphisme / bien déterminé. 

Ce qui précède conduit à poser la question suivante : 

Etant donné un homomorphisme f de G dans G', existe-t-il une 
application continue / de A dans B telle que f soit un homo­
morphisme associé à/*? 

On peut répondre par l'affirmative dans le cas particulier où A 
et B sont les tores Tr e tT". Les revêtements universels de Tr et Tn 
sont alors les espaces numériques Rr et R". leurs groupes d'auto­
morphismes G et G' sont des groupes de translations. Nous 
pouvons supposer que G est engendré par les r translations 
définies par les vecteurs unitaires et, où i — \ f . . . , / • , de la base 
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canonique de R', et que G' est engendré par les n translations 
définies par les vecteurs unitaires é-}, où j = i , . . ., de la base 
canonique de R". Un homomorphisme arbitraire f de G dans G' 
est défini par 

(i = J, . . . , r et aij entier). 

Or il existe une application linéaire homogène bien déterminée f 
de R' dans R/l transformant les vecteurs et de la même façon 
que / . L'application / est compatible avec les relations d'équiva­
lence définies par G et G'dans Rr et R/l. Par passage aux quotients 
on obtient une application continue f de Tr dans Tn telle que f 
soit un homomorphisme de G dans G' associé à f . 

Remarque. — Lorsqu'on a choisi des bases de G et G', les 
éléments de chaque base étant rangés dans un ordre correspondant 
à une orientation donnée de lv ou de Tn respectivement, la classe 
d'homotopie de f est déterminée d'une façon biunivoque par une 
matrice (a/y) à éléments entiers arbitraires, à r lignes et n colonnes. 
Dans le cas où r = n, on voit facilement que le degré de l'appli­
cation f est le déterminant de la matrice. Ainsi lorsque / est une 
application d'un cercle orienté dans un cercle orienté, la classe 
de f est caractérisée par un seul nombre a, qui n'est autre que le 
degré de f. 

PROPOSITION 9. — A étant un espace connexe et localement 
simplement connexe dont le groupe de Poincaré est fini (ou 
plus généralement admet un système de générateurs dont 
chacun est d'ordre fini) et B étant un espace localement 
euclidien ou non-euclidien hyperbolique complet, toute appli­
cation continue / de A dans B est inessentielle. 

En effet, un homomorphisme / de G dans G' associé à f 
applique tout élément d'ordre fini de G sur un élément d'ordre fini 
de G'. Or l'élément neutre de G' est le seul élément d'ordre fini 
de G'. En effet, soit s une transformation de B appartenant à G' et 
supposons s d'ordre fini. Le sous-groupe H engendré par s laisse 
invariant l'ensemble fini M des points transformés par H d'un 
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point donné MEB. Alors s laisse invariant au moins un point. 
Si B est l'espace euclidien et G' un groupe de déplacements 
euclidiens, s laisse invariant le centre de gravité de M; si B est le 
modèle projectif de l'espace hyperbolique (c'est-à-dire B est 
l'intérieur d'une boule et G' est un groupe projectif laissant 
invariant cette boule) s laisse invariant l'enveloppe convexe de M 
et admet bien un point invariant, d'après le théorème du point 
fixe de Brouwer. Un automorphisme d'un revêtement qui admet 
un point fixe est nécessairement la transformation identique. 
Il en résulte que / ( G ) se réduit à l'élément neutre de G' et par 
suite f est inessentielle, en vertu du corollaire du théorème 3. En 
remarquant que l'homomorphisme / associé à / app l ique II(À, a ) 
sur l'élément neutre de II^B, / ( « ) ) , on pourrait aussi appliquer 
la proposition 5'. La proposition 9 est donc encore valable en 
supposant seulement que B admet R71 comme revêtement universel 
et qu'aucun automorphisme de ce revêtement n'est d'ordre fini, à 
l'exception de la transformation identique. 

COROLLAIRE. — Toute application continue d'un espace loca­
lement sphérique complet dans un espace localement euclidien 
ou non euclidien hyperbolique complet est inessentielle (4). 

5 . Appendice. — L e s théorèmes 1 et 2 admettent des appli­
cations variées du genre du théorème de Wazewski (2) qui 
s'énonce de la façon suivante : 

Soit (a/y) une matrice sur le corps des nombres réels, complexes 
ou des quaternions, à n colonnes et r lignes, de rang r et dont 
les éléments sont des fonctions continues de / e K , où K est un 
pavé fermé ou ouvert. On peut compléter la matrice par 

(1) Après avoir terminé la rédaction de ce mémoire, j'ai remarqué que le 
théorème 3 généralise des résultats de H. Hopf [ zum clifford-kleinschen 
raumproblern (math. annalen, 95, 1926, p. 333-339, voir § 4)] caractérisant la 
classe de l'application identique d'un espace localement euclidien ou hyperbo­
lique B et montrant que toute application dans B d'une variété simplement 
connexe est inessentielle. 

(2) T. Wazewski, sur les matrices dont les éléments sont des fonctions 
continues (comp. math., II, ig35, p. 63-68). 
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radjonction de n — r lignes dont les éléments sont également 
des fonctions continues de / € K et telles que la matrice obtenue 
soit de rang n quel que soit t G K. 

D'après B. Ecktnann ('A), ce théorème est aussi valable si K est 
un espace métrique compact contractile en un point. De même il 
est valable lorsque K est un complexe quelconque contractile en 
un point. Soit Yn,n l'espace des matrices carrées à n lignes et de 
rang n. Soit Vn>r l'espace des matrices à n colonnes et r lignes 
et de rang /*. L'espace Vn,n est un espace fibre dont l'espace de 
base est V/J>r, une fibre étant l'ensemble des matrices dont les r 
premières lignes sont données. D'après le corollaire 1 du théo­
rème 1, si K est un complexe contractile en un point, toute appli­
cation continue de K dans V/l>r est la projection d'une application 
continue de K dans Vn>/1) ce qui démontre le théorème. 

Voici un résultat analogue : 

Soit K un complexe contractile en un point et soit (L;f'),eK une 
famille continue de variétés linéaires à p dimensions de l'espace 
euclidien R77. Il existe aussi une famille continue de repères 
formés d'un point 0 / € Lf et de p vecteurs unitaires deux à 
deux orthogonaux et situés dans YJ't. 

L'espace de tous les repères du type indiqué est, en effet, un 
espace fibre ayant pour espace de base l'espace des variétés 
linéaires de dimension p, une fibre étant l'ensemble des repères 
situés dans une même variété linéaire. On applique encore le 
corollaire 1 du théorème 1. 

Remarquons enfin qu'à la variété linéaire Lf de la famille 
continue considérée on peut associer d'une façon continue une 
orientation, en supposant seulement que K est un espace quel­
conque contractile en un point. On peut, en effet, appliquer le 
corollaire 1 du théorème 2 au revêtement de l'espace des variétés 
linéaires formé par l'espace des variétés linéaires orientées. 

(1) LOC. CIT., p. 160. Je ne fais que reproduire le principe de la démonstration 
d'Eckmann. 
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6. Appendice : Caractérisation des classes d1 applications d*un 
complexe dans un espace asphérique. 

Le problème posé à la suite du corollaire du théorème 3 est 
résolu par le théorème suivant de Hurewicz (4) : 

THÉORÈME DE HUREWICZ. — Soit A un espace métrique compact 
connexe et localement connexe et soit B un espace asphé­
rique connexe et localement connexe en toute dimension. 
A une application continue f de A dans B faisons correspondre 
la classe des homomorphismes hof de II (A , a) dans II (B, 6), o ù / 
est l'homomorphisme associé à f de II (A , a) dans II [B , / (a ) ] et 
h un isomorphisme intérieur quelconque de II [ B , / ( a ) ] sur 
II(B,6). On obtient ainsi une correspondance biunivoque entre 
les classes d'applications continues de A dans B et les classes 
d'homomorphismes continus de II ( A , a) dans II (B, b). 

A l'aide de la métrique dans A , Hurewicz définit une métrique 
dans II (A, a) et par suite la notion d'homomorphisme continu 
de II ( A , a) dans II (B, b), ce dernier groupe étant muni de la 
topologie discrète. Un espace B est dit asphérique lorsque toute 
application dans B de la sphère Sn, pour n > 2 , est inessentielle. 
L'article cité contient simplement l'idée de la démonstration de 
ce théorème. Il contient une démonstration plus explicite s'appli-
quant au cas où A est un complexe fini, B étant seulement supposé 
connexe par arcs et asphérique. On a alors une correspondance 
biunivoque entre les classes applications continues de A dans 
B et les classes d'homomorphismes de II (A , a) dans II (B, b). 

Remarquons que les hypothèses du théorème 3 ne sont pas des 
conséquences des hypothèses de Hurewicz. L'espace B de notre 
énoncé est un espace asphérique particulier et satisfait aux hypo­
thèses de Hurewicz; mais l'espace A est seulement supposé 
connexe et localement simplement connexe. L'idée de la démons-

(*) Beltrâge zar Topologie der de for matione n VI (Proc. Koninkl. Akad. v. 
Wetensch., Amsterdam, t. 39, 1936, p. 2i5-22/j). Ce théorème étant publié dans un 
périodique pratiquement inaccessible pour moi dans les conditions actuelles, je 
l'ai remarqué seulement au moment de la correction des épreuves du présent 
article auquel j'ai ajouté alors cet appendice. 

129 



— 26 — 

tration du théorème 3 permet de modifier le raisonnement de 
Hurewicz et conduit à démontrer le théorème suivant, où les 
hypothèses diffèrent aussi de celles de Hurewicz : 

THÉORÈME i . — Soit A un complexe simplicial (fini ou infini) 
de dimension n et soit B un espace connexe et localement simple­
ment connexe tel que toute application dans B d'une sphère S^, 
pour i<Cp^n, soit inessentielle. Soient G et G'les groupes 
d'automorphismes des revêtements universels A et B de A e tB. 
A une application continue y* de A dans B faisons correspondre 
la classe d'homomorphismes F0 / de G dans G', où F est le 
groupe des automorphismes intérieurs de G' et f un homomor­
phisme associé à / . On obtient ainsi une correspondance biuni­
voque entre les classes d'applications continues de A dans B et 
les classes d'homomorphismes de G dans G'. 

En reprenant les notations de la démonstration du théorème 3, 
soient / et ft deux applications continues de A dans B corres­
pondant à une même classe d'homomorphismes F0f. Montrons 
que / et f± sont homotopes. On peut trouver deux applications 
continues y et f\ de Â dans B qui se projettent respectivement 
suivant f et j \ et telles que les homomorphismes associés soient 
identiques à f. Considérons sur A la subdivision simpliciale qui 
se projette sur la subdivision simpliciale de A . Dans chaque 
classe de sommets de Â équivalents suivant G choisissons un 
sommet e\ et relions f (ef) et f i (ef) par un chemin a . Si 
e(j == g i^ i ) , où o 'çG, relions les points f (ej) et f\ (e(j) par le 
chemin Cj = g 'oci, où g' = f ( g ) . Posons f t (e j ) = cj(t). La 
famille ( f i ) t^ i définit une déformation de la restriction de f 
à l'ensemble Â° des sommets de A . Dans chaque classe d'arêtes 
de Â équivalentes suivant G choisissons une arête e\. Si e\ et e\ 
sont les sommets de e\, il existe une application continue o\ de 
e\ x I dans B telle que 
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parce que toute application continue dans B du bord de e\ x I est 
inessentielle. Si e} — g(e}) , nous associons à ej x I l'applica­
tion cp;? telle qu'on g[®\(oc, t)] = cpy? [g(%) , t ] pour tout x € e\ 
et t € I. La réunion des applications cpj définit une application 
continue cp1 de Â1 x I dans B qui détermine une déformation 
continue de la restriction de / à Â1, réunion des sommets et des 
arêtes de Â. Par récurrence on définit finalement une application 
continue 9 de Â x l dans B déterminant une déformation con­
tinue (ft)tei de f à J\ telle que ft soit compatible avec G et G'. 
Par passage aux quotients on obtient une déformation continue 

de à 
Montrons d'autre part que tout homomorphisme f de G dans G' 

est associé à une application continue de A dans B. On détermine 
facilement une application f de Â dans B compatible avec G et G' 
telle que f soit l'homomorphisme associé à f. Dans chaque classe 
de sommets de A équivalents suivant G on choisit encore un som­
met e\ et on lui fait correspondre un point arbitraire /*?(^?). 
Au sommet ej = g ^ ) , où g € G, on fait correspondre le point 

où gf = f{g)- Dans chaque classe d'arêtes de Â on choisit une 
arête e\, de sommets e\ et e\. Il existe dans B un chemin reliant 
fl(e°k) à f f^el ) , c'est-à-dire une application continue f\ de e\ 
dans B telle que f l ( 4 ) = f l « ) * f\{e%) = / U 4 ) - A l'arête 
ej=zg(ej) on fait correspondre l'application f j telle qu'on ait 
fjOg = g 'of\. La réunion des applications f j définit une appli­
cation f1 de Â1 dans B compatible avec G et G'. De la même 
manière on pourra étendre f1 à la réunion A2 des simplexes de 
dimension 2 de A. Par récurrence on définit ainsi une applica­
tion f de Â dans B compatible avec G et G' et telle que l'homo­
morphisme associé de G dans G7 soit f. Ici il suffit d'ailleurs de 
supposer que toute application dans B d'une sphère S?, où 1 < p << 
est inessentielle. Par passage aux quotients on déduit de / une 
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application f de A dans B telle que f soit un homomorphisme 
associé à f. 

Remarque. — En appliquant le théorème de Zorn, on voit 
facilement que le théorème 4 est aussi valable avec les hypothèses 
suivantes : A est un complexe simplicial de dimension infinie; 
B est un espace connexe, localement connexe et asphérique. 

(Manuscrit reçu le 3 février 1944* ) 

Extrait du «Bulletin de la Société Mathématique 
de France» 72 (1944), pp. 27-54. 
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SUR LA THÉORIE DES ESPACES FIBRES; 

PAR CHARLES EHRESMANN. 
( STRASBOURG.) 

Introduction. — Je rappellerai la définition d'une structure 
d'espace fibre à groupe structural topologique G. Je définirai 
une relation d'ordre dans l'ensemble des structures d'espace 
fibre qu'on peut considérer sur un espace donné. Le problème de 
la recherche des structures subordonnées à une structure 
d'espace fibre donné est ramené à la recherche d'une section d'un 
espace fibre associé. On peut donner de nombreuses applications 
de ce problème. J'étudierai principalement les conditions d'exis­
tence, sur une variété differentiable réelle V2n, d'une forme diffé­
rentielle extérieure de degré 2 et de rang 2 en tout point de V2/l. 
L'existence d'une telle forme différentielle est équivalente à 
l'existence, dans l'espace vectoriel tangent à V2n au point x, d'une 
structure d'espace vectoriel complexe de dimension n dépendant 
d'une façon continue de x. Nous dirons que V2/l est muni d'une 
structure presque complexe lorsqu'on a défini, d'une façon conti­
nue par rapport à x, une structure d'espace vectoriel complexe 
dans l'espace tangent en x. L'existence sur V2n d'une structure 
presque complexe est nécessaire, mais probablement non suffisante, 
pour qu'on puisse définir sur V2;l une structure analytique com­
plexe, subordonnée à la structure différentiable réelle. On obtient 
ainsi des conditions nécessaires pour qu'on puisse définir sur V2n 
une structure analytique complexe, et c'est ce dernier problème 
qui est à l'origine du présent travail (*). En particulier la sphère S4 

(1) J'ai posé ce problème pour la première fois dans une conférence faite au 
séminaire Bourbaki à Paris (janvier 1947 ) et j'ai indiqué alors les résultats 
exposés ici au n° 8. Dans une conférence faite à l'Institut des Hautes Études 
de Belgique le 3o avril 1947, j'ai traité le même problème en indiquant tous mes 
résultats actuels, à l'exception de celui concernant la sphère S4. 
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n'admet pas de structure presque complexe. Par contre, la 
sphère SK, et plus généralement toute variété différenliable 
orientable à six dimensions dont le groupe d'homologie de 
dimension 3 est nul, admet une structure presque complexe. 

Pour finir je considérerai un problème analogue concernant 
les variétés analytiques complexes V2n, à zn dimensions com­
plexes, ce qui conduit à une notion de variété presque quater-
nionienne. 

Les nombres placés entre crochets renvoient à l'index biblio­
graphique; celui-ci n'est pas une liste complète des publications 
concernant les questions traitées. 

1. Définition d'une structure compatible avec un pseudo­
groupe de transformations (*). — Soient M un espace topologique, 
et $ un ensemble d'ensembles ouverts de M tel que toute réunion 
et toute intersection finie d'ensembles de appartiennent à 
Soit T un ensemble d'homéomorphismes vérifiant les axiomes 
suivants : 

i° Tout homéomorphisme f est défini dans un ensemble 
U(= et l'ona f ( U ) € * . 

2° Soit U la réunion d'une famille d'ensembles U* appartenant 
à O. Pour qu'un homéomorphisme / défini dans U appartienne 
à T, il faut et il suffit que sa restriction à U; appartienne à T. 

3° Pour tout U€<£, l'application identique de U appartient 
à T. S i / ç T , l'application réciproque/-1 appartient à T. Si f et ff 
sont deux homéomorphismes appartenant à T, tels que le com­
posé f f soit défini, alors f f appartient à T. 

L'ensemble T vérifiant ces axiomes sera appelé pseudo-groupe 
de transformations. 

Exemple. — Les homéomorphismes difïerentiables dont chacun 
transforme un ouvert de Kn en un ouvert de R/1 forment un pseudo­
groupe de transformations dans R/z. 

Soit E un deuxième espace topologique. Nous appellerons carte 

(l) Nous reprenons ici, en les précisant, les notions introduites pour la pre­
mière fois par O. VEBLEN et J. H. G. WHITEHEAD dans THE FOUNDATIONS OF DIFFE­
RENTIAL GEOMETRY, Cambridge Tracts, ig32. 
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locale de E par rapport à M un homéomorphisme d'un ouvert U 
de M sur un ouvert U' de E. A deux cartes locales fK et f2 corres­
pond un homéomorphisme ç21, appelé changement de carte locale 
(ou de coordonnées locales), tel que / , (a?) = / 2 ( # ' ) soit équiva­
lent à xr = cp21 (# ) . Un ensemble de cartes locales de E par rapport 
à M est appelé atlas de E par rapport à M si les ouverts corres­
pondant aux cartes dans E forment un recouvrement de E. Un 
atlas % sera dit compatible avec le pseudo-groupe T défini dans M 
lorsque tous les changements de cartes locales correspondants 
appartiennent à T. Tout atlas 5t compatible avec T est contenu 
dans un atlas complet (ou maximal) % bien déterminé, compa­
tible avec T. Nous dirons qu'un atlas complet 5t de E par rapport 
à M compatible avec T définit sur E une structure compatible 
avec T. Les cartes locales de 3t sont appelées cartes admissibles 
de la structure. 

Par exemple [-4], on définit ainsi les structures de variétés 
difTérentiables réelles ou complexes, localement euclidiennes, 
localement homogènes de Lie, etc. Nous allons donner également 
sous cette forme la définition d'une structure d'espace fibre. 

2. Définition d'un espace fibre à groupe structural G. — Soient 
E, B, F trois espaces topologiques et G un groupe d'automor-
phismes de F . Nous supposons G muni d'une topologie telle que, 
si s € G, y ç F , sy désignant le transformé de y par s, l'applica­
tion (s, y ) ->sy soit une application continue de G X F sur F. 
Soit 4> l'ensemble des ouverts de B x F de la forme U x F, où U 
est un ouvert quelconque de B. Considérons dans B x F le pseudo­
groupe T formé des automorphismes de U x F de la forme 
(x, y ) -y (x, sxy) , # e U, y ç F, où x -> sx est une application 
continue de U dans G. Un atlas complet % de E sur B x F compa­
tible avec ce pseudo-groupe F définit alors sur E une structure 
d'espace fibre à groupe structural G (considéré comme groupe 
topologique) [10, 6, 2]. Nous supposerons que les ouverts qui 
correspondent dans B x F aux cartes de 3L forment un recouvre­
ment de B x F . 

Soit f un homéomorphisme de U x F dans E formant une carte 
locale admissible. L'application y - > / ( # , y)* où x € U, y € F, 
définit un homéomorphisme h de F sur un sous-espace Fr de E. 
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Soit H l'ensemble des homéomorphismes h de F dans E corres­
pondant ainsi aux cartes locales admissibles (appartenant à 3 i ) . 
Le sous-espace Fx ne dépend que de x et s'appelle une fibre de 
l'espace fibre E. Les fibres forment une partition de E, et l'espace 
quotient de E par cette partition peut être identifié d'une 
façon naturelle avec B, appelé espace de base de l'espace fibre. 
L'ensemble des éléments h de H tels que h(F) = FX est l'en­
semble H;r= ArG, où hx désigne un élément quelconque de H.T. 
La structure d'espace fibre définie par l'atlas complet % pourra 
être désignée par le symbole E(B, F, G, H). 

3. Espaces fibres associés [2]. — Etant donnés deux espaces topo­
logiques B et F, et un groupe topologique G d'automorphismes 
de F, tout espace fibre E (B , F, G, H) peut être obtenu de la 
manière suivante : 

On se donne un recouvrement (Uj)f€I de B par des ouverts. 
Pour tout couple (j , J ) € 1 x I on se donne une fonction conti­
nue x -> s£ où x € XJi n Uy, sx G G, telle que sx = sx's% pour 
x € UI • C\ U J n U/t-, et sxsLL = élément unité de G. Considérons 

l'espace somme S — ^ U / X F, et soit r la relation d'équivalence 

définie dans S par l'ensemble des automorphismes ( x ,y ) -y (x , s'xy), 
x € U; n Uy, y € F. L'espace quotient S/r est un espace fibre 
E (B, F, G, H). Soit f i la restriction à Ui x F de l'application cano­
nique de S sur S/r = E. Désignons par hlx l'homéomorphisme 
r 7 ) > ou # e U i , y e F . On a H ^ A ^ G et h x = h^s». 
Cette construction est encore valable lorsque les Uf sont les 
cellules fermées d'une subdivision cellulaire de B. 

L'espace fibre E(B, F, G, H) étant supposé construit de la 
manière précédente, soit 9 une représentation continue de G sur 
un groupe d'automorphismes G' d'un espace topologique F'. Soit 

S ' ^ V U i X F', et soit r' la relation d'équivalence définie dans S' 
Jm—4 

par l'ensemble des automorphismes (a?, y1) ®{sl£)y% oùy' ^ FF. 
L'espace quotient S/r' est un espace fibre E'(B, F', G', H') que 
nous appellerons associé à E(B, F, G, H). Il est parfaitement 
déterminé lorsque F', G' et 9 sont donnés. 
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En particulier, soit cp la représentation de G sur le groupe GT 

des translations à gauche de G, telle que o(s) soit la relation t -> st, 

S € G, £€ G. Soit S ^ ^ U i x G, et soit r' la relation d'équivalence 

définie dans S' par l'ensemble des automorphismes 

( X , T ) - > ( X , S%T), X E U I N U / , T E G . 

L'application de S/ sur H qui fait correspondre à (x, t) e U j x G 
l'élément hlxt de ïïx est compatible avec la relation d'équiva­
lence rf. Ceci permet d'identifier d'une façon canonique S/rf à H. 
On a ainsi défini sur H une topologie et une structure d'espace 
fibre H(B, G, Gy, H*) que nous appellerons espace fibre 
principal associé à E(B, F , G, H). L'application (h, y ) - y h ( y ) , 
où h € H, y ç F, est continue. 

4. Structures d'espaces fibres subordonnées [3] . — Nous dirons 
que la structure E(B, F, G', H') est subordonnée à la structure 
E(B, F, G, H) lorsque H ' c H et que l'application canonique 
de H7 dans H est continue. Ceci implique que les fibres sont les 
mêmes pour les deux structures, que G' est un sous-groupe 
de G, et que l'application canonique de G' dans G est continue. 
Nous considérons surtout le cas où G' est un sous-groupe de G. 
muni de la topologie induite. Alors H' est un sous-espace de H, 
c'est-à-dire la topologie de H' est induite par celle de H. 

Le produit topologique B x F sera considéré comme un espace 
fibre, de groupe structural réduit à la transformation identique 
de F. Un espace fibre E(B , F, G, H) , dont le groupe structural est 
réduit à la transformation identique, est isomorphe à B x F . La 
recherche d'une structure de produit topologique subordonnée à 
E(B, F, G, H) revient donc à la recherche d'une section de l'espace 
fibre associé principal H(B, G, Gy, H*). On en déduit facilement 
le résultat suivant [2, 5 ] : 

S i B est un complexe contractile en un point, Vespace 
fibre E(B, F , G, H) admet une structure subordonnée isomorphe 
au produit topologique B x F . 

5. Recherche des structures subordonnées, — Problème. — 
Etant donnée une structure d'espace fibre E(B, F, G, H), déter-
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miner toutes les structures subordonnées E(B, F, G',H') telles 
que G' soit un sous-groupe donné de G, muni de la topologie 
induite par celle de G. 

Considérons l'espace fibre principal H(B, G, GT, H*) associé à 
E(B . F, G, H), et soit (G') la relation d'équivalence définie dans H, 
dont les classes d'équivalence sont les ensembles h G', où h € H. 
Si /¿€11,,, on a AG'CH,.. Soit K l'espace homogène G/G' des 
classes sG' de G et soit GK le groupe de transformations de cet 
espace homogène, à t € G correspondant la transforma­
tion sG'-^t(sG'). L'espace quotient H/(G') est muni d'une 
structure d'espace fibre H/(G') (B, K, GR, HK) dont les fibres 
sont les ensembles Ka.= r l ^ G ' ) . C'est l'espace fibre associé 
à E(B, F, G, H) correspondant à la représentation de G sur GR. 
Pour que l'ensemble H* des restrictions à G' des homéomor-
phismes li 6II* détermine sur II une structure d'espace 
fibre H[H/(G ' ) , G', Gy, H*], il faut et il suffit que la condition 
suivante soit satisfaite : ( a ) . L'ensemble Gy des restrictions à G' 
des translations à gauche de G détermine sur G une structure 
d'espace fibre G(K, G;, Gy, GT). 

La condition (a) est vérifiée en particulier lorsque G est un 
groupe de Lie, G' un sous-groupe fermé de G. 

Étant donnée une structure subordonnée E(B, F, G', IL), l'appli­
cation x -> H',., où l'on considère comme élément de H/(G'), 
définit une section de l'espace fibre II/( G') ( B, F, GR, IIR). Réci­
proquement, lorsque la condition (a) est vérifiée, toute section de 
cet espace fibre est projection d'un sous-espace IF de H, qui définit 
une structure subordonnée E(B, F, G', H'). Les structures subor­
données se répartissent alors en classes d'homotopie correspondant 
aux classes d'homotopie des sections de H/(G')(B, K, GK, HR). 

Remarque. — Supposons G non connexe, mais localement 
connexe. Soit G0 la composante connexe de l'unité de G. L'espace 
tibré H/(G') (B, K, GR, HR), où K = G/(G') est un espace 
discret, est alors un revêtement de B. En général il n'admet pas 
de section. Mais si B' est une composante connexe de H/(G0), 
l'espace E admet un revêtement E' muni d'une structure 
E'(B;, F, G0, H0). En particulier, si G est discret, E admet un 
revêtement isomorphe à B ' x F. 
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6. Premières applications [-4]. —Dans les cas suivants, il existe 

une classe et une seule de structures subordonnées à E(B, F, G, H), 
en supposant que B soit un complexe. 

i° G = groupe de Lie connexe; G' = sous-groupe clos maxi­
mal [8] . Alors G/G' est homéomorphe à un espace numérique Rm. 

2° F espace numérique réel, complexe ou quaternionien ; 
G = groupe linéaire homogène correspondant; G'= sous-groupe 
laissant invariant une forme quadratique ou une forme d'Hermite 
définie positive. 

L'existence d'une structure subordonnée de groupe G' équivaut 
à l'existence d'un champ de formes quadratiques ou d'Hermite, 
c'est-à-dire d'une fonction continue qui à x ^ B associe une forme 
quadratique ou d'Hermite dans F^. 

3° F = R2/Î ouF = C2,l(R = droite numérique réelle, C = droite 
numérique complexe); G = groupe linéaire homogène qui laisse 
invariant la forme extérieure X± /\ x2 -+- . . . -+-#2/1-1 A #2* ; 
G;—sous-groupe qui laisse invariant x\- \ -x\- \ - . . . -\-ocln<, respecti­
vement X I X J I -Jrx2x2+ -f-x2nOCIA; G' peut alors être identifié 
avec le groupe unitaire complexe ou quaternionien. 

7. Conditions d'existence d'une section d'un espace fibre 
E(B, F, G, H). — Faisons les hypothèses suivantes : 

B est un complexe de dimension n. En désignant par 7^(F) le 
groupe d'hornotopie de F pour la dimension /, nous supposons : 

7C/(F) = o, pour i'<r; 7;r(F)^£o. 

Si r— 1, 7T4(F) est supposé abélien. G est un groupe d'opéra­
teurs pour 7rr(F). Il existe donc un espace fibre associé dont la 
fibre est 7Tr(F), muni de la topologie discrète. C'est donc un 
revêtement de B. Nous le supposerons isomorphe au produit 
topologique de B par 77,-(F). Cette condition est vérifiée en parti­
culier lorsque G est connexe. 

On peut définir alors une classe de cohomologie caractéris­
tique W/4_i de B relativement à l'espace fibre, analogue aux 
classes de Stiefel-Whitney. Pour qu'il existe une section sur le 
squelette K/4_< de dimension r + i de B, il faut et il suffit 
que W/ + i = o. Si de plus tt/(F) = o pour /* > y > r, la condi-
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tion W,.Ti = o est nécessaire et suffisante pour qu'il existe une 
section sur tout l'espace de base B. 

8 . Conditions d'existence, sur une variété différentiable V2«, 
d'une structure presque complexe ou d'une forme différentielle 
extérieure de degré 2 et en tout point de rang 2n. — Soit V2n 
une variété différentiable de dimension 2n. L'espace des vecteurs 
tangents est un espace fibre E(V2/l, R2n, L, H), où L est le groupe 
linéaire homogène dans R2/l. Une structure d'espace vectoriel 
complexe, prolongeant la structure vectorielle réelle, sera déter­
minée sur R2/l par une transformation linéaire I, x —> ix, oùx € R2/i, 
sans droite fixe passant par zéro, et telle que i(ix) = — x. En dési­
gnant par x i , . . ., x2n les coordonnées canoniques de . r€R2" , 
soit I0 la transformation 

R2n muni de la structure complexe correspondante sera identifié 
avec l'espace numérique complexe C/l de coordonnées canoniques 

Soit L' le groupe linéaire homogène complexe de Cn. C'est le 
sous-groupe de L qui laisse invariant l0. L'espace homogène 
K = L/L' est donc l'espace des structures complexes sur R2" 
prolongeant la structure vectorielle réelle. La recherche d'une 
structure E(V2n, C'1, L', ET) subordonnée à E(V2/M R2/z, L, H) 
revient à la recherche d'une section de l'espace fibre associé 
H/(L')(V2/t, K, LK, HK). Une telle section définit sur V2n une 
structure qu'on peut appeler presque complexe. Comme L' est 
connexe, elle détermine une orientation sur V2n. L'existence 
d'une telle structure presque complexe est une condition néces­
saire pour qu'il existe sur V2/l une structure analytique complexe 
subordonnée à la structure différentiable réelle (2). 

Soit il le sous-groupe connexe de L laissant invariant la forme 
quadratique F = x] -b x; -f- . . . -f- x\n et soit le sous-groupe de L' 

(2) Etant données deux structures définies sur E par deux atlas complets A 
€t 2.' de E par rapport à un espace M, compatibles avec deux pseudo-groupes 
dans M, la première sera dite subordonnée à la seconde lorsque .A C à'. 
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laissant invariant la forme d'Hermite <D = zK z± -f- z2z2 -+-...-+- znzn. 
En vertu des résultats du n° 6, le problème posé se ramène au 
suivant : 

Etant donnée une structure E(V2/l, R2?l, H,) , où H i c H , 
et par suite une orientation sur V2n, déterminer les structures 
subordonnées E(V2n, Gn, Qr, H'), ce qui revient à déterminer les 
sections de l'espace fibre associé E'(V2/l, r(/î), Hp), où r(/l) 
désigne l'espace homogène SI/Q'. Une telle section définit sur V2/i 
une structure qu'on peut appeler presque hermitienne, subordon­
née à la structure riemannienne déterminée par E( V2/l, R2", £t, Hi). 

r(n) est isomorphe à une composante connexe (3) de l'espace des 
structures complexes sur R2/l, compatibles avec la forme quadra­
tique F, c'est-à-dire définies par les transformations I telles 
que F(# , ix) = o. T[n) est aussi isomorphe à une composante con­
nexe de l'espace des formes bilinéaires alternées ^ (x, y) = F ( ix ,y) , 
qu'on peut appeler échangeable avec F. On en déduit le résultat 
suivant : 

Pour qu'il existe sur V2;l une structure presque complexe 
ou presque hermitienne, il faut et il suffit qu'il existe surV2n 
une forme différentielle extérieure de degré i et en tout point 
de rang i n . 

9. Topologie de T{n). — L'espace r(/l) est encore isomorphe à 
une composante connexe de l'espace des génératrices linéaires 
de dimension n du cône quadratique x\ + x\ . . . -f- x\n = o 
de l'espace G2n. J'en ai déterminé les bases d'homologie à l'aide 
d'une subdivion en cellules [1 ] : 

r(2) est homéomorphe à S2 ; 
r(3) est homéomorphe à l'espace projectif complexe P3(C); 
r(4) est homéomorphe à la quadrique complexe Q6 à six dimen­

sions complexes. Or Q6 est homéomorphe à S6 x P3(C); 
71̂  (TU)) = o, 7i2 (T4) est cyclique infini, 7it(TA) = 7TF-(SC) x TT/(S7), 

pour i >>2 ; 

(3) IL y a deux composantes connexes correspondant aux deux orientations 
de R2". 

141 



C. EHRESMANN. 

Tin) admet toujours une structure fibrée multiple du type 
S«2/i_2 x . . . x S0 x S/, x S2; c'est-à-dire l'espace de base est S2,i_2, 
la fibre est un espace libre de base S2n_4, etc. Les groupes 
d'homologie de T{n) sont ceux, de ce produit de sphères. 

On a toujours 7r2(r(/t)) = TT2(S2). Donc l'espaceV2/i admet, 
relativement à E', une classe caractéristique W3. Ainsi W 3 = o 
est une condition nécessaire d'existence sur V2/î d'une structure 
presque complexe ou encore d'une forme différentielle extérieure 
de degré 2 et de rang i n . Cette condition est aussi suffisante 
pour une variété V6. Elle est vérifiée en particulier pour la 
sphère S6. Remarquons que, pour toute variété orientable V4, la 
classe W3 est nulle. C'est une simple conséquence du résultat dû 
à H. Whitney, d'après lequel sur une telle variété la classe carac­
téristique de Stiefel-Whitney de dimension 3 est nulle [11]. 

Pour n > 3, 7r0(r(/l)) est cyclique infini. Si W3 = 0, l'espace 
fibre E'(V2/l, r(7l), ilr, H r ) admet une section sur le squelette de 
dimension 6. Pour qu'une telle section puisse s'étendre, au sque­
lette de dimension 7, il faut et il suffit qu'une certaine classe de 
cohomologie caractéristique de dimension 7 soit nulle. Cette 
classe dépend de la classe d'homotopie de la section donnée sur 
le squelette de dimension 6. Si le groupe d'homologie de la 
dimension 2 de V2n est nul, cette classe caractéristique de 
dimension 7 est unique. 

10. Étude particulière du cas de la sphère S2/l. — Supposons 
S2,i subdivisé en deux hémisphères B2/l et B'2n dont l'intersection 
est une sphère S2fl_i. L'espace fibre principal H(S37l, il, &T, H*), 
associé à l'espace libre E(S2/L, R2/l, il, H) des vecteurs tangents 
à S2/i, peut être identifié avec l'espace quotient deB2,i x i l - I - B'2„ x il 
par une relation d'équivalence définie par une application continue cr 
de S2/l_i dans il [7] . Soit F l'espace homogène où G' est un 
sous-groupe fermé de il. Soit q la projection canonique de il 
sur il/G', et posons a ' ~ q a . Pour que l'espace fibre associé 
E'(S2/l, F, ilF, HF) admette une section, il faut il suffit que l'appli­
cation de S2/l_i dans F = il/G! soit homotope à zéro. 

L'application cr est celle qui fait correspondre à x € S2/i-i le 
produit des deux symétries dans R2/l par rapport à un diamètre 
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fixe de S2/i_i, et par rapport au diamètre passant par x. Soit a' 
l'application correspondante de Sa/l_1 dans il/il' = r(7l). Pour qu'il 
existe sur S2n une structure presque complexe ou une forme exté­
rieure de degré 2 et de rang i n , il faut et il suffit que a' soit 
homotope à zéro. Il en est bien ainsi pour n = 3, car 7r5 (r(3)) = o. 

Pour n — 1, l'application <J! n'est pas homotope à zéro. En effet, 
le groupe il correspondant est homéomorphe au produit S3 x P3, 
P3 = espace projectif réel à trois dimensions. Toute application 
de S3 dans il est donc caractérisée par un couple d'entiers (a , b). 
Pour l'application a, ce couple est (1, 1). L'application corres­
pondante af de S3 sur r (2)=S2 n'est donc pas homotope à zéro. 
Donc sur S4 il n'existe pas de forme différentielle extérieure 
de degré 1 et de rang 4 j °u encore il n'existe sur S/f 
aucune structure presque complexe, et a fortiori aucune struc­
ture complexe. 

Cas n — /\. — Soit Q6 la variété des génératrices à une dimen­
sion du cône défini dans G8 par x\ + x\ + . . . + x\ = o. r(4) est 
homéomorphe à Q6, qui est elle-même homéomorphe à la variété 
des plans orientés de R8 passant par l'origine. A a correspond une 
application ar de S7 dans r(4) et une application G" de S7 dans Q6. 
L'application OR" n'est pas homotope à zéro, sinon il existerait sur S8 
un champ d'éléments plans orientés, et par suite aussi un champ 
de vecteurs unitaires. Il existe bien un automorphisme de il qui 
induit un homéomorphisme de r(/,) sur Q(5, mais les deux espaces 
fibres associés à S8, de fibres Qfi et r(4), ne semblent pas être iso­
morphes. 

Remarque. — Pour tout n, la variété des plans orientés de R", 
passant par l'origine, est homéomorphe à la variété Q/,_2 des 
génératrices du cône x \ - \ - x \ + . o c \ = o. Ses groupes d'homo-
topie, pour les dimensions >> 2, sont ceux de la variété V„)2 des 
couples de vecteurs unitaires et orthogonaux dans R/A. Q7i_2 est 
simplement connexe et 7r2(Q/t-2) = 7r2(S2) pour n^> l\, et 
7r2(Q/,) = 7r2(S2) x 7T2(S2). Le problème de l'existence d'un 
champ d'éléments plans tangents à une variété Vn conduit donc 
également à une classe caractéristique, de dimension 3, qui est 
d'ailleurs nulle dans le cas d'une variété orientable V4? d'après le 
résultat indiqué de Whitney. 
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H . Conditions d'existence, sur une variété analytique com­
plexe V2n d'une forme différentielle extérieure complexe de 
degré 2 et de rang 2 en tout point. — Soit Ù' le groupe linéaire 
complexe de C'2n qui laisse invariant la forme d'Hermite 

Soit Q'r le sous-groupe qui laisse invariant la transformation J0 : 

L'espace homogène Q!¡0!' est l'espace des structures vectorielles 
quaternioniennes surC2/% compatibles avec la forme d'Hermite <D; 
c'est encore l'espace des formes extérieures de degré 2, de 
rang 2 et échangeables avec <ï>. C'est un espace muni d'une 
structure hbrée multiple de type SA/l_3 x . . . x S9 x S5 x S4. 

V2n est l'espace de base d'un espace libre de groupe struc­
tural il'. Le problème posé dans le titre de ce paragraphe revient 
à chercher une structure suborbonnée de groupe structural 
On arrive d'abord à une classe caractéristique W2, pour la dimen­
sion 2. Wo = o est la condition nécessaire et suffisante pour qu'il 
existe une structure subordonnée de groupe structural £2 ,̂ groupe 
unimodulaire laissant invariant <D. Supposons cette condition 
vérifiée. On est amené afors à étudier l'existence d'une section 
d'un espace fibre associé dont la fibre est l'espace homogène 
Çl'JQ!' = K(n). L'espace K(7l) admet une structure fibrée multiple 
de type S47l_a x . . . x S 9 x S 3 . C'est un des espaces riemanniens 
symétriques étudiés par E. Cartan. Le problème posé conduit 
à une classe caractéristique de dimension 6. 

Les conditions d'existence sur Y2n d'une forme différentielle 
extérieure de degré 2 et de rang 111 sont aussi celles de l'existence 
d'une structure presque quaternionienne^ en convenant d'appeler 
ainsi une section de l'espace fibre de base Y2n et ayant pour fibre 
l'espace des structures quaternioniennes prolongeant la structure 
complexe de C2n. Cet espace est l'espace quotient L'/L", où Ur est le 
sous-groupe de L7 qui laisse invariant J0. Remarquons que, si l'on 
voulait définir la notion de structure de variété quaternionienne 
par analogie avec le cas réel ou complexe, on obtiendrait seulement 
une classe de variétés localement affines. 
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Par exemple, toute variété analytique complexe V2 (à 4 dimen­
sions réelles), dont le groupe de Betti pour la dimension 2 est nul, 
admet une structure presque quaternonienne. L'espace projectif 
complexe P 211(C) n'en admet pas. 
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SUR LES VARIÉTÉS PRESQUE COMPLEXES 

CHARLES EHRESMANN 

1. Introduction. Etant donnée une variété topologique F2n, de dimension 
2n, existe­t­il sur V2n une structure analytique complexe? Plus abordable paraît la 
question suivante : Etant donnée une variété diffêrentiable V2n , existe­t­il sur 
V2n une structure analytique complexe subordonnée à sa structure diffêrentiable? 
Soit T(V2N) l'espace des vecteurs tangents à V2n et Tz l'espace vectoriel tangent 
en x Ç V2n . T(V2n) est un espace fibre de base V2n et de fibres Tx isomorphes 
à l'espace vectoriel R2n. Une structure presque complexe sur V2n sera définie par 
la donnée dans Tx d'une structure vectorielle complexe subordonnée à sa structure 
vectorielle réelle et dépendant d'une façon continue de x. Toute structure 
analytique complexe subordonnée à la structure diffêrentiable de V2n détermine 
sur V2n une structure presque complexe, mais en général une structure presque 
complexe ne dérive pas d'une structure analytique complexe et on ignore si une 
variété presque complexe (c'est­à­dire, une variété munie d'une structure presque 
complexe) admet aussi une structure analytique complexe. La recherche des 
structures presque complexes sur V2n est un problème de la théorie des espaces 
fibres. Je rappellerai, en les complétant, les résultats que j 'ai exposés au Colloque 
de Topologie Algébrique de Paris (1947) et j'indiquerai quelques résultats de 
Wen­tsùn Wu ; mais je ne pourrai pas exposer les méthodes de H. Hopf, qui a 
abordé la même question d'un point de vue un peu différent. Les nombres entre 
crochets renvoient à la bibliographie. 

2. Structures fibrées subordonnées à une structure fibrée vectorielle [2]. 
Soit E ( B , F, G, H ) un espace fibre de base B , de fibres isomorphes à F, de groupe 
structural topologique G. Nous supposons F muni d'une structure admettant G 
comme groupe d'automorphismes. Par les homéomorphismes distingués, dont 
l'ensemble est H, cette structure est transportée sur une structure bien déter­

minée dans chaque fibre F X. H est alors l'ensemble des isomorphismes de F sur 
les fibres. Il est muni d'une structure fibrée H ( B , G, Gy , H ) et s'appelle espace 
FIBRE principal associé. Etant donné un sous­groupe G' de G, muni de la topologie 
induite, une structure fibrée E ( B , F1 G', H ' ) est dite subordonnée à E ( B , F, G, H ) 
lorsque HF CL H . Toute structure E ( B , F, G', H ' ) détermine canoniquement une 
structure F(jB, F, G, H ) à laquelle elle est subordonnée. Supposons que les 
classes sGf déterminent une structure fibrée sur G. Les structures E ( B , F, G', H ' ) 
subordonnées à une structure donnée E ( B , F, G, H ) correspondent alors d'une 
façon biunivoque aux sections de Vespace FIBRE associé H E ( B , F, G, H ) par Phomo­

morphisme p de G sur le groupe de transformations de l'espace homogène 
G/G', défini par <p(8)№) = *(«?'). C'est l'espace H/G' des classes hG', où 
H € G; sa base est B et ses fibres sont isomorphes à G/G'. Les structures sub­

ordonnées E ( B , F, G', HF) se répartissent en classes d'homotopie correspondant 
aux classes d'homotopie des sections ; les structures d'une même classe sont iso­
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morphes. Si 2 ' désigne une structure sur F admettant G' comme groupe d'auto-
morphismes, l'espace H/G' peut s'appeler l'espace des structures isomorphes 
à 2 ' et subordonnées aux structures données sur les fibres Fx . 

Soit Rn (resp. C11, Qn) l'espace numérique réel (resp. complexe, quaternionien), 
Ln (resp. Ln , Ln) le groupe linéaire homogène de Rn (resp. Cn, Qn), On (resp. 
On , On) le groupe orthogonal dans i?n (resp. unitaire dans C", unitaire quater­
nionien dans Qn), Lt (resp. Ot) la composante connexe de l'unité de Ln (resp. 
On). Une structure E{B, F, G, H) sera appelée structure fibrée vectorielle réelle 
(resp. réelle orientée, complexe, quaternionienne, euclidienne, euclidienne orientée, 
hermitienne, hermitienne quaternionienne) si G est Ln (resp. L t , Ln , l!'n , On, 
Ot , 0« , O'n), F étant suivant les cas #n, O ou Qn. Comme Ln/On (resp. L t /Ot , 
Ln/On , Ln/On) est homéomorphe à un espace numérique, toute structure fibrée 
vectorielle réelle (resp. réelle orientée, complexe, quaternionienne) admet des 
structures euclidiennes (resp. euclidiennes orientées, hermitiennes, hermitiennes 
quaternioniennes) subordonnées et celles-ci appartiennent toutes à une même 
classe. En identifiant R2n à Cn et Cn à Qm, si n = 2m, on a l / n C , L^C l/n , 
O l e Otn , Ô CZ On , et le problème d'existence de structures subordonnées se 
pose pour des structures du type suivant: 

E(B, R>«, L2n , H), E(B, R>», 02n , •) 
E(B, R2n, Ltn , •), E(B,R*»,OÎn, •) 
E{B,C%L'n, 0 , E(B,C»,0 'n , - ) 
B(B,Qr, E(B,QT,(Z9 •). 

D'après la remarque précédente, on peut toujours se ramener au cas de structures 
figurant dans la deuxième colonne ci-dessus. L'espace T(V2n) associé à une 
variété différentiable U2n est muni d'une structure fibrée vectorielle réelle, dont 
les structures subordonnées s'appellent respectivement: structure vectorielle tan­
gente orientée, presque complexe, presque quaternionienne, riemannienne, presque 
hermitienne, presque hermitienne quaternionienne. 

3. Les structures vectorielles complexes sur R2n . Soit (€i, • • • , en) la base 
canonique de Cn et identifions Cn à R2n en identifiant (ci, iex, • • • , en , ien) à 
la base canonique de R2n. Alors Ln est le sous-groupe de L2n qui laisse invariante 
la transformation I0 définie par I0z = iz, où z G Cn. Une structure vectorielle 
complexe sur R2n, subordonnée à la structure vectorielle réelle, est définie par 
une transformation linéaire / de R2n telle que I2 = — 1 , c'est-à-dire, I(Ix) = —x 
pour x Ç R2n\ le produit du nombre complexe a + bi par x sera (a + bi)x. 
Les vecteurs x? et Ix sont linéairement indépendants et déterminent un plan 
invariant par 7. R2n admet des bases de la forme (ei, Ie i , • • • ,en, Ien) ; l'orienta­
tion correspondante de R2n ne dépend que de 7; c'est Vorientation associée à I. 
L'espace des structures vectorielles complexes sur R2n est L2n/L,n^ dont la 
composante connexe Ltn/Ln est l'espace des structures complexes dont l'orienta­
tion associée est aussi associée à 7 0 . 
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Considérons R2N comme l'espace des vecteurs réels de C2\ La transformation 
I se prolonge à C2N et admet les valeurs propres dzi. L'ensemble des vecteurs 
propres correspondant à — i forme un sous­espace X„ de dimension N. L'ensemble 
des vecteurs propres correspondant à + i est XN , imaginaire conjugué de X N , et 
l'on a Xn fi X N = 0. Inversement tout sous­espace XN de C2N tel que I „ fl î n = 0 
détermine une transformation I . On peut définir XN par n formes linéaires sur 
C271 dont les restrictions à R2N sont des formes linéaires à valeurs complexes ne 
s'annulant simultanément que pour le vecteur 0. 

Posons F ( X , X ) = X\ + yl + • • • + XL, + yl , où (xi, yi , • • • , xn , YN) sont 
les coordonnées canoniques de x £ R2N. 02n/On est l'espace des transformations 
I laissant invariante la forme quadratique F ( X , X ) , condition équivalente à 
F ( Z , I X ) = 0 où I 6 Otn . L'espace X N associé à I est alors une génératrice du 
cône défini dans C2N par F ( X , X ) = 0. Donc Otn/On , que nous désignons par 
rn , s'identifie à l'une des composantes connexes de l'espace des génératrices X N 
de ce cône. 

Comme X £ L2n se prolonge à C2n, l'espace fibre T(V2n) admet un espace 
fibre associé T ° ( V 2 N ) dont les fibres TX sont isomorphes à C2N et qui admet T { V ^ ) 
comme sous­espace. Un élément de Tcx s'appelle VECTEUR COMPLEXE TANGENT à V2n 
en X , un sous­espace X P de T L s'appelle p­élément complexe tangent en x. 

Une structure presque complexe sur V2N est donc déterminée par un champ de 
transformations linéaires I , définies dans T X et telles que I 2 = — 1, ou par un 
champ de n­éléments complexes X N tels qu'en chaque point X Ç V2N on ait 
ï „ fl î n = x. Au voisinage de X elle est définie encore par N formes de Pfaff 
sur V2N , à valeurs complexes et ne s'annulant simultanément pour aucun vecteur 
réel non nul. Il lui correspond une orientation bien déterminée de V 2 N . Une 
structure presque hermitienne subordonnée à une structure riemannienne est 
définie par un champ de transformations orthogonales I ou par un champ de 
n­éléments isotropes. 

4. Formes différentielles extérieures quadratiques sûr V2N . A une trans­

formation I dans R2N telle que F ( X , I X ) = 0 est associée la forme bilinéaire al­

ternée ^ ( X 9 X ' ) = F ( I X , X ' ) de rang 2n, et la forme $ ( X , X ' ) = F ( X > X ' ) — № ( X , X ' ) , 
qui est une forme d'Hermite définie positive par rapport à la structure 
complexe définie par L A toute structure presque hermitienne sur V2n est donc 
associée une forme différentielle extérieure quadratique fi de rang 2n; l'orienta­

tion associée est définie par fin, forme de degré 2n non nulle en chaque point. 
Réciproquement toute forme différentielle extérieure quadratique 0 partout de 
rang 2n sur V2N est associée de cette façon à des structures presque hermitiennes, 
qui sont toutes de même classe et qui correspondent à l'orientation définie par 
Œ\ Ceci résulte du fait que L2n/On est homéomorphe à un espace numérique, 
L2N désignant le sous­groupe de L2n qui laisse invariante la forme ^ ( x , Z ' ) = 
X I Y [ — X[ Y I + • • • + XNY'n — XN YN . 

Donc l'existence d'une structure presque complexe sur la variété orientée 
F2n est équivalente à l'existence d'une forme différentielle extérieure quadratique 
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Q telle que ßn soit non nulle partout et définisse Porientation donnée. Appelons 
variété presque kählerienne une variété presque hermitienne dont la forme extérieure 
associée Q est fermée, c'est-à-dire, dû = 0. Appelons variété symplectique une 
variété F2n munie d'une forme fermée Q telle que 12n ^ 0 en chaque point. Une 
variété symplectique admet toujours une structure presque kählerienne su­
bordonnée et possède des propriétés topologiques plus particulières qu'une variété 
presque complexe quelconque. En particulier, si elle est compacte, ses nombres 
de Betti de dimension paire sont différents de 0, car Qk oo 0 pour 0 < k ^ n 
(remarque que je dois à G. de Rham). 

5. Topologie de l'espace Tn = Otn/0'n . Ti est un point. T2 est homéomorphe 
à S2. r3 est homéomorphe à l'espace projectif complexe Pz(C). T4 est homéo­
morphe à la quadrique complexe Qe(C) à 6 dimensions complexes. Quel que soit 
n > 1, Tn admet une structure fibrée de base S2n-2 et de fibre rn_i. On en déduit 
les premiers groupes d'homotopie de rn . 7r2(rn) = 7r2(r2), cyclique infini, pour 
n ^ 2. Pour i > 2, on a Ti(Tz) = TN(S7). Comme Qe(C) admet une structure 
fibrée [3] de base $6 et de fibre P*(C), pour laquelle il existe une section1, on a 
x,-(r4) S H-.0S«) X *.(P.(C)). 

Pour n ^ 4, on a 7rt(rn) = 0, si 2 < i < 6, et 7r6(rn) est cyclique infini. Ces 
propriétés de Tn servent à démontrer les résultats du §6. 

6. Conditions d'existence de structures presque complexes.2 Etant donné 
E(B, R2n, Otn , H), le premier obstacle à l'existence d'une structure fibrée 
hermitienne subordonnée c'est-à-dire d'une section de l'espace fibre associé de 
fibres isomorphes à Tn , est une classe de cohomologie Wz de B à coefficients 
entiers. Pour qiïil existe une section sur le squelette de dimension 3 de B, qui est 
supposé être un complexe, il faut et il suffit que Wz = 0. La classe Wl est identique 
à la classe caractéristique de Stiefel-Whitney, premier obstacle à l'existence d'un 
champ associant à tout x G B une suite de 2n — 2 vecteurs indépendants de la 
fibre R%n. La variété de Stiefel F2n,2n-2 est en effet un espace fibre de base T« 
et de fibre Wn,n-\, variété des suites orthonormées de n — 1 vecteurs unitaires 
de l'espace hermitien Cn. Il en résulte un isomorphisme canonique de 7r2(rn) 
sur 7r2(F2n,2n-2) et l'identification des deux premiers obstacles considérés. 

Si Wz = 0, il y a un deuxième obstacle de dimension 4 pourn = 2, de dimension 
8 pour n = S, de dimension 7 pour n > 3. Si n ^ 3, Wz = 0 entraîne donc TT5 = 0, 
où Wb est la classe de Stiefel-Whitney de dimension 5. En tenant compte d'un 
isomorphisme canonique de 7T6(rn) sur 7^(1^«,2n-c), où n > 3, on voit que 
le deuxième obstacle est identique à la classe W7 de Stiefel-Whitney, premier obs­
tacle à l'existence d'un champ de 2n — 6 vecteurs. Une condition nécessaire 
pour l'existence d'une structure fibrée hermitienne subordonnée est évidem­
ment que toutes les classes W2k+1 de Stiefel-Whitney soient nulles. 

1 Qe(C) n'est pas homéomorphe à S« X Pz(C), contrairement à ce que j'ai affirmé dans [2]. 
? On tronvera des résultats concernant les structures presque quaternioniennes dans 

[2] et [9]. 
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En particulier soit E = T(V2N), muni de la structure fibrée tangente orientée 
de la variété orientée V2N . La classe Wz de V2N est le premier obstacle à Pexistence 
d'une structure presque complexe sur V2N . La condition Wz = 0 est nécessaire et 
suffisante pour Vexistence d'une structure presque complexe sur une variété orientée 
F6 • Si de plus le groupe de cohomologie de dimension 2 de F6 est nul, toutes les 
structures presque complexes sur F6 et correspondant à une orientation donnée 
forment une seule classe. A chaque orientation de la sphère correspondent ainsi 
des structures presque complexes, appartenant toutes à une même classe d'homotopie. 
Mais il faudrait sans doute des méthodes nouvelles pour décider si S% admet 
aussi des structures analytiques complexes. 

Chacun des parallélismes classiques dans l'espace projectif réel P7 correspond 
[3] sur Qt(C) à une structure fibrée dont les fibres sont des génératrices isomorphes 
à P*(C). En supposant que Se soit la partie réelle de Qe(C), cette structure fibrée 
définit justement une structure presque hermitienne sur Se . Celle-ci pourra 
aussi être définie à l'aide des octaves de Cayley. Elle ne dérive pas d'une struc­
ture analytique complexe. 

Par une méthode s'appliquant aux sphères >S2n , j 'ai montré que $4 n'admet 
aucune structure presque complexe, résultat obtenu d'une manière différente par 
H. Hopf. Si S2n est presque complexe, S2n+i est parallélisable (Kirchhoff, [5]), ce 
qui entraîne le fait que S An n'admet aucune structure presque complexe. 

D'après Whitney [7], la classe W3 d'une variété orientée VA est nulle. Mais 
Wen-tsùn Wu a montré que pour tout n > 2, il existe des variétés orientées 
V2N dont la classe Wz n'est pas nulle. 

7. Quelques résultats de Wen-tsùn Wu. Par l'étude approfondie des variétés 
de Grassmann réelles et complexes, Wen-tsûn Wu a obtenu les relations sui­
vantes entre les classes caractéristiques d'une structure fibrée vectorielle réelle 
orientée 5 et celles d'une structure fibrée vectorielle complexe subordonnée \ 
Relations de Wu: W2($, t) = C2(jF/, t); W2(5, t) = C2($', t);P(?, *)"= W , t) U 
C(ff', «);P(ff, 0 = C(S', t) U C($', it); X2N($) = (-1)^»(3F'). _ 

Dans ces formules on a posé: W2($, t) = Ĵ Wk2($)tk, W2{$, t) = Y<W\($)tk, 
où (50 (resp. W\{$)) sont les classes (resp. classes duales) de Stiefel-Whitney 
réduites modulo 2. P(?,t) = J^(-l)kPAk(5)t*k, F(?,t) = Z?4*(30*4*, où P4fc(50 
(resp. PAk(5)) sont les classes (resp. classes duales) de Pontrjagin. C($f, t) = 
J2C2k($')t2k, €(&', t) = ^C2k(Zf)t2k, où C2k($') (resp. &»($')) sont les classes 
(resp. classes duales) de Chern de ces deux polynômes réduits modulo 2 
sont désignés par C2(5:', t) et C2($f, t). X2N($) est la classe caractéristique d'Euler-
Poincaré. On trouvera la définition précise de ces classes dans la thèse de Wu. 

THÉORÈME DE WU. Les classes d'isomorphie des structures presque complexes 
sur une variété orientée VA correspondent d'une façon biunivoque aux classes de 
cohomologie C2 sur VA telles que: 

W22(VA) = Cl ; P4(F4) + 2XKVA) « C2 U C2, 
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où C2 désigne la classe déduite de C2 par réduction modulo 2, P ^ V A ) la classe de 
Pontrjagin, et X4(VA) la classe d'Euler-Poincaré. C2 sera la classe de Chern de 
la structure presque complexe correspondante. 

Les relations de Wu entraînent que #4* n'admet pas de structure presque 
complexe. Ce résultat est valable pour toute variété Vu dont Vanneau de cohomologie 
est isomorphe à celui de et dont la classe de Pontrjagin PiJc est nulle. 

8. Les sous-variétés d'une variété presque complexe V2N . Un p-élément 
XP de V2n sera dit complexe lorsqu'il est invariant par la transformation I définie 
dans l'espace tangent Tx qui contient XP ; il sera dit réel lorsqu'il rencontre son 
transformé par I au point x seulement. Une sous-variété VP de V2N sera 
dite presque complexe (resp. réelle) lorsque les p-éléments tangents à VP 
sont complexes (resp. réels). Une sous-variété presque complexe est munie d'une 
structure presque complexe induite; celle-ci dérive d'une structure analytique 
complexe si V2N est analytique complexe. 

Soit VN une sous-variété réelle de V2N . L'espace fibre T(Vn) admet un iso-
morphisme sur l'espace fibre N(VN) des vecteurs normaux à VN , les points de 
Vn restant fixés. Réciproquement si cette condition est vérifiée pour une sous-
variété VN d'une variété quelconque V2N , il existe dans un voisinage de VN 
une structure presque complexe telle que VN soit une sous-variété réelle. En 
particulier, le voisinage de la diagonale A de VN X VN admet une structure presque 
complexe telle que A soit une sous-variété réelle. I l admet même une structure 
analytique complexe telle que A soit une sous-variété analytique réelle. 

La position d'une sous-variété réelle VN dépend de la structure de T(VN). 
L'espace fibre TC(VN) admet un isomorphisme canonique dans T(V2N) muni de 
la structure fibrée complexe. Si VN est déformable en un point de V2N , TC(VN) 
est isomorphe à VN X Cn. Pour toute variété VN , Wu a démontré la relation 
suivante: C(VN , t) = P(VN > t)> où C(VN , t) désigne le "polynôme de Chern" de 
TC(VN) et P(VN , t) le "polynôme de Pontrjagin" de T(VN) définis au §7. Si 
VN est une sous-variété réelle de V2N , C(VN , t) est la trace sur VN de C ( V 2 N t ) , 
polynôme de Chern de T(V2N) muni de la structure fibrée complexe. 

Pour n = 2, la relation de Wu donne C ( V 2 , t) = 1, ce qui montre que pour 
toute variété V2 Vespace TC(V2) est isomorphe à V2 X C2. 

Soit VN une sous-variété réelle de l'espace projectif complexe Pn{C). D'après 
la relation de Wu, la trace sur VN de CAh+2(Pn{C)) est nulle; il en résulte que les 
cycles de dimension 4k + 2 de VN sont ~ 0 dans Pn(C). Par contre pour tout k ^ n 
les cycles de dimension 2k d'une sous-variété complexe ne sont pas tous ~ 0 dans 
Pn(C); ce résultat est valable aussi pour toute sous-variété presque complexe d'une 
variété presque kàhlerienne. 

Les notions et les résultats précédents s'étendent aux variétés plongées (VP , / ) 
dans V2N , où / est une application difïérentiable régulière de VP dans V2N . Si 
V2N est muni d'une forme différentielle extérieure 0 telle que On 7e 0 en chaque 
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point, les variétés intégrales de 12 sont des variétés plongées réelles pour une certaine 
structure presque complexe de V2n . 

9. Problème d'équivalence de deux structures presque complexes. Etant 
données deux variétés presque complexes V2n et V2n , une équivalence de Tune à 
l'autre est un homéomorphisme différentiable de V2n sur V2n dont le prolonge­
ment à T(V2n) est un isomorphisme de T(V2n) sur T(V2n) par rapport aux struc­
tures fibrées vectorielles complexes. Si / est une application différentiable régu­
lière d'une variété W2n dans V2n , à la structure presque complexe sur V2n 
correspond une structure presque complexe sur W2n , appelée image réciproque 
par / de la première. Si celle-ci est définie localement par n formes de Pfaff com­
plexes coi, • • • , o?n , son image réciproque est définie par les formes /*(c^). Le 
problème d'équivalence locale de deux structures presque complexes peut être 
traité par les méthodes de E. Cartan et il vient d'être étudié pour n — 2 par 
Paulette Libermann [6]. 

Pour qu'une structure presque complexe sur V2n dérive d'une structure ana­
lytique complexe, il faut et il suffit qu'elle soit partout localement équivalente3 
à la structure complexe naturelle sur O , qui est définie par les formes 
dzi, dz2 y - - • , dzn . Soit g une équivalence d'un ensemble ouvert de V2n à un 
ensemble ouvert de Cn. Les formes dgn — g*(dzh) sont alors des combinaisons 
linéaires indépendantes des formes o)n , d'où l'on déduit les relations: dm = 
yio)h A O)M , où ù)hi sont des formes de Pfaff complexes sur V2n • Ces équations, 
indiquées par G. de Rham, sont des conditions nécessaires pour que la structure 
presque complexe dérive d'une structure complexe. Dans le cas où les compo­
santes réelles et imaginaires des formes UH sont des formes de Pfaff analytiques 
sur V2n , ces conditions sont aussi suffisantes.4 En général, on aura: 

DOOH = ^ O > H A O>HI + ^ A H I M À I A wm . 

On peut dire que les formes ahim w. A côm définissent la torsion de la structure 
presque complexe; les aHIM sont les composantes de son tenseur hermitien de 
torsion. 

Remarquons que les formules intégrales de Chern [1] donnant les classes de 
Chern s'étendent au cas des structures presque complexes. 
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(Dai « Rendiconti di Matematica e delle sue applica-
zioni». Serie V, Vol. X, Face. 1-2, Roma 1951) 

/30/ 

S u r la t h é o r i e des v a r i é t é s f e u i l l e t é e s 

par CHARLES EHRESMANN (à Strasbourg) 

Le présent travail est le développement de l'exposé que j'ai 
fait au Congrès de Rome (26-28 avril 1950). 

La théorie des variétés feuilletées est une généralisation de l'é-
tude globale des courbes définies par une équation différentielle. La 
notion de structure feuilletée est aussi une généralisation naturelle, 
d'une façon plus précise une localisation de la notion de structure 
fibrée. Les résultats obtenus par Reeb et par moi-même ne sont 
publiés jusqu'ici que d'une façon sommaire. Reeb a présenté sur 
la théorie des variétés feuilletées, à Strasbourg en 1948, une thèse 
de doctorat qui paraîtra prochainement. Je vais exposer quelques 
résultats qui ne figurent pas dans cette thèse 

Après avoir défini la notion de variété feuilletée, j'indique quel­
ques exemples et j'introduis la notion de feuilletage du deuxième 
ordre. Je démontre ensuite un théorème de la théorie des espaces 
fibres. Comme application de ce théorème j'étudie les propriétés to­
pologiques d'une feuille, qui dépendent de la position de la feuille 
au point de vue de l'homotopie et de l'homologie. J'étends enfin 
les résultats aux variétés intégrales de certains systèmes différentiels 
d'un type très général. 

J'ai terminé mon exposé fait au Congrès de Rome par des in­
dications succinctes sur la structure du voisinage d'une feuille. L'es­
pace des vecteurs normaux à une feuille a des propriétés caracté­
ristiques: il admet un groupe structural discret ou, ce qui revient 
au même, une connexion infinitésimale integrable. Dans le cas d'une 
feuille stable, la structure feuilletée de son voisinage est complète­
ment caractérisée par une réprésentation du groupe fondamental de 
la feuille sur un groupe d'automorphismes différeutiables d'une sec-

(*) G. RIÎKB, SUR CERTAINES PROPRIÉTÉ* TOPOLOGIQUES DES VARIÉTÉS FEUILLETÉES (Thèsft, 
Strasbourg, 1948). 
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tioii d'un voisinage tubulaira de la feuille. Lorsque toutes les 
feuilles voisines d'une feuille stable sont compactes (ce qui a tou­
jours lieu d'après Reeb pour une feuille compacte à groupe fonda­
mental tini), ce groupe est équivalent à un groupe fini de rotations 
euclidiennes d 'une boule. Ceci donne une idée précise de la structure 
du voisinage d 'une telle feuille. Ces derniers résultats seront exposés 
dans un article faisant suite au présent travail. 

1. La notion de variété feuilletée. 

Soit Vn une variété différentiable et soit &p un champ de 
p-éléments (2), c'est à dire une fonction continue qui fait correspon­
dre à tout pointa? de Vn un ^-élément X d'origine x . Au voisinage 
de chaque point de Vu le champ <PP peut être défini par un systè­
me de Pfaff: 

0ji = 0 , œz = 0 , . . . , eon-p = 0 , 

où les a>i désignent n—p formes de Pfaff définies dans un voisinage de 
x et linéairement indépendantes en chaque point de ce voisinage. Le 
champ <Pp est dit complètement intégrable lorsque tout point x de 
Vn admet un voisinage W tel que @p soit défini dans W par 
ày{ = 0 , ày2 = 0 , . . . , d yn -„ = 0 , où y i , y2 , . . . , y,^p sont n — p 
fonctions numériques différentiables définies dans W. A ces fonc­
tions on peut adjoindre alors p fonctions yn~Pj-i,. . . , yn telles que 
les n fonctions yl , y2 , . . . , yn forment un système de coordonnées 
locales différentiables dans un voisinage ouvert W de x7 où W c W. 
Un tel système de coordonnées locales sera appelé distingué. Il re­
présente W sur un ensemble ouvert Wi de Rn de telle façon que 
les éléments de &p correspondent aux p éléments de Wi parallèles 
à la variété linéaire y{ = y2 = . . . = yn~p = 0 . 

Une variété différentiable plongée dans Vn est définie par la 
donnée d'une variété différentiable Vp et d'une application différen­
tiable f de Vp dans Vn, cette application étant de rang en chaque 

(2) Un P élément ou élément de contact de dimension p est le couple d'un point 
x de V et d'un sons-espace linéaire de dimension p , passant par x, de l'espace 
linéaire tangent à V en x-, le point x sera, appelé origine du jî-élément. Si Yn 
est k fois différentiable, l'ensemble des -̂éléments de V est une variété h—1 
fois différentiable. 
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point de Vp. L'ensemble f(Vp) est le support de l à variété plongée. 
/ est un homéomorphisme local de Vp dans Vn , c'est-à-dire tout 
point de Vp admet un voisinage tel que la restriction de / à ce 
voisinage soit un homéomorphisme sur un sous espace de Vn . Etant 
donné un homéomorphisme local / de Vp dans Vn et une structure 
différentiable sur Vn ,. il existe au plus une structure différentiable 
sur Vp pour laquelle / soit différentiable et de rang p en chaque point. 

Soient (Vp,f) et (Vp,f) deux variétés différentiables plongées 
dans Vn . Un isomorphisme de (Vp7f) sur (Vp,f) est un homéomor­
phisme (p de Vp sur Vp tel que / = / 9? : ceci entraîne que 99 est 
différentiable et de rang p en chaque point. 

Lorsque / est biunivoque, la variété plongée {Vp,f) est dite 
simple. L'application / t r a n s p o r t e alors sur Wp = / ( V p ) une struc­
ture de variété différentiable telle que l'application canonique g de 
Wp dans VH soit différentiable et partout de rang p . L'application 

/ , restreinte à Wp, est un isomorphisme de {Vp , / ) sur (Wp,#) . 
Une variété plongée (Wp,#) , où Wp est un sous-ensemble de Vn et 
<7> l'application canonique de TTP dans r„ , est appelée sous variété 
de Vn ] on la désigne simplement par Wp . 

Lorsque Vp n'est pas compact, l'adhérence de la variété plongée 
(Fp?/ ) est l'adhérence (ensemble des valeurs d'adhérence) de / sui­
vant le filtre des complémentaires des parties relativement compactes 
de Vp. La variété plongée {VPJf) est dite propre lorsque son adhé­
rence ne contient aucun point de f (Fp). Pour qu 'une sous-variété 
de Vn soit propre, il faut et il suffit que sa topologie soit la topo-
logie induite par celle de Vn . 

Etant donné sur Vn un champ <PP de p-éléments, une variété 
intégrale de <Pp est une sous-variété Vp de Vn telle que le ^-élément 
tangent à Vp en x £ Vp soit l'élémejit de &p associé à x . Une va­
riété intégrale Vp est dite complète lorsqu'elle est connexe et iden­
tique à toute variété intégrale connexe qui la contient. Si <Pp est 
complètement integrable, par chaque point de V.n il passe une variété 
intégrale complète et une seule. 

Définition. — Une variété feuilletée différentiable est une va­
riété différentiable Vn munie d'un champ complètement integrable <PP de 
p éléments, Notis dirons que <PP définit sur Vn une structure feuilletée 
différentiable ou un feuilletage différentiable. Les variétés intégrales 
complètes de &p sont appelées les feuilles de cette structure. 

Sur la variété feuilletée Vn on peut considérer la topologie Sp 
telle qu'un système fondamental de voisinages de a? € ^ re l a t i vemen t 
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à TLp soit formé par l'ensemble des voisinages de x relativement à 
une variété intégrale quelconque de (Z>p passant par x . Les feuilles 
sont alors les composantes connexes de Vn relativement à Sp. 

La notion de variété feuilletée admet une généralisation (3) qui ne 
fait intervenir aucune structure difieren ti able. Considérons sur l'es­
pace numérique Rn d'une part sa topologie naturelle £ , d'autre 
part la topologie XLp définie de la manière suivante: Un système 
fondamental de voisinages de u£ Rn relativement à Sp est formé par 
l'ensemble des voisinages de ú relativement à la variété linéaire 
passant par u et définie par uk = const., où k = l , 2 , . . . , n — p et 
où (ux, u2 , . . . , un) désigne le système de coordonnées canonique dans 
Rn . Etant donnée une variété topologique V n , une structure de variété 
feuilletée sur Vn est définie par la donnée d'une topologie Wp sur Vn 
satisfaisant à la condition suivante: Tout point x de Vn admet un 
voisinage ouvert distingué U, relativement à la topologie primitive 
XL de Yu, tel qu'il existe une application f de U sur un ensemble ou­
vert V de Rn qui soit un homéomorphisme, d'une part relativement 
aux topologies induites sur U et U' par TL et S , aV autre part relati­
vement aux topologies induites sur U et V par Sp et &p . Les com­
posantes connexes de Vn relativement à la topologie Sp sont appe­
lées les feuilles de la structure. Si Vn est muni de plus d'une struc­
ture k fois différentiable (respectivement analytique) et si l'homéo-
morphisme / considéré ci-dessus est k fois différentiable (respective­
ment analytique) et de rang n partout, la structure feuilletée est 
dite k fois différentiable (resp. analytique). Dans ce cas elle peut 
être définie comme précédemment par un cliamp complètement in­
tegrable <PP , k— 1 fois différentiable (resp. analytique). Les feuilles 
sont alors des sous-variétés k fois différentiables (resp. analytiques). 

Un homéomorphisme local <p d'une variété Wn dans une va­
riété feuilletée Vn détermine sur Wn une structure feuilletée, image 
réciproque par <p de celle de Vn , satisfaisant à la condition suivan­
te : Tout ensemble ouvert U de Wn tel que la restriction de cp à U 
soit un homéomorphisme sur un ensemble ouvert distingué de V„ est 
un ensemble ouvert distingué de W„ . Cette structure feuilletée est 
autant de fois différentiable que celle de V„ . 

Les variétés feuilletées que nous aurons à considérer seront 
toujours différentiables. 

(3) G. REEB, VARIÉTÉ» FEUILLETÉES, FEUILLES VOISINES (Comptes Rendus Ac. Se. 
Paris, 294, 1947, p. 1613). 
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2. Exemples de variétés feuilletées. 

a) Soit / une application différentiable partout de rang n — p 
d'une variété Vn sur une variété Vn-P . Les composantes connexes 
des images réciproques par / des points de Vn-P sont les feuilles 
d'une structure feuilletée sur V„ . On démontre facilement: 

PROPOSITION: Si / est deux fois différentiable et partout de 
rang n — p et si Vn est compact (ou bien f~x (x) compact connexe 
quel que soit i E F n . p ) , les ensembles /—1 [x) sont les fibres d'une 
structure fibrée différentiable sur Vn . 

Vn~P est l'espace quotient de V„ par la relation d'équivalence 
f ( x ) = f ( y ) . Sous l'hypothèse de la proposition, tout point a? de 
yn-p admet un voisinage U tel que /-1(£7) soit homéomorphe à 
U x f~ l (a?), par un homéomorphisme différentiable appliquant 

f~x(x') sur [x'') X f " 1 (x) , pour tout x' 6 U . Ceci caractérise une 
structure fibrée différentiable (4). 

Remarquons qu'une structure fibrée est toujours subordonnée 
à une structure feuilletée, celle dont les feuilles sont les composantes 
connexes des fibres ; mais les feuilles d'une structure feuilletée ne 
sont pas nécessairement les fibres d'une structure fibrée. 

b) L'exemple suivant d'une structure feuilletée sur la sphçre 
#3 est dû à Reeb (5). 

Bans l'espace JR3, désignons par r la distance d'un point à 
l'axe O G . Considérons dans le cylindre de révolution défini par 

r < 1 la famille de surfaces définies par z 4- a = ^, a étant 
1 — r1 

une constante arbitraire. Cette famille définit une structure feuil­
letée à l'intérieur du cylindre. Par identification des points 
et (x, y , z -f-1) on déduit du cylindre un tore plein; le feuilletage 
du cylindre est l'image réciproque d'un feuilletage de l'intérieur du 
tore plein. 

Prenons deux exemplaires du tore plein, munis du feuilletage 
considéré. La sphère S2 peut s'obtenir à partir de l'espace somme 

(4) C. EHIIESMANN, Comptes Rendus Ac. Se. Paris, 224, 1947, p. 1611. 
(5) C. EHRKSMANN et G RHJICB, Comptes Rendus Ac. Se, Paris, 218, 1914, 

p. 955. 
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des deux tores pleins en identifiant les deux bords par un homéo 
morpbisme transformant les méridiens de l'un en parallèles de l'autre. 

Les images des feuilles considérées à l'intérieur des deux tores 
plus le tore image des deux bords définissent sur #3 une structure 
feuilletée. La feuille exceptionnelle homéomorphe au tore est l'adhé­
rence des autres feuilles, qui sont toutes non compactes. Cette 
structure feuilletée ne peut pas être associée comme celle de l'exemple 
précédent à une application continue de #3 dans un espace séparé. 

Par recollement de deux tores pleins on peut obtenir également 
les espaces lenticulaires ainsi que S 2 x 8 i . On peut donc définir 
sur ces espaces, ainsi que sur S n x 8 i y des structures feuilletées 
analogues, 

3. Feuilletages du second ordre de Vn. 

Soit VU l'ensemble des jp-éléments de Vn . Si Vn est k fois dif-
férentiable, V'n est muni d'une structure de variété k — 1 fois 
différentiable. Etant donné un système de coordonnées locales 

v 
(xi, x2 , . . . ,xn) dans Vn , les p-éléments définis par dx{ = S PijdXj , 
i = p - \ - l . . . . J n , forment un ensemble ouvert de V'„ dans lequel 
(xi , x2 , ... , xn ,pij) forme un système de coordonnées locales admis­
sibles. Vn est également muni d'une structure fibrée, de base Vn . 
La fibre qui se projette sur x 6 V„ est l'en semble des p-éléments 
d'origine x ; c'est une variété isomorphe à la variété de Grassmann 
Rn~p}P (variété des ^-éléments d'origine 0 de R*) . 

Si Vn est deux fois différentiable, l'ensemble des /^-éléments de 
VÎ, est une variété (Vn)'* La projection canonique de V'r, sur Vn est 
différentiable ; son prolongement aux vecteurs applique un p-élément 
sur un ^-élément. Nous dirons qu'un vêlement X' de Vï, prolonge 
un ^élément X de VH si X ' se projette sur X . L'ensemble des 
p éléments prolongés de Vn , c'est-à-dire des éléments de (Vi,)' qui 
prolongent les éléments de V'n , est une sous-variété V'n̂  de(V;,)'. 

Si (Vpyf) est une variété deux fois différentiable plongée dans 
Vn ? le prolongement de / aux vecteurs fait correspondre à l'espace 
tangent à Vp en x un ^-élément I de Vn , d'origine /(a?), appelé 
j?-élément tangent à la variété plongée en x . L'application g (x X) 
est une application différentiable qui plonge Vp dans Vn. Fous 
dirons que la variété plongée {Vp, g) est prolongement de (Vp 9f). Le 
n élément X ' tangent à {Vp , g) en x prolonge X et s'appelle p-élément 
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du second ordre tangent à la variété plongée (Vpjf) en x. L'ensem­
ble des p-éléments du second ordre de Vn est une variété V"nc ( ]/'„)'. 
Un champ de p-éléments du second ordre est une fonction continue 
qui fait correspondre à tout 1 6 V„ un ^élément du second ordre 
prolongeant X. 

PROPOSITION. — Sur toute variété deux fois différcntiable Vn 
il existe un champ de p-éléments du second ordre. 

La variété Vn est en effet un espace tibré de base V'n • La fibre 
qui se projette sur X 6 V'n est l'ensemble des éléments du second 
qui prolongent X. C'est un espace homéomorphe à un espace 
numérique. 

En effet, si X est défini par le système de coordonnées locales 
(xi , x2 , . . ., xn , p¡j), un élément du second ordre qui se projette sur 

P p 
X est défini par dxl — 2 p¡j d x¿ , dp¡j = S p¿jk d xk , on pijk = p{k¡ , 

c'est-à-dire par la famille des nombres pyk , où t = p -\- 1 , . . . , n ; 
j = 1 , 2 , . . . ? p ) j > le . La théorie des espaces fibres montre alors 
que l'espace fibre Vn sur V'n admet une section, laquelle définit 
un champ du second ordre. 

La proposition résulte aussi de l'existence sur Vn d'une métri­
que riemannienne différent iable : Les p éléments géodésiques du se­
cond ordre forment un champ du second ordre. 

DÉFINITION. — Un feuilletage du second ordre sur une variété 
deux fois différentiable Vn est défini par la donnée sur Vn d'un champ 
complètement integrable <Pp de p-éléments du second ardre. 

Etant donné une variété plongée ( Vp , g) dans V'n ? soit n la 
projection canonique de V'n sur Vn et soit f = n g . Pour que la 
variété plongée (Vp 7g) prolonge ( ^ P ) / ) , il faut et il suffit que tout 
péîément tangent à ( Vp , g) soit un p élément prolongé de Vn . Une 
variété intégrale dans V'n d'un champ de p éléments du second 
ordre sur Vn est le prolongement d'une variété plongée dans Vn , 
appelée également variété intégrale du champ du second ordre. Les 
feuilles du feuilletage du second ordre défini par &'p sont les va* 
riétés intégrales complètes de <P'P , considérées comme variétés plon­
gées dans Vn . Il existe une feuille et une seule tangente à un p-élé-
ment donné de Vn . 

EXEMPLE : Les variétés totalement géodésiques de dimension p 
d'un espace de Riemauu à courbure constante sont les feuilles d'un 
feuilletage du second ordre. On sait que la condition nécessaire et 
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suffisante pour que le cbamp des p éléments géodésiques du second 
ordre d'un espace de Riemann soit complètement intégrable est 
que la métrique riemannienue soit à courbure constante. Plus 
généralement, les variétés géodésiques d'un espace localement pro-
jectif sont les feuilles d'un feuilletage du second ordre. 

Une variété trois fois différentiable admet toujours un feuille­
tage du second ordre dont les feuilles sont à une dimension; il 
serait intéressant de savoir si elle en admet aussi un dont les 
feuilles soient de dimension p > 1 

On définirait d'une façon analogue la notion de champ de 
p-éléineuts d'ordre h et la notion de feuilletage d'ordre h. 

4. Un théorème de la théorie des espaces fibres. 

Admettons la notion d'espace fibre à groupe structural topolo­
gique G sous la forme exposée dans(6) ; mais rappelons simplement 
les notations et la terminologie. 

Considérons un espace fibre de symbole E (B, F , G , H) . La 
structure fibrée sur E est caractérisée par un ensemble de cartes 
locales de B x F dans E . B est l'espace de base. L'espace F est 
supposé muni d'une structure admettant G comme groupe d'auto-
morphisines. G est supposé muni d'une topologie compatible avec 
sa structure de groupe et telle que le transformé de y € F par 
8 £ G soit une fonction continue de (s , y). H est l'ensemble des ho-
méomorphismes distingués de F sur les fibres de E . Ces homéo-
morphismes seront appelés les isomorphismes de F sur les fibres. 
Nous supposerons en effet la fibre h (F) munie de la structure dé­
duite de celle de F par h £ H . On obtient ainsi une structure bien 
déterminée sur chaque fibre, car l'ensemble des isomorphismes de 
F sur h(F) est l'ensemble h G . L'ensemble M se trouve muni d'une 
structure fibrée de symbole H (B , G % GY, H) ; c'est Y espace fibre 
principal associé à l'espace fibre donné ; on pourra l'appeler aussi 
l'espace des isomorphismes de F sur les fibres de E . Le groupe 
structural GY de cet espace est le groupe des translations à gauche 
(* — a s) de G . Les fibres sont les ensembles h G . A h E H corres­
pond d'une façon biunivoque l'isomorphisme h £ H de G sur h G 

(6) C. EHRESMANN, SUR LA THÉORIE DES ESPACES FIBRES (Colloque de Topologie 
algébrique, C. N. B. S. Paris 1947, p. 3-15). 
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défini par H — h s . C'est un isomorpbisme relatif aux structures 
suivantes: Sur G la structure invariante par Gy peut être définie 
par le groupe des translations à droite de G. Sur une fibre Hx de 
H la structure correspondante est donnée par la loi de composition 
(h,s)^*~hs, où h£Hx et * € G , qui définit 0 comme groupe d'opé­
rateurs simplement transitif dans 5a.. En supposant h quelconque 
dans H , la loi de composition (h,s)~*~hs est continue et définit 
G comme groupe d'opérateurs dans 5 , les fibres étant les classes 
d'intransitivité. L'application h-+~ h est un isomorpbisme canonique 
de H sur H qui permet d'identifier ces deux espaces. L'application 
(h,y)—*~hp, ou h y désigne le transformé de y £ F par h £ H , est 
une application continue de H x F sur 17. Il lui correspond dans 
H x F la relation d'équivalence (A « , * 1 y) co (h ,y) et il en résulte 
un isomorpbisme canonique de E sur l'espace quotient de H x F 
par cette relation d'équivalence, ce qui permet d'identifier E à cet 
espace quotient. 

Etant donnés deux espaces fibres de symboles E ( B , F , G , H) 
et i f (B', F, <7, / / ' ) , c'est-à-dire de fibres isomorphes, tout isomor­
phisme d'une fibre du premier sur une fibre du second est de la 
forme h' h~x, où ht H , hf £ H' . L'ensemble H' H~x de ces isomor-
phismes est un espace fibre H " de base 8 x B' ; la fibre qui se 
projette sur { x J x ' ) E B x B f est l'ensemble des isomorphismes de 
Fx sur Fx> ; les fibres sont isomorphes à G , le groupe structural 
étant le groupe des similitudes de G , c'est-à-dire des transformations 
s a s b , où s , a , 6 E G. A l'application (/i, A') — h ' h'1 de H x Hf 
sur if" est associée la relation d'équivalence (h , A') oo (h s , fc' s) et 
par suite un isomorphisme canonique de H" sur l'espace quotient 
de H x R f par cette relation d'équivalence. Celle-ci définit sur 
H x Hf une structure d'espace fibre principal, de base H" et de 
fibres isomorphes à G . Si l'on pose h' h—1 = h" on a h' = h" h et 
l'application (h , h " ) h " h est une application continue de H x H " 
sur IT . 

Une représentation, ou d'une façon plus explicite une (JF, (?)-
représentation, de E (B } F , G , H) dans Ef (B', F , G } H') est une 
application continue cp de E dans J57' telle que h < p h soit une 

/ \ 
application continue cp de 5 dans 5 ' . La condition y ht H' signifie 
que la restriction de cp à chaque fibre de E est un isomorphisme 
sur une fibre de E'. L'application cp est une représentation de 
H(B jG , Gy, H) dans H ' (£', G , Gy, H ' ) , ce qui signifie ici que 
<p est une application continue de H dans H' telle que cp {h) s = <p{hs), 
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équation équivalente à (<P h) s = CP (h s) . Réciproquement soit 6 une 
représentation de H dans Jï'. L'application continue (H , y ) { 0 ( H ) , y) 
de H x F dans H' x F donne par passage aux quotients une appli­
cation continue <P de E dans E \ définie par CP (h y) = 9 (H) y . On 
a <P h = 6 (h), ce qui montre que 99 est une représentation de 
E(B , F , G , H ) dans F , G , 7T) et que 0 = <p . 

Un isomorphisme de E (B , F , G , H) sur (/?', F , G , H') est 
une représentation 9? qui soit en même temps un homéomorpbisme 
de sur i?'. 

Soit CP une représentation de E(B , F , G ,H) dans E(B' ,F, G, H ) . 
Par passage aux espaces quotients on en déduit une application 
continue f de 5 dans i?', appelée projection de CP . Pour que CP soit 
un isomorphisme, il faut et il suffit q u e / soit un homéomorphisme. 

On a le théorème fondamental suivant (7) : 
Théorème 1. — Soit CP une représentation de l'espace fibre 

E {B , F , G , 5 ) da/?s E' (B', F , G , H') et soit f la projection de CP . 
Etant donnée une déformation (ft) de f , où t parcourt Vintervalle 
I == [0,1] , il existe une déformation (CPT) de CP telle que CPT soit une 
représentation de E dans E' se projetant sur ft . 

On peut démontrer ce théorème en le ramenant au théorème 
ordinaire du relèvement des homotopies. Montrons en effet que les 
représentations CP correspondent canoniquement à certaines applica­
tions continues de B dans l'espace fibre H". 

Soit KPX la restriction de CP à la fibre Fx de E . L'application 
x —<Px est une application continue CP' de B dans H" = H' M^1 . 
Eu effet, l'application h (h , <P h) est une représentation de H dans 
H x H ' , c'est-à-dire une application continue telle que HS^*~(ks ,CPHS) . 
L'application 9/ s'en déduit par passage aux quotients. Soit N la 
projection canonique de H" sur B x B' et / l'application x-+~(x ,/(#)). 
On a f = IIQ. Réciproquement soit x une application continue de 
B dans H" telle que f = n x . Soit x la projection sur B de h £ H . 
L'application h x (x) h est alors une représentation CP de H dans 
5 ' correspondant à une représentation CP de E dans F' et se proje­
tant sur / . De plus on a CPX = x (x) et par suite x = CPF. 

I1) C. EHKESMANN, Sur les variétés plongées dans une variété différentiable 
(Comptes Rendus Ac. Sc Paris, 226, 1948, p. 1879). 
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A la déformation (ft) correspondant la déformation (ft) de / , 
d'après le théorème du relèvement des horaotopies (8) il existe une dé­
formation (cpt) de <p' telle que ft = jicp't. Il lai correspond canoni-
quement une déformation {<pt) de cp telle que (pt se projette sur f t . 

En effet, soit cpt la représentation h—+~cp't (x) h de H dans H'. Comme 

l'application (h , t) — *~ <p't (x) h est continue, (cpt) définit une déforma-

tion de cp . Or à correspond la représentation 9̂  de E dans jE7', 
déduite par passage aux quotients de l'application (h , y) —(9^ (A), y) 
de h x f dans h ' x f. La famille (9̂ ) est une déformation de 99 par­
ce qu'elle est la projection d'une déformation (9) de (h, y ) ( c p (h), y). 

Introduisons les notations suivantes : L'espace b x E' est d'une 
façon naturelle un espace fibre de symbole b x e ' (b X b \ f , G , 
b x h f ) . So i t / * (# ' ) le sous-espace de b x b ' formé par l'ensem­
ble des couples (x ,/(#)) . Soit / * (E') le sous-espace de b x E' formé 
par l'ensemble des points se projetant sur / * ( # ' ) ; c'est un espace 
fibre de symbole f* (Ef) (f* {b'), f , G , / * [ e ' ) ) , l'espace fibre prin­
cipal associé étant f* (H') conformément au même principe de no­
tation. L'espace de base de f* {E') peut aussi être identifié à b par 
l'homéomorphisme / de b sur /* (£ ' ) défini par x —*~ (x , / (#) ) . La 
restriction à f*(E' ) de l'application canonique de b x e ' sur E' 
est une représentation f de f* (E') dans e ' (#', F , G , H') qui se 
projette sur / . La représentation 99 de e ( b 1 f, G7 H) dans E ' ( b \ F, G, ') 
détermine un isomorphisme cp de E (b , F , G , h ) sur / * (er) j dé­
fini par 99 (z) == (x , 99 (z)), où est la projection sur b de z E E . On 
a ainsi une décomposition canonique de 99 donnée par 99 = /' 99. 

Le théorème 1 admet le corollaire suivant : 
COROLLAIRE 1, — Soit f une application continue de b dans 

b ' , espace de base de E' (b ' , f , G , h ' ) , et soit (ft) une déformation 
de / . Alors il existe un isomorphisme cpt de f*(E') sur f* (E') se 
projetant sur l'application identique de b et tel que (<pt) définisse une 
déformation (et par suite une isotopie) de Vapplication canonique de 
/ * (E') dans b x W. 

En particulier, si f est homotope à une application constante, 
f*(Ef) est isomorphe à l'espace produit b x f . 

(8) Voir par exemple: C. EHHKSMANN, Sur les applications continues d'un 
espace dans un espace Jibré (Bull. Soe. Math. France, 1944, p. 27-54). 

(») Voir le lemme de p. 46 de (»)•. 
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Ce corollaire correspond au cas particulier suivant du théorème 1 : 
97 est Inapplication canonique âe f* (E') dans B x E' ; la projection 
de cp est î'homéomorphisme / , en considérant B comme espace de 
base de f* (Er). A la déformation (ft) correspond l'isotopie (ft). Il 
existe donc une déformation (cpt) de 99 telle que cpt soit une repré­
sentation de/*( /£ ' ) dans B x E' se projetant sur f t . Alors <pt est 
un isomorphisme de /*(£!') sur f* (F') qui se projette sur l'appli­
cation identique de B . Le corollaire ainsi démontré entraîne d'ail­
leurs le théorème 1. La famille (ft <pt) est en effet une déformation 
(/") de la représentation canon ique / ' de f*(E') dans E\ En utili­
sant la décomposition canonique g = / ' g d'une représentation g de 
E ( B j F , G , H) dans E' (B\ F , G , H ) , telle que / soit la projection 
de g , la famille (ô ) = (//') £ fournit la déformation cherchée de £ . 

Remarque. Les notations étant celles du théorème 1 , soit y) 
l'application continue de B x f dans B' définissant la déformation 
(//). L'espace E x I étant considéré comme un espace fibre de base 
B x I r le théorème 1 signifie qu'il existe une représentation 9 de 
E x T dans E \ se projetant sur yj et définissant une déformation 
(cpt) de <p. Or 9 admet la décomposition canonique 9 — y /9 , où 
9 est un isomorphisme de E x I sur y*(E') se projetant sur l'ap­
plication identique de B x 1 . Le théorème 1 est donc aussi équi­
valent au corollaire suivant : 

COROLLAIRE 2. — Soit E" un espace fibre de base B x I et 
soit E Vespace fibre g* (E"), où g désigne l'application x (x , 0) de 
B dans B x l . Il existe alors un isomorphisme de E x I sur E", 
se projetant sur l'application identique de B x l . 

La démonstration précédente suppose que l'espace fibre E" est 
à groupe structural topologique G. Mais l'énoncé est encore valable 
pour une structure fibrée à groupe structural G non muni d'une 
topologie. 

Remarque. Etant donnés deux espaces fibres E (B , F , G , H) et 
E ' (B', F \ G yH') à groupe structural topologique G , une application 
continue cp de E dans E' telle que la restriction de cp à chaque 
fibre de E soit un isomorphisme sur une fibre de E' sera appelée 
une représentation faible de E dans E'. C 'est une représentation 
concernant les structures fibrées sous-jacentes pour lesquelles on 
ferait abstraction de la structure topologique de G , et par suite 
aussi de celle de R et de H'. L'application h —** cp h est alors une 
application quelconque de H dans H' . 
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Si F est localement compact et si la structure topologique de 
G est celle de la convergence compacte, toute représentation faible 
de F dans F ' est une représentation au sens initial (10). Eu particulier 
il en est ainsi lorsque G est un groupe de Lie opérant sur F de 
telle façon que l'application ( s ,y ) -*~sy soit différentiable. 

Le problème d'existence d'une représentation cp de F (B , F , G , H) 
dans F ' (#', F , G, H') peut être abordé de la manière suivante: 
Considérons l'espace R" = R ' R—1 et soit n la projection canonique 
de R" sur B x B'. En composant n avec l'application canonique de 
B x B ' sur B , on obtient une projection canonique ni de R" sur 
B ; en composant n avec l'application canonique de B x B ' sur B \ 
on obtient une projection canonique n{ de 5 " sur B \ A la projec­
tion 7il correspond une structure fibrée sur R", de base B , de 
fibres isomorphes à R', les isomorphismes de R ' sur les fibres étant 
les applications h'—*~tih^1 > qui correspondent d'une façon biunivoque 
à ht H . Comme R" est l'espace quotient de H x R f par la relation 
d'équivalence (h , h') oo (ft s , ft' s) , on voit d'ailleurs que l'espace fibre 
principal associé à la structure fibrée considérée sur R " est isomorphe 
à R . L'existence d'une représentation cp est équivalente à Vexistence 
d?une application continue cp' de B dans R" telle que JI1 cp' soit l'ap­
plication identique de B : la projection de <p sera alors f=j i [cp ' . En 
d'autres termes, les représentations cp correspondent d'une façon bi­
univoque aux sections de Vespace fibre H" de base B. 

Si B est un complexe et si les groupes d'homotopie 7ir(H') sont 
nuls pour r < dim B, on sait qu'il existe une section <f' dans R" 
au-dessus de B . Si 7ir(R') est nul pour r < dim # , les sections cp', 
et par suite les représentations cp ? forment une seule classe ; c'est-
à-dire deux sections <p[ et cp'2 peuvent être déformées l'une dans 
l'autre par une déformation (q>'t) telle que niq4 soit l'application 
identique de B. Il en résulte, en tenant compte aussi du théorème 1, 
que l'ensemble des applications f = n [ c p ' de B dans B ' forme 
une classe d'homotopie bien déterminée, qu'on peut appeler la classe 
d'homotopie caractéristique de la structure fibrée F (B , F , G , R) par 
rapport à la structure fibrée E' (B', F , G , JET') • Pour qu'il existe un 
isomorphisme de E (B , F , G , H) sur f* (Ef) se projetant sur l'appli­
cation identique de B , il faut et il suffit que f appartienne à la classe 
caractéristique de E (B , F , G , R) par rapport à E' (B\ F , G , R') • 

(i0) Cette propriété est une conséquence de là proposition 9, p. 21 de BoUR-
BAKI, Topologie générale, chap. X. 
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La classe caractéristique d?une structure isomorphe à B x F est la 
classe de l'application constante de B dans B'. Ceci démontre eu 
particulier le théorème de Steenrod-Whitney, qui correspond au cas 
suivant : B' est la variété de Grassmann RN_PTP ; l'espace E' est 
l'espace Mn-p)P des couples (x , Xp), où x est un vecteur d'origine O 
de RN et Xp un ^-élément d'origine O de JK'* contenant x. La struc­
ture fibrée sur E' est associée à l'application (x , Xp)—*~ XP . Une 
fibre est l'ensemble des (x , Ap) correspondant à un élément donné 
Xp . Les fibres sont des espaces vectoriels isomorphes à R P . L'espace 
H ' des isomorphismes de RP sur les fibres est l'espace VNP des 
suites de p vecteurs indépendants de RN . Les groupes d'homotopie 
^ ( ^ p ) sont nuls pour r < n — p . Donc si dim B < n — p , tonte 
structure fibrée de base B, de fibres isomorphes à R P , Je groupe 
structural étant le groupe linéaire homogène Lp de RP (OU encore le 
groupe orthogonal de RP), correspond à une classe d'homotopie caracté­
ristique de B dons RN-PFP et est isomorphe à / * (M„-p.p) pourvu que 
f appartienne à cette classe caractéristique. C'est l'énoncé du théorème 
de Steenrod-Whitney qui s'étend aussi au cas des structures fi-
brées ayant pour groupe structural le groupe linéaire complexe Lp de 
l'espace numérique complexe C*> ou encore le groupe linéaire qua-
ternionien l"p de l'espace numérique quaternionien K P (OÙ K désigne 
le corps des quaternions) ; la variété de Grasmann RN-PTP doit être 
remplacée alors par la variété de Grassmann complexe 6V_PFP ou 
quaternionienne KN_VP . De plus, dans le cas complexe il faut avoir 
dim B < 2 ( n — p) et dans le cas quaternionien dim B < ± ( n — p ) -f- 2 . 

Si / appartient à la classe d'homotopie caractéristique, les images 
réciproques par / des classes de cohomologie de B' sont des inva­
riants de la structure fibrée sur B ; on les appelle les classes (de 
cohomologie) caractéristiques. 

5. Quelques propriétés d'une feuille d'une variété feuilletée (12) . 

Du théorème 1 on déduit facilement le théorème suivant: 
THÉORÈME 2. — Etant donné sur Vn une structure feuilletée 

différentiable, définie par un champ complètement integrable &p y toute 
feuille Vp défor niable sur Vn en un point est parallélisable et l'espace 
des vecteurs normaux à Vp est isomorphe à Vp x HU~P . 

(u) N. STEENROD, Classification of sphère bundles (Armais of Math., 4 5; 1944, 
p. 294-31J). 

C12) VOIR r). 
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En particulier, toute feuille compacte d'une structure feuilletée 
différentiable sur la sphère #3 est homéomorphe à un tore, seule 
surface compacte parallélisable. 

Désignons par T(Vn) l'espace des vecteurs tangents à Vn . Le 
sous-espace de T(Vn) formé des vecteurs, tangents à Vn et contenus 
dans un élément quelconque X du champ <Pp est un espace fibre 
E (Vn , RP , Lp , H ) . La fibre correspondant à x E Vn est le sous-espace 
vectoriel de l'espace tangent à Vn en x correspondant au p-élément 
du champ 0p . Le groupe structural est donc le groupe Lp de RP . 
L'application canonique / de Vp dans Vn admet un prolongement/ ' 
à l'ensemble T(Vp) des vecteurs tangents à Vp . L'espace T(Vp) est 
un espace fibre de base Vp et de groupe structural Lp et / ' est une 
représentation de T(Vp) dans E . A / ' correspond canoniquement 
un isomorphisme de T(~Pp) sur f * ( E ) . Si (ft) est une déformation 
de / , f * ( E ) est isomorphe à / * (JE) , d'après le corollaire 1 du théo­
rème 1 . En particulier si j \ est une application constante, / * (E) 
est isomorphe à Vp X Rp . Donc si / est homotope à une application 
constante, T(Vp) est isomorphe à Vp x i£p , ce qui signifie que Vp 
est parallélisable. 

Le même raisonnement s'applique à l'espace # (Fp)des vecteurs 
normaux à Fp , relativement à une métrique riemannienne sur Vn* 
on sait qu'une telle métrique existe toujours. L'espace fibre E est 
à remplacer par l'espace fibre E{ des vecteurs de T(V„) qui sont 
normaux à un élément quelconque du champ <PP . 

Le théorème 2 montre que toute feuille d'une structure feuille­
tée différentiable sur la sphère 8n est parallélisable, donc en parti­
culier (13) toute fibre d'une structure fibrée différentiable sur Sn . 

On pourrait énoncer d'autres propriétés de T(Vp) et de N(Vp) ? 
dont les structures ne dépendent que de la classe d'homotopie de 
/ . Bornons-nous à étendre le théorème 2 aux variétés transversa­
les d 'un champ. 

Soit $*_p un champ de (n — p)-éléments sur V„. Une variété 
transversale du champ <Pn p est une variété différentiable plongée 
(Vp,f) dans V„ telle que le ^-élément tangent à la variété plongée 
en u£Vp (qui est un p-élément d'origine f(u)) soit supplémentaire à 
l'élément du champ <Pn—p en /(te); c'est-à-dire l'intersection des deux 
éléments se réduit à f ( u ) . Soit <Pp le champ des p éléments totale-

(13) FKLDBAU avait, déjà démontré que si les fibres d'une fîbration de SH sont 
homéomorphes à une sphère S , celle-ci est parallélisable. 
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ment orthogonaux à ceux de <Pn-p. Considérons encore les deux 
espaces fibres E et E{ définis plus haut. Soit n la projection de 
T(V„) sur E qui fait correspondre à tout vecteur tangent à Vn en 
x sa projection orthogonale sur l'élément de <PP en x. Si (Vpjf) est 
une variété transversale de #„_p et si / ' est le prolongement de / 
aux vecteurs, l'application n f est une représentation de T(Vp) dans 
E , se projetant sur f. Il lui correspond un isomorphisme de T(Vp) 
sur / * (E) , se projetant sur l'application identique de Vp . 

Soit Nf(Vp) l'espace des vecteurs normaux à la variété plongée 
(Vp?/), c'est-à-dire le sous-espace de VpxT(Vt t ) formé des couples 
(u , v), u £ vp , # étant un vecteur d'origine /(w) et perpendiculaire au 
p-élément tangent à la variété plongée en u . Si (^p, / ) est une va­
riété transversale de &n-P » on voit encore que Nf(Vp) est isomorphe 
à /#(jE,1). D U théorème 1 on déduit donc le théorème suivant: 

THÉORÈME 2'. — Soit {Vp,f) une variété transversale du champ 
<Pn-p défini sur Vn. Si f est homotope à une application constante, 
Vp est parallélisable et Vespace des vecteurs normaux à (Vp , f ) est 
isomorphe à Vp x Rn~P . 

La considération des classes caractéristiques des structures ti-
brées T( Vp) y Nf (Vp), E et Ei conduit à des propriétés d'homologie 
d'une feuille ou d'une variété transversale d'un champ. Les classes 
caractéristiques de T(Vp) sont les images réciproques par / de cel­
les de E(i4). La même remarque s'applique à ]$f(Vp) et E{ . 

Pour simplifier, supposons que <PP soit uu champ d'éléments 
orientés, et soit (^p, / ) une variété transversale compacte du champ 
totalement orthogonal <Pn-p. On peut considérer alors les classes 
caractéristiques de StiefeLWhitney. En particulieri2 admet une classe 
Wp, classe de cohomologie de Vn . La classe f*{Wp) est la classe 
d'Euler-Poincaré. Si jTp est le cycle fondamental de dimension p 
sur Vp, on a : 

< f * ( W p ) , r p > = < w p , / ( r p ) > . 

Or < / * (Wp), rp > est la caractéristique d'Euler-Poincaré 
%(Vp) de Vp . Si f( rp) a un multiple entier homologue à 0 dans 
Vn , l'équation précédente montre que ^(Fp) = 0 . Ceci démontre le 
théorème (14) : 

(14) C. EHRBSMANN, Sur les sections d'un champ (Comptes Rendus Ac. Se. 
Paris, 224, 1947, p. 444). Voir aussi (5). 
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THÉOKÈME 3. — Soit(Vpjf) une variété transversale d'un champ 
$>n-p tel que le champ totalement orthogonal <Pp soit orientable. Si le 
cycle f{yp) a un multiple entier homologue à 0 dans Yp, la caracté­
ristique d'JE uler-Poincaré de yp est nulle. Les caractéristiques àVEuler-
Poincaré de deux variétés transversales homologues sont égales. 

De même si Wr est la classe de Stiefel-Wbitney de E pour la 
dimension r < p , f* ( Wr) sera celle de Vp . En particulier si Wr est 
nul, par exemple si le groupe de cohomologie de yn pour la dimen­
sion r et pour le domaine de coefficients convenable est nul, la classe 
correspondante de Yp est nulle. 

La théorie des obstacles dans les espaces fibres conduit encore 
au résultat suivant: 

Soit Si{yn^m-1(QP)) le groupe de cohomologie de dimension i 
de Fw, le domaine de coefficients étant ^ ^ ( Q p ) , groupe d'homotopie 
de dimension i — 1 du groupe orthogonal Qp dans BP. Si 
Hi(Yn , 7ii-i(Qp)) = 0 pour 0 < i < p , toute variété transversale 
[yp , f ) du champ <&n-p est parallélisable. 

6, Sur les variétés intégrales de certains systèmes différentiels. 

Indiquons d'abord quelques propriétés des variétés plongées dans 
une variété différentiable. 

Soit V'n l'espace des ^-éléments de V„ . Soit .E l'espace des cou­
ples formés d'un vecteur tangent à Vn et d'un p élément contenant 
ce vecteur. L'espace E est un espace fibre de base FJ,, les élé­
ments d'une fibre étant les couples correspondant à un p élément 
fixe, le groupe structural étant Lp. Soit ("Pp.,/) une variété différen­
tiable plongée dans Vn et appelons encore / ' le prolongement de / 
aux vecteurs. / ' est une représentation de T(Vp) dans E se projetant 
sur une application g de Yp dans V„ . De plus g se projette sur / . 
La représentation / ' admet la décomposition canonique / ' = g1 f*, 
où / ' est un isomorphisme de T(yp) sur g* (E). 

Supposons que / soit homotope à une application constante f i : 
alors g est homotope à une application gi de yp dans une fibre de 
yln et T(VP) est isomorphe à g*(M). La fibre de Y'n peut être iden­
tifiée à la variété de Grassinan Rn-P/PJ\e sous-espace de E qui se 
projette sur cette fibre, à M,t_PtP. L'isomorphie des espaces T(Vp) et 
g* (E) entraîne alors les conséquences suivantes: 
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1. Si n < 2p, la structure de T(Vp) a des propriétés particulières: 
la classe d'homotopie caractéristique, qui est une classe d'applica­
tions de Vp dans Rn>-PtP , où n' > 2 p , contient une application de 
Fp dans R„-Pfp. En particulier certaines classes caractéristiques 
sont nulles. 

2. Si 7¿ > 2p -f- 1, la classe d'homotopie de g ne dépend, que de la 
structure différentiable de Vp; en particulier, si Vp est par alléUsable, 
g est homotope à une application constante. D'ailleurs Si g est 
homotope à une application constante, Vp est parallélisabîe, quel 
que soit n . 

En vertu du théorème 1, la structure fibrée de Nf(Vp) dépend 
seulement de la classe d'homotopie de g ; elle est isomorphe à celle de 
Vp X Un~p si g est homotope à une application constante. 

Si n ^ > 2 p + ï ? Ia classe d'homotopie de g ne dépend que de la 
classe d'homotopie de f. 

Ceci résulte du théorème suivant (15), qui se démontre de la 
même manière que le théorème de Steenrod-Whitney : 

THÉORÈME 4. — Soit f une application continue dans Vn d'un 
complexe A . Si dim A < n — p , tout espace fibre de base A , de fi­
bres isomorphes à Rp et de groupe structural Lp admet une représen­
tation f dans E , se projetant sur une application g de A dans V'n 
telle que f soit projection de g . En supposant dim A < n —p , soient 
g et gt deux applications de A dans V'nj se projetant sur f . Pour 
qu'il existe un isomorphisme de g* (E) sur g*(E) se projetant sur 
l'application identique de A , il faut et il suffit qu'il existe une défor­
mation (gt) de g à gt telle que f soit projection de gt. 

Remarque. Si f est une application de la variété différentiable Vp 
dans Vn, pour qu'il existe dans la classe d'homotopie de / une 
application différentiable/j partout de rang p, il faut qu'il existe 
une représentation/' de T(Vp) dans 2£, se projetant sur f. Il se­
rait intéressant de savoir si cette condition est aussi suffisante 
lorsque n > p . D'après Whitney, si n > 2 p , / peut toujours être 
approché par une application différentiable J\ partout de rang p . 

Considérons maintenant les variétés intégrales d'un système 
différentiel défini par un sous-espace ÎF de V'n . Une variété intégrale 
de W est une variété différentiable plongée dans Vn, définie par 
( F p , / ) , telle que l'application g associée à / applique Vp dans W. 

(45) Voir (T). 
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Nous supposons que la restriction à V de la projection de Y'n sur 
Yn détermine sur W une structure tibrée, de base Vn ; les fibres 
sont isomorphes à un sous-espace F de la variété de Grassmann 
JKM_Pfp. Le sous-espace de F qui se projette sur W est un espace 
fibre E' ( ¥ , R P , Lpy.) Soit (Ypjf)une variété intégrale de ï7. L'es­
pace fibre T(Fp) est isomorphe à g* ( F F ) . Si / est homotope à une 
application constante fi ,g est homotope à une application gi de Yp 
dans une fibre FX de ÎP. La classe d'homotopie caractéristique de 
T (VP) est donc une classe d'applications de YP dans Rn—p,P contenant 
une application de VP dans F - Ceci entraîne, en général, que 
certaines classes caractéristiques de T(Yp) sont nulles. En particulier, 
si F est contractile en un point par déformation dans RN-PTP, Vp 
est parallélisable. 

Par exemple, on se trouve dans ce cas, lorsque W est l'ensemble 
des éléments supplémentaires d'un champ <2>M_p.'De même, lorsque 
W est défini par la donnée d'une forme différentielle quadratique 
réductible en chaque point à cô  -f . . . -f~ <*>p •— ^p+i — • • • — œn y 
où w > 2 p , les éléments de W étant les p-éléments sur lesquels 
cette forme quadratique s'annule ou se réduit à une forme définie 
positive. 

On peut étudier de ce point de vue les variétés plongées dans 
une variété complexe ou presque complexe (16) V2n • L'espace tangent 
d'une telle variété est muni d'une structure complexe par la donnée 
d'une transformation linéaire I telle que I 2 = — 1 . D'une part on 
peut considérer les variétés plongées «presque complexes» ( Y2p , / ) 
dans Y2n dont les éléments tangents sont complexes, ce qui conduit 
à des résultats relatifs aux classes caractéristiques de Chern (17). 
D'autre part il est intéressant de considérer les variétés plongées 
(Vn , / ) qu'on pourrait appeler réelles: chaque élément tangent est 
supplémentaire à son transformé par I . Si / est homotope à une 
application constante, les classes caractéristiques de S tiefel-Whitney 
de VN vérifient certaines relations particulières. Si l'on appelle espace 
tangent complexe à Vn en u £ Yn l'espace vectoriel complexe déter­
miné canoniquement à partir de l'espace vectoriel tangent par ex­
tension du corps R au corps 0, l'espace de tous les vecteurs com­
plexes tangents à VN est alors isomorphe à Vn x Cn. 

(16) Voir (6) et C. EHRK8MANN, Sur les variétés presque complexes (Séminaire 
Bourbaki 1950, à paraître dans Proo. Cougr. Int. Math. 1950). 

(17) CHERN S. S,, Characteristic classes of Eermitian manifolds (Annals of Math., 
47, 1946, p. 85-121). 
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PARTIE 1-2 

GÉOMÉTRIE DIFFÉRENTIELLE 
COMMENTAIRES SUR LA PARTIE I 





Les a r t i c l e s originaux con tenus dans cette P a r t i e 1-2 
sont reprodui t s par p rocédé photographique , à l ' except ion des 
textes / 5 , 95 111, 136/ ( seu lement mul t igraphiés) qui ont é t é 
r ecomposés pour inclusion dans ce volume. C e r t a i n e s pages 
ayant dû ê t r e r édu i t e s pour l ' impress ion, l 'o rdre chronologi­
que n ' e s t pas e n t i è r e m e n t r e s p e c t é . En pa r t i cu l i e r , t o u t e s les 
Notes aux C o m p t e s Rendus de l 'Académie des Sciences des 
P a r t i e s 1-1 e t 1-2 sont réunies c i - a p r è s . 

Des c o m m e n t a i r e s sur t o u t e la P a r t i e I sont regroupés 
à la fin de ce volume (p. 489 e t su ivan tes ) . 





Extrait du «Colloque de Topologie» 
Bruxelles 1950, CBRM. 

/28/ 

Les connexions infinitésimales dans un espace fibré 
différentiable 

par Charles EHRESMANN (Strasbourg) 

INTRODUCTION 

Dans une série de mémoires célèbres, M. Elie Cartan a 
développé une théorie d'espaces munis de « connexions infini­
tésimales » dont les exemples les plus connus sont les espaces à 
connexion euclidienne, affine, projective ou conforme. 

La notion d'espace à connexion de Cartan est une généra­
lisation de la notion d'espace homogène de Lie, en désignant 
ainsi un espace F muni d 'un groupe de transformations de 
Lie opérant transitivement dans F. Etant donné une variété 
différentiable B, M. E. Cari an suppose « attaché » à chaque 
point de B un espace homogène «tangent)) isomorphe à F et 
il définit un « raccord » entre deux « espaces tangents infini­
ment voisins)). Pour formuler les définitions de telle façon 
qu'elles aient un sens du point de vue global, on est conduit 
à introduire les notions de la théorie des espaces fibres. La 
notion de connexion de Cartan se rattache alors à une notion 
générale de connexion infinitésimale dans un espace fibre dif­
férentiable. 

Après l'exposé sommaire des notions indispensables con­
cernant les espaces fibres différentiable s, j ' introduis la notion 
de connexion infinitésimale et celle de groupe d'holonomie. 
J'étudie spécialement le cas des connexions infinitésimales inté-
grables. Un exemple important d 'une connexion infinitésimale 
intégrable est fourni par la structure feuilletée d 'un voisinage 
tubulaire d 'une feuille stable d'une variété feuilletée différen­
tiable. On obtient ainsi une caractérisation de la structure de 
l'ensemble des feuilles voisines d'une feuille stable. Je donne 
ensuite deux définitions équivalentes de la notion de connexion 
infinitésimale dans un espace fibre à groupe structural de Lie 
et je montre l'existence d'une telle connexion. En imposant 
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à l'espace certaines conditions supplémentaires qui permettent 
de considérer les fibres comme des espaces homogènes tan­
gents à l'espace de base B, on arrive à la notion de connexion 
de Carton sur une variété différenliable B. Les conditions sup­
plémentaires ne sont pas toujours vérifiées; mais lorsqu'elles 
le sont, il existe toujours une connexion de Cartan. Etant 
donné un espace à connexion de Cartan, on peut définir la 
notion de développement de l'espace sur un de ses espaces 
homogènes tangents, ce qui conduit aux invariants différen­
tiels d'une variété différenliable plongée dans l'espace. A l'aide 
de la notion de développement, j ' introduis la notion d'espace 
complet relativement à une connexion de Cartan, ce qui géné­
ralise la notion d'espace de Riemann complet. Etant donné 
deux espaces complets simplement connexes, tout isomor-
phisme local se prolonge en un isomorphisme global Ç). En 
particulier le revêtement simplement connexe d'un espace 
complet localen}cnt homogène (c'est-à-dire à connexion de 
Cartan integrable) est un espace homogène de Lie. J 'aborde 
enfin le problème d'existence d'une connexion de Cartan de 
type donné sur une variété B donnée. 

Les nombres entre crochets renvoient à l'index bibliogra­
phique. On n 'y trouvera évidemment pas la liste des innom­
brables travaux ule H. Weyl, Yeblen, Schouten, Slruik, Bom-
piani, etc.) se rapportant aux espaces munis de connexions 
infinitésimales; de Al. E. Cartan, je me bornerai à citer trois 
articles. 

Etant données deux variétés différentiables B et F, consi­
dérons les variétés différentiables B X F et U X F , où U est 
un ensemble ouvert quelconque de B. Soit F le pseudogroupe 
de transformations [9] forme par l'ensemble des automor-
phismes différentiables des produits U ^ F , définis par 
1 .r, y) —> (x, t UT, y) ) , où x G F, y G F, / étant une application 
différenliable de F X F dans F telle que le rang de l'applica­
tion sr, définie par y —> t(x, y) , soit partout égal à dim F. 

(*) C'est en vue de la démonstration de ce théorème que j'ai donné 
pour' la première fois sous la l'orme indiquée ici la définition d'un 
espace à connexion de Cartan. mais sans utiliser la terminologie actuelle 
de la théorie des espaces fibres. La notion d'espace des repères utilisée 
dans ma définition initiale m'a conduit justement à introduire plus 
tard la notion générale d'espace fibre principal associé à un espace fibre 
donné, et depuis 1942 j'ai exposé à diverses reprises et sous la même 
forme les questions abordées ici; le présent travail reproduit à quelques 
additions près le texte polycopié d'un exposé fait au Séminaire Rourbaki 
(mars 1950). 

1. LA NOTION D'ESPACE FIBRE DIEEÉRENTIABLE 
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LES CONNEXIONS INFINITESIMALES 31 

DÉFINITION. — Une structure fibrée différentiublc sur Ven­
semble E, de base B et de fibres isomorphes à F, est définie 
par une famille (î{) d'applications biunivoques d'ensembles 
I i X ^ dans E satisfaisant aux conditions suivantes: 

1° A tout couple d'indices (i, j) correspond <fn G F tel que 
fi(x, y) = f j (x / , y') soit équivalent à (x;, y') = ^ ( x , y ) , c'est-
à-dire x' = x, y/ = tji(x, y ) . Nous supposons crue ft et fj ne sont 
identiques que si i = j . 

2° Les ensembles ^ ( L ' i X ^ ) recouvrent E ; les ensembles 
Fi recouvrent B . 

8° La famille (£) est complète, c'est-à-dire identique à 
foute famille (jui la contient et qui vérifie T et 2°. 

E, muni de cette structure, est appelé espace fibre diffé­
rentiable et désigné par E ( B , F) . 

Renia rquons qu 'une famille (/.,-) incomplète, vérifiant seu­
lement 1° et 2°, détermine une famille complète unique et par 
suite une structure fibrée différentiable. 

Fa réunion de la famille (/,•) est une application / de Fes-
pace somme D ( U , XF ) sur E, qu'on peut identifier à l'espace 
quotient associé à /. Cet espace quotient est séparé, puisque B 
est séparé. Comme %y> est un homéomorphisme différentiable, 
la famille (/,•) détermine aussi sur E une structure de variété 
différentiable, telle que ft soit un homéomorphisme differen­
tial)^. La projection p de E sur B, définie par p (/,•(#, y)) = 
est alors différentiable, de rang partout égal à dim B . L'appli­
cation l i j définie par hxl (y) = f i ( x i y ) est un homéomor­
phisme différentiable de F sur une sous-variété différentiable 
Fx de E; les sous-variétés Fr sont les fibres. 

On définit de même la notion de structure fibrée p fois 
différentiable ou analytique. Le pseudogroupe F peut aussi être 
restreint en imposant la condition que sx appartienne à un 
groupe G dautomorphismes de F. Si G est un groupe topolo­
gique d'automorpbismes, on peut imposer la condition sup­
plémentaire que sr soit fonction continue de x. On a ainsi la 
notion ({'espace fibre différentiable à groupe structural G. 

PROPOSITION. — Soient E et B deux variétés deux fois dif-
fércntiahlcs. B étant connexe, et soit p une application deux 
fois différentiable de E sur B , en tout point de rang égal à 
dim B . Si E est compact ou bien si p-1(x) est compact connexe 
quel que soit x G B, les ensembles p-1(x) sont les fibres d'une 
structure fibrée différentiable [ 8 ] . 

Les ensembles p~l(x) sont des variétés deux fois différen-
tiables plongées dans E , qui est ainsi munie d 'une structure 
feuilletée différentiable [ 1 3 , 1 4 ] . Il existe sur E un champ diffé­
rentiable transversal C d'éléments de contact de dimension n = 
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dim B, l'élément de C en z £ p~l (x) étant supplémentaire de 
l'élément tangent à p'1 (x) en z. La proposition résulte alors 
du lemme suivant : 

LEMME. — .Si E est compact ou si p_1(*) est compact con­
nexe quel que soit x G B, tout chemin différentiable a de B, 
d'origine x et d'extrémité x', est la projection par p d'une 
courbe intégrale de C, d'origine zGp^Cx) et d'extrémité 
//Gp-1(x/X Ie point z étant arbitraire dans p_1(x). L'applica­
tion z—> z' est un homéomorphisme différentiable de p"1 ( x .> 
sur p-1 (x') . 

2 . LES ESPACES FIBRES DIFFÉRENTTABLES À GROUPE STRUCTURAL 
DE LIE 

Soit G un groupe d'automorphismes de F et supposons 
qu'il soit muni d'une structure deux fois différentiable telle 
que l'application (s, y) —> sy soit deux fois différentiable, sy 
désignant le transformé de y G F par s G G. Le groupe G est 
ainsi muni d'une structure de groupe de Lie. Restreignons F 
au pseudogroupe F (G) des automorphismes deux fois différen-
tiables tels que sx G G. 

Une structure fibrée à groupe structural de Lie G .sera par 
définition une structure fibrée associée à F (G). L'application 
x—>• sx est alors deux fois différentiable; réciproquement toute 
application deux fois différentiable de U dans G détermine un 
automorphisme de L X F appartenant à r (G) . 

Soit H l'ensemble des homéomorpbismes h j de F sur Fx, 
correspondant à la famille (/,•) qui définit sur E une structure 
fibrée différentiable à groupe structural de Lie G. On a h j — 
hxJ sjl . Le sous-ensemble de H correspondant à un point x 
donné de B est Hr~= l i j G. Soit ft l'application (x, s )—>hj s 
de U, X G dans H. La relation h s = h j s! équivaut à xf = x, 
sr = sjl s. Donc la famille (/,•) définit sur H une structure fibrée 
différentiable à groupe structural Gy, groupe des translations 
à gauche de G. L'espace fibre E à groupe structural G sera 
désigné par E(B, F, G, H) . L'ensemble H muni de sa structure 
fibrée à groupe structural GT est appelé espace fibre principal 
associé à E(B, F, G, H) ; son symbole est H(B, G, Gy, H) . A 
h G H correspond l'application h G H de G sur la fibre Ila. = /iG, 
définie par .s —>• hs. 

L'application (/*, s) —> h s est une application deux fois 
différentiable de H X G sur H, qui définit G comme groupe 
d'opérateurs dans H, les fibres FÎ  étant les classes d'intransi-
tivité. L'application partielle h — > h s , que nous appellerons 
translation par s, est un automorphisme deux fois différen­
tiable de FT, mais en général cet automorphisme n'est pas un 
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automorphisme de la structure H(B,G, Gr,H;. Si h G IL et 
7i' G Hr, on a / r l h ' = .sGG. L'application (h, h ' ) — > h r l h ' est 
aussi deux fois différentiable. L'application (h, y)—> hy est 
une application deux fois différentiable de H X ^ sur E. La 
relation d'équivalence associée à cette application est (ha, 
s~*y) ~ ( / * , y) . L'espace quotient de H X 1; p<ir cette relation 
d'équivalence peut être identifié canonicjuement à E. 

On peut considérer sur F une structure admettant G 
comme groupe d'automorphismes. Par un homéomorphisme 
quelconque h appartenant à H,, cette structure se transporte 
sur Fx. Chaque fibre Fr est alors munie d'une structure addi­
tionnelle bien déterminée. La structure qu'on peut choisir sur 
F n'est pas unique; mais deux structures sur F qui admettent 
le même groupe d'isomorphismes G sont équivalentes du point 
de vue qui nous intéresse ici. Il sera commode de supposer 
données sur chaque fibre de E (B, F, G, FF) une structure addi­
tionnelle, mais seul le groupe structurai G intervient d 'une 
manière effective dans les problèmes qui se posent. Par exemple 
sur G une structure invariante par GT peut être définie par 
le groupe des translations à droite de G ou par la loi de compo­
sition à droite (t, s)—> ts, où t E G, s G G, s étant considéré 
comme opérateur. Cette structure se transporte par h G H sur 
les fibres II c de l'espace fibre principal associé H(B, G, Gy, II . 
On obtient ainsi sur FF, la structure définie par la loi de compo­
sition (li, si—>1is, où h E H,, CS G G, qui permet de consi­
dérer G comme groupe d'opérateur simplement transitif dans 
H,. 

Remarque. — Il convient d'appeler espace fibre principal 
tout espace fibre E(B, G, G T, II » dont les fibres sont homéo-
morphes au groupe G et dont le groupe structural est le groupe 
des translations à gauche de G ; un tel espace fibre est en effet 
isomorphe canoniquement à son espace fibre principal asso­
cié; on peut identifier* ?GE à l'élément unique h G 11 tel que 
]i(e) = z, où e désigne l'élément neutre de G; cette identification 
est un isomorphisme au sens défini plus loin. 

Etant donnés deux espaces fibres KiB, F, G, 11) et E\1V. 
F, G, 1F) de fibres isomorphes, tout isomorphisme d'une fibre 
de E(B F, G. IF sur une fibre de 171IV, F, G, H' » est de la 
forme hfh~l. L'ensemble ll'll-1 de ces isomorphismes est un 
espace fibre de base R X ^ ' , de fibre G, le groupe structural 
étant le groupe des similitudes de G, définies par s —v a s b, où 
a, b, s, sont des éléments de G. 11 s'identifie à l'espace quotient 
de M X Nr Par lJl relation d'équivalence (/i, l i ' )~{ l i s , /iV>. 
L'application (/*, hr) —> h'h 1 est deux fois différentiable. En 
particulier, 11 est l'espace (les isomorphismes de F sur les 
fibres de E(B, F , G , 1 F . En composant la projection canonique 
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34 CHARLES EHRESMANN 
de 1FH 1 sur R \ IV avec la projection .canonique de B X I V 
sur B. on remarque que 11 '11 1 est aussi un espace fibre de base 
B et de fibres isomorphes à II', le groupe structural étant le 
groupe des translations dans II'; l'espace fibre principal asso­
cié est isomorphe à II. Remarquons encore que l'espace HII"1, 
espace des isomorphismes d'une fibre de E(B, E, G, II) sur 
une fibre du même espace, est un gpoupoïde par rapport à la 
composition de ces isomorphismes. Le sous-espace de HII"1 
qui se projette sur la diagonale de B X B est l'espace fibre des 
automorphismes des fibres de E^B, F, G, II) ; il admet une sec­
tion constituée par les automorphismes identiques des fibres. 

Un isoniorphisme de EidL F. G, II » sur E'OV, F, G, IF) est 
un homéomorphisme 0 de E sur 17, deux fois différentiable 
et tel que )i —v G/i soit une application 0 de II sur FF (ou tel 
que la restriction de 9 à une fibre soit un isomorphisme sur 
une fibre >. Cette application 0 est caractérisée par les pro­
priétés suivantes : elle est deux fois différentiable; 9(Jis) = 
9 h s: elle se projette sur un homéomorphisme deux fois diffé­
rentiable de B sur B'. Plus généralement, une représentation 
de E (B, F. G. FF dans 17 <B', F. G, 117 est une application 9 de 
E dans E7 deux fois différentiable et telle que h— soit une 
application de H dans FF. Cette application 9 est une représen­
tation de H dans FF. en supposant H et FF munis de leurs 
structures d'espaces fibres principaux. Réciproquement toute 
représentation 9 de H dans FF correspond de cette façon à une 
représentation de E< B. F, G, H) dans E'(B', F, G, FF). Une 
représentation 9 de H dans FF correspond à une section deux 
fois différentiable de l'espace H'H~\ considéré comme espace 
fibre de base B. Une telle représentation n'existe donc pas tou­
jours. Ceci démontre cependant Vexistence d'une représentation 
dans Je cas où les groupes dltomotopie de IF sont nuls pour les 
dimensions inférieures à dim B, en tenant compte de la propo­
sition indiquée plus loin concernant les sections différentiables. 

Espaces libres associés et structures subordonnées [9] . Ces 
notions se précisent d'une manière naturelle lorsque le groupe 
structural est un groupe de Lie G. Etant donné un homomor-
phisme z de G sur un groupe de Lie G7, considéré comme groupe 
d''automorphismes d'une variété deux fois différentiable F', à 
l'espace fibre FOL F. G, IF est associé canoniquement par <p 
un espace fibre 17 B, F7 G', IF). On a un fiomomorpidsme <p 
de II sur IF. c'est-à-dire. une application deux fois différen­
tiable. se projetant sur l'application identique de B et tel que 
^ (hs * •=: 's, Ht Csj. JF s'identifie à l'espace des classes />G/;, où 

184 



LES CONNEXIONS INFINITÉSIMALES 35 

G" est le noyau de Fhomomorphisme 9. E' est l'espace quo­
tient de If X F par la relation d'équivalence 

(/>, y1) ~ (hs, 'f CS-1)/) . 

Si Gi est un sous-groupe fermé de G, l'espace Fï Gx des 
classes /JGx est un espace fibre associé de base B, de fibres iso­
morphes à l'espace homogène G/G^ Les structures subordon­
nées à E(B, F, G, H ), de symbole E(B, F, G1} H j , où IL est une 
sous-variété deux fois différentiable de H, correspondent aux 
sections deux fois différentiables de l'espace fibre H/Gx ainsi 
défini. Toute structure fibrée de symbole E(B, FjG^Hi) est 
canoniquement subordonnée à une structure fibrée bien déter­
minée de symbole E(B, F, G, H). Une représentation de E(B, 
F, Gi, IIxJ dans E'dV, F, G, FF; sera par définition une repré­
sentation de E(B, F, G, I I ) dans E'fB', F, G, FF). 

La proposition suivante intervient dans la démonstration 
de plusieurs des propositions ultérieures : 

PROPOSITION. — Toute section d'un espace fibre p fois dif­
fère idiablc peut être approchée par une section p fois différen­
tiable de même classe (c'est-à-dire homotope par une défor­
mation qui maintient chaque point dans une fibre fixe). 

La proposition a été démontrée par Steenrod [15] ; on peut 
la démontrer aussi en utilisant une subdivision simpliciale de 
B et en appliquant les lemmes 3a et 4a de S. Eilenberg : Sin-
qular homology in différentiable manifolds \Annals of Math., 
1947, p. 675). * 

COROLLAIRE. — Si E(B, F) est un espace fibre p fois diffé­
rentiable, tout relèvement dans F d'une application p fois dif­
férentiable de A dans B peut être approché par un relèvement 
p fois différentiable dans E. 

Un relèvement d'une application / de A dans B est une 
application /' de A dans E telle que / = p / \ où p est la projec­
tion de E sur B. Si Y C B, un relèvement de A est l 'image de 
A par un relèvement de l'application canonique de A dans B. 

Dans le cas différentiable, le théorème du relèvement des 
homotopies peut s'énoncer ainsi : 

PROPOSITION. — Si l'application différentiable f de A dans 
B est projection d'une aiqdieation différentiable F de A dans 
E(B, F), toute déformidion différentiable de f est projection 
d'une déformation différentiable de f. 

Etant donné Fespace fibre E ( B , F , G , I F , à groupe struc­
tural de Lie, et une application deux fois différentiable / de V 
dans B, Fespace fibre /*(E) , sous-espace de V \ E se proje­
tant sur Fensemble représentatif de / dans A un espace 
fibre de hase \ et de groupe structural de Lie G: on dit qu'il 
est induit par /. 
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PROPOSITION. — Si f est homotope à f1? f * ( E ) et fx*(E) 
sont isomorphes. 

COROLLAIRE. — Si B est contractible en un point, E ( B , F , 
G, H ) est isomorphe à B X F . 

3. LA NOTION DE CONNEXION INFINITÉSIMALE 
DANS IN ESPACE FIBRE DIFFÉRENTIABLE [8, 11] 

Soit E ( B , F) un espace fibre deux fois différentiable, la 
dimension de B étant n. Il existe sur E un champ transversal 
différentiable C de n-éléments (*), c'est-à-dire un champ de 
n-éléments supplémentaires aux éléments de contact tangents 
aux fibres. 

DÉFINITION. — Une connexion infinitésimale dans E ( B , F ) 
est définie par un champ transversal différentiable C vérifiant 
la condition suivante ; (c) Tout chemin différentiable a de B , 
d'origine x et d'extrémité x/, est la projection d'une courbe 
intégrale a' du champ C, d'origine z G Fx et d'extrémité z' € FX/ 
le point z étant arbitraire dans Fx. 

Remarque. — Plus généralement, le champ de /i-éléments 
pourrait être remplacé par un champ de cônes élémentaires. 

PROPOSITION. — Si F est compact, tout champ transversal 
différentiable C vérifie la condition (c). 

Cette proposition se ramène au lemme énoncé plus haut, 
en remarquant que l'ensemble des composantes connexes des 
fibres de E détermine sur E une structure fibrée différentiable 
ayant pour base un revêtement de B . 

Etant donnée une connexion infinitésimale C dans E ( B , 
F) , Fapplication z'—> z, associée d'après la condition (c) au 
chemin a de B, est un homéomorphisme différentiable <pa de 
Fa., sur Fx. Si aax désigne le composé des deux chemins a et au 
on a = • Le groupoïde des chemins différentiables 
de B est ainsi représenté sur un groupoïde d'homéomorphismes 
différentiables d'une fibre sur une autre. En particulier, le 
groupoïde des chemins fermés en x est représenté sur un 
groupe <FX d'automorphismes de ¥x, appelé groupe d'holonomie 

(l) Un n'-élément d'origine z (ou élément de contact de dimen­
sion n) d'une variété différentiable E est le couple d'un point z de E 
et d'un sous-espace linéaire de dimension n et passant par z de l'espace 
linéaire tangent à E en z. Si E est k fois différentiable, l'ensemble E' 
des n-éléments de E est une variété k — 1 fois différentiable, qui admet 
d'ailleurs une structure d'espace fibre différentiable de base E. L'en­
semble des n-éléments transversaux à une fibre de E au point z est un 
sous-espace de E' homéomorphe h un espace numérique, ce qui entraîne 
l'existence du champ transversal C. 
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de la connexion C en x. L'arc a détermine un isomorphisme 
du groupe <î>x sur <ÏV. 

PROPOSITION. — L'espace fibre E (B, F) admet une struc­
ture fibrée subordonnée à groupe structural <ï>x. 

DÉFINITION. — La connexion infinitésimale C est dite inte­
grable lorsque le champ G est complètement integrable. 

Soit C une connexion integrable. Elle détermine un homo­
morphisme du groupe de Poincaré ïïx de B en x .sur le groupe 
d'holonomie <PX. L'espace fibre E ( B , F) admet par suite une 
structure fibrée subordonnée à groupe structural discret <I>X. 
La projection p de E sur B définit chaque variété intégrale 
complète de G comme un revêtement de B . Soit TE le noyau de 
F homomorphisme de lTr sur (t>,.. Soit IV le revêtement de B cor­
respondant à IF : les points de B' sont les classes de chemins 
TFo, où a est un chemin d'origine x. Si / est la projection de 
BR sur B, c'est-à-dire l'application qui fait correspondre à la 
classe IIV/ l'extrémité de a, l'espace fibre f*(E), de base B' et 
de fibre F, est un revêtement de E dont la projection cano­
nique sur E est une représentation f se projetant sur /. 

/*('E) est munie d'une connexion infinitésimale intégrable, 
image réciproque par f de G, dont le groupe d'holonomie est 
réduit à l'identité. Donc f*(E) est isomorphe à B ' X F - Les 
variétés intégrales complètes de C sont les images par /' des 
variétés B7 X { j } • 

L'espace E, muni de sa, structure fibrée et de la structure 
feuilletée définie par G, est déterminé à un isomorphisme près 
par la donnée de B, de F et de la représentation de ITX sur le 
groupe d'holonomie <1>X. À chaque chemin a fermé en x corres­
pond un automorphisme cpa 6 4>T et un automorphisme ta du 
revêtement B' de B, défini par ta(IF/) = ITV/?, où l est un che­
min d'origine x. L'application ta —> z,a est un isomorphisme à 
du groupe des aùtomorphismes du revêtement W sur le groupe 
<!>,. E se déduit de B ' X F en identifiant les couples (u, y) et 
(tu, '\>(t)y), où 7i£BR, y G E, t — automorphisme du revête­
ment B'. 
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APPLICATION À L'ÉTUDE DE LA STRUCTURE D'UNE VARIÉTÉ FEUIL­
LETÉE AU VOISINAGE D'UNE FEUILLE 

Considérons sur une variété Y une structure feuilletée deux 
fois différentiable (définie par un champ différentiable et com­
plètement integrable de 7i-éléments). Une feuille B (ou variété 
integrable complète) sera dite stable lorsqu'elle satisfait aux 
conditions suivantes : 1. B admet un voisinage tabulaire saturé 
E (c'est un voisinage qui est réunion de feuilles et qui admet 
une structure fibrée différentiable, de base B et dont les fibres, 
homéomorphes à une boule, sont transversales par rapport 
aux feuilles). 2. Si Fx est la fibre de E passant par xGB, les 
traces sur Fx des voisinages tubulaires saturés de B forment un 
système fondamental de voisinages de x relativement à Fr. 
Lorsque B est compact, l'ensemble de ces deux conditions équi­
vaut à la condition suivante : Tout voisinage de B contient un 
voisinage saturé. 

Soit donc E un voisinage tubulaire saturé d 'une feuille 
stable. La structure feuilletée sur E définit une connexion 
infinitésimale integrable relativement à la structure fibrée 
transversale de E. Donc elle ne dépend que de la représentation 
du groupe de Poincaré de B sur le groupe d'holonomie. 

Si le groupe de Poincaré d'une feuille compacte B est fini, 
B est toujours stable (théorème de Beeb [13] ) ; la structure du 
voisinage tubulaire feuilleté de B peut alors être précisé en 
remarquant que le groupe d'holonomie est dans ce cas équi­
valent, au moins au voisinage de x(LB, à un groupe fini de 
rotations euclidiennes d 'une boule autour de son centre. Ce 
dernier résultat est valable chaque fois que le groupe d'holo­
nomie est fini. Par exemple, il en sera ainsi lorsque B est une 
feuille compacte stable ayant un voisinage saturé dont toutes 
les feuilles sont compactes. Le groupe d'holonomie opère alors 
dans une boule de telle façon que chaque point n'admette 
qu 'un nombre fini de transformés. D'après D. Montgomery, 
le groupe d'holonomie est donc fini. 

L'espace des vecteurs normaux à une feuille B est un 
espace fibre différentiable N (B) ayant pour groupe structurai 
le groupe linéaire homogène. La structure feuilletée détermine 
sur N(B) une connexion infinitésimale integrable, compatible 
avec la structure vectorielle des fibres (voir la définition du 
paragraphe suivant). C'est une propriété caractéristique de 
N(B); c'est-à-dire, on a la-proposition suivante : 

PROPOSITION. -— Pour qu'une variété différentiable B plon­
gée dans une variété Y admette un voisinage feuilleté ayant B 
comme feuille, il faut et il suffit que l'espace fibre N (B) admette 
une structure fibrée subordonnée à groupe structural discret, 
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ou, ce qui revient au même, admette une connexion infinité­
simale integrable, compatible avec la structure vectorielle des 
fibres. 

On donne facilement des exemples de variétés plongées 
dans une variété V qui ne vérifient pas cette condition. 

4. LA NOTION DE CONNEXION INFINITES IM ALE DANS UN ESPACE FIBRE 
À GROUPE STRUCTURAL DE LlE 

DÉFINITION. — Soit E(B, F, G, H) un espace fibre à groupe 
structural de Lie G. Une connexion infinitésimale dans E(B, F, 
G, H) sera définie par un champ transversal G vérifiant la 
condition (c) et tel que Vhoméomorphisme <pa associé au che­
min a de B soit un isomorphisme de Fx- sur Fx. 

Soit (y,-) une famille de points de F telle que le sous-
groupe de G qui la laisse invariante soit réduit à la transfor­
mation identique. Soit Bs la famille (sy;), transformée de (y)) 
par s G G, et soit B/t la famille (hy¡), transformée de (y,-) par 
/ iGH. Nous dirons que B.s. et B,, forment deux ensembles de 
repères dans F et E respectivement. L'ensemble des repères B7, 
est un sous-espace du produit d'une famille d'espaces iden­
tiques à E. On peut identifier H à ce sous-espace par l'appli­
cation h-—> Rh, qui est un homéomorphisme. D 'ailleurs si 
(y,-) est la famille de tous les points de F, chaque point étant 
confondu avec son indice, B,, est identique à h par définition. 

On peut toujours prendre dans F un repère initial formé 
par une famille finie (x) de points y,. Une connexion infinité­
simale G dans E(B, F, G, H) fait alors correspondre au che­
min a de B un chemin différentiable de l'espace des repères 
(identifié à H) , d'origine B7)=(/iy¿), où h est un élément 
arbitraire de llx. On voit ainsi qu'au champ C correspond dans 
H(B, G, GT, H) un champ différentiable transversal C, qui sera 
évidemment invariant par les translations h—>• hs. 

PROPOSITION. —Dans l'espace H(B, G, Gy, H), il existe tou­
jours un champ différentiable transversal G, invariant par toute 
translation h—>- fis. Un tel champ vérifie toujours la condi­
tion (c) et définit donc une connexion infinitésimale dans 
H(B, G, GT, H) . Par l'application (h, y)—> hy, où h G H, 
y G F, on en déduit une connexion infinitésimale dans E(B,F , 
G, H) et, d 'une manière analogue, dans tout espace fibre 
associé. 

(*) Le groupe G est homéomorphe à l'espace des repères dans F. 
Comme on peut prendre des repères formés d'un nombre fini de points, 
on voit que la topologie de G- est celle de la convergence compacte de G, 
considéré comme groupe d'automorphismes de F. 
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La construction du champ C peut se faire par récurrence 

en utilisant une subdivision simpliciale de B et en remarquant 
que la donnée de l'élément de C au point z G Hx détermine par 
translation les éléments de C en tous les points de Hx. Mais il 
est préférable de ramener le problème à la construction d 'un 
champ de 7i-éléments dans l'espace HH"1. 

L'application différentiable (/i, h') —> h!h~l de H X H sur 
HH-1 .se prolonge aux vecteurs (h, hf -f- dh') ; le vecteur image 
de (h,hr-{-dhr) sera noté (/Y -f- dh1) h"1. En particulier, il 
convient de dire que le vecteur (h ~j- dh) h~\ où h G HXJ est un 
déplacement infinitésimal de la fibre F.r. L'origine x de ce vec­
teur est l 'automorphisme identique de F^. Soit A l'ensemble 
des automorphismes identiques des fibres de E; c'est un relè­
vement dans HH"1 de la diagonale A de B X L'application 
(h, hf-\-dhf) —> (h' -f- d h ^ i r 1 fait correspondre au champ C 

un champ C de 7i-éléments de HH-1. La restriction de C à A est 

un champ C; c'est la fonction qui associe à tout point a* G A 
le //-élément Xn défini par l'ensemble des vecteurs (h -\- dh) h~\ 
où Ji G Hr et où h - \ - d h appartient à l'élément du champ C 
associé au point h. Nous dirons qu 'un tel vecteur (h -f- dhîhr1 
est un déplacement infinitésimal appartenant à la connexion 
infinitésimale considérée. Par la projection de HH"1 sur B X B 
il se projette sur le vecteur (x, x- \~dx) . La connexion infini­
tésimale associe ainsi à chaque vecteur x -f- dx de B un dépla­
cement infinitésimal C\x A- dx) de la fibre F.r. Elle est parfai­
tement déterminée et pourrait être définie par la fonction 

x - j - dx—> (5(x.-[- dx) , c'est-à-dire par le champ C. Ce champ 
détermine, en effet, le champ C, ce qui résulte de l'équation 

(h f -+-dh ' )h -1= [(h ' + dh1)}!'-1] [h!h-x] , 
où le second membre est le produit d 'un déplacement infini­
tésimal et d 'un isomorphisme, qui est défini par l'extension 
aux vecteurs de la loi de composition (produit d'isomor-
phismes) déjà considérée plus haut sur HH"1. D'autre part, le 
champ C détermine le champ C, car il n 'y a qu 'un vecteur 
h1 -f- dh1 d'origine h! tel que (/Y -f- dh')h~l soit un vecteur 
donné. 

Une connexion infinitésimale sur E(B, F, G, H) est donc 
déterminée par un champ C défini par une fonction différen­
tiable qui associe à chaque point a? de A un n-élément Xn de 
HH"1 dont la projection sur B X B est l'élément engendré par 
les vecteurs (x, x - \ - d x ) . L'existence d'une connexion infini-
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té si ma le résulte alors du fait que 1 ensemble des éléments X.n 
vérifiant relie dernière condition forme un espare homéo­
morphe à un espare nurnérique. 

Deuxième définition d'une connexion infinitésimale 

Faisons correspondre au vecteur h dh, tangent en h à 
la fibre h (F) de II, le vecteur m(h- \ -dh) = /r1 (h - f dh) , tan­
gent en c à (T. La relation h-1 (h - j - dh) = h^1 ([h1 4- dh^) défi­
nit une relation d'équipollence (ou parallélisme ) dans l'espace 
fibre T 'd l ) des vecteurs tangents aux fibres de H. Soit T(G) 
l'espace des vecteurs tangents à G et soit TC(G) l'espace des 
vecteurs tangents à G en e. Pour h -f- dh G 'F(IL et .s -4- ds G T(Gi 
cm a : 

Le vecteur m ({h -\- dh ) s) se déduit donc de m [!\ -\~- dh'\ 
par une transformation du groupe adjoint linéaire. L'appli­
cation m est une représentation de T' (11 ) dans \\ ( G ). Cette 
représentation est invariante lorsqu'on fait subir simultané­
ment à II la translation par s et à T(. ( G ) la transformation 

(Considérons dans II ( B, G, GT, IF un champ transversal 
différentiable G, invariant par les translations /<—>-lis. Soit 
h | dh — 7z( h - j - dh) la projeetion du vecteur h + dh, tangent 
en h à H, par l'applicalion linéaire projetant Lespare tangent 
en /< à H sur lespare tangent en h à la fibre h (F ) de telle façon 
que 1 élément du ehamp G en h soit projeté sur le point //. Au 
champ G est associée ainsi une projection différentiable r. de 
T( t ï ) , espare des vecteurs tangents à II, sur F i J F . Faisons 
correspondre au vecteur h - j - dh le vert eu r : 

L'application w, qui est l'application composée rn~, est une 
application différentiable deT(II ) dans T (G) vérifiant les 
conditions suivantes : 

(6) 1. La rcstrielion de w aux vecteurs h-\-dh d'origine li 
fixe est linéaire, c'esl-à-dire <o est une forme diffé­
rentielle linéaire vectorielle sur IL 

(2) 

(3) 

Hécipmqueiucnt toute (ij)ptieation différenti<d)lc to dv \[\\) 
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dans Te(G) qui possède les trois propriétés (cr) détermine une 
connexion infinitésimale dans H, le champ G étant défini par 
w(h + dh) = 0 . 

5. ESPACES A CONNEXION DE CARTAN [5, 6, 11] 

Considérons le cas particulier suivant : 
(cx) G est transitif dans F, c'est-à-dire F est l'espace homo­

gène G/G', où G' est le sous-groupe fermé du groupe de 
Lie G laissant invariant un point o G F. 

(c2) dim F = dim B = n. 
(c3) L'espace fibre E (B, F, G, H) admet une section deux fois 

différentiable que nous identifions à B. 

Soit H7 le sous-espace de H formé par l'ensemble des iso-
morphismes de F sur Fx appliquant o sur x, où x G B (consi­
déré comme section). IF est un espace fibre IF(B, G', G'Y, FF) ; 
c'est l'espace fibre principal associé à une structure fibrée 
E (B, F, G', H') , subordonnée à E (B, F, G, H) . La donnée d'une 
structure fibrée E (B, F, G', W) entraîne inversement celle d 'une 
structure E (B, F, G, H) telle que H 'CH; celle-ci vérifie (c3), la 
section à laquelle sera identifié B étant définie par l'applica­
tion x—> /Y(o), h' G Hx'. 

L'espace F^ sera dit tangent à B en x lorsque les vecteurs 
tangents à B en a? peuvent être identifiés aux vecteurs tangents 
à Fx en x, dans le sens précis suivant : Soit T(B) l'espace des 
vecteurs tangents à B; c'est un espace fibre T(B, R \ L„, Hx), 
où Ln est le groupe linéaire homogène de l'espace numérique 
Rn. Soit T'(B) l'espace des vecteurs tangents à Fx en x G B. C'est 
l'espace fibre associé à E (B, F, G', IF) , quotient de H ' X V 
par la relation d'équivalence associée à l'application ( Y , o - j -
dy) —> hr (o -f- dy), où /Y G H' et o - j - dy G Rnn, désignant par 
B0n l'espace tangent à F en o, que nous identifions d'ail­
leurs à Rn. Tr(B) est aussi l'espace fibre associé à E (B, F, G', 1F) 
par l 'homomorphisme o de G' sur L,/, groupe linéaire d'iso-
tropie de l'espace homogène F au point o, où 9 fait corres­
pondre à s' G G' la transformation linéaire o -f - dy—> sr (o - j - dy) . 
Donc T;(B) a une structure fibrée de symbole Tr(B, Rn, L,/, H / ) . 
Lorsqu'on peut identifier T(B) à T;(B) par un isomorphisme 
se projetant sur la transformation identique de B, par rapport 
à cette identification l'espace F^ sera dit tangent à B en a* et 
l'espace fibre E (B, F, G', IF) sera dit soudé à B. Pour que cette 
soudure soit possible, il faut que l'espace fibre T(B, Rn, Ln, HT) 
admette une structure subordonnée à groupe structural L,/. On 
est ainsi conduit à un problème de classes caractéristiques. 
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La connexion infinitésimale définie dans H par l'applica­
tion w vérifiant les conditions (c') sera déjà déterminée, en 
vertu de ces conditions, par la restriction de w à l'espace T(Hr) 
des vecteurs tangents à H'. 

DÉFINITION. — Une connexion de Cartan de type F sur B 
est définie par la donnée d'un espace fibre E(B, F, Gf, FF) satis­
faisant aux conditions (cx) et (c2) et d'une application diffè­
re ntiable o> de T(FF) clans Te(G), cette application vérifiant les 
conditions suivantes, où h/ -f- dh' G ï (FF) et s' -f- ds' G T(GO : 

1. La restriction de w aux vecteurs h'-f- dh' d'origine h' 
fixe est linéaire. 

2. w (h' (s' + dsO ) = s'~] (s' - f ds'). 

3. «( (h' + dh') s') = s'-'w(h' + dh') s'. 

4. w(h' + dh') = 0 entraîne dh' = 0. 

En tenant compte de la condition dim F = dim B, les con­
ditions 1 et 2 signifient que w est une représentation de l'es­
pace fibre T(FF) dans Te(G). Cette représentation définit un 
isomorphisme de T(FF) sur I F X ^ c ( G ) , donc un parallélisme 
dans la variété FF. 

PROPOSITION. — Une connexion de Cartan sur B détermine 
un isomorphisme de T(B) sur TOB), c'est-à-dire une soudure 
de E(B,F , G', H') à B. 

B est supposé identifié à la section définie par x—> h/(o), 
/Y G H/ . Au vecteur h1 -\- dh' tangent à FF correspond 
iù{hf -\- dh ' ) , qui se projette, par la projection canonique de 
G sur F, sur un vecteur o- \ -dy tangent à F. D ' autre part. 
h! -f- dh! se projette sur un vecteur x - \ -dx tangent à B. L'ap­
plication x - \ ~ d x — > h ' ( o - \ - d y ) , qui ne change pas en rem­
plaçant h' - j - dh1 par (/Y -f- dh!) s -[- h (s -|- ds), est Fisomor-
phisme cherché. 

PROPOSITION. — Etant donné un espace fibre E(B, F, G', FF) 
soudé à B, il existe une connexion de Cartan sur B correspon­
dant à E(B, F, G', H7). ' 

La connexion de Cartan n'est qu 'une connexion infinité­
simale d 'un type particulier dans l'espace fibre E(B, F, G, H), 

où FFc H. Elle sera encore déterminée par un champ C asso­
ciant à chaque x G A un zi-élément X.„ de HH"1. L'ensemble 
des éléments Xn admissibles est plus restreint que dans la 
démonstration du paragraphe précédent. Mais en tenant compte 
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de la soudure de E ( B , F, G', FF) à B, Fensemble des éléments XN 
admissibles au point x correspond d 'une façon biunivoque à 
Fensemble des automorphismes linéaires de l'espace vectoriel 
Rn+'" qui laissent invariants chaque point d 'un sous-espace 
vectoriel Rr' ainsi que chaque classe de Rn+r' modulo Rr', le 
nombre rf étant la dimension de G'. Cet ensemble est encore 
un espace homéomorphe à un espace numérique, d'où l'exis­
tence d'une connexion de Cartan. 

Remarque. — Une connexion de Cartan correspond à un 
parallélisme global d 'un type particulier dans FF. Ainsi le trans­
port par parallélisme de Levi-Cività sur un espace de Bie-
mann B correspond à un parallélisme dans l'espace des repères 
formés par les suites de n vecteurs orthonormés. Un espace 
fibre principal n'est pas toujours une variété parallélisable; 
mais lorsque c'est l'espace des repères H' d 'un espace fibre 
soudé à B, il est toujours parallélisable d'après la proposition 
précédente. 

L'espace homogène F = G / G ' admet une connexion de 
Cartan naturelle. F X F est un espace fibre à groupe struc­
tural G, les fibres étant les ensembles F. Soit B la dia­
gonale de F X F ê  considérons-la comme espace de base 
de F X F . Chaque fibre admet alors une identification 
naturelle à B par l'application ( x , y ) — > ( y , y ) . H est l'en­
semble des isomorphismes (o, y) —>• (x, sy) de F0 sur les fibres. 
IF est Fensemble des isomorphismes (o, y)—>- (s(o) ,sy) . W 
peut être identifié canoniquement à G, en faisant correspondre 
cet isomorphisme à s € G. Dans F X F , espace des couples 
(x. y) , on a la connexion intégrable naturelle déterminée par 
le champ de 7i-éléments défini par dx = 0. Cette connexion est 
aussi déterminée par la fonction w telle que w(s- | -ds) = 
s'1 (s - j - ds), G étant supposé identifié à FF, s -f- ds G T ( G ) . 

Dans la définition d'une connexion de Cartan sur B on 
peut remplacer la condition dim F == dim B par la condition 
dim F> dim B; on obtient alors une structure de Cartan au 
sens large. L'espace fibre E(B ,F, G', H7) relatif à une telle 
structure est dans ce cas soudé à B par un isomorphisme de 
T(B) sur un sous-espace de T'(B) qui permet d'identifier l'es­
pace tangent à B en x à un sous-espace de l'espace tangent à 
Fx en x. Les deux propositions du présent paragraphe seront 
encore valables, mais w ne définit plus un isomorphisme de 
T(H') sur H ' XTe (G) . 

La notion cl'isomorphisme concernant deux espaces fibres 
munis de connexions infinitésimales résulte immédiatement 
des définitions posées. Considérons deux variétés B et Bx munies 
de connexions de Cartan, les espaces fibres soudés à B et B{ étant 
E ( B , F, G', H') et IVBT, F, G ' , H / ) . Les isomorphismes de la 
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première structure sur la seconde correspondent aux honiéo-
morphismes <p deux fois différent iables de fF sur H/ vérifiant 
l'équation 

wr/i' + (7/îr) = w(^(/i, + f//i/i) 

où <o et w définissent les deux connexions. 

6. DIFFÉRENT!VJJON INTRINSÈQUE 
PAR RAPPORT À UNE CONNEXION INFINITÉSIMALE 

ET DÉVELOPPEMENT D'UN ESPACE À CONNEXION DE CARTAN 

Dans l'espace fibre deux fois différentiable E(B, F ) , consi­
dérons une connexion infinitésimale définie par un champ 
transversal G. Soit a une application différentiable régulière 
d 'un intervalle I de la droite numérique dans B et soit 6 un 
relèvement différentiable de a dans E. 1/application a définit 
un chemin régulier dans B ou le mouvement d 'un point 
x ~- ait) ; de même b définit un chemin régulier dans E ou le 
mouvement d'un point z = b ( t ) . L'ensemble des courbes inté­
grales de G qui se projettent sur a détermine un isomorphisme 
cpf de la fibre F,.o sur la fibre F0 où xl} = a(tt)). La fonction 
t —>- zf sera le mouvement d'entraînement de la fibre Fr à par­
tir de sa position FXo et correspondant au chemin a. Soit 
z = b(t) le point de FXo qui est appliqué par cpt sur 
z = b( t ) . Le point 2 décrit un chemin b, appelé développement 
de b dans la fibre Fx& ; on a z0 = b(t{)) = b(tQ).' Appelons vitesse 
intrinsèque du point z à l'inslanI /„ la vitesse de z à 1 instant /,,. 

dz 
La vitesse de z = b(t) à l'instant / est la vitesse dans F, ou dt 
la vitesse extrinsèque de z. La vitesse du point z = zt(z{}) est 
la vitesse d'entraînement du point z à l'instant f0. Posons 
z0 + Tiz = b (f0 - f dt) ; la fonction. 

t0 + dt —>• F>z = bi t , + aT) — 6 (*0) 
s'appellera différentielle intrinsèque de la fonction 6; la vitesse 
intrinsèque de z à l'instant / se notera . L'espace tangent 
à E en 20 est la somme directe de l'espace tangent à 140 en ẑ  
et du sous-espace définissant l'élément du champ G en z0. Les 
composantes suivant ces deux sous-espaces de la vitesse extrin­
sèque à l'instant f0 sont la vitesse intrinsèque et la vitesse d'en­
traînement. Pour un vecteur quelconque d'origine z{) ces 
composantes peuvent s'appeler composante intrinsèque et com­
posante d'entraînement. Etant donné une application différen­
tiable / dans E d'une variété différentiable quelconque, en com­
posant la différentielle df avec la projection de chaque vecteur 
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de E sur sa composante intrinsèque, on obtient la différentielle 
intrinsèque D/. 

Considérons une connexion infinitésimale dans l'espace 
fibre E(B, F, G, H), déterminée par un champ C dans H ou 
par une fonction w. Soit b un chemin régulier dans H et posons 
h = b ( t ) . Soit a sa projection dans B et posons x = a ( t ) . Un 

relèvement quelconque de a est un chemin décrit par h = hs~l, 

où s £ G est une fonction de t. On a h = hs et par suite : 

Pour que h décrive une courbe intégrale de C, il faut et il suffit 
que s décrive un chemin bf de G qui soit solution de l'équation 

(D 
c'est-à-dire l'application t—> (b( t ) , b ' ( t )) est une courbe inté­
grale de (1) dans H X G. Soit s = <y(t) la solution de (1) telle 
que <j(f0) = c. La solution bf la plus générale est alors donnée 
par 8 = ${)<J ( t ) . La courbe intégrale la plus générale se proje­
tant sur a est décrite par le point 

Le mouvement d'entraînement est défini par l ' isomorphisme cpt 
qui applique hQs0~x sur /?<7_1 (£) s0-1, donc en particulier hQ<j(t) 
sur h. Par suite le développement b de b dans la fibre h0G est 
le chemin décrit par le point h0<r(t). La composante intrinsèque 
du vecteur h -f- dh est luo (h -f- dh) , c'est-à-dire on a : h -f- Dh = 
h(*)(h-f-dh). Le chemin hf défini par s = s0<r (t) est appelé un 
développement de b dans G. 

Considérons maintenant la connexion associée dans 
E(B, F, G, H) . L'application (h, y) —> hy de H X F sur E per­
met de définir un point quelconque z de E par z = h y, h G H, 
y G F. Nous dirons que y est le point coordonnée de z par rap­
port au repère h. Si y = \ ( t ) décrit le chemin 1 dans F et h le 
chemin b dans H, le point z = h y décrit un chemin l dans E 
et \ est appelé le chemin relatif au repère mobile h décrit par z. 
L'élément du champ C en hy est l 'image de l'élément du champ 
C en h par l'application h —> hy. La composante intrinsèque de 
(h - j - cl h) y est (h -f- Dh) y ou hto (h -\- dh)y. Comme z-{- dz = 
(h - j - dh) y -|- h (y -\- dy), la composante intrinsèque de z-\- dz 
est 

Par rapport au repère mobile h ce vecteur est défini par le 
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vecteur w (Ji - j - dh) y 4- dy, tangent à F en y. La fonction 
/ -f- dt —> Dy, oii y -f- Dy = w (li - j - dh) y ~\~ dy, est appelée la 
différentielle covariante de y = À(£) relativement au repère 
mobile h = h ( t) . 

Dans tout espace fibre associé à E(B, F, G, H) on a de la 
même façon une differentiation intrinsèque et une differen­
tiation covariante. Un espace fibre associé par un homomor­
phisme de G sur un groupe linéaire de R est un espace de ten­
seurs sur B. La differentiation intrinsèque ou covariante 
s'exprime alors à l'aide de coordonnées cartésiennes; en parti­
culier, on obtient ainsi la differentiation covariante classique 
dans les espaces à connexion affine. 

Dans le cas d'un espace à connexion de Cart an, le déve­
loppement peut s'appliquer en particulier à une courbe de la 
variété de base B, qui est identifiée à une section de l'espace 
fibre E(B, F, G, H) soudé à B. La connexion de Cartan définie 
par une représentation to de T(LF) dans Te(G) correspond à 
une connexion infinitésimale dans l'espace fibre E (B, F, G, HO, 
où H'cH. En remarquant que H = rFG, on obtient le prolon­
gement de to à T(H) . Posons h = h's'1 ou hf = hs, h' G IF, 
s G G, b! + dh' G T (LE), h + dh G T (H). On trouve ainsi comme 
plus haut : 

Le champ G définissant la connexion dans H est défini par 
w (h•-\- dh) = 0, équation équivalente à 

(1') 
Cette équation définit un champ dans H' X G et C est l 'image 
de ce champ par l'application .(/*/, s) —> h's'1. Etant donné un 
chemin b dans H', posons h' — b( t ) . Soit s = f(£) la solution 
de (V) telle que G(t0) = c, h' étant remplacé par b ( t ) . Le déve­
loppement de b dans la fibre h(/G est le chemin b décrit par 

L'application canonique 6 de H sur E, définie par 
h—>l i (o ) , fait correspondre à IF la section de E(B, F, G, II) 
qu'on a identifiée à B. La restriction de fj> à IF s'identifie à la 
projection canonique de IF sur B. Au champ C correspond par 
à le champ C dans E. Le chemin b dans IF se projette par ^ 
sur le chemin a dans B. Le chemin b se projette sur le chemin 
a dans la fibre FXa. Ce chemin a est le développement de a 
dans cette f ibre: a(t) = h0f<y(i) (o). Soit encore b' un déve­
loppement de b dans G, défini par s = s0<y (f). La projection 
canon i (pie de b' dans F est le chemin af défini par x = s0<7 (t) (o). 
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Ce chemin a' est un développement de a dans F. Le dévelop­
pement a dans Fx<> se déduit de a' par Fisomorphisme /i</s0~\ 
c'est-à-dire : a = hf/s^a' . 

L'isomorphisme de Ï ( B ) sur T'(B) qui réalise la soudure 
de E(B, F, G', H') à B est simplement défini par x - \ -dx—> 
x-\-T>x, où i - ) -da:GT(B) et où #-F-DAR est la composante 
intrinsèque de x- \ -dx . Soit x -F- dx = (hr -F- dhf) (o), où 
/i'-f-eWi'eT(H')-. Alors on a : x + Dx = h,t3>(h'-\-dhf) (o). 

Si la fonction hf-\-dhf—> to(h' -\- dhf) est plusieurs fois 
différentiable, le développement dans Fx des chemins de B 
d'origine x fait correspondre canoniquement À un élément de 
contact de dimension quelconque et d'ordre supérieur Un élé­
ment analogue dans Fx. La connexion de Cartan détermine 
alors un isomorphisme canonique de Vespace des éléments de 
contact d'ordre supérieur de B en x sur Vespace des éléments 
analogues de Fx. Les espaces Fx peuvent être dits tangents 
cVordre supérieur à B en x. 

Si Fespace fibre H' est k fois différentiable, une connexion 
de Cartan sur B peut être approchée par une connexion de 
Cartan k — 1 fois différentiable. L'existence d 'une telle con­
nexion est donc simplement équivalente À l'existence d 'un iso­
morphisme de T(B) sur F(B) se projetant sur l'application 
identique de B. 

Les invariants différentiels de Fespace À connexion de Car­
tan B sont les invariants différentiels des éléments de contact 
développés dans l'espace homogène FT. Comme Fr est iso­
morphe À F, chaque élément de contact d'ordre supérieur de B 
correspond À Hin élément de contact développé dans F et déter­
miné À un automorphisme près de F, 

Dans le cas d 'un espace À connexion de Cartan, la notion 
de développement peut encore se préciser de la manière sui­
vante : 

Soit F (B, F, G, H) un espace fibre muni d'une connexion 
infinitésimale C et soit / une application différentiable régu­
lière d'une variété Y dans B. Appelons /*(B) Fespace représen­
tatif de / dans V ) ( B . L'espace fibre /* (F), dont la base peut 
être identifiée À /*(B) ou À Y, est muni d 'une connexion /*(C) , 
image réciproque de la connexion G. Si C définit sur B une 
connexion de Cartan, /*(C) définit sur /*(B) ou sur Y une 
connexion de Cartan au sens large. 

Supposons de nouveau que la connexion de Cartan C sur 
B soit définie par la forme différentielle vectorielle co sur FF. 
Soit / une application de Y dans IF se projetant sur /. 
Soit /1 une application de Y dans G telle que (/, / 0 définisse 
une variété intégrale de (1/) dans Fespace H ' ^ G . L'appli­
cation fl admet une projection f\, application de Y dans 
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F = G/G'. On dira que f\ est le développement de /. Les espaces 
fibres /*(H;) et / i*(G), qui sont des espaces fibres principaux 
de base /*(B) et /i*(F) et de fibres isomorphes à G', se corres­
pondent par Fisomorphisme (v,f(v)sf)—> (v, / i (v)s') , v G V. 
Cet isomorphisme se projette sur l'application (v,f(v))—>-
(v,f l (v)) de /*(B) sur /]*(F), ou sur l'application identique 
de V. Il correspond à la variété intégrale de (F ) , définie par 
les applications (v,f(v)sr)—>f(v)sf et • (v, f(v) s') - >J1(v)s/, 
qui plongent /*(FF) dans FF)*(G. Cette variété intégrale peut 
être appelée variété intégrale saturée déduite de la variété inté­
grale donnée. L'isomorphisme de /*(IF) sur /i*(G) établit un 
isomorphisme pour les deux connexions de Cartan définies sur 
/*(B) et /i*(Fj comme images réciproques des connexions de 
Cartan sur B et F. Plus généralement, sans supposer que / soit 
projection d'une application /, nous pouvons donner la défi­
nition suivante : 

Une application îr de Y dans F est appelée développement 
de Vapplication f de Y dans B lorsqu'il existe un isomorphisme 
de f*(B) sur fj*(F), munis des connexions de Cartan images 
réciproques de C par f et fi, cet isomorphisme appliquant 
(v, f(v)) sur (v, f i (v)) . Un tel isomorphisme sera défini par 
un isomorphisme de f*(H') sur fi*(G) correspondant à une 
solution de ( F ) . 

T. CAS D'UNE CONNEXION DE CARTAN INTEGRABLE 

Le champ C ou l'équation (F) sont alors complètement 
integrables. L'espace B est localement développable sur F ; 
c'est un espace localement homogène de Lie, localement iso­
morphe à F [4]. 

Si le groupe d'holonomie est réduit à l'identité, les variétés 
intégrales du champ complètement integrable C dans E défi­
nissent une projection de la section B de E sur une fibre F ^ . 
Cette projection, qui définit le développement de B dans F ^ , 
est un homéomorphisme local étalant B sur F^ , c'est-à-dire 
une application de B dans FXo dont la restriction à un voisi­
nage suffisamment petit de chaque point de B est un homéo­
morphisme. Dans le cas général, en remplaçant B par un revê­
tement convenable B' (voir § 3) , on obtient de la même façon 
le développement de B' dans F, défini par un homéomorphisme 
local étalant B' sur F. 

Rappelons que la condition d'intégrabilité de la connexion 
de Cartan peut s 'exprimer de la façon suivante : Prenons une 
base dans l'espace vectoriel tangent à G en e. Soient 
(¿¡(h' -f- dhf), où i = l , . . . , r , les coordonnées de w(h'-f-dh') 
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par rapport à cette base. Si a ,u - j - ds) désignent les coordonnées 
de s"1 (s -f- ds), on a : 

Nous pouvons poser : 

où les Q, s'appellent les formes de courbure de la connexion. 
L'équation {V) est alors équivalente au système de Pfaff 

a") 
Pour que celui-ci soit complètement intégrable, il faut et 

il suffit que les formes de courbure Q, soient nulles. 

Remarque. — La recherche du groupe d'holonomie d'une 
connexion non intégrable revient à la recherche de certaines 
solutions du système de Pfaff qu'on obtient en écrivant que 
u ( h - \ - dh) , où h G H, appartient à une sous-algèbre de l'al­
gèbre de Lie de G. 

8. ESPACES À CONNEXION DE CARTAN COMPLETS 

Soit B un espace muni d'une connexion de Cartan corres­
pondant à l'espace homogène F = G/Gf. Tout chemin de B 
admet un développement sur F, à cause de l'homogénéité de F. 
L'espace B sera dit complet si inversement tout chemin de F 
admet un développement sur B, correspondant à un choix arbi­
traire du repère initial h0r (c'est-à-dire si tout chemin dans G 
admet un développement sur FF d'origine h00 • 

Pour certains types de connexions de Cartan (par exemple 
pour les connexions euclidiennes ou affines), cette condition 
est équivalente à des conditions en apparence plus simples. 

Remarquons que la condition est toujours vérifiée si B a 
un revêtement universel compact. 

PROPOSITION. — .Si Vespace B est complet, à connexion de 
/ \ 

Cartan intégrable, son revêtement universel B est isomorphe 
au revêtement universel de F [ 4 ] . 

Cette proposition, qui résulte de l'existence du dévelop-
/ \ 

pement de B sur F, admet la généralisation suivante : 
PROPOSITION. — Soient B et B deux espaces à connexion de 

Cartan analytiques. Si B et B sont complets et simplement con­
nexes, tout isomorphisme d'un voisinage de x G B sur un voi-
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sinage de x G B admet un prolongement définissant un isomor-
phismc global de B sur B [5, 6 ] . 

9. LE PROBLÈME D EXISTENCE D'UNE CONNEXION DE CARTAN 
DE TYPE DONNÉ SUR UNE VARIÉTÉ DONNEE B 

Reprenant les notations du § 5, soit F l'espace homogène 
de Lie G/G' et soit dim F = dim B = n. Pour qu'il existe sur B 
une connexion de Cartan de type F, il faut et il suffit qu'i l 
existe un espace fibre E(B, F, G', H') soudé à B. Etant donné 
un tel espace fibre, l'espace fibre T'(B), associé à E(B, F, G', FF) 
par l 'homomorphisme cp de G' sur Lr/, admet un isomorphisme 
a sur T(B) se projetant sur la transformation identique de B. La 
structure fibrée tangente à B, de symbole F (B, Rn, Ln, PL) admet 
donc une structure subordonnée de symbole T (B, Rn, Ln',H2), 
où FF, CHX. A 1 'homomorphisme cp est associé par a un homo-
morphisme cp de H' sur Fï2, ces espaces étant supposés munis 
de leurs structures d'espaces fibres principaux à groupe struc­
tural G' et L'n respectivement; c'est-à-dire on a : cp(hV) = 
o (h')(ï (sr), où h1 G IF et sf G G'. IF sera appelé une extension de 
IL associé à l 'homomorphisme cp. L'isomorphisme a, c'est-
à-dire la soudure de E(B, F, G', HO à B, est déterminé par cp. 
La détermination de H' et par suite de l'espace fibre E(B, F, 
G', H;) soudé à B se fait donc en deux étapes : 

Problème 1. — Détermination de H2, c'est-à-dire d 'une 
structure subordonnée à F (B, Rn, Ln, IL) à groupe structural L„0 

Problème 2. — Détermination d'une extension IF de FI2 
associée à cp. 

On sait que le problème 1 revient à la détermination d'une 
section de H1/Ln/, considéré comme espace fibre de base B et 
de fibre Ln/L,/. Il conduit en général à des obstacles, si les 
groupes d'homotopie de Ln/L7/ ne sont pas nuls pour les dimen­
sions inférieures à n. Il peut admettre plusieurs solutions non 
équivalentes. 

Le problème 2 conduit également à des obstacles dans le 
cas général. Etant donné IL et cp, la détermination de l'exten­
sion IF peut se faire par récurrence sur les squelettes de dimen­
sions successives croissantes d'une subdivision simpliciale de 
B; mais on rencontre un premier obstacle pour la plus petite 
dimension r telle que le groupe d'homotopie de dimension 
r — 1 du noyau N de cp soit différent de 0. Par exemple, l'ex­
tension H7 existe et est unique, à un isomorphisme près, lorsque 
N est homéomorphe à un espace numérique. 

De même on peut trouver une extension H7 lorsque G' est 
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une extension inessentielle du noyau N par L,/, c'est-à-dire 
lorsque G' admet un sous-groupe G7' qui soit un relèvement 
de L / dans .G'. Il existe alors un isomorphisme fb de L,/ 
sur G" tel que oI soit l'application identique de L , . A l'espace 
T( B, IV ,L,/, IL) est associé par Y un espace fibre E (B, F, G", 
H / ) , où HV est isomorphe à PL. La structure E(B, F, G", H20 
est subordonnée à une structure bien déterminée de symbole 
E (B, F, G', IF). FF est une extension de IL associée à 9 et l'es­
pace fibre E ( B, F, G', H/) est soudé canoniquenient à B. Remar­
quons que IF est isomorphe à l'espace quotient de IL )x( G7 par 
la relation d'équivalence 

(lu. s ' ) ~ ( h 2 l , 0(1'")s') , où lu G Ho, .s' G G\ A E Ln. 
Cependant IL pourrait admettre aussi des extensions associées 
à 9 qui ne s'obtiennent pas par le procédé indiqué. 

10. QUELQUES EXEMPLES 

a) La fibrati on classique de la sphère S2;i_T en cercles déter­
mine sur So,,..! une structure d'espace fibre principal dont le 
groupe structural est le groupe des rotations 02 du cercle S,. 
Si 9 est 1 'homomorphisme canonique sur 02 d 'un groupe revê­
tement de 02, S2/)_.T n'admet aucune extension associée à 9, car 
une telle extension serait un revêtement de S2»_i. 

Cependant je ne connais aucun exemple où le problème 2 
n'admet pas de solution, en supposant que 9 soit Fhomomor-
phisme naturel du groupe d'isotropie Gf d 'un espace homo­
gène de Lie sur son groupe linéaire d'isotropie en un point 
donné. 

b) F est l'espace IV, G est le groupe affine. Une connexion 
de type F est appelée connexion affine sur B. L'espace fibre 
E(B, F, G', H') soudé à B n'est autre que T(B, Rn,Ln, H) et il 
existe toujours des connexions affines sur B. Si F est toujours 
Rn, mais si G est le groupe des déplacements euclidiens, L,/ est 
le groupe orthogonal On. Une connexion de type F est alors 
appelée une connexion euclidienne. Dans ce cas le problème 1 
a toujours une solution, déterminée à un isomorphisme près. 
L'espace fibre T(B, Rn, L,/, H2) est l'espace E(B, F, G',IF) cher­
ché. Il existe donc toujours des connexions euclidiennes sur B. 
D'ailleurs à toute métrique riemannienne sur B on peut asso­
cier une connexion euclidienne canonique. 

c) Soit F l'espace projectif réel Pw et soit G le groupe pro-
jectif de PM. Une connexion de type F sur B est appelée une 
connexion project ive. L,/ se réduit à LH. Le noyau N de l 'ho-
momorphisme de Gf sur Ln est homéomorphe à l'espace des 
hyperplans de Pw ne passant pas par l'origine o, c'est-à-dire à 
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Rn. Si nous identifions Rn au complémentaire d 'un hyperplan 
dans Pn, les transformations linéaires de Rn se prolongent à Pn, 
ce qui permet d'identifier Ln à un sous-groupe de G. Il existe 
donc un espace fibre E(B, F, G', H') soudé à B; il est déterminé 
à un isomorphisme près. Il admet d'ailleurs une structure 
subordonnée E(B, Pn, Ln, H / ) , caractérisée par le choix continu 
dans chaque fibre, c'est-à-dire dans chaque espace projectif 
tangent à B, d 'un hyperplan ne contenant pas le point de 
contact. On peut dire que E se déduit de T(B) en complétant 
chaque espace linéaire tangent par son hyperplan à l'infini. 
Sur toute variété B il existe donc des connexions projectives; 
elles appartiennent à une même classe d'homotopie. 

d) Soit F la sphère Sn ou l'espace Rn complété par un 
point à l'infini et soit G le groupe conforme de Sn, c'est-à-dire 
le groupe qui transforme entre elles les sphères de dimension 
n — 1. Une connexion de type F sur B est appelée une con­
nexion conforme. Le groupe linéaire d'isotropie L,/ en o est 
le groupe Sn des similitudes laissant fixe le point o. Le pro­
blème 1 admet une solution déterminée à un isomorphisme près. 
Ceci résulte de l'existence d'une solution du problème 1, déter­
minée à un isomorphisme près, lorsque Ln' est le groupe ortho­
gonal On, en remarquant de plus que On est sous-groupe du 
groupeSn et que ©„ / ( \ est homéomorphe à la droite numérique. 
Le groupe ©» peut être identifié au sous-groupe de G' qui laisse 
fixe le point à l'infini. Le noyau de cp, dont les éléments corres­
pondent d 'une façon biunivoque à l'espace G'/ ©„, c'est-à-dire 
au complémentaire de o dans Sn, est homéomorphe à Rn. Il 
existe donc à un isomorphisme près un espace fibre E(B, Sft, 
G', HO soudé à B. On peut dire que E se déduit de T(B) en 
complétant par un point à l'infini chaque espace linéaire tan­
gent à B. Sur toute variété B il existe ainsi des connexions 
conformes; elles appartiennent à une même classe d'homo­
topie. 

c) Si F est l'espace numérique complexe Gn et G le groupe 
affine complexe, Gf est le groupe linéaire homogène complexe 
L'2n de C\ Le problème 1 est alors le problème de la détermi­
nation d'une structure presque complexe [9] sur la variété dif-
férentiable B de dimension 2 n . Ce problème n'admet pas tou­
jours de solution. Mais à toute structure presque complexe 
correspondent des connexions affines complexes sur B. 

Si F est l'espace projectif complexe P„(C) et G le groupe 
projectif complexe, le problème 1 revient encore à la détermi­
nation d'une structure presque complexe sur B. A une telle 
structure correspond alors une solution du problème 2, déter-

203 



54 CHARLES EHRESMANN 
minée à un isomorphisme près, c'est-à-dire un espace fibre 
soudé à B ayant pour fibres des espaces projectifs com{)lexes. 

11. REMARQUE SUR LES CONNEXIONS D'ÉLÉMENTS DE CONTACT 

Les connexions (Véléments de contact, considérées par 
M. E. Cartan et d'autres auteurs, rentrent dans le schéma 
exposé ici. Soit IV la variété des éléments de contact de dimen­
sion p de B; c'est un espace fibre de base B. De même, soit F' 
la variété des éléments de contact de dimension p de l'espace 
homogène F = G/G7. Supposons que G opère transitivement 
dans F', qui sera isomorphe à G/G", G" étant un sous-groupe 
de G'. Alors une connexion d'éléments de contact de type F 
sur B est par définition une connexion de Cartan ordinaire de 
type F' sur IV. On introduit en général la condition supplé­
mentaire suivante : Soit E(Br, F', G", FF) l'espace fibre soudé 
à B'. Si hf- \-dh ' est un vecteur tangent à IF et se projetant sur 
un point de B, le vecteur to(h'•-}- dh ' ) , qui en général devrait 
être tangent à G, est même tangent à G7. Par suite un chemin 
de B' qui se projette sur un point de B se développe sur un 
chemin de F' qui se projette sur un point de F. 

On pourrait de même considérer des connexions d'élé­
ments du second ordre de type F, en supposant que G opère 
encore transitivement dans l'espace des éléments de contact 
du second ordre de F. 
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Remarque sur les notations. — Un vecteur tangent en x à une variété 
différentiable E est noté x -f- dx; le symbole dx désigne un vecteur 
libre de l'espace affine tangent en x. Si / est une application diffé­
rentiable de E dans Ef, le prolongement de f aux vecteurs tangents 
est encore désigné par /. Soit (x -f- dx, y -f- dy) un vecteur tangent 
à la variété produit E X F et soit / une application différentiable de 
E X F- On a : 

En particulier si f(x, y) se note xy, on a : 
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/32/ 

LES PROLONGEMENTS D'UNE VARIÉTÉ 
DIFFÉRENTIABLE 

PAR CHAELES EHEESMANN 

Cet exposé est une introduction à la Géométrie différentielle, 
adaptée à l'étude des problèmes de nature locale ou globale. L'élé­
ment fondamental de la Géométrie différentielle est le jet infinitési­
mal d'ordre r. On en déduit la définition des prolongements d'une 
variété différentiable, c'est-à-dire des espaces (Vêlements infinitésimaux 
quelconques associés à une variété différentiable. Cette notion de 
prolongement conduit à une théorie générale des structures infinitési­
males, théorie intimement liée à celle des pseudogroupes de Lie. 

1. - Notions préliminaires. 

Etant donnée une application / d'un ensemble XI sur un en­
semble f ( U ) j appelons TJ la source et/(Z7) le but de / . Un pseudo-
groupe de transformations défini dans un ensemble E est un ensemble 
de transformations r vérifiant les axiomes suivants : 

1. — Tout / £ r est une application biunivoque dont la source 
et le but sont des parties de E . L'ensemble 3> des sources et des 
buts des éléments de JT est l'ensemble des ensembles ouverts d'une 
topologie S sur E . 

2. — Soit U = U Ui et Uit &. Pour qu'une application biuni-
i 

voque / de source U sur une partie f(U) de i? appartienne à F, il 
faut et il suffit que la restriction de / à pour chaque indice i , 
appartienne à J \ 

3. — Pour tout U € $ , l'application identique de U appartient 
à r . Si / € J T , l'application inverse /—1 appartient à f . Si / E f et 
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2 CHARLES EHRESMANN - Les prolongements d'une variété ecc. 

f ET et si de plus l'application composée / ' / est définie, on a 
f ' f t r . 

D'après 3°, F est un groupoïde pour la loi de composition 
( / , / ' ) à condition de considérer que f est défini seulement 
dans le cas où le but de / est identique à la source de / ' . 

En supposant E muni de la topologie S , appelons carte locale 
de E sur-un ensemble E* une application biunivoque/dont la source 
appartient à 0 et dont le but est une partie de E ' . Au couple de 
deux cartes locales fi et /2 de E sur Ef est associée l'application 
(p2i telle que / j (a?) ==/g (#') soit équivalent à xf = (p2i (x)\ appelons 
<p%i le changement de cartes locales associé à (fx ,/2) • La source et 
le but de y2i sont les images réciproques par fi et par f2 de l'in­
tersection des buts de fi et de f2 . Appelons atlas de 2? sur E' un 
ensemble .A de cartes locales f de J57 sur Er dont les buts recou­
vrent Ef. Si les changements de cartes locales, associés à tous les 
couples d'éléments (fi,fj) d'éléments de A , appartiennent à JH, nous 
dirons que A est un atlas compatible avec F . Si de plus tout atlas 
de E sur E' compatible avec F et contenant A est identique à A , 
nous dirons que A est un atlas complet compatible avec F . On mon­
tre que tout atlas A compatible avec F est contenu dans un atlas com­
plet A unique compatible avec r , 

Nous dirons qu'un atlas complet A de E sur E ' , compatible 
avec r , définit sur E' une structure associée à r . Un atlas incom­
plet compatible avec JT détermine déjà une structure associée à F 
unique. La classe des structures associées à jT est une espèce de 
structures locales, notion que l'on peut définir d'une façon générale. 
Les buts des éléments de A forment un ensemble &'0 de parties de 
E' engendrant une topologie S'; l'ensemble 0' des ouverts de W 
est l'ensemble des réunions quelconques d'éléments de &0. Soit S la 
structure définie par A . Etant donné U' £ l'ensemble des éléments 
de A dont le but est contenu dans U' définit sur U' une structure 
associée à F , dite structure induite par S . Appelons sous-espace di­
stingué de E' tout ensemble U' £ <P' muni de la structure induite 
sur V par S. Appelons automorphisme local de E' tout isomorphis-
me d'un sous-espace distingué de E' sur un sous-espace distingué 
de Ef. L'ensemble F ' des automorphismes locaux de Er est un pseu­
dogroupe de transformations. Toute structure associée à F \ donuée 
sur E", détermine aussi une structure associée à JT. 

Si r i est un sous-pseudogroupe de F , toute structure associée 
à Fi détermine une structure associée à r , la première est dite su­
bordonnée à la deuxième. Si At et A sont les atlas complets corre-
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spondants, on a At c A . On est conduit ainsi d'une part au problè­
me d'existence de structures subordonnées à une structure donnée, 
d'autre part au problème d'équivalence de deux structures S1 et S[ su­
bordonnées à Sf un isomorphisme d'équivalence de Sx sur S[ étant un 
automorphisme de S réalisant un isomorphisme de Sx sur S[. 

Appelons automorphisme local d'ordre r de l'espace numérique 
Bn tout homéomorphisme r fois continûment différentiable d'un 
ouvert de R" sur un ouvert de Rn, partout de rang n . Soit le 
pseudogroupe formé par ces automorphismes. Une structure de variété 
r fois différentiable, ou de r-varieté, est définie par un atlas complet 
(ou incomplet) A de RQ sur un ensemble Yn , compatible avec le pseu­
dogroupe Axn . Généralement on supposera de plus que la topologie 
déterminée par A sur Vn est séparée (axiome de HÀTJSDORFF). Cette 
définition, ainsi que les suivantes, s'applique aussi aux variétés in­
définiment différentiables (F = A™), aux variétés analytiques réelleê 
(F = c A™ , ensemble des automorphismes locaux analytiques 
réels de Rn), aux variétés algébriques réelles abstraites ( F = An c An , 
ensemble des automorphismes locaux algébriques réels de Rn , partout 
de rang n), aux variétés rationnelles réelles « abstraites » ( J P = ^ £ c 
c i î , ensemble des automorphismes locaux birationnels de i£n, 
partout de rang n). En remplaçant .RM par l'espace numérique com­
plexe Cn , on définit de même les variétés analytiques complexes 
( F = An c A™n , ensemble des automorphismes locaux analytiques 
complexes de Cn, partout de rang n), les variétés algébriques com­
plexes et les variétés rationnelles complexes au sens abstrait. Pour ces 
différents types de structures on est conduit au problème d'existen­
ce et au problème d'équivalence de structures subordonnées. 

2. - Calcul des jets. 

Soient Vn et Vm deux r-variétés, / une application d'un voi­
sinage de #6 VN dans VM . Considérons deux cartes locales admissibles 
g et gi de Vn et Fm telles que x = g (u) , / (#) = #t (v), w 6 , 
i)EEm. Soit # la restriction de # à un voisinage U de w tel que 
f = z g ~ i f g soit défini. Nous dirons que / est une r-application au 
point a? lorsque l'application f àe U dans JRm admet dans un voisi­
nage du point u des dérivées partielles continues de chaque espèce 
jusqu'à l'ordre r , par rapport aux coordonnées canoniques dans Rn. 
Soit C^ (VHJ VM) l'ensemble des applications pointées (/, x) , où / est 
une r-application au point x £ VN ayant pour but une partie de Vm, 
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Deux éléments ( / , x) et ( / ' , x) de C£ ( Fw, Vm) seront dits de même 
Y-classe lorsque f(x) = / ' (x) et lorsque le couple de cartes locales 
(g, gx) associe à / et / ' deux applications / et f dont les dérivées 
partielles de même espèce d'ordre < r prennent la même valeur en 
u . Ces définitions sont indépendantes du couple de cartes locales 
choisies. 

DÉFINITION : Une Y-classe X de Cvx (Yn , Vm) sera applée jet infini­
tésimal d'ordre r ou Y jet de Vn dans Ym; le point x sera appelé la 
source de X ; l'image de X par un des éléments de X sera appelé le 
but de X . Soit Jx(Vn, Vm) l'ensemble des r-jets de Vn dans Vm 
de source x et mit Jr (Vn, Vm) la réunion U Jr (Vn, ^m)« Ee r-jet 

déterminé par ( / , x) 6 (fx (Vn , Vm) se notera la fonction x ->jxf, 
qui est définie dans un ensemble ouvert de Vn, se notera j r f et 
s'appellera r-flot de / . 

Les éléments ( / , x) 6 Cx{Vn , Ym) et for ,/(a?)) e Cf(a5) (Vw , Vp) ad­
mettent le composé ( # / , x) 6 0£ (TM , Fp), où Fp est une troisième 
r-variété. Cette loi de composition entraîne par passage aux quotients 
une loi de composition entre Y jets, une deuxième entre Y-applications et 
v-jets, une troisième entre Y-jets et Y-applications pointées, 

rx{gf) = Urm g) (fxf) = 9Urxf) = Urm g) ( / , * ) . 

Le r-jet de l'application identique de Vn, pointée en x £ V n j 
est le Y-jet neutre en x . Un Y-jet stable en x est un r-jet de Vn dans 
Vn de source et de but x . Un r-jet d'isotropie en x est un r-jet 
stable en x et inversible, c'est-à-dire de rang M, rang habituel en x d'un 
élément du r-jet. Les r-jets d'isotropie en x forment un groupe 
Ln(Vn,x), groupe dHsotropie infinitésimale en x , qui est isomorphe 
au groupe Ln (Rn, 0) que nous désignerons par Lrn. 

Pour X£Jr(Vn, Vm), soit a(X) la source de X , 0 ( X ) son but, 
y (X) le couple (a {X), /5 (X)). Ainsi a , , y définissent trois appli­
cations canoniques de JRR ( Vn , YM) sur VnjVm et FM X FM . Le 
r-jet X détermine aussi un ft-jet yk (X) , où 0 < < r . En par­
ticulier y0 s'identifie avec 7, en identifiant J°(Vn , Fm) avec VnX Vm• 
L'application yfe de Jr(Fw , Vm) sur Jk(Vn , Fm) est compatible avec 
la loi de composition entre jets. L'ensemble JJr(Vn) des éléments in­
versibles de Jr ( Vn, F») est un groupoïde et en définit une re­
présentation sur IIk ( Vn). 
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Soit Lrmn l'ensemble des éléments de J r (Rn , Rm) dont la source 
et le but sont l'origine commune 0 de Rn et de Rm . Tout XE LrmjX 
est le r-jet de source 0 d 'une application bien déterminée de la 
forme : 

où les Xj désignent les coordonnées canoniques dans Rn et les x\ 
celles dans Rm . Les coefficients , . . . , (iijx....jr seront considérés 
comme les coordonnées canoniques de X et ce système de coordonnées 
détermine sur Lr„hU une structure de variété analytique réelle iso­
morphe à un espace numérique. En particulier l}m.n s'identifie cano-
niquement à l'espace des applications linéaires homogènes de Rn 
dans Rm ou à l'espace des suites de n vecteurs d'origine 0 dans 
Rm. Le groupe Lïn est une sous-variété analytique réelle de Ln,n 
et L)t s'identifie canoniquement au groupe linéaire homogène Ln de 
Rn . Le produit L/m X Ln est un groupe d'opérateurs sur Lfm,n : 
(*', s) y = s'y où s E Ln , sf E Lrm et y E I/^M . 

La restriction de yk à Ln est une représentation canonique de 
Jjn sur iyft, dont le noyau est un groupe résoluble homéomorphe à 
un espace numérique. En particulier pour k = r — 1 , ce noyau est 
isomorphe à un groupe additif Rd . Le groupe Ln s'identifie cano­
nique ment à un sous-groupe de Lrn ; c'est-à-dire Lrn est une extension 
inessentielle de Ln . 

Appelons pv-vitesse dans Vn d'origine x un élément de Jr(Rp,Vn) 
de source 0 et de but soit Trp (Vn) l'ensemble de ces pr-vitesses 
dans Vn. Appelons \>r-covitesse de Vn d'origine x un élément de 
J r (Vn j Rp) de source x et de but 0 . Pour p = r = 1 on définit 
ainsi les vitesses et les covitesses de Vn ? appelées aussi vecteurs 
et co vecteur s. Appelons repère àV ordre r de Vn une nr vitesse de 
rang n de V. L'ensemble Hr ( Vn) de ces repères d'ordre r sera ap­
pelé prolongement principal d'ordre r de V. Appelons co repère d'or­
dre r de Vn une ?tr-eovitesse de rang n de Vn et soit Hr* ( F„) l'en­
semble de ces corepères; chaque corepère est l'inverse d'un repère. 

Pour x E i£p, soit tx la translation dans jRn amenant a? en 0 et 
soit dr x le corepère dans Rp défini par jx(tx). Si / est une r-appli-
cation de Fn dans appelons différentielle d'ordre r de / en a? la 
p*'- covitesse àvxf = dr x' (jxf) , où x ' = f ( x ) . De même pour 
l E J r ( F ) M ^ ) posons rfr X = o?') A', où x' = ¡3 (X). Ainsi 
est aussi la différentielle d'ordre r de l'application identique de Rp 
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au point x . Désignons par dr / la fonction x-* drxf. Il lui corre­
spond l'application suivante de Tp (Vn) dans Lp,q : X — (dxf )X , où 
X est une $r-vitesse d'origine x . 

Pour x £ R p , soit #ra? le repère d'ordre r inverse du corepère 
dr x : &rx=yl (Ç1). Soit f une r-applicatiou de Rp dans Fn . Appe­
lons vitesse d'ordre r de / en x la pr-vitesse $ £ / = = / # * # . Pour 
X t J r ( R p , Vn) nous posons aussi &r X = X ftr x . 

Pour J 6 Jr (RH, i£m) , a? = a (Z) = (X), appelons dérivée 
d'ordre r de X l'élément de LrnhH défini par dr X/dr x — dr x! X #r x = 
= dr X #r x = dr x' êr X . Etant donné ( / , x) 6 Cx (Rn , Bm), appelons 
dérivée d'ordre r de / en x l'élément f̂ 0 = drxffârx = drx,'â^/ = 
= dx f ® , où x' = f (x). On a : 

où 

où 

3. - Structure des prolongements d'une variété différentiable. 

Soit / une r-application d'un ouvert U de Vn dans Vm] c'estr 
à-dire ( / , # )€C£(FM, Vm) pour tout x £ U . L'application X - / X , 
où X6Tp(FM) d'origine x^T est appelée prolongement de f k 
^p(l^n); nous la désignerons encore par f. Si est biunivoque, on 
a aussi le prolongement de / à Tp* (Vn): X - f (X) = X ( f 1 , / _ 1 (a?)), 
où X 6 Tp# ( Fn) d'origine x . 

Identifions Tp (Rn) avec En X Ln,p par l'application X - (a?, drX), 
où X€ (JKM) et a? = a (X) ; l'application inverse s'écrit (a?, y) — 
- ( K ) y , où x t R n , y t L ^ p . 

Le pseudogroupe admet un prolongement à Tp ^e pro­
longement de <ptAn s'écrit: X-+<pX, ou: 

L'atlas A de I£M sur Fn définissant la structure de r-variété de 
Vn admet un prolongement formant un atlas A' de Tp(Rn) ou 
i t x LnyP sur Tp (Vn). La carte locale g£ A admet le prolongement 
1 - ^ 1 ou encore (x , y) - fcwy , y 6 , en désignant par A* le re-
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père g #** x € Hr (Vn). Le changement de cartes locales correspondant 
à (g , g qTl) s'écrit : (x , y) - (99 (.r) ,<pxy). L'atlas 4̂/ de Rn X Ln,p sur 

(Yt) est donc compatible avec le prolongement de L̂n ; il est com­
plet par rapporta ce pseudogroupe et définit sur Trp(Vn) une £tfrtKJ-
£wr£ de prolongement de Vn . Le prolongement de An est un sous-
pseudogroupe du pseudogroupe associé à Ln dans Rn X Ln,p, formé 
par l'ensemble des transformations : 

(x ,y)-± (<p (x) -, sxy) , sx£ L„ , sx fonction continue de x . 

Un atlas compatible avec ce pseudogroupe détermine par défini­
tion une structure fibrée de base Vn, de fibre isomorphe à Ln,p 
muni du groupe structural Ln . La structure de prolongement de 
Tp(Vn) est ainsi subordonnée à une structure fibrée de symbole 
Tp { Vn)(V.u , Art,p , j # r (Y„)). A la carte locale g est associé Viso-
morphisme y -~ hxy (que nous identifions avec kx) de LÎi,P sur la fi­
bre de Tp ( Vn) se projetant sur x € FM. D'une façon générale, 
h£Hr(Vn) peut s'identifier avec l'isomorphisme : y~+hy. Alors 
Hr ( Kn) est l'espace fibre principal associé à la structure fibrée sur 
Tp(Vn). La carte locale g £ A admet le prolongement : {x,s)-+hxs, 
s 6 Ln . On obtient ainsi un prolongement de A formant un atlas A" 
de Rn x Ln sur Hr(Vn), associé à l'atlas A\ Le changement de 
cartes locales correspondant à (g , g «p-1) est: (x , s) (9? (a?), (px s) . 
L'atlas A" détermine sur £fr(r„) une structure de prolongement, 
subordonnée à une structure fibrée principale de groupe Ln, et les 
structures fibrées ainsi déterminées sur Trp{Vn) et H r (VH) sont bien 
des structures fibrées associées. 

DÉFINITION: Un prolongement d'ordre r de Vn est un espace 
fibre associé au prolongement principal Hr (Vn). 

Si Ln est un groupe d'opérateurs sur l'espace J1, il existe donc 
un prolongement de Vn de fibres isomorphes à F1 et ce prolonge­
ment de symbole E (Vn ? F , Ln , Hr (Vn)) est déterminé à un isomor­
phisme près. A l'atlas A" correspond un atlas de RH x F sur E , 
complet par rapport au prolongement de An formé par l'ensemble des 
transformations (x , y) ~* (tp (x), <px y ) , où x £ R n J y £ F , q j £ A n . Cet 
atlas s'appellera prolongement de A . Il définit sur E une structure 
appelée structure de prolongement d'ordre r de Yn . 

Toute pr-vitesse détermine une ^-vitesse. Ceci définit une re­
présentation x à* Hr(Vn) sur Hl(Vn) telle que x(h*) = z(h) X• (•) 
où h € Hr (Vn), s e Ln , x désignant aussi la représentation canonique 
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de Ln sur Ln. Soit K le noyau de cette dernière représentation. 
Hr (Vn) est une extension de H1 (Vn) associée à %. Appelons h K 
une classe suivant K. L'espace Hr(Vn)/K des classes suivant K 
s'identifie avec Hi{Vn). Comme K est homéomorphe à un espace 
numérique, H1 (Vn) admet toujours une extension associée à % et 
cette extension est déterminée à un isomorphisme près concernant 
la structure fibrée. Donc la structure d'espace fibre principal de Hr(Vn) 
est déterminée à un isomorphisme près par celle de H1 (Vn). Mais il 
n'en résulte pas que les structures de prolongements d'ordre r de 
Vn sont également déterminées par la structure de H1 ( Vn). 

4. - Exemples de prolongements d'ordre r. 

Ainsi que Tp(Vn)^ l'espace Tp* (Vn) est un prolongement d'or­
dre r de Vn. On obtient d'autres prolongements en considérant cer­
tains espaces quotients de Tp(Vn) ou Tp*(Vn). 

Le groupe Lp est un groupe d'opérateurs sur Tp\(Vn)} le trans­
formé de Y£Tp(Vn) par s E I/p est Ys. La classe d'intransitivité Y Lp 
est applée élément de contact d'ordre r de Y. L'ensemble Pp(Vn)de$ 
éléments de contact d'ordre r et de dimension p est un polongement 
d'ordre r , de fibre P„,p = espace des classes d'intransitivité de Lrn,p 
relativement au groupe Lp . 

Le groupe Lp opère aussi sur Tp*(Vn). La classe d'intransiti­
vité Lp Z de Z E Tp* (Vn) peut s'appeler élément d'enveloppe de Z . 
L'espace Prp* ( Vn) des éléments d'enveloppe est aussi un prolonge­
ment d'ordre r de Vn. Les espaces Pp(Vn) et Prp*(Vn)x\& sont pas 
des variétés, mais ils admettent des sous-espaces fibres qui sont des 
variétés et qui sont aussi des prolongements d'ordre r de F„. 

Soient Vn et Vm deux r-variétés dont les structures sont défi­
nies par deux atlas A et At. L'espace Jr (Vn , Vm) admet trois struc­
tures fibrées correspondant aux trois projections a , fi, y. La struc­
ture fibrée correspondant à y admet pour symbole Jr ( Vn, Vm) 
( Vn X Vm , Z4,n , Lrm x Lrn , Hr ( Vn) x H r ( Vm)). Le produit A x A, 
admet un prolongement formant un atlas de Jr (Bn x Bm) ou 
BnxBmxLrmn sur Jr(Vn,Vm), définissant sur Jr (Vn , Vm) une 
structure de prolongement du couple (Vn , Vm). La stucture fibrée cor­
respondant à a admet pour symbole: Jr(Vnj Vtu) ( Vn , \( Vm), 
Ln, Hr ( Vn)); elle contient une structure de prolongement d'ordre r 
de Vn . La structure fibrée correspondant à fi admet pour symbole: 
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Jr ( Vn , Vm) (Vm , Trm* (Vn), Lrm , Jïr ( rm))j elle contient une structure 
de prolongement d'ordre r de Fm. 

Une section de J*r (F„, Fw) relativement à la projection a peut 
s'appeler un/otf d'ordre r de F* dans une section de Jr (Fw, Fm) 
relativement à la projection fi peut s'appeler un champ iïordre r 
de Vn dans Fm . On peut définir les singularités des jets. L'étude 
de l'ensemble des jets singuliers de Jr(Vn, Vm) conduit à une théo­
rie des singularités d'un flot ou d'un champ, ce qui permet d'abor­
der aussi l'étude des singularités d'une application de Vn dans 
Vm . En particulier on retrouve ainsi le classes caractéristiques de 
STIETFEL-WHITNEY ou celles de OHEBN. 

Références : C. EHRESMANN, Comptes Rendus Acad. Sciences Paris. 233, 1951, 
p. 598, 777 et 1081; 234, 1952, p. 587, 1028 et 1424. 
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Extrait du «Colloque Intern. Géométrie Différentielle» 
Strasbourg 1953, CN.R.S., pp. 97- 110. 

/40/ 

INTRODUCTION A LA THÉORIE 
DES STRUCTURES INFINITÉSIMALES 

ET DES PSEUDO-GROUPES DE LIE 
par Charles EHRESMANN (STRASBOURG) 

Cet exposé constitue seulement une introduction à l'étude des structures 
infinitésimales, dont j'aurais voulu développer aussi les applications. Depuis 
1951, j'ai exposé ces notions et leurs applications dans mes cours de Strasbourg 
et de Rio de Janeiro, ainsi que dans des séries de conférences données par 
exemple à Bologne, Pise, Rome, Southampton, Leeds, Manchester, Louvain, 
mais je n'ai publié sur ce sujet que des exposés trop sommaires*. 

Au Colloque International de Géométrie différentielle de Strasbourg j'ai 
indiqué brièvement les applications suivantes (qui seront développées dans un 
autre article) : 

La notion de système d'équations aux dérivées partielles est généralisée 
par la donnée d'une partie 0 de Jr (Vn, Vm), ou d'une variété plongée ou ex­
traite de JP(Vn, Vm). On peut définir le prolongement d'un tel système. On est 
conduit à la notion de pseudogroupe de transformations complet d'ordre r, 
qui, dans le cas analytique, donne la notion de pseudogroupe de Lie : son 
groupoïde associé est alors une sous-variété analytique de ITr (Vn). Définition 
des structures infinitésimales pures (notion généralisant celle d'objet géomé­
trique) et des structures infinitésimales régulières. Le pseudo-groupe des auto-
morphismes locaux d'une telle structure est complet d'ordre r. Sa détermination 
conduit au problème d'équivalence de Cartan généralisé. Tout pseudogroupe 
de Lie complet d'ordre r a un prolongement formant un pseudogroupe de Lie 
complet du 1er ordre. Définition des pseudogroupes de Lie de type fini k : 
le groupoïde associé d'ordre k.est isomorphe au groupoïde associé d'ordre k-1. 
LES GROUPES DE LIE sont de type fini. Définition des transformations infini­
tésimales. Un pseudogroupe de transformations de type fini sur une variété 
compacte simplement connexe se déduit par localisation d'un GROUPE de 
transformations de Lie défini sur Vn. 

(*) Références : I. Les prolongements d'une variété différentiable (Atti del IV Congresso 
U. M. I. Taormina 1951). — 2. Les prolongements d'une variété différentiable (Comptes rendus 
Acad. Sciences : 233, 1951, p. 598.777, 1081 ; 234, 1952, p. 1028, 1424). — 3.Structures locales 
et structures infinitésimales (Comptes rendus : 234. 1952 p. 587). — 4. Structures locales 
(Conférence polycopiée à Rome 1952, à paraître dans Annali di Matematica 1953). — 
5. Notes polycopiées, cours de Rio de Janeiro I952. 
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I. La notion de jet local. — Etant donné une application f d'un ensemble U 
sur un ensemble f (U), appelons U la source et f (U) le but de f. Etant donnés 
trois ensembles E, E' et E", soit f une application de source A c E et de but 
B C E' et soit f une application de source B' C E' et de but C C E". Nous 
désignons par f f l'application x — f ( f(x))dont la source est l'ensemble A' 
des éléments x tels que f (f (x) ) soit défini. 

Soient E et E' deux espaces topologiques et considérons les applications 
continues ayant pour source un sous-espace de E et pour but un sous-espace 
de E'. Soit CX(E, E') l'ensemble des applications continues pointées (f, x) où f 
est une application continue ayant pour source un voisinage quelconque de x 
et pour but un sous-espace de E'. Deux éléments (f, x) et (f, x) de CX(E, E') 
sont dits de même classe locale en x lorsque les retrictions de f et de f à un 
voisinage de x sont identiques. La relation ainsi définie est une relation d'équi­
valence dans C x (E, E'). Une classe d'équivalence pour cette relation sera 
appelée un jet local de E dans E', de source x et de but f ( x), où (f, x) est un 
élément quelconque de la classe. Le jet local de (f, x) sera désigné par j*f . 
Soit Jx (E, E') l'ensemble des jets locaux de E dans E'. La source de X € 
J X(E, E') sera désigné par oc (X), son but par (3 (X). Le symbole j x désignera 
aussi l'application (f. x) - j'f de C (E, E') sur JX(E, E'), où C (E. E') -X^CX(E, E'). 

Si f est une application continue ayant pour source un ensemble ouvert 
U de E et pour but un sous-espace de E', l'application x — j*f de U dans J* 
(E, E*) peut être désignée par j x f. On peut considérer jxf comme une carte 
locale de E dans J X(E, E'). L'ensemble de ces cartes locales est un atlas i l de E 
sur }x (E, E'). compatible avec le pseudo-groupe de transformations formé par 
l'ensemble des applications identiques des ensembles ouverts de E. En effet, 
ix^ = J x'̂ ' es* équivalent à x - x' pour x appartenant à un ensemble ouvert 
de E. Cet atlas A transporte sur J (E, E') une topologie engendrée par les buts 
des cartes j x f, appelés ENSEMBLES OUVERTS ÉLÉMENTAIRES de J x (E, E'). 
L'ESPACE Jx (E, E') EST UN ESPACE ÉTALÉ SUR E PAR L'APPLICATION o( , 
dont la restriction au but de j xf est l'homéomorphisme inverse dejxf. L'appli­
cation (3 est une application continue de J X (E, E') dans E', L'application f 
admet la DÉCOMPOSITION CANONIQUE f (3 (jxf). L'espace J x (E, E') 
n'est pas séparé. Un ensemble ouvert séparé de J A(E, E'), ou encore la restric­
tion de |3 à un tel ensemble, est la notion qu'on peut appeler APPLICATION 
CONTINUE MULTIFORME de E dans E\ 

Soit E" un troisième espace topologique. Etant donnés X € J (E, E') 
et X' € JX(E\ E"), on peut définir un composé X' X lorsque p (X) = ex (X'). 
Si (f, x) 6 X et (f, x') 6 X', où x' f (x), l'application pointée (f ' f, x) appar­
tient à CX(E, E"). Le jet j * (f f) ne dépend que de X et X' et sera par définition 
le composé X' X. On peut le considérer aussi comme étant le composé de f* 

C,de |x f ' j i ( f ' n = ( j ^ f ) ( j x x f ) - r ( j i f ) , où x ' - f ( x ) 

En particulier, si l'on désigne par j * le jet local de source x de t'applica-
tion identique de E, on a : j x f f j x . La loi de composition (X, X') X'X 
est continue par rapport aux topologies considérées. 
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L'associativité de la composition d'applications entraîne l'associativité 
de la composition de jets locaux : Si X' X et X" X' existent, les composés 
(X" X') X et (X" X') X existent et sont égaux. 

j^est unité à gauche et unité à droite, c'est-à-dire : 

Le jet X € JX(E, E') est inversible lorsqu'il existe X' € J X (E\ E) tel que 
X' X = et XX' = où x « a (X), x' = (3 (X) ; cette condition est équiva­
lente à l'existence d'une application pointée (f, x), appartenant à X et telle 
que f soit un homéomorphisme'd'un voisinage de x sur un voisinage de f (x). 

L'ensemble des éléments inversibles de (E, E) est un groupoïde TC* (E). 
Le sous-ensemble des jets inversibles de source et de but x est un groupe U^(E), 
qu'on peut appeler GROUPE D'ISOTROPIE LOCALE de E en x, relativement à 
la structure topologique % de E. 

Soit T un pseudogroupe de transformations défini dans E et contenu dans 
le pseudogroupe des automorphismes locaux de E ; la topologie sous-
jacente à T peut être moins fine que "G . L'ensemble des jets locaux j * f, où 
f € T , est un SOUS-GROUPOIDE J x (T) de Tt * (E) = (Ii). L'intersection 
de J * ( r ) et deïï^(E) est un groupe J*(F), GROUPE D'ISOTROPIE LOCALE 
en x de la structure locale définie par F . Remarquons que J * (T) est un ensemble 
ouvert de II * (E), qui est lui-même ouvert dans J * (E, E). 

Etant donné une partie £ de J * (E, E'), une SOLUTION ou INTÉGRALE 
de $ est une application continue f de source U, ouvert de E, telle que j*f € § 
pour tout x € U. Les solutions de ^correspondent d'une façon bi-univoque aux 
ensembles ouverts élémentaires contenus dans § . 

Soit § un sous-groupoïde ouvert de 1\X (E) tel que la projection de § 
par a soit E, c'est-à-dire contenant l'ensemble des unités de TT x (E), Alors 
l'ensemble des solutions de $ est un pseudogroupe de transformations F défini 
dans E et admettant % comme topologie sous-jacente. On a (f> -- J Â (F). 
Mais T pourrait contenir un sous-pseudogroupe T ' dont la topologie sous-
jacente est moins fine que % et tel que J x ( F') = J x (T ) = j> . Nous dirons 
que F se déduit de Y' par localisation. En particulier V pourrait être un 
groupe d'automorphismes de E. 

Soit F un pseudogroupe d'automorphismes locaux de E et F ' un pseudo­
groupe d'automorphismes locaux de E'. LE GROUPOÏDE J* ( r ) * JX(F') 
EST UN GROUPOÏDE D'OPÉRATEURS SUR Jx (E, E') SUIVANT LA LOI 
DE COMPOSITION 

où 

DE MÊME Jx (F ) ET Jx ( V ) SONT DES GROUPOÏDES D'OPÉRATEURS 
SUR J x (E, E'). 
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Si 0 est un ensemble ouvert de Jx (E, E') invariant par Jx (F ) X Jx ( r ' ) , 
l'ensemble des solutions de f est invariant par TxT . 

Supposons, pour simplifier, que % est la topologie sous-jacente à T . 
Soit E un espace topologique et un atlas complet de E sur E compatible 
avec F et te! ̂ jue tout g e <A soit un homéomorphisme d'un ouvert de E sur 
un ouvert de E. Soit Jx (&>) l'ensemble des jets jxg> g e Un élément, h 
de J x (&) sera appelé REPÈRE LOCAL au point (3 (h) de E, relativement à la 
structure définie par ci£> . 

L'ensemble Jx (ô%) est un ensemble ouvert de Jx (E, E) ayant les propriétés 
caractéristiques suivantes : 

1. Tout élément de JX (éh) est inversible. 
2. Si h e Jx(&), h' e Jx (A) et (3 (h) = 0 (h'), on a h"1 h' e Jx (F) . 
3. Jx (A) est invariant par Jx (T). 

L'ensemble des éléments h' h"1, où h e h' € JX (rfb) et o< (h) = 
a (h') est le sous-groupoïde ouvert Jx (F) de Ux [E) dont les solutions forment 
le pseudogroupe des automorphismes locaux de E relativement à la structure 
définie pari) , 

Réciproquement, étant donné un ensemble ouvert de Jx (E, E) vérifiant les 
trois propriétés précédentes, l'ensemble de ses solutions est un atlas complet 0% 
de E sur Ë compatible avec F . 

Si A est un atlas incomplet, Jx (A) est un ensemble ouvert de Jx (E, É) 
caractérisé par les propriétés 1) et 2). 

Une classe d'intransitivité d'un élément inversi ble X de j \ ( E , Ë) relati­
vement à JA (F ) (c'est-à-dire l'ensemble des éléments X s 1 , où s £ J x (F) ) 
peut s'appeler GERME DE STRUCTURE SUR Ë ASSOCIÉ A F . Par passage au 
quotient on déduit de Jx (E, E) l'espace des germes déstructure associé à F . 
C'est un espace G (E.F) étalé sur E. Une structure sur E associée à F corres­
pond à un relèvement de E dans G (E, F ) . 

Supposons que la topologie %' de E' soit aussi la topologie sous-jacente 
au pseudo-groupe F' . Soit E' un espace topologique et soit oV un atlas complet 
de E' sur E' compatible avec T' et tel que tout g' e soit un homéomorphisme 
d'un ouvert de E' sur un ouvert de Ë'. ALORS A TOUT ENSEMBLE OUVERT 
4 DE Jx (E, E') INVARIANT PAR J* (F) x Jx (F ' ) CORRESPOND UN 
ENSEMBLE OUVERT 0 DE Jx (E, Ë) INVARIANT PAR (f )x Jx ( F'). L'en­
semble & est l'ensemble des éléments h' Xh"\ où X 6 $ , h e J x (A), h' € J*($). 

Par exemple, soit A ^ le pseudo-groupe des automorphismes locaux r 
fois continûment différentiables, partout de rangn, de l'espace numérique Ra. 
Soit f une application continue ayant pour source un voisinage de x € Rn 
et pour but un sous-espace de Rm . On dira que f est une application r fois 
différentiable (ou r - APPLICATION) au point x lorsque f admet dans un voisi­
nage de x des dérivées partielles continues de chaque espèce jusqu'à l'ordre r, 
par rapport aux coordonnées canoniques définies dans Rn. Si f est une r-appli-
cation au point x, le jet local jxf sera dit r fois différentiable. Soit JX'r(Rn, Rm ) 
l'ensemble des jets locaux r fois différentiables de Rn dans Rm. C'est un en­
semble ouvert de Jx (R\ Rm ) invariant par Jx (An) x Jx (A^). 
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Soit Vn une variété r fois différentiable (ou r-variété) dont la structure est 
définie par un atlas complet cft> de Rn sur Vn compatible avec . Soit de même 
Vm une r-variété dont la structure est définie par un atlas complet rfu compatible 
avec A^. Soit J 'r ( Vn, Vm) l'ensemble des jets locaux h' Xh~1, où h 6 J (<fb), 
h' € J*(A'), X € JXr(Rn, rf) ; c'est-à-dire h est un repère local de Vn à la 
source de X, h' est un repère local de Vm au but de X. Un jet local appartenant 
à JX'r (Vn, VJ sera dit r fois différentiable. Four que Y € Jx (Vn, Vm) soit r fois 
différentiable, il faut et il suffit que h'"1 Y h, élément de Jx (Rn, R*") soit r fois 
différentiable. Si j x f est r fois différentiable, l'application f sera appelée 
r-APPLICATION AU POINT x. 

L'ensemble JX'r (Vn, Vm) est un ensemble ouvert de J x (Vn, Vm) invariant 
par TtXr (Vn) x TT.x-n(Vm), où 7IX'r (Vn) est le groupoïde associé à Jx (A^) 
par &> ; c'est-à-dire TCVr (Vn) est l'ensemble des éléments h1 h"1, où h£JX(A) 
et h, 6 JA (i l) . Une solution de Jx'r(Vn, Vm) sera appelée r-APPLICATION 
de Vn dans Vm. Les solutions de TCx'r (Vn) sont des r-applications et forment le 
pseudogroupe Arn (Vn) des automorphismes locaux de Vn. 

On démontre facilement que LE COMPOSÉ DE DEUX JETS LOCAUX 
r FOIS DIFFÉRENTIABLES EST r FOIS DIFFÉRENTIABLE : le composé de 
X € J X P (Vn, VJ et X' G J X' r (Vm, Vp) est élément de J X' P (Vn, Vp), où 
Vp est aussi une r-variété. 

Supposons Vn muni simplement d'une structure de variété topologique à n 
dimensions, c'est-à-dire associée au pseudogroupe A n de tous les automor­
phismes locaux de Rn. Comme A^ est transitif dans Rn, UN GERME DE r-VA 
RIÉTÉ sur Vn sera caractérisé par un ensemble h JX (A„), où h est un élément 
inversible de J x (R , Vn) ayant pour source l'origine 0 de RN. 

Les considérations précédentes s'appliquent de même en remplaçant A „ 
par un sous-pseudogroupe arbitraire de An. On obtient ainsi les notions rela­
tives aux variétés indéfiniment différentiables (cas r = oc), aux variétés analy­
tiques réelles ou complexes, aux variétés localement algébriques (1) réelles 
ou complexes, aux variétés localement rationnelles réelles ou complexes. 

Il est important de remarquer que dans le cas analytique l'espace JUJ(Vn, Vm) 
des jets analytiques de Vn dans Vm est un sous-espace ouvert et SÉPARE 
de Jx (Vn, VJ. La composante connexe de X € J w (Vn,VJ est le PROLONGE­
MENT ANALYTIQUE COMPLET du jet analytique X. 

2. La notion de jet infinitésimal. — Soit C (̂Rn, Rm) l'ensemble des 
r-applications pointées (f, x), où f est une r-application au point x 6 Rn dans Rm. 
Deux éléments (f, x) et (f, x) de C (̂Rn, R1") sont dits de même r-classe lorsque 
les dérivées partielles de même espèce de f et de f admettent les mêmes valeurs 
au point x, pour toutes les dérivées partielles d'ordre < r. On définit ainsi 
une relation d'équivalence dans Crx (Rn, R™). Une classe d'équivalence pour 
cette relation sera appelée JET INFINITÉSIMAL D'ORDRE r, ou r-JET, de Rn 
dans Rm. Le r-jet de (f, x) sera noté ][ f. Le point x sera appelé source du jet 
et le point f (x), but du jet. Soit Jr (Rn, BT) l'ensemble des jets infinitésimaux 

(I) Appelées variétés algébriques abstraites dans (1). 
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d'ordre r de Rn dans Rm. La source de X € Jr(Rn, Rffl) sera désignée par a (X), 
son but par |3 (X). Ceci définit deux applications canoniques oc et (3 de 
Jr (Rn, Rm) sur Rn et Rm. 

Posons Cn(Rn, R") ^x^pnCx(Rn, R"), ensemble des r-applications pointées 

de R" dans Rm. Dans Cr (Rn, Rm) considérons les deux relations d'équivalence 
dont les classes d'équivalence sont : 1° les jets locaux, 2° les r-jets. La première 
de ces relations entraîne la seconde. On a ainsi une application canonique jr 
de JXr(Rn, R") sur Jr(Rn, R") : jr(j*f) - jrxf. Ceci permet d'identifier canonique-
ment un r-jet à une classe de jets locaux. On pourra poser jr = jr jx ce qui 
revient à considérer jp comme un opérateur opérant sur Jr (Rn, Rm) et sur 
Cr(Rn, R") : jr(f, x) = jrxf. 

Etant donné (f, x) € Cx(Rn, Rm) et (f, x') € C^(Rm, Rp), si x' = f (x) 
posons (f, x') (f, x) = (f f, x). Cette loi décomposition est compatible non seule­
ment avec la première, mais aussi avec la deuxième des relations d'équiva­
lence précédentes. En effet, les dérivées partielles de f f au point x d'ordre < r 
s'expriment sous forme de polynômes en fonction des dérivées partielles 
d'ordre < r des composantes canoniques de f et f aux points x et x'. Par 
passage aux quotients on définit les lois de composition exprimées par les 
formules : 

Pour que le composé de X e Jr(Rn, R1") et X' € Jr(Rm, Rp) soit défini, 
il faut et il suffit que (3 (X) ̂  ex (X'). Ces lois de compositions sont associatives 
et l'opérateur jp est compatible avec elles : 

où 

Le groupoïde 71 x •r (Rn) x TlXr (Rm) est un groupoïde d'opérateurs sur 
JVr(Rn, Rm) et sur Jr (Rn, R") et l'application jr est invariante par rapport à ce 
groupoïde : 

où 
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Cela veut dire que le groupoïde d'opérateurs TCXr(Rn) x Tt>s'r (Rm) laisse 
invariante la relation d'équivalence associée à jrdans J*'r(Rn, R"), dont les 
classes d'équivalence s'identifient canoniquement aux éléments J r (Rn, R"). 

A cette relation d'équivalence est associée une relation d'équivalence 
dans JVr(Vn, Vm), invariante pour le groupoïde TlX'r(Vn) x TI X'r (VJ, où 
Vn et Vm sont deux r-variétés. Cette relation d'équivalence est définie de la 
manière suivante : Deux éléments t et 11 de JXr(Vn> Vm) seront dits de même 
r-classe lorsqu'ils ont même source et même but et lorsque 

où h est un repère local de Vn au point ex (S) = a (£,) et h' un repère local 
de Vm au point (3 (l) — P (ÏJ. Si cette condition est vérifiée pour un couple 
donné de repères locaux (h, h'), elle est vérifiée pour tout couple de repères 
locaux aux points ex (l) et (3 (t). 

On en déduit la relation d'équivalence suivante dans Cr(Vn, VJ, ensemble 
des r-applications pointées de Vn dans Vm : Deux éléments (f, x) et (f\ x') de 
C r ( Vn, Wm) seront dits de même r-classe lorsque jxf et j X/f sont de même r-classe, 
ce qui suppose en particulier x' = x et f (x) = f (x). Cette condition s'exprime 
aussi par l'équation 

où h est un repère local de Vn au point x et h' un repère local de Vm au point f (x). 
UNE CLASSE D'ÉQUIVALENCE DE Cr(Vn, Vm) POUR CETTE RELATION 
SERA APPELÉE JET INFINITÉSIMAL D'ORDRE r OU r-JET DE Vn DANS Vm. 

Le r-jet de (f, x) est noté j*f. L'ensemble des r-jets de Vn dans Vmest désigné 
par Jr(Vn, Vm). Si X = jxf, le point x est appelé source de X, le point f (x) but 
de X. La source de X est désignée par ex (X), le but par (3 (X) ; ceci définit 
deux applications canoniques a et (3 de Jr(Vn, Vm) sur Vn et sur Vm. 

L application (f, x) — jxf admet la décomposition canonique (f, x) j xf 
~jxf. Nous considérons jrcomme un opérateur opérant sur Cr(Vn, Vm) et sur 

ce qui conduit à poser jrj = jp. 

Dans C (Vn, Vm) considérons les trois relations d'équivalence dont les 
classes d'équivalence sont : 1° les jets locaux, 2° les r-jets, 3° les k-jets, où k < r. 
La première de ces relations d'équivalence entraîne la deuxième, la deuxième 
entraîne la troisième. Ceci définit les applications canoniques suivantes : 

Le k-jet canoniquement associé au r-jet X sera encore désigné par jkX, 
c'est-à-dire nous considérons jk comme opérant sur Cr(V ,V ,J*,P(V,V ) 
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et Jr(Vn,Vm) , où k < r. On a : 

En particulier, j°X s'identifie au couple (a (X), [3 (X) ) et j°définit l'appli­
cation canonique de Jr (Vn, Vm) sur Vn x Vm. 

Soit Vp une troisième r-variété. Soit 

La loi de composition : 

est compatible avec les relations d'équivalence considérées. Les lois de compo­
sition qu'on en déduit par passage aux quotients sont donc compatibles avec 
les projections canoniques précédentes. On a : 

où 

Désignons par jx le r-jet de source x de l'application identique de Vn. 
On a alors jxf ~ f jxet j*est unité à gauche et à droite pour la composition 
des r-jets. Le jet X 6 Jr(Vn, VJ est inversible lorsqu'il existe X'1 G Jr (Vm, Vn) 
tel que X' X » jjet X X' = jxr,, où x - a(X), x' f3(X). Pour que X soit 
inversible il faut et il suffit que n — m et que le rang de X soit égal à n. Le rang 
du jet jjjf est le rang du jet h'"1 (jxf) h, où h est un repère local de Vn au point x 
et h' un repère local de Vm au point f (x). Or h'"1 (j x f) h est Se jet du premier 
ordre d'une application linéaire, dont le rang est l'invariant cherché. 

Nous appellerons repère d'ordre r de Vn au point x tout r-jet inversible 
de Rn dans Vn de but x. Sauf indication contraire, il sera sous-entendu que les 
repères considérés seront tous de source 0. L'ensemble Hn (Vn) des repères 
d'ordre r de Vn, de source 0 sera appelé prolongement principal d'ordre r 
de Vn. L'inverse d'un repère d ordre r au point x sera appelé corepère d'ordre r 
au point x. L'ensemble des corepères d'ordre r et de source x de Vn sera dési­
gné par Hr*(Vn). 

L'ensemble des éléments inversibles de Jr(Vn, Vn) est un groupoïde Tf(Vn). 
Le sous-ensemble des éléments de Ttr (Vn) de source et de but donné x est un 
groupe Ln (Vn, x), appelé groupe d'isotropie infinitésimale d'ordre r de Vn au 
point x. En particulier, le groupe Ln(Rn, 0) sera désigné par Ln. Si h est un repère 
d'ordre r de Vn au point x (de source 0), l'application y — h y h"1, où y € LJJ, 
est un isomorphisme de L„ sur L̂ ,(Vn, x) ; l'ensemble d'isomorphismes qu'on 
obtient ainsi est une classe modulo le groupe des automorphismes intérieurs 
de Ln. 

Soit L̂  n l'ensemble des éléments de Jr (Rn, Rm) ayant pour source et pour 
but l'origine commune 0 de Rn et de Rm. Tout y € L̂  nest le r-jet de source 0 
d'une application bien déterminée de la forme : 
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où les Xj sont les coordonnées canoniques dans Rn, les u, les coordonnées 
canoniques dans Rm, les coefficients a(J étant symétriques par rapport 
aux indices jt j2... jk. Cette application sera appelée le représentant polynomial 
de Y. En considérant les a , , où L < L < ... L, comme les coordonnées 
canoniques de y, nous munissons Lmjnd'une structure de variété analytique 
réelle isomorphe à un espace numérique. En particulier L1mnpeut s'identifier 
canoniquement à l'espace Lm n des applications linéaires homogènes de Rn 
dans Rm et par suite aussi à l'espace des suites de n vecteurs d'origine 0 dans Rm. 
Ainsi L^, s'identifie canoniquement à Rm : à l'élément y de L¿ correspond 
d'abord son représentant linéaire, puis le vecteur transformé du vecteur unité 
de R par cette transformation linéaire. Le rang de y € Lpnest le rang de la 
matrice (a(J). Le groupe L̂  est une sous-variété analytique de Lrnet L\s'iden­
tifie canoniquement au groupe linéaire homogène Ln. Dans le cas r — cx>, le 
représentant polynomial devient une série formelle à valeur vectorielle (ou 
une suite de m séries formelles ordinaires). Lm ns'identifie à l'ensemble (1) de 
ces séries formelles. 

L'opérateur jk définit un homomorphisme de L„ sur L*, dont le noyau est 
un groupe résoluble homéomorphe à un espace numérique ; si k r — 1, 
ce noyau est isomorphe à un groupe additif Rd. Le groupe L̂  est une extension 
inessentielle du groupe Ln, puisque celui-ci peut s'identifier à un sous-groupe 
de L¡¡. Ce sous-groupe est l'ensemble des éléments Lrn dont le représentant 
polynomial est linéaire ; il n'est pas invariant dans Lrn. 

Désignons par y le représentant polynomial de y 6 L̂  „ Le représentant 
polynomial de jky s'obtient en supprimant dans y les termes de degré > k. 
Si y* 6 Lp m, le représentant polynomial de y' y s'obtient en supprimant dans y' y 
les termes de degré > k, si r > k. Dans certains cas, on peut définir un composé 
de y et y' appartenant à Lp n, où 2 > k. Soient r' et k' les plus grands entiers 
tels que jMy - 0 et jK_1 y' - 0 (c'est-à-dire les coordonnées canoniques de ces 
jets sont nulles). Si £ est le plus petit des nombres k' r et r' k, le jet ¡̂ (y* y) 
ne dépend que de y' et y et définit un composé que nous désignerons encore 
por y' y. Son représentant polynomial s'obtient en supprimant dans y' y les 
termes de degré > Í . 

Le produit L^ x L̂  est un groupe d'opérateurs analytiques sur L^ n: 

( s ' , s ) y = s'ys"1, où s e L r „ , s ' £ L ^ , y e L ; „ . 

De même L̂  et Lrm sont des groupes d'opérateurs sur LP n: 

(s, y) — y s"1 , (s' ,y) —- s'y. 

Soit h € Hr(Vn) et h' € Hr(VJ. 
L'application y — h' y h"1 est une application biunivoque de L^nsur l'en­

semble JÍ,x'(Vn, Vm) des éléments de Jr (Vn, Vm) de source x ^ 0 (h) et de but 
x' = (3 (h'). En supposant donné (x, x'), on obtient ainsi une classe d'appli­
cations biunivoques de L̂ n sur Jx,x,(vn,vj; ce sera une classe d'équivalence par 

(I) L. Schwartz m'a communiqué qu'il a démontré que toute série formelle est bien le 
jet d'ordre ©o d'une application. 
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rapport au groupe d'opérateurs x L„. (Si G est un groupe d'opérateurs sur 
l'ensemble F, il est aussi groupe d'opérateurs sur l'ensemble des applications 
de F dans F' et une classe d'intransitivité dans cet ensemble s'appellera classe 
d'équivalence par rapport à G.) Toute structure sur L£pinvariante par x L„ 
se transporte alors canoniquement sur Ji\X' (Vn, YJ . Par exemple, si r — 1, 
on obtient ainsi une structure d'espace vectoriei. 

Appelons pr-VITESSE (ou vitesse de dimension p et d'ordre r) de Vn d'ori­
gine x tout élément de Jr (Rp, Vn) de source 0 et de but x'; soit Tf (Vn) l'ensemble 
de ces pr-vitesses dans Vn. Appelons pr-COVITESSE de Vn d'origine x tout 
élément de Jr (Vn, Rp) de source x et de but 0 ; soit Tp*(Vn) l'ensemble des pr-covi-
tesses de Vn. Pour p = r = 1, on définit ainsi les VITESSES et COVITESSES 
sur Vn appelés aussi VECTEURS et COVECTEURS. 

Soit Tp̂ x(Vn) l'ensemble des pP-vitesses d'origine x,Tp™(Vn) l'ensemble des 
pr-covitesses d'origine x et H x (Vn) l'ensemble des repères d'origine x. Au 
repère h £ H£ (Vn) correspond l'application biunivoque y—-hy de L^psur 
T p,x(Vn), où y 6 Ln,p . Pour x donné on obtient ainsi un ensemble d'applications 
biunivoques de Lnr>psur Tpr,x(Vn) formant une classe d'équivalence par rapport 
au groupe Ln opérant (à gauche) sur L„>p. Toute structure sur Lnr,p invariante 
par Ln se transporte alors d'une manière canonique sur Tp% (Vn). De même 
l'ensemble des applications biunivoques y — yh~1 de Lpr;nsur Tp/x(Vn) , où 
y 6 Lpr,net h £ Hx(Vn), forme une classe d'équivalence par rapport au groupe Ln 
opérant (à droite) sur Lpr;n ; d'où transport canonique sur TP,* (Vn) des structures 
de Lp,n invariantes par Lrn. En particulier Tp,x (Vn) et Tp?x (Vn) sont munis de 
structures d'espaces vectoriels. 

Le jet Z € Jr(Vn, Vm) définit l'application suivante de Tpr,x(Vn) dans Tp%(Vm) : 

où 

Il définit de même l'application suivante de Tpr,x (Vn) dans Tpr*x (Vn) •. 

ou ' 
En choisisant deux repères h et h' à la source et au but de Z, on ramène 

la première application à une représentation y — zy de Lnr)Pdans Lm,p. où 
y £ Lnr(Pet z 6 Lm>n; la deuxième application est ramenée de même à une repré­
sentation y'— y' z de Lpr,mdans Lpr,n, où y' €Lpr,mDans le cas r = 1, les appli­
cations considérées sont toutes linéaires homogènes. 

Toute r-application f de Vn dans V̂  a un PROLONGEMENT X— fX appli­
quant Tp(Vn) dans Tp(Vm). Dans le cas r - 1, la restriction de cette application 
à Tp̂ x (Vn) est linéaire. 

Le groupe Lp opère sur Tp(Vn) : 

où 
La classe d'intransitivité XLP s'appellera pr-élément de contact de Vn 

d'origine x. 
Le groupe Lp opère aussi sur TP*(Vn) : 
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La classe Lp Y s'appellera pr-élément d'enveloppe. 
Soit Z un élément de Jr (Vn, Vm), h un repère à la source de Z et h' un repère 

au but de Z. A l'élément Z est associé canoniquement un nr-élément de contact 
d'origine (3 (Z) et un mr-élément d'enveloppe d'origine a (Z) : ce sont les 
classes Z h LJÎ et Lmh'"1 Z. L'ensemble des repères d'ordre r au point x € Vn 
est l'élément de contact fondamental d'ordre r, ou l'élément de structure infini­
tésimale d'ordre r de Vn au point x. Si f est une r-application de Vn dans Vm, 
le couple (f, Vp) peut s'appeler variété plongée dans Vn. L'application f 
se prolonge aussi à l'ensemble des éléments de contact de Vn ; les images de ces 
éléments sont les éléments de contact de la variété plongée. La théorie du 
contact des variétés plongées est l'étude de la relation d'incidence entre éléments 
de contact définie de la manière suivante : Etant donnés X€ Tp (Vn) et X'€ TÇ (Vn), 
on dira que X est contenu dans X' lorsque X = X' y, où y€ Lq,p; dans ce 
cas, l'élément de contact XLp sera dit contenu dans X'Lq. On définit de même 
une relation d'incidence entre covitesses ou éléments d'enveloppe. 

On est amené aussi à considérer les classes de jets locaux analogues aux 
éléments de contact et aux éléments d'enveloppe. Une classe XJ*(A„) où 
X € Jx'r(Rp, Vn) et a (X) = 0, pourrait s'appeler GERME DE r-VARIÉTÉ 
PLONGÉE. Dans l'ensemble de ces germes on peut introduire une topologie 
analogue à celle de l'espace des germes de structure considérés au para­
graphe 1. Une r-variété plongée correspond à un ensemble ouvert séparé de 
cet espace de germes de r-variété plongée. La classe j£ (A£,) Y, où Y € J*'r 
(Vn, PC) et (3 (Y) = 0, pourrait s'appeler GERME DE FEUILLETAGE dans Vn. 
L'espace de ces germes, défini encore comme plus haut, sera un espace étalé 
sur Vn. Un relèvement de Vn dans cet espace est un FEUILLETAGE r FOIS 
DIFFÉRENTIABLE avec singularités admises. On définit facilement une relation 
d'équivalence plus forte : Y ^ Y' lorsque l'intersection de f ( 0 ) et f' (0) 
est un voisinage de x relativement aux sous-espaces f1 (0) etf'1(Û) , où Y et Y' 
sont des éléments de lKr (Vn, Rm) de même source x et de but 0, jxxf ̂  Y, j j f = Y'. 
Les classes d'équivalence ainsi définies peuvent s'appeler GERMES DE VARIÉTÉ 
EXTRAITE. On définit encore l'espace topologique de ces germes ; les ensembles 
ouverts séparés de cet espace sont les r-variétés extraites de Vn. Un feuilletage 
r fois différentiable de Vn définit sur Vn un ensemble de r-variétés extraites, 
appelées les feuilles du feuilletage. 

La classe d'intransitivité de y € L^npar rapport à L£, x L̂  sera appelée 
classe d'équivalence de y. Un problème fondamental de la géométrie diffé­
rentielle locale consiste à chercher un représentant canonique dans chaque 
classe d'équivalence, plus généralement à chercher les invariants et covariants 
de y par rapport à L„ x L„otf par rapport à certains sous-groupes. 

L'élément y de Lmr>nest dit RÉGULIER lorsque le rang de la matrice (a^) 
est égal au plus petit des nombres m et n. L'ensemble des éléments réguliers 
forme une seule classe d'équivalence, ayant pour représentant canonique l'appli­
cation x'j = xjf pour i < m si m < n, ou bien l'application x'; = x - pour 
i < n et x'j = o pour j > n, si n < m. 

Etant donné y € L^n soient p et q les plus petits entiers tels que y admette 
les décompositions : y = y, z = z' y2, où z est un élément RÉGULIER de Lp%f 
z' un élément RÉGULIER de L ^ y, 6 L£ yt € Lq^n. Alors on a p < n, q < m 
et y admet la décomposition y = z' y* z/où y' 6 L«r,p. Si z0désigne le r-jet de 
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l'application canonique de R" sur Rp et z^le r-jet de l'application canonique 
de Rq dans Rm, y est équivalent à z'0 y' z0 ; on peut dire que y est équivalent 
au sens large à y' 6 Lqr)P. Appelons p le rang d'ordre r à la source et q le rang 
d'ordre r au but de y. Pour k < r , les rangs d'ordre k à la source et au but 
de y sont ceux de jky. Ces nombres sont des fonctions croissantes de k. 

Considérons k éléments y1t y2,..., yk de L^p. On peut identifier la suite 
yf. y2 ykà un élément de Lkrmin. Soit z un élément de L̂ km . Le composé 
z (y,, y1,-'.., yk) sera un élément de Lm.n et pourra s'appeler composé de y., y2,...,yit 
suivant z. Cette notion généralise la notion de combinaison linéaire de vecteurs. 
En particulier l'élément y de L^,,,s'identifie à une suite de m éléments (y,, y2,... ym) 
de L1tm(ce sont les composantes de y ; mais cette notion n'est pas invariante 
par rapport à L^,).Tout élément z de L ^ détermine un composé z (y1f y2,... ym). 
On est conduit alors à la notion de sous-espace de L^n engendré par un en­
semble donné d'éléments de L^n. Le rang d'ordre r à la source de y est le 
nombre minimum d'éléments réguliers de L^n, engendrant un sous-espace 
contenant y,, y2, ïm. 

Les mêmes considérations conduisent à la notion de prolongement d'une 
loi de composition. Une loi de composition r fois différentiable (x, x') — xx' 
définie dans Vm se prolonge à Jr (Vn, Vm). Etant donnés deux éléments X et X' 
de Jr(Vn, Vm) tels que a (X) = a (X') - u, on posera : 

XX' - j ru ( f f ) , où X=jruf, X ' - j r u f , 

en désignant ici par ff l'application x — f (u) f (u). En particulier, si G est un 
groupe r fois différentiable, Tp(G) sera un groupe. Si G opère sur une r-variété 
Vn, la loi de composition externe étant r fois différentiable, le groupe Tp (G) 
opère sur Tj (Vn). 

De cette façon, on définit des structures algébriques sur LmP>n invariantes 
par L„ mais non par L̂ . Une structure d'algèbre sur Rn se prolonge ainsi en 
une structure d'algèbre sur Lm>n, invariante par L„. Remarquons que le produit 
yy* de deux éléments de Lm,n est nul dans Lm1,n ; mais on peut définir yy' comme 
un élément de L„>n. On définit de même le produit de k éléments de Lm>ncomme 
étant un élément de Lm>n- Plus généralement dans un polynôme homogène de 
degré k, à coefficients pris dans le corps de base de l'algèbre considérée surRn, 
on peut substituer aux variables des éléments de L^ n et on obtient ainsi un 
élément de Le représentant polynomial de celui-ci s'obtient par composition 
des représentants linéaires des éléments donnés. 

La géométrie différentielle locale revient essentiellement à l'étude de 
l'espace Ln,nmuni du groupe d'opérateurs L^ x Lp, ou de groupes d'opérateurs 
qui sont des sous-groupes de celui-ci. Les sous-groupes de L„ et L^ intervien­
dront lorsqu'on remplace An et Am par des sous-pseudogroupes F et f . 
Désignons par Jr (T ) le groupoïde formé par l'ensemble des jets j£Y, où f € V . 
Le groupe JjJ(r ), intersection de Jr(F) avec L„, sera appelé groupe d'isotropie 
infinitésimale d'ordre r au point 0 relativement à V , que nous supposons tran­
sitif pour simplifier. On aura à étudier les structures sur L ,̂n invariantes par 
JÏ(T)xJÏ(T) ; ces structures se transporteront canoniquement surJx\x'(Vn, Vm), 
si V„ et Vm sont munies de structures associées à V et T' respective­
ment. En particulier, L̂ ,n pourrait avoir un sous-espace invariant par }r0(T ) y: 
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Jo(T,/). Ceci déterminerait dans Jr(Vn, Vm) une classe de r-jets distingués. 
Plus généralement cette classe de r-jets distingués sera définie dans J (Vn, 
lorsque Vn et Vm sont munies de structures que nous appellerons structures 
infinitésimales régulières (4) à groupe structural Jo (r ) et J S ( F )respectivement. 
Par exemple, dans le cas des variétés analytiques complexes (T —Acn > F ' =Â ) 
on obtient la classe des r-jets analytiques complexes, contenue dans Jr(Vnt V̂ ); 
cette notion s'applique aussi aux variétés presque complexes d'ordre r (varié­
tés munies d'une structure infinitésimale régulière à groupe structural Jo(An) ; 
elles sont équivalentes en chaque point jusqu'à l'ordre r à des variétés analy­
tiques complexes). Ayant distingué un sous-espace invariant de Lnon est con­
duit à considérer aussi les relations d'équivalence invariantes sur ce sous-
espace, ainsi que les espaces quotients correspondants. La notion générale de 
covariants différentiels de structures infinitésimales se ramène à celle de cova-
riants par rapport à des représentations de J o ( F ) x Jq (F') comme groupe 
d'opérateurs. Dans les géométries qu'on peut appeler non holonomes, les sous-
groupes de Lnet L̂ qui interviennent ne sont pas associés à des pseudogroupes 
de transformation F et F ' . 

Remarquons que Lm% admet aussi Lm x Lrn comme groupe d'opérateurs, 
lorsque k < r et k ^ r'. En particulier L̂  x L°Z est un groupe d'opérateurs 
sur Lm,n. Il en est de même de Jo(A°̂  ) x J o(A" ). L'opérateur jrest invariant 
par rapport au groupe d'opérateurs L % x et Lm,n= j r(L~n). 

D'une façon générale, on est amené à considérer les sous-espaces de L~r 
invariants par Lï x L~ ou un de ses sous-groupes. Sur un tel sous-espace 
distingué on aura à considérer les structures invariantes, en particulier les 
relations d'équivalence invariantes et les espaces quotients correspondants; 
Ces derniers espaces peuvent être considérés comme des généralisations des 
espaces de jets. Nous en verrons des exemples dans l'étude des structures 
feuilletées, des structures de variété produit ou des structures de prolongement 
d'une r-variété. 

Par exemple dans Rp+q, identifié à Rp x Rq, le produit A£x Aq engendre 
un pseudogroupe que nous pouvons désigner également par Ap X Aq. Consi­
dérons les applications pointées (f, x) de Rp x Rq dans Rm, où x — (u,v) 6 Rpx R*\ 
telles que f admette des dérivées partielles continues de toute espèce satisfai­
sant aux conditions suivantes : elles sont d'ordre 4 k par rapport aux coordon­
nées Uj de u, d'ordre^ t par rapport aux coordonnées VJ de v, d'ordres r par 
rapport à l'ensemble de ces coordonnées. Dans l'ensemble de ces applications 
pointées on a la relation d'équivalence dont chaque classe correspond à un 
système donné de valeurs des dérivées considérées au point x. Cette relation 
est invariante par Ap x Aq. Les classes d'équivalence sont des jets généra­
lisés, qu'on pourrait noter j*^rf. Comme précédemment on définît des jets 
de ce type de VP+q dans Vm, où Vm est une r-variété et où VP+q est muni 
d'une structure de produit local, localement isomorphe à Rp x Rq (c'est-à-
dire définie par un atlas de Rp x Rq sur Vp+q compatible avec A£x Â ,). 
L'ensemble des jets de ce type de RPX Rq dans Rm, de source et de but 0, 
est un espace quotient de L̂ °p+q. Pour m = 1, c'est l'algèbre quotient de L,°̂ q 
par l'idéal engendré par les produits de coordonnées qui sont de degré > k 
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par rapport aux u ;, de degré >l par rapport aux Vj et de degré > r par 
rapport à l'ensemble des u,- et Vj. Ceci rejoint le point de vue exposé par 
A. Weil. Mais les espaces de jets, de source donnée, ne sont pas toujours 
munis de structures d'algèbres. 

Pour les notions de pseudogroupe de transformations et de structures associées à un 
pseudogroupe, voir (4). La notion de germe de structure se définit pour toutes espèces de 
structures locales. La notion de germe de sous-espace s'étend aussi aux structures locales 
quelconques (Voir P. Dedecker, Comptes Rendus, Paris, 1953, 236, p. 771). On trouvera la 
définition générale des structures de prolongements et des structures infinitésimales dans 
(1). (2) et (3). 
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Vol. I (1954), pp. 478-479 

/42/ 

SUR LES STRUCTURES INFINITÉSIMALES RÉGULIÈRES 

CHARLES EHRESMANN 

Utilisons les notions et notations introduites dans une série de publications 
récentes (Voir références dans Colloque International Géométrie différentielle, 
Strasbourg 1953, p. 97) . 

Les structures qui font l'objet de la Géométrie différentielle peuvent être 
définies en partant de la notion de prolongement d'une variété différentiable Vn. 
Supposons Vn de classe r et posons r = k + /. Soit 0 un sous-groupoïde de 
IJk(Vn), espace des k-]ets inversibles de Vn dans Vn. Un prolongement d'ordre k 
et de classe l de Vn, relativement à 0 , est une variété E munie d'une projection 
p sur Vn et admettant 0 comme groupoïde d'opérateurs: Le composé dz de 0 
et z e E est défini si a(0) = p(z) et on a p(0z) = fi (6), où a(0) = source de 6y 
fi{6) = but de 0; les applications p et (d, z) -> dz sont de classe /. Soit W l'en­
semble des jets jlz(z -> 0p^z), où x -> 6X est un relèvement local de classe / de Vn 
dans 0 ; c'est-à-dire OL(0x) = x. Transitivité des prolongements: Tout prolonge­
ment d'ordre / de E, relativement à W, est un prolongement d'ordre r de Vn, re­
lativement à 0 l (prolongement d'ordre / de 0 ) . 

Une structure infinitésimale pure d'ordre k est une section a d'un prolonge­
ment E d'ordre k de Vn. Si E — Hk(Vn)/G, où Hk(Vn) = espace des repères 
d'ordre k, G = sous-groupe fermé de L^, la structure o est appelée régulière ou 
G-structure. Il lui correspond dans Hk(Vn) un sous-espace H', espace des re­
pères distingués, qui est un espace fibre principal à groupe G. On définit les 
notions de prolongement d'une structure infinitésimale et de covariant différentiel. 

Soit G un sous-groupe de L\. A toute G-structure o on peut associer au 
moins une connexion affine. Si G' est le prolongement du 1ER ordre de cr, on peut 
définir la torsion d'un élément de G'. Celle-ci est nulle si l'élément correspond 
par un repère du 2E ordre à la G-structure triviale sur Rn. Si la torsion est iden­
tiquement nulle, on peut associer à G une connexion affine sans torsion. Au 
Congrès de Géométrie différentielle (Italie 1953) j'ai donné une caractérisation 
des groupes G tels que la torsion soit un covariant représenté par le tenseur de 
torsion d'une connexion affine associée, plus particulièrement tels qu'à toute 
G-structure on puisse associer d'une manière covariante une connexion affine 
déterminée. 

11, RUE DE L'OBSERVATOIRE, 
STRASBOURG, FRANCE. 
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SUR LES PSEUDOGROUPES DE TRANSFORMATIONS DE LIE 

CHARLES EHRESMANN 

Voir la définition d'un pseudogroupe de transformations dans: ,,Sur la 
théorie des espaces fibres" (Colloque Topologie algébrique, Paris 1947) et 
,,Structures locales" (Annali di Mat. 1954). 

La notion de pseudogroupe de transformations est fondamentale en géo­
métrie. Elle est équivalente à celle de pseudogroupe d'automorphismes locaux 
d'une structure locale. 

Soient Vn et V.m deux variétés de classe ^ r, Ir(Vn, Vm) l'espace desr-jets 
de Vn dans Vm et IJr(Vn) le groupoïde des r-jets inversibles de Vn dans Vn. Un 
système différentiel 0r est une variété extraite de Ir(Vn, Vm). On définit l'espace 
0r x des germes de solutions et les prolongements successifs de 0r: 0r+1, 0r+2, 
. . ., 0 ^ , où 0œ est la limite projective de la suite 0r<- 0r+1<- 0r+2*~ • . • 
Une solution (généralement multiforme) correspond à un ouvert de 0r ;. Le 
système 0r est complètement integrable si 0r Á se projette sur 0r. Système de 
M ayer-Lie: 0r est une variété telle que son application canonique dans 7r_1 (Vn, 
Vm) soit localement biunivoque. Il est complètement integrable si 0r+1 se pro­
jette sur 0r. Dans ce cas 0r+1 correspond à un champ complètement integrable 
d'éléments de contact dans 0r, dont les variétés intégrales correspondent aux 
solutions de 0r. 

Un pseudogroupe de Lie F est l'ensemble des solutions uniformes d'un sous-
gToupoïde Ir(F) de llr(Vn), muni d'une structure de sous-variété, F sera dit de 
type fini r si I r ( r ) est un système de Mayer-Lie. Le théorème de stabilité de 
Reeb entraîne: Supposons Vn compact et simplement connexe, F de type fini r, 
I r ( r ) connexe ou admettant une composante connexe transitive dans Vn. Alors F 
se déduit par localisation d'un groupe de transformations de Lie. On définit une 
notion d'espace complet permettant de généraliser ce théorème. 

Sur un pseudogroupe F on définit diverses topologies: 
I. Les ensembles de solutions des ouverts de Ir(F) forment une base d'une 

topologie sur F. 
IL Soit K un compact de Vn, W un ouvert de Ir(F). Soit Q(K, W) l'en­

semble des cp e r tels que: 1) la source U de qj contient K; 2) jrqj relève U dans 
W. Les ensembles Q(K, W) forment une base d'une topologie 3~r. L'ensemble 
des &~r engendre une topologie -5r. 

III. Dans II remplaçons 2) par 2'): jrcp relève K dans W. Les ensembles 
Q(K, W) engendrent une topologie généralisant celle de la convergence com­
pacte. 

Ces topologies servent à définir les notions de noyau et de germe de pseudo­
groupe. 

11, RUE DE L'OBSERVATOIRE, 
STRASBOURG, FRANCE. 
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SUR L È S C O N N E X I O N S D ' O R D R E S U P É R I E U R 
PAR CHARLES EHRESMANN (I PARIS) 

Les notions exposées dans trois Notes (1) conduisent à une 
généralisation de la théorie des connexions infinitésimales dans un 
espace fibre (2). 

Soit E ( B , F , G , H) un espace fibre de classe Cr, à groupe 
structural 0 ) soit p la projection de E sur B et soit 0 = E R—1 
le groupoïde principal associé. Soit le prolongement non kolo-
norne d'ordre r de 0 . Soit i? la base de 0 ? c'est-à-dire l'ensemble 
des unités de 0 . Si a? est l'isomorphisme identique de la fibre 
E x = p ~ 1 ( x ) j identifions B avec B par x x . Soit « (0) l'unité à 
droite de O £ 0 , b ( 9 ) l'unité à gauche; a est la projection verticale, 
b la projection horizontale de 0 sur B ou ^ . 

Un déplacement infinitésimal d'ordre r de Fx est une vitesse 
verticale f d'ordre r et d'origine a? dans $ ; c'est-à-dire a f est la 
vitesse nulle réduite à x . Un élément de connexion d? ordre r en 
x £ B est un élément X de P'{Bj 0 ) , espace des jets non holonomes 
d'ordre r de B dans 0 , vérifiant les conditions suivantes: a (X) = x , 
P ( X ) = x ; a X = jet d'ordre r et de source x de la rétraction 
de B sur a?; & X = ^ = jet d'ordre r et de source x de l'application 
identique de B . JIL correspond d'une façon biunivoque à un élément 
de conctact non holonome vertical dans 0 au point a?. L'élément 
X ~ 1 = Q X J OÙ £ est la symétrie 6 — 0—1 dans 07 est un coélément 
de connexion; il vérifie les conditions a X ~ ] , b X—1 = j r et 

(1) C. EHRESMANN, Comptes Rendus Acad. Sciences, Paris, 239, 1954, p. 1762; 
240, 1955, p. 377 et p. 1755. 

(2) C. EHRESMANN, Les connexions infinitésimales (Colloque de Topologie, 
Bruxelles, 1950). 
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2 CHARLES EHRESMANN - Sur les connexions d'ordre supérieur. 

correspond à un élément de contact horizontal dans <2> en x . L'élé­
ment X fait correspondre à toute vitesse f d'ordre r dans B d'ori­
gine x le déplacement infinitésimal X £ de Fx . 

Soit Çr l'espace des éléments de connexion d'ordre r sur J5 , 
Qr (resp. Çr) le sous-espace des éléments semiliol on ornes (resp. liolo-
nomes). -Qr (resp. Qr ou Qr) est un espace fibre admettant $ r 
(resp. <£>r ou <Pr) comme groupoïde principal associé; ses fibres sont 
isomorphes à T„\e(G) (resp. Tn\e(G) ou Tn\e(G)), espace des vitesses 
non liolonomes (resp. sein ihol on ornes ou holonomes) de G , d'ordre 
r , de dimension n et d'origine e (élément unité). Ces fibres étant 
homéomorphes à un espace numérique, Qr (resp. Qr on Qr) admet 
toujours une section. Une telle section définit une connexion infini­
tésimale d'ordre r sur E , ainsi que sur tout espace fibre associé à 

. L'opérateur jk applique Qr sur Qk. 
Soit Z € I r (Vp , E ) , de but z £ E tel que x = p (z), Vp étant 

une variété quelconque. La différentielle absolue de Z par rapport à: 
X est X " - 1 ^ défini par (X~x p Z) - Z, composé obtenu par prolonge­
ment de la loi de composition ( 0 , z ) - + 0 z . On a: X~l Z £ l r ( Y p , Fx), 
de but 0 . En particulier Z peut être le jet d'ordre r d'un relèvement 
local o de 7? dans E et X - 1 J£ est alors la différentielle absolue de 
o par rapport à X . L'élément de contact d'ordre r d'une section 
locale de E au point z est ainsi développé sur un élément de con­
tact non holonome de Fx au point z . Soit h £ H se projetant sur x . 
Alors X est un jet non holonome d'ordre r de 77 sur Hx ? de 
source et de but /i . En composant avec A-1, on obtient le jet 
h"1 X~~l j)t de I I sur 6r , de but e , auquel on peut associer canoni-
quement un jet d'ordre r de II sur Te(G). espace tangent à 6r 
en e. Par prolongement de la loi de composition (6 , s) - 6 z , on 
définit X ^ E 7' (7) ? £7) , de source a? et de but 0 et tel que p X z = j x -
On obtient ainsi un champ d'éléments de contact horizontaux d'ordre 
r , le long de la fibre . En particulier, une connexion correspond 
à un champ d'éléments de contact horizontaux d'ordre r sur H . 
invariant par le groupe G opérant sur 17. 

Prolongement d'une connexion : Soit C une connexion définie par 
un relèvement différentiable de B dans Qr. De X = C (x) on déduit 
/ (A ) E Par prolongement de (X , 0) - X 0 , on définit (jl G)f.(X). 
C'est un élément X '— O' (a?) 6 $r+1? appelé prolongemeut du 1er ordre 
de X relativement à C . Le relèvement de Z> dans ()r+1 définit 
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CHARLES EHRESMANN - Sur les connexions dJordre supérieur. 3 

le prolongement de G. Par itération on définit le prolongement 
d'ordre . Les éléments du prolongement d'ordre d'une connexion 
du 1er ordre sont semi-holonomes. 

Courbure d'une connexion du 1er ordre: Soit C une connexion du 
1er ordre et C son premier prolongement. Soit Xx un élément de 
connexion holonome du 2e ordre au point x tel que j*(Xi) = C(x). 
Par prolongement de la loi de composition de <P on définit ( C (x))—1 XA ; 
c'est un élément Y de I% (B ? Gx) ? de source x et de but x , unité 
du groupe Gx des automorphismes de Fx. On a f (Y) = jet de 
l'application constante sur x . De Y* on déduit un jet semiholonome 
Z d'ordre 2 de TX(B) dans tel que j1 (Z) soit le jet de l'ap­

plication constante de B sur x . On peut considérer Z comme un 
élément de T¿(QX) (g) Tx (B)* 0 T«(£)*. Par antisymétrisation on en 
déduit un élément Bx de T¿{Gx)®{Tx(Bf A. TX(B)*). Cet élément 
î A, est indépendant de X{ et s'appelle le tenseur de courbure de (7 
au point x; c'est un covariant de C (x). Bx = 0 exprime que 0 ' (a?) 
est holonome. Si Rx = 0 pour tout A? , la connexion O est integrable. 

Dans le cas d'un espace fibre soudé (2) à B , on définit de 
même un tenseur de torsion, covariant de C (x). 

Plus généralement, un élément de connexion d'ordre r est défini 
par un élément de connexion d'ordre l relativement à &h, où 
r = 1c -f- ¿. Un tel élément détermine aussi un élément de connexion 
d'ordre r du type précédent. 
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/50/ 

CATÉGORIES TOPOLOGIQUES 
ET CATÉGORIES DIFFERENTIABLES 

PAR 

Charles EHRESMANN (Paris) 

Pour les définitions d'une catégorie, d'un groupoïde, d'un 
foncteur et d'une catégorie d'opérateurs, nous renvoyons à un 
article antérieur [x] dont nous utiliserons les notations. 

REMARQUE PRÉLIMINAIRE : 

La notion de structure de variété différentiable définie habi­
tuellement sur un ensemble peut être définie de la même manière 
sur une classe quelconque. Soit Ar le pseudo-groupe des automor-
phismes locaux de classe r de l'espace somme H Rn des espaces 
numériques Rn, n entier positif quelconque. Soit C une classe 
quelconque. Un atlas complet de E Rn compatible avec Ar définit 
une structure de variété différentiable de classe r. On définit de 
même la notion de structure de variété topologique ou de variété 
analytique sur C. Les variétés considérées ne sont pas nécessairement 
connexes ni séparées. Il convient de définir aussi la notion de 
structure topologique sur une classe quelconque C par la donnée 
d'une classe de sous-classes (appelées ouverts) vérifiant les mêmes 
axiomes que la famille des ouverts d'une topologie sur un ensemble. 
Dans les exemples que nous rencontrerons il existe une base 
d'ouverts formée par des ensembles. 

LE GROUPOÏDE DES ÉLÉMENTS INVERSIBLES D'UNE CATÉGORIE DIF­
FÉRENTIABLE : 

Définition 1. Une catégorie différentiable de classe r est une 
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catégorie 0 munie d'une structure de variété différentiable de classe r 
telle que les conditions suivantes soient vérifiées : 

1) Les fonctions a et fi qui associent à f £ 0 F unité à droite 
a ( f ) et Vunité à gauche fi(f) sont différentiables de classe r et de 
rang localement constant. 

2) La loi de composition ( g , / ) -> g f est différentiable de classe r. 
De 1) il résulte que la classe A des unités de 0 est une sous-

variété de classe r de 0 ; c'est même une sous-variété propre; 
c'est-à-dire sa topologie est la topologie induite par 0 sur A. Les 
applications a et fi définissent sur 0 deux structures de variétés 
feuilletées différentiables de classe r. Tout élément fo de 0 admet un 
voisinage ouvert U muni d 'un système de coordonnées locales 
adapté au feuilletage correspondant à a de la forme ( x , y ) - > f 
où x = « ( / ) , y € U \ U' C Rn, n étant la dimension des feuilles au 
voisinage de f. L'ensemble a (U) auquel appartient x est un voisinage 
ouvert de a(/o) dans A, si le rang de a en fo est égal à la dimension 
de A; sinon a (U) est une sous-variété propre de A. Si fy € A, on 
pourra supposer que U n A est défini par y = 0. On a des systèmes 
de coordonnées locales analogues correspondant au feuilletage 
défini par fi. 

La classe des couples composables (g , f ) est une sous-variété f 
de classe r de 0 x 0 . Un système de coordonnées locales admis­
sible au voisinage d'un tel couple (g , / ) dans f est formé par 
( y \ y , x ) , où ( v, x) est un système de coordonnées locales de / 
et ( y \ x ' ) un système de coordonnées locales de g, avec x' = /?(/). 
Le composé g f est représenté par (y ' \ x), où 7 " = ç>0>', J>, 
99 étant une fonction différentiable de classe r de ( y \ y , x ) ; ceci est 
la signification de l'axiome 2). 

Si / 0 est inversible, l'application g - ^ g f o est une application 
biunivoque différentiable de classe r de a_1(*o) sur a"1{xo) de 
déterminant jacobien différent de 0 en tout point, parce que 
g - ^ i g f o ) ^ 1 ^= gifofô1) = g est l'application identique de la 
feuille a-1(%o)- A l'aide de coordonnées locales admissibles, fo est 
représenté par (yo,xoX/ô1 Par 0>o>*o)et/ô1/*) par (0,xo); c'est-à-dire 
y(y0,yo,xo) — 0. Le déterminant jacobien de 99 par rapport à y ' 
étant différent de 0, l 'équation cp(y\y,x) = 0 détermine y' en 
fonction différentiable de classe r de (y9x) dans un voisinage U. 
de jf. Le couple ( y \ x % où x' = fi(f), correspond à un élément f 
tel que f'f=-= « ( / ) • On montre de la même façon qu 'à tout f 
appartenant à un voisinage U\ de fo on peut faire correspondre 
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un élément / " voisin de f$ l tel que ff" = /?(/). Si / appartient 
au voisinage U n Ui, on lui fait correspondre ainsi deux éléments 
f et / " tels que / ' / = a ( f ) et ff" = fi(f). Il en résulte : 
<j'f)f" = / " = n f f " ) = /'• Par conséquent / ' = / " =/-1.Ceci 
démontre le théorème suivant : 

Théorème 1 : La classe des éléments inversibles dans une 
catégorie différentiable 0 de classe r est un groupoïde TI ouvert dans 
0 . L'application f - > / - 1 de II sur II est un isomorphisme de classe 
r de la variété différentiable II. 

Une catégorie différentiable de classe r dont tous les éléments 
sont inversibles est appelée groupoïde différentiable de classe r. 
Pour un tel groupoïde l'application / - > / _ 1 est un isomorphisme 
de sa structure différentiable de classe r. 

On obtient un théorème analogue au théorème 1 pour certaines 
catégories topologiques, en posant la définition suivante : 

Définition 2. Une catégorie topologique est une catégorie 0 
munie d'une structure topologique telle que les conditions suivantes 
soient vérifiées : 

1. Les fonctions a et fi sont continues. 
2. La loi de composition (g , f ) -> g f est continue, sur la sous-

classe de 0 x 0 formée par les couples (g,f) composables. 
Un groupoïde topologique est une catégorie topologique 0 

dont tous les éléments sont inversibles et telle que Vapplication 
/->y*-1 soit continue. (Ce qui entraîne qu'elle est un homéomor-
phisme de 0 sur 0) . Une catégorie topologique 0 sera dite régulière 
si sa structure topologique est une structure de variété topologique 
et si au voisinage de chaque élément de 0 les feuilletages définis par 
a et fi sont des structures de variétés feuilletées. 

Théorème 2 : Si 0 est une catégorie topologique régulière, la 
classe des éléments inversibles de 0 est un groupoïde topologique 
régulier ouvert dans 0 . • 

Dans une catégorie topologique régulière 0 , la classe des 
unités est une sous-variété propre. On peut utiliser, comme dans 
le cas des catégories difîérentiables, les systèmes de coordonnées 
locales adaptées aux feuilletages définis par a et fi. Soit fo un 
élément inversible de 0 , représenté par (yo,xo) dans un système 
de coordonnées locales; f-1 sera représenté par 0>0',:v0') dans un 
autre système de coordonnées locales; xo = fi(fo). Il existe un 
voisinage [/ de /o et un voisinage Ui de f^1 tel que l'application 
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( g i f ) - * g f s°it définie par : 

(y',y9x) -> (y>(y\y,x),x\ 

si f £ U de coordonnées (y,x) et g £ U\ de coordonnées 0> 
.v' = /?(/). L'application ^ ' - > 99(j;/,.yo,xo) est un homéomorphisme 
99(/0) d'un ouvert W de JRw sur un ouvert W de qui applique 
J'0' sur ç>0>0',j>o,xo) = 0. Soit (p(f) l'application y ' < p ( y \ y , x ) 
que nous pouvons supposer définie sur W. Soit B% une boule de 
centre 0 dans Rn; soit Bn la boule topologique appliquée par 
qj(fo) sur B%. Dans ¿7, il existe un voisinage V de fo tel que pour 
/ G V l'image par cp(f) du bord de la boule Bn ne contienne pas 0, 
à cause de la convergence uniforme de 99 sur un compact de l'espace 
des triplets (y \y ,x ) . De l'invariance du degré topologique par 
déformation, il résulte qu'il existe dans Bn un point y' qui est 
appliqué par 99(7) sur 0. Soit / ' l'élément de 0 de coordonnées 
(y',x') où x' = /?(/). On a / ' / = a ( f ) = x. On démontre de même 
qu'il existe un voisinage V\ de tel qu 'à tout / G V\ corresponde 
un / " vérifiant la condition ff" = /?(/). Pour tout f £ V n Vi on 
a donc deux éléments / ' et / " tels que / ' / = a(f ) et / / " = /?(/)• 
Il en résulte : 

( f f ) f " = f ( f f " ) = / ' = / - • 
D o n c / ' est l'élément inverse unique/-1 d e / L 'applicat ion/-->/ 1 
est continue, car on peut choisir le voisinage V de / 0 tel que / 1 
correspondant h f £ V appartienne à un voisinage donné de f-1 
représenté par Bn x (/(xj), où {7(XQ) est un voisinage de xQ' = ft(fo) 
dans ¿1. Ceci achève la démonstration du théorème 2 . 

En particulier, soit 0 une catégorie topologique ayant une 
seule unité e, la structure topologique dévê t an t celle d'une variété 
topologique. L'ensemble des éléments inversibles de 0 forme alors 
un groupe topologique G ouvert dans 0 . Si la catégorie 0 est 
de plus différentiable, G est un groupe de Lie. Inversement on est 
conduit au problème de complétion d'un groupe topologique ou 
d'un groupe de Lie G, c'est-à-dire au problème de construire les 
catégories topologiques ou différentiables dont les éléments inver­
sibles forment G. 

ESPACE FIBRE SUR UNE CATÉGORIE TOPOLOGIQUE : 

Définition 3. Etant données une catégorie topologique 0 et 
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une classe ©o munie d'une structure topologique, 0 est appelée 
catégorie d'opérateurs topologique sur ©o lorsqu'on a donné une loi 
de composition ( f iz)-> f z , f £ 0 , z G ©0 — définissant 0 comme 
catégorie d'opérateurs à gauche ou à droite sur ©o et vérifiant de 
plus les conditions suivantes : 

1) Si p(z) désigne l'unité de 0 composable avec z, l'application 
p de ©o sur A, classe des unités de 0 , est continue. 

2) L'application ( f z ) - > f z est continue sur la sous-classe de 
0 x ©o formée par les couples ( f z ) composables. 

0 sera appelée catégorie d'opérateurs différentiable de classe 
r sur ©o, si 0 est une catégorie d'opérateurs topologique sur ©o 
vérifiant encore les conditions suivantes : 0 est une catégorie diffé­
rent iable de classe r ; ©o est munie d'une structure de variété 
différentiable de classe r; p est différent iable de classe r; le rang de 
p au point z G ©o est égal à la dimension de A au point p(z); la loi 
de composition ( f z ) - > f z est différentiable de classe r sur la sous-
variété de 0 x ©o formée par les couples composables ( f z ) . 

Une classe ©o munie d'une catégorie d'opérateurs topologique 
peut aussi être appelée [3] espace fibre sur 0 . Si 0 est une catégorie 
régulière ou différentiable de classe r, ©o est aussi un espace fibre 
sur le groupoïde topologique 77 des éléments inversibles de 0 . 

Les couples composables {fz) , /G 0 , z G ©0, forment une 
catégorie topologique © dont la classe des unités peut s'identifier 
avec ©o, en identifiant (p(z),z) avec z. Si 0 est un groupoïde topo-
logique, © est aussi un groupoïde topologique. 

D'après la terminologie proposée dans f1], une classe ©o 
munie d'un groupoïde d'opérateurs 77 est appelée espèce de struc­
tures sur 77. Si ©o est muni d'une catégorie d'opérateurs 0 , c'est 
une espèce de structures sur le sous-groupoïde 77 des éléments 
inversibles de 0 . On pourra aussi dire que ©o est une espèce de 
structures sur 0 admettant © comme catégorie d'homomorphismes; 
le groupoïde des isomorphismes est composé alors des couples 
( / ,z)G©, où /G II. Si 0 opère à gauche (resp. à droite) sur ©o, 
on peut dire que ©o est une espèce de structures covariante (resp. 
contravariante) sur 0 . Un élément z de ©o est appelé une structure 
sur l'unité p(z) de 0 , ou bien sur l'objet correspondant, lorsqu'on 
s'est donné une classe d'objets correspondant d'une façon 
biunivoque à la classe des unités. Dans le cas covariant, le couple 
( f z ) est composable si a ( f ) = p(z) et l'on a p( fz) = ft(f). Dans 
le cas contravariant, le couple ( f z ) est composable si p( f ) = p(z) 
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et Fon a p( fz) = a( f ) . Un couple composable ( f z ) est un homo-
morphisme de z vers fz . Pour la définition generale d'une catégorie 
d'homomorphismes, voir f1]. 

CATÉGORIES TOPOLOGIQUES TRIVIALES OU LOCALEMENT TRIVIALES : 

Soit 0 une catégorie dont le groupoïde 77 des éléments inver­
sibles est transitif, c'est-à-dire opère transitivement dans la classe 
A de ses unités. Soit &e la sous-catégorie formée par les f tels que 
a( f ) = /?(/) == e. Pour chaque unité x £ A soit lx un élément de 
77 tel que a(lx) = e, fi(lx) = x. La classe des éléments lx et des 
éléments de 0e forme un système de générateurs de 0 : tout élément 
/ de 0 est de la forme l x* yl^1, où y G 0e. L'application 
(x \x , y ) -> 1Xî yl~~l est un fondeur biunivoque, c'est-à-dire une 
équivalence, de la catégorie A x A x 0e sur 0 , la multiplication 
dans A x A x 0e étant définie par : 

(1) (x \x ,y) = {x ' \x , y 'y ) . 

Du point de vue algébrique la structure d'une catégorie 0 dont le 
groupoïde 77 des éléments inversibles est transitif est donc déterminée 
par 0e et A. 

Si TI n'est pas transitif, soit At une classe d'intransitivité 
quelconque de A relativement à 77 et soit e% un élément choisi 
dans Ai. Pour toute unité x soit lx un élément de 77 tel que a(x) = e¿, 
P(x) = .Y, en supposant x G Ai. Soit 0e¿, et la classe des éléments 
/ d e 0 tels que a ( f ) = e%, /?(/) = ej. Tout/G 0 se met d'une manière 
unique sous la forme lx< yl^1, où x = a ( f ) £ Au x' = /?( / )£ Ah 
y G ^ej,er Soit 0 ° la sous-catégorie pleine de 0 ayant pour unités 
les éléments et. L'application lxt yl~x -> ( x \ x, y) est un foncteur 
biunivoque de 0 sur la sous-catégorie A de A x A x 0 ° formée 
par les triplets (x \x , y ) tels que x £ A u x ' £ A h y £ & e €i. Posons 
AJÍ = Aj x Ai x 0e,. eA alors A = E AN. 

3' 1 U,i) 
La multiplication dans A x A x 0 ° est encore définie 

par (1). 
Un groupoïde topologique 77 est dit localement transitif si 

les classes d'intransitivité At sont des ouverts dans A, Soit 0 une 
catégorie topologique dont le groupoïde 77 des éléments inversibles 
est un groupoïde topologique localement transitif. S'il existe un 
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relèvement continu cr de ZI dans 77 tel que : aa(x) — eu P<y(x) — x, 
x £ A u le foncteur biunivoque a(x ' )ya(x)-1 -> (x \x ,y ) est un 
homéomorphisme; il définit une équivalence topologique de 0 
sur A. On dira que la catégorie topologique 0 est triviale. 0 ° est 
une catégorie topologique dont les unités sont isolées et invariantes 
par rapport au groupoïde /7° des éléments inversibles de 0 ° ; 
c'est-à-dire 77° est la réunion des groupes JJei. Si 0 j j désigne la 
classe des/G 0 tels que a ( f ) G Au P(f ) G Ah 0 n est homéomorphe 
à Aj x Ai x 0ej,ef 

Un groupoïde topologique FI sera dit localement trivial lorsque 
pour tout xo G A il existe un relèvement continu a d'un voisinage 
ouvert U(xo) dans FI tel que aa(x) = xo, Pa(x) = x, x £ U(xo). Les 
classes d'intransitivité At de A sont alors des ouverts dans A. 
Si xo G Ai, il existe alors aussi un relèvement continu Q de U(xo) 
dans 77 tel que aq(x) = eu PQ{X) = x, xG £/(x0). En effet, soit 
/0G77 tel que a(l0) = eu P(lo) = xo. Le relèvement g défini par 
o(x) = a{x)lo possède la propriété voulue. Etant donnés deux 
relèvements continus QÀ et ^ d'un ouvert U de A dans II vérifiant 
les conditions agx(x) = aQ^x) = eu PQAX) = P Q ^ X ) = x, x G U, 
on a : Q^X) = £A(x)^A(x), où ŝ k est une application continue 
de U dans le groupe topologique 77^. 

Soit ©o un espace fibre sur un groupoïde topologique transitif 
et localement trivial 77. Si p désigne la projection de ©o sur A, 
soit F = p '^ ie) . Nous avons la famille des cartes locales suivantes 
de A x F dans ©o : (x, v)-> g ( x ) y , x € U (ouvert dans A), y G F, 
g un relèvement continu de U dans 77tel que ao(x) = e, PQ(X) = x. 
Cette famille de cartes locales est un atlas de A x F sur ©o 
compatible avec le pseudo-groupe d'automorphismes locaux de 
A x F engendré par les transformations : (xvy) -> (x,s(x)y), où 
s est une application continue de U dans FIe. Donc ©o est un espace 
fibre localement trivial de base A, de fibres isomorphes à F, de 
groupe structural (*) topologique TIe. Dans le cas où 77 est un 
groupoïde d'opérateurs différentiable de classe r sur ©o, on a sur 
©o une structure fibrée différentiable de classe r, de base A, de 
fibres isomorphes à F, de groupe structural TIe, qui est alors un 
groupe de Lie. Il suffit de prendre les cartes locales correspondant 
aux relèvements q différentiables de classe r. 

(*) Ici le groupe structural We est un groupe structural dPopérateurs 
sur F; le groupe structural considéré habituellement est le groupe de trans­
formations correspondant de F. 
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Etant donné un espace topologique F admettant 11 e comme 
groupe d'opérateurs topologique, on construit un espace fibre 
©o bien déterminé sur le groupoïde transitif et localement trivial FI 
par le procédé d'élargissement d'une espèce de structures (voir f1], 
page 57). Un élément de ©o sera une classe de couples (h,y)FIe, 
h £11, a(h) = e, y £ F, le composé (h,y)s étant (hs, s~xy) pour 
s £ II e. Les cartes (x,y) -> (o(x),y) II e définissent alors sur ©o 
une structure fibrée localement triviale sur 77, c'est-à-dire de base A, 
de fibres isomorphes à 77 et de groupe structural FIe. 

Une catégorie topologique 0 dont le groupoïde FI des éléments 
inversibles est un groupoïde topologique localement trivial est dite 
localement triviale. Considérons les cartes locales de A x A x 0 ° 
dans 0 de la forme : (x' ,x,y) -> Q'(X ')y Q(X)~1, x £ U, x ' £ U', U 
ouvert dans Au U' ouvert dans Ah y £ 0e^ e., la catégorie 0 ° étant 
comme plus haut la réunion des 0e.y EÇ Q un relèvement continu 
de U dans 77, Q' un relèvement continu de [/' dans 77, ao(x) = eu 
fig(x) = x, CIQ' (X ' ) = ej, fio'(x') = x' . La source d'une telle carte 
est U' x U x ^e^er Les changements de cartes sont de la forme 
(x' ,x,y) -> (x ', x, s'(x')ys(x)-1), où s est une application continue 
de U dans 77^, s' une application continue de [/' dans 77 .̂. Ceci 
montre que 0j,i est un espace fibre localement trivial de base 
Ai x Aj, de fibres isomorphe à ^ejtei et de groupe structural 
IIei x FIe.. D'ailleurs 0^i admet 77̂  x TIj comme groupoïde 
d'opérateurs topologique, où 77̂  est le sous-groupoïde de 77 formé 
par les éléments f tels que a ( f ) £ At (et par suite fi(f) £ At); la loi 
de composition est : 

( f g , z ) -> gzf-\ z £ 0Uu /G ni9 g £ n j . 

Soit 0x,i (resp. 0j,x) la classe des z £ 0 tels que a (z )£Au 
fi(z) = x (resp. a(z) = x. fi(z)£Aj). IIj opère sur la classe des 
classes 0X>% telles que x £ A j \ 77̂  opère sur la classe des classes 
0j>x telles que x £ Au Le transformé de 0 x j par g £ IIj est g0Xsu 
où ct(g) = x; le transformé de 0j>x par/G77^ est 0j,xf~x où 
a ( f ) = x. Il en résulte que 0 j ^ est aussi un espace fibre localement 
trivial sur Tli (resp. sur IIj), de base Ai (resp. Aj), de fibres isomorphes 
à 0j>ei (resp.0ejd), de groupe structural Ile. (resp. 77e ).-En particulier, 
si 77 est transitif, 0 ou 77 sont des espaces fibres sur 77, la projection 
correspondante sur la base A étant soit a, soit fi. 
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APPLICATIONS COVARIANTES : 

Etant donnés deux espaces fibres So et SQ' sur FF localement 
trivial, considérons une application covariante y de So dans SÓ 
qui soit continue; rappelons [x] que cp(fz)=f(p(z), si z G So, 
f £ FF tels que fz soit défini. Si 77 est de plus transitif, l'application 
covariante y est déjà complètement déterminée par sa restriction q>e 
de F dans F \ fibre de S Q sur e. Toute application continue % de F 
dans F ' permutable avec FFe détermine une application covariante 
continue (p de So dans SQ , en posant q (hy) = hq>e(y), h G 77, 
a (h) —- e. 

Plus généralement, si S0 est un espace fibre sur FF et SQ un 
espace fibre sur un groupoïde topologique localement trivial /7', 
soit ip un foncteur continu de /7 dans FF'. Une application covariante 
continue relativement à ip de S0 dans SQ est une application 
continue q de So dans SQ telle que q(fz) = f(f) q (z) . On définit 
de même les applications covariantes de classe r. Si FF est transitif, 
q) est encore complètement déterminée par sa restriction q)e à F. 

Remarquons qu'on définit de même la notion d'application 
covariante de So dans SQ lorsque So et SQ sont des espaces fibres 
sur des catégories topologiques 0 et &'. 

CATÉGORIE INDUITE, ESPACE FIBRE INDUIT 

Soit 0 une catégorie, A la classe de ses unités, q une application 
d'une classe B dans A. Soit q*(0) la classe des triplets ( u \ f u ) 
u G B, w' G B , f £ 0 tels que a ( f ) = q(u), /?(/) — q(W). Cette classe 
q*(0) est une catégorie pour la multiplication suivante : 

(u ' \ f \u ' ) (u \ f ,u) = ( u ' \ f ' f u ) . 

Cette catégorie sera appelée catégorie induite par q. Ses unités sont 
les triplets (u,e,u), où e = q(u). Elles correspondent d'une façon 
biunivoque aux éléments u de B qui forme ainsi une classe d'objets 
pour q*(0). Identifions u avec l'unité correspondante (u,e,u), 
c'est-à-dire B avec la classe des unités de q*(0). L'application q 
qui applique ( u \ f u ) sur / est un foncteur de q*(0) dans 0 , dont 
la restriction aux unités est q; l'image de q*(0) par q est la sous-
catégorie pleine de 0 correspondant à q(B); la restriction de q 
à la sous-classe de q*(&) formée par les triplets (u',f,u) tels que 
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w et w' soient donnés est biunivoque. Si 77 est le groupoïde des 
éléments inversibles de 0 , #*(77) est le groupoïde des éléments 
inversibles de q*(0). Si 77 est transitif, q*(H) est transitif. 

Si 77 est un groupoïde topologique localement transitif et si q 
est continu, le groupoïde q*(H) est localement transitif. Si 0 est 
une catégorie topologique triviale (resp. localement triviale), q étant 
encore continu, q*(&) est une catégorie topologique triviale (resp. 
localement triviale). 

En effet, dans le cas localement trivial, il suffit de construire 
les relèvements locaux continus de B dans #*(77) de la façon 
suivante; soit a un relèvement continu dans 77 d'un voisinage. 
U(xo) de x$£A tel que aa(x) = x$, fic(x) = x, x G U(xo). Soit 
uo G B tel que q(uo) = xo et soit V(uo) un voisinage de i/o tel que 
q(V(uo)) C f/(xo). L'application u - > (u,a(q(u)),uo) est alors un 
relèvement local continu a de V(uo) dans #*(7T) tel que aâ(u) = uo, 
(fa(ii) = u, w G V(uo). 

Si So est un espace fibre sur une catégorie (topologique) 0 , 
on définit Vespace fibre induit g* (So) sur la catégorie induite q*(0); 
c'est la classe des couples (u,z), u G B, z G So tels que q(u) = p(z), 
où p est la projection de So sur A. La catégorie q*(0) opère sur 
<7*(S0) suivant la loi de composition : 

(u ' , fu) (u,z) = (u',fz). 

Si 0 est une catégorie localement triviale dont le groupoïde FI des 
éléments inversibles est transitif, g* (So) est un espace fibre locale­
ment trivial de base B, de fibres isomorphes à F, de groupe structural 
topologique FIe. Si de plus So est un espace fibre différentielle de 
classe r sur 0 et si q est differ entiable de classe r, q*(0) est une 
catégorie differ entiable de classe r et #*(S0) est un espace fibre 
differ entiable de classe r. 

Si y) est un foncteur d'une catégorie 0 dans une catégorie 0 ' , 
soit ipo la restriction de %p à la classe A des unités de 0 . Alors y 
admet la décomposition canonique tp = y>oy>'9 où y>' est le foncteur 
de 0 dans y>* Qui applique f £ 0 sur (/?(/), w(fX « ( / ) ) et ^o 
le foncteur défini ci-dessus qui applique (P(f)>y>(f)><*(f)) sur 

Si S0 est un espace fibre sur 0 , S0' un espace fibre sur 0 ' 
cp une application covariante de So sur S0' relativement à xp, il y a 
de même une décomposition canonique (p = (p2(P1 ou <Pi est une 
application covariante de So dans tp0 (S^) et y2 une application 
covariante de ip0 (S^) dans S0' relativement à ipo. 
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SOUS-CATÉGORIES LOCALEMENT TRIVIALES : 

Soit 77 un groupoïde transitif et localement trivial. Soit 77 la 
classe des h G 77 tels que a(h) = e, où e est un élément fixe de A. 
Comme 77 opère sur 77, (/,/&)-> fh, H est un espace fibre sur 77, 
c'est-à-dire de base A, de fibres isomorphes à 77e, de groupe 
structural TIe opérant sur IJe comme groupe des translations à 
gauche. 77 est appelé espace fibre principal sur II\ les autres espaces 
fibres sur 77 sont les espaces fibres associés à 77. 

Soit G un sous-groupe de 77e. Soit 77/G la classe des classes 
hG. 77 opère sur 77/G, le transformé de hG par / G 77 est (fh) G, 
si fh est défini. Donc H/G est un espace fibre sur JJ, de fibres 
isomorphes à Vespace homogène IIe/G, de groupe structural TIe 
opérant sur cet espace homogène. 

Soit 77G le groupoïde correspondant des couples composables 
(fihG); la classe de ses unités est identifiée avec 77/G. Ce groupoïde 
opère sur 77 de la façon suivante : le transformé de h G 77 par 
(fihG) est fh. On voit que 77 est un espace fibre principal sur IIG, 
de base H/G de fibres isomorphes à G, de groupe structural G 
opérant à gauche sur G. On démontre la proposition : Pour que 
TIQ soit un groupoïde localement trivial, il faut et il suffit que IIe 
soit un espace fibre localement trivial sur II e/G, ayant pour fibres 
les classes sG, s G 77^, condition équivalente à l'existence d'un 
relèvement continu dans 77e d'un voisinage de G dans 77e/G. 

Soit 77' un sous-groupoïde de 77 et supposons que 77' soit 
encore transitif sur A et 77^ — G. Soit 77' l'espace fibre principal 
sur II' formé par les éléments h' £11' tels que a(h') = £ .77 ' est 
réunion des classes h'G, h' G H'. Soit a l'application de A dans 
77/G qui fait correspondre à x £ A la classe hxG, où h'x£W, 
Pifrx) = x- Si H' est localement trivial (et par suite aussi 77'), il 
existe au voisinage de xo G ZI un relèvement continu x->h'x et 
par suite Vapplication a sera continue, c'est-à-dire définit un 
relèvement continu de A dans 77/G. 77' s'identifie naturellement 
à l'espace fibre induit cr*(77), où 77 est considéré comme espace 
fibre sur 77/G. On a de même II' = a*(llG). 

Réciproquement, si IIe est un espace fibre localement trivial 
sur 77e/G, à tout relèvement continu a de ZI dans 77/G correspond 
l'espace fibre cr* (77) qui s'identifie à un sous-espace fibre 77' de 
77 et 77' est un espace fibre principal à groupe structural G. De 
plus o*(IlG) s'identifie avec un sous-groupoïde 77r de 77 vérifiant 
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les conditions : 77' est transitif dans A et localement trivial. Le 
problème de la restriction du groupe structural des espaces fibres [2] 
est donc équivalent au problème de la recherche des sous-groupoïdes 
localement triviaux de I I qui soient transitifs dans A. A deux 
relèvements homotopes de A dans H/G correspondent deux sous-
groupoïdes topologiques isomorphes. 

Soient 0 une catégorie topologique localement triviale, n le 
groupoïde des éléments inversibles, 77̂  le groupoïde des éléments 
inversibles dont les unités forment la classe d'intransitivité Ai de 
zJ, 0 ° la sous-catégorie pleine de 0 ayant pour unités les éléments 
eu où et est un élément déterminé choisi dans At. Soit 0 ' une sous-
catégorie topologique localement triviale telle que Ai soit encore 
classe d'intransitivité de A relativement à 77', groupoïde des éléments 
inversibles de 0 ' . Soit 0 ' ° la sous-catégorie 0 ' c \ 0 ° . Le groupoïde 
77° (resp. /7'°) des éléments inversibles de 0 ° (resp. 0 '°) est la 
réunion des groupes lie. (resp. 77J.). 77.' est un sous-groupoïde 
localement trivial de I/i dont la trace sur 77^ est n'e.. Il correspond 
à un relèvement continu de At dans Hi/neç où Ht est la classe des 
h G 77 tels que a(h) = eu La sous-catégorie 0 ' est alors complète­
ment déterminée par la donnée de 0 ' ° et des sous-groupoïdes 77 '̂. 
Tout élément / de 0 ' se met sous la forme hjyh~x, où /z$ G 77', 
y G 0 ' ° , a(hi) =̂  a (y) = eu a(hj) = fi (y) = ej. Pour déterminer une 
sous-catégorie 0 ' du type considéré il su ffit de se donner arbitrairement 
une sous-catégorie 0 ' ° de 0 ° ayant les mêmes unités que 0 ° et, 
pour chaque /, un sous-groupoïde 77' de 77̂  induit par un relèvement 
continu ai de Ai dans Hi/n'ei, 77^. = 0 ' ° n 77^. 

Etant donnée une catégorie 0 ° contenant 0 ° comme sous-
catégorie avec les mêmes unités eu on peut toujours définir une 
catégorie 0 , appelée élargissement de 0 , admettant 0 comme 
sous-catégorie ayant les mêmes unités et telle que 0 ° soit la sous-
catégorie pleine de 0 correspondant aux unités eu Si 0 est localement 
trivial, il en est de même pour 0 . Soit 77" la classe des couples 
( / ' , / ) , f e n i > f £ H j tels qu'il existe y £ 0 o où a(y) = a , 
P(y) = ej . Soit 770" la classe des couples (s \s) , s' G 77g., s G 77^. 
770" opère sur 0 ° de la manière suivante : le transformé de y par 
(s',s) est s 'ys '1 . Comme 770" est sous-groupoïde de 77", le procédé 
d'élargissement d'une espèce de structures fournit une classe 0 
admettant 77" comme groupoïde d'opérateurs. Un élément de_0 
est une classe de triplets ' ( / ' , y , f ) , f€I79 f ' € H , y G 0 ° , 
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a( f ) = a(y) = eu a i f ) = /K>0 — par la relation d'équivalence 
(f'> y>f) ~( f ' s> s'"1 ys>fs)> °ù s'^-Hep s£ne.. La multiplication 
dans 0 se déduit par passage au quotient de la multiplication des 
triplets : ( f '\y, f ' ) { f\y, f ) = ( f " , y ' y , f ) . La catégorie 0 s'identifie à 
une sous-catégorie de 5>, en identifiant avec f ' y f ' 1 l'élément de 0 
déterminé par ( f\y , f ) , où y £ 0 ° . Il s'agit ici du procédé d'élar­
gissement d'une catégorie de morphismes (voir f1], page 59). 

Soient 0 et 0 ' deux catégories topologiques localement triviales 
et cp un foncteur continu de 0 dans 0 ' . Supposons le groupoïde 
correspondant IJ transitif dans A. Soit cp° la restriction de y à 0 ° , 
sous-catégorie complète de 0 ayant pour unité e £ A. La restriction 
de cp° à ne est une représentation continue de IJe dans 17e\ où 
e' — <p(e). Soit H la classe des éléments h de IJ tels que a(h) = e ,H ' 
la classe des éléments h ' de H ' tels que a{h') = e'. La restriction 
de 99 à H est une représentation continue de H dans / / ' telle que 
cp(hs) = cp(h)(p°(s), où s £ I J e . Dans H x H ' considérons la 
relation d'équivalence g définie par (h,h') ^ (hs,h'(p°(s)) mod g 
et soit M la classe quotient. M est un espace fibre associé à H, 
de base A, de fibres isomorphes à H \ le transformé de (h,h') mod o 
par 6 E /7 étant (Oh,h") mod £. Le foncteur 99 définit une application 
continue de H dans H x H ' : h - > (h,(p(h)). Cette application est 
compatible avec les deux relations d'équivalence g et £1, où gi 
est défini par h - (mod gi). Par passage aux quotients on 
obtient une application continue a de A dans M, qui est un 
relèvement continu de zJ dans l'espace fibre M. Réciproquement 
soit a un relèvement continu de A dans A/, et soit cp° un foncteur 
continu de 0 ° dans 0 \ où <p°(e) = e'. On en déduit une application 
(p de H dans H ' telle que o(fi(h)) = (h,cp(h)) mod g. En prenant 
un système de coordonnées locales admissibles dans M, correspon­
dant à un relèvement local continu de A dans //, on voit que <p est 
continu. On en déduit un foncteur continu, désigné encore par <p, 
de 0 dans 0 ' , défini par : 

où 

Si 0 , 0 \ cr, 99° sont différentiables de classe r, le foncteur y est de 
plus différentiable de classe r. 

Comme précédemment, on étend facilement ce résultat au 
cas où IJ n'est plus transitif dans A. 
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N.d.E. Cet article a paru dans "Colloque de Géométrie 
Différentiel le Globale", Bruxelles 1959, CBRM* Le texte 
avait é té imprimé sans tenir compte des corrections d'é­
preuves ; nous avons ef fectué ici ces corrections, à l 'ex­
ception de la suivante : 

Page 149, remplacer les lignes -11 et -10 par: 
continu de $° dans tels que 

o(e) = (e, e') mod p , cp°(e) - e'. 

On en déduit une application cp de H dans H1 tel le que 

o($(h)) = (h,<p(h)) m o d p , et <p (s) = y°(s) pour s E II°. 

En prenant... 
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CAHIERS DE TOPOLOGIE 

ET GÉOMÉTRIE DIFFÉRENTIELLE 
Septembre 1966 

IX 

/101/ 
PROPRIÉTÉS INFINITÉSIMALES DES CATÉGORIES DI FF ERENTIABLES 

par Charles EHRESMANN 

Le texte suivant est extrait d*une conférence donnée à la «Tagung 
ûber Differentialgeometrie» de Berlin (12-17 Septembre 1966). La confé­
rence débutait par un rappel sur les catégories structurées (à l'aide de la 
méthode des «Esquisses» [6 ] ) , sur le prolongement local d'une catégorie 
topologique [ 1 ] et sur les catégories différentiables. Nous ne publions 
ici que les résultats de cette conférence ne figurant pas déjà dans l'article 
[ 2 ] supposé connu. 

NOTATIONS. Toutes les variétés r-différentiables considérées sont sup­
posées banachiques. Soit &r la catégorie des applications r-différentia­
bles relative à l'univers )H et soit 6r son foncteur projection canonique 
vers la catégorie pleine d'applications % associée à JHQ. Soit S( (2r ) la 
sous-catégorie de Cr formée des submersions. Si A est une r-variété, 
nous désignons par A la classe de tous les r-germes de A, par x le r-
germe de A en x e 8r( A ), par T( A ) l'espace des vecteurs tangents à 
A ; désignons par A / U la sous-variété de A définie par U C §r( A ). Nous 
notons k un entier inférieure r. 

Soient (]k,f, Ak,r) et (Jk,r, Ak,r) respectivement les catégories 
( r-k différentiable s des k - jets et des k - jets non holonomes relatives à 
Cf [ 2 ] , et ar et f3r leurs applications source et but. Si X est un k -
jet d'une application constante et si /3f(X) = x, on posera X = x sans 
préciser la source de X, qui résultera du contexte. 

Nous désignerons par ( C \ A) une catégorie r-différentiable, par 
T ( A ) la topologie sous-jacente à A , par 

et 

les applications r-différentiables définies par les applications source, but 
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2 C. EHRESMANN 

et loi de composition de C *. 

1. Espèces de structures r - différentiables. 
Soit p un foncteur fidèle d'une catégorie K vers Jlï et soit H' une 

sous-catégorie de K. On appelle espèce de structures p(K* )-structurée 
[ 3 ] un triplet Tj = ((C*, s ) , s ' , K ' ) tel que : 

1 ) ( C *, s ) est une catégorie pf fH' , K' ) , K) - structurée et s ' eHo ; 
2)7] = f C ' , £ , K * ) est une espèce de structures [ 0 ] , où E = 

= s',); soit # la projection canonique de E dans C^; 
3 ) 1 1 existe # € so . H ' . s ' , un produit fibre s * s ' de ( a , q ) dans 

p ( chap. IV [ 0 ] ) et un K* € s ' . H . s * s ' tels que p( K1 ) = K' , où 
a 6 5Q .K . s et pftf) = ( C'Q, a, CJ. (Il en résulte p ( q ) - q) 

On appelle application covariante p ( K' )- structurée un quadruplet 
(T/2 , CP, 7^) tel que [ 3 ] : 

1 ) Vj; = (( C{> sj)> sj* K\) est une espèce de structures p(K*)-
structurée, pour i — 1 et 2 . 

2 ) 3> = (Y C J , s 2 ) , $, f C •, s t)) est un foncteur p - structuré; 
3 ) <?€s'2 . H . et (?]2,f C2 C') , pfcp),77 ^ est une appli­

cation covariante (Chap. II [ 0 ] ) . 
Une espèce de structures §r(S( (2r))- structurée est appelée espèce 

de structures r-différentiable, une application covariante § r ( S ( £ ' ) ) -
structurée, application covariante r-différentiable [ 2 ] . 

Soit ( T ; 2 , . $ , < P , 7]1) une application covariante r-différentiable. 
Supposons que 0 soit une restriction du foncteur r- différentiable cano­
nique [ 2 ] jk*,k de (fk*r + * Ak,r *k) vers la catégorie r-différentiable 
sous-jacente à ( ]kt'f + kt Ak',r + k), où k '<k. Une structure z de 7] ^ 
est appelée élément infinitésimal (ou objet géométrique) d'ordre & et cpf z ) 
est dit cp - covariant différentiel de z (voir [4 ] ) . 

2. Catégories prolongées. 
Soit C C ' , r f A X) la catégorie topologique sous-jacente à ( C ', A ) . 

Nous désignons par S ( C \ T ( A ) ) la catégorie de ses sections locales 
[ 1 ] , par JX( C \ T ( A ) ) son prolongement local [ 1 ] . Soit Sr ( C •, A ) 
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PROPRIÉTÉS INFINITÉSIMALES DES CATÉGORIES DIFFÉRENTIABLES 3 

la sous-catégorie de S( C \ T ( A ) ) formée des sections r-différentiables 
( i . e . des sections locales ( u', s , u ) telles que ( A , s , A o / u ) soit r-
différentiable) et J X , r ( C \ A ) la sous-catégorie de J ^ ( C \ r ( A ) ) cor­
respondante. Soit (C^*,A^) la catégorie ( r - k ) - différentiable prolon­
gement d'ordre k de ( C , A) [ 2 ] . 

THÉORÈME. Ckm est isomorphe à la catégorie quotient de J^'r( C ', A ) 
par la relation d*équivalence : 

si, et seulement si, 

THÉORÈME. ((À .Jk'r)°, Ak$r/À .Jk'r) est une catégorie ( r-k )• diffé­
rentiable , la loi de composition étant : 

si, et seulement si, et a Y = hX . 

En effet, comme a et b sont des submersions, il existe un produit 
fibre naturalisé (( f \ a , v'), f/* b,v )) dans ]k'f si a ( y ) = /3(x). Si y x 
ar(X) = ar(Y), aY = bX, 

et 

alors ( Y,X} est l'unique élément tel que 

et 

La catégorie ( r - k ) - différentiable a déjà été considérée dans 

[ 2 ] . Par suite, dans C*#, on a Y • X ~ (YbX) QX. 
Soit V ( A ) la sous-variété de T ( A ) formée des vecteurs verti­

caux attachés à AQ , i. e. des X 6 T( A ) tels que /3r(X) = e où e £ 
et aX - e. 

THÉORÈME. (Y C ,̂#, A1/C^#;, V ( A q ) , K*) est une espèce de structures 
(r~ 1 ) • différentiable pour la loi de composition K* : 

où 

si, et seulement si, 

Soit f e C , e — CL( f ) et e' — ß( f ). On appelle k - élément purement 
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horizontal en f un X e f. J *r. ê tel que aX = ê et bX = e' (en dési­
gnant par e' le jet constant sur e' ) . Un & - élément purement horizontal en 
/ de ( C * , A), où C* est la catégorie duale de C' , est appelée - élé­
ment purement vertical en f de ( C" , A). Un k-élément purement vertical 
de ( C *,- A ) en e 6 C ̂  est [ 5 ] un élément de k - connexion sur ( C ', A) . 

Soit la sous-variété de A^ ,r formée des éléments purement 
verticaux de ( C ' , A ) . Soit C'k la classe des Z 6 Ck tels que bZ soit 
inversible. 

THÉORÈME. (( C* , A ), V k, K ŷ) est une espèce de structures (r~k)~ 
différentiable pour la loi de composition KJ) ; 

( X, g ) -» X o g si, et seulement si, f3r( aX ) ~P>(g)-

(( C,k* , Ak/C'k ),Vk, KV ) est une espèce de structures (r-k)-diffé-
rentiable pour la loi de composition : 

(Z, X)->(ZQ X)(bZ)"1 si, et seulement si, ar (Z) = ar(X). 

De plus (Ctk*,C*) est un couple de catégories d'opérateurs [ 0 ] sur 
hr"k(Vk) relativement à ( KV, K^). 

Soit la classe des éléments de k - connexion sur ( C ' , A ) . 

THÉORÈME. On a QkC(]kA)y et (( C*# , Ak / Ck* ), Ak'r/Qk, k' ) est 
une espèce de structures ( r—k) - différentiable pour la loi de composition 
K* définie par: 

( Z , X ) + ( Z X ) z ~ l = K*y( KV(Z, X), z'1) 

si, et seulement si, a r ( Z ) ~ a r ( X ) et /3r(Z) = z. 

On a alors(ZX)z'1 = (Z o X O IT1 ) ( bZ)"1. 

3. Germes infinitésimaux de catégorie différentiable. 

Si / € C , la classe \J3(f),f, a ( f ) \ admet une base de voisinages 
dans T(A) formée de sous-noyaux [ l ] r- différentiables de ( C ' , A) . 
Un tel sous-noyau est entièrement déterminé par la donnée de la restric­
tion K/U de K à une sous-variété ouverte U de A * A contenant 

[ / ] = \ ( e , e ) , ( e ' , e > ) , (f, e ) , (e>, f ) \ , 
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où e — a ( f) et e* = f3( f ) . Nous appelons germe local de ( C ' , A ) en / , 
noté C \ A ) , le jet local [ 4 ] j \ f - ]K/U de autour de [ / ] . Le 
k- germe de ( C *,A ) en f sera par définition l'élément 

Soit 3" ( $f) la catégorie des foncteurs r-différentiables pointés, 
dont les éléments sont les trip 1 et s F f. = f Ff., f /J, / ^ j tels que 

/,. 6C . , / ; = F / / t ) et Fi = ( ( C ' v k i ) . ^ i . ( C - i . A i » 

est un foncteur r - différentiable. Il existe une catégorie quotient 5F( 6r) 
de la catégorie 3^( Ôf) par la relation d'équivalence r̂  : 

F 1 ^ F 2 si, et seulement si, / i ~ /2 " /' Ì \ ~ f \ - Ì*> 

^ ( C ^ A ^ ^ j ^ C ^ , A2) , rf,(C>1,À1) = ikr(C*2, A2) . 

' î ^ l = ' x ^ 2 ' P°ur x = f, a ( f ) et /3(f) , où F . = fÂ.f F., A.>. 

La classe de ses unités est identifiée à la classe des k - germes de caté-
gories r - différentiables. L'élément F^modr^ € j 5F( 8f) est identifié à 
l'élément de f/^'f)1>1 qui le détermine, et appelé k - germe de F. en f, 
noté F r 

THÉORÈME. ( J K 5 ( Sr),(Ak'r)1;L/Jk<!f( 8fJ) est une catégorie ( r - k ) -
différentiable. 

THÉORÈME. T(A) définit une sous- catégorie (r- 1)-différentiable T(C\A) 
de / e t ( T ( C ' , A ) , T ( A ) * ) est une catégorie double (r~ 1 )• diffé­
rentiable, où + est la loi de composition : 

( Y ' , Y ) - + Y ' + Y si, et seulement si, j3r(Y) = f i r (Y' ) . 

L'étude du 1 - germe de (C*, A) en f est ramenée à celle de la sous-
catégorie double ( r - 1 )-différentiable de ( T ( C \ A) , T ( A ) + ) définie 
par T e ( A ) v T e , ( A ) v T f ( A ) . 

Par récurrence, ce résultat se généralise en définissant sur la 
classe Tk( A) des k - vitesses non holonomes de A une structure de caté­
gorie 2 * -uple ( r—k) - différentiable. 

Soit f 6 C, e — a( f ) , e' = J3( f ) . Supposons donné un élément de 
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6 C. EHRESMANN 

k - connexion X de (C*,A) en e et un élément de k- connexion X' de 
( C * , A ) en e'. Pour tout Z 6 Tk ( A ) , on a 

Z' = (X'bZ)o Zo (XaZ) 6 Tkf ( e'Ae), 

où e'Ae = A/ef . C e . Dans ce cas, l'étude du k - germe de ( C ', A ) en 
/ est ramenée à celle du k - germe en / de ( C j , A / Cj) , où 

C j - e . C . e U e ' . C . e ' V e ' . C . e . 

Supposons k—1. Par restriction de la loi de composition de T(C\A) , 
on voit que P = T e% ( e'Ae' ) X T e( eAe ) opère sur T j( e'Ae) relativement 
à la loi 

((Z' ,Z) ,Y)-+ Z' o Y o Z = Z' o J + Y + 7o Z. 

THÉORÈME. Tj(e'Ae) admet pour facteurs topologiques et T 2 , où 
T1 est formé des f o Z tels que Z 6 Tg( eAe ) et T2 des Z' o f où Z' e 
Te*( e'Ae' ), et le sous-espace engendré par T ^ et T2 admet un supplé­
mentaire topologique T . L'espace P admet pour facteur topologique l'es­
pace P formé des ( Z' ,Z) tels que ( Z', Z ) f = / 

En particulier, l'étude de Tj(e'Ae) revient à celle de Te( eAe) 
et de T3 lorsque / vérifie la condition : 

(OjPour tout Z' 6 T e,( e'Ae' )t il existe Z €Te(eAe) tel que 
z ' o 7~= 7° z . 
En effet, on a alors T ^ = T2 . Si / est inversible, / vérifie (0 ) et T3= f/j . 

4. Prolongements cTespèces de structures différentiables. 

Soit T] = (( C \ A )t A', K% ) une espèce de structures r-différen-
tiable. Soit Gk(rj) la sous-variété de Ak >r formée des S e A' ,]k ,r.À 
tels que qS = a/fSJ, où q désigne la projection canonique r-différen-
tiable de A1 dans AQ. Nous notons K' l'application r-différentiable de 
A * A' dans A définie par k* . 

THÉORÈME. T)k = ( ]kA, Ak , r /A ' . ]k ,T, Kk ) est une espèce de structures 
(r~k ) - différentiable pour la loi de composition Kk : 

(X, Z) - X o Z = K'( X,Z ) 
si, et seulement si, qZ = aX et ar( X) = ar(Z) . 
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La catégorie des hypermorphismes associée est isomorphe à Ì A ^ A * • 

\ X , Z ) est l'unique Y e A * A'. Jk'r tel que v. Y = X et v'. Y = 
= Z, où ((jxa» v) , ( j z Q > v')) est le produit fibre naturalisé canonique 
dans / * • ' , et x = /3f(Xj. z = / 3 r ( Z ) . 

T H É O R È M E . T)'k = ((C'k*,Ak/C'k),Gk(T)), K,k) est une espèce de 
structures ( r—k )-différentiable pour la loi de composition K'̂  : 

si, et seulement si, 

L'espèce de structures ( r- 1 )- différentiable T)1 admet une sous-
espèce de structures (r— 1 ) ' différentiable 

notée T(rj) . 

T H É O R È M E . T}"k - ((C'k*, Ak/C'k), Ak'r/A'.J*'r, K"k) est une espèce 
de structures (r—k ) - différentiable pour la loi de composition K"^ ; 

si, et seulement si, 

Ces théorèmes, ainsi que ceux du n° 2 , se généralisent en rem­
plaçant partout les prolongements holonomes par des prolongements non-
holonomes. 

Supposons et Soit 

un germe d'ordre 1 en / de champ de vecteurs vertical sur A , i.e. tel que 

où 

Soit ] tel que f et 

T H É O R È M E . Au couple (M,^) est canoniquement associé un élément 
v ( M , 2 ) de T f(A ) tel que bv(M.Z) = 7 ' . 

En effet, pour t > 0 assez petit, soit exp tm l'automorphisme local 
de A , défini au voisinage de / par 
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exp tm(f') = Gft(t), 

où Gjf est l'unique courbe intégrale du champ m d'origine /'. Posons 
cr t = ( exp tm)o~ ; comme b o~0 = a ( a ) ,l'application 6cr̂  est un automor-
phisme local de Ao, de sorte qu'il existe un et un seul xt tel que 
bcr^(xt)~ e9. Le 7-jet en 0 de l'application t-+crt(x f) dépend seule­
ment de M et de 2 , et c'est le vecteur v(M, 2 ) cherché. 

Soit S - s eGl (r } ) . Soit vs = 5at;(M,2) 6 Ts(e)A'. Le com­
posé f (M,2)oi>£ est défini dans T ( T J ) ; c'est un vecteur £ ( M , 2 ) S 
d'origine fs( e) tel que 2 ) 5 = . Ce vecteur sera appelé dérivée 
de Lie de S relativement à (M, 2 ) et l'application 

S - £ ( M , 2 ) S , où 5 e G l ( 7 ] ) et afCS; = é\ 

est dite dérivée de Lie relativement à ( M, 2 ) , notée ( M, 2 ) . 
M pourra par exemple être le 1 - germe de champ vertical en / déduit 

d'un 1 - germe N = n en e' de champ de vecteurs vertical le long de 
Ao (i.e. N 6 T ( A ) .J1'r-1.jr~1'r(Ào), an(ett) = 7N où e" e a ( n )) . 
Ceci signifie que 

M = j } m où m ( R ) = n(f3(f'))oT>. 

Si / = e et si 2 = ]'l(AtL , AQ), on posera £(Af, 2 ) = £ ( AU. 

E X E M P L E . Soit V une variété r- différentiable et X un 1 - germe de champ 
de vecteurs sur V en x . Soit (C*, A j le groupofde C r- 1 )- différentiable 
des 7-jets d'automorphismes locaux de V (ce groupoîde est le prolonge­
ment d'ordre 1 de (( V X V) ^ , V X V), où ( V X V) ^ est le groupoîde des 
couples associé à hr(V)). Au germe de champ X est canoniquement asso­
cié un 7-germe M de champ de vecteurs vertical en x sur A. Soit 77 = 
= CCC,,A>),A',/<') l'espèce de structures ( r-7 ) - différentiable canonique 
telle que A' soit une variété de tenseurs sur V, Un 7 - germe en x de 
champ de tenseurs sur V s'identifie à un élément S de G ^ ( T ) ) . La déri­
vée de Lie S ) de S relativement à M est la dérivée de Lie au 
sens usuel de S relativement à X. 
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Estratto da 

Att i del Convegno Intemazionale di Geometria Differenziale (Bologna, 28-30, IX, 1967) 

/103/ 

Sur les catégories différentiables 

CHARLES EHRESMANN 

Le but de cette conférence était de donner un aperçu d'ensemble sur le rôle 
des catégories et plus particulièrement des catégories différentiables en Géo­
métrie différentielle. 

La théorie des catégories offre un cadre algébrique naturel pour la Géo­
métrie différentielle (et en fait pour toutes les Mathématiques). Les vrais outils 
utilisés en Géométrie différentielle sont les notions de catégories topologiques 
et catégories différentiables (généralisant les groupes topologiques et les groupes 
de Lie). Ainsi, considérons un espace fibre localement trivial E, de base B, 
de fibre type F, de groupe structural topologique (resp. différentiable) G. Il lui 
est associé l'espace fibre principal H des isomorphismes de la fibre type F sur 
les fibres Fx de E, où x e B . Il détermine aussi un groupoïde, à savoir le 
groupoïde P des isomorphismes de Fx sur Fx>, où x et x' sont des éléments de B. 
Si Ton identifie .JF avec une certaine fibre Fa alors H est la sous-classe de P formée 
des éléments ayant pour source Fisomorphisme identique de Fa. Ce groupoïde 
P est canoniquement muni d'une structure de groupoïde topologique (resp. 
différentiable) [2]. Si Ton se donne plus généralement un demi-groupe topolo­
gique (resp. différentiable) d'applications continues de F dans F, admettant G 
pour sous-groupe, on en déduit une classe C d'homomorphismes de fibres sur 
fibres; C est muni d'une structure de catégorie topologique (resp. différentiable) 
dont P détermine un sous-groupoïde topologique (resp. différentiable). De cette 
façon, si E est un espace fibre vectoriel, on obtient la catégorie topologique 
(resp. différentiable) des homomorphismes linéaires entre fibres. 

1. - Notations et terminologie [1]. 

Rappelons la définition d'une catégorie avec les notations que nous utili­
serons. Une catégorie C* est un couple d'un ensemble C et d'une application H 
(loi de composition): ( # , / ) - > # • / d'une partie C # # C de C x C dans C vérifiant 
les conditions suivantes: Il existe deux rétractions a et /? (source et but) de C 
sur une partie C l de C telles que: 

1) W > / = / = / ' «CD P°ur tout / e C ; 

2) ( g , / ) e C # * C # équivaut à a(g) = p ( f ) et entraîne oc(g f ) = oc(f) et 

3) Si ( h 9 g j ) e C x C x C , oc(h)=fi(g) et oc(g) = £ ( / ) , alors h ( g - f ) - ( h g ) - f . 
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2 C. Ehresmann 

On montre que C*0 est l'ensemble des unités de C* c'est-à-dire des e e C 
tels que g*e = g si (g, è ) e C * C et e-g' = g' lorsque ( e , g ' ) e C * C \ Si AcC 
et B c C , on pose 

On appelle inverse de f e C un f~xeC vérifiant = /?(/) et Z"1-/'= a ( / ) ; 
cet inverse, lorsqu'il existe, est unique. Un groupoïde est une catégorie dont tout 
élément est inversible. Si C* est une catégorie, l'ensemble des éléments inversibles 
forme un sous-groupoïde de C \ noté C*. 

Si C# et Km sont deux catégories, on appelle foncteur de C* vers K* un triplet 
(K\ F,C') = F, où F: f - > F(f) est une surjection de C sur une partie de K 
avant les propriétés: 

1) 
2) Si g-f est défini, F(g)-F(J) est défini et égal à F(g-/). 

2. - Catégories différentiables [2-3]. 

Définition. Une catégorie r-dijférentiable est un couple ( C \ A) d'une caté­
gorie C* et d'une variété r-différentiable A (de dimension finie ou infinie) sur C 
(ici A désigne un atlas complet sur C, dont les cartes ont pour sources des ouverts 
d'un espace vectoriel topologique localement convexe), remplissant les conditions 
suivantes: 

1) CQ définit une sous-variété A0 de A et oc et /? définissent des submersions 
r-différentiables a et b de 4̂ sur il s'ensuit que 4̂0 est une sous-variété propre 
fermée de A et que C** C* définit une sous-variété propre fermée v4 * v4 de la 
variété produit A x A . 

2) ^ définit une application /--différentiable k de A * 4̂ dans A, où « est 
la loi de composition de C\ 

Un groupoïde r-différentiable est une catégorie r-différentiable ( C \ A) véri­
fiant de plus: 

3) C* est un groupoïde et l'application / - > / - 1 définit une application 
r-différentiable de A dans A. 

Par renforcement de l'axiome 1, on obtient: 

a) Les catégories régulièrement r-différentiables, dans lesquelles l'application 
fj3, a]: / ->( /?( / ) , a( / ) ) définit une subimmersion de 4̂ dans y40x4). 

è) Les catégories localement triviales qui sont les catégories régulièrement 
r-différentiables telles que C" définisse un ouvert de la topologie T(/4) sous-
jacente h A et que [/?, a] définisse une application ouverte de r(A) vers r(A0 x A0). 
Cette dernière condition équivaut à la suivante : Pour toute unité e de C \ il existe 
un voisinage ouvert Ue de e dans r(A0) et une application r-différentiable s de 
la sous-variété A/Ue de 4̂ définie par Ue vers 4̂ telle que, pour tout x e U e , 
on ait 

et 
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Remarquons que le groupoïde P des isomorphismes entre fibres d'un espace 
fibre localement trivial est localement trivial en ce sens. 

Théorème. Si ( C \ A) est une catégorie r-différentiable et si A est une variété 
banachique, C* définit une sous-variété ouverte Ay de A et (Cy, Ay) est un grou­
poïde r-différentiable [3]. 

Ce théorème s'étend au cas d'une catégorie r-différentiable (C*, A) telle que 
le théorème des fonctions implicites soit vérifié pour les applications différentia-
bles d'un ouvert de r(A) dans r(A). 

3. - Catégories structurées [4]. 

Soit M la catégorie des applications associée à un univers Ji0. Notons p un 
foncteur fidèle d'une catégorie H* vers J i tel que la restriction py de p à H soit 
bien fidèle (i.e. tel qu'un inversible de H" appliqué par p sur une unité soit une 
unité de H'). Un élément h de H est désigné par le triplet (/?(/*), p(h), oc(h)), où 
p(h) est la surjection définissant l'application p(h). Si p(h) est l'injection cano­
nique dans M d'une partie M' de M, on pose h = (fi(h), t, oc(h)). 

Définition. On appelle catégorie p-structurée un couple ( C \ s), où C* est 
une catégorie, s une />structure sur C (i.e. une unité de iï" appliquée par p sur 
l'application identique de C) vérifiant les axiomes suivants : 

1) Il existe une ^-structure s0 sur Cl telle que 

i = (s, i, s0)E H , a = (sq, OC, S )E H et b = (s0, ¡3, S )E H . 

2) Il existe un produit fibre s * s du couple (a, è) dans Hm tel que 
* s ) = Ca* C* et que les projections canoniques correspondantes soient 

^ = (s> Vi, s * s ) , pour / = 1 et 2, 

où £i et £2 sont les projections canoniques de l'ensemble produit fibre C* * C* 
vers ses facteurs C. 

3) On a A: = (5, x, s * S ) E H. 
En termes intuitifs: les applications (C, t, Cô), oc, fi et x qui définissent la 

catégorie C" sont « relevées » dans H relativement à p. 

On raffine la notion de catégorie /7-structurée en exigeant de plus que a et b, 
ou k, appartiennent à des sous-classes données de H. 
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Exemple. Soit ôr le foncteur d'oubli vers M de la catégorie 3ir des appli­
cations r-différentiables ; une catégorie r-différentiable est une catégorie ^-struc­
turée telle que a et b soient des submersions. 

On établit des théorèmes généraux sur les catégories ^-structurées (sous-
catégories /7-structurées, existence de catégories /?-structurées quotients et quasi-
quotients, projection des catégories ^-structurées dans les groupoïdes ou 
les groupes ^-structurés, complétion ^-structurée, ...) [5], lorsque p est un 
foncteur d'homomorphismes saturé à limites projectives (au moins finies) ad­
mettant « assez » de /?-sous-structures (Le. si p est r—étalant ou .--engendrant [5]). 
Malheureusement ces résultats ne s'appliquent pas si p ne remplit pas ces con­
ditions (en particulier si p = ôr). Un moyen de contourner cette difficulté est 
de prolonger p en un foncteur p ayant ces propriétés, et de considérer les caté­
gories ^-structurées (au lieu des catégories ^-structurées). En effet, on montre 
qu'il existe toujours des foncteurs d'homomorphismes saturés, prolongements 
de p en un foncteur à noyaux, en un foncteur i—étalant ou en un foncteur à 
limites projectives, et l'on construit effectivement [6] de tels prolongements 
universels (maximaux ou minimaux). Les catégories ^-structurées remplissent 
les hypothèses des théorèmes généraux. En prenant p = ôr, on obtient un 
« bon » assouplissement de la notion de catégorie différentiable. Nous ne déve­
lopperons pas ici ce point de vue plus « algébrique ». 

Remarque. 11 existe une autre façon de « structurer » une catégorie, appliquée 
surtout aux « grandes » catégories (telles que la catégorie ^a des homomor-
phismes entre groupes abéliens) : Une catégorie p-domînée est un couple d'une 
catégorie C* et d'un foncteur F de C 'x C* (où C* est la catégorie duale de C ) 
vers H* tel que p - F soit le foncteur Hom relatif à C\ Comme cas particulier, 
signalons les catégories préadditives, qui sont les catégories /^-dominées par le 
foncteur d'oubli p de % vers <Jf. 

4. - Catégories topologiques [7]. 

Si p est le foncteur d'oubli vers J t de la catégorie des applications con­
tinues entre espaces topologiques, une catégorie p-structurée est appelée caté­
gorie topologique. 

Soit (C\T) une catégorie topologique, T0 la topologie induite par T 
sur C0\ 

Définition. On appelle section locale de (C\ T) un triplet (U\ s, U), où U et V 
sont des ouverts de T0, où (T, s, T/U)e<T et où 

as(x) = x et ps(x) e U' pour tout xeU. 

Théorème. Les sections locales de (C \ T) forment une catégorie S* pour la 
loi de composition: 

(U\ s \ U') . (U\ s9 U) = (U\ s \ U), où s" = K[s'fis9 s] 

(i.e. s"(x) = s'(Ps(x))-s(x) pour tout xeU) . 
Si T0 est localement compacte, S* devient une catégorie topologique lors­

qu'on la munit d'une topologie qui se déduit de la topologie compacte-ouverte 
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sur l'ensemble des applications continues d'un ouvert de T0 dans T. Si T0 n'est 
pas localement compacte, ce résultat se généralise (bien qu'il n'existe plus de 
topologie satisfaisante sur S), en remplaçant la topologie compacte-ouverte par 
la quasi-topologie de la convergence locale; on trouve de cette manière une 
catégorie quasi-topologique [7]. 

5. - Prolongement des catégories différentiables [3]. 

Soit (C\ A) une catégorie r-différentiable et ( C , T) la catégorie topologique 
sous-jacente, oix T = r(A). Soit 5r# la sous-catégorie de la catégorie S* des 
sections locales de (C\ T) formée des sections locales (U', s, U) telles que s 
définisse une application r-différentiable de AJU vers A, où AJU est la sous-
variété de A définie par U. Soit Srp* la catégorie des sections r-différentiables 
pointées, dont les éléments sont les couples (s, x), où s = (Uf, s, U) G Sr, 
x e U , la loi de composition étant (s', x') • (s, x) = (s'•s, x) si, et seulement si, 
œ(s') = p(s) et x' = ps(x). 

Théorème. Pour tout entier /< r , il existe une catégorie quotient de Srp* par la 
relation d'équivalence : 

(s, x ) ~ (s', x') si, et seulement si, 

x = x' et si (A, s, AQ/U) et (A, s', A0/U') ont même l-jet en x. 

Cette catégorie devient une catégorie (r — lydifférentiable (C\A)1* si elle est 
munie de la structure de variété (r — lydifférentiable indiate par la variété des 
jets d'ordre l de A0 dans A. 

La catégorie (C\ A)1* est appelée prolongement d'ordre l de ( C \ A). Par 
récurrence, on définit les prolongements d'ordre / non holonomes et semi-holo-
nomes (C\ Ay* et (C , Ay%. On montre [3] que (C\ A)19 s'identifie à une sous-
catégorie (r —/)-différentiable de (C\ Aym et (C*, A)ï* à une sous-catégorie 
(r —/)- différentiable de ( C , Ay*. 

Exemple. Soit Y ' l'ensemble des germes de variétés r-différentiables (relatives 
à l'univers JPQ); soit ( Y x Y ) ° le groupoïde des couples associé (dont la loi 
de composition est (/ ' ,y') ° (y \y) — (/' ,y)). Soit A.r la variété r-différentiable 
universelle sur i r (dont les ouverts « élémentaires » Â s'identifient aux variétés 
r-différentiables A, où Â est l'ensemble des germes de A). ( ( Y x Y ) ° , A r x A r ) 
est une catégorie r-différentiable. Par prolongement, on obtient la catégorie 
(r —/)-différentiable Jl>r des /-jets (resp. 7l>r des /-jets non holonomes, resp. 
Jl>r des /-jets semi-holonomes) d'applications r-différentiables [3]. 

Une autre façon de prolonger la catégorie r-différentiable ( C , A) est la sui­
vante. Sur la classe ÂJl'r des /-jets ZeJl>r dont le but z est le germe de A 
en ZGC , on définit une structure de catégorie, dont la loi de composition est: 

(Z', Z)->Z" si, et seulement si, aZr=bZ, où Z"-=k[Z',Z] (ce qui 
signifie que Z"=jluf", où . / > ' ) = / > ' ) • / ( " ' ) , si Z = jlf, Z ' ^ f J ' et si u' est 
assez voisin de u). 
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Théorème. La catégorie Tl(C\ A) des vitesses d'ordre 1 tangentes à A définit 
une sous-catégorie de ÂJlr . Si / = 1, cette catégorie devient une catégorie dif-
férentiable double, la deuxième loi de composition étant l'addition des vecteurs 
de même origine [3]. 

(Une catégorie difTérentiable double est un triplet ( C \ C°, A), où ( C , A) 
et ( C \ A) sont des catégories différentiables et ( C , C°) une catégorie double, 
i.e. une catégorie p /7-structurée, p^ étant le foncteur d'oubli vers*/# de la caté­
gor ie l des foncteurs). 

Ces résultats se généralisent au cas des noyaux de catégories r-différentiables, 
notion obtenue en « localisant » celle de catégorie r-difTérentiable. 

6. - Espèces de structures différentiables [3]. 

Si (C\ A) et (K\ A') sont deux catégories r-différentiables, on appelle foncteur 
r-dijférentiable un triplet ((A", A'), q\ ( C , A)), où (K\ q, C ) est un foncteur et 
(A', q, A) une application r-difTérentiable. Nous allons définir des foncteurs 
r-différentiables particuliers, les foncteurs d'hypermorphismes, pour lesquels il 
existe une notion de prolongement. 

Rappelons qu'une espèce de structures est un triplet — (C\ E, x ) , où C* 
est une catégorie, E un ensemble et x' une application (f9z)->fz d'une partie 
C'*E de C x E dans E vérifiant les conditions suivantes: 

1) S i / ' - / et f'(fz) sont définis, (f'-f)z est défini et égal hf'(fz); 
2) Si fz est défini, ot(f)z et ft(f)fz sont définis; 

3) Pour tout zeE, il existe une et une seule unité e telle que ez soit défini, 
et l'on a ez = z; 

4) Pour tout f e C , il existe z e E tel que fz soit défini; 
5) Si e = y.( f ) et si ez est défini, fz est défini. 

Ces axiomes entraînent l'existence d'une surjection TI de E sur CQ, associant 
à z l'unique unité e telle que ez soit défini. La classe C**£ est le produit 
fibre de (a, TI). Si ces axiomes sont vérifiés, on appelle aussi C* une catégorie 
d'opérateurs sur E relativement à x . Cette notion généralise les groupes d'opé­
rateurs sur un ensemble. Si on laisse tomber les axiomes 4 et 5, on trouve un 
système de structures au-dessus de C \ 

A l'espèce de structures r] = ( C , E,x) , on associe le foncteur d'hypermor­
phismes ( C , q, (C* * £ ) ' ) : sa source est la catégorie des hypermorphismes asso­
ciée à ?/, c'est-à-dire la catégorie sur C * E dont la loi de composition est: 

( f f , z ' ) ' ( f , z )= ( fr ' f i z ) si, et seulement si, z ' = / z ; 

la surjection q applique (/, z) sur / . 

Définition. Une espèce de structures r-différentiable est un triplet rj = 
= ( (C , A), A' ,x ) vérifiant les conditions suivantes: 

1) ( C , A) est une catégorie r-différentiable et A' une variété r-différen­
tiable. 
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2) 11 = ( C \ E , x ) , où E est l'ensemble A sous-jacent à A\ est une espèce 
de structures; soit n la projection canonique de E sur C¿. 

3) II = (A0, n, A) est une submersion. 

4) Les axiomes précédents entraînent qu'il existe une sous-variété propre 
fermée A * A' de AxA ' qui est le produit fibre dans QR de (a, II). Alors on 
demande que k' = (A,x ' \ A # A') soit une application r-différentiable. 

On dit que r¡ est régulièrement r-différentiable si elle vérifie de plus: 

5) (C \ A) est une catégorie régulièrement r-différentiable et, pour tout 
/ e C, la surjection z ->fz de 7r_1((?) dans n - \e ' ) , où e = x ( f ) et e '=/?(/) , définit 
une submersion de A ¡7i~\é) vers A/ j r^e ' ) . 

Théorème. Si rj est une espèce de structures régulièrement r-différentiable, 
( H \ A * A), où H = C *E, est une catégorie régulièrement r-différentiable et 
q — ((C\ ^4), r/, ( H \ A * A ) ) un foncteur r-différentiable. 

On appelle q le foncteur d'hypermorphîsmes r-différentiable associé à rj. 

La théorie des prolongements des catégories r-différentiables s'étend aux 
espèces de structures régulièrement différentiables. En particulier, on trouve un 
théorème de transitivité des prolongements [3] de telles espèces de structures. 
Le théorème de transitivité des prolongements des variétés différentiables s'ob­
tient dans le cas particulier où rj est un prolongement de A0, c'est-à-dire où C" 
est une sous-catégorie (ou le plus souvent un sous-groupoïde) de Â0-Jl>r' Â0. 
La donnée d'une telle sous-catégorie C* revient à munir AQ d'une structure 
généralisant la notion de (7-structure. 

Définition. On appelle application covariante r-différentiable un quadruplet 
(*?i> @> <f\ v) vérifiant les conditions: 

1) V — ((C#, A), A , x ) et r]x = ((C¡, Aj), A'x, x[) sont des espèces de struc­
tures r-différentiables. 

2) (r¡l9 0 , (p, rf) est une application covariante (i.e. 0 est un foncteur de C 
vers C[ et <p une application de A dans A'x tels que <p(fz) = 0(f)<f(z) pour tout 
(F ,Z ) eCM*A) . 

3) 0 définit une application r-différentiable de A vers Al et y une appli­
cation r-différentiable de A vers Ax. 

Théorème. Les applications covariantes entre espèces de structures régulière­
ment r-différentiables forment une catégorie équivalente à la sous-catégorie pleine 
de la catégorie longitudinale des quatuors de fondeurs r-différentiables ayant 
pour objets les foncteur s d'hyper mor phismes r-différentiables. 

Exemple. On retrouve la notion de covariant différentiel lorsqu'on considère 
les applications covariantes r-différentiables (r¡l9 0 , <f-9 ?;), où rj et r)x sont des pro­
longements des variétés A0 et A10 respectivement (en général AQ =-A10). 
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7. - Espèces de morphismes différentiables. 

De même que la notion d'ensemble muni d'un groupe d'opérateurs se géné­
ralise en celle d'espèce de structures, la notion de groupe muni d'un groupe 
d'opérateurs donne naissance à celle d'espèce de morphismes. 

Rappelons [1] qu'une espèce de morphismes est un triplet ( C \ E \ x ' ) , où 
(C\E, x ) est une espèce de structures et E" une catégorie telle que n~\é) définisse 
une sous-catégorie E'c de £" pour tout <?G C^et que, pour tout f G C, la surjection 
z ->/z définisse un foncteur de E*x(f) vers Ep(f). A une telle espèce de morphismes, 
on associe la catégorie produit croisé C ' x E \ dont les éléments sont les triplets 
(z,/, u), où 

et 

la loi de composition étant [1]: 

si, et seulement si, w' = /?(z). 

Définition. Une espèce de morphismes r-différentiable est un triplet p = 
= ( (C, A), (E\ A'), x ) vérifiant les axiomes suivants: 

1) ((C\ A), A\ x'} est une espèce de structures r-différentiable, notée/*. 
2) (E\ A') est une catégorie r-différentiable. 
3) (C\ E \ xf) est une espèce de morphismes. 

Ces conditions entraînent que, pour toute unité e de C \ le couple (E*e, A'jEe) 
est une sous-catégorie r-différentiable de (E\ A'). 

Soit p = ((C*, A), (E\ A'), x } une espèce de morphismes r-différentiable. 

Théorème. Si p est une espèce de structures régulièrement r-différentiable, il 
existe une catégorie r-différentiable (/?•, Â), oh Ë* = C* x E ' et où Â est une sous-
variété propre de A ' x A x A ' . La surjection (z,/, u) -> / définit un foncteur r-dif­
férentiable n de (//•, 2) vers (C\ ^4). 

Définition. On appelle homomorphisme croisé r-différentiable, ou \-cocycle de p, 
une application r-différentiable h de 4̂ vers A' telle que: 

1) h{Cl)cEl et 7ih(f)=P(f) pour tout /G C; 
2) Si f.f est défini, on a /?(/' • / ) = h(f')-fh(f). 

Théorème. Si p est régulièrement r-différentiable, il existe une bijection g de 
V ensemble des \-cocycles de p sur V ensemble des foncteur s r-différentiables sections 
de n. 

En effet, g associe à h le foncteur h défini par la surjection 

On définit une relation d'équivalence sur l'ensemble des 1-cocycles de p: 
h~hf si, et seulement si, il existe une équivalence naturelle (g(h')> t, g(h)) telle 
que t définisse une application r-différentiable de A0 vers A'. Dans ce cas, 
(g(h'), t, g(h)) est appelée équivalence croisée r-différentiable. 
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Définition. Une classe d'équivalence de 1-cocycles de p est appelée classe de 
cohomologie d'ordre r. 

Par passage aux r-jets, on définit la notion de l-cocycle infinitésimal d'ordre r; 
l'ensemble des 1-cocycles infinitésimaux d'ordre r est muni d'une relation d'é­
quivalence, déduite par passage au quotient de la relation servant à définir les 
classes de 1-cohomologie. Les classes d'équivalence correspondantes sont les 
classes infinitésimales de 1-cohomologie. Les dérivées de Lie sont des 1-cocycles 
infinitésimaux particuliers [3]. 

8. - Espèces de structures bifibrées [8]. 

Les espèces de structures différentiables sont une généralisation des espaces 
fibres localement triviaux. Les espèces de morphismes conduisent à la généra­
lisation suivante: 

Définition. Une espèce de structures r-différentiable bifibrée est un quadruplet 
(p, A",x",x'[) vérifiant les conditions suivantes: 

1) p — ((C*, A), (E'9 A')9 x} est une espèce de morphismes r-différentiable; 
2) ((C\ A)9 A"9 x"} est une espèce de structures r-différentiable; 
3) ((£*, A')9 A", est une espèce de structures r-différentiable et l'on a 

f(zx) =(fz)(fx) si le premier membre est défini, où zeE , f e C et xeA". 

Désignons par Ee et El respectivement les fibres au-dessus de e G C'Q des 
espèces de structures ( C \ E 9 x ) et (C \ où E" = A'. 

Théorème. 1) rje = ((El, A'/Ec)9 A"/E'l, x\\E\ *E'I) est une espèce de struc­
tures r-différentiable et9 si f e e'-C-e, le quadruplet D(f) = (rjc, 0f, (ff9 rje) est 
une application covariante r-différentiable, où 

et 

2) Si p est régulièrement r-différentiable, ((//% Â)9 A" 9 x ) est une espèce 
de structures r-différentiable, où ( H \ Â) est la catégorie produit croisé r-diffé­
rentiable de p et où x' est défini par: 

si, et seulement si9 (u9 x)e E'*E". 

3) Si r]e est régulièrement r-différentiable pour tout e e C'0 et si H' est la 
catégorie somme des catégories des hypermorphismes H' associées ci i]e, on ob­
tient une espèce de morphismes r-différentiable ((C\ A)9 (H', AT),X'^, où Ax est 
une sous-variété de A '* A" et où x[ est F application: 

si, et seulement si, (z, x)e E ' *E" et ( f, z)e C *E. 
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La première partie de ce théorème signifie que, sous-jacente à une espèce 
de structures r-difTérentiable bifibrée, on a une espèce de structures dominée 
par des applications covariantes r-difierentiables [1], à savoir (C\ D). 
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CATEGORIES IN DIFFERENTIAL GEOMETRY 
by Charles EHRESMANN 

The r-(differentiable) manifolds considered here may be supposed 
finite dimensional, or modelled on Banach spaces (or even on non-normed 
spaces, as shown in [ l ] ) . r and / are integers, and 0< / < r <oo. 

1. The basic categories in Differential Geometry are [2] : 
- The category Q}'T of (resp. Q}±T of pointed) /-differentiable maps 

between r-manifolds (associated to a universe l l) . 
- The category J^7'^ of local jets, which is the quotient category of 
by the equivalence: ( f-,x)^(f9t x') iff x - x' and if there exist neigh­

borhoods of x and f( x) on which / and /' have the same restriction. The 
class of ( /, x) is denoted by jx f. 

- The category Jl,r of I-jets, which is the quotient category of the 
category ]l'r' by the equivalence: jx f ~ jx,f iff x - x* and if there are 
admissible charts relative to which / and /' have the same 772-th homoge­
neous differential at x, for each m < /. The class of 7^/ is denoted by 
jlxf. The objects of ]l,r are the germs of r-manifolds. 

2. Let V and V* be two r-manifolds. The set of /-jets from germs 
of V' to germs of V is canonically equipped [ 3 ] with a structure of an 
(r - l ) -manifold Jl(V, V ) . 

If V is fixed, then we get a functor J1 (-, V ) from Cr ( = £ r' r ) 
to Qj'l. This functor preserves submersions and pull-backs of pairs with 
one term a submersion. 

In particular, the functor ]l ( R ) admits as a sub-functor the I-th 
velocity functor Tl (where Tl ( V) is formed by the jets jlQ/), and T1 is 
the tangent functor T. 

5. An r -differentiable category K is a category internal in Cr (i.e. 
a realization in CR of the sketch of categories), whose map «source» is a 
submersion. It may be considered (initial definition [4]) as a pair ( K, V), 
where K is a category and V an r-manifold on the set of morphisms of K , 
such that: 
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- the maps source and target of K define r-differentiable maps a and 
b from V onto a submanifold V0 of V ; 

- a is a submersion (initially b was also one [4] ); 
- the law of composition of K defines an r-differentiable map from the 

pull-back of (a , b) to V. 
If V is an r-manifold, by applying the functor ]l ( -, V ) we deduce 

from K an ( r-/J-differentiable category ] l ( K , V ) on Jl(V,.V')\ we de­
note by © its law of composition [2] . So, the functor J l ( - , V ) « extends » 
into a functor from the category 3" ( Cr ) of r-differentiable functors to the 
category ^ (CT1) . , 

In the same way we extend the functors Tl. The tangent category 
T (K) admits the structure of an (r - l J-differentiable double category, the 
second law being the addition of vectors [2] . 

4. EXAMPLES. 
1° An r-differentiable groupoid ( K, V) is said locally trivial [4] if 

[b , a ] is a submersion from V to V0 X V0 . In fact, this notion is equi­
valent to that of a differentiable principal fibre-bundle. 

2° By «gluing together» the ( r-/) -manifolds ] l ( V, V ) , for all r-ma-
nifolds V and V associated to the universe l l , we obtain a «big» ( r-l)~ 
manifold V1' r . Then (J!'r,Vi,r) is an ( r-/) -differentiable category [ 2 ] , 
denoted by §l,r. Its manifold of objects is the «universal» ( r-/J-manifold 
of germs of r-manifolds. 

J l ( V , V ) (resp. The invertible jets of J1 ( V, V) ) defines an ( r-1) -
differentiable subcategory $l( V) (resp. locally trivial subgroupoid G1 ( V ) ) 
of 5*' r - notions of a locally trivial subgroupoid of G1 ( V) and of a re­
gular infinitesimal structure [ 3 ] on V are equivalent. 

5. Let K be an r-differentiable category ( K , V ) . The jets X of 
] l ( V , V 0 ) such that aX ( = J1 (a , V0 ) ( X ) ) is an identity form an ( r - l ) -
submanifold V1 of ]l ( V, VQ ) and there exists [2] an ( r-1) -differentiable 
category on V1, called the I-tb prolongation of K , whose law is: 

(X', X) - ( X\ bX) ©X iff tfX' = ^X. 

The /-th non holonomic prolongation of K is defined by itéra-
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tion, putting K° = JC and Km + 1 = (K"2)2 . 
In particular, and aG2( VJ give rise to the ( r-1 J-differentiable 

categories of non holonomic jets and ( V) , which admit the ( r - l ) -
différentiable subcategories £p r and Ĝ f Vj of semi-holonomic I-jets. 

6. The next basic notion is that of an r-differentiable species of 
structures [4, 2, 6] , or generalized r-fibre-bundle (or, in a more recent ter­
minology, presheave internal in CR) over an r-differentiable category K . 

Usual r-differentiable fibre-bundles are obtained when K is a lo­
cally trivial r-differentiable groupoid. 

If K is Gl(V), Gl(V) or Gl(V), we get respectively the holo­
nomic, non holonomic or semi-holonomic l-th prolongations of the r-mani­
fold V. Their sections are the infinitesimal structures on V. 

One proves a theorem of transitivity of prolongations [2, 3] . 

A categorical study of these notions, of differential covariants 
or invariants and of higher-order connections [5] in (generalized) fibre-
bundles may be found in [2, 6 ] . 

1. A. BASTIANI, Journal d'Analyse Math. XIII, Jérusalem (1964). 
2. C. EHRESMANN, Cahiers Topo, et Geo. diff. VI (1964) et/X (1967). 
3. C. EHRESMANN, C R. A. S. Paris 233 (1951), 234 (1952), 239 (1954), 240 (1955). 
4. C. EHRESMANN, Coll. Géo. diff. globale, Bruxelles (1958). 
5. C. EHRESMANN, Atti 5 Congresso Un. Mat. Italiana (1956). 
6. C. EHRESMANN, Atti Conv. di Geo. Diff., Bologne (1967). 

Extrait de : Cahiers de Topologie et 
Géométrie Différendelle XIV- 2 (1973) 
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GARTAN (ÉLIE). — LES SYSTÈMES DIFFÉRENTIELS EXTÉRIEURS ET LEURS 
APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES. Paris, Hermann (Actualités scientifiques et 
industrielles, n° 994), 1945, 1 vol. 25 x i6cm de 214 pages. 

La théorie des formes différentielles extérieures et des systèmes 
différentiels extérieurs joue un rôle prépondérant dans l'œuvre de 
M, E. Cartan. Elle a été principalement créée par l'illustre 
géomètre, dans des Mémoires parus aux environs de 1900, et elle 
lui fournit la technique la plus efficace et la plus originale pour 
traiter les problèmes de géométrie différentielle, ou pour exposer 
la théorie des groupes de Lie ou sa propre théorie des « groupes 
continus infinis ». Cette technique semble encore insuffisamment 
connue; en particulier, dans nos Universités, elle ne trouve pas 
la place que lui assignerait sa simplicité et sa puissance. Le 
besoin d'un exposé didactique de toute cette théorie s'est donc fait 
sentir depuis longtemps et le magnifique ouvrage de M. E. Cartan 
sera accueilli avec le plus grand empressement. C'est la reproduc­
tion, largement remaniée et complétée, d'un cours professé par 
l'Auteur à la Faculté des Sciences de Paris, en 1936-1987. 

Le livre débute par un Chapitre substantiel d'Algèbre. La notion 
de forme extérieure est déduite de la notion de forme multilinéaire 
alternée à n variables, c'est-à-dire définie dans l'espace vec­
toriel Rn. Une étude particulière des formes quadratiques exté­
rieures conduit à la notion de rang d'une telle forme et à la 
réduction d'une forme de rang 2p à l'expression canonique 
[U1 U2] -f- [U3U4] [U-^-1 U2p]. A toute forme extérieure 
correspond un système d'équations linéaires, appelé système asso­
cié. Il définit un sous-espace associé H de dimension 11 — r dans Rn, 
ou encore, dans le dual de R", un sous-espace associé H' de dimen­
sion r. Ces deux sous-espaces ont une signification indépendante 
du choix des coordonnées dans R". Le sous-espace H pourrait être 
défini comme étant l'ensemble des vecteurs de R* dont le produit 
intérieur avec la forme extérieure donnée est nul. H7 est l'ensemble 

CARTAN. 1 
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des formes linéaires qui s'annulent sur H, ou encore l'ensemble 
des produits intérieurs de la forme extérieure donnée par un 
(P — i)-vecteur quelconque. Le nombre r, appelé rang de la 
forme, indique le nombre minimum de formes linéaires permet­
tant d'exprimer la forme donnée, et ces formes linéaires appar­
tiennent forcément au sous-espace associé H/. En particulier, pour 
qu'une forme de degré p soit monôme, c'est-à-dire produit 
extérieur de p formes linéaires, il faut et il suffit qu'elle soit de 
rang p. Ceci permet d'écrire les équations quadratiques que 
doivent vérifier les « coordonnées grassmanniennes » d'une forme 
monôme, ou, en passant au point de vue dual, les coordonnées 
grassmanniennes d'un sous-espace vectoriel à p dimensions 
de R*. 

Un système d'équations extérieures est un système obtenu en 
« égalant » à zéro un certain nombre de formes extérieures à 
n variables. Un sous-espace à p dimensions de R* est solution du 
système si les formes données s'annulent identiquement sur lui, 
c'est-à-dire si les formes induites sur ce sous-espace sont nulles. 
Plus généralement un /^-vecteur, qui n'est pas nécessairement 
décomposable en produit extérieur de /^-vecteurs, pourrait être 
appelé solution du problème s'il est solution des formes de degré/? 
(qui peuvent être considérées comme des formes linéaires sur 
l'espace des /^-vecteurs) appartenant à l'idéal engendré par le 
système des formes données dans l'algèbre extérieure des formés 
à n variables, ou, ce qui revient au même, si les produits inté­
rieurs du ^-vecteur par les formes données de degré q, pour q ̂ /> , 
sont nuls. Pour que deux systèmes d'équations extérieures aient 
les mêmes solutions, au sens général précédent, il faut et il suffit 
que les deux systèmes de formes engendrent le même idéal dans 
l'algèbre extérieure. Les deux systèmes sont alors dit algébrique­
ment équivalents. Etant donné un système d'équations extérieures, 
on peut lui associer le sous-espace H de R* formé par l'ensemble 
des vecteurs de R" dont le produit intérieur avec une forme quel­
conque du système appartienne à l'idéal engendré par ces formes. 
L'Auteur le définit par un système d'équations linéaires, dit 
système associé (mais dépendant de la base choisie dans Rrt). 
Si le rang du système associé est r, il existe un système algébri­
quement équivalent au s}rstème donné et qui s'exprime à l'aide de 
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r formes linéaires indépendantes s'annulant sur le sous-espace 
associé H (*). 

La notion de forme extérieure conduit immédiatement à celle de 
forme difïérentielle extérieure de degré /?, définie dans un domaine 
de R \ Après l'introduction de cette notion, le deuxième Chapitre 
étudie la différentiation extérieure qui associe à une forme diffé­
rentielle extérieure co de degré />, une forme du de degré/?-}-i. 
Les propriétés essentielles et même caractéristiques pour le sym­
bole d sont la formule donnant la différentielle extérieure du 
produit extérieur de deux formes et la formule d(du) = o, qui 
exprime le théorème de Poincaré. Un peu plus loin, on trouvera 
une démonstration élégante de la réciproque de ce théorème, qui 
affirme que dus = o entraîne ET = du. Les formes différentielles 
extérieures sont des éléments d'intégrales multiples et la différen­
tielle extérieure d(ù tire sa signification essentielle de la formule 
de Stokes / w = J rfco, où D désigne la frontière d'un domaine D 

vérifiant certaines conditions de régularité. 
Le troisième Chapitre aborde Fétude des systèmes différentiels 

extérieurs. Tandis que, dans ses travaux originaux sur ce sujet, 
l'Auteur s'est borné aux systèmes différentiels linéaires (ou 
systèmes de Pfaff), il étudie ici le cas général, considéré par 
Kâhler, d'un système obtenu en annulant plusieurs formes diffé­
rentielles extérieures de degré quelconque. Une variété intégrale 
du système est une variété différentiabie plongée dans Kn telle que 
les formes différentielles induites, déduites des formes du système, 
soient nulles. Ayant fait la remarque essentielle que toute variété 
intégrale est encore variété intégrale du système différentiel f e rmé 
obtenu en adjoignant au système des formes données l'ensemble 
de leurs différentielles extérieures, on associera à tout système 
différentiel le système fermé correspondant. En particulier, pour 
qu'un système de Pfaff soit complètement integrable, il faut et il 
suffit que le système fermé correspondant appartienne à l'idéal 
engendré par le système donné. Ce théorème de Frobenius est 
démontré ici d'une façon très élégante. La principale notion intro-

(l) J'ai présenté tous ces résultats d'Algèbre sous une forme qui diffère un 
peu de l'exposé du livre. Pour la notion de produit intérieur voir N. BOURBAKÏ, 
Algèbre, Paris, Hermann, 1942. Chapitre III. 
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diiite dans ce Chapitre est celle de système caractéristique d'un 
système différentiel extérieur. C'est le système associé (au sens 
du Chapitre I) au système différentiel fermé correspondant. Une 
notion vraiment invariante serait celle de champ caractéristique 
d'éléments intégraux de dimension n — /*, déterminé justement 
par le système caractéristique. Le rang r du système caracté­
ristique est appelé la classe du système donné. Le système carac­
téristique est complètement integrable, ses variétés intégrales de 
dimension n — r sont appelées variétés caractéristiques (au 
sens de Cauchy). Si les variétés caractéristiques sont définies 
par jKi — const., y2 = const., . . ., yr = const., le système donné 
est algébriquement équivalent à un système qui s'exprime en 
fonction des y¿ et des formes linéaires dy¡. Les variétés carac­
téristiques menées par les différents points d'une variété intégrale 
engendrent une nouvelle variété intégrale. Ce qui précède est 
tout de suite illustré par deux applications : la réduction dune 
équation de Pfaff à l'expression canonique 

et l'intégration d'une équation aux dérivées partielles du premier 
ordre. 

Le Chapitre suivant commence par l'étude détaillée des éléments 
plans intégraux d'un système d'équations extérieures. Les notions 
essentielles sont ici les suivantes : élément polaire d'un élément 
intégral, le caractère si d'ordre i du système, élément intégral 
ordinaire et élément intégral régulier, enfin le genre du système. 
En supposant le système donné analytique réel, l'Auteur démontre 
son théorème fondamental d'existence : /7 existe au moins une 
variété intégrale analytique Vp tangente à un élément intégral 
ordinaire donné (Ep)0 et contenant une variété intégrale 
donnée Vp__i tangente à l'élément intégral régulier (E^_i)0 
contenu dans (EP)Q. Ce théorème, qui est ramené au théorème de 
Cauchy-Kowalewski, est précisé ensuite par l'évaluation du degré 
de généralité des variétés intégrales ordinaires, qui sont celles 
dont l'existence est démontrée par le théorème. Il peut y avoir 
d'autres variétés intégrales de dimension /?, dites variélés inté­
grales singulières : l'élément intégral tangent générique à 
p dimensions n'est pas ordinaire. Une nouvelle notion de variété 

278 



— 5 — 

caractéristique s'introduit ici : c'est une variété intégrale Vq dont 
les éléments tangents à q dimensions ne sont pas réguliers. Pour 
une telle variété intégrale Vq le problème de Cauchy (recherche 
des variétés intégrales Vq+t contenant V^) n'est pas simplement 
résolu par le théorème d'existence précédent. Toutes ces notions 
sont appliquées à quelques exemples : équations aux dérivées 
partielles du premier ou du deuxième ordre, à une fonction 
inconnue et deux ou trois variables. 

Dans le cinquième Chapitre, on s'intéresse uniquement aux 
variétés de dimension p représentables par des équations 
zl = (xl, x2, . . ., x?)\ c'est-à-dire que le système différentiel 
est considéré comme étant à n — p fonctions inconnues zl et à 
p variables indépendantes imposées xl. Un tel système est dit en 
involution s'il existe des éléments intégraux ordinaires à p dimen­
sions et si les formes dxl, dx2, . . ., dxp sont linéairement indé­
pendantes sur un élément générique de cette espèce. Alors 
l'existence des solutions ordinaires z k = cpA(̂ 4, #2, . . ., xp) est 
assurée par le théorème général d'existence. L'Auteur indique des 
critères qui permettent de reconnaître effectivement si un système 
donné est en involution. Il étudie plus particulièrement le cas où 
p = 2 et le cas où la solution générale dépend de si fonctions arbi­
traires d'une variable. Une première application de la théorie des 
systèmes en involution sera la démonstration d'un théorème de 
J. A. Schouten et van der Kulk. 

Est-ce que toute solution d'un système différentiel donné, à 
variables indépendantes imposées a?1', peut être obtenue comme 
solution non singulière d'un système en involution déduit du 
système donné ? Pour répondre à cette question, l'Auteur introduit 
au Chapitre suivant la notion de prolongement d'un système diffé­
rentiel. C'est le système obtenu par l'introduction de nouvelles 
variables t) en posant dz^ = t¿ dx1. Dans le cas de deux 

i 
variables indépendantes, il est démontré que par des prolonge­
ments successifs, on peut, sous certaines conditions, déduire d'un 
système différentiel donné un système en involution. Mais le pro­
blème général posé dans ce Chapitre n'est pas encore complète­
ment résolu. 

La deuxième partie de l'Ouvrage donne de nombreuses appli-
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(EXTRAIT DU Bulletin des Sciences mathématiques, 
2« SÉRIE, T. LXX, JUILLET-AOÛT 1946.) 
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cations de la théorie générale à des problèmes de géométrie diffé­
rentielle euclidienne. Elle débute par un exposé succinct et qui 
devrait devenir classique de la méthode du repère mobile en 
géométrie euclidienne et des théorèmes fondamentaux de la 
théorie des surfaces. La puissance des méthodes de l'Auteur est 
amplement prouvée par le fait que 19 problèmes importants se 
trouvent traités en moins de 90 pages, et certains de ces problèmes 
seraient difficilement abordables par des méthodes plus anciennes. 
L'étude de chaque problème comprend la discussion de l'existence 
des solutions, de leur degré de généralité, la détermination des 
solutions singulières et des variétés caractéristiques. 

Remarquons enfin que toutes les questions abordées dans 
l'Ouvrage sont des problèmes de caractère local, dont certains 
pourront conduire cependant à des questions intéressantes de 
caractère global. 

CHARLES EHRESMANN. 



(" Dagli Atti del V Congresso dell' Unione 
Matematica Italiana, Pavia - Torino 1956}, 

/ 1 3 7 / 

R A P P O R T S O M M A I R E S U R 
L E S T R A V A U X D E M. A. L I O H N É R O W I O Z 

P A R M. CHARLES EHRESMANN 
D E L A F A C U L T É D E S SCIENCES D E P A R I S 

La liste des travaux de M . L I C H N É R O W I C Z comprend plus de 
70 publ icat ions , dont les numéros 33 à 70 appartiennent à la pé­
riode prise en considération pour l'attribution du prix F U B I N I . 

Ses recherches ont été consacrées principalement à la géométrie 
différentielle. Développant une activité étonnante, il a apporté des 
contributions remarquables, de caractère local ainsi que de caractère 
global, dans des directions où s'est particulièrement manifesté l'essor 
de la Géométrie différentielle au cours de la dernière décade : 
théorie des espaces fibres, relations entre courbure et nombres de 
B E T T I , formes harmoniques, variétés kâhleriennes et pseudokah-
leriennes, groupes d'holonomie. 

Mais ce sont les théories relativistes de la gravitation et de 
l'électromagnétisme qui ont été la principale source d'inspiration de 
ses recherches. Bien que ces théories soient du domaine de la Phy­
sique Mathématique, du point de vue purement mathématique elles 
appartiennent à la Géométrie différentielle et on sait le rôle pré­
pondérant qu'elles ont joué dans l'évolution de la Géométrie diffé­
rentielle moderne, en servant de stimulant pour l'étude des struc­
tures d'espaces de E I E M A N N et de leurs généralisations. M. L I C H N É -

ROWICZ y a consacré toute une série de travaux, commençant par 
sa Thèse qui date de 1939. En particulier entre Janvier 1946 et 
Décembre 1953 il a publié plusieurs Notes (dont deux en collabo­
ration avec Madame Fourès), puis surtout son Cours polycopié de 
1 9 5 3 professé au Collège de France. Ce Cours a paru récemment 
sous forme imprimée comme première partie d'un remarquable traité 
des «Théories relativistes de la gravitation et de l'électromagnétis-
me », dont la deuxième partie est .consacrée aux théories unitaires. 
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L'auteur y a incorporé et développé ses propres contributions an­
ciennes et récentes, à l'ensemble de ces théories. 

La première partie du volume est un exposé clair et élégant 
de la théorie de la relativité générale d'EiNSTEiN. En se bornant 
à la gravitation, celle-ci se réduit essentiellement à la théorie d'une 
métrique riemannienne du type hyperbolique donnée sur une va­
riété V4 à 4 dimensions et vérifiant les équations d'EiNSTEiN : 

(a , ß = 0 , 1 , 2 , 3 ) , 

où Raß est le tenseur de Kicci de la métrique définie par le ten­
seur symétrique gaß, R la courbure scalaire définie par contraction 
du tenseur Raß et Taß le tenseur d'énergie. La variété 74 munie 
de la structure indiquée est appelée un espace-temps ou un modèle 
d'univers; le tenseur gaß en définit le champ de gravitation; celui-
ci est dit extérieur dans la région où le tenseur d'énergie est nul \ 
il est dit intérieur dans la région où le tenseur d'énergie est dif­
férent de 0 . 

M. LICHNÉROWICZ reprend le problème fondamental de CAUCHY 
relatif aux équations d'EINSTEIN, problème déjà résolu dans sa 
Thèse. Il s'agit de l'étude locale des conditions initiales qu'on peut 
imposer à un champ de gravitation aux points d'une sous-variété 
V3 à trois dimensions de la variété V4 pour que, dans le voisinage 
de cette sous-variété, il existe une solution et une seule des é-
quations d'EiNSTEiN vérifiant ces conditions initiales. Cette étude 
met en évidence d'une part des sous-variétés exceptionnelles pour 
le problème de CAUCHY, à savoir les variétés caractéristiques ou 
fronts d'onde du champ, d'autre part les bicaractéristiques du champ,, 
qui sont les géodésiques de longueur nulle de la métrique rieman­
nienne. Elle fournit aussi les conditions de raccord (déjà considérées 
par SCHWARZSCHILD) entre un champ extérieur et un champ inté­
rieur, à travers une hypersurface de séparation Vs . On en déduit 
les conditions d'existence d'un prolongement d'un champ extérieur 
vers l'intérieur, ou d'un champ intérieur vers l'extérieur, à travers 
une hypersurface de séparation V3. Dans le premier cas la condi­
tion essentielle est que Vd soit engendré par des géodésiques du 
champ extérieur; dans le deuxième cas, que V2 soit engendré par 
des lignes de courant et que la pression s'annule sur Vs , eri sup­
posant, pour simplifier l'énoncé, que les conditions de fluide par­
fait soient vérifiées dans le domaine intérieur. 
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Un des chapitres les plus intéressants est consacré à l'étude 
globale d'un modèle d'univers dont le champ de gravitation est 
partout du type extérieur. Il donne des conditions suffisantes pour 
qu'un tel modèle d'univers soit localement euclidien partout. Sous 
quelles hypothèses un modèle d'univers partout du type extérieur 
est-il localement euclidien % Ce problème fondamental semble avoir 
été formulé pour la première fois par LEVI-CIVITA. 11 a été étudié 
par M. LICHNÉROWICZ dans sa Thèse déjà, puis également par 
SERINI , RACINE, EINSTEIN et P A U L I . Sans hypothèses de nature 
globale on ne peut pas affirmer le caractère localement euclidien 
d'un modèle d'univers partout du type extérieur. Les hypothèses 
introduites par les auteurs cités étaient très restrictives* Dans ses 
résultats récents, M , LICHNÉROWICZ démontre le caractère locale­
ment euclidien sons des hypothèses assez générales qu'on peut for­
muler ainsi : 

1) Le champ de gravitation est supposé stationnaire ; c'est-à-
dire le modèle d'univers V4 admet un groupe à un paramètre d'i-
sométries dont les orbites sont des lignes de temps formant une 
ûbration de V4 . L'espace quotient de V4 par cette fibration est alors 
une variété Wz munie d'une métrique riemannienne définie positive. 

2) L'espace TF3 est un espace compact. Cette condition 2) 
peut être remplacée par la condition 2)' : L'espace Ws est un espace 
riemannien complet et à comportement asymptotique euclidien. 

En ce qui concerne les théories unitaires de la gravitation et 
de l'électromagnétisme, M. LICHNÉROWICZ à obtenu en 1953 un 
résultat essentiel, en démontrant la compatibilité du système dif­
férentiel de la théorie unitaire d'EiNSTEiN-ScHRODiNGER. Un mo­
dèle d'univers dans cette théorie est une variété à 4 dimensions 
munie d'un champ de tenseurs gaß, non symétriques. Le système 
différentiel imposé à ce champ fait intervenir de plus une connexion 
affine. MME TONNELAT et M . HLAVATY ont montré que ce système 
différentiel détermine algébriquement la connexion en fonction des 
gaß et de leurs dérivées premières. M . LICHNÉROWICZ a résolu en­
suite le problème local de CAUCHY pour ce système différentiel et 
il a montré que cette théorie unitaire présente la même cohérence 
mathématique locale que l'ancienne théorie de la relativité générale 
d'EiNSTEiN. L'analyse du problème de CAUCHY conduit encore à 
des variétés caractéristiques, correspondant à un certain tenseur 
symétrique laß que M . LICHNÉROWICZ interprète comme étant le 
tenseur gravitationnel, au lieu du tenseur symétrique déduit du 
tenseur gaß. 
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Pour Fétude globale d'un modèle d'univers M. LIOHNÉROWIOZ 
utilise un raisonnement concernant le laplacien d'une fonction sur 
un espace de RIBMANN et ce raisonnement trouve aussi des appli­
cations importantes dans la théorie, due à M. BOCHNER, des rela­
tions entre courbure et nombres de B E T T I d'un espace de RIEMANN. 
Les contributions de M. LIOHNÉROWIOZ à cette théorie sont exposées 
en particulier dans sa conférence faite au Congrès International de 
Harvard en 1950. Signalons seulement les résultats suivants : 

1) Si une variété orientable Vn peut être localement plongée 
dans l'espace euclidien JEn+i (ou dans un espace à courbure con­
stante positive) de façon que tous ses points soient elliptiques, 
alors ses deux premiers nombres de B E T T I sont nuls. 

2) Etant donné un espace de EIEMANN à courbure de RICCI 
partout positive, son polynôme de POINOARÉ est divisible par 
(¿ + 1)*S où bi désigne son premier nombre de B E T T I . 

Enfin dans le cadre des méthodes si fécondes de CHERN, M . 
LIOHNÉROWIOZ a généralisé pour les variétés de BERWALD (c'est-
à-dire pour une classe de variétés de FINSLER) le calcul de la ca­
ractéristique d'EuLER-PoiNCARÉ en fonction des formes de cour­
bure. 

Plusieurs des publications récentes de M. LIOHNÉROWIOZ se 
rapportent à la théorie des formes harmoniques sur les variétés 
riemanniennes ou pseudokahleriennes. Les opérateurs classiques L 
et A de la théorie des variétés kâhleriennes sont généralisés en 
associant à toute forme extérieure F de degré , donnée sur une 
variété riemannienne, une série d'opérateurs Mh opérant sur les 
formes extérieures cp de degré Si F est à dérivée covariante 
nulle, par rapport à la métrique riemannienne, ces opérateurs sont 
permutables avec l'opérateur classique A et transforment par suite 
toute forme harmonique en une forme harmonique. L'application de 
ces opérateurs conduit notamment aux résultats suivants : 

Si une variété riemannienne compacte orientable Vm admet q 
champs indépendants de vecteurs parallèles (par rapport à la mé­
trique riemannienne), son polynôme de POINOARÉ est divisible par 
(i-f- le quotient étant le polynôme de POINOARÉ de l'anneau 
d'homologie des formes exprimables à l'aide de certaines coordonnées 
distinguées. 

Sur une variété riemannienne localement réductible, toute for­
me harmonique est somme de formes harmonique pures, les formes 
pures étant définies par rapport aux coordonnées distinguées asso­
ciées à la structure de produit local. 
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Etant donnée sur la variété riemannienne Vm une forme exté­
rieure quadratique Q de rang 2 r < , m , à dérivée covariante nulle, 
on a les résultats suivants (complétant ceux de H. GTJGGENHEIMER) 
concernant les nombres de B E T T I de Vm : 

b 4= 0 > Pour 0 < p < r ; &p-2<&p, pour # < r . 

Si l'on exprime localement en fonction de 2 r variables distin­
guées, soit cp le nombre de formes harmoniques indépendantes de 
degré p s'exprimant localement à l'aide de ces variables distinguées. 
Alors c2p+i est pair. 

M. LICHNÉROWICZ appelle variété pseudokâhlerienne une va­
riété riemannienne V2n munie d'une forme quadratique extérieure 
Q de rang 2 n partout, échangeable avec la métrique riemannienne 
et à dérivée covariante nulle. La structure ainsi définie équivaut à 
la donnée d'une structure presque hermitienne dont la forme qua­
dratique extérieure associée Q est fermée et dont la structure pres­
que complexe sous-jacente est sans torsion. Si cette structure pres­
que complexe dérive d'une structure complexe, on a une structure 
kahlerienne. D'après des résultats non publiés de SPENCER, il sem­
ble qu'il en soit toujours ainsi sous certaines conditions de diffe­
renti abilité. Quoi qu'il en soit, les résultats précédents montrent 
que les variétés pseudokâhleriennes ont les propriétés classiques 
des variétés kâhleriennes (démontrées par RODGE, ECKMANN-GTJG-
GENHEIMER). 

La théorie du groupe d'holonomie d'une connexion, due à E L I E 
CARTAN, a fait récemment des progrès importants sous l'influence 
de la théorie des espaces fibres. On doit à M. LIOHNÉROWCZ des 
résultats intéressants concernant les groupes d'holonomie des espa­
ces riemanniens ou hermitiens. En collaboration avec ARMAND B O ­
R E I , il a montré que le groupe d'holonomie homogène d'une variété 
riemannienne Vn en un point x est un groupe de L I E \px , dont la 
composante connexe de l'élément unité est un sous-groupe compact 
du groupe orthogonal On ; ce sous-groupe est le groupe d'holonomie 
homogène restreint ox correspondant aux lacets homotopes à 0 . 
Citons encore les résultats suivants : 

Soit ox le groupe d'holonomie homogène restreint d'une variété 
pseudokâhlerienne V2n • Pour que ox soit équivalent à un sous-groupe 
du groupe unitaire unimodulaire SUn, il faut et il suffit que la 
courbure de RICCI de V2n soit nulle. Le groupe d'holonomie restreint 
ox d'une variété pseudokâhlerienne à courbure de RICCI différente 
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de 0 admet un centre non discret. Enfin tout espace riemannien 
homogène G /H , où G est un groupe compact et dont la courbure 
de RICCI est nulle, est localement euclidien. 

Dans sa conférence du Colloque de Géométrie différentielle de 
Strasbourg en 1951, M. LIOHNÉROWIOZ a fait une étude approfondie 
des espaces homogènes kâhleriens, dont je me borne à citer les 
résultats suivants : 

Si un espace homogène kâhlerien W2n = G /H , où n > 1 , est 
à courbure de RICCI non nulle et si le groupe linéaire connexe 
d'isotropie est irréductible par rapport au corps des réels, alors 
W2n est un espace hermitien symétrique irréductible. 

Si G a un centre non discret, l'espace homogène kâhlerien est 
réductible et admet' une partie localement unitaire. > 

Si un espace homogène kâhlerien à groupe G compact n'est 
pas localement unitaire, son groupe connexe d'isotropie admet un 
centre non discret. 

Tout espace homogène kâhlerien G/H , où G est semi-simple 
compact et H connexe, est produit d'espaces homogènes kâhleriens 
pour lesquels d'une part G est simple, de centre réduit à l'unité, 
et d'autre part H est centralisateur connexe de la composante con­
nexe de l'unité dans le centre de H . 

Cet exposé sommaire de l'oeuvre de M. LICHNÉROWCZ est for­
cément très incomplet et ne donne qu'un aperçu très superficiel 
des résultats qu'il a obtenus dans tant de domaines. Cette œuvre 
constitue certainement une contribution importante à la Géométrie 
différentielle et elle a déjà exercé une influence marquante sur les 
recherches en cours et en particulier sur les nombreux élèves qui 
ont travaillé sous la direction de M. LIOHNÉROWICZ. Elle remplit 
donc parfaitement les conditions posées pour l'attribution du prix 
F U B I N I . 
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/ 1 / 

GÉOMÉTRIE. — Les invariants intégraux et la topologie de Vespace projectif 
réglé. Note de M. EHRESMANN, présentée par M. Elie Cartan. 

.VI. Cartan a montré (1) que, dans un espace homogène à groupe fonda­
mental clos, la détermination des invariants intégraux fournit des rensei­
gnements précis sur la topologie de cet espace. On peut appliquer ces idées 
à l'étude de la variété formée par les droites, ou plus généralement par les 
plans ou hyperplans à k dimensions, de l'espace projectif complexe à 
n dimensions complexes. 

Le groupe G projectif unimodulaire de la forme d'Hermite 

transforme transitivement la variété des droites de l'espace projectif 
a?2, . . ., xn+{). L'espace des droites, qui admet G comme groupe fonda­
mental clos, est symétrique, car le sous-groupe g qui laisse invariante la 
droite origine (a?3 = . . . = ;2\,+ l = o) est le plus grand sous-groupe invariant 
pour l'involution 

En remplaçant x.i9 x*, . . ., xn+i par j ^ , . . ., yq, le sous-groupe g s'écrit 

(1) Annales de la Soc. pot. de Math., 8, 1929, P. 181-225. 
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Les transformations infinitésimales qui changent de signe pour l'involu­
tion considérée sont 

Elles transforment la droite origine en la droite d!équations 

Les quantités coy et co]. peuvent être considérées comme les coordonnées 
des droites infiniment voisines de la droite origine. Lorsque les x et les y 
sont transformés parg-, les variables coy et coy sont transformées suivant un 
groupe linéaire y qui opère en définitive de la façon suivante : 

Les tOj sont multipliées d'abord par un même facteur ei% et ensuite co*. est 
transformé comme le produit x y j , où les x et les y subissent des transfor­
mations hermitiennes unimodulaires. 

Un invariant intégral dans l'espace des droites correspond à une forme 
extérieure en coy et coy à coefficients constants et invariante par le groupe -y. 
Le raisonnement fait par M. Cartan à propos de l'espace projectif ponctuel 
donne le résultat suivant : 

11 n'y a que des invariants intégraux d'ordre pair. Le nombre d'invariants 
intégraux linéairement indépendants d'ordre 2 s est égal à la valeur moyenne 
du carré du module du caractère du groupe linéaire js suivant lequel sont 
transformés les produits extérieurs [(*)}; co£ . . . co};]. 

Pour trouver cette valeur moyenne,, nous réduisons ŝ en groupes 
linéaires irréductibles. Un tel groupe irréductible sera équivalent au pro­
duit de deux représentations linéaires irréductibles d'ordre ^respectivement 
des deux groupes hermitiens unimodulaires dont l'un opère sur les x et 
l'autre sur les y. D'après M. H. Weyl ('), une représentation linéaire 
irréductible du premier groupe, de poids dominant a, À, -f- aa A2, est associé 
à un certain schéma de deux lignes que nous désignons par (a4a2) avec 
a,-|-aa=?^ et a,>a2>o. Une représentation linéaire irréductible du 

(*) Math. Zeitschrift, 23. 1926, p. 287. 
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deuxième groupe, de poids dominant 

où 
correspond à un autre schéma ((3). Pour que le produit de ces deux repré­
sentations figure dans la réduction de y,, il faut et il suffit que Ton passe 
du schéma (a15 a2) au schéma (P) par l'échange des lignes et des colonnes. 
A chaque schéma (a,, a2) avec au plus q colonnes correspond alors un 
groupe irréductible et un seul contenu dans y.,, la variable dominante étant 

D*où : 
THÉORÈME. — La valeur moyenne du caiTè du module du caractère de y,v est 

égaleau nombre de schémas (a,, a2) avec ^>a, >a2>o et a, -h a2 = s. 
A chaque groupe irréductible obtenu correspond une forme extérieure 

invariante d'ordre 2s que nous désignons par û(a1? aa) et qui fournit une 
intégrale de différentielle exacte. Cette intégrale est nulle lorsqu'on l'étend 
à une variété fondamentale de Schubert [a{J a2] à s dimensions complexes, 
sauf si la variété a pour symbole [a2, a,-f-1] . Les formes Cl n'étant définies 

qu'à un facteur constant près, on peut supposer que JCl(ociy aa) étendue 
à [aa, a,-f-1] soit égale à i. 

D'après les théorèmes démontrés par M. de Rham (1 ), on peut conclure : 
Dans l'espace complexe des droites, les nombres de Betti relatifs aux 
dimensions impaires sont nuls. Unebase de l'homologie avec division pour 
les cycles de dimension i s est fournie par les variétés fondamentales de 
Schubert [#,, 02] avec ai -f- a$ = s -h i. 

Les résultats précédents se généralisent facilement quand on considère 
la variété des hyperplans k k dimensions de l'espace projectif complexe à 
n dimensions. 

(*) Journ. de Math, pures et appt., 10, 1981, p. n5-2oo. 
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/2/ 
TOPOLOGIE. — Sur la topologie de certaines variétés algébriques. Note 

de M. C. EHRFSMAW, présentée par M. Élie Cartan. 

La méthode que nous résumons dans cette Note revient surtout à appli­
quer le lemme suivant : 

LEMME. — Étant donné un complexe K et dans K un sou s-complexe L, si 
K — L est homéomorphe à une cellule ouverte, toute chaîne sur K de dimen­
sion inférieure à celle de R , peut être déformée a" une façon continue en une 
chaîne sur L. Pendant cette déformation, les points situés sur\^ peuvent être 
maintenus fixes. 

Dans les applications K et L sont des subdivisions de variétés algé­
briques. 

Variété des droites d'un espace projectif complexe. — [/?] désigne un 
espace à p dimensions contenu dans l'espace projectif complexe [n] . 
[p, q], où o<p <^q<n est le symbole de Schubert pour la variété des 
droites situées dans un [q] et rencontrant un \p] , l'espace [p] étant contenu 
tout entier dans [q], La variété de toutes les droites de [n], de symbole 
[n — i, n], est une variété à 2 n — 2 dimensions complexes représentée par une 
variété algébrique sans singularités dans un espace projectif à [n(n -f-1)] — 1 
dimensions, [p, q] est représenté par une variété algébrique à p-hq— 1 
dimensions complexes. Supposons donnée dans [n] une suite d'espaces, 
avec un espace pour chaque dimension : 

(1) 

et considérons toutes les variélés [p, q] définies pour ces espaces. Il existe(') 
une subdivision de [rc — 1, n] formant un complexe régulier orientable K 
et telle que les variétés [p, q] soient recouvertes par des sous-complexes 
de K. A chaque variété [/;, q] correspond alors un cycle orienté que nous 
désignons encore par [p, q]. 

Si l'on enlève de [p, q] les deux variétés [p — 1, q] et [p, q — 1], on en 
fait une cellule ouverte. En effet, une droite de [p, q] — [p—1,^] — [p^q—1] 
est définie par un point M de [p] — [p — 1] et un point M' de 

( ' ) VOIR B. L. VAN DER WAHR DEN, Top. Begründung der Kalküls der abzählender 
Geometrie {Math. Ann., 102, 1929, P. 36O), et S. LEFSCHETZ. Topology, CHAP. VIII. 

290 



SÉANCE DU 16 JANVIER 1933. 153 

(') Voir G. SEGRÉ, Mehrdimensionale Bäume (Lncykl. Math. IViss., IIIÎ4 7, 
P- 794)-
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où \q— i]' est un espace à q — 1 dimensions contenu dans q et conte­
nant [p — 1] , tandis que [q — 2]' est l'intersection de [q — 1 ]' avec [q — 1] . 
La variété des droites MM' est le produit des deux cellules ouvertes 

[P]-\ .P -1] et [ t f - i ] ' - •['/ - -a]'. 

C'est donc une cellule ouverte dont la frontière est formée par [p — 1, <y] 
et [p, q — 1]. La frontière se réduit à une seule variété sip = o ou p = q— 1. 
Ainsi [o, q] — [o, q — 1] et \q — 1, q] — [q—2,^] sont des cellules 
ouvertes. 

En appliquant le lemme énoncé, on démontre par récurrence le théorème : 
Théorème. — Sur la variété [n— 1, 71], tout cycle Fr peut être déformé 

d'une façon continue en une combinaison linéaire de cycles [p, q] de dimen­
sion < r. 

Les cycles algébriques [p, q] étant de dimension paire, tout cycle Tr de 
dimension impaire sera homologue à o. Tout cycle Fr de dimension paire 
sera homologue à une combinaison linéaire des cycles [p, q] de dimen­
sion r. Les cycles [/), q] de dimension r sont linéairement indépendants, 
car la matrice des nombres d'intersection de ces cycles [p, q] avec les 
cycles [n — q, n— p] , de dimension complémentaire, est égaie à la matrice 
unité. Donc : 

Théorème. — Les cycles [pr q] de dimension r forment une base d'homologie 
pour la dimension r. Il n'y a pas de coefficients de torsion. Les nombres de 
Betti pour les dimensions impaires sont nuls. 

Variété des [k] d'un espace projectif complexe [71]. — Nous consi­
dérons toutes les variétés fondamentales de Schubert (1) de symboles 
| aùf . . ., ak\ les espaces étant pris parmi ceux de la suite (1). On 
peut généraliser pour ces variétés les raisonnements précédents, et l'on-
obtient ainsi le théorème : 

Théorème. — Les cycles [a0, ai, . . ., ak\de dimension r forment une base 
d'homologie pour la dimension r. Il n y a pas de coefficients de torsion. 
Les nombres de Betti pour les dimensions impaires sont nuls. 

Variétés réelles. — Sur la variété des droites réelles ou des [h] réels d'un 
espace projectif [71], toute chaîne Cr peut encore être déformée en une 
chaîne contenue dans un certain nombre de variétés fondamentales de 
dimensions <r. Toutes ces variétés fondamentales [a0, a,, . . ., ayi], où les 
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éléments considérés sonl réels, ne définissent plus des cycles orientés, mais 
des cycles (mod 2). Les cycles (mod 2) correspondant aux [a0, a,, . . ., a,,] 
de dimensions r sont encore indépendants (mod 2) et forment une base 
d'homologie (mod 2). 

Pour l'étude des cycles orientés, limitons-nous aux variétés de droites. 
On peut démontrer que la variété [/>, q] est orientable sip et q sont pairs, 
sinon elle est non orientable. Il y a exception pour [q — 1, </] qui est orien­
table si q est impair et non orientable si q est pair. Ces renseignements 
suffisent pour déterminer les nombres de Betti et les coefficients de torsion 
de la variété réelle [ n — 1, n]. On trouve un certain nombre de coefficients 
de torsion tous égaux à 2, et les seuls nombres de Betti différents de o 
correspondent aux dimensions l\m et sont égaux à 1. 

La variété des droites réelles | n — 1, n ] est toujours doublement connexe ; 
sa variété de recouvrement simplement connexe est la variété des droites 
orientées qui est homéomorphe à la variété des points complexes d'une 
quadrique à n — 1 dimensions complexes. La méthode indiquée ici 
s'applique à l'étude d'une telle quadrique. Elle s'applique encore à d'autres 
variétés, par exemple à la variété des espaces [/?] situés sur une quadrique 
ou à la variété des éléments linéaires d'un espace projectif. 
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/3 / 
GÉOMÉTRIE. — Un théorème relatif aux espaces localement projectif s 

et sa généralisation. Note de M. C . EHRESMANN, présentée par 
M. Elie Cartan. 

Définition. —Un espace localement projectif est une variété topologique 
sur laquelle est défini un système de courbes, appelées géodésiques, tel 
qu'il existe une représentation topologique d'un voisinage de chaque point 
sur un voisinage de l'espace projectif, les segments de géodésiques ayant 
pour images les segments de droites. 

Nous cherchons à représenter un espace localement projectif En sur l'es­
pace projectif, ou mieux sur l'espace sphérique. Les transformations 
linéaires et homogènes de n-\- i variables définissent un groupe, que nous 
appelons le groupe projectif de Fespace sphérique, quand on considère 
comme transformation identique celles qui sont définies par la matrice 
unité multipliée par un facteur positif. Le raisonnement qui est résumé ici 
utilise essentiellement le fait que l'espace sphérique est simplement con­
nexe, et le lemme suivant, conséquence immédiate du théorème fonda­
mental de la géométrie projective : 

LEMME. — Si deux domaines de l'espace pmjectif (ou de Vespace sphérique) 
sont en correspondance topologique, les segments de droites ayant pour images 
des segments de droites, il existe une transformation projective bien déter­
minée qui réalise cette coiTespondance. 

Toute courbe OM de l'espace Ert peut être recouverte par une chaîne de 
voisinages dont chacun admet une représentation géodésique sur l'espace 
sphérique. Quand la représentation d'un voisinage de O est fixée, celle de 
toute la chaîne est bien déterminée/Donc toute courbe de l'espace E„, 
ainsi qu'un voisinage ouvert de cette courbe, admet un développement bien 
déterminé sur l'espace sphérique. La condition nécessaire et suffisante pour 
qu'on obtienne toute courbe de l'espace sphérique comme image d'une 
courbe de E„ est que E„ soit un espace clos à groupe de Poincaré fini. L'es­
pace universel de recouvrement de E„ est alors équivalent à l'espace sphé­
rique. En peut être défini à partir de l'espace sphérique par un groupe fini 
de transformations projectives sans points invariants. Comme un tel groupe 
fini peut être considéré comme orthogonal, on arrive au théorème : 

THÉORÈME. — Les espaces localement projectifs clos et à groupe de Poincaré 
fini sont équivalents aux espaces localement sphériques (espaces de Riemann 
à courbure constante positive). 
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Le raisonnement précédent (') s'applique à l'étude des espaces localement 

homogènes dont la structure est caractérisée par un pseudo-groupe de 
Lie (2). Voici les principales étapes de cette étude. 

Soit E„ un espace localement homogène que nous supposerons localement 
équivalent à un espace homogène de Lie Hn. 

I. L'espace universel de recouvrement de lln fournit un espace homogène 
H/t simplement connexe. 

IL Une transformation topologique entre deux domaines d'un Hn, qui 
change toute transformation infinitésimale en une autre transformation 
infinitésimale du groupe de structure de H,n est réalisée par une automor-
phie de tout l'espace Hn. 

III. Toute courbe de E„, ainsi qu'un voisinage ouvert de cette courbe, 
admet une représentation bien déterminée sur Hn, la représentation conser­
vant la structure locale. 

IV. Si Hn est clos, tout En clos et à groupe de Poincaré fini admet Hn 
comme espace universel de recouvrement et se trouve caractérisé par un 
groupe fini d'automorphies de H;i sans points invariants dans H,,. Si H„ est 
ouvert, toutE,, clos a un groupe de Poincaré infini. 

Remarquons qu'il n'existe pas toujours un espace homogène de Lie qui 
soit localement équivalent à un espace localement homogène donné. Ceci 
résulte du fait qu'il y a des groupes de Lie simplement connexes G admet­
tant des soms-groupes continus g qui sont ouverts dans G. L'ensemble de 
deux tels groupes (:]) G et g définit toujours un pseudo-groupe dans un 
certain domaine, mais il n'existe pas de groupe global qui soit localement 
semblable à ce pseudo-groupe. En d'autres termes, le deuxième théorème 
de Lie peut affirmer seulement l'existence d'un pseudo-groupe engendré 
par un système donné de transformations infinitésimales. Par contre, il 
existe toujours, comme il a été démontré par M. E. Cartan (*), un groupe 
complet satisfaisant aux conditions du troisième théorème de Lie. 

(1) ADAPTÉ DU RAISONNEMENT DE M. E. CARTAN, Leçons sur la Géométrie des espaces 
de Hiemann. CHAP. ILL (PARIS, 1928). 

(*) VOIR O. VEBLEN AND J. H. C. WHITEHEAD, The Foundations of differential Geo­
metry (CAMBRIDGE TRACTS, N° 29, 1982), CHAP. VI ET VII, ET J. IL C. WHITBHEAD. 
Locally homogeneous Spaces, etc. {Ann. of Math., 33, îgSî, P. 681-687). 

(3) E. CARTAN, La Théorie des groupes finis et continus et /'ANALYSIS SITUS {Mémo­
rial Sc. math., FASC. XLÏI, PARIS, igSo, P. 26). 

{'*) Comptes rendus, 190, 1980, P. 914-916 ET 100.5-1007. 
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/ 7 / 

GÉOMÉTRIE. — Sur la notion (Tespace complet en géométrie différentielle. 
Note de M. CHARLES EHRESMANX, présentée par M. Elie Cartan. 

Dans une théorie de géométrie différentielle, il importe de définir ce 
qu'il faut entendre par espace complet, lorsqu'on veut aborder l'élude des 
propriétés globales d'un espace. La notion d'espace complet dépendra des 
objets géométriques fondamentaux (élément linéaire, élément d'aire, 
connexion affine, etc.) qui définissent la géométrie différentielle considérée. 
D'une façon générale, on pourraitconsidérer comme complet un espace qui 
n'est pas prolongeable, c'est-à-dire qui n'est pas isomorphe à un domaine 
d'un espace de même structure locale, ce domaine ayant au moins un point 
frontière. Mais la classe des espaces non prolongeâmes est trop vaste pour 
que leur étude conduise à des théorèmes simples. Dans le cas d'un espace 
de Riemann, l'espace est dit complet ou normal si toute ligne divergente a 
une longueur infinie (1). Je me propose d'étendre cette notion d'espace 
normal au cas des espaces généralisés de M. E. Cartan (*) et d'indiquer un 
théorème fondamental pour la classe des espaces normaux ainsi définis. 

Du point de vue global, un espace généralisé de M. E. Cartan peut être 

(1) Voir H. HOPF, W. RINOW, Comment. Math. Helvet., 3, 1981, p. 209-225. 
(2) Voir La méthode da repère mobile, etc. {Actualités scient, et ind., fasc. 194, 

1935, p. 54-65). 
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défini de la façon suivante : soient E une variété analytique à n dimensions, 
H un espace homogène de Lie à n dimensions, G le groupe de Lie opérant 
dans H et g le sous-groupe qui laisse invariant un point O de H. A chaque 
point x de E nous supposons associé un espace LU isomorphe à H, le 
point x étant supposé commun à E et EU. Un isomorphisme de H sur EU 
peut être considéré comme un repère dans EU. Si cet isomorphisme met en 
correspondance les points x et O, on a un repère d'origine x, qui sera 
désigné par Rx. S étant une transformation de G, on désignera par RXS le 
repère qui se déduit de R* par la transformation S relativement à R.r. 
L'espace E sera un espace généralisé par rapport à H lorsque tout point x0 
admet dans E un voisinage V(a?0) tel qu'aux points x de V(a?0) on ait 
associé une famille de repères Rx et tel qu'à l'ensemble de deux repères R.r 
et Rx+rfX de cette famille on ait associé une transformation infinitésimale 

OÙ 

les fonctions pi(&, dx) étant analytiques en x et linéaires en dx; de plus les 
fonctions pi(x, dx), pour i ' = i , . . ., n, sont linéairement indépendantes 
par rapport à dx, en supposant que g soit engendré par les transformations 
infinitésimales telles que eK = . . . = en=o. La famille de repères R^ sera 
appelée une famille analytique de repères. On obtient une famille équiva­
lente en remplaçant le repère Rx par R.rSu, où w est un point de la variété g-, 
ce point étant une fonction analytique de x dans Y(x0). Les transforma­
tions infinitésimales associées à cette deuxième famille de repères seront 
S~1 S(x, dx)Sa+du dont les paramètres sont 

où les n premières fonctions trr, ne dépendent pas de du, tandis que les 
r—n dernières sont linéairement indépendantes par rapport à du. Deux 
familles analytiques de repères associées à deux domaines V(a?0) et V(a^) 
doivent être équivalentes dans tout domaine commun à V(a?a) et V(a?,). 

Soient eot-(£, d%) les paramètres de la transformation infinitésimale 
Së"* Ss+dç. Le système d'équations différentielles 

où x est supposé être une fonction analytique d'un paramètre t, permet 
d'associer à tout arc analytique de E d'origine x0 un arc analytique de H 

296 



SÉANCE DU 22 JUIN 1936. 2o35 

d'origine O. Il résulte de l'homogénéité de H que ce résultat est valable 
pour un arc analytique arbitraire de E, et pas seulement pour un élément 
d'arc suffisamment petit. 

D'une manière analogue, un élément d'arc analytique d'origine O peut 
être développé suivant un élément d'arc d'origine xQ. Mais cette propriété 
n'a pas forcément lieu pour un arc analytique quelconque lorsque E ne 
satisfait pas à des conditions d'ordre global. Au point de vue local la 
théorie des courbes est la même dans les espaces E et H. Pour que la 
théorie des courbes soit encore la même du point de vue global, il faut et il 
suffit que E satisfasse à la condition suivante : tout arc analytique de YL peut 
se développer suivant un arc analytique de E ayant pour origine un point x 
quelconque. Un espace E satisfaisant à cette condition sera dit normal. 
Cette condition généralise la condition de normalité pour les espaces de 
Riemann. Si H; est un espace homogène localement isomorphe à H, 
l'espace E peut aussi être considéré comme un espace généralisé par rap­
port à H'. Si E est normal par rapport à H, il est aussi normal par rapport 
à H'. Un espace normal est non prolongeable, mais un espace généralisé non 
prolongeable n'est pas forcément normal, 

La notion à'isomorphie entre deux espaces généralisés E et E' ne pré­
sente pas de difficultés. Deux espaces E et E' sont dits localement isomorphes 
lorsqu'il existe un domaine de E qui est isomorphe à un domaine de E'. On 
a le théorème suivant : 

Étant donné deux espaces généralisés normaux et localement isomorphes, 
s'ils sont tous les deux simplement connexes, ils sont globalement isomorphes. 

Ce théorème, dont la démonstration sera donnée dans un autre article, 
généralise un théorème analogue relatif aux espaces de Riemann Tout 
espace de recouvrement d'un espace normal est également un espace 
normal. Par suite si E et E' sont deux espaces normaux localement iso­
morphes, leurs espaces de recouvrement simplement connexes sont globa­
lement isomorphes. 

(1) Voir W. RJNOW, Math. Zeitschrift, 35, 1932. p. 5I4. 
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/10/ 

GÉOMÉTRIE. — Sur les arcs analytiques d'un espace de Car tan. Note 
de M. CHARLES EHRBSMANN, présentée par M. Elie Cartan. 

Dans une variété analytique, peut-on joindre deux points arbitraires par 
un arc analytique? On sait qu'il en est ainsi lorsque la variété est une 
variété analytique d'un espace euclidien ( 1 ). Le but de cette Note est de 
montrer que la réponse est encore affirmative pour les principaux espaces 
qu'on étudie en géométrie différentielle. On a le théorème : 

Dans un espace de Cartan analytique on peut faire passer un arc analy­
tique par un nombre fini de points arbitraires, donnés dans un certain ordre. 

Pour le cas particulier d'une variété à connexion affine analytique, ce 
théorème a été démontré par M. T. Y. Thomas (2), mais sa démonstration 

(!) H. WHITNEY, Ann. of Math., 38, 1987, P. 809-818. 
(s) Ann. of Math., 38; 1987, P. I2O-I3O. 
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se généralise sans difficulté. Soient G un groupe de Lie, H un espace 
homogène transformé transitivement par G, g le sous-groupe de G laissant 
fixe le point o. Une structure d'espace de Cartan analytique (8 ), (.*) 
implique les données suivantes : i° Une variété analytique E; 2° une cor­
respondance associant à tout point x de E un espace EU isomorphe à H 
ainsi qu'un point de LU qu'on identifié avec x\ 3° pour tout x, une famille 
d'isomorphismes de H sur EU qui représentent o sur x et qui sont de la 
forme £ = £0#, où £0 est un isomorphisme particulier de la famille et u un 
élément arbitraire de g. On peut convenir d'appeler £ un repère d'ori­
gine x\ 4° les éléments £, quand x décrit E, engendrent une variété 
analytique M telle que \u soit une fonction analytique de \ et u (on sait 
que g a une structure analytique intrinsèque) et telle que le point x cor­
respondant à ç soit une fonction analytique de \. Le point x sera appelé la 
projection de £ sur E; 5° une fonction qui fait correspondre à tout-vec­
teur. £-f-c/£ de M une transformation infinitésimale p{^-\-aX) de G, c'est-
à-dire un élément de l'espace vectoriel T tangent à G en i (élément unité), 
cette fonctionp(£ + d%) satisfaisant aux conditions suivantes : a.p(£ + d£) 
est une fonction analytique du vecteur £ - j - a% et définit une application 
linéaire régulière de l'espace vectoriel tangent à M en £ sur T ; 

P[£(u -+- du)] = u~l(u H- du)\ c. pK^-h dl)u]=z u-tp^-h d£)u. 

La théorie d'un espace de Cartan repose sur l'équation 
d£) = ri^in -b dn) (ri — élément de G), 

qui établit une correspondance entre arcs de M et arcs de G ainsi qu'une 
correspondance, en vertu des conditions b et c, entre arcs de E et arcs de H. 

Si l'on veut s'appuyer sur la démonstration de M. T. Y. Thomas, le 
théorème énoncé résulte immédiatement de ce qui précède, car la fonction 
p{J;-\- a%) définit dans E une équipollence absolue, la condition d'équipol-
lence de deux vecteurs £-h^£ et étant pÇi-j-d%) =jp(Ç/+d%). 
Donc M est une variété à connexion affine analytique. En admettant que 
deux points de M qui se projettent en a et b peuvent être joints par un 
arc analytique, la projection de cet arc sur E sera un arc analytique 
joignant a et b. 

La démonstration directe du théorème présente de l'intérêt, car elle 

(3) É. CARTAN, Ann. of Math., 38, 1937, p. I-I3. 
(4) C. EHRESMANN, Comptes rendus, 202, 1936, p. 2O33-2O35. 
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conduit à définir au voisinage d'un arc analytique arbitraire un système de 
coordonnées analytiques qu'on peut appeler coordonnées cylindriques nor­
males. Soient L l'espace vectoriel tangent à g en i et K un espace vectoriel 
tel que T soit la somme directe de K et L. Prenons n vecteurs eh, . . . . , en 
formant une base de K. Soit £(ô) l'intégrale de l'équation 

telle que $(0) = ^ : La projection x de £(9) sera une fonction analytique 
des quantités ql=aift, appelées coordonnées normales (3). Supposons que 
les vecteurs et et le repère Ç4 soient des fonctions analytiques de t. Le 
point x de coordonnées normales qi = o, q2, . . ., qn sera une fonction ana­
lytique <p(/, q2, . . . , q^. Étant donné dans E un arc analytique G, on peut 
déterminer et les vecteurs de base et en fonctions analytiques de t de 
telle façon que la projection de \K décrive C, t variant de o à i , et que 
p(%>\ d£\ ) = ei dt. Considérant t, q2, : . .y qn comme un système de coor­
données cartésiennes, la fonction x = <p'(tf, q2, . . ., qn) définit une applica­
tion analytique localement biunivoque d'un voisinage du segment (o, 1) de 
l'axe des t sur un voisinage de l'arc C, le segment (o, 1) étant appliqué sur 
l'arc C. Cette application définit un système de coordonnées cylindriques 
normales au voisinage de C. Considérons alors dans E l'ensemble des arcs 
analytiques d'origine a. L'ensemble des points x qui sont atteints par 
ces arcs forme d'après ce qui précède un ensemble ouvert A. Soit m un 
point de la frontière de A. On peut encore suivre le raisonnement de 
M. T. Y. Thomas et montrer qu'il existe un système de coordonnées 
cylindriques normales recouvrant a et m et par suite un arc analytique 
joignant a et m. Enfin l'existence d'un arc analytique passant par un 
nombre fini de points donnés se démontre d'une façon analogue en procé­
dant par récurrence. 

Ce qui précède permet de donner une démonstration simple du théo­
rème (*) : 

Si deux espaces de Cartan analytiques sont complets (ou normaux) et sim­
plement connexes, tout isomorphisme local entre les deux espaces se prolonge 
en un isomorphisme global. 

En effet l'isomorphisme local entre un voisinage de a et un voisinage 
de a' fait correspondre alors à tout arc analytique C d'origine a un arc 
analytique déterminé G d'origine a'et à un système de coordonnées cylin­
driques normales autour de C un système de coordonnées cylindriques 
normales autour de G. On obtient ainsi un isomorphisme entre un voisi­
nage de C et un voisinage de G. En faisant correspondre à l'extrémité d'un 
arc C l'extrémité de l'arc correspondant G, on montre que l'on établit un 
isomorphisme global entre les deux espaces, à condition qu'ils soient sim­
plement connexes. 
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/11/ 

GÉOMÉTRIE ET TOPOLOGIE. — Sur les congruences paratactiques et les 
parallélismes dans les espaces projectif s. Note de M. C. EHRESMANN, 
présentée par M. Élie Cartan. 

Soient P„ l'espace projectif réel à n dimensions, Hn l'espace projectif 
complexe à n dimensions complexes engendré par P„ et désignons par x, x 
deux points imaginaires conjugués de Hn, c'est-à-dire homologues dans 
l'anti-involution admettant Pn comme lieu de ses points invariants. Pour 
qu'il existe dans Pn un champ de directions sans singularités, il faut et il 
suffit que n soit impair. Dans ce cas, il existe même des congruences de 
droites contenant une droite et une seule passant par un point arbitraire; 
une telle congruence forme un système de fibres rectilignes pour P„. Par 
exemple, prenons dans H2p+1 deux variétés planes imaginaires conjuguées 
Hp et Hp sans points communs. Par tout point réel de P2p+] passe une 
droite et une seule rencontrant Hp et Hp; l'ensemble de ces droites, qui 
sont réelles, s'appelle une congruence paratactique et forme un système de 
fibres rectilignes pour V2p+A. La variété des fibres est homéomorphe à H^; 
mais on remarque que P3/HH n'est pas le produit de Hp par une droite. 
L'ensemble des ïïp sans points réels forme deux variétés connexes dis­
jointes. VLP et Hp sont de même espèce (appartiennent â la même variété 
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connexe) ou d'espèce différente suivant que p est impair ou pair. Il y a 
donc deux espèces de congruences paratactiques orientées. Si p est pair, 
deux congruences paratactiques orientées contiennent au moins une droite 
orientée commune ou un couple de droites orientées opposées suivant 
qu'elles sont de même espèce ou d'espèce différente. Si p est impair, en 
général deux congruences paratactiques n'ont pas de droite non orientée 
commune quand elles sont de même espèce, et ont au moins une droite 
orientée commune et un couple de droites orientées opposées quand elles 
sont d'espèce différente. 

DansH4A_< considérons deux variétés H2it_, etH2/̂ _1 sans points communs. 
Ha/r-i admet un système de fibres formé par des droites projectives com­
plexes; par exemple une anticongruence linéaire &*k, c'est-à-dire le système 
des droites invariantes par une anti-involution ô sans point double. Soit A 
une droite de &*k. La variété plane à trois dimensions contenant A, A est une 
variété réelle II. Vensemble des variétés II forme un système de fibres planes 
à trois dimensions pour PAA._1. La topologie de la variété des fibres, c'est-
à-dire de 5% s'étudie simplement. Considérons dans H2A_i des droites A,, 
A2, . . ., AA appartenant à &*k telles que rl2/f_, soit la plus petite variété 
plane qui les contienne toutes. Soit &( la variété des 'droites de &k qui 
appartiennent à la plus petite variété plane contenant Ai, A2, . . ., A,-. Dans 
&k tout cycle est homologue à O ou à un multiple du cycle défini par 
Tout cycle#dont la dimension est comprise entre 4(* — i) et l\i est défor-
mable en un cycle situé sur &im Le polynôme de Poincaré de &k est 
f*(/.-*)_l_j*(ft-a)_j_ _>H_ th-\-1. En particulier ^2 est homéomorphe à la 
sphère S4 à quatre dimensions. On remarque que Pu_, n'est pas le produit 
topologique de &*h par l'espace projectif réel à trois dimensions. La sphère 
SAk-i admettra un système de fibres sphériques à trois dimensions, la 
variété des fibres étant encore $*k. On constate que H2A_n a le même anneau 
d'homologie que le produit topologique de S*k par la sphère S2, et il serait 
intéressant de savoir si H2/._1 est homéomorphe à ce produit topologique. 

Considérons dans H4A._1 une quadrique non dégénérée Q4A_2 sans points 
réels et invariante par l'anti-involution x x. Supposons que H2A-_i 
et H2A._, soient deux génératrices de Q4A_2. Soit x un point arbitraire 
de H2A_<. Le plan tangent à Q4A_2 en x coupe H2A_< suivant une variété 
plane X2A_2 ne contenant pas x. La correspondance x -> X2/r_2 est une 
antipolarité elliptique ôX dans H2A_1. On peut trouver une anti-
involution J définie dans H j ^ , et telle que le point x' correspondant à x 
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appartienne à X2/f_2. Les droites xx1 forment alors une famille <ï> de géné­
ratrices de Qu-a- Par un point arbitraire y de xx' passe une généra­
trice bien déterminée Hj^de Q4/c_2 rencontrant toutes les droites de <3>. 
Quatre génératrices H[/t_1 déterminent sur toutes ces droites le même 
rapport anharmonique. Soit X le rapport anharmonique correspondant à 
trois génératrices fixes et une génératrice variable et désignons celle-ci 
par H^m1. Soient A la droite xx' et II la variété plane à trois dimensions 
contenant A et A. Les variétés II forment dans P4*__4 un système de fibres 
planes; toute génératrice H^_1 rencontre II Suivant une droite A*. 
La famille de génératrices Hlk-i détermine dans Pu-< une famille 'S de 
congruences paratactiques sans droites communes. Les droites de ces 
congruences sont les droites réelles des fibres IL Pour les droites appar­
tenant à une même fibre II, la famille e> détermine un parallélisme de 
Clifford, La famille e> définit un parallélisme pour Vensemble des droites 
appartenant à Vensemble des fibres VL. Toute congruence paratactique admet 
au moins une droite commune avec une congruence de la famille 'S. 

Considérons en particulier P7 et H7. L'antipolarité ^ fait correspondre 
à la droite A une droite A'. Les génératrices à trois dimensions de Q6 qui 
passent par Ax sont les variétés planes déterminées par Ax et Â  où X' est 
quelconque. Établissons entre X et X' une anti-involution de première espèce 
qui soit échangeable avec l'ariti-involution de deuxième espèce X X< définie 
par Hg = H\\ La famille des génératrices contenant Ax et A'v forme alors 
dans Q6 un système de fibres planes à trois dimensions complexes. La 
famille ^ définit dans P7 une famille de congruences paratactiques telle 
que toute droite de P7 appartient à une de ces congruences et une seule; 
en d'autres termes ^ définit un parallélisme (1) pour les droites de P7. La 
variété des fibres du système ^ est homéomorphe à la sphère S6. On 
remarque encore que Q6 a le même anneau d'homologie que le produit 
topologique de H3 par S6. 

Ce qai précède pose le problème général de l'existence de systèmes de 
fibres planes dans les espaces projectifs réels ou complexes, problème lié à 
celui de l'existence de parallélismes. 

(1) La découverte de parallélismes dans P7 est due à M. É. Cartan. 
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/12/ 

GÉOMÉTRIE ET TOPOLOGIE. — Sur la variété des génératrices planes 
d'une quadrique réelle et sur la topologie du groupe orthogonal 
à n variables. Note de M. CHARIES EHRESMANN, présentée par 
M. Élie Cartan. 

Soit P2n+, l'espace projectif à 2/1 + 1 dimensions dans lequel nous 
considérons la quadrique Q2/J d'équation 

Soit Pn+p4., le sous-espace projectif défini par les équations 

Soit Qn+P l'intersection de Q2rt par P/l+/,+ , ; Qn+P sera défini par l'équation 

En particulier Qn sera une quadrique homéomorphe à une sphère Qn 

Soit l0 un point de Q„ et /, une tangente orientée passant par l0. Appelons O, 
le point de P2n+4 dont toutes les coordonnées sont nulles sauf yh Le plan 
(Om /4) coupe Qn+i suivant deux génératrices^ etgt passant par/0. Soitg^ 
la génératrice qui pénètre dans l'angle déterminé par la droite orientée /r 
et par la droite g0O^ orientée d'une façon déterminée. Nous avons ainsi 
une correspondance biunivoque et continue entre l'ensemble (/0,/,) et la 
génératrice gi . Donc 

La variété des éléments linéaires orientés de ta sphère Qw est homéomorphe 
à la variété des génératrices g\ de Q„.+..!. 
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Soit l2 un élément plan orienté tangent à Q„ et contenant /,. L'ensemble 
(/„, /M /._,) sera appelé un élément de direction composé. On définit de 
même un élément de direction composé (/ov/<, 4, . . ., //,), où k est un 
élément plan orienté à i dimensions tangent à Q„ et contenant les 
éléments /, pour / <^i. Par projection centrale de centre On on fait corres­
pondre à l2 un élément plan orienté l'i contenant g\ et tangent à Q/HH, c'est-
à-dire contenu dans la variété polaire de gK par rapport à Qn+i. Par projec­
tion centrale de centre 02 on fait correspondre à l2 deux génératrices g* 
et g'2 à deux dimensions de Q,M-2. Comme précédemment, une règle simple 
permet de choisir d'une façon déterminée Tune de ces deux génératrices, 
soit g2, de sorte qu'on aura une correspondance biunivoque et continue 
entre l'élément de direction composé (/0, /<, /2) et la génératrice g2. Par 
récurrence on démontre alors facilement le théorème suivant : 

La variété VWH_1T/>+., des éléments de direction composés (Z0, lK, . . ., lp) de la 
sphère Qn est homéomorphe à la variété des génératrices gp à p dimensions de 
la quadrique Qn+P. 

Soit a„f/>J , la figure formée de p i vecteurs orthogonaux deux à deux 
d'origine o dans l'espace euclidien k n-\-i dimensions. Yn+itjp+i est égale­
ment homéomorphe à la variété formée par l'ensemble des éléments an+A tP+A. 
Cette variété a été étudiée au point de vue topologique par M. E. Stiefel(1), 
et joue un rôle fondamental dans la théorie des /)-champs de directions sur 
une variété difïérentiable. En particulier V/M_< jnfM est la variété du groupe 
orthogonal à/i + i variables. 

La variété du groupe orthogonal réel à n -(- i variables est homéomorphe 
à la variété des génératrices gn de la quadrique Q2n. 

La variété des génératrices gn$e compose bien de deux variétés connexes 
comme la variété du groupe orthogonal. La propriété précédente devient 
évidente si l'on remarque que la variété plane définie par 

jCq — J-x — . . . == J:n =r o 

ne rencontre aucune des génératrices gn. Par suite les équations de gn 
peuvent toujours se mettre sous la forme 

yt— âïkXk (i, k = o, i, . . ., n), 

et, vérifiant identiquement l'équation de Q2n, définissent bien une trans­
formation orthogonale. La variété du groupe orthogonal connexe n'est autre 
que la variété des semi-spineurs simples de composantes homogènes réelles £0, 

(*) Commentarii Math. Helv., 8, iv, ig35-36, p. 3o5-353. 
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• • •> .../,*> ou a2k<n-r-i. M. E. Cartan (*) a montré que c'est une 
variété algébrique de l'espace projectif de dimension 2" — 1 définie par un 
certain nombre d'équations quadratiques. En particulier la variété du 
groupe orthogonal connexe à quatre variables est représentée par la qua-
drique Q6 elle-même, ce qui montre que la variété simplement connexe 
qui recouvre deux fois Qw est le produit topologique de deux sphères 
à trois dimensions. 

On connaît le polynôme de Poincaré de la variété V/M_4 >/MH du groupe 
orthogonal connexe à n-\-i variables (3). Dans ma Thèse (4) j'ai étudié 
d'une façon élémentaire la topologie de la variété des génératrices gn 
de Q2„, c'est-à-dire la topologie de V^, Les résultats obtenus alors 
peuvent s'énoncer maintenant de la façon suivante : Considérons dans 
l'espace euclidien E/J4H n-\- 1 axes de coordonnées d'origine O et soit E, la 
variété plane déterminée par les i premiers axes de coordonnées. Consi­
dérons des entiers , a2, . . ., ah tels que o <̂  a{ <̂  a2 <̂  . . . <̂  ak<^ n -f-1 
et soit [o, an a2, . . ., ak] l'ensemble des variétés planes à k dimensions 
passant par O et admettant avec Efl une intersection à i dimensions au 
moins. Soit [[o, a„ a2, . . ., a*]] l'ensemble des rotations autour du point O 
telles que leurs points fixes forment au moins une variété plane à k dimen­
sions appartenant à l'ensemble [o, a2, . . ., ak\ 

Les variétés [[o, a,, a.>, . . ., û/,]J découpent la variété V„+< en cellules 
et forment les cycles de base pour Vhomologie modulo 2. Il y a un certain 
nombre de coefficients de torsion qui sont tous égaux à 2. 

(2) Leçons sur la théorie des spineurs, CHAP. V ET VI, SURTOUT § 123 (PARIS, 1938). 
(3) L. PONTJÀGIN, Comptes rendus, 200, 1935, p. 1277-1280. 
(4) Ann. of Math., 35, 1934, p- 396-443; Journ. de Math.y 16, 1937, p. 69-100. 
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/13/ 

TOPOLOGIE. — Sur la topologie des groupes simples clos. 
Note (') de M. CHARLES EHRESMANN, présentée par M. Élie Cartan. 

J'ai indiqué (2) pour la variété du groupe orthogonal à n variables une 
subdivision en cellules dont on déduit, en particulier, les bases des groupes 
d'homologie modulo 2. La même méthode s'applique aussi bien aux 
groupes simples clos des deux autres grandes classes de groupes simples (3). 

Soit'Hn_MiP_M l'hyperquadrique définie par l'équation 

(1) 

dans l'espace projectif complexe , où x(), xK, . . ., xn, j0, j , , . . . , yp 
forment un système de coordonnées projectives complexes. En supposant 
n>p, H ^ , ^ , contient des génératrices planes dont la dimension complexe 
maximum est p. Les équations d'une génératrice gp de dimension p peuvent 
toujours s'écrire sous la forme 

(2) 

(*) Séance DU 17 AVRIL 1989. 
(2) Comptes rendus, 208, 1989, P. 321-323. 
(3) UNE PARTIE DES RÉSULTATS SUIVANTS ONT DÉJÀ ÉTÉ OBTENUS PAR D'AUTRES MÉTHODES. 

VOIR RÉSUMÉ ET BIBLIOGRAPHIE DANS E. CARTAN, Enseignement math., 35, I936> 
P. 196-200. 
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En particulier si p = n, les équations (2) définissent une transformation 
linéaire laissant invariante la forme d'Hermite (xx) = xQxQ-\- . . . 4- xnxn. 
Désignons par Wn+, pr1 la variété des génératrices planes gp de Hn+1 tP+i. 
La variété Wn+1 n+1 est donc aussi la variété du groupe linéaire de la forme 
d'Hermite (xx) . En considérant Hn+i>n comme l'intersection de Hn+1j/H_., 
par la variété définie par yn—o, on voit que par toute génératrice gv_i 
de H„+Vi passe une génératrice déterminée gn de Hn+<>'̂  définissant une 
transformation linéaire unimodulaire laissant invariant (xx) . Donc la 
variété du groupe linéaire unimodulaire de la forme d'Hermite ( x x ) n'est 
autre que la variété Wrt+i >/t. De plus la variété W/i4H est le produit topo­
logique de W/4+1>„. par le cercle. Dans l'espace vectoriel à n-\- 1 dimensions 
sur le corps des nombres complexes, le carré scalaire d'un vecteur x étant 
défini par (xx) , la variété W peut aussi être considérée comme la 
variété des figures formées de p-\~i vecteurs unitaires orthogonaux. 

En considérant H„̂ Up comme une section plane de Hn+.1)P+,, les pro­
priétés topologiques de W„+1 p+, peuvent se déduire de celles de Wn+1 tP. 
Soit gl une génératrice donnée de H/l+i;/M_,. Désignons par [k] une variété 
plane à k dimensions et considérons une suite de variétés planes [p] ~ g°p, 
[p — 1], . . ., [1], [o] telles que [p]Z> [p — 1] ~> • O O D t 0 ] - Soit un 
ensemble d'entiers a0, aK, . . . , ak tels que o<a0 <̂  ai <^. . . <^ak<p et dési­
gnons par [(a0, , ak)] l'ensemble des génératrices gp qui coupent [aj 
suivant une variété à z dimensions au moins. Par récurrence pour le nombre p, 
on démontre que la différence 
[(«o, aXi ak)\ — f(a0 — 1, ai} ...,.«*)] — — [(a0, ay, ak — 1)] — [(aQ1 au ak, p)], 

où l'on supprimera les symboles qui n'ont pas de sens, est une cellule 
ouverte. Sip<^n, les dimensions des variétés frontières de cette cellule 
sont inférieures de deux unités au moins à la dimension de la cellule. On 
en déduit le 

THÉORÈME. — Les variétés [(a0, a,, ak)] forment dans la variété 
Wrt^ tP+A une subdivision en cellules et définissent des cycles qui constituent 
les bases des groupes d'homologie. Il ny a pas de coefficients de torsion. Tout 
cycle sur W/M_< tP+i de dimension inférieure à i (n — p) - j - 1 est homotope à 0. 
La variété W„+1 t/H_l a les mêmes invariants d'homologie et a"intersection que 
le produit topologique des sphères S2"+l, S2n_i, . . ., S2(/l-/>)+1. 

Ceci s'applique en particulier au cas où p — n — 1, c'est-à-dire à la 
variété du groupe linéaire unimodulaire de la forme d'Hermite ( xx ) . 
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Comme W/H_l>/M_., est le produit topologique de W/H_lj/t par S', le théorème 
est encore vrai pourp = n. 

Considérons maintenant, à la place du corps des nombres complexes, le 
corps des qûaternions. Dans l'espace projectif quaternionien (4), l'équa­
tion (1) définit une hyperquadrique dont les génératrices planes de dimen­
sion quaternionienne p forment une variété \]n .̂up+i. On définira comme 
précédemment les variétés [(a0, ax, . . . , ak)]. Ces variétés formeront les bases 
d'homologie de la variété Un+ijP+l qui aura les mêmes propriétés d'homologie 
et d'intersection que le produit topologique S4/t+3 X S4""1 X . . . X S4("-/>)+3. 
// n'y a pas de coefficients de torsion, et tout cycle de dimension inférieure 
à 4( n — p) -f- 3 est homotope à zère. 

La variété U/1+, est aussi la variété du groupe linéaire quaternionien 
qui laisse invariante la forme d'Hermite quaternionienne (xx) . Si l'on 
écrit un quaternion A0 -f- ex\x + «aX2 -f- £3X3 sous la forme 

/0 -h e4 Xt -h £2 ( — ex X8 ) = u v, 

ce groupe devient le groupe linéaire complexe opérant sur les variables 
complexes ut, vA, u2, v*, . . . , u,n vnet laissant invariante la forme d'Hermite 
(uu) -h ( w) ainsi que la forme extérieure [ut vA~\ -f- [u2t2] 4 - . . . 4- [wnt'n]. 
C'est le groupe général de la classe (C) des groupes simples clos. 

La même méthode fournit, dans le cas du corps des nombres réels, les 
propriétés topologiques de la variété Vn+, >AHH des génératrices gp de la 
quadrique 

-H a?J H-. . .H- x\ — y\ . . . v^=o; 

mais ici les variétés [(aQ, au ak)] forment les bases des groupes d'homo­
logie modulo 2. Le polynôme de Poincaré correspondant à l'homologie 
modulo 2 est (i.-f-f,)(i-f-ïn-<).-. .(i^tn-p). En particulier on retrouve très 
simplement les théorèmes de M. Stiefel (B) concernant la variété V„++ . 

(4) Voir S. WACHS, Géométrie projectile quaternionienne (Mémoires publiés par 
l'Académie royale de Belgique, 1936). 

(8) Commentarii Math. Helv., \s, 1935-1936, p. 3o5-353. 
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/14/ 

TOPOLOGIE. — Sur les propriétés dliomotopie des espaces fibres. Note 
de MM. CHARLES EHRESMANN et JACQUES FKLDBAU, présentée par 
M. Élie Cartan. 

Définition d'un espace fibre associé à un groupe G a"automorphismes de la 
fibre. — Soit E un espace topologique connexe (1), R une relation 
d'équivalence dans E , B == E/R l'espace quotient de E par R (ou espace de 
base), p l'application canonique de E sur B , ¥x (appelée fibre) la classe 
d'équivalence p (x ) correspondant à ^ € B , F un espace topologique, 
G un groupe d'automorphismes de F . Associons à tout xÇ.B une 
famille H.r d'homéomorphismes de F , sur F telle que : 

a. si h, A'eH.r, on ait h!hr* € G ; 
b. à tout j ? G B corresponde un voisinage Ux et un homéomorphisme 

de j»(Ua.) sur le produit topologique U . t x F , cet homéomorphisme, qui 

(1 Pour la terminologie, voir N. Boirbaki, Éléments de mathématique, 1, Tliéorie 
des Ensembles; III, Topologie générale, Paris, 1939-1940. 
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induit pour y ^ U x un boméomorpiiisme 7iY de Fr sur {y] x F, étant tel 
que l'application composée ,de hy avec la projection canonique de U,xx F 
sur F appartienne à Hr. 

L'ensemble H des familles d'homéomorphismes Wx définit sur E une 
structure d'espace fibre associée au groupe G. On peut la désigner 
par E (B, F, G, H). 

Par exemple, le produit topologique B x F définit une telle structure 
d'espace fibre. Les fibres sont les ensembles {*rjxF, et la famille Hr 
s'obtient en composant l'application canonique de [ x } x F sur F et les 
automorphismes de F appartenant à G. 

Le groupe G peut être le groupe de tous les automorphismes de la 
fibre F. Alors Hc est la famille de tous les homéomorphismes de Fx sur F, 
et les conditions a et b se réduisent à la suivante : à tout a?£=B correspond 

-i 
un voisinage U,. tel qu'il existe un boméomorpiiisme de pÇOx) sur U.rxF 
qui applique, pour tout y S Ux la fibre Fv sur [y } x F. Si G se réduit à la 
transformation identique dans F, H,t se compose d'un seul élément et 
l'espace E(B, F, G, H) est le produit topologique B x F . 

LEMME DE DÉFORMATION. — Soient K un complexe fini, $ 0 ( K ) u^e représen­
tation continue de K dans E,jo3>0(K) = <p0(K) la projection de cette repré­
sentation sur B. Toute déformation continue <p ^ (K) de o0(K) dans B est la 
projection dhine déformation continue (I>,(K) de CI%(K) dans E (o<t<i ) . 

On peut subdiviser K assez finement pour que, cr/; désignant un simplexe 
quelconque de la subdivision, à chaque t et à chaque a1' corresponde un 
voisinage ouvert {)v satisfaisant à la condition b et contenant o,(a/J). Le 
lemme se démontre ensuite par récurrence sur la dimension de K. 

Groupes d'homotopie. — E étant connexe, il résulte des définitions que B 
est connexe et que, si F n'est pas connexe, ses différentes composantes 
connexes sont homéomorphes. Soit ri„(F) le /iième groupe d'homotopie de 
l'une d'elles. Soient r.,((E), 7i„(B) les nïëmc groupes d'homotopie (2) de E 
et B. Soit 7//((F0) le sous-groupe de ft/t(F0) formé des classes de représen­
tations de la sphère S" dans une fibre F0 qui sont homotopes à zéro dans E . 
Soit T.N(E) le sous-groupe de TC„(E) formé des classes de représentations 
de Sn dans E qui contiennent des représentations de S" dans F0. Soit rJn(B) 
le sous-groupe de TC,r(B) formé des classes de représentations de S" dans B 

(-) HUHEWICZ, Proceedings Akad. Amsterdam, 37,-1935, p. 112-119. ^n suppose 
que tous ces groupes d'homotopie existent. 
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qui sont projections de représentations de S" dans E. Lorsqu'on change F0, 
it'/t(E) est invariant et it'rt(Fo) reste homologue à un sous-groupe fixe it'„(F) 
de TC«(F) dans un isomorphisme de TÏ„(F0) sur TI„(F). 

THÉORÈME. — On a les isomorphies suivantes : 

(1) (n>1). 

(2) (n>1) 

(3) (n>1) 

Si, de plus, F est connexe, on a 
(4) 

Voici une esquisse de la démonstration de (1) : Toute représentation 
<p(S/i_,)cF0, homotope à o dans E, est prolongeante à une représen­
tation <I>(Bn)cE de la boule Bn intérieure à S"-1, coïncidant avec 9 sur 
S'l~'. Par projection, on en déduit une représentation ^(S" )cB. En 
prenant tous les prolongements possibles <ï> de <p, on associe à o une famille 
de qui forme un système de classes de it„(B), et ce système de classes 
est un élément du groupe quotient [ri//(B)]/r4(B), qui ne dépend que de la 
classe de 9. On définit ainsi une application deV„_t(F) dans [rcn(B)]/Tî'n(B). 
Inversement, en utilisant le lemme de déformation, on montre qu'une 
représentation ^(Sn)cB peut toujours être définie par projection d'une 
représentation de Bn dans E, la frontière S"-1 de B" étant représentée dans 
une fibre. Donc 7v_t(F) est appliqué sur [7tH(B)]/V„(B). On vérifie que 
cette application est un homomorphisme et que le noyau de cet homo­
morphisme se réduit à l'unité. 

Applications. — a. Soit E un espace de recouvrement de B. L'espace E 
est fibre sur B. Chaque fibre (ensemble de points recouvrant un point de B) 
est un espace discret. On retrouve le théorème d'Hurewicz 

(n>i) . 

b. Soit V" une variété admettant la sphère Sn comme espace de recouvre­
ment universel (/i ^> 1), et supposons que Yn soit recouvert q fois. On voit 
alors que les classes de représentations de S'1 dans V" sont caractérisées par 
leur type d'homologie, c'est-à-dire par leur degré, et que Vensemble de ces 
degrés est formé des multiples de q. 

c. Groupes d'homotopie des espaces projectif s complexes. — La sphère S2/l+1 
est fibrée par des cercles S% la variété de base étant l'espace projectif P* 
à k dimensions complexes (6) (k>i) . Il résulte des théorèmes d'isomorphie 
que : 

1° 
2° (cyclique infini ) ; 
3° (n>2) 
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/15/ 
TOPOLOGIE. — Espaces fibres associes. 

Note ( ' ) de M. CHARLES EHRESMAX*, présentée par M. Elie Cartan. 

Les résultats qui vont être exposés sont dus à la collaboration de 
l'auteur et de l'un de ses élèves; ils font suite à une Note antérieure (2). 

I. Méthode de construction d'un espace fibre. — Tout espace fibre de 
groupe structural G, de symbole E(B, F, G, H) (2),*peut être obtenu de 
la façon suivante : soient B et F deux espaces topologiques, G un groupe 
d'automorphismes de F, <b une famille d'ensembles ouverts de B formant 
un recouvrement de B? S = ^ U x F la somme topologique des produits 

ue<p 
topologiques U x F considérés comme des espaces topologiques disjoints. 
Soit R la relation d'équivalence dans S telle que deux points yK €U< x F 
et j 2 6 U 2 x F soient équivalents lorsque : i° la projection canonique 
de j , sur U1 et celle de j2 sur U2 correspondent au même point a?eB; 
2° la projection canonique y2 de j2 sur F se déduit de la projection 
canonique yK de yK sur F par une transformation ïDïu1(a?)€G dépendant 
du couple (U,, U2)etdea?€U, nUa, de telle façon que y2 soit une fonction 
continue de ( j 0 x) \ 3° • ^ . ( x ) = tWj(x) pour x € L,n U;Ci U*. 
L'espace quotient de S par R est un espace fibre E(B, F, G, H). 

Soit p{ la projection canonique de S sur E correspondant à R et soit/;2 la projection 
canonique de S sur B, c'est-à-dire celle qui se réduit pour les points de U x F à la 
projection canonique de U X F sur U. La projection canonique p de E sur B sera 
l'application composée /?2/>i« Considérons une fibre Yx — p{x). où œ^B. Si A'€U. 
l'application réciproque de la restriction de px à U x F est un homéomorphisme de F.r 
dans U x F; en le composant avec la projection canonique de U x F sur F, on 
obtient un homéomorphismehxZ de F.r sur F. Si U'€ $ etxç. LT/, on a hx^ — tvl\(œ)kx$. 
A chaque fibre Fx correspond donc une famille bien définie d'homéomorphismes de F.r 
sur F; c'est la famille YLx—GlirV). L'ensemble H, somme des ensembles H,r, définit 
une structure d'espace libre E(B, F, G, H). 

Il. Espace fibre principal associé à E(B, F, G, H). — Nous supposons que G 
est une réalisation continue fidèle d'un groupe abstrait topologique G. 
Soit U € $ et désignons par Hu la somme des ensembles Hx correspondant 
à tous les x e U . L'équation Hx— Ghxl} établit une correspondance 

(4) SÉANCE du 27 OCTOBRE 19^1. 
(2) Comptes rendus, 212, IG4I/PP. 945-948. 
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biunivoque ©n entre les éléments de HTJ et les couples (x, s), où x £ U, 
s € (T. Munissons H t I de la topologie image par <p0 de la topologie U x G. 
Soit S* la somme topologique ^ H c , tous les espaces topologiques H L étant 

u e * 
considérés comme disjoints. Soit R* la relation d'équivalence dans S* telle 
que deux éléments de S* soient équivalents lorsqu'ils correspondent au 
même élément de H. Munissons H de la topologie d'espace quotient de S* 
par R*. L'espace topologique R ainsi défini est un espace fibre H (B, G M G, H*) 
que nous appelons espace fibre principal associé à E(B, F, G, H). Les fibres 
sont les ensembles H. r; elles sont homéomorphes à G. Etant donné h x € H. r, 
considérons l'homéomorphisme Kx de H.r sur G qui applique tout h'x €• H x 

sur l'élément sf de G réalisé par la transformation h x h x de G. Soient Hj, la 
famille des homéomorphismes 1iv et H* la somme des familles H^. La trans-
formation k* h où h k € est la transformation du groupe G t des 
translations à droite de G qui applique ¿ € 6 sur s , où a est l'élément 
de G réalisé par h k € G. L'espace H est donc bien muni de la structure 
d'espace fibre H(B, G, G t, H*). H pourrait d'ailleurs aussi être muni d'une 
structure d'espace fibre à groupe structural ^G, groupe des translations à 
gauche de G. Si G n'est pas connexe, H n'est pas forcément connexe. 

III. Construction de tous les espaces fibres dont les espaces fibres principaux 
associés sont isomorphes à E*(B, G, G*, H*). — Un isomorphisme de 
E(B, F, G, H) sur E'(B', F',-G',-H') est un homéomorphisme T de E 
sur E' tel que : i°T transforme toute fibre F de E en une fibre F^ de E'; 
2° il existe un homéomorphisme 0 de F sur F' tel que @HT = H'-. Il en 
résulte ®G~è = G'. 

Soit E*(B, G, G t, H*) un espace fibre, où G est un groupe topologique 
et G t le groupe des translations à droite dans G. Supposons qu'il soit cons­
truit par le procédé indiqué dans I, qui fera intervenir un recouvrement <I> 
de B et des transformations 6^;.(a?) £ Gt. Soit G une réalisation fidèle 
de G dans un espace topologique F. On peut construire un espace 
fibre E(B, F, G, H) dont l'espace fibre principal associé est isomorphe 
à E*(B7 G, G l } H*). A tout élément 6 de G t correspond un élément t de G, 
réalisation du même élément de G. Soit t̂ .̂ .ix) la transformation corres­
pondant à 8 c u.(a?). Les transformations tu (x) de F, satisfaisant aux 
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conditions 2° et 3° de I, permettent de définir avec le recouvrement $ un 
espace fibre de symbole E(B, F, G, H) dont l'espace fibre principal associé 
est isomorphe à E*(B, G, G0 H*). 

Pour que deux espaces fibres E(B, F, G, H) et E'(B,-F, G, H') soient 
isomorphes, il faut et il suffit que leurs espaces fibres principaux associés 
soient isomorphes. 

I.V. Espaces fibres isomorphes à un produit topologique. — Nous dirons 
que E(B, F, G, H) est isomorphe au produit topologique B x F lorsqu'il 
est isomorphe à l'espace fibre à groupe structural G défini (3) par B x F. 
Pour que l'espace fibre principal associé H(B, G, G,, H*) soit isomorphe 
à B x G , il faut et il suffit qu'il existe dans H un système continu de 
représentants de B, c'est-à-dire une application de B dans H telle que son 
composé avec la projection canonique de H sur B se réduise à l'identité. 
Donc, pour que E(B, F, G, H) soit isomorphe à B x F, il faut etil suffit 
qu'il existe dans H(B, 5 , Gt, H*) un système continu de représentants de B. 

En particulier, si B est contractile en un point, tout espace fibre de base B 
admet un système continu de représentants de B, d'après le lemme de 
déformation de la Note citée On a donc le théorème : 

Tout espace fibre E(B, F, G, H) dont T espace de base B est contractile 
en un point est isomorphe au produit topologique B x F (4 ). 

V. Espace fibre des automorphismes de fibre associé à E(B, F, G, H). 

Les transformations hxh'x, où hx, h'x € Hr sont des automorphismes de F̂ . Leur 
ensemble est un groupe A.r, transformé de G par hx: hxGhx = \x. Soit A la somme 
des ensembles Ax. Gomme dans II, on peut munir A d'une structure d'espace fibre 
de symbole A(B, G, Ga, H.¥). A chaque hx € H t correspond l'homéomorphisme 
li+x de Ax sur G qui applique axE Ax sur l'élément de G correspondant à hxa.Jix^G. 
La transformation k\xhx est la transformation du groupe adjoint GG de G définie 
par G-> (à".c/ix) g(/x.rÂ.r) . llx est l'ensemble des homéomorphismes hirX. 

Si G est abélien, A(B. G, Ga, H¥) est isomorphe à B x G. 

(3) VOIR H , P. 946. 
(4) GÉNÉRALISATION, AVEC NOUVELLE DÉMONSTRATION, D'UN THÉORÈME DU À J. FELDBAU 

[Comptes rendus, 208, 1989, P. 1622 (THÉORÈME A)]. 
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TOPOLOGIE. — Espaces fibres de structures compararables (1 ). 
Note de M. CHARLES EHRESMANN. 

Etant données sur un espace topologique E deux structures d'espaces 
fibres de symboles E(B. F, G, H) et E(B, F, G', PL), correspondant au 
même système de fibres, nous dirons que E(B, F, G','H') définit une 
structure plus précise que E(B, F, G, H) lorsque H ' c H . S'il en est ainsi, 
le groupe structural G' est un sous-groupe de G. Soit G< un groupe 
d'automorphismes de F contenant G comme sous-groupe. Il existe une 
structure d'espace fibre bien déterminée E(B, F, G , , H^) moins précise 
que la structure donnée E(B, F, G, H) : l'ensemble H, d'homéomor-
pliisines des fibres Fa? où a?€:B, sur F est défini par H1 = G1H. Le 
problème étudié dans cette Note s'énonce de la façon suivante : Étant 
donné un sous-groupe G' de G, trouver les espaces fibres E(B, F, G', H') de 
structure plus précise que E(B, F, G, HV 

Soit H(B, G, G<, H*) l'espace fibre principal associé à E(B, F, G, H) 
et considérons dans H la relation d'équivalence [G' ] telle que la classe 
d'équivalence de hçaH soit G'h. L'espace quotient H / [G' ] est muni d'une 
structure d'espace fibre de symbole H / [G ' ] (B, K, G*, H*). La fibre Kc est 
l'espace quotient de la fibre Hr de H(B7 G, G,, H*) par la relation d'équi­
valence induite par [G'] sur H,.; l'espace K est l'espace des classes G'.v où 
sÇ-G et où G' est le sous-groupe de G correspondant à G'; l'ensemble H* 
est l'ensemble des homéomorphismes hKx de Ka. sur K qui appliquent 
G'/?!,.€ k, , où h'3.GHr, sur la classe G V ^ K , où .y'€=G correspond à 
//'RAR€G, /*t€ÏI,; le groupe structuralG* est la réalisation holomorphe 
de G comme groupe d'automorphismes de K telle que la transformation 
de Gk qui correspond à cj€S-G applique G'.yÉEK sur G 7sc»€K. Pour que les 

(]i Cette Noie emploie les définitions et notations de deux Notes antérieures 
(Comptes rendus, 212, 1941, pp. 945-948; 213, 1941. pp. 762-76/,). 
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classes G's définissent dans G une structure d'espace fibre G(K, G', G,, . ) , 
il faut et il suffit que G' vérifie la condition suivante : (a) Il existe dans K 
un voisinage-V de G ' € K qui admet un système continu de représentants 
dans G relativement à la projection canonique de G sur K. Lorsque la 
condition (a) est vérifiée, les classes G'h, où /*€iH, définissent dans H une 
structure d'espace fibre H(H/[G'], G;, G'M . ) . En particulier, il en est 
ainsi lorsque G est un groupe de Lie à r dimensions et G' un sous-groupe 
fermé de G; l'espace K muni du groupe Gk est alors un espace homogène 
de Lie. 

Pour qu'une partie H7 de H définisse un espace fibre E(B, F, G', H') de 
structure plus précise que E(B, F, G, H), il faut et il suffit que : (i) H; 
soit réunion de classes d'équivalence suivant [G']; (2) la projection 
canonique de H' dans H/[G] soit un système continu de représentants 
de B dans l'espace fibre H/[G'](B, K, G*, HA); (3) tout point de B admet 
un voisinage W tel qu'il existe dans H' un système continu de représen­
tants de W relativement à la projection canonique de H sur B. Lorsque 
la condition (a) est vérifiée, la condition (3) est conséquence des deux 
premières. Donc lorsque (a) est vérifié, les structures E(B, F, G', H') plus 
précises que E(B, F, G, H) correspondent d'une façon biunivoque aux 
systèmes continus de représentants de B dans H/[G;](B, K, G*, H*). 

Considérons le produit topologique B x F comme un espace libre dont les libres 
sont les sous-espaces {x\ x F, où xçB, et dont le groupe structural est réduit à la 
transformation identique de F. Pour qu'un espace fibre E(B, F. G', H') soit isomorphe 
au produit topologique B x F, il faut et il suffit que,G' soit réduit à la transformation 
identique. Les structures E(B? F, G', H'), plus précises que E(B, F, G7 H) et isomorphes 
à B x F, correspondent donc d'une façon biunivoque aux systèmes continus de 
représentants de B dans H(B, G, G*, H*). 

En supposant vérifiée la condition (a), les structures E(B, F, G'. II'), plus précises 
que E(B, F, G, H) et à groupe structural donné G', se répartissent en classes corres­
pondant aux classes des systèmes continus de représentants de B dans H [G ](B. K, 
G*, H*), deux tels systèmes étant dits de même classe lorsqu'il existe une isotopie de 
l'un en l'autre telle que sa projection canonique sur B soit l'isotopie qui laisse fixes 
tous les points de B. Lorsque B est un complexe fini, deux structures E(B, F. G', IV) 
et E(B, F, G', H") de même classe sont telles qu'il existe une famille continue de 
structures E(B, F, G', li't) plus précises que E(B,F, G, H) et une isotopie H'e= ot{H' ), 
compatible avec la relation d'équivalence [G'] et déformant H/ en H*. Ceci résulte du 
iemme suivant : 

LF.MMF: D'ISOTOFIK. — Soient E ( B, F, G, H) un espace fibre, A un complexe fini. 
TP^A) un homéomorphisme de A dans B définissant une isotopie lorsque t varie 
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de O à i, A) la réunion des fibres correspondant aux points de c?t(A). Il existe une 
isotopie définie dans E par Aj= <D,( An) telle que la restriction de <bt à la fibre Fx C A0 
soit un homéomorphisme de Fxsur une fibre Ft>C A'/, <?e£ homéomorphisme étant 

— i 
<7e /A forme hx<hx, où hx € FL? /?R 6 HR'. /<° point x' E B SE déduisant de x € B 

-1 
l homéomorphisme yt 90« 

En particulier, si B est un complexe fini, toute famille d'automorphismes de B qui 
définit une isotopie dans B se déduit par projection sur B d'une famille d'automor-
phismes <leE(B, F, G. H) définissant une isotopie dans E. 

Le problème de l'existence de systèmes continus de représentants de B 
dans H/[G'](B, K, GA, HA) peut être abordé par une méthode dont le 
principe est dû à E. Stiefel (2). En particulier, si B est un complexe de 
dimension n et si les groupes dliomotopie de K sont nuls pour les dimen­
sions < n — 1, il existe des systèmes continus de représentants de B dans 
H/[G'](B, K, G*, H/() et par suite des structures plus précises queE(B, F', G, H) 
à groupe structural G. Si les groupes dfiomotopie sont nuls pour les dimen­
sions ^ ny toutes ces structures plus précises sont de même classe. 

Par exemple, soit G un groupe de. Lie semi-simple non compact. La 
théorie des espaces riemanniens symétriques de M, E. Cartan (3) montre 
qu'il existe alors un sous-groupe compact G' tel que K soit l'espace numé­
rique à k dimensions et tel que G*, isomorphe au groupe adjoint de G, 
laisse invariante une métrique riemannienne symétrique. Donc il existe 
des structures plus précises que E(B, F, G, H) à groupe structural G'; 
elles sont toutes de même classe. De plus, chaque fibre Ka étant munie 
d'une métrique riemannienne symétrique invariante par le groupe d'auto-
morphismes de Kx, l'espace Trl/fG'-^B, K,. G*, H*) est contractile en un 
système continu de représentants de B, chaque point de K, décrivant 
pendant la déformation la géodésique unique qui le joint au point de ren­
contre de K, avec un système continu de représentants donné. 

(-) Comment. Math. Helvel., 8, io,35, PP. 3o5-353. 
iî * ) VOIR PAR EXEMPLE LEnseignement Mathématique, 35. 1936. PP. 188 ET 189. 

(EXLRAIT DES Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, 
T. 21i, P. i'|./i-i47^ SÉANCE DU 16 JANVIER 19/12.) 
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/17/ 
TOPOLOGIE. — Sur les espaces fibres associés à une variété différentiable. 

Note (1) de M. CHARLES EHRESMANN. 

Cette Note contient quelques applications immédiates de trois Notes anté­
rieures (a). 

A toute variété différentiable Y" on peut associer un espace fibre appelé 
variété des vecteurs tangents à Yn. En effet, soit V" une variété numérique à n 
dimensions (espace de fïausdorff tel que tout point admette un voisinage 
ouvert homéomorphe à un pavé ouvert de l'espace numérique Rrt). Un homéo-
morphisme f d'un ouvert U de Yn sur un ouvert U' de Rn définit une carte 
locale (U', / , U). Il existe un système A de cartes locales (U^,/ , , Uj)i€i tel 
que Uj = Y"; on peut l'appeler atlas de \n . A deux cartes locales (U; , / t , Ut) 

et (U), /y, Uy) correspond un changement de coordonnées locales hJh c'est-
à-dire un homéomorphisme de l'ouvert Afy = fiÇUid Uy) sur Ay;=/y(U<rï U;). 
L'atlas A est dit différentiable lorsque tous les A,7 correspondants sont difîé-
rentiables. L'atlas différentiable maximal contenant A définit sur Y" une struc­
ture de variété différentiable. Grâce à un homéomorphisme naturel, Y" peut 
être identifié avec l'espace quot ient /^U] . \ /p, où ^ U'. désigne l'espace 

Vtel // tel 
somme des U) et où p est la relation d'équivalence « il existe tel 
que u'= hij(u) ». A /^correspond un homéomorphisme Ay/de l'espace produit 
A;yX R" sur Ayt-x Rrt, appelé prolongement de hji à l'espace des vecteurs liés 
{u, du) attachés aux points de A,y et défini par 

u ' — hji ( u ), du' = dhjt (u, du); W € A,y, du G R". 

La variété Y" des vecteurs tangents à Yn est par définition l'espace quotient 

de l'espace somme ^ ( U - X R") par la relation d'équivalence p définie par 
¿€1 

(1) SÉANCE DU 3 MAI 1943. 
(2) a, b, c {Comptes rendus, 212, 1941, PP. 940-948; 213, 194^ PP. 762-764; 214, 1942, 

P. I44-I47-) Les résultats de la présente Note ont fait l'objet d'une communication à la 
Société Mathématique de France (section de Clermont-Ferrand) le 16 avril 1942. 
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l'ensemble des hji. D'après (') b, I, Yn est un espace fibre de symbole 
Y"(Yn, R", L, H), L étant le groupe linéaire homogène de Rn. La projection 
de Y" sur Y" est l'application qui fait correspondre à la classe de (u, du) sui­
vant p la classe de u suivant p, celle-ci étant considérée comme identifiée avec 
un point x de Y/l. La fibre Rx admet un homéomorphisme sur Rn défini à un 
automorphisme près de l'espace vectoriel Rn, ce qui détermine sur R" une 
structure d'espace vectoriel et permet de l'appeler espace vectoriel tangent 
à Y'1 en x. Un élément de R" étant désigné par {x, dx), on peut identifier x 
avec (x, o). V" est ainsi identifié avec une section (3) de l'espace fibre Yn. On 
voit que Yn est une variété à i n dimensions, p — i fois différentiable (resp. 
analytique) lorsque Yn est p fois différentiable (resp. analytique). 

A toute représentation continue de L sur un groupe continu LF d'automor-
phismes d'un espace topologique F correspond, par la construction de (2) b, 
III, un espace fibre E(Yn, F, LF, HF) dit associé à Y". 

Exemples. — i° F = espace vectoriel des tenseurs sur Kn de type donné, LF — groupe 
induit dans F par L, E = espace des tenseurs du type donné attachés aux points de Vn. 
Une section de E est appelée champ de tenseurs. 2° F = variété des sous-espaces vectoriels 
non orientés ou orientés de dimension p de R", LF= extension de L à F, E = variété des 
éléments de contact non orientés ou orientés de dimension p de \n. 3° F = variété des 
formes quadratiques dans Rn de signature donnée_, LF = extension de L à F, E = variété 
des formes quadratiques de signature donnée attachées aux points de V". Une section de E 
est un champ de formes quadratiques, qui définit aussi une fonction de (x, dx) appelée 
forme différentielle quadratique sur \ïn, de la signature donnée. Remarquons que toutes les 
variétés E ainsi définies sont p — i fois différentiables (resp. analytiques) si Vn est p fois 
différentiable (resp. analytique). 

La structure Y"(Y", R", L, H) contient-elle des structures plus pré­
cises. Y"(Y", R", L', H'), où L' est un sous-groupe de L? Une telle structure 
correspond à un parallélisme de vecteurs sur Y" si L' est l'élément unité de L, 
à une orientation de Y/l si L' est la composante connexe de l'unité de L. Si L' 
est le groupe orthogonal (3 de Rn, l'espace h/ù est homéomorphe à R"<n+1>/2. 
Il existe donc [voir (2)c] une structure plus précise Y" (Y", Rn, O, H') et par suite 
une forme différentielle quadratique définie positive sur Y'1. En effet, soit g(x) 
une forme quadratique définie positive invariante par (2. La fonction 
f { x , dx) = g"(x), où X correspond à {x, dx) dans un des isomorphismes de R* 
sur R'1 appartenant à H', est une forme quadratique définie positive sur Y". 

L'existence sur Y" d'une forme quadratique f ( x , dx) de signature (JD, n — p) 
est équivalente à l'existence d'une structure plus précise Y/7(Yrt, Rrt, L', H'), 

(3) SECTION = SYSTÈME CONTINU DE REPRÉSENTANTS,, VOIR (2) b, P. 764 
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où L' est le groupe linéaire de R" laissant invariante la forme 

Or si Q/ est le sous-groupe de L/ qui laisse invariant le sous-espace de Rn défini 
par xp+i = . . . = x n = o, l'espace h'/ù' est homéomorphe à Rm. Par suite 
l'existence d\ine forme f { x , dx) est équivalente à l'existence sur \ n d'une 
structure Yn(Vn, R", Q', H"), qui est elle-même équivalente à Vexistence sur \n 
d̂ un champ d*éléments de contact non orientés de dimension p. Si p = i et n = 4, 
on obtient ainsi des conditions nécessaires pour la structure topoiogique d'un 
univers possible en Relativité. Par exemple, la sphère S4 et l'espace pro­
jectif P4 ne conviennent pas. Si l'univers V4 est supposé compact et si l'on peut 
définir par continuité une distinction entre passé et avenir en chaque point, la 
caractéristique d'Euler-Poincaré de V4 est nulle. 

(EXTRAIT DES Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, 
T. 216, P. 628-630, SÉANCE DU 10 MAI IO,43.) 
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/19/ 
TOPOLOGIE. — Sur les champs d'éléments de contact de dimension p complè­

tement integrables dans une variété continuement diffèrentiable Y n. Note de 
MM. CHARLES EHRESMANN et GEORGES REEB. 

Soit K un champ d'éléments de contact ( ' ) de dimension p dans Vn. Une 
variété intégrale élémentaire de K est une variété diffèrentiable connexe Y p 
plongée dans Yn et telle que l'élément de contact de V,, en un point quelconque 
x de Yp coïncide avec l'élément du champ en x. Le champ est dit complètement 
integrable lorsque les variétés intégrales élémentaires passant par un point 
quelconque x de V„ forment une base de filtre (2). L'ensemble de ces bases de 
filtres, considérées comme des systèmes fondamentaux de voisinages, définit 
alors sur Yn une nouvelle topologie T. Un domaine de V„ relativement à T est 
appelé variété intégrale de K, une composante connexe de Yn relativement à T 
est appelée variété intégrale complète. Une variété intégrale W est élémentaire 
si sa topologie est identique à la topologie induile sur W par la topologie ini­
tiale de V„. Toute variété intégrale compacte est complèle et élémentaire. 
Un système de n—p formes de Pfaff définies sur Vn et linéairement indépen­
dantes en tout point de V„ définit un champ d'éléments de contact de dimen­
sion p. Si Yn est simplement connexe, tout champ d'éléments de dimension 
n — i peut être défini par une forme de Pfaff qui ne s'annule identiquement en 
aucun point de Vn. 

THÉORÈME 1. — Si le champ K est complètement integrable, Yn étant l'espace 
numérique R/l ou la sphère Sn, et si pet n — i sont pairs, la caractéristique 
d'Euler-Poincaré x(Cv>) d'une variété intégrale compacte est nulle. 

En effet, soit Cn_i la variété des vecteurs unitaires normaux à C,,. C'est un 
espace fibre admettant C,, pour espace de base, les fibres étant homéomorphes 
à S„^_,. D'après un théorème de Gysin(3),'/;(Crt_1) = x(C/)).x;(Sn^/,_1)=2^(Cp). 
En faisant correspondre à chaque vecteur le vecteur équipollent d'origine O, 
on définit une application/de Cn_, dans Sn_< dont le degré est égal à i/2^(Crt_4), 
d'après H. Hopf (4). A toute déformation de C^ on peut faire correspondre une 
déformation de / ; comme Cp est réductible à un point, / est inessentielle. 

Donc i/2xXCi-f)==x(C„)==o. 

(l) Voir C. EHRESMANN, Comptes rendus, 216, IQ43, pp. 628-63o. 
(') Voir N.. BOURRAKI, Topologie générale, Chap. I, § 5 (Paris, 1940). 
(3) Comm. math, helv., 14, 1941-1942, p- N3. 
(4) Math. Annalent 93, 1925, pp. 340-367. Voir également C. B. ALLENDOERFER, Amer. 

Journ. Math., 62, 1940, p. 243-248. 
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THÉORÈME 2. — Si K est un champ complètement integrable d'éléments de 
dimension n — i définissable par une forme de Pfaff tû et si CN_, est une variété 
intégrale compacte à groupe de Poincaré fini, toute variété intégrale suffisam­
ment voisine est homèomorphe à Gn-\ • Si de plus Yn est compact, toutes les variétés 
intégrales complètes sont homêomorphes à Cn_i et constituent un système de fibres 
de Yn. Sí Vn est quelconque et si toutes les variétés intégrales complètes sont 
compactes, celles-ci sont homêomorphes et constituent un système de fibres de Yn. 

La démonstration fait intervenir des résultats de Bendixson sur les courbes 
définies par des équations différentielles. 

COROLLAIRE. — Si Yrn est compact et a un groupe de Poincaré fini, K étant un 
champ complètement integrable d'éléments de dimension n — i définissable par 
une forme de Pfaff (Ù, il n'existe aucune variété intégrale compacte à groupe de 
Poincaré fini et il existe au moins une variété intégrale non compacte. 

Champs d'éléments plans (p = 2) complètement integrables dans R3 ou S3. — 
Toute surface intégrale compacte est homèomorphe au tore. Il existe effecti­
vement des champs complètement integrables admettant le tore comme surface 
intégrale. Par exemple, dans le tore euclidien plein considérons la forme 

co =zr r dr H- ( 1 — r) dy, 

r, distance au centre du cercle méridien correspondant; <p, longitude; 0, lati­
tude. Cette forme est complètement integrable et admet le tore r—i comme 
surface intégrale. En identifiant les bords de deux exemplaires de ce tore plein, 
les méridiens de l'un étant identifiés avec les parallèles de l'autre, on obtient un 
champ complètement integrable sur S3 admettant un tore comme surface inté­
grale. Ce tore est adhérent à toutes les autres surfaces intégrales complètes, et 
celles-ci sont toutes élémentaires et non compactes. 

Cet exemple montre que, si une forme de Pfaff dans R3 est complètement 
integrable, elle n'est pas forcément de la forme XûfU. Si une forme de Pfaff 
complètement integrable sur une variété compacte Yn ne s'annule identL 
quement en aucun point de Vn, elle n'est évidemment jamais de la forme XdU, 
à cause de l'existence d'un maximum pour toute fonction numérique continue 
définie sur un espace compact. 

(EXTRAIT DES Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences. 
T. 218, P. Ç;55 9,57, SÉANCE DU 19 JUIN 1944.) 

323 



/21/ 

TOPOLOGIE. — Sur les sections d'un champ d'éléments de contact dans une 
variété différentiable. Note de M. CHARLES EHRESMANN, présentée par 
M. Élie Cartan. 

Soit <ï> un champ d'éléments de contact de dimension n—p dans une 
variété différentiable (*) V„ de dimension n. Étant donnée une variété 
différentiable V,, nous dirons qu'une application différentiable/de Vpdans Vn 
définit une section de <ï> lorsque / est partout de rang p et applique l'espace 
vectoriel tangent en x&Yp sur un élément de contact en f ( x ) qui coupe 
l'élément du champ <I> au seul point f ( x ) . 

THÉORÈME 1. — Soit ( Vp, f ) une section de <ï>. Si Yp est compact orientable et si 
l'image par f du cycle de base de dimension p a un multiple entier homologue à o 
dans V„, la caractéristique d'Euler-Poincaré de Vp est nulle. 

Dans une conférence faile au colloque de Topologie à Strasbourg le 4 mai io,46, j'ai 
indiqué une démonstration de ce théorème en supposant \n plongée daus un espace 
numérique, ce qui est toujours possible d1après H. Whitney, et en utilisant les raisonne­
ments de deux Notes antérieures (2). Je vais montrer que c'est aussi une conséquence de la 
théorie des classes caractéristiques de Stiefel-Whitney (*). 

Soient E un espace fibre, B l'espace de base, F la fibre, G le groupe de struc­
ture, p la projection de E sur B. Supposons vérifiées les deux conditions 
suivantes : a. Les groupes d'homotopie TC,(F) sont nuls pour les dimensions 
*'<^r et de plus F est r-simple (*). b. A tout élément du groupe d'homo­
topie Ti,.(Fx), où Fx=p(x) , x € B, correspond par continuité un élément 
déterminé de 7tr(F); c'est-à-dire l'espace fibre de fibre nr(F), qui est associé(5) 
à E lorsqu'on considère G comme groupe d'opérateurs sur TtR(F), est l'espace 
produit B x TtR(F). B étant supposé un complexe, la recherche d'une section de 
l'espace fibre E conduit à la définition d'une classe de cohomologie caractéris­
tique Wr+, de B relativement à E, à coefficients éléments de ixR(F). 

Soit / une application continue d'un complexe A dans B. Le sous-espace 

(1) J'écrirai différentiable au lieu de continûment différentiable. 
(2) C. EHRESMANN ET G. REEB, Comptes rendus, 218, 1944, P. 99$; G. RBEB, Comptes 

rendus, 220, 1945, P. 237, th. I. 
(3) H. WHITNEY, Lectures in Topology, P. 119 (Ann. Arbor, 1941). 
(4) S. EILENBERG, Lectures en Topology, P. 63 (Ann. Arbor, 1941)-
(5) Comptes rendus, 213, 19^1, P. 762. 
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de A x E , formé des couples (a?, z) tels que p(z) = f { x ) , est un espace fibre Ey 
dont la fibre est toujours F et le groupe de structure G, tandis que son espace 
de base est A. On voit qu'à Wr+1 correspond par f la classe caractéris­
tique Wr+I de A relativement à E^. 

Application. — B = Y n. E est l'espace fibre dont chaque élément est une classe 
de vecteurs tangents en x à V„ modulo l'espace vectoriel définissant l'élément 
du champ <b en x, la classe des vecteurs contenus dans% cet élément étant 
exclue; F est l'espace numérique Rp moins l'origine; G est le groupe linéaire 
homogène dans Rp ; / définit la section (Yp, / ) du champ <î>; Ef est équivalent 
à l'espace Y^des vecteurs non nuls tangents à V;J. E satisfait à la condition (a) 
pour r — p — i. Supposons vérifiée la condition (b). La classe caractéris­
tique Wp de Y„. relativement à E correspond par f à la classe caractéristique YVP 
de Yp relativement à Yp1]. Soit Tp la classe d'homologie de base de Yp. 
On a<^ W,„ Fp^> = <^ W p , / ( r p ) > , où <X^, Tp̂ > désigne le produit intérieur. 
Or ^ W ^ T ^ est la caractéristique d'Euler-Poincaré x(^/>)> d'où ê 
théorème 1. Si la condition {b) n'est pas vérifiée, on remplace Vn par un certain 
revêtement à deux feuillets pour lequel elle sera vérifiée et l'on obtient le 
même résultat. 

COROLLAIRE. — Si Yn satisfait à la condition (b), soit Yp une variété compacte 
non orientable telle qu'il existe une section ( Y p, f ) de <ï>; alors y (Yp) = o. 

Remplaçons E par l'espace fibre associé Eip~r) formé par les systèmes dep — /* 
vecteurs indépendants appartenant à une fibre de E. Yy) sera remplacé par VJf~r), 
espace des systèmes de p — ;* vecteurs indépendants tangents à Y^. Si la condi­
tion (b) est vérifiée, Vn a une classe caractéristique Wr+1 relativement à E(p_rî, 
qui correspond par f à la classe Wr+1 de Stiefel-Whitney de Yp. On a la 
formule fondamentale 
( i ) < w,+1, rr+1 > = < Wr^, /( rr+1 ) > 
pour toute classe d'homologie Tr+1 de Y^. Si r = p — i ou r<^p — i et r pair, 
les classes caractéristiques sont à coefficients entiers, dans le cas contraire à 
coefficients entiers modulo 2. Énonçons seulement la conséquence suivante de 
la formule ( 1 ) : 

THÉORÈME 2. — Soit (Yp, f ) une section du champ <ï>. Supposons la condition (b) 
vérifiée pour E{p~r). Si le groupe de cohomologie de Yn, pour la dimension r-h 1 et 
le domaine de coefficients convenable, est nul, la classe Wr+1 de Yp est nulle. Par 
exemple, si Yn est la sphère S„, toutes les classes caractéristiques de Yp sont nulles. 

Remarque. — Un champ $ dans Yn n'admet pas toujours une section compacte. 

(EXTRAIT DES Comptes rendus des séances de r Académie des Sciences. 
T. 224-, PP. 444-445, SÉANCE DU 17 FÉVRIER 19̂ 7.) 
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/22/ 

TOPOLOGIE. — Sur les espaces fibres différentiables. 

Note (*) de M. CHARLES EHRESMANN, présentée par M. Élie Cartan. 

Etant données trois variétés différentiables E, B, F, une structure d'espace 
fibre difierentiable sur E est définie par un atlas différentiable (2) de E 
sur B x F tel qu'une carte locale soit définie par un homéomorphisme 
différentiable d'un ensemble ouvert de E sur un ensemble U X F, U étant un 
ouvert de B, et que tout changement de coordonnées locales soit un homéo­
morphisme différentiable d'un ensemble U x F sur lui-même de la forme 
x' = x, y ' = t ( x , y ) , x ^ U , J € F , J ' ^ F . Si z&E est représenté dans une 
carte locale sur (x, 7 ) € Ü x F , l'application p telle quep(z) = x définit E 
comme espace fibre sur l'espace de base B (en supposant que les ensembles U 
correspondant aux cartes locales données recouvrent B). p est différentiable et 
chaque fibre F^ est une variété différentiable plongée dans E. 

PROPOSITION 1. — Si E est compact, toute application différentiable p, en tout 
point de rang n, de E sur une variété B de dimension n détermine sur E une 
structure d'espace fibre différentiable (3). 

Un champ <b d'éléments de contact de dimension n ( = dimension de B), 
défini sur l'espace fibre différentiable E, sera dit sécant si les fibres Fx 
forment des sections (4) de i>. On voit facilement qu'il existe toujours des 
champs sécants, mais seulement exceptionnellement des champs sécants 
complètement integrables. 

PROPOSITION 2. — Soit <ï> un champ sécant complètement integrable de Vespace 
fibre différentiable E, à fibre compacte F. La projection p de E sur B définit cha­
cune des variétés intégrales complètes de í> comme revêtement de B. Soit (B',/*, xf) 
le plus petit revêtement pointé (s ) de (B, x ) qui recouvre tous les revêtements précè-

(*) Séance du 2 juin 1947-
(*) D'une façon précise, par l'atlas maximal contenant l'atlas donné et satisfaisant aux 

conditions imposées. Voir Comptes rendus, 216, 1943, pp. Ô28-63o. 
(*) M. Reeb, à qui j'ai signalé ce résultat, Ta appliqué dans Comptes rendus, 222, 

I946, pp. 847-849, th- I. 
(*) Voir Comptes rendus, 22k, 1947» pp. 444-445; 
(5) Pour la terminologie, voir G. EHRESMANN, Sur tes applications continues, etc., (Bull. 

Soc. Math, de France, 72, 1944» P- 38). 
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dents, supposés pointés au-dessus dex^B. Soit p' la projection canonique de B' x F 
sur B\ Il existe une application f de B ' x F sur E, telle que f°p' = p°f, qui 
définit B ' x F comme revêtement de E et qui applique chaque ensemble B' x {y}, 
où y € F, sur une variété intégrale complète de <i>. 

En particulier, si B est compact, son groupe de Poincaré étant fini, toutes les 
variétés intégrales complètes sont compactes. Si B est simplement connexe, 
E est isomorphe à B x F. La proposition 2 s'étend aux variétés feuilletées 
étudiées par M. Reeb (6). 

COROLLAIRE. — Avec les hypothèses de la proposition 2, les groupes d'homotopie 
de E sont isomorphes à ceux de B x F. 

Remarque I. — Plus généralement, un espace fibre E possède cette dernière propriété 
lorsque l'espace de base B admet un revêtement (B', f) tel que /soit la projection pof\ 
d'une application continue fi de B' dans E. Un espace fibre E admet un revêtement iso­
morphe à B' X F lorsque B admet un revêtement B' contractile en un point. Dans ce cas 
on obtient une méthode de construction de tous les espaces fibres sur l'espace de base B. 

Remarque 2. — On voit facilement que les hypothèses de la proposition 2 plus l'hypo­
thèse que E et p sont trois fois diilerentiables et <I> deux fois difïerentiable forment les 
conditions d'existence sur E d'un ds* tel qu'on ait le résultat que communique Lichné-
rowicz (7) : ô/(B)^£/(E), quel que soit /, en désignant ainsi les nombres de Betti de B 
et E pour la dimension Cette inégalité se démontre d'une façon élémentaire dans le cas 
suivant : E est un espace fibre compact sur un complexe B et le squelette Kr de dimen­
sion r de B admet un revêtement compact dans E; c'est-à-dire qu'il existe un espace 
compact K'r et une application fi de K'r dans E dont la projection f=pof définit K'r comme 
revêtement de Kr./induit un homomorphisme /* du groupe de cohomologie H¿(B) dans 
celui de K'r, pour i^r . Si le groupe des coefficients est le groupe additif des rationnels, 
f est isomorphisme. En efiêt, soit W¿ € H¿(B) et Y1 un cycle tel que ( W¿, Y1 ) £̂ o. Il 
existe dans K/r un cycle Yu tel que /(Y'^^kY1. Donc (/(W¿), T") = (W,, kYl)?*o, 
c'est-à-dire /*(W¿) yá o. Comme f* = il en résulte que p* est aussi un isomorphisme 
pour i^r . En particulier la condition est toujours vérifiée pour r = i. Par exemple, la 
condition est vérifiée pour r =z n lorsque B est une variété difïerentiable admettant un 
revêtement compact parallélisable, E étant un espace fibre associé (2) à B. Il en est ainsi 
pour un espace compact localement euclidien, qui, d'après un théorème de Bieberbach, 
admet le tore comme revêtement. 

PROPOSITION 3. — Soit <ï> un champ sécant quelconque de Vespace fibre différen-
tiable E, à fibre compacte F. A chaque chemin diffèrentiable reliant x à x! dans B 
correspond un homéomorphisme bien déterminé de Fx sur Fx>. A l'ensemble des 
chemins fermés d'origine x correspond un groupe dautomorphismes de FT, 
qu'on peut prendre pour groupe de structure de E. Si 4> est complètement 
integrable, on a une représentation du groupe de Poincaré de B en x sur le 
groupe d'automorphismes G de Fr. 

(6) Comptes rendus, 224, 1947, P. 1613. 
(7) Comptes rendus, 224, 1947, PP- 14 13-i414• 
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On peut dire que <ï> définit une structure d'espace fibre à connexion infini­
tésimale. On rattache facilement à cette notion les espaces généralisés de 
M. E. Cartan(8). 

(8) J'ai développé celte conception des espaces de Cartan à la fin d'une conférence 
faite à Zurich en octobre 1942. 

(Extrait des Comptes rendus.des séances de ïAcadémie des Sciences, 
t. 224, pp. 1611-1612, séance du 9 juin 1947) 
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/23/ 
TOPOLOGIE. — Sur les variétés plongées dans une variété diffèrentiable. 

Noie de M. CHARLES EHRESMANN, présentée par M. Elie Cartan. 

1. Un théorème d'homotopie concernant les espaces fibres. — Les résultats (*) 
que je me propose d'énoncer se déduisent principalement du théorème 
suivant('2). 

THÉORÈME 1. — Étant donnés deux espaces fibres E(B, F, G, H) et E'(A, F, 
G, H'), soit f une application continue de A dans B telle qu'il existe une applica­
tion continue f de E' dans E vérifiant la condition suivante : (y) La restriction 
de f à une fibre ¥u (où u € A) est un homéorphisme de Fu sur la fibre Fx [où 
x— /*(«/)€ B] de la forme hohf~l, JiÇ-ii, h'^H'. Alors toute déformation ( f ) 
de f est la projection d'une déformation (f't ) de f telle que f et ft vérifient la 
condition y. 

Ce théorème n'est qu'une légère généralisation du lemme d'isotopie d'une Note 
antérieure (3), où la déformation ( f ) était supposée être une isotopie. L'espace 
fibre E'(A, F, G, H ) est isomorphe à l'espace fibre Ff induit par l'application/, 
défini dans une Note antérieure (A). Le théorème 1 montre que la structure de 
l'espace fibre E/ ne dépend que de la classe d'homotopie de / . 

2. Application aux sections d'un champ (4) et aux feuilles d'une variété 
feuilletée (5). 

Soit Yn une variété diffèrentiable munie d'un champ <i>n-p d'éléments de 
contact de dimension n—p. On peut considérer l'espace fibre E des vecteurs 
tangents à Yn et situés dans les éléments de <!>n-p, ainsi que l'espace fibre E4 des 
vecteurs normaux aux éléments de $n-p (en supposant Yn muni d'une métrique 
riemannienne). 

THÉORÈME 2. — Soit ( V p, f ) une section du champ $>n_p. Si f est homotope à 
une application constante, Yp est parallélisable; de même, l'espace fibre Ey (qu'on 
pourrait appeler l'espace des vecteurs normaux à la section considérée) est alors 
isomorphe à l'espace produit Yp x R/l_/>. 

En particulier, siYn est muni d'une structure feuilletée définie par un champ 

(!) J'AI INDIQUÉ CES RÉSULTATS DANS UNE CONFÉRENCE FAITE À ZURICH LE 24 FÉVRIER 1948. 
(2) POUR LES NOTATIONS, VOIR Comptes rendus, 212, 1941, P. 945-948. 
(3) Comptes rendus, 214, 1942, p. I44-I47-
(*) Comptes rendus, 224, 1947, P- 444-445. 
(5) G. REEB, Comptes rendus, 224, 1947. P- 1613-1614-
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complètement integrable <ï>p, toute feuille Y p contractile sur Yn en un point est 
parallèlisable et Vespace des vecteurs normaux à Yp est isomorphe à Yp x Hn~p. 

Remarques. — a. L'espace fibre des vecteurs normaux à une feuille V ,̂ d'une 
variété feuilletée différentiabie possède toujours une propriété remarquable : 
il admet une structure fibrèe à groupe structural discret et il existe un homomor-
phisme du groupe de Poincaré de Yp sur ce groupe structural. Par exemple, si 
est simplement connexe, il est isomorphe à V^xR"- ' ' . Ce résultat n'est pas 
une conséquence du théorème 1. 

b. Si les éléments de contact de dimension p orthogonaux aux éléments 
de $>n-p peuvent être orientés d'une façon continue, la théorie des classes 
caractéristiques conduit au résultat suivant : En supposant que les groupes 
d'homologie de Yn se réduisent à zéro pour les dimensions toute section du 
champ <&n~p est parallèlisable. 

3. Sur la variété V'n des éléments de contact de dimension p de la variété diffé­
rentiabie V„. 

La variété Y'n est un espace fibre de base V7l, la fibre étant la variété de 
Grassmann G*, p\ nous désignons par TC la projection canonique de V'tt sur Vn. 
Soit E l'espace des couples formés d'un élément Xp de V'n et d'un vecteur 
tangent à Vn et contenu dans Xp. L'espace E est un espace fibre dont Y'n est 
l'espace de base, le groupe structural étant le groupe linéaire hp ou le groupe 
orthogonal ilp. 

THÉORÈME 3. — Soit g une application continue dans Yn d'un complexe A de 
dimension d. Si d^ln — p, tout espace fibre de base A , de fibre R/; et de groupe 
structural hp où ilp est isomorphe à l'espace fibre E/ induit par une certaine appli­
cation f de A dans Y'n telle que g=Tiof. Si d-+-1 ^ n — p, pour que deux appli­
cations f et f telles que g = n o f = n o fK induisent des espaces fibres isomorphes Ef 
et Eyt, il faut et il suffit qu'il existe une déformation ( f ) de f à f telle 
que g = nef . 

Ce théorème est à rapprocher du théorème de Whitney-Steenrod (f>) sur la classification 
des espaces fibres à groupe structural Clp. 

Etant donnée une application g d'une variété diflérentiable \p dans \n, pour qu'il 
existe dans la classe d'homotopie de g une application différentiabie partout de rang p, il 
faut qu'il existe une application / de Vy, dans V'„ telle que g = n o f et que Ej- soit 
isomorphe à lespace libré des vecteurs tangents à Yp. Il est possible que cette condition 
soit aussi suffisante pour n > p . Si n ^ i p , elle est toujours vérifiée et d'après Whitney 
g peut être approché par une application différentiabie de rang p partout (7). 

Par prolongement aux éléments de contact, toute application différen­
tiabie g, partout de rang p, de V7, dans Vn donne une application f de V7, 

(6) STEENROD, Annals of Math., ko, 19/4/+-
(7) WHITNEY, Différentiabie Manifolds (Annals of Math., 37, 1936). 
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dans V'n. Si f est homotope à une application constante, Yp est parallélisable. 
En supposant n ̂  ip -f-1 , la classe dyhomotopie de f ne dépend que de la classe 
d'homotopie de g. 

Supposons Vn muni d'un parallélisme. Soit 9 l'application par parallélisme 
de V'n sur Gn>p, variété des éléments de Y'n attachés en un point O de Yn. Si 

2P + 1 > lQ elasse d'homotopie de o o f est un invariant de la structure diffé-
rentiable de YD. 

(Extrait des Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, 
T. 226, p. 1879-1880, séance du 7 juin IG48.) 
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/24/ 
GÉOMÉTRIE DIFFÉRENTIELLE.— Sur les formes différentielles extérieures de 

degré 2. Note(*) de M. CHARLES EHRESMANN et Mlle PACJLETTE LIBERMANN, 
transmise par M. Elie C art an. 

Soit Y2n une variété n fois différentiable de dimension 2n. Sur V2n soit £1 
une forme différentielle extérieure de degré 2, de rang in et n — 1 fois 
différentiable. Localement û peut se mettre sous la forme 

où (ú{ et TZi désignent i n formes de Pfaff linéairement indépendantes. La 
forme Q sera dite complètement integrable s'il existe au moins une variété 
intégrale (*) de dimension n tangente à un élément de contact intégral (*) 
arbitraire de dimension n. 

1. Pour que il soit complètement integrable, il faut et il suffit que tout élément 
intégral de Q soit aussi élément intégral de d£l (2). 

Cette condition est évidemment nécessaire, et dans le cas analytique elle est 
suffisante d'après la théorie de M. E. Cartan (3). Mais en vertu d'un théorème 
de Lepage et Papy cette condition est équivalente à la suivante : 

2. Pour que O soit complètement integrable, il faut et il suffit que dil = Ô/\Î2. 
Si celte condition est remplie, 6 est une forme de Pfaff bien déterminée, 

d'après Lepage et Papy (*). Par différentiation extérieure on obtient c/ô f \ í l = o, 
ce qui entraîne d§ = o, si n ̂ > 2. Localement on peut donc poser 0 = X~1 d\, 
X étant une fonction numérique n — 1 fois différentiable. On a alors dÇk~A ù) = o. 
Donc ù = \ ù i avec dùi=^o. Localement il existe une forme de Pfaff ô<7 telle 
que Cli — d§i. On pourra la mettre sous la forme canonique 

Au voisinage d'un point, où d l ^ o , on pourra prendre j4 — X. D'où le 
résultat suivant : 

(*) Séance du 9 août 19/48. 
(*) Par définition, la forme induite par £2 sur une variété intégrale ou un élément 

intégral est nulle. 
(2) d est le symbole de différentiation extérieure. 
(3) Les systèmes différentiels extérieurs, Paris, 1945. 
(*) TH.-H. LEPAGE, Sur certaines congruences de forme alternées (Bull. Soc. royale 

des Sciences de Liège, 1946, p. 2i-3i ); G. PAPY, Sur la divisibilité des formes alternées, etc., 
(idem, 1947* voir p. 24, et le lemme p. 25). 
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3. Pour n ^ > i , toute forme il complètement integrable, de rang 2n et 
n — i fois différentiable, est localement équivalente à Vune des formes suivantes : 

a. dxx f\ dji -+-...-+- dxn f\ dyn, si dil = o en tout point. 
b. yx(dxx f\ dyi -h . .. -f- dxn A dyn), aa voisinage d'un point où dQy^o. 

Réciproquement toute forme équivalente à une des formes a et b est 
complètement integrable, ce qui démontre la propositiou 1 en supposant il 
simplement n — i fois différentiable. 

Le facteur intégrant local X-' est défini à un facteur constant près, ainsi que 
la forme Q,. Pour qu'il existe un facteur intégrant global, il faut et il suffit 
que G soit homologue à o; cette condition n'est pas toujours vérifiée. Tout 
homéomorphisme local qui laisse O invariant reproduit Lll à un facteur cons­
tant près. 

Pour /1 — 2, une forme il de rang 4 et deux fois différentiable est toujours 
complètement integrable, mais n'est pas toujours réductible à l'une des formes 
a et b. Il lui correspond encore une forme de Pfaff bien déterminée G, définie 
par l'équation dil = G/\£L De plus on a dQ/\£l = o. Les deux formes dO et ù 
peuvent être dites en involution (3). Dans le cas général, on pourra déterminer 
d'une façon canonique 4 formes de Pfaff co,, co2, &iy œ2 telles qu'on ait 

Le problème d'équivalence pour il est ainsi ramené au problème d'équivalence 
pour un système de 4 formes de Pfaff, qui se résout facilement par les méthodes 
de M. E. Cartan. La méthode précédente, suivant une suggestion de M. Yen 
Chih-ta, peut s'étendre à une forme générale de degré 2 et de rang i n. 

(5) En chaque point leurs éléments intégraux forment deux complexes linéaires en 
involution. 

(EXTRAIT DES Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, 
T. 227, P. 420-421, SÉANCE DU 18 AOÛT ig48.) 

GAUTHIER-VILLARS, IMPRIMEUR-LIBRAIRE DES COMPTES RENDUS DES SÉANCES DE L'ACADÉMIE DES SCIENCES. 
130467-48 Paris. — Quai des Grands-.Augustins. 55. 
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/ 2 5 / 

THÉORIE DES GROUPES. — Sur les extensions de groupes topologiques. 
Note (*) de MM. L. CALABI et CHARLES EHRESMANN, présentée par 
M. Élie Cartari. 

Définition 1. — B et F étant deux groupes topologiques séparés, une 
extension topologique de F par B est définie par la donnée d'un groupe topo­
logique E qui admet F comme sous-groupe distingué et d'un isomorphisme de 
E/F sur B. 

Une telle extension topologique, qui est toujours un espace séparé, sera 
notée E(B, F). Elle sera dite fibre e si les classes à gauche suivant F définissent 
dans E une structure d'espace fibre; le groupe structural de celui-ci est alors 
le groupe des translations à gauche de F. 

1. Sur tout revêtement connexe E d'un groupe topologique B connexe par 
arcs, il existe (*) une structure d'extension E(B, F), telle que les classes 
suivant F soient les fibres; cette structure, appelée aussi structure de groupe 
revêtement, est déterminée à un isomorphisme près. 

Si B est un groupe simplement connexe et F un groupe discret, toute 
extension E(B, F) est isomorphe à l'extension triviale B x F. Il en résulte : 

PROPOSITION 1. — Soient B un groupe connexe et localement simplement connexe, 
7i son groupe de Poincarè et F un groupe discret : toute représentation f de n dans 
le centre de F détermine une et une seule extension E(B, F), et toute exten­
sion E(B, F) correspond à une et une seule représentation f. Vimage f ( n ) est la 
trace de Y sur la composante connexe de Vêlement neutre dans E. 

Remarquons que E//(TC) est isomorphe au groupe produit B x F / / (n) . 

2. La théorie de la dualité des groupes abéliens localement compacts (2) et 
la connaissance de leur structure (8) permettent de formuler les résultats 
suivants : 

PROPOSITION 2. — Toute «extension topologique abélienne d'un groupe abélien 
compact par un groupe de la forme Rn x D (4), où D est un groupe abélien discret 

(*) Séance du 9 mai 1949-
(*) CH. EHRESMANN, Bull. Soc. Math. France, 72, 1944* P- 4<>-
(2) A. WEIL, Vintégration dans les groupes topologiques, p. 99. 
(3) J. BRACONNIER, Journ. Math, pures et appl., 27, 1948. 
(4) R* : groupe topologique produit de n groupes isomorphes au groupe additif des 

réels. 
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dont tous les éléments différents de zéro sont d'ordre infini, est isomorphe à l'exten­
sion triviale. 

PROPOSITION 3. — Toute extension topologique abélienne de Rn par un groupe 
abélien localement compact est isomorphe à l'extension triviale. 

PROPOSITION 4. — Soit B = RmxK x D , F = R" x K/, où D est un groupe 
abélien discret, K et K' deux groupes abéliens compacts connexes; si K = S1 ou 
si¥j = T l (5), toute extension abélienne E (B, F) est isomorphe à l'extension 
triviale. 

Remarques. — i° Pour la validité de ces propositions il est essentiel de 
demander que l'extension soit abélienne. 2° Toute extension d'un groupe loca­
lement compact par un groupe localement compact l'est aussi (6). 

3. Les résultats de M. Elie Cartan (7) concernant la structure des groupes 
de Lie compacts entraînent la 

PROPOSITION 5. — Soient K et ¥J deux groupes de Lie compacts connexes dontK. 
simplement connexe; alors toute extension fibrée E (T'"x K, TsxK' ) est iso­
morphe à l'extension triviale. 

Notons que si K n'est pas simplement connexe, on peut avoir des extensions 
non triviales : en effet on sait que le groupe des rotations de S4 est une exten­
sion non triviale du groupe S3 par le groupe P3 (groupe des rotations de R3). 

La proposition 5 montre en particulier que toute extension fibrée E(Tr,TJ) 
est triviale ; il y a d'autre part des espaces fibres par Ts sur Tr dont le groupe 
structural est le groupe des translations à gauche de Ts et qui ne sont pas 
isomorphes au produit Trx T\ Il y a donc des espaces fibres par un groupe 
topologique F sur un groupe topologique B, sur lesquels il n'existe aucune 
structure d'extension E (B, F) telle que les classes suivant F soient les fibres, 
même si le groupe structural est le groupe des translations à gauche de F. 

4. Définition 2. — Si G0, G1? Gn sont n -f-1 groupes topologiques 
séparés, une n-extension topologique E„(G0? Giy Gn) est une extension 
topologique par G0 d'une ( n — I ) — extension topologique En_i (G4, G2, ...,G,t). 
Si, pour tout i, Gi est isomorphe à un même groupe G, nous parlerons d'une 
n-extension topologique En(G) de G. 

Notons que toute extension E(E,.(G0, • • Gr), E>Ç(G'0, . . . , G,)) admet une 
structure de symbole Er+s+i (G0, . . ., Gr, G'0, . . ., Ĝ  ). 

(5) T1 (resp. Q1) : groupe topologique produit d^ne famille de groupes isomorphes au 
groupe des réels mod i (resp. au groupe additif des rationnels). S1 : dual de Q1, ce dernier 
pris avec la topologie discrète. 

(6) N. Vilexkin, Doklady U.R.S.S., 1948, p. i35; Math. Bev., 1948, p. 497. 
(7) Mémorial de mathématiques, 42, 1980, p. 42. 
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Puisque toute extension d'un groupe soluble par un groupe soluble est elle-
même soluble, on a le résultat suivant : 

PROPOSITION 6. — Si G est un groupe topologique, les propositions suivantes sont 
équivalentes : 

Ça) G admet une structure de (n — \)-extcnsion fibrée de R. 
(b) G est un groupe de Lie soluble simplement connexe. 
(c) G est un groupe de Lie homéomorphe à R" n'admettant pas de sous-groupes 

localement isomorphes au groupe linéaire spécial réel à deux variables. 

La démonstration utilise (8), (9) et un théorème d'Engel (i0). 
Si G est un groupe de Lie homéomorphe à R", le quotient de G par son 

sous-groupe soluble maximal est donc un produit de groupes isomorphes au 
groupe simple homéomorphe à R3. 

Un groupe de Lie soluble connexe est évidemment une /i-extension fibrée 
En(G0, . . ., Gn) où chaque G, est isomorphe à R ou à T. 

(8) C. CHE VALLEY, Lectures in Topology, 1941 ; Ann. of Math., 42, IG4I • 
(9) A. MALCEV, Rec. Math. Moscou, 16, 1945, P. 181 ET 19, 1946, P. 524-
(10) S. LIE-F. ENGEL, Théorie der Transformationsgruppen, 1893, VOL. 3, P. 767. 

(EXTRAIT DES Comptes rendus des séances de VAcadémie des Sciences, 
T. 228, P. I55I-I553, SÉANCE DU 16 MAI 1949«) 

GAUTHIER-VILXJLRS IMPRIMHUB-LIBRAIRE DBS COMPTES RENDUS DES SÉANCES DE L'ACADÉMIE DES SCIENCES 
132890-49 Paris. — Quai des Grands-Augustins, 55. 
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/26/ 

GÉOMÉTRIE DIFFÉRENTIELLE. — Sur le problème d'équivalence des formes diffé­
rentielles extérieures quadratiques (*). Note (*) de M. CHARLES EHRESMANN 

et Mlle PAULETTE LIBERMANN, présentée par M. Élie Cartan. 

1, Sur une variété deux fois différentiable V2/l, soit û une forme différen­
tielle extérieure quadratique de rang i n en chaque point. Soit ar l'isomor-
phisme de l'espace vectoriel tangent en x sur son dual, défini par 

où X est un vecteur tangent en x et i\x la restriction de £2 à l'espace tangent 
en x. Le prolongement de <xx à l'ensemble des p-vecteurs sera encore désigné 
par OLX. Si X est un champ de p-vecteurs sur V2n, la fonction «r~> ux(X(x)} 
définit un champ de jo-vecteurs covariants, c'est-à-dire une forme différentielle 
extérieure oc(X). Inversement, à, toute forme II de degré p correspond un 
champ de p-vecteurs a- ' (II) . Posons a~1(0) = r. A toute forme II on peut 
associer une forme II*, dite forme adjointe, définie par 11*= a_1(IÏ) J Qll\n\. 
On a 

co*= co / \ il*, où co est une forme de Pfaff 

Par définition, la codifférentielle de II relativement à ù sera 

(*) Séance du 3 octobre 1949. 
(j) Cette Note fait suite à une Note antérieure (Comptes rendus, 227, 1948» p- 420-421). 

Notations : d est le symbole de differentiation extérieure, J le symbole du produit inté­
rieur (voir Bourbaki, Algèbre, Chap. Ill, Paris, Hermann, 1948). 
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On a Sail = o. On démontre les identités suivantes : 

(O 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

dù = o entraîne Sù = o ; mais où = o entraîne ¿/£2 = o seulement pour n = i . 
D'après un théorème de Lepage (2), il existe une forme àe Pfaff bien 
déterminée 6 telle que (dù— 9 f \ù ) f\ùn~2 = o et la formule ( 2 ) montre 
que 6 = oùj(n— 1). La formule (3) identifie où avec le vecteur covariant de 
courbure de ù, introduit par Lee (3). 

2. Les notions précédentes permettent de retrouver rapidement les résultats 
de Lee et de notre Note antérieure. Ainsi pour que ù admette le facteur inté­
grant X, il faut et il suffit que dÇkù) = o, c'est-à-dire dù -\- (dX/X)/\Q = o. 
Ceci est équivalent à l'ensemble des deux conditions 

et 

La condition d'existence d'un facteur intégrant pour ù est donc donnée par 
l'ensemble des deux conditions 

et 

Si n = 2 , la deuxième condition est vérifiée identiquement. Si n ^ > i , elle 
entraîne la première, car elle donne d8ù / \ ù = o. 

3. En appliquant plusieurs fois les opérateurs d et S, on obtient un ensemble 

(2) TH.-H. LEPAGE, Sur certaines congruences de formes alternées {Bull. Soc. royale 
des Sciences de Liège, 1946, P. 2i-3I). 

(S) HWA-CHUKG LEE, A kind of even-dimensional geometry and its applications to exte­
rior calculus (Am. Journal of Math., 194̂ , P. 433-438). CET ARTICLE, QUI NOUS A ÉTÉ SIGNALÉ 
PAR M. YEN CHIH-TA APRÈS LA PARUTION DE NOTRE NOTE (1), CONTIENT DÉJÀ SOUS UNE AUTRE 
FORME PLUSIEURS RÉSULTATS ÉNONCÉS PAR NOUS. 
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d'invariants de ù. Posons À = do -f- §d. Ail est de même degré que II. On a 

Si n = 2, on a AQ = o. 
Si n ̂ > i , on démontre les identités 

AO est toujours de rang inférieur à 2/1. Si SO = o, on a A£2/J=:odùf)= dù£lp = o, 
quel que soit p, et l'opérateur S ne donne pas de nouveaux invariants. Si 
BQyâ o, on obtient un ensemble d'invariants en général non nuls; par exemple, 

les formes de Pfaff SA (̂Q) et TpJ d(Qp), des invariants scalaires du 
type [(dSiiy /\ùn-p]*. A l'aide de ces invariants on pourra, dans le cas général, 
mettre £2 sous une forme canonique. 

(Extrait des Comptes rendus des séances de VAcadémie des Sciences, 
t. 229, p. 697-698, séance du 10 octobre 1949.) 

G AUTHIER-VILLARS, IMPRIMEUR-LIBRAIRE DES COMPTES RENDUS DES SÉANCES DE L'ACADÉMIE DES SCIENCES. 
134104-49 Paris. — Quai des Grands-Augustins, 55. 
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/31/ 
GÉOMÉTRIE DIFFÉRENTIELLE. —Sur les structures presque hermitiennes isotropes. 

Note (*) de M. CHARLES EHRESMAKN et M,le PAULETTE LIBERMANN, présentée 
par M. Arnaud Denjoy. 

Les structures presque hermitiennes « isotropes » sont localement équivalentes à 
une structure d'espace hermitien elliptique, hyperbolique ou linéaire, ou à une 
structure presque hermitienne sur Sfi. 

Soit V2n une variété réelle trois fois différentiable, de dimension in. Supposons 
définie sur Y2n une structure presque hermitienne (1). Localement cette structure 
est définie par n formes de Pfaff col7 ..., to/l7 à valeurs complexes, formant avec 
l'ensemble des formes conjuguées co,, . . ., con un système de formes indépen­

dantes, la forme d'Hermite étant définie par ^a = Hw/(o,­. La même structure 
peut être déterminée par n formes de Pfaff coj, où co|. = Zi/̂ ­coy, les étant des 
fonctions locales sur V2n définissant en chaque point une transformation uni­

taire 2,UijUik = Gjk. Aux n formes coj correspond en chaque point une base 
duale de l'espace tangent, appelée repère unitaire. 

On peut déterminer d'une façon unique des formes co,­y, linéaires en co,­ et co,­
et vérifiant les équations (2) : 

(O 

Les formes £2,­= £ Ay/f,­coy­/\ co* définissent la première torsion delà structure, 
les formes Г,­= SBy^to, Д сол, la seconde torsion. La courbure est définie par 
les formes Llij=d&>ij—Есо^Дсо^, qui vérifient les équations 0/y+Oy7==o? 

(A) 

(*) SÉANCE DU 19 MARS IGÔI. 
(*) C. EHRESMANN, Sur la théorie des espaces fibres (Colloque Top. alg; C. IS. R. S., 

PARIS 1947); Sur les variétés presque complexes (SÉMINAIRE BOURBAKI 1950, À PARAÎTRE 
DANS Proc. Con.gr. Intern. Math, 1900; P. LIBERMANN, Bull. Sciences, Acad. Boy. 
Belgique, 1900. 

(2) POUR LE CAS HERMITIEN (voir S. S. CHERN, Annals of Math., kl, 1946). 
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Aux formes co¡. sont associées de même les formes to,., Í2-, V,, Í2¡. : 

(3) 

Les formes de courbure s'écrivent : 
(4) avec 
On démontre que si Vune des torsions est nulle, ù{j= ZRf-/7m co//\ com. 

Un automorphisme local d'équivalence de la structure considérée est un 
automorphisme différentiable local / de V2„ qui transforme chaque repère uni­
taire en un repère unitaire. La structure sera dite isotrope au point x (resp. loca­
lement homogène) lorsqu'il existe un automorphisme d'équivalence transformant 
un repère d'origine x en un repère arbitraire d'origine x (resp. un point 
arbitraire x en un point arbitraire x' appartenant à un voisinage de x) . 

THÉORÈME 1. — Une structure hermitienne isofrope en chaque point est localement 
homogène et localement équivalente à la structure d'espace hermitien elliptique, 
hyperbolique ou linéaire ( « flot » ). 

On exprime que les AfJki, B'.ki, R'ijlm, HJ7m sont indépendants du repère en 
chaque point. On peut se borner à des transformations diagonales et à des 
transformations de la forme co'. — U¡J(ÚJ, CO';. = et to,/fe== co/t pour k ^ i , j , 
et l'on trouve 

(À et /J. réels). 

Les équations ( 2 ) entraînent que A et ¡JL sont des constantes égales (cas 
elliptique : X <^ o, cas hyperbolique : X ^> o, cas linéaire : X = o). 

On peut considérer Visotropie restreinte telle qu'un repère unitaire d'origine x 
puisse être transformé en un repère unitaire d'origine x se déduisant du 
premier par une transformation unitaire unimodulaire. 

THÉORÈME 2. — Une structure presque hermitienne isotrope d'une façon 
restreinte en chaque point est ou bien isotrope ou bien localement isomorphe à une 
structure presque hermitienne définie sur la sphère S6. 

Le même raisonnement conduit en effet aux structures isotropes déjà consi­
dérées et en plus, dans le cas n = 3, à une structure définie par des formes co¿ 
telles qu'on ait : 

(5) 
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On peut introduire de nouveaux repères unitaires de façon que p soit une 
constante réelle positive. En chaque point est alors déterminée une classe de 
repères unitaires modulo le groupe unitaire unimodulaire. A ces repères 
correspondent des formes de Pfaff cô. dépendant de 8 paramètres auxiliaires et 
vérifiant avec les formes associées colles équations (5), avec p = const., p ^> o. 
On remarque que ces équations sont les équations de structure du groupe 
simple G2 à r4 paramètres qui opère transitivement sur S6 (3). La structure 
considérée est donc localement équivalente à une structure presque hermitienne 
sur S6 admettant G2 comme groupe d'automorphismes. Ce groupe ne peut laisser 
invariante sur S6 qu'une seule structure presque complexe. Celle-ci est donc 
isomorphe à la structure presque complexe définie à l'aide des octaves de 
Cayley ( v). Comme la deuxième torsion dans les formules (5) n'est pas nulle, 
cette structure ne dérive pas d'une structure complexe. 

Sur Sc, toute structure presque hermitienne localement homogène est équivalente 
a une structure correspondant aux formules (5) avec p = consl. (3). 

(3) E. GARTAN, Thèse, PARIS, P. 116. 
(•*•) KIRCHHOFF, Comptes rendus, 225, ig47 P- 1258. 
(8) Ceci résulte du fait que tout espace localement homogène de Lie compact et simple­

ment connexe est équivalent à un espace homogène de Lie (C. Ehresmann, Enseignement 
Math., iq36, p. 822) et du fait que G2 est le seul groupe de Lie compact opérant transi­
tivement sur Ss, abstraction faite du groupe orthogonal (A. Borel, Bull. A m. Math. Soc, 
53, p. 586). 

(EXTRAIT DES Comptes rendus des séances de PAcadémie des Sciences, 
T. 232, P. 1281-1283, SÉANCE DU 28 MARS IÇ;5I.) 

GAUTHIER-VILLARS, IMPRIMEUR-LIBRAIRE DES COMPTES RENDUS DES SÉANCES DE L'ACADÉMIE DES SCIENCES • 
139661-51 Paris. — Quai des Grands-Augustins, 55. 
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/33/ 

GÉOMÉTRIE DIFFÉRENTIELLE. — Les prolongements d'une variété diffèrentiable. 
I. Calcul des jets, prolongement principal. NOTE DE M. CHARLES EHRESMANN, 

présentée PAR M. ARNAUD DENJOY. 

Cette Note fait suite à une Note (*) antérieure et résume une conférence faîte à 
l'Institut (TOberwolfach Je 19 août icpi. Le jet comme élément fondamental de la 
géométrie différentielle. Prolongements d'ordre r d'une variété difïérentiable. 
Etude des structures fibrées des prolongements. Celles-ci ne dépendent que de la 
structure fibrée du prolongement principal du premier ordre. 

Appelons automorphisme local d'ordre r de l'espace numérique r" tout 
homéomorphisme r fois continûment différentiable d'un ouvert de r" dans IV', 
partout de rang n. Soit \ r le pseudogroupe formé par ces automorphismes. 
Une structure de r-variélé sur v est définie par un atlas A de Yn sur r 
compatible (*) avec a',". si Ym et Ym sont deux /-variétés, une application f 
d'un voisinage de x€ Ym dans vm est appelée r-application au point x si, à 
l'aide de coordonnées locales admissibles au voisinage de x et de f(x), elle 
s'exprime par des fonctions ft admettant des dérivées partielles continues de 
chaque espèce jusqu'à Tordre r. Soit c/.( y,,, v„,) l'ensemble des fonctions 
pointées ( f, x), où f est une /-application au point x& v„ ; soit c r (v„, Y m) la 
réunion u C.,.( v„, v ) . deux éléments (f. x) et (g, x) de c^(v,„ Vm) sont 

QC <£= V„ 
dits de même r-classe lors que f (x ) = g ( x ) et lorsque pour les fonctions ft 

et //• correspondantes les dérivées partielles de même espèce d'ordre . rl /• ont 
la même valeur en x. 

DÉFINITION ( 2 ) . — Appelons r-jet de source x une r-classe X de C,.( V„, V M ) , 
but de X P image de x par un des éléments de X . Soit J^( V„, V M ) l'ensemble des 
r-jets de source x, Jr( Y n, Y m) la réunion J','.( V„, V m ) . Le r-jet déterminé par 

(1 ) Comptes rendus, 216, i<) 13, p. 628. Voir aussi : C. EHRESMANN, Sur la théorie des 
espaces fibres {Colloque de Topolo g le algébrique, C. A. R. S., Paris. 1947). 

(2 ) Les dé tin i lions s'appliquent aussi au cas r~ c©, au cas analytique réel ou complexe, 
ainsi qu'au cas algébrique ( Ar„ est alors à remplacer par le pseudogroupe des transformations 
birationnelîes de l'espace projectif complexe ou réel sur lui-même, f étant une application 
algébrique d'une variété algébrique sans singularités V„ dans une autre). 
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(/*, x ) €: C£.(V„, Ym) je noterajrxf\ la fonction x ->y^./, qui est définie dans un 
voisinage de x et qui se notera jr f, est le r-flot de f. 

Les éléments (/ , x ) ^ C r ÇVn, Vm) et (g, / (#))€C'"( Ym, V^) admettent le 
composé (gf, X ) G C ' ' ( Y N, Yy,). C<?£te composition entraîne par passage aux quo­
tients une loi de composition entre r-jets, une deuxième entre r-applications et 
r-jets, une troisième entre r-jets et r-applications pointées : 

frAgf) = Ufwg) Uxf) = gtixf) = Uf^g) (/, 

Le /-jet de l'application identique de Yft pointée en x ^ Y N est le r-jet neutre 
en a? ; on peut l'identifier à x. Un r-jet stable en x est un r-jet de Y n dans V„. de 
source et de but x. Un r-jet d'isotropie en x est un r-jet stable en x et inversible, 
c'est-à-dire de rang n, rang habituel en se d'un élément du r-jet (nous définirons 
aussi un rang- d'ordre k ^ l r ) . Les r-jets d'isotropie en x forment un groupe 
L^( Vw, x) , groupe d'isotropie infinitésimale en x, qui est isomorphe au groupe 
L^(R", o) que nous noterons L^. Le groupe \JA s'identifie canoniquement au 
groupe linéaire homogène Ln de R". Le groupe L£ est une extension inessen­
tielle de Lin par un groupe résoluble homéomorphe à un espace numérique. 
\fn est une extension de hrn~l par un groupe isomorphe au groupe additif Rd. 

Appelons pr-vitesse dans V„ d'origine x un r-jet de Kp dans Yn de source o 
et de but x; soit Tr(Yn) l'ensemble des pr-vitesses dans Yn. Appelons 
p'-covitesse de Y„ d'origine x un r-jet de Y„ dans R;) de source x et de but o; 
soit T'p*( Yn) l'ensemble despr-covilesses de Yn. Pourp = r = i on définit ainsi 
les vitesses et les covitesses de YN, appelées vecteurs et covecteurs. Soit Unp 
l'espace des pr-vitesses de R/! en o ou des nr-co\i\esses de R/J en o. L^ est un 
groupe d'opérateurs à gauche sur L^, à droite sur Lrpn. Soit tx la translation 
de Rn amenant x^R11 en o. L'ensemble T^(Rn) s'identifie canoniquement 
à R"xL^ par X -> (x, t x \ ) , où X est une jt^-vitesse d'origine x. T^*(R") 
s'identifie canoniquement à R"x h'p n. Appelons r-repère de Yn une ra'"-vitesse 
de rang n de Vn. L'ensemble Hr(V„) de ces r-repères est le prolongement 
principal d'ordre r de Y„. Définition analogue du r-corepère et de Hr*(Y„). 

Pour une application / de Y„ dans R^ on appelle différentielle d'ordre r 
en x s Y n la yZ-covitesse d7xf=jrx(tf{x)f), tu désignant toujours la translation 
dans Rp amenant u en o. En particulier si f est l'application identique de Rn, 
drxf se note drx. La fonction x -> drxf se note drf. Il lui correspond une appli­
cation de T'7'(Yn) dans L^7, définie par X - > ( ^ / ) X , où X est une ^-vitesse 
d'origine x. 

Soit f une r-application de Yn dans Y„. Par composition, / définit une 
application de Tr/t(Yn) dans T^(Ym), appelée prolongement de / et désignée 
encore par / . Le pseudogroupe se prolonge ainsi à T^(R'1) ou à Trp*(Rn). 
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Le prolongement de cp€=A^ s'écrit : 

L'élément ®rx de LTn. est la dérivée d'ordre r de cp en x. L'atlas A admet 
un prolongement formant un atlas de T ^ ( V „ ) sur T^(R") = R „ x L r v , 
compatible avec le prolongement de A'*. Il détermine sur T^(VN) une structure 
fibrée de symbole T;(VN, LrntP, Lrn, HR(V,T)). Pour h^W(Yn) l'application 
y -> hy est un isomorphisme de \Jn p sur une fibre de cette structure fibrée. 
L'espace fibre principal associé est H'"(V„), à groupe structural \Jn. C'est une 
extension (*) de H1(Vn), associée à l'homomorphisme canonique de hrn sur Ln. 
Le noyau de celui-ci étant homéomorphe à Rk, sa structure fibrée est déter­
minée à un isomorphisme près par celle de H1 (V„). 

DÉFINITION. — Un prolongement d'ordre r de Yn est un espace fibre associé an 
prolongement principal HR ( V;i). 

Ce qui précède démontre : 

THÉORÈME. — Les structures fibrées définies sur les prolongements d ordre r de Yn 
sont déterminées, à un isomorphisme près, par la structure fibrée du prolongement 
principal du premier ordre. 

(3) C. EHRESMANN, Les connexions infinitésimales (Colloque de Topologie, C. B. R. M., 
BRUXELLES, 1960). 

( EXTRAIT DES Comptes rendus des séances de VAcadémie des Sciences, 
T. 233, P. 598-600, SÉANCE DU 10 SEPTEMBRE IG5I.) 
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/34/ 

GÉOMÉTRIE DIFFÉRENTIELLE. — Les prolongements d'une variété différen-
tiable. IL Vespace des jets d'ordre r deY n dans Ym. Note (*) de M. CHARLES 

EHRESMAXN, présentée par M. Arnaud Denjoy. 

Cette Note fait suite à une Note antérieure Étant donné deux r-variétés V„ 
et Vm, nous allons définir trois structures fibrées sur l'espace Jr(\n, \m) des r-jets 
de Vn dans Vm : la première de base YnX V7?l; la deuxième de base V„, la troisième de 
base Vm; les fibres sont respectivement isomorphes à Lrm , T'"(Vm), TÇ*(Yn), munis 
des groupes structuraux h'n x L'm, L£, h'm. 

Pour X€Jr(V„, Vm) soit a(X) la source de X, j3(X) le but de X. a est 
l'application canonique de J'^V^, Vm) sur Yn, fi l'application canonique 
sur Vm et -y = (a, fi) l'application canonique sur Vnx Vm. 

Pour XeJr(R/J, Vn), posons àrX = Xdrx, où a? = a(X), à'x =/0(Ç1 ). 
Pour (f, X ) G Q ' ( R P , Vn), posons drxf=fdrx. La //-vitesse de V/t d'origine 
x' = fi(X) [resp. f ( x ) ] définie par drX (resp. drvf) est appelée vitesse d"ordre r 
de X (resp. f ) en x où à l'instant x. 

Pour X^Jir(Yn, RP) , la différentielle d'ordre r de X est drX = (drx')X, 
où x l = fi(X), drx'=jTx,(tx>). Si X est inversible (de rang n— p), drX€Hr*(V/I) 
est l'inverse de ^r(X™4)€ Hr( Vn); d'x est l'inverse de ârx, où ^TGR^. Rappe­
lons la notation drxf'= (d'xf)(f, x) , où ( / , x)^Cr(Yn, RP), x ' ~ f ( x ) . 

Soit X€ Jr(R'7, Rm)> -x' = a(X)? a?' = p(X). Appelons dérivée d'ordre r de X 
l'élément (drx ')Xd'x = (drX)d'x — (Kdrx')drX; c'est un élément de L^ n 
qu'on peut noter aussi d'X/d'x. Pour (/ , o?)€'Cr(Rw, Rm)? la dérivée d'ordre r 
de f en x est l'élément /.£ de L'rt >n défini par fx = (drxr)fdrx, où a?' = f ( x ) . 
On a d'xf = fxdrx, â'xf —(d'x')frx, ce qui justifie la notation frx=drxf\drx. 
Si X€Jr(R", Rm) et X'€Jr(Rm, RP) admettent le composé X'X <= J'-(R", RP), 
l'associativité de la composition des jets entraîne 

Pour (/, x)eCr(Rn, Rm) et (g, xf)eCr(Rm, RP), où x ' = f ( x ) , on a 

.(1) SÉANCE DU 24 SEPTEMBRE 1901. 
(2) Comptes rendus, 233, 1901, P. 598. 
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Jr(R", Rm) s'identifie canoniquement à R"xR'"xL/'iB par l'application 
X­+(x , x', y) où X€Jr(R", Rm), x = a (X \x '=f i (X ) , lÇ=à ­XldrxeKwi. 
Soit A^xA'ft le pseudogroupe de transformations dans R"xRm formé par 
l'ensemble des transformations (9/̂ ) : {x, x')­+(®(x), ty(x')), où 96E Â , ATm, 
(x, X ' ) g Rnx Rm tel que o(x) et '\>{x') soient définis. Le pseudogroupe Â  X Â  
se prolonge à Jr(R/l, Rm) : (9, qy) X = (/^ A) X^/^o­1) . La transforma­

tion X ­> (9, f^)X correspond dans R"x Rmx L'm n à la transformation 

V)-)-'(Î)(I), ({/(a/), fi'-v(^)-1), où cp̂ eL/,", ^çL^. 

Soient V„ et Vm deux r­variétés? A un atlas de V„ sur R", A' un atlas de Vm 
sur R". gG A est unr­isomorphisme d'un ensemble ouvert de R" sur un ensemble 
ouvert de Yn. L'ensemble des couples (g, g'), où g ^ A , g G A', forme un 
atlas A x Af de V„x Vm sur R"x R"\ La carte (g, g') admet le prolongement 
suivant formant une carte locale de 3r(Yn, Vm) sur J'"(R"7 Rm) : 

X ­ > ( y ^ ) X ( y J № ^ ) ^ A R , 7 A - € J ' X V „ , VIN), 

où XeJ''(R"? R'"), a ? = a ( X ) , xf = $(X), y = drXjdrx = (drx')Xdrx, 
hx = àxg = S'â'x€ HR(V„), hx, = gdrx€ HR(Ym). 

En identifiant J''(R", Rm) à R/?x R/nx L',* , ce prolongement de (g, g') s'écrit 
aussi : (x, x', y) hvyh~\ La carte (g*©­1, g"'̂ ­1)? ou(?? 4*) ^ ^1X^L> a^met 
le prolongement (cp(x), ^ ( ^ ' ) , j ) ­> 4r'(tr ')~17?^C? en tenant compte de 
l'égalité ds(.r)(gÇ­1) = ^C?*)­* • Aces deux cartes locales de J''(Vn, Vm) corres­

pond le changement de. carte suivant : (x, xf, y ) ­> (o(x), <b(xf), '^.^(^.r)-1)* 
Il en résulte le théorème : 

THÉORÈME l. — Sur l'espace Jr(Vrt, V,n) le prolongement de Vallas A x A' 
détermine une structure fibrée de base V„xV,H, de projections, de fibres iso­

morphes à \ f de groupe structural Lrn x L'm, admettant Hr(V„) x H''(Vm) 
comme espace fibre principal associé. 

L'élément (A, h') de FT( V„) x Hr( Vm) détermine V isomorphisme y ~> lé y h"1 
de lfm n sur une fibre de cette structure fibrée. Il faut remarquer aussi que (g, g1) 
admet le prolongement suivant formant une carte locale de Hr( V„) x H''(Vm) 
sur Yn x h'n x Ym x L'm : (x, s, x', sr) ­> (hvs, hx,s'), où s G Lrn, s1 € Lrm. 

THÉORÈME 2. — L'atlas A admet un prolongement formant un atlas de Jr( V„,\ m) 
sur y(Rrt, Ym) et déterminant sur Jr(V„, Vm) une structure fibrée de base Yn, 
de projection a, de fibres isomorphes à T̂ ( Vm), de groupe structural h'n, admet­

tant Hr(Vn) comme espace fibre principal associé. L'élément h de H'"(V7J) déter­

mine l'isomorphisme z - > zir] de T^(\',„) sur une fibre de cette structure 
fibrée, zeT*n(Ym). 
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THÉORÈME 2' . — L'atlas A' admet un prolongement formant un atlas 
de Sr ( \ in Ym) sur Jr(Vn, R'n) et déterminant surJr(Yn, Ym) une structure fibrée 
de base Vm, de projection fi, de fibres isomorphes ci T ' .* (VN) de groupe structu­
ral \j'ni, admettant H''(V,H) comme espace fibre principal associé. L'élément h' 
de H ' ( V M ) détermine V isomorphisme z' -> h' z' de T ' * ( V / ? ) sur une fibre de cette 
structure fibrée, z' € T7R;* ( V7I ) . 

Pour démontrer le théorème 2, on identifie canoniquemenl l'espace J'"(R", V„,) 
à R" x T^(Vm) par l'application X -> ( x , drX), où X6rJr(R/?? Vm), a? = a ( X ) . 
La carte £ ' € A admet le prolongement X -> {à''X) hf , équivalent à 
{x, z ) - ->zhf , z = d rX^T '^ (Y m), ~-h.v € Jr(V;o Vm), ce qui définit une carte 
locale de JR(V/T, V„,)sur R " x T ; ; ( V M ) . Le changement de carte o G A^ admet le 
prolongement (oc, z ) ~> (o {se), z (cp )̂""1 ). 

Définition. — Une section de la structure fibrée de J ' ( V „ ? V M ) de base Y„ sera 
appelée un r-flot de Yn dans VM; une section de la structure fibrée de JR(Yn, VM) 
de base Ym sera appelée un r-champ de Vn dans Vm. Un flot dont les éléments sont 
despr-covitesses sera appelée une forme différentielle Ç2) d'ordre r sur Yn. 

Dans une autre Note nous étudierons les singularités d'un flot ou d'un champ. 

(2 ) Il ne faut pas confondre cette notion avec celle de forme extérieure de degré p , qui 
s'en déduit dans le cas r = 1. 

( EXTRAIT DES Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences. 
t. 233. p. 777-779, séance du 8 octobre 1901.) 

GAUTHIER-VILLARS, IMPRIMEUR-LIBRAIRE DES COMPTES RENDUS DES SÉANCES DE L'ACADÉMIE DES SCIENCES 
140778-5 1 Paris. — Quai des Grands-Augustins, 55. 
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/35/ 
GÉOMÉTRIE DIFFÉRENTIELLE. — Les prolongements dune variété différentiable. 

III. Transitivité des prolongements. Note de M. CHARLES EHRESMAXN, pré­
sentée par M. Arnaud Denjoy. 

Cette Note fait suile à deux Notes antérieureŝ 1). La transitivité des prolongements 
est exprimée par le théorème 1. Un prolongement régulier admet une certaine 
structure infinitésimale ('2) dont le théorème 2 donne une propriété. 

Soient Vn et Ym deux /'-variétés, dont les structures sont définies par deux 
atlas A et A' sur R" et R"\ Tout r-jet X € Jr(V„, Vm ) détermine un £-jet 
y*(X)€ J^tY^, Vm), où o^lk^l r . L'application yA. de Jr(V„, Vm) sur J*(V„, Vm) 
est continue. En particulier y0 est la projection y de Jr(\~n, Ym), si l'on iden­
tifie J°(V„, Vm) À V„ X Vm, c'est-à-dire y0(X) au couple (a(X) , p(X)). 

Le prolongement À J*(R", Rm) = R"xRm x Lrm>n du pseudogroupe x A„'f' 
est un pseudogroupe de transformations / fois différentiables, en posantr= k-\-l. 
Le prolongement À J*(Yn, Ym)de i'atlas A x A'est compatible avec ce pseudo­
groupe et définit donc sur ]k(Nn, Vm) une structure fibrée l fois diffèrentiable de 
base Yn x Y,„. 

Soit fGCx(Yn, y m), X.=jxf. Le k-i\otjkf est une /-application d'un voisi­
nage de x& Yn dans JA'(Yn, Ym) dont le /-jet en.r ne dépend que de X; posons 

(X) = f r (jhf)- L'application ŷ  est un isomorphisme canonique de 
.L(Yn, ym) sur un sous-espace de .L(Ynj J*(VW, Ym)). En particulier on 

obtient ainsi un isomorphisme de T'j(Ym) sur un sous-espace de T';1(T*( Y,„)), 
de T^*(Vn) sur un sous-espace de J7(V„, T^*(Yn)); ceci permet d'identifier 

où /€C; (R" ,V„ , ) , et d-J k/x(d*f), o ù / € C ; ( V „ , R'"). On 
définit de même un isomorphisme canonique de VJn)n sur un sous-espace de 
T i ( U n), qui permet d'identifier f'x à à[.(fk), où feCr(Rn, Rm) et f la fonction 

Soit F un espace admettant L* comme groupe d'opérateurs, la loi de compo­
sition (s, y) -> sy étant continue, i '€L^, j ç F . L'homomorphisme canonique 
de L^ sur L*, composé avec (s, y) -> sy, définit aussi L£ comme groupe d'opé-

(1) Comptes rendus, 233, 1901, P. 698 ET 773. Rectificatif \ P. 699, (2); le cas algé­
brique correspond au pseudogroupe des automorphismes locaux algébriques de l'espace 
numérique réel ou complexe. 

(2) Notion qui sera définie d'une façon générale dans une Note ultérieure. 
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rateurs sur F. Soit E ( V „ , F) le prolongement d'ordre k de Y n dont les fibres 
sont isomorphes à F. Le prolongement à R" x F du pseudogroupe est 
l'ensemble des transformations 

(O 

L'atlas A de VN sur R" admet un prolongement A ( E ) formant un atlas de E 
sur Rr 'xF et compatible avec le prolongement de Ark. Nous dirons que 
E( Yn, F) est un prolongement régulier d'ordre k de V„, si l'application (s,y)-*-sy 
est / fois différentiable. Comme x -> <p* est / fois différentiable, les transfor­
mations (i) sont alors / fois différentiables et C atlas A ( E ) définit sur E une 
structure fibrée l fois différentiable de base Y n. 

THÉORÈME 1. — Si E(Ynf F ) est un prolongement régulier d'ordre k de V„, 
tout prolongement d'ordre l de E est un prolongement d'ordre r de Y n, en 
posant r = k-\- L 

Ce théorème se démontre d'abord pour le prolongement T1 ( E ) . L'atlas A 
admet un prolongement formant un atlas de T^(E) sur T ^ ( R „ x F ) compa­
tible avec le prolongement de Â  à rï'p(R" x F). En identifiant T^(RN x F) à 
T ; ( R " ) . X T i ( F ) = R « X L1,X T J ( F ) = R " X F' où F ' = L ^ x T £ ( F ) , le 
prolongement de o G A'',, ou de (i), s'écrit : 

(2) 

où .reR", //€L;i)P, YeT^(F) , Y' = g(fx( cp * )(â!r)u, Y), en désignant par g 
l'application (s, v) -> sy ainsi que son prolongement à T1 (LknxF). Posons 
z = (u> Y ) € F'. L'élément z1 = (®i:u, Y1) dépend uniquement de (9 .̂, z) et 
peut se noter yx. z. Pour i^A^ on a 'J/,',. ( 9'.. 3 ) = ( 'j/<p)x. z, où x'— o(x) . 
La transformation ( 2 ) peut alors s'écrire (x, z) (o(x) , yrt:.z). Le prolon­
gement de A définit donc sur T^(E) la structure fibrée associée au prolon­
gement principal HR(VN), de fibres isomorphes à F', 

Pour un espace fibre associé à T ( E ) , le théorème résulte des faits suivants : 

i° Un espace fibre associé à Tlp(Rnx F) est de la forme Rnx F". 
2° Étant donné deux espaces fibres 3 et S' de fibres isomorphes à F et les 

deux espaces fibres associés &i et S\ de fibres isomorphes à F1? toute représen­
tation (resp. isomorphisme) de & dans & est associée à une représentation 
(resp. isomorphisme) de 3l dans 3 \ . 

Le prolongement de A'n à Rnx F définit sur R" x F une structure locale dont 
le groupe d'isotropie infinitésimale d'ordre / au point (x, y) est isomorphe au 
sous-groupe de Lrn qui laisse invariant/. L'atlas A ( E ) détermine sur E une 
structure locale subordonnée à sa structure fibrée / fois différentiable. En ç € E 
le groupe d'isotropie infinitésimale d'ordre l de cette structure locale est iso-
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morphe à celui de R " x F au point (x, y) correspondant à E dans une carte 
locale de A ( E ) . Si L* opère transitivement dans F , ces groupes d'isotropie 
sont tous isomorphes au sous-groupe de laissant invariant j 0 € F . On en 
déduit : 

THÉORÈME 2. — Si E(V7L, F ) est un prolongement régulier d'ordre k de Vn tel 
que L* opère transitivement dans F , tout prolongement d'ordre l de E admet une 
structure fibrée subordonnée de base E dont le groupe structural est le sous-groupe 
de Lrn laissant invariant y0 € F ; ce groupe peut même être réduit à sa projection 
sur Ln (identifié à un sous-groupe de L£). 

Il en résulte, par exemple, que le prolongement principal H*( Vn) est paral-
léiisable. 

SOIT E(B, F, G, H) un espace fibre, p une relation d'équivalence dans F qui soit inva­
riante par G, K le sous-groupe de G qui laisse invariante chaque classe mod p. Par les iso-
morphismes de F sur les fibres de E, p détermine une relation d'équivalence p dans E. Si p 
est une relation d'équivalence ouverte, E/p est muni d'une structure fibrée associée 
ce E(B, F, G, H), de fibres isomorphes à F/p, de groupe structural G/K. Nous dirons que 
l'espace fibre E est une extension de l'espace fibre E/p, associée à Thomomorphisme cano­
nique de G sur G/K. 

Un prolongement d'ordre r de V„ n'est pas toujours un prolongement d'ordre / d'un pro­
longement d'ordre k de Vn, mais c'est toujours une extension cVun prolongement 
d'ordre k, associée ci Vhomomorphisme canonique de h7n sur L*. A chaque prolongement 
de \n correspond une extension de même espèce d'un espace fibre quelconque à groupe 
structural L„, remarque qui permet d'étendre à ces extensions l'étude faite dans cette série 
de Notes. 

(Extrait des Comptes rendus des séances de /'Académie des Sciences. 
T. 233, P. IO8I-IO83, séance du 5 novembre 1901.) 
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/36/ 

GÉOMÉTRIE DIFFÉRENTIELLE. — Structures loca les et structures infin itésimales. 
Note de M. CHARLES EHRESMANN, présentée par M. Arnaud Denjoy. 

Cette Note fait suite à trois Notes antérieures (*) et résume un exposé fait à la 
Réunion des Mathématiciens du Rhin Supérieur à Bàle le i5 décembre 1901. 
Relations entre la notion d'espèce de structures locales et celle de pseudogroupe de 
transformations. Définition d'une structure infinitésimale. Groupoïde et pseudo­
groupe associés à une structure infinitésimale. Pseudogroupe de Lie. 

L Une espèce de structures locales est une espèce ( 2 ) de structures (a) pour 
laquelle il existe une loi d'induction, c'est-à-dire une loi qui associe à toute 
structure £ d'espèce (a), donnée sur un ensemble E, un ensemble <1> de parties 
de E et qui détermine sur tout ensemble une structure d'espèce (a) 
appelée structure induite par 55 sur U, l'ensemble U muni de cette structure 
induite étant appelé sous-espace distingué de E, de telle façon que les conditions 
suivantes soient satisfaites : 

i° <ï» est l'ensemble des ensembles ouverts d'une topologie sur E. On dira 
que 6 est une structure locale par rapport à cette topologie» 

20 Transitante des structures induites ; Si U est 110 sous-espace distingué de E, 
les sous-espaces distingués de U sont les sous-espaces distingués de E qui sont 
contenus dans U. 

3° Si M est la réunion d'une famille d'ensembles M; dont chacun est muni 
d'une structure d'espèce (a) telle que M, et My de la famille admettent M,n Mj 
comme sous-espace distingué à structure induite bien déterminée, il existe 
sur M une structure d'espèce (a) bien déterminée telle que chaque M,- soit 
sous-espace distingué de M. 

L'ensemble des automorphismes locaux de E, c'est-à-dire des isomorphismes 
d'un sous-espace distingué sur un sous-espace distingué, est un pseudogroupe 
de transformations F. Inversement, étant donné un pseudogroupe de transfor-

(1) Comptes rendus, 233, 1901, P. 098, 777 ET 1081. 
( 2 ) N. Bourbaki, Théorie des Ensembles (FASCICULE DE RÉSULTATS), PARIS, (HERMANN). 
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mations F' sur B, les structures définies (3) sur un ensemble quelconque E' par 
un atlas complet de E' sur B compatible avec F' forment une espèce de struc­
tures locales dite associée à F1. En particulier F' définit sur B une structure de 
cette espèce, dont le pseudogroupe des automorphismes locaux est F'. 

Un atlas de E' sur E compatible avec F détermine sur E' d'une part, 
d'après 3°, une structure d'espèce (a) localement isomorphe à celle deE, d'autre 
part une structure de l'espèce associée à F {infrastructure de la première). 

L'ensemble des automorphismes locaux de E qui laissent invariant un point x est un 
sous-pseudogroupe T.r. Deux éléments s et s' de Tr seront dits de même classe en x lorsqu'ils 
admettent une restriction commune .ç"€l.r- Par passage au quotient on déduit de Tx un 
groupe appelé groupe d'isotropie locale en x. 

11. Une structure infinitésimale sur V„ est définie par la donnée d'une struc­
ture de r-variété sur V„, complétée par une suite d'opérations du type suivant : 
formation d'un prolongement, donnée d'une section ou d'une variété extraite (f) 
d'un prolongement, donnée d'une extension d'espace fibre. Une section d'un 
prolongement d'ordre r de V„ définira une structure infinitésimale pure d'ordre r, 
notion équivalente à celle d'objet différentiel pur (5). 

En particulier, appelons structure infinitésimale régulière d'ordre r une struc­
ture fibrée subordonnée (3) à la structure fibrée du prolongement princi­
pal Hr(Vn), c'est-à-dire définie par un sous-espace fibre H(Vn)de Hr(V„), à 
groupe structural G, sous-groupe de hrfì, la fibre H7. étant un ensemble hG de 
repères d'ordre r. Dans un voisinage U de x e Y „ la structure peut être définie 
par un champ de repères d'ordre r : x -> hxt ou par la forme différentielle co 
d'ordre r définie par x -v h~f, telle que H.r=/i.rG ou H*=GA~1 ; ou encore 
par la forme différentielle gt sur G x U définie par {s, x ) -> sh~xx. 

Le problème d'équivalence locale de ces structures n'est autre que le problème 
d'équivalence de E. Cartan (6) dans le cas r = i, et il s'y ramène aussi pour r 
quelconque en utilisant les propriétés de transilivité des prolongements. Le 
problème d'existence global conduit à des « obstacles ». 

Une structure infinitésimale d'ordre r sur Vn est aussi une structure locale 
par rapport à la topologie de Vn. Soit F le pseudogroupe de ses automorphismes 

(3) C. Ehrrsmann, Colloque de Topologie alg., C. N. R. S., Paris, 1947. 
(4) Appelons variété extraite dune variété E un sous-ensemble A tel que pour tout xÇ. A il 

existe un voisinage W dans E et une /'-application f de W dans R/' telle que A n W = f~x{o)* 
OÙ k ^ O. 

(5) ST. GOLAB, Ann. Soc. Poi. Math., 1946, P. 7. 
(6) Selecta, PARIS, 1989, P. II3. 
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locaux (r fois diflérenliables). Soit J ' \F) le sous-ensemble de J'(Vn, V„ ) 
formé par l'ensemble des jets /̂ .9 correspondant à tous les f€zF. 3r(T) est le 
groupoïde associé à T. Si F est l'ensemble de toutes les solutions (7) de J7\F), 
nous dirons que F est un pseudogroupe complet d'ordre r. 

A toute structure infinitésimale pure d'ordre r sur V„, définie par une section a 
d'un prolongement E(Vn), correspond un groupoïde ïï extrait de Jr(V/l? V„); 
c'est l'ensemble des X € Jr(V„, V„) qui sont inversibles et tels que\a(x)=a(xf), 
où (x, x') est la projection canonique de X sur V„x V„; pour un élément z 
de E se projetant sur x, le composé Xs est hf(h~lz) en posant \ = hfhri, 
où h, A'€Hr(V/l). Le pseudogroupe F des automorphismes locaux d'une telle 
structure est complet, car c'est l'ensemble des solutions de II; on a J ' ( r ) c ï ï . 
Si H est transitif, c'est-à-dire se projette sur tout l'espace V„x Vn, la structure 
infinitésimale correspondante est régulière. En effet, soit Iï0 l'ensemble des X^H 
ayant pour source a?0 €S Vn et soit h0 un repère d'ordre r en x0. U0h0 définit 
alors une structure subordonnée à Hr(V„), dont le groupe structurai est iso­
morphe au sous-groupe de II se projetant sur (x0, x0). 

Un pseudogroupe F complet d'ordre r pourra s'appeler pseudogroupe de Lie 
(groupe « fini » ou « infini » dans la terminologie de Lie) lorsque Jr(F) est un 
groupoïde (qu'on supposera en général analytique) extrait de Jr( V„, V„). Tout 
pseudogroupe de Lie F est le groupe des automorphismes locaux d'une structure 
infinitésimale (régulière, si F est transitif). 

(7) A une partie & de Jr(Vn, Vm) correspond localement un système d'équations aux 
dérivées partielles; une solution de <I> est une r-appticalion cp dont les jets j'xy appar­
tiennent à 

(Extrait des Comptes rendus des séances de TAcadémie des Sciences. 
T. 2347 P. 587-589, séance du 4 février 1952.) 
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/37/ 
GÉOMÉTRIE DIFFÉRENTIELLE. — Les prolongements d'une variété differentiable. 

IV. Eléments de contact et éléments d'enveloppe. Note (*) de iM. CHARLES 

EHRESMANX, présentée par M. Arnaud Denjoy. 

Cette Note fait suite à quatre Notes antérieures (1). Groupoïde associé à un espace 
fibre, classes d'intransitivité, applications covariantes. Ces notions, que nous mettrons 
à la base de la théorie des covariants différentiels d'une structure infinitésimale, sont 
appliquées pour définir les éléments de contact et les enveloppes d'ordre r et pour 
indiquer la structure des espaces formés par ces éléments. 

1. Soit E(B? F, G, H) un espace fibre à groupe structural topologique G, 
appelons groupoïde associé le groupoïde II = HH 1 des isomorphismes d'une 
fibre sur une fibre. 11 est muni d'une structure fibrée de base B x B; de fibre G, 
de groupe structural G x G opérant sur G de la manière suivante : 
(s'y s) t = s'ts~l, où s, s', t ^ G . Soientp la projection de E sur B,jo la projection 
de H sur B, a et [3 les projections de II sur B définies par a (A' h 1 ) = p ( h ) , 
fi(h'h ~{)= P(hf)> où h, h' € H. il est un groupoïde a" opérateurs pour E : le com­
posé 0* de 8 € II et 2 €E E est défini lorsque p( z) = a(6) ; alors p((jz) = ¡3(6). 
On a (^(ôs) =(ô/8)2 lorsque l'un de ces composés est défini. Les éléments 
neutres à gauche et à droite de II sont les automorphismes identiques des 
fibres. 

Appelons classe d' intransïtivité de z ^ E relativement à II l'ensemble des 
composés 0z, où 6€ÏL Deux points z&E et j € ï F seront dits équivalents lors­
qu'il existe h ^ l l tel que z — hy. La classe d'intransitivité de z est l'ensemble 
des points équivalents à un point/ € F. L'ensemble des points de F équivalents 
à z est une classe d'intransitivité de F relativement à G. 

Un sous-espace E7 de E sera dit invariant (par II) lorsqu'il est réunion de 
classes d'intransitivité. E' est alors l'ensemble des points équivalents à un point 
quelconque d'un sous-espace F; de F, invariant par G; il est muni d'une 
structure fibrée E'[B, F', G/N; H/N] où N est le sous-groupe de G qui laisse 
invariant chaque point de F'. 

(*) Séance du 2.5 février 190.2. 
(') Comptes rendus, 233, 1901, p. 698, et 10S1 ; 23V, 1952, p. 087. 
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Soit z une représentation de G sur un groupe d'automorphismes G d'un 
espace F et soit Eî B, F, G, II) l'espace fibre associé à E(B, F, G, H) par <p. 
Désignons aussi par z la représentation associée de H sur H, ainsi que celle 
de II sur 11, définie par o ( h ' h — &(h')cp(h)~i, où h, h ^ H . Une appli­
cation 'l de E dans E sera appelée application covariante (resp. invariante si G 
est réduit à l'élément neutre) lorsque d>0 = a?(6)v|> quel que soit 6€II. L'applica­
tion covariante i se projette sur l'application identique de B; il lui correspond 
une application covariante d»0 de F dans F, c'est-à-dire telle que '̂ 0*— 9(<0̂ o> 
où .f€G. Une classe d'intransitivité est appliquée par q> sur une classe d'intran-
sitivité. Soit o la relation d'équivalence dans F associée à 6,, et p la relation 
d'équivalence dans E associée à d» et supposons que p soit une relation d'équi­
valence ouverte. Alors A admet la décomposition canonique d» = /̂/vp,? où est 
l'application covariante canonique de E sur E/p, qui est muni (l) d'une 
structure fibrée associée E/p [B, F/c, G/K, H/K], K étant le noyau de 9; 
y" est un isomorphisme de E/p sur un sous-espace invariant de E. Pour que les 
classes mod p sur E soient les fibres d'une structure fibrée dont le pseudogroupe des 
automorp/iismes locaux comprenne les automorphismes locaux de la struc­
ture EiJ3? F, G, H), il faut et il suffît que les classes mod p sur F soient les fibres 
d* une structure fibrée invariante par G (condition vérifiée en particulier 
lorsque G est un groupe de Lie transitif dans F et qu'une classe mod p est 
fermée). 

2. Considérons deux /-variétés Y„ et Vm. Soit IF(V„) le groupoïde associé 
à Hr(V„); c'est l'ensemble des éléments inversibles de Jr(Y„r Vn). Consi­
dérons J'"(V„, Vm) muni de sa structure fibrée (4) de base Y„x Y n, de fibres 
isomorphes à L/,v; de groupe structural L^x hrn1 associée à l'espace fibre prin­
cipal Hr(V„)xHr(Vm). Son groupoïde associé est IF(Vw) x IP(Vm). La 
classe d'intransitivité de 3 6SJ/'(V/Î, \m) est l'ensemble des éléments h'yhr*, 
où /?,€ Hr(V„), • A'Ç H''(Vm), y étant un élément de Ermn équivalent à z. 
Appelons éléments d*équivalence de y et de z les classes d'intransitivité de y 
etde^. 

Considérons aussi sur Jr(V„, Vm) la structure fibrée de base V„, de fibres 
isomorphes à T'X Ym) de groupe structural h'n, associée à Hr(V„). Le composé 
de s^h'n et Y€=T^(Ym) est Yr! . Le groupoïde associé estIT'(V„), le composé 
de ^€L(Y/0 Vm) et G€-ïïr(V„) étant zh~l. La classe d'intransitivité de z, 
relativement à IIr(Vw), correspond dans T^(Vm)à la classe YL'̂ , où Y = zh. 
Cette classe YL'j est appelée élément de contact de Y ou de z ; nous dirons aussi 
que c'est un n'-élément de contact dans Vm. 

En considérant sur T'n(Y/n) sa structure fibrée de base Vm, de fibres iso­
morphes à \Jm „ de groupe structural L'm, la relation d'équivalence Y r̂ > Ys * cor­
respond dans à la relation d'équivalencey^ys~l, qui est invariante par h'm. 
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Soit Vrmn l'espace quotient de par cette relation d'équivalence; c'est 
l'espace des /ir-éléments de contact d'origine O dans Rm. Cet espace, sur 
lequel opère L ,̂ n'est pas séparé, mais chacune de ses classes d'intransitivité 
est un espace homogène de Lie. L'espace P^(Vm) des nr-éléments de contact 
de Y m est le prolongement d'ordre r de Vm, de fibres isomorphes ci P'n . L'appli­
cation Y->YL'n est une application covariante <J/ de T (̂Vm) sur P .̂(V;n). L'image 
réciproque par Ar d'une classe d'intransitivité de P (̂V;„) est munie d'une struc­
ture fibrée associée à cette projection. Pour kxlr, les classes d'intransitivité 
de P(Vm) sont des prolongements réguliers (*) de Yn et l'application canonique '\k 
de T*(Vm) sur P*(Vm) se réduit pour chacune d'elles à une /-application, 
où k -t- / = r. Si/est une r-application de Ydans Vm, le couple ( / , Y/(N) s'appelle 
r-variété plongée dans Ym, f(Yn) son support, YUxf) son élément de contact 
d'ordre k en x. L'application de Y n dans P*( Vm) définit le prolongement 
d'ordre k de la variété plongée. Si l'élément d'équivalence de jkxf est fixe, ce 
prolongement sera une l-varié té plongée dans une classe d'intransitivité de Vrn (Vm) ; 
r élément de contact (./*•/*) s'identifie canoniquement à l'élément de contact 
d'ordre l en x du prolongement 4** (./*/')• 

En considérant de même sur Jr(Vn, Vm) la structure fibrée de base Vm, on 
définit l'élément d'enveloppe de Z€ Jr(Vn, Ym) ou d'un élément équivalent Z 
de T̂ *( Vn); c'est la classe L'nZ, que nous appellerons aussi mr-élément d'enve­
loppe dans Yn. L'ensemble P'*(Yn) de ces éléments est le prolongement 
d'ordre rde Vnde fibres isomorphes à P̂ *„, ensemble des classes \Jmy (élément 
d'enveloppe de y € L^,,). 

(Extrait des Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences. 
t. 23k, p. JO28-IO3O, séance du 3 mars IG52.) 
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/ 3 8 / 

GÉOMÉTRIE DIFFÉRENTIELLE. — Les prolongements d'une variété différentiable. 
V. Covariants différentiels et prolongements d'une structure infinitésimale. Note 
de M. CHARLES EHRESMANN, présentée par M. Arnaud Denjoy. 

Cette Note lait suite à cinq Noies (*) antérieures. Définition de la notion de 
covariant différentiel par rapport à une structure infinitésimale pure. Prolonge­
ments d'une structure infinitésimale. Les prolongements successifs d'une connexion 
alfine sont des connexions affines générales d'ordre r. 

1. Soit Y„ une /-variété, Hr(V/A) son prolongement principal d'ordre r, 
IIr(V„) le groupoide associé. Considérons deux prolongements E et E de Y,t 
d'ordres k et X~, où k Xlr, kx l r . .llr(\/l) est un groupoide d'opérateurs 
sur E el E. Soif 'b une application covariante de E dans E. c'est-à-dire = ô ?̂ 
où 0^ ITr( \ ,/). Nous dirons que 'b(z) est un covariant différentiel de z ^ E . 
A ! correspond une application covariante d0 de F dans F, fibres types de E 
et E : ty0s = sty0, où sGlf. 

Soit 6 une structure infinitésimale pure définie par une section cr de E. 
Si z — i ( x ) , où x ^ \ n . l'élément 'b(z) est un covariant différentiel de 6 au 
point x \ la section bo de E est un covariant différentiel de 6. 

Supposons que cr soit / fois différentiable, où /* + /== r. Soit v \ x ) l'élément 
de contact de j1 xn. Nous dirons que or', prolongement d'ordre / de la section <j, 
définit le prolongement 6 d'ordre / de 6. £V est une structure infinitésimale 
pure d'ordre k -f- / et ses covariants différentiels seront encore appelés 
covariants différentiels de 6. 

Si (/ , Xfj) est une /--variété plongée dans V„, ses covariants différentiels sont 
ceux de ses éléments de contact. 

u2. A la structure infinitésimale pure 53 est associé un groupoide 11(6), 
groupoide des autornorphismes infinitésimaux de 6. C'est un sous-groupe de 
1F( V„) et ses solutions sont les autornorphismes locaux de .6. Une application 
covariante par rapport à .6 est définie par la condition d»9 = 6'̂ , où 0£ ll( 5 ) , 

(*) Comptes rendus, 233, 1901, p. 5o,8, 777 et 1081 ; 234, 1902, p. 587 et 1028. 
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d étant une application d'un prolongement d'ordre ¿4 de \ n dans un prolonge­
ment d'ordre k2; kx^lk, k2¿lk. Si S» est / fois différentiable, considérons le 
prolongement £*' d'ordre / de 6 et le groupoïde associé IT()57). Les applications 
covariantes par rapport à £%' sont encore dites covariantes par rapport à 6 et 
l'on a ainsi la notion de covariant différentiel d'ordre ^ £ + /par rapport à t í . 

On a surtout considéré les applications covariantes dans un prolongement 
tensoriel de V„ (prolongement du premier ordre associé à une représentation 
linéaire de L';). 

Soit 6 une structure infinitésimale régulière d'ordre k sur Y,,. Elle correspond 
à un sous-espace libré H( V„) de H/f( Y„), à groupe structural G, sous-groupe 
de L*. Un espace libré E associé à H( Y„), correspondant à une représentation 9 
de G sur un groupe d'automorphismes de F, sera appelé prolongement de Y„ 
relativement à 6. Pour que E soit aussi un prolongement relativement à la 
structure de /-variélé de Y„, il faut et il suffit que 9 se prolonge à L*. La notion 
d'application covariante relativement à 6 est définie pour les prolongements 
relativement à .6. 

3. Le groupoïde 1F(V„) est muni d'une structure de /-variété, où r = k-\- l. 
Les trois structures librees sur IF(V„), correspondant à la projection y sur 
V „ X V„ et aux deux projections a et 3 sur Y,„ sont / fois différentiables. SoitE 
un prolongement régulier d'ordre k de Y„, p la projection de E sur \n . La loi 
de composition (0, s ) - > ô s , où 0 ^ IT/r( V/¿) e t¿€iE, se prolonge à l'ensemble 
des couples (®, Z), où 0 € T',[H*( V,t)'| et Z e T',(E) tels quepZ=y&. 

Si G est un groupe de Lie opérant d'une manière r-fois diffèrentiable sur F, 
T*(G) est un groupe opérant d'une manière l-fois différentiable sur T*(F). Le 
groupe Tkp(G) est l fois différentiable et, en général, c'est une extension non 
triviale de G. 

En particulier, posons Vf = T ^ L ^ L ^ 1 ] =Lln = Ln. Le groupe h'n est 
canoniquement isomorphe à un sous-groupe de L1/1. Posons aussi L*'' = T^(Lj). 

En supposant l±^k, soit TP-^V,,) l'ensemble des J^V,,, IP'^Y,,)] tels 
que aX soit le /-jet neutre de Y,, et que 3X soit le /-jet canoniquement déduit 
du ¿-jet but de X. JP''( V„) est un groupoïde qui opère sur T^(E). 

Soit HA/(Y„) l'ensemble des Y € T[\ rF( Y„) | tels que la projection de Y 
sur Y/¿ soit la ^-vitesse canoniquement déduite de la /iA-vitesse origine de Y. 
Hr(V„) s'identifie canoniquement à un sous-espace de rP^Y^) , qui est l'espace 
fibre principal associé à Hr(V„) par élargissement de Lrn à L*7. Le groupoïde 
associé à H*>Z(V„) est IP>'(Y„). 

Appelons connexion affine spéciale d'ordre k une connexion infinitésimale 
dans H*(Y„). C'est une structure infinitésimale régulière d'ordre /•-j-1 
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définie (2) par un certain champ C de n{-éléments de contact dans i.J./r(V„). 
Le prolongement d'ordre i de cette structure est une connexion infinitésimale 
dans H (Vn). Appelons connexion affine générale d ordre r une connexion 
infinitésimale dans H[rl(V„), espace fibre principal associé à rIr(V„) par élar­
gissement de h'n à.LJ,'"1. Par des prolongements successifs d'une connexion affine 
spéciale on obtient une connexion affine générale d'ordre r; de cette façon on 
n'obtient pas toutes les connexions de ce type. 

(1) Voir la définition précise dans : C. Eiirksmann, Les connexions infinitésimales {Col­
loque Topologie, Bruxelles, 5-8 juin 1900). 

Une étude générale des connexions infinitésimales d'ordre r sera faite dans un autre 
article. 

(EXTRAIT DES Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, 
T. 234, P. 1424-1425, séance du 31 mars 1902.) 

GAUTHlER-VlLLARS. IMPRIMEUR LIBRAIRE DES COMPTES RENDUS DES SEANCES DE L'ACADEMIE DES SCENCES. 
141983-52 PARIS. — Quai des grands-augustins, 55. 
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/41/ 
GÉOMÉTRIE DIFFERENTlELLE. — Extension du calcul des jets aux jets non 

holonomes. Note de M. CHARLES EHRESMANN, présentée par M. Arnaud 
Denjoy. 

Cette Note fait suite à six Notes antérieures (*). Définition des jets non holonomes 
et semi-holonomes. Prolongements d'un « système différentiel général ». Composition 
de jets non holonomes. Prolongements « parfaits » d'une variété différentiable. 

Soient Yn et Vm deux variétés de classe ^ r. Si r — k -j- /, la variété J*(VW, Vm) 
des jets d'ordre k de V„ dans Y,n est de classe ^ / ainsi que les projections a 
et ¡3 [où a(X) désigne la source du jet X, p(X) son but]. Soit r> un relèvement 
local de classe l de Yn dans J*(Yn, Vm); c'est-à-dire a n est l'application iden­
tique d'un ouvert de Yn. Le jcty^c sera appelé jet non holonome de Vndans Vm. 
L'ensemble de ces jets forme une sous-variété TX'J*(YW, Vm) de «?'(Vn, JkÇVn, Ym)). 
La variété Jr(Yn, Vm) s'identifie canoniquement à une sous-variété de 
nl(Jk(Ynj Vm), en identifiant jrKf à fx(jkf), où jkf désigne le relèvement 
local x -> jf*/d'une application f de Vn dans Vm. 

On peut identifier rJ Jk(Yn9 Vm) à la variété des éléments de contact de 
dimension n et d'ordre / de Jk(Yn, Vm) qui se projettent régulièrement sur Yn. 
Alors Jr(Yn, Vm) s'identifie à une sous-variété d'éléments de contact d'ordre / 
de Jk(Yn, Vm), c'est-à-dire à un « système de Pfaff généralisé » dont les variétés 
intégrales sont les applications multiformes de classe r de Yn dans Vm. Si 
k== r— i, ce système est défini localement par un système de Pfaff ordinaire. 

Soit <I> un espace extrait de Jk(Yn, Ym), c'est-à-dire un ouvert séparé de 
l'espace des germes de sous-espaces de Jk(Yn, Vm); on peut le considérer 
comme un « système différentiel général ». Les /-jets des relèvements locaux 
de V„ dans (ï> forment le prolongement non holonome rJ&. C'est un espace 
extrait de rJjk(Yn7 Vm) ; son sous-espace extrait de Jr(Yn, Vm) est le prolonge­
ment holonome <î>1 de <ï>. Par récurrence on définit le prolongement non holo­
nome général 3>' en posant <Ï>H = <I>, <t>'== TC1 <J>/_1. On peut identifier à un 
sous- espace de <î>'. 

(*) Comptes rendus, 233, ig5i, p. 098, 777, 1081 ; 23k, 1952, p. 087, 1028, i424; Voir 
également : Les prolongements d'une variété différentiable (Atti del IV Congresso U. M. I. 
Taormina 1901 ). Introduction à la théorie des structures infinitésimales et des pseudogroupes 
de Lie (Colloque International de géométrie différentielle de Strasbourg, C. N. R. S. ig53). 
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En partant de <I> = J/4( Y„, Vm) on obtient ainsi J''(Vn, Vm), espace des jets 
non holonomes généraux d'ordre r de Vn dans V,„. L'espace Jr(V„, Ym) s'iden­
tifie à un sous-espace de Jr(Yn, V/w). On définit encore la projection canonique 
y71 de Ôr(Vn, Vm) sur J*(V„, V,,,), admettant pour restriction la projection 
canonique de Jr(Yn, Vm) sur J*(Vn, Vm). De même on définit les projections 
y. et 3 (source et but) de Jr(Y,„ V,„) sur Vw et Vm. 

Si <ï> est un espace extrait de ôk(Yn, VM), soit TXJ*I> le sous-espace de n1® 
formé par l'ensemble des éléments jl<j, où G est un relèvement local de Yn 
dans $ vérifiant la condition supplémentaire j¿.(jk~l ° G) = <j(a?). Par récur­
rence on définit encore le prolongement <î>;i? en posant <ï>"— 4>, <i>¿ = ~ñl «fe1'-1. 
En partant de <I> = ¿^(Y^ V,„) on obtient ainsi l'espace ôr(Yn, Vm) dont les 
éléments seront appelés jets semi-holonomes d'ordre rde Vn dans Vm. 3rÇVn, Vm) 
est un sous-espace de Jr(Yny Vm); il contient ¿fr(Yn, Vm) et il est appliqué par 
y* sur J*(V^Vm)- Un élément de 3r(Yn, Ym) sera aussi appelé jet holonome. 
Si <I> est un espace extrait de J*(Vn, Vm), on obtient le prolongement semi-
holonome <J>¿ qui sera extrait de Ôr(Yn> Vm). 

La loi de composition entre jets holonomes s'étend aux jets non holonomes. 
Soit une troisième variété de classe Soit G un relèvement local de 
classe / de V„ dans 3,{(Yn, Yw); soit a' un relèvement local de classe / de Ym 
dans Jk(Vm, Yp). Posons \ = j l x u et X/=jLD„GF en supposant x'— (ï(a(a?)). 
L'application u-> G\U!) G(U), OÙ U' = ^ (G(U))} est un relèvement local G" de 
classe / de V„ dans J*(Yn, Yp). Le jet J1XG" ne dépend que de X et de X' et nous 
pouvons poser X'X=jLRG". Cette loi de composition permet de définir par 
récurrence une loi de composition (X',X)->X'X, où X € 3r(Yn, Vm), 
X'€<5'(Ym. p(X) = a(X'), X'X€3r(V„, Yp). Le composé de deux jets 
semi-holonomes est semi-holonome. Par restriction aux jets holonomes, on 
retrouve la loi de composition entre jets holonomes. 

Un jet semi-holonome X^âr(Yn, W„) est inversible si le jet du premier 
ordre j l(X) est inversible. L'ensemble des éléments inversibles de Ôr(Yn, Yn) 
forme un groupoide n''(Y,,), prolongement semi-holonome du groupoide IT (Yrt). 
Les éléments inversibles de source et de but x^YN forment un groupe L^(Vn), 
isomorphe au groupe Lrn = L„(R"), qui contient l/n comme sous-groupe. 

Le prolongement semi-holonome d'un sous-groupoïde <ï> de IP(Y„) est un 
sous-groupoïde $r"~d de fF(Y/l). En particulier soit <E> le groupoide associé à 
une structure infinitésimale régulière de groupe G c L „ sur Yn (appelée aussi 
G-structure). Par prolongement semi-holonome il lui correspond un sous-
groupoïde 4>rl de rS(Yn) et un sous-groupe de Lj.(Yn). A la G-structure inte­
grable triviale sur IV correspond ainsi un sous-groupe Gr_4 deL^; c'est une 
extension du groupe G. 
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Un élément de ^ (R^ , Vn) de source O et de but x sera appelé vitesse semi-
holonome d'ordre r et d'origine x. Soit T£(Vn) l'ensemble de ces vitesses semi-
holonomes. On définit de même l'espace T£*(Vn) des covitesses semi-holo-
nomes. Un élément inversible de T'n(V„) ou de Tj*(Vn) sera appelé repère ou 
corepère semi-holonome. L'espace Hr(V„) des repères semi-holonomes de Vn 
est un prolongement d'ordre r de V„, c'est-à-dire un espace fibre associé 
à Hr(V„), espace des repères d'ordre r. De plus H'(Y„) est un espace fibre 
principal de fibre hrn. L'espace T£( Vn), ainsi que T£*(Vn), est aussi un prolon­
gement d'ordre r de Vn; mais de plus c'est un espace fibre associé à l'espace 
fibre principal Hr(V„). Appelons prolongement parfait tout espace fibre associé 
à Hr(V„). Pour qu'un prolongement ordinaire soit parfait, il faut et il suffit 
que la loi de composition (s,y)-+ sy, où s €• Lrn et y € F (fibre du prolongement), 
s'étende à hrn. Si E0? E1? . . ., Er est une suite d'espaces telle que E0 = VJl 
et E / = prolongement du premier ordre de E,_1? l'espace Er est un prolonge­
ment parfait d'ordre r de V„. 

(Extrait des Comptes rendus des séances de r Académie des Sciences, 
T. 239, P. 1762-1764, séance du 20 décembre 1954.) 
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/ 4 3 / 

Cette Note fait suite à une Note antérieure Représentant tensoriei d'un jet semi-
holonome de dans R'". Prolongements non hoionomes et semi-holonomes d'une 
loi de composition. Prolongements généralisés d'une variété. Transitivité des 
prolongements. 

GÉOMÉTRIE DIFFÉRENTIELLE. — Applications de la notion de jet non holonome. 

Note de M. CHARLES ËHRESMANN, présentée par M. Arnaud Denjoy. 

I. Représentant tensoriei d'un jet semi-holonome. — Soit \fm.n l'espace des jets 
semi-holonomes d'ordre r de R" dans R"', de source O et de but O. Tout 
élément v de L'm n admet un représentant tensoriei : 

avec la convention habituelle de sommation par rapport aux indices jh, 
qui prennent les valeurs entières de i à n, tandis que i prend les valeurs de i 
à m. Par récurrence on voit qu'un relèvement ? d'un voisinage de o^R" 
dans J,'~1(R/', R"5) correspond à une suite de fonctions numériques 
(u1, u'j, uljih jr () définies au voisinage de O. On a y == j[a lorsque a 
vérifie pour x = o les conditions 

Les coefficients alhjt jh forment un système de coordonnées canoniques 
dans L'mrr Si ces coordonnées sont symétriques par rapport aux indices 
inférieurs, le jet v est holonome. Le représentant tensoriei de jky s'obtient en 
supprimant les termes de degré ^> k. Soit y' çhrPi/ll. Pour r = z7 le représentant 
tensoriei de y'y^h'p >n s'obtient par substitution du représentant tensoriei de y 
dans celui de y' et par suppression des termes de degré ^> 2. Cette règle n'est 
plus valable pour r^>2. Elle est cependant valable pour r quelconque lors­
que y ou y' est le jet d'ordre r d'une application linéaire. Ainsi le groupe Lm x L„ 
est un groupe d'opérateurs linéaires sur L'mn. Ce groupe laisse invariante la 

(M Comptes rendus, *239. icp'j, p. 1764. 
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décomposition de L'„£>„ en somme directe des sous-espaces M^„, en désignant 
par Mkm>n l'ensemble desy^hrm n dont les coordonnées sont nulles à l'exception 
des aLkJt h. L'espace n s'identifie à l'espace des applications linéaires de Rn 
dans Mkm-„\ c'est-à-dire à Rm(g)(R/i)*(g). . .(g)(R")% où il y a k facteurs iden­
tiques à (Rn)*, espace dual de R". Si rn = n, M*>/t est un espace de tenseurs 
sur R" et h„ opère sur l/n>„ comme sur la somme directe des espaces de 
tenseurs M^„. Soit M* le noyau de l'homomorphisme f~i de L* sur L*-1; le 
représentant tensoriei d'un élément de MJ est 

On peut aussi identifier M*<n à l'algèbre de Lie de M*. 
Remarquons que les coordonnées canoniques de y'y sont des fonctions poly­

nômes par rapport aux coordonnées canoniques de y et de y'. Donc les 
coordonnées canoniques définissent sur hrm une structure analytique réelle 
invariante par Lrm x Lrn. L'espace Lrm n muni de cette structure analytique est la 
fibre type des prolongements Trn(Vm) et Jr( V,„ Vm), de base V,„ et V„ x Vm. 
De même \/n est un groupe analytique, qui est la fibre type de Hr(V,t). 

2. Prolonge nie nts d'une loi de composition (2). — Soit cp une loi de composi­
tion (zf, z) -> z'z, de classe r, où z & E , * '€E ' , Z ' Z G E . Soit V;, une variété de 
classe r et soit ZeJr(Yp, E), Z ' € J r ( V „ E'), a(Z) = a(Z'), z = fi(Z), 
z '= fin1). Alors (Z', Z ) € ^ ( V , , E' x E). En posant 

on définit UJI prolongement non holonome d'ordre r de la loi de composition cp. 
On a a(Z ' .Z) = a(Z) . Par restriction aux jets semi-holonomes, on obtient un 
prolongement semi-holonome de cp ; car le composé Z'.Z de deux jets semi-
holonomes est semi-holonome. Le prolongement d'une loi de composition 
associative est associatif. Si cp est défini seulement sur une partie M de E ' x E , 
son prolongement est défini pour les couples (Zf ,Z)e Ôr(V p, M). Si G est un 
groupe de Lie, T'p(G) est un groupe de Lie, extension inessentielle de G. Si G 
opère sur V„, Tp(G) opère sur Tp(Yn). 

3. Prolongements généralisés dune variété V„. — Yn étant de classe soit 
<t> un sous-groupoïde de îïr(V)n). Appelons prolongement de Yn relatif ci <ï> une 

(-) Les prolongements holonomes sont définis dans : Géométrie différentielle (Colloque 
Int. C. N. B. S., iy53, p. 108). 
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variété E munie d'une projection p sur V„ et admettant <J> comme groupoïde 
d'opérateurs; c'est-à-dire on a une loi de composition (0, z)-> ftz, où 8€^p, 
sCiE, 6^€E , telle que GYÔs) — (0'0)s et ez = z, si ces composés sont définis 
et si e est une unité de 3>. Nous supposons de plus : i° 6^ est défini si a (6)= p(z)\ 
2° p(Qz) = ,3(6); 3° les applications p et (8, z) G s sont continues. 

Supposons que et (8, z) -> 0^ soient de classe h. Soit <5>h le prolongement 
semi-holonome d'ordre h de <ï>. Un élément X de *Ph, de source x — a(X), est 
un élément de J;'(V„, <ï>) tel que aX = /J., où désigne le h — jet de source x 
de l'application identique de V„ et a l'application canonique de 3h(\,„ <ï>) 
sur V„ (cependant X vérifie encore des conditions supplémentaires). 
Posons Z = (X(jhzp)).j;, où z e E tel que />(*) = a,\ On a Z € Î T ' ( E ) , de 
source z. L'ensemble de ces jets semi-holon ornes Z est un sous-grôupoïde Wh 
defi*(E). 

THÉORÈME (transitivité des prolongements). — Tout prolongement E de 
E relatif à lirh est un prolongement de \n relatif à «fr7'. 

En effet, le composé Xi sera défini par Xi — Zi, où i e E se projetant sur z. 
Le théorème (3) de transitivité des prolongements au sens ordinaire en est 

un corollaire, en remarquant que Z est holonome si X est holonome. 
Soit Eh un prolongement itéré d'ordre h de E; c'est-à-dire il existe une suite 

E°, E', . . ., E/l, où E ° = E et E'== prolongement du premier ordre de E'-1, 
relatif à II1 (E'"1). Alors Eh est un prolongement de \„ relatifà (bh. En particulier 
si E est un prolongement de V„ relatif à H1 (V„), E/j est un prolongement de Vn 
relatif à nA+4(V/l), c'est-à-dire un prolongement parfait d'ordre h-\-i de V„. 

Ce qui précède peut encore se généraliser en considérant des sous-grou-
poïdes de nr(Vrn), groupoïde des jets non holonomes inversibles. 

( • i Comptes rendus, 233. TO/N, P. 1081. 

(Extrait des Comptes rendus des séances de l''Académie des Sciences. 
T. 2M), P. 397-399, séance du 2/j janvier 1965.) 
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/44/ 

GÉOMÉTRIE DIFFÉRENTIELLE. — Les prolongements d'un espace fibre diffé-
rentiable. Note (*) de M. CHARLES EHRESMANX, présentée par M. Arnaud Denjoy. 

Cette Note fait suite à deux Notes antérieures (1). Un espace muni d'un groupoïde 
d'opérateurs est considéré comme un espace fibre généralisé. Prolongement d'un grou­
poïde différentiable. Structure fibrée des prolongements d'un espace fibre difïe-
rentiable. 

1. Une généralisation de la notion de structurée fibrée. — Soit E un espace 
muni d'un groupoïde d'opérateurs <ï> vérifiant les axiomes suivants : 

i° Étant donnés E, G e ^ , G'e^, chacun des composés 8'(8 5) et (8'8)5 est 
défini si et seulement si ft'ftetbz sont définis. Lorsqu'ils sont définis, on a 
8,(8s) = (8'8)*. 

20 Si e est une unité de <ï> et si ez est défini, on a ez = z. 
3° Tout z ^ E peut être composé avec au moins un 8e<ï> et tout 8€(î> peut 

être composé avec au moins un z&E. 

Soit B l'ensemble des unités de <ï>. Soit «(8) l'unité à droite, ¿(8) l'unité à 
gauche de 8 € $ . Il existe alors une unité p(z) bien déterminée telle quep{z)z 
soit défini. On a ainsi deux projections a et b de <I> sur B et une projection p 
de E sur B. Le composé Oz est défini si et seulement si a(Q) — p(z) et alors 
on a 6(8) = p(0s). 

La structure ainsi définie par <ï> sur E sera appelée structure fibrée (généra­
lisée) associée à <ï>, de base B et ayant comme fibres les images réciproques 
par p des points de B. Soit K l'ensemble des 8 € $ tels que 6^ = ^ pour tout z 
vérifiant la conditionp(z) = «(8). Kestun sous-groupoïde distingué de <ï>, d'un 
type particulier. Les classes 8K, qui coïncident avec les classes KG, forment le 
groupoïde quotient <1>/K. C'est un groupoïde d'opérateurs sur E qui sera 
appelé groupoïde principal de la structure fibrée considérée. Les structures 
fibrées associées à <I>/K seront dites associées à la structure fibrée considérée 
sur E. 

(*) SÉANCE DU 25 AVRIL 1950. 
(*) Comptes rendus, 239, IG54, P. 1762; 240, IG55, P. 397. 
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Si E et tf> sont munis de structures topologiques, il convient d'ajouter l'axiome 
de continuité pour les fonctions G0~*? ^G;, 6)-> G'G, (G, z)-> Qz et p . Il en 
résulte la continuité des applications a et b. En particulier on a un espace fibre 
ordinaire à groupe structural topologique G lorsque B (supposé connexe) 
admet, au voisinage de tout .rgB, un relèvement local dans <ï> défini par une 
fonction continue u -> ôu, où u appartient à un voisinage de x et 0K€3>, telle 
que a{hj) = xe\b(ftu) = u. L'espace fibre principal associé sera le sous-
espace H de <ï> K formé par les classes GK telles que tf(0) = a?; le groupe G sera 
le sous-groupe de <ï> K formé par les classes GK telles que «(G) — 6(G) = x. 

2. Les prolongements d'un espace fibre différentiable. — La structure fibrée 
associée à <î> sera dite de classer lorsque les fonctions G->G-1, (9', G)->G'G, (6, *)->9.s 
et p sont de classe r. Alors a et b seront aussi de classe /*. 

Soit X e J \ B , <ï> ) tel que aX = fT — r-jet de l'application identique de B de 
source x = a(X) et tel que 6 X € Î T ( B ) ; [par définition le composé de X avec 
une application f de classe r de <ï> dans un autre espace est fX = (j$f)X, où 
G=3(X) ] . L'ensemble des X ainsi définis forme un groupoïde î>7, appelé 
prolongement non holonome d'ordre r de <ï>. Le composé X'X de deux éléments 
de <ï>r est (X'bX).X, ce produit étant défini par prolongement non holonome 
de la loi de composition de <ï>. Les unités de 3>r sont les éléments jrx, où a?€B. 
L'inverse de X est zXibXY1, où cr désigne l'application G ->- G-1 de <I> sur <ï>. 

Soit f le r-jet de l'application identique de E de source z ^ E et supposons 
x = p(z)* Désignons par Xjrz le composé (Xj'zp),jrz, obtenu par prolongement 
non holonome de la loi de composition (ô, z) -> bz. C'est un élément delL(E), 
de source z et de but z'—hz. L'espace des couples (X, z), oùp(z) — OL(X.), 
forme un groupoïde pour la loi de composition (Xf, z ) (X , z) = (X'X, z). 
L'application (X. z)—rXjri est une représentation continue de ce groupoïde 
sur un sous-groupoïde "VT de \V(E). 

Soit E' un prolongement de E relatif à W. Si z ' ^ E ' se projette sur z ^ E le 
composé (Xjrz)z' est défini: il peut se noter Xz' et sera fonction continue 
de ( X? z'). Ceci définit <î>' comme groupoïde d'opérateurs sur E' et démontre 
le théorème suivant, analogue au théorème de transitivité des prolongements : 

THÉOKKME. — Si E est un espace fibre de classe r associé ci <i>, tout prolongement 
de E relatif a V/ est un espace fibre de base B associé à <I>r. 

Le prolongement semi-holonome <I>r (resp. holonome <I>r) de 4> est le sous-
groupoïde de <ï>, formé d'éléments de J'YB, <1>) [resp. <7'(B, <1>)]. L'applica­
tion (Xz)-r\j'z fait correspondre à <!>' un sous-groupoïde Vf de l i ' (E), et 
a <\>r un sous-groupoïde XE de II'YE). Ceci démontre : 

368 



COROLLAIRE 1. — Tout prolongement de E relatif à W (resp. W) est un espace 
fibre de base B associé à <ï>r (resp. <I>r). En particulier tout prolongement ordinaire 
d'ordre r de E [c'est-à-dire relatif à Iïr(E)] est un espace fibre associé à $r. 

Soit E un espace FIBRE ordinaire de classe /- à groupe structural de Lie G. 
Soit <ï> le groupoïde principal associé (groupoïde des isomorphismes de fibre 
sur fibre). Le sous-groupoïde de <ï> formé par les éléments 8 tels que #(G) et 
6(8) appartiennent à un voisinage de a?eB est isomorphe au sous-groupoïde 
de #0 = R " x R n x G formé par les éléments (u1, u, 5 ) e U x U x G , où U est un 
voisinage de l'origine de Rn, rc=dimB. La loi de composition du groupoïde <ï>0 
est (u'r, u', s')(u', u, s) = (u", u, s's), où u, u'', u"eRn et s', s^G. Le prolon­
gement &r0 s'identifie à R"xR"xL; ' | xT^ G), muni de la loi de composition : 

(u\ u', y\ S')(u', u, j , S) = {u", u, y'y, S'y.S), 

où y'y j € L ^ ; S', S e T ^ ( G ) , considéré avec sa structure de groupe. Soit G^ le 
sous-groupe de <br0 formé par les éléments (o, o, y, S). C'est un groupe 
isomorphe à L^xT^(G) avec la loi de composition (y', S')(j , S)=(v ' j ,S ' / .S) . 

COROLLAIRE 2 . — Tout prolongement d'ordre r de E (ou relatif à W) est un 
espace fibre de base B et de groupe structural Grn. 

En remplaçant L^ et T^(G) par hrn et T^(G), on définit de façon analogue 
un groupe G^. De même, en utilisant des jets non holonomes, on définit un 
groupe G^. Tout prolongement de E relatif à *F(resp. W) sera un espace fibre 
de base B et de groupe structural G^ (resp. G^). 

(Extrait des Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences. 
t. 240, p. 17Ô5-i757, séance du 2 mai 1955.) 
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/ 4 5 / 

TOPOLOGIL. — Sur les espaces feuilletés : théorème de stabilité. Note ( *) 
de MAI. CHAULES EIIRESMAXX et SIIIH WEISIIU , présentée par 

M. Arnaud Denjoy. 

Le théorème de stabilité (1 ) de la théorie des variétés feuilletées est étendu au cas 
des espaces feuilletés localement simple> ('-'). 

Définition. — Une structure feuilletée (ou feuilletage) (3) sur^E est définie 
par un couple (T, T;) de deux topologies T et T' sur E vérifiant l'axiome 
suivant : tout point x de E admet un voisinage U relativement à T' tel que les 
topologies induites sur U par T etT7 soient identiques. E muni d'un feuilletage 
s'appelle espace feuilleté. Une composante connexe de E relativement à T' est 
appelée feuille. 

Remarque. — L'application identique de E est une application continue 
de F dans T; la topologie T est moins line que T7. 

Si \Y est un ouvert relativement à T, le couple des topologies induites par T 
et F sur \Y définit le feuilletage induit sur W. Les feuilletages forment une 
espèce de structures locales (3)7 la topologie sous-jacente à (T, T') étant T. 
Les feuilles de E définissent la relation d'équivalence du feuilletage et l'espace 
quotient de E muni de T par cette relation d'équivalence est appelé espace 
transverse E du feuilletage. Soit W l'espace transverse de W muni du feuil­
letage induit. Par passage aux quotients, l'injection canonique de W dans E 
définit une application continue canonique q de YN dans E, ainsi que de W 
dans E. 

Définition. — Une feuille F du feuilletage de E est dite simple lorsque tout 
point x de F admet un système fondamental de voisinages ouverts W relati­
vement à T tel que l'application canonique de W dans E soit un homéomor-
phisme sur un ouvert de E. Le feuilletage est dit simple lorsque toute feuille est 
simple. Le feuilletage est dit localement simple lorsque tout point x de E admet 
un ouvert W relativement à T tel que le feuilletage induit sur W soit simple. 
Un tel ouvert W sera dit ouvert simple et une feuille de W sera appelée 
plaque. 
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LEMME 1. — La relation d'équivalence d'un espace feuilleté localement simple 
est ouverte (et, par suite, la frontière d'un ensemble saturé est saturée). 

Une feuille F est dite propre lorsque T et Tf induisent la même topologie 
sur F. 

LEMME 2. — Si (T, T') est un feuilletage de E tel que T' soit une topologie 
régulière et localement connexe, toute feuille simple est propre. 

LEMME 3. — Soit (T, T7) un feuilletage simple de E admettant les propriétés 
suivantes : i° chaque point x et E admet un voisinage compact relativement ci T; 
2° T' est régulière et localement connexe; 3° l'espace transverse E est localement 
séparé (4). Alors toute feuille compacte F admet un système fondamental de 
voisinages ouverts, saturés pour la relation d'équivalence du feuilletage de E et 
dont chaque feuille est compacte. Si, de plus, E est localement régulier, F admet 
aussi un système fondamental de voisinages fermés saturés. 

Soit (T, T') un feuilletage localement simple sur E. Soit U0 un voisinage 
simple de x0 et U un voisinage simple de x. Un isomorphisme local transverse 
du feuilletage est un homéomorphisme f de U0 sur U ; il sera dit strict lorsque 
qf=qQ, où q et q0 sont les applications canoniques de Û et Û0 dans Ë. 
Supposons x = f ( x 0 ) et soit X = y * / ( 5 ) . Considérons les triplets (x0, x, X). 
Si U0 et U sont remplacés par des voisinages simples U'0 et U', le triplet (xQ, 
x, X) s'identifie canoniquement à un triplet (x0, x, X'). Nous définissons 
ainsi une relation d'équivalence dans l'ensemble des triplets (x0, x, X) et 
chaque classe d'équivalence est appelée jet transverse régulier. Un jet transverse 
régulier sera dit strict lorsque son représentant (x0, x, X) vérifie la condition 
suivante : X est le jet local d'un isomorphisme transverse strict. 

Toute plaque P détermine un jet transverse strict canonique (x0, x, X) pour 
tout couple de points (x0, x) de P. Toute chaîne finie (6) de plaques reliant x0 
à x détermine un jet transverse strict (x0, x, X). Les jets ainsi obtenus seront 
appelés jets transverses d'holonomie du feuilletage; l'ensemble de ces jets forme 
le groupoïde d'holonomie du feuilletage. 

L'ensemble des éléments de ce groupoïde, de source et de but x, forme le 
groupe d'holonomie du feuilletage en x0. Si F0 est la feuille passant par x0, il 
existe un homomorphisme canonique du groupe fondamental de F0 en x0 sur ce 
groupe d'holonomie. 

Fixons un voisinage simple U0 de x0. Supposons E muni de T et soit E0 le 
sous-espace de JX(E, U0) formé par les jets locaux Xjl p, où p est la projection 
canonique d'un ouvert simple U sur U et où X est le jet local d'un isomorphisme 
local transverse strict de U dans U0. Comme E0 est un sous-espace ouvert, il 
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est étalé dans E par la projection a (n). Le feuilletage de E correspond par a 
à un feuilletage de É„. Soit F0 la feuille de E passant par x0. On a F„ C * (É0). 

LEMME \ . — Vimage réciproque de F„ par a dans E0 /¿/1 revêtement normal 
de F 0 pour la projection a. Si F0 ej£ M/ie? composante connexe de ce revêtement, le 
groupe dfiolonomie du feuilletage en x{) s'identifie canoniquement au groupe 
dholonomie de ce revêtement (7). 

LEMME 5. — Le feuilletage deE0 est simple. 

THÉORÈME DE STABILITÉ. — Soit ( T , T') un feuilletage localement simple de E 
vérifiant les conditions suivantes : i° chaque point x de E admet un voisinage 
compact relativement il T ; :>.° T' est régulière et localement connexe; 3° il existe 
un ouvert simple U tel que U soit séparé. Soit F une feuille compacte de E rencon­
trant U et telle que le groupe d'holonomie du feuilletage en x € F soit fini (condi­
tion vérifiée, en particulier, lorsque le groupe fondamental de F est fini). Alors F 
admet un système fondamental de voisinages ouverts saturés pour la relation 
d'équivalence du feuilletage et dont chaque feuille est compacte. Si U est régulier, 
F admet aussi un système fondamental de voisinages fermés saturés dont les 
feuilles sont compactes. 

Le théorème s'applique, en particulier, aux espaces feuilletés localement 
isomorphes à B x F, où F est localement connexe et localement compact 
et où B est localement compact. Un tel feuilletage est défini sur E par 
un atlas de B x F sur E compatible avec le pseudogroupe des transfor­
mations engendré par l'ensemble des autoniorphismes locaux de B x F de la 
forme (x, y) -> (o(x), 'h(x, y)) , pour (x,y)^\J x U', où U et U' sont respec­
tivement des ouverts de B et F, On montre que la conclusion est encore valable 
en supposant seulement F localement connexe et localement compact. 

(*) Séance du î(5 juillet 1906. 
(l) G. Ri;i:r, SU/' certaines propriétés topologiques des variétés feuilletées (Actualité' 

Scientifiques. Paris. Hermann, 19̂ 2). 
('-) La méthode de démonstration généralise la méthode indiquée pour les variétés 

feuilletées par C. Ehresmann dans des conférences au séminaire de M. Lefschetz à Princeton 
en 19,53. Pour la mise au point de cette généralisation, les auteurs de cette INote ont profité 
de conversations avec A. Haefliger. 

(3) C. EHRKSMAN.N, Annali di Mat., 1904. p. I33-I42. 
(1 ) 1 11 espace topologique est dit localement séparé (régulier), lorsque tout point admet 

un voisinage séparé (régulier). 
(3) C. EHRESMANN, Colloque de Géométrie différentielle de Strasbourg; C. J\. B. 5., 

19 >3 (voir p. 98). 
(*) Une chaîne finie d'ouverts reliant R0 à ./; est une suite finie d'ouverts l 0, \.,u . . ., U« 

telle que ?̂o€ Uo.^S Un, L'̂ N L / 1 ' o et telle qu'on ail distingué pour chaque i <C n une 
romposante••connexe de L ,N 1. t... 1 • 
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(7) Étant donné un revêtement B de B, l'espace somme B + B peut être considéré comme 
un espace feuilleté localement simple; la topologie T' est la topologie somme, la topologie T 
est l'image réciproque de celle de B par la projection de B -h B sur B. Le groupe d'holo-
nomie de ce feuilletage en ^çB s'identifie à un groupe d'automorphismes de la fibre 
de B 4- B se projetant sur x ; en supprimant le point x} qui est fixe pour ces automorphismes, 
on a un groupe d'automorphismes de la fibre de B appelé groupe d'holonomie du revêtement 
au-dessus de La même notion est définie pour un espace fibre muni d'une connexion 
integrable, c'est-à-dire pour un espace fibre à groupe structural discret (voir C. EHRESMANN, 
Colloque de Topologie, Bruxelles, 1960, p. 37 et 38). 

(Extrait des Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, 
t. 2^3, p. 344-346, séance du 2.3 juillet 1956.) 
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/48/ 
THÉORIE DES GROUPES. — Sur les pseudogroupes de Lie de type fini. 

Note de M. CHARLES EHRESMAXN, présentée par M. Arnaud Denjoy. 

Le plus grand groupe de transformations contenu dans un pseudogroupe de Lie de 
type fini est un groupe de Lie. J'ai exposé ce théorème pour la première fois au 
Math. Colloquium, Yale University, le *>.3 mars io55. L'énoncé a été publié seulement 
dans la Notice sur mes travaux (mai 196,3 ). 

Soit Vn une variété difïerentiable de classe Cp et soit IF le groupoïde des jets 
inversibles d'ordrer de Yn dans V„, r<^p. Soit <!>' une sous-variété de IV', de 
classe C'1, q^>i, contenantl'ensemble A' des jets j'x d'ordre rdel'application iden­
tique de X n. Rappelons que <F est un système différentiel et qu'un germe de solu­
tion de <I>r est le jet local j'xo d'une application o d'un ouvert clt de X n dans Xn 
telle que jrno € ( F pour tout u^cll. Une solution de <F est un ouvert de l'espace 
des germes de solution. Supposons que <I>r satisfait aux conditions suivantes : 

i° L'application canonique de <!>'' dans 1P-1 est localement biunivoque 
(système de M ayer-Lie). 

2° <P est un sous-groupoïde de II''. 
3° <P est complètement integrable; c'est-à-dire tout élément de <I>r est 

projection d'un germe de solution. 
Un élément X de <F s'identifie à j]Ts, où a est un relèvement local de Y„. dans 

IV 1 tel que acr == application identique, où y est la projection «source». Par 
suite de i°, a est la projection d'un relèvement local ?' de V„ dans <l>r tel que 
X! = soit un jet semi-holonome L'ensemble $>r 1 des éléments X' est le 
prolongement semi-bolonome de <P. L'application canonique de <F 1 sur <P 
est biunivoque. La condition 3U est équivalente à la suivante : Les éléments de 
4>''+1 sont holonomes. Cest une condition équivalente à la condition dHntégrabilité 
de Vrobenius. L'élément X' s'identifie à un élément de contact de dimension n, 
transversal par rapport à la projection y sur V„ ; (F 1 s'identifie à un cbamp 
complètement integrable W d'éléments de contact de dimension n dans (t>r. 

Les solutions de ^correspondent aux variétés intégrales de *F; les solutions 
complètes sont les feuilles du feuilletage défini par W. Pour la topologie fine 
de ce feuilletage, <l>r est un espace étalé {-) sur Vn par a ainsi que par ¡3 (pro­
jection «but)/). Par définilion. Pensemble des solutions biunivoques de <F est un 
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pseudo-groupe de Lie Y de type fini. L'ensemble des solutions qui sont des 
applications biunivoques de Y,, sur Y„ est le plus grand groupe de transforma­
tions G contenu dans F. 

TÏIÉORKME. — G est un groupe de transformations de Lie. 
Soit Fj: la sous-variété de <F qui se projette par a sur x ^ Y n. Un vecteur X 

tangent à Fx au point x = f ^ \ r sera appelé transformation infinitésimale de V 
au point x. L'ensemble 0 de ces vecteurs forme un espace fibre de base Y„ et 
dont les fibres Q,L. sont des espaces vectoriels. Considérons le groupe d'holo-
nomie (3) TIX du feuilletage de <&'' au point x. Les éléments de nx sont des jets 
locaux inversibles de Fx sur Fx, de source et de but x, de classe En 
passant aux jets d'ordre li, on obtient le groupe d'bolonomie d'ordre h. Le 
groupe d'holonomie d'ordre i est un groupe d'automorphismes de 0r et c'est 
un groupe structural discret pour 0, qui est donc également muni d'un feuille­
tage transversal. Un germe local de feuille est un germe local de transforma­
tion infinitésimale de F en x. Il correspond aussi à un germe local de champ 
de vecteurs dans Yn au point x. Un vecteur X€0.,. correspond d'une façon 
canonique à un germe d'ordre /• — i d'un tel champ de vecteurs dans Yn. 

Un voisinage de x dans F.1; est un noyau de groupe de.Lie, dont la loi de 
composition se définit simplement par le feuilletage de <P ; 0,r est l'algèbre de 
Lie correspondante. 0 muni de la topologie line de son feuilletage est un revê­
tement de YM et définit un pseudogroupe de Lie infinitésimal de type fini. 
Inversement tout pseudogroupe de Lie infinitésimal de type fini engendre un 
« noyau » de pseudogroupe de Lie de type fini et même un pseudogroupe de 
Lie de type fini. 

Soit F'j: l'ensemble des points d'intersection de Fr avec les feuilles de <ï>' qui 
correspondent aux éléments de G; la correspondance entre F'x et G est biuni-
voque. Soit y un point de F.T adhérent à F^.. On montre que la feuille passant 
par y est un relèvement de Yn par rapport à a et à |3, c'est-à-dire définit un 
élément de G. La démonstration utilise les propriétés d'un feuilletage et la 
proposition suivante : 

Pour qu'un espace E étalé dans Yn soit un revêtement de Yn, il faut et il suffit 
que tout chemin de Yn d'origine x se relève dans E avec une origine donnée au-
dessus de x. Rappelons aussi qu'un espace étalé compact est un revêtement. 

L'espace Fx est donc fermé dans F.,.. D'après un théorème classique de 
E. Cartan, un noyau de sous-groupe fermé dans un noyau de groupe de Lie 
est un noyau de groupe de Lie. Donc G est un groupe de Lie représenté par une 
sous-variété F x. de Fx. 

Le théorème se généralise pour le cas où la condition 3° n'est pas vérifiée. Il 
entraine alors le résultat suivant : 

Étant donné un sous-groupe G de hn tel qu'on puisse associer à toute G-
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structure sur Xn une connexion affine coeariante (''), le groupe des automor-
phismes d'une telle G-structure est un groupe de Lie. 

Supposons Xn compact et le groupe d'holonomie du feuilletage de <f>' en x 
réduit à l'identité. D'après le théorème de stabilité, toutes les feuilles passant 
par un point suffisamment voisin de JC correspondent à des éléments de G. 
Si <P est de plus connexe, F'r se réduit à Fx et F est par suite le pseudogroupe 
déduit par localisation de G. Ce théorème (:t) est encore valable si V?î n'est pas 
compact, mais vérifie la condition : Tout chemin de V„ peut être relevé, par 
rapport à a, dans toute feuille de <F voisine de A'. Xu est alors dit complet pour 
le pseudogroupe T. 

(') Comptes rendus, 239, 1964- p- 170• >. 
('-) In espace E est étalé dans E' par /> -lorsque /> est réunion d'honieomorphisines 

d'ouverts de E sur des ouverts de E'. 
Cette notion, introduite par l'auteur, est fondamentale dan> la théorie des feuille­

tages (Comptes rendus, 2V3. 1906, p. 844). 
(4) Int. Congr. of Math. Amsterdam, I. 1904. deux communications par G-

Ehresmann, p. 478, 479. 

(Extrait des Comptes rendus des séances de VAcadémie des Sciences, 
t. 246, p. o6o-362, séance du 20 janvier 1908. ) 

GAUTHIER-VILLARS, 
ÉDITEUR-IMPRIMEUR-LIBRAIRE DES COMPTES RENDUS DES SÉANCES DE L'ACADÉMIE DES SCIENCES 
i5."no")-5S Paris. — Quai des Grands-AugusUns, 55. Imprimé en France. 
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/49/ 
TOPOLOGIE. — Sur les appuis d'une pyramide convexe et sur les 

polyèdres convexes sans sommet. Note de Mlle ANDRÉE BASTIAM 
et M. CHARLES EHRESHAW, présentée par M. Maurice Fréchet. 

Cette Note, qui fait suite à deux Notes antérieures ('), répond à certaines questions 
qui se posent dans la théorie des polyèdres convexes de dimension infinie : étude 
des variétés d'appui, pyramides sans hyperplan d'appui strict, pyramides sans 
arêtes, polyèdres sans sommets. 

1. Sur les variétés d'appui d'une pyramide convexe. — Soit E un espace 
vectoriel de dimension finie ou infinie sur le corps des réels, muni de la 
topologie fine. Soit C un cône convexe de sommet 0 . 

Définition 1. — Une variété d'appui de C est un sous-espace vectoriel L 
qui contient, avec tout point x de la trace de C sur L, la facette de x 
dans C. Une variété d'appui extrême est une variété d'appui L qui est 
engendrée par la trace de C sur L. Une variété d'appui stricte est une variété 
d'appui L dont la trace sur C est réduite à la facette de 0 . 

Pour que L soit variété d'appui de C, il faut et il suffit que L soit la 
facette du sommet du cône d'appui de C autour de cette variété L. 

Définition 2. — Une pyramide convexe propre est une pyramide convexe P 
dont le cône d'appui autour de toute variété d'appui extrême de P est 
fermé. 

Rappelons qu'une pyramide convexe est un cône convexe P tel que le 
cône d'appui en tout point x de P soit fermé. Il en résulte que le cône 
d'appui autour de la variété d'appui extrême engendrée par une facette 
est fermé. Une pyramide convexe n'est pas nécessairement propre [voir (-), 
exemple, p. 19-25]. La notion de pyramide propre est moins restrictive 
que celle de pyramide convexe stricte; pour une telle pyramide, le cône 
d'appui autour de tout sous-espace est fermé. 

THÉORÈME. — Soit P une pyramide convexe propre, L une variété d'appui 
extrême de la trace de P sur un sous-espace L' contenant L et différent de L. 
Il existe un hyperplan d'appui extrême de P contenant L et dont la trace 
sur L' est un hyperplan d'appui extrême de PnL' . 

COROLLAIRE 1. — Une pyramide propre est l'intersection de ses appuis 
extrêmes (un exemple donné dans 2 prouve qu'elle peut déjà être l'inter­
section d'une partie de ses appuis extrêmes). 

COROLLAIRE 2. — Le cône d'appui d'une pyramide convexe propre autour 
d'une variété d'appui extrême L est Vintersection des appuis extrêmes limités 
par des hyperplans d'appui extrême contenant L. 

THÉORÈME. -— Par toute facette F d'une pyramide convexe stricte P, il passe 
un hyperplan d'appui dont la trace sur P est la facette F. En particulier, 
P admet un hyperplan d'appui strict. Plus généralement, par toute variété 
d'appui L de P passe un hyperplan d'appui dont la trace sur P est L n P . 
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Remarques. — l ne pyramide convexe de dimension finie est stricte et 
propre. Lue pyramide simpliciale de dimension infinie est propre et non 
stricte. 

Conjecture. — Toute pyramide convexe stricte semble être l'intersection 
d"im ensemble fini de demi-espaces. 

2. Pyramides simpïiciales généralisées. — Soit E un espace vectoriel de 
dimension infinie, muni de la topologie fine; (w,)/€E1 une famille de formes 
linéaires sur E, incompatible et irréductible, (e,j/€, la pseudo-base associée 
qui engendre un sous-espace E' de E. 

Définition. —- Soit S l'ensemble des points x de E tels que <^x, eu,-̂ >^o, 
pour ¿€1. On appellera S pyramide simpliciale généralisée dans le cas où 
le cône d'appui Sa en un point x de S est l'ensemble des y de E tels que 

y? ioj =1 ° pour tout indice / tel que "[ x, wy = o. 
Les hyper plans x, oj,- = o sont des hyperplans d'appui extrême de S. 

En général, S admet d'autres hyperplans d'appui extrême. Les facettes de 
dimension finie sont engendrées par des vecteurs de la pseudo-base. 

On définit un isomorphisme de E sur un sous-espace de R1 : x-1- (^i(x))ieï. 
A chaque vecteur e,- de la pseudo-base correspond un vecteur £,-. Le sous-
espace E' de E est appliqué sur le sous-espace R1, ensemble des points 
.r = i te^s ci116 x< — °5 sauf pour un ensemble fini d'indices. Une 
pyramide simpliciale généralisée est appliquée sur une section, par un 
sous-espace contenant R(I), du cône convexe C, ensemble des points x^K1 
tels que x, = o pour tout t € l , sauf un ensemble fini; on montre que C 
n'est pas une pyramide convexe. Le sous-ensemble [—i, +1]1 de R' sera 
appelé hypercube. Il engendre le sous-espace RJ des applications à valeur 
bornée de I dans R. Les points extrémaux ou sommets de l'hypercube 
sont les points a pour lesquels a, • i. Le cône d'appui autour du 
sommet a tel que a,• — —i pour tout /'€ 1 se déduit par translation du 
cône C, donc l'hypercube n est pas un polyèdre convexe. Soit R} le sous-espace 
engendré par les sommets de l'hypercube. C'est l'ensemble des points x 
tels que les xt- ne prennent qu'un nombre fini de valeurs différentes; 
R} contient R'1'. 

THÉORÈME. — La trace de C sur R) est une pyramide simpliciale géné­
ralisée S. 

La trace de S sur tout sous-espace de R} contenant RlI) est une pyra­
mide simpliciale généralisée : 

a. La trace de S sur R1' est une pyramide simpliciale ordinaire, enve­
loppe convexe de l'ensemble de ses arêtes et sans point intérieur. 

h. Soit Et le sous-espace engendré par Ri!) et le sommet a{ tel que (ai)/ = i 
pour tout la pyramide obtenue S; est l'exemple considéré dans 
où I était supposé dénombrable. ,S\ a un point intérieur; tout point non 
situé dans R '' a une facette de codimension finie. Toutes les pyramides 
simpïiciales généralisées qui possèdent un point intérieur et pour lesquelles 
la pseudo-base associée engendre un hyper plan sont isomorphes à S,. Soit H' 
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un hyperplan d'appui strict de la trace S' de S4 sur R1'; le cône d'appui 
de S, autour de H' n'est pas fermé. Si I est dénombrable, Si possède des 
hyper plans d'appui strict. Si I n'est pas dénombrable, Si ne possède pas 
d'hyperplan d'appui strict. Sj est une pyramide propre mais non stricte. 

c. Soit E2 le sous-espace engendré par R1 et les sommets ai et a-> 
tel que (#._>),• = i pour tout ¿ 6 ^ et {a->)j ~ — i pour tout i ^ L , où It 
et L sont deux parties infinies de I. Une base de E2 est constituée des 
vecteurs fli, a>. La trace S2 de S sur E2 est une pyramide simpliciale 
généralisée. Le cône d'appui de S2 autour du sous-espace R1 est l'ensemble 
des points y tels que ys + y., ^ o, yl — y-, o, où yv et y2 sont les coor­
données de y par rapport aux vecteurs a, et a2 de la base considérée. 
Soit S, la trace de S2 sur l'hyperplan K défmi par = ?/._, ; K est hyper-
plan d'appui extrême de S; S2 est une pyramide simpliciale généralisée 
dans K, pour laquelle la codimension du sous-espace R1 engendré par la 
pseudo-base est i, mais qui n'a pas de point intérieur. La facette d'un point 
non situé dans R(I) est de dimension infime et de codimension infinie. 

3. Polyèdres sans sommets. — a. Reprenons les notations du début de 2. 
Soit H un hyperplan quelconque de E, H' sa trace sur E', SH la trace de S 
sur H; S est une pyramide convexe dont les facettes de dimension finie 
ont pour réunion S'rï H', où S' est la trace de S sur E'. En général, SH n'est 
pas une pyramide simpliciale généralisée. Si S'flH' est une facette de 
dimension k de S', SH a des facettes de dimension inférieure ou égale à k. 
puis des facettes de dimension infinie, lorsque SH a des points situés dans 
le complémentaire de E'. Si EL est variété d'appui strict de S' et si S 
contient un point non situé clans E', alors SH est une pyramide convexe 
sans arêtes dont tout point a une facette de dimension infinie (de codimension 
finie dans le cas de l'exemple 2 b, de codimension infinie dans le cas de 
l'exemple 2 c); la trace de SH sur un hyperplan affme parallèle à H' sera 
un polyèdre convexe pseudo-borné P sans point extremal; l'enveloppe convexe 
de P et du point 0 sera un polyèdre convexe pseudo-borné ayant un seul 
point extremal; on obtiendra aussi une pyramide convexe sans arêtes qui 
engendre E en prenant la trace de S sur le demi-espace H~ limité par 
l'hyperplan H et qui ne contient pas S'. 

b. Soit A fresp. Ai) la trace de l'hypercube sur RU) (resp. E,): A2 l'en­
semble des points x de R1 tels que o ',r\. i pour tout i € I. Alors, 
A, A1? A2 sont des polyèdres convexes propres pseudo-bornés non stricts 
(généralisations du cube). Toutes les facettes de A sont de codimension 
finie; Ai possède des points extrémaux; A2 est l'enveloppe convexe de 
ses points extrémaux. 

(!) A. BASTIANI, (Comptes rendus. 247, 19'*)8, p. 248. 19'K). p. 17;"). 
(-) A. BASTIANI, Séminaire de Topologic et Géométrie différentielle. 195S. p. 1901-1947. 

Extrait des Comptes, rendus des séances de VAcadémie des Sciences. 
t. 248, ]). .•)-•->Gt")7, séance du 1 1 mai hmm. 
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LES GROUPES DE LIE A r PARAMÈTRES 
par Charles EHRESMANN 

Exposés faits les lundis 25 Janvier et 15 Février 1937 

Je me propose d'exposer les théorèmes généraux de la théorie des groupes de Lie 
à r paramètres, c'est-à-dire des groupes continus finis dans la terminologie de Lie. La 
plus grande partie de mon exposé est donc consacrée aux trois théorèmes fondamentaux 
de Lie et aux propriétés qui s'y rattachent. A la théorie classique de Lie j'ajouterai des 
résultats très importants qui sont principalement dûs à M. Cartan, Comme la notion de 
groupe de Lie est assez complexe, je rappellerai d'abord un certain nombre de défini­
tions; par enrichissement de la notion primitive de groupe nous arriverons à la notion de 
groupe de Lie, Ces préliminaires me permettront aussi d'introduire les notations em­
ployées par la suite. Les chiffres romains entre parenthèses renvoient à l'index biblio­
graphique. 

DÉFINITIONS 

GROUPE DE TRANSFORMATIONS. 

Soient x9x'9... les éléments ou points d'un ensemble E et soit G un ensemble 
de transformations ponctuelles biunivoques de E en lui-même. Les transformations de G 
étant désignées par s, t s t \ . . . , l'équation de la transformation s peut s'écrire 
symboliquement 

X* — S X . 

On passe de x1 à x par la transformation dite transformât ion inverse dont l'équation sera 
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2 C. EHRESMANN 

écrite sous la forme 

L'équation 

définit une transformation appelée produit des transformations s et s*. On dit que 
l'ensemble de transformations G forme un groupe lorsqu'il satisfait aux conditions 
suivantes : 

a) l'ensemble G contient le produit de deux transformations quelconques de G 

d ) 
b) G contient la transformation inverse d'une transformation quelconque de G 

Il résulte de ces deux axiomes que G contient la transformation identique, qui 
sera désignée par i : 

GROUPE ABSTRAIT. 

L'équation (1) définit dans l'ensemble G une loi de composition qui fait corres­
pondre, au couple ordonné ( s , s* ) de deux éléments s et s ' , un élément s" appelé 
produit. On écrit s" — s* s . Cette loi de composition satisfait aux axiomes suivants: 

a) associativité : 

b) Il existe un élément i, appelé élément unité, tel que 

c) A chaque élément s correspond un élément s"1 de G tel que 

On peut énoncer ces axiomes sans supposer que les éléments de G soient des transfor­
mations. Tout ensemble d'éléments dans lequel est définie une loi de composition 
satisfaisant aux axiomes précédents est appelé groupe abstrait. 

A tout groupe de transformations correspond un groupe abstrait. Réciproquement, 
tout groupe abstrait admet une réalisation par un groupe de transformations : c'est-à-dire 
il existe un groupe de transformations dont les éléments sont en correspondance biuni­
voque avec ceux du groupe abstrait donné, cette correspondance respectant la loi de 
composition. Un exemple important d'une telle réalisation s'obtient de la façon suivante: 
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LES GROUPES DE LIE À r PARAMETRES 3 

la loi de composition du groupe abstrait G, écrite sous la forme 

t' = st (syttt* e G) 

définit dans G une transformation ponctuelle biunivoque (t t* ) associée à un 
élément s donné. Cette transformation étant désignée par s , on a 

*-> *" _ *~t— s s = s s . 

L'ensemble des transformations s forme donc un groupe de transformations qui est bien 
une réalisation de G, et qu'on appelle le premier groupe des paramètres de G. La loi 
de composition écrite sous la forme 

t1 = ts (s , t, t' € G ) 

définit une transformation ponctuelle (t <—> tf) associée à s que nous désignons par 
s . L'ensemble des transformations s forme encore un groupe. On l'appelle le deuxième 
groupe des paramètres; mais ce n'est plus une réalisation de G, car on a : s* s = s sf, 
GROUPE ADJOINT. 

Soit s la transformation (t <-—> t') définie dans le groupe abstrait G par 

t' - sts"1 (s , t, t* € G) . 
Oa a : s ' s ~ s 's . L'ensemble des transformations s forme donc un groupe qu'on appelle 
le groupe adjoint de G. Lorsque s est échangeable avec tout élément t, la transfor-
j'ttc :r F **ST la trôi?-*.-*rm;iHc \ identique. L'ensemble des éléments s qui jouissent de 
c ar VH H - ïo> a> tî£ sou-s-groupe y appelé le centre de G'. Lorsque y se réduit à 
rélement unité, le gourpe adjoint est une réalisation de G. Un sous-groupe g > de G 
e-h >"ït jv j/j'W*,!. ICI s«qu' U est invariant par rapport au groupe adjoint de G. Si g est un 
sous-groupe invariant de G, on sait qu'on peut définir un groupe-quotient désigné par 
k /g . Si y est le centre de G, le groupe adjoint de G est une réalisation du groupe 
quotient / y . 

GROUPE TOPOLOGIQUE. 
Un groupe topologique est un groupe abstrait dans lequel on a défini une topo» 

logie telle que le point s"1 s' soit une fonction continue du couple de points ( s , s ' ). 
On en déduit que s"1 est une fonction continue de s et que s s' est une fonction conti­
nue du couple (sy s'). En particulier, lorsque l'espace topologique formé par G est une 
variété topologique à r dimensions, nous dirons que G est un groupe abstrait à r para­
mètres. 

GROUPE DE TRANSFORMATIONS CONTINU À r PARAMÈTRES. 
C'est un groupe de transformations G satisfaisant aux conditions suivantes : 
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4 C. EHRESMANN 

a)Les transformations de G sont définies dans une variété topologique En à 
n dimensions. 

b) En appelant § le groupe abstrait correspondant, on a défini dans § une 
topologie qui en fait un groupe continu abstrait à r paramètres. 

c)L* équation de la transformation 5 étant 

le point x* est une fonction continue des deux points x et s . 

NOYAU DE GROUPE DE TRANSFORMATIONS CONTINU À r PARAMÈTRES. 
Souvent, on est conduit à considérer un ensemble de transformations G qui ne 

forme pas un groupe continu au sens précédent, mais qui satisfait aux conditions sui­
vantes : 

a) Les transformations de G sont définies dans un domaine D d'une variété 
toDologioue J£_ : 

b) Dans l'ensemble G est définie une topologie qui en fait une variété à r 
dimensions. 

c) G contient la transformation identique : x = ix . 
d) Il existe dans G un voisinage A de l'élément i tel que, si s et s' appar­

tiennent à A, on ait : 

fs 's ) étant un élément s" de G, pour tout x tel que s'(sx) soit défini, 
e) Si s appartient à A, la transformation inverse de x* - s x est 

où s* est un élément de G, pour tout x tel que s x € D . 
f) Le point x* = sx est une fonction continue des deux points s et x . 
L'ensemble de transformations G satisfaisant aux conditions précédentes est 

appelé : noyau de groupe de transformations continu? à r paramètres . Par exemple, les 
transformations formant un voisinage de la transformation identique dans un groupe de 
transformations continu à r paramètres constituent un noyau de groupe. 

NOYAU DE GROUPE ABSTRAIT CONTINU À r PARAMÈTRES. 
C'est un ensemble d'éléments G satisfaisant aux conditions suivantes : 
a) Dans l'ensemble G est définie une topologie qui en fait une variété à r 

dimensions. 

384 



LES GROUPES DE LIE À r PARAMÈTRES 5 

b) Dans un voisinage A d'un point i de G, on a défini une loi de composition 
qui fait correspondre au couple de deux points (s , s') de A un point s s' de G. 

c) Lorsque s, s*, s",(s ' s ) ,( s" s* ) appartiennent à A on a : 

à) 
e) A chaque élément s de A correspond un élément s "*1 de G tel que 

f) Le point s*1 s' est une fonction continue des deux points s et s'. 
Par exemple un voisinage de l'élément unité d'un groupe continu abstrait à r 

paramètres forme un noyau de groupe. 
A tout noyau de groupe de transformations correspond un noyau de groupe abstrait. 

Réciproquement tout noyau de groupe abstrait admet des réalisations par des noyaux de 
groupe de transformations. 

La notion de groupe de Lie fait intervenir des notions de géométrie différentielle 
en plus des notions précédentes. Je rappelle qu'une variété différentiable est une variété 
topologique Vn dans laquelle on a défini un ensemble de systèmes de coordonnées 
locales (système de coordonnées locales = correspondance topologique entre un domaine 
de Vn et un domaine de l'espace euclidien) tel que tout point de Vn figure dans l'un 
d'eux au moins et tel que deux systèmes de coordonnées qui sont définis dans un même 
domaine de Vn se correspondent par une transformation de coordonnées continûment 
différentiable. (Convenons de dire toujours différentiable. au lieu de continûment diffé­
rentiable.) Lorsque chacune de ces transformations de coordonnées locales est p fois 
différentiable ou analytique, la variété Vn est dite p fois différentiable ou analytique. 
Dans une variété p fois différentiable se trouvent définies les fonctions q fois différen­
tiables, où p > q . Dans une variété analytique se trouvent définies les fonctions q fois 
différentiables, où q est quelconque, ainsi que les fonctions analytiques. 

GROUPE ABSTRAIT DIFFÉRENTIABLE. 

Nous dirons qu'un groupe abstrait continu à r paramètres est p fois différen­
tiable lorsque l'on peut choisir des systèmes de coordonnées locales avec lesquelles la 
variété du groupe soit p fois différentiable, le produit s £ de deux éléments s et t étant 
alors une fonction p fois différentiable des deux points s et t . On définit de même la 
notion de groupe abstrait analytique. Pour qu'un groupe soit p fois différentiable, il faut 
et il suffit qu'il existe au voisinage de l'élément unité un système de coordonnées 
locales par rapport auquel le produit st soit p fois différentiable par rapport à s et t. 
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6 C. EHRESMANN 

GROUPE ABSTRAIT DE LIE. 

C'est un groupe abstrait deux fois différentiable. Nous montrerons plus loin 
qu'on peut toujours introduire des coordonnées locales telles qu'un groupe abstrait de 
Lie soit analytique. 

GROUPE DE TRANSFORMATIONS DE LIE. 

Soit G un groupe de transformations continu à r paramètres opérant dans un 
espace iEn. Soit § le groupe abstrait continu correspondant, et écrivons l'équation de 
la transformation s sous la forme : 

x* = sx (x,x* eEn , s e § ) . 

Nous dirons que G est p fois différentiable (analytique) lorsqu'on peut choisir dans En 
et § des systèmes de coordonnées locales avec lesquelles ces variétés soient p fois 
différentiables (analytiques), le point x* étant alors une fonction p fois différentiable 
(analytique) des points s et x. On dit que G est un groupe de transformations de Lie 
lorsqu'il est deux fois différentiable. 

On démontre facilement le théorème suivant : 
Si G est un groupe de transformations p fois différentiable (analytique), le 

groupe abstrait § correspondant est également p fois différentiable (analytique). 
On définit de même les notions de noyau de groupe abstrait de Lie et de noyau 

de groupe de transformations de Lie. Les résultats que nous indiquerons à propos des 
groupes de Lie sont le plus souvent valables sans modification notable dans le cas des 
noyaux de groupes de Lie; il sera inutile de le faire remarquer dans chaque cas. 

Lie lui-même s'est borné en principe aux groupes donnés sous forme analytique. 
Les axiomes que nous adoptons pour définir la notion de groupe de Lie sont à peu près 
ceux d'un mémoire de Schur (II). Nous démontrerons plus loin le résultat important dû à 
Schur que tout groupe de transformations de Lie qui est transitif peut être mis sous la 
forme analytique; mais il n'en est pas toujours de même pour les groupes intransitifs. 

ISOMORPHISME. 

Un isomorphisme entre deux groupes abstraits est une correspondance biunivoque 
entre les éléments de l'un et ceux de l'autre, cette correspondance respectant la loi de 
composition. Lorsqu'il s'agit de deux groupes topologiques ou de deux groupes diffé­
rentiables (analytiques), on a les notions d'isomorphisme topologique ou d'isomorphisme 
différentiable (analytique) en plus de l'isomorphisme ordinaire. 

SIMILITUDE OU ÉQUIVALENCE DE DEUX GROUPES DE TRANSFORMATIONS. 

Deux groupes de transformations G et G9 qui opèrent respectivement dans les 
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LES GROUPES DE LIE À r PARAMÈTRES 7 

ensembles E et E' sont dits semblables ou équivalents lorsqu'il existe entre E et E' 
une correspondance biunivoque transformant G en G'. Il y a également lieu de consi­
dérer les notions d'équivalence topologique, différentiable ou analytique. 

LES DEUX ESPECES D'EQUIPOLLENCE 
DANS UN GROUPE ABSTRAIT DIFFÉRENTIABLE 

On sait qu'à chaque point x d'un espace différentiable est associé un espace 
linéaire d'origine x, appelé espace linéaire tangent. Un point quelconque de cet espace 
linéaire peut être représenté par x + dx , et dx en désigne un vecteur d'origine x. A une 
transformation différentiable (x -* y ) correspond une transformation linéaire de l'espace 
tangent en x dans l'espace tangent en y. Soit alors G un groupe abstrait différentiable 
à r paramètres et considérons le premier groupe des paramètres qui est défini par : 

s' = ts (transformation s <r$* s*). 

A la transformation 4^ s'J, qui est différentiable, correspond une transformation 
linéaire entre les espaces tangents en s et en s* que nous représentons par : 

s' + ds* = t(s + ds ) (transformation ds ds') . 
Cette transformation fait correspondre d'une façon biunivoque à tout vecteur ds d'origine 
s un vecteur ds* d'origine s*; de plus elle est bien déterminée lorsque les points s et 
s* sont donnés. La relation involutive et transitive ainsi déterminée dans l'ensemble des 
vecteurs de la variété G sera appelée équipollence de première espèce. En particulier, 
le vecteur ds d'origine s est équipollent de première espèce au vecteur œ d'origine i 
et d'extrémité s"1(s + ds ). Dans l'espace tangent en i introduisons un repère cartésien 
d'origine i (c'est-à-dire r vecteurs de base). Les composantes du vecteur co seront des 
formes linéaires du vecteur ds ; nous les désignons par oj.(s,ds) où i = 7,2,...r. 
Pour que deux vecteurs soient équipollents de première espèce, il faut et il suffit que 
l'on ait : 

co.(s'9 ds*) - OJ.(S9 ds) (i = 192 ... r). 

Ces équations différentielles s'appellent les équations de définition du premier groupe 
des paramètres. 

De la même façon, les transformations linéaires 

s* + ds' = (s + ds )t (transformation ds <r> ds') 

qui sont associées aux transformations 

s' ~ st (transformation s <r> s*) 

du deuxième groupe des paramètres, définissent dans l'ensemble des vecteurs de G une 
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relation appelée équipollence de deuxième espèce. En particulier, appelons m le vecteur 
d'origine i et d'extrémité (s + ds Js"1 qui est équipollent de deuxième espèce au vecteur 
ds d'origine s. Les composantes de TẐ sont r formes linéaires GT.( s > ds ). L'équipol-
lence de deuxième espèce s'exprime par le système d'équations 

urifs*tds,)=TU-ifsfds) fi = 1,2 ... r). 

Ce sont les équations de définition du deuxième groupe des paramètres. 
La transformation s* = s"1 qui est également différentiable, échange les deux 

systèmes d'équipollence. On montre facilement qu'elle vérifie le système différentiel: 

ûo.fs,ds ) +-w.(s\ ds') = 0. 

Il est important de remarquer que les r formes co.fstds) sont linéairement indépen­
dantes pour tout point s ; il en est de même des formes zzr̂ f s, ds ). 

GROUPE ADJOINT LINÉAIRE. 
La transformation 

t ' - s t s ' 1 (transformation t <r> t') 

du groupe adjoint de G est évidemment différentiable. Comme le point i reste fixe, à 
cette transformation est associée une transformation linéaire opérant sur les vecteurs 
d'origine i. Cette transformation linéaire fait correspondre au vecteur oo(s,ds) le 
vecteur UJ(s, ds ). Ses équations s'obtiennent donc en exprimant les formes W f̂ s, ds ) 
en fonction des formes co. ( s t ds ) : 

TxT.(s . ds ) — a.. co.(s, ds). i ij j 
L'ensemble de ces transformations forme un groupe appelé groupe adjoint linéaire. 

PREMIER THÉORÈME FONDAMENTAL DE LIE 
TRANSFORMATIONS INFINITÉSIMALES. 

Soit G une famille de transformations opérant dans une variété différentiable 
En à n dimensions et correspondant d'une façon biunivoque aux points d'une variété 
différentiable § à r dimensions. La transformation qui correspond au point s de § 
étant définie par 

x' = sx fx9x9 eEn; s e§) , 

nous supposons que x' est une fonction différentiable de s et x. En considérant x' 
comme une fonction de s seul, la différentielle de cette fonction fait correspondre à 
tout vecteur ds d'origine s un vecteur dx' d'origine x$, Cette correspondance, qui 
est linéaire, peut s'écrire 

x' + dx* ~ (s + ds ) x . 
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En remplaçant x par s"1*', on a : 

( D 
A tout vecteur ds d'origine s correspond ainsi dans E un champ de vecteurs X qui 
dépend de s et de ds . Un champ de vecteurs X peut aussi être considéré comme une 
transformation infinitésimale, c'est-à-dire une transformation qui fait correspondre à 
chaque point x* un point x* + dx't où dx* = X( x* ). Par X(x') nous représentons le 
vecteur du champ X dont l'origine est en x*. 

En général, la transformation infinitésimale (1), c'est-à-dire le champ de vecteurs 
Z, dépend de 2r paramètres numériques. Mais supposons maintenant que G soit un 
groupe de transformations différentiable. Alors § est un groupe abstrait différentiable. 
La transformation infinitésimale X dépendra uniquement du point (s + ds Js'1, c'est-à-
dire du vecteur que nous avons désigné par zn(s,ds). En appelant ŵ f s, ds) les r 
composantes du vecteur w(S , ds ) par rapport à un repère cartésien dans l'espace 
tangent à § en i, on aura X =ŒT. Â .. (Nous supprimons le signe S pour la sommation 
par rapport à un indice qui se répète deux fois). L'équation ( 1 ) peut donc se mettre sous 
la forme 

Les r champs de vecteurs Xi sont linéairement indépendants : c'est-à-dire il n'existe 
pas des constantes c. non toutes nulles telles qu'on ait 

En effet, supposons qu'il existe des constantes telles que ĉ X- = 0, et considérons le 
système différentiel : 

Lorsque le point s décrit dans § une courbe intégrale de ce système, la transformation 
x* = s x ne change pas, ce qui est contraire à nos hypothèses. 

On a des résultats analogues lorsqu'on considère la transformation infinité­
simale : 

Nous pouvons ainsi énoncer le théorème suivant : 

PREMIER THÉORÈME FONDAMENTAL DE LIE. Soit un groupe de transformations 
différentiable à r paramètres, et soit x' = sx l'équation de la transformation s de ce 
groupe. La transformation infinitésimale 
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peut se mettre sous la forme 

(a) 

où les désignent r champs de vecteurs fou transformations infinitésimales) linéaire­
ment indépendants, les TÛf s, ds ) étant r formes de Pfaff linéairement indépendantes 
en tout point s. 

La transformation infinitésimale 

peut se mettre sous la forme 

(b) 

où les cof s , ds ) sont également r formes de Pfaff linéairement indépendantes en 
chaque points s. 

En considérant dans Véquation x' - s x le point x comme fixe et x* comme 
fonction de s, cette fonction x' satisfait à l'équation différentielle (a). En considérant 
x' comme fixe et x comme fonction de s, cette fonction x satisfait à l'équation diffé­
rentielle 

(b*) 
REMARQUES. Les transformations infinitésimales considérées dans ce théorème s'ap­
pellent les transformations infinitésimales du groupe considéré. Elles forment une 
famille linéaire à r paramètres, ou un espace vectoriel à r dimensions. 

Soit X un champ de vecteurs dans EN et / une fonction numérique différentiable 
définie dans E . Lorsqu'on pose dx = X, la différentielle df au point x prend une 
valeur numérique déterminée que Lie désigne par le symbole Xf, En choisissant un 
système de coordonnées différentielles x lt x 2 ... xn dans EN , le vecteur X est défini 
par des composantes X1, X2 ... Xn et on a 

La transformation infinitésimale que nous désignons par la lettre X est habituellement 
désignée par le symbole Xf. 

RÉCIPROQUE DU PREMIER THÉORÈME FONDAMENTAL DE LIE. Soit G Une famille 
de transformations opérant dans une variété deux fois différentiable En telle que chaque 
transformation corresponde à un point s d'une variété deux fois différentiable Q à r 
dimensions, l'équation de la transformation correspondant au point s étant 
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Supposons que les conditions suivantes soient remplies : 
1) Les transformations de G sont définies pour les points x d'un domaine D 

de E . 
n . • 

2) G contient la transformation identique i : x = ix. 
3) Le point x' est une fonction deux fois différentiable des points s et x. 
4) En considérant x comme fixe et x' comme fonction de s, cette fonction 

satisfait à l'équation différentielle : 

les X̂  étant r champs de vecteurs linéairement indépendants et les Tzr.f s, ds ) étant 
r formes de Pfaff linéairement indépendantes en chaque point s. 

CONCLUSIONS : La famille G forme un noyau de groupe de transformations défini dans 
le domaine D. 

De l'indépendance linéaire des X> et des ZDj il résulte d'abord qu'il existe dans 
la variété § un voisinage v de i tel qu'à deux points distincts de v correspondent 
deux transformations distinctes de la famille G. Considérons ensuite les deux transfor­
mations 

Supposons que le point s décrive dans § un arc deux fois différentiable, allant de i à 
b; le point s sera une fonction deux fois différentiable y(t) d'un paramètre numérique 
t. En posant s = y(t)t le système différentiel 

( D 
devient un système d'équations différentielles déterminant s' en fonction de t et en 
admettant une solution unique pour des conditions initiales données. A l'arc ib décrit 
par s correspond ainsi un arc bien déterminé d'origine a décrit par s \ Sur cet arc le 
point s' est une fonction bien déterminée du point s de l'arc ib . Considérons la trans­
formation : 

En supposant x fixe, les points x" et xm sont des fonctions de t qui satisfont toutes 
deux à l'équation différentielle 

Comme pour s = i, les points x" et xm sont confondus avec le point ax, les points 
x" et x'n sont confondus quel que soit t. Donc : 
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ce qui constitue un des axiomes vérifiés par un noyau de groupe de transformations. De 
la même façon le système ( 1 ) fait correspondre à tout arc ai un arc ia' et on a : 

On voit ainsi que G satisfait à tous les axiomes vérifiés par un noyau de groupe de 
transformations. 

Si la famille G ne contient pas la transformation identique mais satisfait à 
toutes les autres hypothèses de l'énoncé, les transformations 

où s est supposé voisin de c , forment un noyau de groupe, 
REMARQUE. Soit G un groupe différentiable. En résolvant les équations de définition 
du deuxième groupe de paramètres 

par rapport à ds ', on obtient les transformations infinitésimales du premier groupe des 
paramètres sous la forme 

En résolvant les équations 

par rapport à ds', on obtient les transformations infinitésimales du deuxième groupe des 
paramètres sous la forme 

EXEMPLES. Groupes de Lie à un paramètre. Soit G un groupe abstrait différentiel à un 
paramètre. La variété G est alors une droite ou un cercle. Le premier groupe des para­
mètres est défini par une seule équation différentielle : 

(1) 
On peut introduire dans G un paramètre t tel que co(s, ds ) - dt. Alors, l'équation ( 1 J 
devient : dt' = dt. 
La loi de composition du groupe est donc t' = t + t1 dans le cas où la variété G est 
une droite, et t' = t + 11 (mod. 1) dans le cas où G est un cercle. Le groupe est donc 
abélien. Remarquons que l'on a : 
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Soit maintenant 
(2) x' = sx (xtx* eEn;s eG) 
la transformation générale d'un groupe de transformations de Lie à un paramètre. La 
transformation infinitésimale associée à (s + ds Js"1 sera, en introduisant dans G un 
paramètre numérique convenable t : 

(3) dx'=dtX(xf). 

L'équation (2) est la solution de l'équation différentielle (3) telle que pour t = 0 on 
ait x* ~ x. Nous dirons que le groupe de transformations considéré est engendré par la 
transformation infinitésimale X. 

Réciproquement, toute transformation infinitésimale définie dans En par un 
champ de vecteurs À supposé différentiable, engendre un noyau de groupe de transfor­
mations qu'on obtient en prenant la solution de l'équation différentielle (3) qui se réduit 
à x' = x pour t - 0. 

GÉNÉRATION D'UN GROUPE DE LIE 
PAR SES TRANSFORMATIONS INFINITÉSIMALES. 

Soit G un groupe abstrait de Lie à r paramètres et considérons un sous-groupe 
s représenté par une courbe différentiable passant par le point i de G. Nous dirons que 
g est un sous-groupe de Lie à un paramètre. En remarquant que tout vecteur tangent à g 
est équipollent de première et de deuxième espèce à un vecteur d'origine i et tangent 
à g, on voit que la courbe g est une courbe intégrale du système différentiel 

( 1 ) (s , ds ) ~ a.dt (ai~ Cte,i = 1,2,...,r) 

ou encore du système différentiel 

ur.f s , ds ) = dt. 

Soit s = f(a., t) la solution de ( 1 ) telle que s - i pour t - 0 ; cette solution fournit 
g. En réalité t n'intervient que par les produits a. t. En donnant aux constantes ai 
tous les systèmes de valeurs possibles, le point s = f(a art) décrit tous les 
sous-groupes de Lie à un paramètre. Si l'on pose t = 7, on obtient encore tous les 
points de ces sous-groupes. Les nombres a. sont appelés les paramètres canoniques du 
point s -f(aly. . . , ar). Dans un voisinage suffisamment petit de i, les paramètres 
canoniques forment un système de coordonnées locales deux fois différentiables dans 
la variété G. Par rapport à ce système de coordonnées les sous-groupes de Lie à un 
paramètre sont représentés par les droites passant par i. Remarquons que le système 
des paramètres canoniques est déterminé à une transformation linéaire homogène près. 
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Supposons maintenant que G soit un groupe de transformations de Lie, réalisation 
du groupe abstrait § . Les transformations d'un sous-groupe de Lie à un paramètre 
s'obtiennent en remplaçant dans l'équation différentielle 

les formes ur. par a^dt, ce qui donne 

et en prenant la solution x* = f( a 1 art,x) qui se réduit à x' = x pour t - 0 . Le 
paramètre t intervient seulement par les produits a. t. La transformation de paramètres 
canoniques s'obtient en posant t — 1 dans la solution ainsi considérée. Toute 
transformation de G voisine de la transformation identique (au sens de la topologie de 
ÇJ) appartient à un sous-groupe de Lie à un paramètre bien déterminé et correspond à des 
paramètres canoniques bien déterminés. On dit que G est engendré par la famille des 
transformations infinitésimales a.Z.. 

Une transformation de G non voisine de la transformation identique peut apparte­
nir à plusieurs sous-groupes de Lie à un paramètre. Il peut même arriver qu'elle n'appar­
tienne à aucun sous-groupe de Lie à un paramètre. Par exemple, considérons le groupe 
linéaire réel unimodulaire de transformation générale : 

ab'-ba' = 1 . 

Une transformation dont l'équation caractéristique admet deux racines négatives ne 
peut être engendrée par aucune transformation infinitésimale de la forme : 

On peut indiquer une classe intéressante de groupes dont chacun est engendré 
en entier par ses transformations infinitésimales. Ce sont les groupes semi-simples clos 
(E. Cartan, IV). Un tel groupe est caractérisé par le fait que la forme quadratique 

est définie. Dans la variété du groupe on peut alors définir une métrique riemannienne 
en posant : 
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Les géodésiques de cette métrique riemannienne sont les sous-groupes de Lie à un 
paramètre ainsi que les courbes qui s'en déduisent par les transformations du premier 
groupe des paramètres (E. Cartan, III, chap. 3). L'espace de Riemann défini est normal, 
c'est-à-dire il jouit de la propriété suivante : sur toute géodésique on peut reporter, À 
partir d'un point donné, une longueur donnée arbitraire. La propriété fondamentale d'un 
espace de Riemann normal est la suivante : deux points donnés arbitraires de cet espace 
sont toujours reliés par un arc de géodésique. Cela veut dire que tout élément d'un 
groupe semi-simple clos appartient au moins à un sous-groupe de Lie à un paramètre. 

LES ÉQUATIONS DE MAURE R-CARTAN. 

Soit G un groupe abstrait de Lie à r paramètres et considérons les équations 
de définition des deux groupes des paramètres : 

(1) 

(2) 

le système ( 1 ) est complètement integrable et admet pour solution générale : s* = ts . 
De même, le système (2) est complètement integrable, sa solution générale étant s*' = st. 
On a les équations : 

(3) 

Comme le système dérivé de ( 1 ) est une conséquence algébrique du système ( 1 ) , on 
voit que les quantités c..̂  sont des constantes. On les appelle les constantes de 
structure et les équations ( 3 ) sont appelées équations de Maurer~Cartan. On aura de 
même les équations 

(4) 

où les quantités c..̂  sont également des constantes. 
Remarquons que le système 

(S) 

est complètement integrable, son intégrale générale étant s* — ts"1 . On en conclut, en 
considérant le système dérivé de (5),que c..^ = — c..^ . 

Réciproquement, supposons que, dans une variété G 7 à r dimensions et deux 
fois différentiable, on considère r formes de Pfaff CÚ.(s , ds ), linéairement indépen­
dantes. 
Les équations (1 ) permettent alors de définir dans G une relation d'équipollence; mais 
celle-ci n'est pas en général associée à un groupe de Lie. Supposons de plus que le 
système (3) soit vérifié, les quantités c..^ étant des constantes. Alors le système ( 1 ) 
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est complètement integrable; c'est-à-dire, en se bornant à un voisinage v d'un point 
/, il existe une solution et une seule définie pour tout point de v et transformant le 
point i en un point donné £. Soit s' - ts cette solution. C'est la loi de composition 
d'un noyau de groupe dont l'élément unité est le point i. Donc pour que les équations 
f 1 ) définissent un noyau de groupe de Lie, il faut et il suffit que les formes co^f s, ds ) 
vérifient un système d'équations de Maurer-Cartan. 

DEUXIÈME THÉORÈME FONDAMENTAL DE LIE. 

Soit G un groupe de transformations de Lie à r paramètres. En reprenant les 
notations du premier théorème fondamental de Lie, considérons les équations : 

fi) 
(2) 
L'équation différentielle (2) est complètement integrable; l'équation (-1 ) en fournit la 
solution qui se réduit à x' - x pour s - i. L'équation (2) peut être remplacée pal­
le quati on 

(3) 
où f(x) est une fonction numérique arbitraire deux fois différentiable. Par dérivation 
extérieure de (3) on obtient l'équation : 

(4) 
Pour que (2) soit complètement integrable, il faut et il suffit que (4) soit une consé­
quence algébrique de (3 ) . En tenant compte de ( 3 ) et en posant 

(5) 

l'équation (4) devient : 

(6) 

Etant donnés les symboles de Lie de deux transformations infinitésimales, 

et 

nous posons : 

Le symbole [ XY ] f est le symbole de Lie d'une transformation infinitésimale que nous 
désignerons par [ZY] et qui s'appelle le crochet des transformations infinitésimales 
X et Y . Il résulte alors de ( 6 ) : 
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(7) 

De (6) et (7) on conclut que les quantités ne dépendent ni de s ni de ce 
sont des constantes. Ceci démontre encore une fois les équations de Maurer-Cartan, et 
nous sommes arrivés à l'équation (7) qui constitue le deuxième théorème fondamental 
de Lie. 

DEUXIÈME THÉORÈME FONDAMENTAL DE LIE. Si Xf SOTlt T transformations 
infinitésimales linéairement indépendantes d'un groupe de Lie à r paramètres, on a : 

où les quantités ĉ ^ sont des constantes de structure. 

RÉCIPROQUE. Etant données, dans une variété En, r transformations infinitésimales 
différentiables et linéairement indépendantes, telles que 

où c.j^ = Cte, la famille de transformations infinitésimales â X̂  engendre un noyau 
de groupe de transformations de Lie à r paramètres défini dans un domaine de En. 

Pour démontrer la réciproque, il suffit de démontrer qu'on peut déterminer dans 
un domaine à r dimensions r formes de Pfaff linéairement indépendantes, w.(s, ds ), 
telles que 

(1) 

En effet, ces formes étant déterminées, l'équation 

est complètement integrable, et ses solutions, que nous écrivons sous forme x* = sx, 
constituent, d'après la réciproque du premier théorème de Lie, un noyau de groupe de 
Lie à r paramètres. 

Supposons r <. ». On peut trouver dans un domaine D de En des transformations 
infinitésimales Xr+i,..., Xn, telles que XifX2 Xn soient linéairement indépen­
dantes. Alors on a identiquement : 

où UJa sont n formes de Pfaff linéairement indépendantes dans D. Nous pouvons écrire : 

Par dérivation extérieure de df — W X„ f. on trouve : 
Ci CL 1 7 
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ue système 
où 

est complètement integrable. On peut donc introduire de nouvelles variables sits2 sn 
telles que la solution générale de ce système soit : 

Donnons aux variables , où K> r, des valeurs constantes. Les formes cr., où i = l,..,r, 
ne dépendent plus que de s 1 sr et satisfont à f 1 ). 

Si r>n, il suffit de montrer, pour appliquer le raisonnement précédent, qu'on 
peut trouver r transformations infinitésimales W Wr définies dans une variété à /V 
dimensions, où /V >'r, et telles qu'on ait encore [ W.W.] - c,«yifĉ A* On y arrive en 
considérant la variété , où N = nr, dont chaque point est défini comme un ensemble 
quelconque de r points A/^, # ^ x̂ r̂  de En. Un vecteur W dans E^ peut être 
considéré comme la somme de r vecteurs X^^ X̂ r̂  de En ayant respectivement 
pour origine x̂ 1̂  x̂ TK Posons W'. = X(^ + ... + X(TK Nous avons ainsi dans E^ 
les transformations infinitésimales W* qui vérifient bien les relations 

CALCUL DES FORMES w. ET co. 

EN FONCTION DES PARAMÈTRES CANONIQUES. 
La transformation générale d'un noyau de groupe engendré par la famille de 

transformations infinitésimales â Xi peut s'obtenir en intégrant l'équation : 

et en prenant la solution x' fonction de t telle que x' = x pour t = 0. Le paramètre t 
n'intervenant que par les produits u^-a^t, on aura l'équation de la transformation 
générale en fonction des paramètres u.. Les formes HT.fu, du) se mettent alors sous 
la forme : 

Les formes ZD̂ , dépendant de da.t t et a.9 s'annulent pour t — 0. Les équations de 
Maurer-Cartan deviennent : 

Ecrivons que dans cette identité le coefficient de dt est nul : 
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C'est un système d'équations différentielles dans lequel les fonctions inconnues sont 
les formes a?., la variable étant t. Les formes ôT. cherchées forment la solution telle 
que ET. = 0 pour t — 0. En donnant à t la valeur 1 , les formes cr. ainsi déterminées 
deviennent les formes GJ ĉiyda) exprimées en fonction des paramètres canoniques. 
Ecrivons le système ( 1 ) sous forme matricielle : 

La solution cherchée est alors : 

De même les formes oo^a^da) en fonction des paramètres canoniques s'obtiennent en 
intégrant le système 

On trouve ainsi : 

Remarquons que les paramètres canoniques de deux transformations inverses sont égaux 
et de signes contraires et on vérifie que 

Il est remarquable que les formes ar̂  et <IK aient des expressions analytiques en 
fonction des paramètres canoniques. Les équations de définition du premier groupe des 
paramètres étant analytiques, la loi de composition d'un groupe de Lie G est analytique 
par rapport au système de coordonnées locales formées par les paramètres canoniques. 
On en déduit qu'on peut toujours introduire dans la variété d'un groupe de Lie G un 
ensemble de systèmes de coordonnées locales par rapport auxquels le groupe G est 
analytique. 
Nous verrons plus loin que les systèmes de coordonnées locales qui jouissent de cette 
propriété sont déterminés à des transformations analytiques près. 
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TROISIÈME THÉORÈME FONDAMENTAL DE LIE. 

En supposant les formes co. exprimées en fonction des paramètres canoniques, 
nous pouvons dériver extérieurement les équations de Maurer-Cartan : 

f i ) 

En remarquant que d(dco¿ ) = 0, on obtient ainsi 

Comme c... = - c, .., on aura 

Il en résulte le 

TROISIÈME THÉORÈME FONDAMENTAL DE LIE. Les constantes de structure d'un 
groupe de Lie satisfont aux conditions suivantes, dites conditions de Lie : 

RÉCIPROQUE. Etant donné un ensemble de constantes ĉ .̂  où i,j,k = 1,2 r, 
satisfaisant aux conditions de Lie, il existe un noyau de groupe de Lie admettant ces 
constantes comme constantes de structure. 

Les conditions de Lie s'obtiennent aussi en appliquant l'identité de Jacobi : 

où X, Y, Z sont trois champs de vecteurs, aux transformations infinitésimales X̂  d'un 
groupe de Lie. Mais ceci suppose que les champs de vecteurs sont deux fois différen­
tiables, ce qui n'est pas forcément le cas pour les X. d'un groupe de Lie. 

Pour démontrer la réciproque, il suffit de déterminer dans un domaine à r dimen­
sions, r formes de Pfaff linéairement indépendantes et satisfaisant aux équations 
de Maurer-Cartan. Si le problème est possible, on obtiendra les formes oô  en prenant 
l'intégrale du système 

(2) 

telle que œ. = 0 pour t = 0, et en y posant t = 1 . 
En appelant ah les formes qui forment la solution de (2 ) telle que co. — 0 pour t - 0, 
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les formes dcoi dans lesquelles on a posé dt - 0 satisfont à : 

(3) 

Le système (3 ) dans lequel on considère les formes dco. comme des fonctions incon­
nues de t admet la solution 

pourvu que les conditions de Lie soient vérifiées. Cette solution satisfait aux conditions 
initiales : doĵ  = 0 pour t — 0 . Donc les formes a)., qu'on obtient en posant t — 1 dans 
OJ., satisfont bien aux équations de Maurer-Cartan. 

ALGÈBRE DE LIE. 
Les constantes de structure d'un groupe de Lie ne sont pas déterminées 

d'une façon univoque. En effet, les transformations infinitésimales X̂  qui forment une 
base de la famille linéaire des transformations infinitésimales peuvent être remplacées 
par des combinaisons linéaires indépendantes à coefficients constants; les constantes 
0..̂  subissent alors également une certaine transformation; mais dans l'espace vectoriel 
à r dimensions dont les éléments sont les transformations infinitésimales, on a une loi 
de composition bien déterminée. A deux éléments X, Y correspond un élément déterminé, 
le crochet [ XY ] , qui est une fonction linéaire de X et de Y et qui satisfait aux axio­
mes suivants : 

On appelle algèbre de Lie un espace vectoriel Ar dans lequel on a défini une 
loi de composition [ XY ] , linéaire en X et en F et satisfaisant aux axiomes précédents. 
A tout groupe de Lie à r paramètres, correspond une algèbre de Lie à r dimensions. 
Réciproquement, toute algèbre de Lie à r dimensions peut être réalisée par l'ensemble 
des transformations infinitésimales d'un noyau de groupe de Lie à r paramètres. Il est 
clair que si deux noyaux de groupes de Lie sont isomorphes par un isomorphisme deux 
fois différentiable, les algèbres de Lie correspondantes sont également isomorphes et 
réciproquement. Par conséquent, la classification des groupes de Lie au point de vue 
local (c'est-à-dire des noyaux de groupes) se ramène à la classification des algèbres 
de Lie, problème qui sera traité dans un autre exposé. 

On doit à M. E. Cartan le théorème suivant, qui est peut-être le plus surprenant 
de toute la théorie : 
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// existe toujours un groupe de Lie au sens global tel que l'ensemble de ses 
transformations infinitésimales réalise une algèbre de Lie donnée. 

Lie a donné de la réciproque de son troisième théorème fondamental une démons­
tration qui entraîne, lorsqu'elle est valable, le théorème de M. Cartan. Considérons en 
effet l'espace vectoriel A formé par l'algèbre de Lie donnée. Considérons dans cet 
espace la transformation 

où Y est un point fixe, le point X étant ainsi transformé en un point X + dX. Nous 
la considérons comme une transformation infinitésimale linéaire dans l'espace Ar. On 
montre d'ailleurs que c'est la transformation infinitésimale générale du groupe adjoint 
linéaire. Soient X¿ r vecteurs de base de Ar, et désignons par E¿ la transformation 
infinitésimale 

le crochet [ E. E • ] correspond à la transformation infinitésimale 

qui s'écrit, en vertu des axiomes de l'algèbre de Lie, 

Donc [ E.Ej ] est l'a transformation infinitésimale correspondant à [ X-Xj ] . Les E- ne 
sont pas nécessairement linéairement indépendants, car, dans G , il peut exister des 
éléments Y qui sont échangeables avec tous les éléments X (c'est-à-dire [ YX] - 0) . 
Considérons le cas où il n'existe aucun élément Y de cette espèce. Les transformations 
infinitésimales E. sont alors linéairement indépendantes et forment une algèbre de Lie 
isomorphe à l'algèbre de Lie donnée. Elles engendrent donc un noyau de groupe G dont 
les transformations sont linéaires et sont par suite définies dans tout l'espace A . Soit 
alors Gr l'ensemble des transformations linéaires dont chacune est le produit d'un 
nombre fini de transformations de G . On voit facilement que Gf est un groupe de Lie au 
sens global. 

La démonstration précédente n'est pas valable dans le cas général. Mais comme 
toute famille de transformations infinitésimales linéaires qui forme une algèbre de Lie 
engendre un groupe de transformations linéaires au sens global, le théorème de M. Cartan 
résulte du théorème suivant, démontré récemment par M. Ado, et qui sera traité dans 
T exposé de M. Chevalley. 

Toute algèbre de Lie admet une réalisation fidèle par des transformations infi­
nitésimales linéaires. 
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Remarquons encore qu'à une algèbre de Lie peuvent correspondre plusieurs 
groupes abstraits de Lie au sens global. Mais il ne lui correspond qu'un seul groupe 
abstrait de Lie simplement connexe. De plus, celui-ci est le groupe de recouvrement 
simplement connexe de tout autre groupe abstrait de Lie correspondant à l'algèbre de 
Lie donnée. 

LES SOUS-GROUPES D'UN GROUPE DE LIE. 

Soit G un groupe abstrait à r paramètres. Un sous-groupe g de G sera ap­
pelé sous-groupe de Lie, lorsque la variété g est différentiable. De même, § étant une 
réalisation de G par un groupe de transformations de Lie un sous-groupe g de § sera 
appelé sous-groupe de Lie lorsqu'il correspond à un sous-groupe de Lie g de G. Tout 
sous-groupe de Lie g est évidemment engendré par une famille linéaire de transfor­
mations infinitésimales de §. Pour qu'une telle famille, a. Y-, engendre un sous-groupe 
il faut et il suffit que 

t W ^ / * 7 * ( i , i ,k = l ,2 , . . . ,h ) ; 
la détermination des sous-groupes de Lie est donc un problème purement algébrique. 
En employant un système de coordonnées formé par des paramètres canoniques, tout 
sous-groupe de Lie de G est représenté par une variété plane au voisinage de l'élément 
unité. 

Concernant les sous-groupes d'un groupe de Lie, on doit à M. E. Cartan deux 
théorèmes importants contenus dans l'énoncé suivant qui est un peu plus général : 

THÉORÈME. G étant un groupe abstrait de Lie, soient g un ensemble fermé de G et 
V un voisinage de l'élément unité i tels que, si s et s' sont deux points appartenant 
à g et à V, le point s's"1 appartienne à g; alors la partie de g contenu dans un voisi­
nage suffisamment petit de i forme un voisinage de i sur un sous-groupe de Lie. 

Supposons que le système de coordonnées formé par les paramètres canoniques 
soit valable dans V. En utilisant les notions de géométrie euclidienne dans l'espace 
des paramètres canoniques, soit V l'intérieur d'une hypersphère de centre i contenue 
dans V. En supposant que g ne soit pas proprement discontinu dans V, il existe une 
suite de points s1,..., sn de g tendant vers i. Les droites isn admettent aumoins 
une droite d'accumulation iS. Soit s un point de i$ intérieur à V*. Soit pn le plus 
grand entier tel que la distance de i au point (sn)Pn soit inférieure ou égale à la dis­
tance is . Alors le point s est évidemment point d'accumulation des points (sn )Pn et 
appartient donc à g .L'ensemble des segments de droite passant par i et appartenant à 
g forme évidemment la partie intérieure à V d'une variété plane g'. Le point i admet 
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alors un voisinage V"C V* tel que tous les points de g situés dans V appartiennent 
à g*. Sinon, il y aurait en dehors de g' une suite de points cr̂  ..... cr ... appartenant 
à g et tendant vers i. Soit h une variété plane de dimension r-r' (où r = dimension 
de G, r' — dimension de g') et rencontrant g' au seul point i. Appelons a g' la variété 
qui se déduit de g* par la transformation du premier groupe des paramètres correspon­
dant au point cr. La variété °~ng$, qui est analytique, rencontre h en un point o~'n qui 
appartient à g et qui tend vers i lorsque cr̂  tend vers i. L'ensemble des droites icr̂  
admettra une droite d'accumulation située dans h . Cette droite d'accumulation devrait 
aussi appartenir à g' ce qui est impossible. Donc, à l'intérieur de V , g est confondu 
avec g'. 

Les théorèmes de M. Cartan, qui résultent immédiatement de l'énoncé précédent, 
sont : 

L- Si g est un sous-groupe du groupe de Lie G, et si g est fermé dans G, on 
peut trouver dans G un voisinage V de Vêlement unité tel que les éléments de g inté­
rieurs à V soient les éléments de la partie d'un sous-groupe de Lie intérieure à V. 

IL - Tout sous-groupe continu à k paramètres d'un groupe de Lie est un sous-
groupe de Lie. 

Nous disons qu'un sous-groupe g de G est continuement isomorphe à un groupe 
topologique g, lorsque g est une représentation isomorphe et continue de g dans G. 
Si g est un groupe continu à k paramètres, nous disons aussi que g est un sous-groupe 
continu à k paramètres. Le théorème II se généralise un peu : Lorsqu'un sous-groupe 
d'un groupe de Lie est continuement isomorphe à un groupe topologique localement 
compact, c'est un sous-groupe de Lie. 

REMARQUE. Un sous-groupe de Lie g d'un groupe de Lie G n'est pas forcément fermé 
dans G. 

EXEMPLE. Le tore à deux dimensions est la variété d'un groupe de Lie à deux para­
mètres. On sait que chaque point du tore peut être représenté par un couple de deux 
nombres réels (xt y) modulo 1. Nous définissons un groupe de Lie en prenant la loi de 
composition suivante : 

( (mod. 1). 
y" = y + y*) 

Les sous-groupes continus à un paramètre sont les géodésiques (de la métrique eucli­
dienne du plan x,y) définies par y = tx. Si t est irrationnel, la géodésique y - tx 
n'est pas un ensemble fermé sur le tore, mais un ensemble partout dense sur le tore. 
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APPLICATION À L'ISOMORPHISME DE DEUX GROUPES DE LIE. 

Les sous-groupes de Lie à un paramètre ont une définition purement topologique : 
ce sont les sous-groupes continus à un paramètre. On en déduit le théorème suivant : 

Etant donnés deux groupes de Lie, G et G*, tout isomorphisme continu entre 
G et G* est analytique par rapport à des coordonnées locales analytiques définies 
dans G et dans G'. 

Un système de coordonnées locales dans G est dit analytique lorsque la loi 
de composition de G est analytique par rapport à ce système. Si G et G* sont deux 
groupes continus à r et r' paramètres, tout isomorphisme continu dans un sens entre G 
et G' est topologique (c'est-à-dire continu dans les deux sens) et par suite r - r'. 
C'est une conséquence des théorèmes suivants : 

1) Tout groupe continu à r paramètres peut être recouvert par un ensemble 
dénombrable des voisinages (E. Cartan, IV, p. 7). 

2) Toute transformation biunivoque et continue d'un espace bicompact dans un 
espace de Hausdorff est une homéomorphie (P. Alexandroff et H. Hopf, TOPOLOGIE 
p. 95). 

3) Un ensemble de dimension r ne peut pas être la réunion d'une famille dénom­
brable d'ensembles de dimensions inférieures à r. 

Soit G et G' deux groupes de Lie à r paramètres et considérons un isomor­
phisme topologique entre G et G'. Rapportons G et G' à des systèmes de paramètres 
canoniques.L'isomorphisme considéré fait correspondre à toute droite de G passant 
par i une droite de G* passant par i'. Nous pouvons supposer que les vecteurs de 
base des deux systèmes de coordonnées se correspondent deux à deux. Tout élément s 
voisin de i est d'une façon bien déterminée le produit de r éléments c 1 cr , où ĉ  
est un élément de l'axe de coordonnées d'indice k . Le point s est une fonction ana­
lytique des points c 1 cT . De même tout point s* voisin de V est d'une façon bien 
déterminée le produit de r éléments c^,..., c'r appartenant respectivement aux axes de 
coordonnées choisis dans G'. Soient c9 , les points de G* correspondant respec­
tivement aux points c ^ cr de G .Le point s', produit de c ̂  ,..., c', correspond 
alors au point s, produit de c1 cf . La correspondance entre s et s' est donc 
analytique et par suite linéaire par rapport aux paramètres canoniques. Avec notre choix 
particulier de systèmes de coordonnées, les points s et s ' ont les mêmes paramètres 
canoniques. 

Le théorème ainsi démontré peut s'énoncer encore de la façon suivante : 
Dans un groupe de Lie deux systèmes de coordonnées locales analytiques (ou 

deux fois différentiables), définis dans un même domaine, se déduisent l'un de l'autre 
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par une transformation analytique fou deux fois différentiable). 

ESPACES HOMOGÈNES DE LIE. 

Un groupe de transformations G défini dans une variété En est dit transitif si 
tous les points de En sont équivalents par rapport à G, c'est-à-dire s'il existe une 
transformation qui transforme un point arbitraire x en un point arbitraire x\ Nous appel­
lerons espace homogène, une variété E n dans laquelle on a défini un groupe de trans­
formations continu à r paramètres qui est transitif dans En ; ce groupe sera appelé 
le groupe de structure de l'espace homogène. En particulier, on aura un espace homogène 
de Lie si le groupe de structure est un groupe de transformations de Lie à r paramètres. 

EXEMPLES. Espace euclidien, espace affine, espace projectif. 
Soit En un espace homogène, § son groupe de structure, g le sous-groupe de 

§ formé par l'ensemble des transformations qui laissent fixe un point de 0 de En . 
Les lettres G et g désigneront les groupes abstraits correspondants. On voit facilement 
que g est fermé dans G. De plus, g n'admet pas de sou s-groupe invariant dans G . Car 
s'il existait un tel sous-groupe, chacune de ses transformations laisserait invariants 
tous les points de En et serait donc la transformation identique. L'ensemble des trans­
formations de § qui transforment le point 0 en un point x est Fensembls s g formé 
par les produits d'un élément particulier s par un élément quelconque de g . Les points 
x correspondent donc d'une façon biunivoque aux ensembles sg. Par hypothèse, la 
transformation qui fait correspondre à un point s de G le point x correspondant à sg 
est une transformation continue. 

Supposons maintenant que le groupe abstrait G soit un groupe de Lie à r para­
mètres; mais nous ne supposerons pas que le groupe de transformation § est un groupe 
de transformations de Lie. Comme g est fermé dans G c'est un sous-groupe de Lie de 
G . Soit V un voisinage de i dans lequel on peut introduire le système de coordonnées 
formé par les paramètres canoniques; g sera représenté dans V par une variété plane à 
k dimensions. Considérons dans V une variété plane P à r —k dimensions qui ren­
contre g au seul point i. Si s est voisin de i, l'ensemble sg est une variété analy­
tique qui rencontre P en un seul point t voisin de i. Si v est un voisinage suffisam­
ment petit de i dans la variété plane P , les ensembles tg et t'g correspondant à deux 
points distincts t et t' de v sont distincts. Cela nous permet de définir un espace 
topologique que nous appellerons espace quotient G/g et dont les points sont les 
ensembles sg. Nous définissons comme voisinage de l'élément origine g l'ensemble 
des éléments tg, où t est un point d'un voisinage v de i dans P. Un voisinage de 
l'élément sQg sera alors l'ensemble des éléments Sq tg, où t est un point quelconque 
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de v. L'espace G/ g sera donc une variété à r—k dimensions. Si nous faisons corres­
pondre à l'élément s de G la transformation sg -> sQsg, l'espace G/g devient un 
espace homogène dont le groupe de structure est une réalisation du groupe abstrait G . 

Montrons que les espaces homogènes E et G/g sont topologiquement équi­
valents. Les points de En et de G/g correspondant d'une façon biunivoque aux ensem­
bles sg, nous avons bien une transformation biunivoque T entre En et G/g. Il suffit 
de démontrer que T est topologique. T est continu dans le sens de G/g sur E . En 
effet, à un voisinage d'un point XQ de En correspond dans G un voisinage de sQg, ce 
voisinage étant composé d'ensembles sg. Il y correspond donc dans G/g un voisinage 
de l'élément sQg, ce qui démontre la continuité de T dans le sens de G/g sur En. Le 
fait que la transformation est topologique résulte ensuite des propriétés suivantes : 

1) l'espace G/g peut être recouvert par une famille dénombrable de voisinages. 
2) toute transformation biunivoque et continue d'un espace bicompact dans un 

espace de Hausdorff est une homéomorphie. 
3) un ensemble de dimension n ne peut pas être la réunion d'une famille dénom­

brable d'ensembles de dimension inférieure à r. 
On a donc le théorème : 
Tout espace homogène En dont le groupe de structure est une réalisation conti­

nue d'un groupe abstrait de Lie G est équivalent à un espace quotient G/g, où g est 
un sous-groupe qui est fermé dans G et qui ne contient aucun sous-groupe invariant 
dans G. 

Démontrons enfin le théorème suivant : 
L'espace En du théorème précédent est un espace homogène de Lie. On peut 

choisir dans En et dans G des coordonnées locales, définies à des transformations 
analytiques près, telles que le groupe de structure soit analytique. 

Reprenons les notations que nous avons employées pour définir l'espace quotient 
G/g. Nous pouvons toujours supposer que les paramètres canoniques des points de P 
sont a^,..., an , et a\ = 0 pour K> n . Prenons dans v qui est l'image d'un voisinage 
du point 0 de En, le système de coordonnées défini par (a l ,a2 an ). Consi­
dérons un voisinage v x C v. On peut trouver dans G un voisinage V l C V de i tel que 
la variété stg rencontre v en un point t' bien déterminé lorsque t € v ,̂ s e J ^ . L e 
point t' sera une fonction analytique de s et t : t' = y(s , t). Nous avons ainsi dans 
le voisinage v de En et dans le voisinage V de G des systèmes de coordonnées 
locales tels que les transformations du groupe de structure, x' = sx, sont analytiques 
par rapport à s et x, lorsque s eV 19x e ^ , On en déduit ensuite, par les transfor­
mations du groupe de structure et par celles du premier groupe des paramètres, des 
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systèmes de coordonnées locales recouvrant En et G. Par rapport à ces coordonnées 
locales le groupe de structure sera analytique. De plus, les coordonnées locales qui 
jouissent de cette propriété sont bien définies à des transformations analytiques près. 
\]n effet nous avons déjà démontré ce fait pour ce qui concerne la variété G. Rapportons 
donc les points t et t' de v à un nouveau système de coordonnées dans v tel que : 
t' - y ( s , t ) soit une fonction analytique, en supposant s rapporté au système des 
paramètres canoniques. On passe alors des anciennes coordonnées définies dans v aux 
nouvelles par la transformation analytique t ' - y ( t \ i ) où le point tr dans y(t ' , i ) 
est rapporté aux anciennes coordonnées. 

Le théorème précédent généralise le théorème suivant dû à Schur (II) i 

Tout groupe de transformations de Lie qui est transitif peut être rendu analytique 
par un choix convenable de système de coordonnées dans la variété du groupe et dans 
l'espace où opère le groupe. 

L'hypothèse de transitivité est essentielle pour la validité de ce théorème. Il y 
a des groupes de transformation de Lie intransitifs qu'on ne peut pas mettre sous forme 
analytique. 

La notion de transitivité se définit évidemment aussi pour un noyau de groupe de 
transformations. On voit encore que tout noyau de groupe de transformations transitif 
qui est une réalisation continue d'un noyau de groupe de Lie peut être défini de la façon 
suivante : 

Soient G un noyau de groupe de Lie et g un noyau de sous-groupe de Lie qui 
ne contient aucun sous-groupe invariant dans G . Soit En l'ensemble dont les éléments 
sont les classes sg, les voisinages étant définis comme précédemment. L'ensemble des 
transformations sg -* sQ sg forme alors un noyau de groupe de transformations de Lie qui 
est transitif et qu'on peut mettre sous la forme analytique. 

REMARQUE SUR LA RÉCIPROQUE DU DEUXIÈME THÉORÈME FONDAMENTAL DE LIE. 

D'après le théorème de M. Cartan, tout noyau de groupe abstrait de Lie admet un 
prolongement formant un groupe de Lie au sens global. Il reste à savoir si tout noyau de 
groupe de transformations de Lie a aussi un prolongement formant un groupe de transfor­
mations de Lie au sens global. D'une façon plus précise, supposons que dans un domaine 
Dn on ait défini r transformations infinitésimales X. linéairement indépendantes et 
telles que [ X.Xj] = c^A^ . Il existe alors dans Dn un voisinage v tel que les 
transformations infinitésimales â X- engendrent un noyau de groupe dont les transfor­
mations sont définies dans v. Peut-on choisir ce voisinage v de telle façon qu'il existe 
un groupe de transformations de Lie § opérant dans un espace En et une représentation 
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de v sur un voisinage v' dans En tels que les transformations infinitésimales s^X^ 
dans v correspondent par cette représentation aux transformations infinitésimales a^X^ 
de g dans v9 ? 

Un tel prolongement n'est pas toujours possible. En effet le noyau de groupe 
abstrait de Lie G admet un prolongement bien déterminé G formant un groupe de Lie 
simplement connexe. Le noyau de sous-groupe de Lie g (qui n'admet pas de sous-
groupe invariant dans G) admet un prolongement g bien déterminé dans G. Si g n'est 
pas fermé dans G, le noyau de groupe de transformations défini par G et g n'admet pas 
de prolongement formant un groupe de transformations au sens global. On donne facile­
ment un exemple d'un groupe G simplement connexe, admettant un sous-groupe g qui 
ne soit pas fermé dans G et qui ne contienne aucun sous-groupe invariant dans G 
(voir IX). 

Dans cet exposé, j'ai dû passer sous silence plusieurs problèmes importants de 
la théorie des groupes de Lie; par exemple le problème de la détermination de tous les 
groupes de Lie et celui de l'équivalence par rapport à un groupe de transformations de 
Lie (théorie du repère mobile). Les questions que j'ai traitées ici conduisent au problème 
général : trouver des critères de nature topologique pour qu'un groupe soit un groupe de 
Lie. Est-ce que tout groupe abstrait continu à r paramètres est un groupe de Lie ? Une 
réponse partielle à cette question a été donnée par J. Von Neumann, qui a démontré que, 
lorsqu'un groupe continu à r paramètres est compact, c'est un groupe de Lie. Le résultat 
est encore valable lorsque le groupe considéré est un groupe topologique compact, 
localement connexe et de dimension finie. 

Un complément intéressant aux résultats indiqués est aussi fourni par un théo­
rème de E. Car tan : 

Tout noyau de groupe de transformations continu à r paramètres dont les trans­
formations sont analytiques complexes est un noyau du groupe de Lie. 
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/39/ 
Structures locales (*). 

Mémoire de CHARLES BHRESMANN (à Princeton, New Jersey, U.S.A.). 

Résumé. • Définition d'une espèce de structures locales par la notion de loi d'induction 
vérifiant certains axiomes, en particulier V axiome du recollement. Pseudogroupe des 
automorphismes locaux d'une structure locale. Espèce des structures locales associées à 
un pseudogroupe de transformations. Exemples d'espèces de structures locales (les struc­
tures fibrées et les structures infinitésimales forment d'autres exemples, non étudiés dans 
cette conférence d'introduction). La notion de jet local est l'outil principal pour l'étude 
des structures locales. G-roupoïde des jets d'automorphismes locaux, groupe d'isotropie 
locale. La considération de l'espace des jets locaux permet de démontrer en particulier 
le théorème fondamental de la théorie des espaces localement homogènes de LIE. 

1. La notion d'espèce de structures mathématiques ('). 
Pour expliquer la notion générale d'espèce de structures mathématiques, 

partons de l'exemple des structures topologiques. 
Sur Y ensemble E une structure topologique est définie par la donnée 

d'un ensemble 0 de parties de E9 qui seront appelées les ensembles ouverts 
de la structure topologique. Cet ensemble 0 devra vérifier les deux axiomes 
suivants : 

(Ot) - L'intersection d'une famille finie d'ensembles ouverts est un 
ensemble ouvert. 

(02) - La réunion d'une famille quelconque d'ensembles ouverts est 
un ensemble ouvert. 

En particulier Y ensemble E lui-même et l'ensemble vide sont des 
ensembles ouverts. 

Soit $(E) Y ensemble des parties de E. 0 est une partie de ${E), c' est-
à-dire un élément de $(§(E)), que nous pourrons appeler l'élément structural 
définissant une topologie. Les axiomes (0{) et (02) définissent une partie Q 
de §(§(E)), ensemble des éléments vérifiant ces axiomes. Tout élément 0 
de Q définit une structure topologique sur E. Nous pouvons remplacer E 
par un ensemble quelconque. La loi de formation de §{S{E)) à partir de E 
et en plus les deux axiomes (04) et (02) définissent l'espèce des structures 
topologiques, c' est-à-dire la classe des structures topologiques sur un 
ensemble quelconque. 

(*) Conférence polycopiée à Rome en Mars 1952. Cette conférence est l'introduction 
d'un cycle de 8 conférences faites par l'auteur à Rome sur le sujet: Structures locales, 
structures fibrées, structures infinitésimales. 

(l) "N. Bourbaki, Théorie des Ensembles, fase, de Résultats (Paris, Hermann). 
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D' une façon générale, une espèce de structures mathématiques est 
définie par : 

1° - La donnée d'un certain nombre d'ensembles auxiliaires A{1 
A2 y "' y Ak. 

2° - La donnée d'une loi de formation d'un ensemble M à partir 
d'un ensemble quelconque E et des ensembles Au..., Ah. Cette loi de forma­
tion indique une suite d'opérations du type suivant : a) formation de l'en­
semble des parties d'un ensemble déjà obtenu, h) formation du produit de 
deux ensembles déjà obtenus. 

3° - La donnée d'un système d'axiomes imposant des conditions aux 
éléments de M, c' est-à-dire déterminant une partie W de M. On prendra 
pour E un ensemble quelconque tel que le système d'axiomes ait un sens 
pour les éléments de M. 

L'ensemble W constitue une espèce de structures mathématiques sur E. 
Tout élément $ de W sera une structure de cette espèce sur E. La classe 
des structures S ainsi obtenue sur un ensemble E quelconque constitue une 
espèce de structures mathématiques. 

EXEMPLES : F espèce des structures topologiques vérifiant des axiomes 
supplémentaires: structures topologiques séparées, structures d'espace topo­
logique compact, etc. Structures d'ordre. Structures algébriques. Structures 
composées des structures élémentaires précédentes : groupes topologiques, 
espaces vectoriels topologiques, etc. 

2. La notion d'espèce de structures locales (2). 
Une espèce de structures locales est une espèce de structures (X) pour 

laquelle il existe une loi d'induction, c'est-à-dire une loi qui associe à toute 
structure S d'espèce (X), donnée sur un ensemble E, un ensemble <£> de par­
ties de E et qui détermine sur tout ensemble U € <3> une structure d'espèce (X) 
appelée structure induite par S sur Z7, l'ensemble U muni de cette structure 
induite étant appelé sous-espace distingué de E, de telle façon que les 
conditions suivantes soient satisfaites : 

1° - <P est l'ensemble des ensembles ouverts d'une topologie sur E. 
On dira que S est une structure locale par rapport à cette topologie. 

2° - La loi d'induction est canonique, c'est-à-dire si une application 
biunivoque f de E sur E' transporte la structure S sur une structure S' 
définie sur E', la restriction de / à chaque sous-espace distingué de E est 
un isomorphisme sur un sous-espace distingué de E' muni de la structure S'. 

3° - Transitivité des structures induites : Si U est un sous-espace 
distingué de E, les sous-espaces distingués de U sont les sous-espaces 
distingués de E qui sont contenus dans U. 

(2) Structures locales et structures infinitésimales, « COMPTES RENDUS AC. SCIENCES », 
PARIS, 234, 1952, P. 587-589. 
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4° - Axiome du recollement Si E' est la réunion d'une famille de sous-
ensembles Ei dont chacun est muni d'une structure d'espèce (X) telle que 
E i ^ E j soit sous-espace distingué de Et et de EJf les structures induites 
sur Et ^ Ej par celles qui sont données sur E{ et Ej étant identiques, il 
existe sur E' une structure d'espèce (X) bien déterminée telle que Et soit 
sous-espace distingué de E' muni de cette structure. Nous dirons que l'espace 
E' muni de cette structure est obtenu par recollement de sous-espaces Et. 
Les structures données sur les Ei seront dites cohérentes entre elles. 

En particulier la structure induite par S sur E est identique à S. 

3. Exemple des structures topologiques. 
Les structures topologiques forment une espèce de structures locales. 

Soit T une topologie sur E, <P est l'ensemble des ensembles ouverts de cette 
topologie. La topologie induite sur U € <I> est celle dont les ouverts sont les 
ouverts de E contenus dans U. La transitivité des topologies induites est 
évidente. Soit (Et) un recouvrement de E' et supposons donnée sur chaque 
Ei une topologie T{ telle que E i ^ E j soit ouvert dans Et et dans Ej9 les 
topologies induites sur E{ ^ Ej par Tt et Tj étant identiques. Une topologie T' 
sur E' telle que Et soit ouvert et telle que Tt soit la topologie induite sur E{ 
par T' est forcément celle qui admet pour ensembles ouverts les réunions 
quelconques d'ouverts des espaces E,-,. 

L'espace E' mani de cette topologie peut aussi être obtenu de la manière 
suivante : F espace somme 2* Et est F ensemble des couples (i, x), où x € E{. 
L'application biunivoque x {i, x) de E( sur un sous-ensemble E/ de S,-!?.-
transporte la topologie de E{ sur une topologie de E/. La topologie d'espace 
somme sur 2, E{ est celle dont les ouverts sont des réunions quelconques 
d'ouverts des espaces E/. Soit / l'application (i, x) x de 2, E{ sur E'. 
Soit p la relation d'équivalence associée dans 2f Et. L'application biunivoque 
de IiiEi/p sur E' canoniquement associée à f est un homéomorphisme. et on 
peut ainsi identifier canoniquement S; Et/p à E'. 

On peut définir la topologie induite par T sur un sous-ensemble A 
quelconque de E. Mais par recollement de sous-espaces A{ formant un recou­
vrement de E on ne retrouve pas forcément l'espace topologique JE, Il y a 
cependant un autre cas intéressant où E est isomorphe à 2tJ,/p, p étant la 
relation d'équivalence associée à l'application canonique de sur E. 
C'est le cas où les A{ sont des ensembles fermés tels que tout point de E 
admette un voisinage ne rencontrant qu'un nombre fini des ensembles A{. 

4. - Le pseudogroupe des automorphismes locaux d'uue structure locale. 
Si E et E' sont deux ensembles munis |de deux structures S et Sr, un 

isomorphisme de E sur E' est une application biunivoque de E sur E' qui 
transporte S sur S'. 
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Soit S une structure locale d'une espèce donnée définie sur E. Soit Y 
Y ensemble des automorphismes locaux de E. c' est-à-dire des isomorphismes 
d'un sous-espace distingué sur un sous-espace distingué. T est un pseudo­
groupe de transformations, c' est-à-dire un ensemble de transformations 
vérifiant les axiomes suivants : 

1° - Tout /"€ T est une application biunivoque de U € O sur f(U) € <D, 
où <D est l'ensemble des parties de E vérifiant les deux axiomes des ensem­
bles ouverts d'une topologie; cette topologie s'appellera la topologie sous-ja-
cente au pseudogroupe de transformations. 

2° - Soit V = U Ut et Ui € <D. Pour qu' une application biunivoque f 
i 

de U sur un sous-ensemble f{U) de E appartienne à Y, il faut et il suffit 
que la restriction de f à Ui, pour chaque indice i, appartienne à F. 

3° - Pour tout U € <£, F application identique de U appartient à T. 
Si f€ F, on a aussi f~{ € T. Si f£ T et f € F, on a aussi ff€T, où f f est 
l'application x f{f(x)) pour tout x tel que f'(f{x)) soit défini. 

D'après 3°, T est un groupoïde pour la loi de composition entre appli­
cations, à condition de considérer que f f est défini seulement dans le cas 
où le but de f est identique à la source de f. Etant donnée une application f 
d'un ensemble U sur un ensemble f{U), nous appelons U la source et f(U) 
le but de f. 

5. Structures localement isomorphes. 
Soit S une structure locale sur E, S' une structure de même espèce 

sur E'. Un isomorphisme local f de E sur E', c'est-à-dire un isomorphisme 
d'un sous-espace distingué de E sur un sous-espace, distingué de E', sera 
aussi appelé carte locale de E sur E\ Au couple (fi, f2) de deux cartes loca­
les est associé F automorphisme local cp21 de E tel que : f{(x) = /,2(̂ /), où 
x € E, x! € E1, soit équivalent à ce' = cp21(œ). Nous dirons que <?21 est le chan­
gement de cartes locales associé à (fi, f2). 

Soit (f{) un ensemble de cartes locales de E sur E' tel que leurs buts 
recouvrent Ef. Un tel ensemble de cartes sera appelé atlas de E sur Ef. 
S'il existe un atlas de E sur E\ nous dirons que E' est localement iso­
morphe à E. 

Propriété de transitivité : si E' est localement isomorphe à E et E" loca­
lement isomorphe à E', alors 2£" est localement isomorphe à E. 

Si E' est localement isomorphe à E, l'ensemble des cartes locales de E 
sur E' est appelé atlas complet de E1 sur E'. 

Soit <fl == (fi) un ensemble d'applications biunivoques de sous-espaces 
distingués Ui de E, muni de la structure locale S, sur des sous-ensembles U/ 
d'un ensemble quelconque E' sur lequel nous ne considérons aucune struc­
ture donnée d'avance. Appelons encore f{ carte locale de E sur E'. Si les U-
recouvrent E\ c'est-à-dire si E' = U f//, nous dirons encore que <fl est un 
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atlas de E sur Er. Si les changements de cartes locales cpif associés aux 
couples [ft, fj) appartiennent tous à T, pseudogroupe des automorphismes 
locaux de E, nous dirons que Si est compatible avec T. Soit Si un atlas de E 
sur JET compatible avec T. En transportant par f{ la structure de Ut sur U/, 
les structures ainsi définies sur les U- sont cohérentes. Donc l'atlas déter­
mine sur E' une structure locale Sr de même espèce que S. 

6. L'espèce de structures locales associées à un pseudogroupe de transfor­
mations (3). 

Soit T un pseudogroupe de transformations défini dans E et soit Si un 
atlas de E sur E' compatible avec T. Chaque carte locale f de l'atlas Si a 
pour source un ensemble 11 € <Ê>, où <£> est l'ensemble des ouverts de la topo-
logie sous-jacente à T. Un atlas Si compatible avec T sera dit complet 
lorsqu'il est identique à tout atlas compatible avec T et contenant <ft. Une 
carte locale de E sur est dite compatible avec Si lorsqu'en l'adjoignant 
à fl on obtient encore un atlas compatible avec T. On démontre facilement : 

PROPOSITION. - Etant donné un atlas Si de E sur E' compatible avec T, 
soient fi et f{l deux cartes locales de E sur E' dont chacune est compatible 
avec P. Par adjonction à £1 de fa et on obtient encore un atlas compati­
ble avec P. 

PROPOSITION. Tout atlas Si compatible avec T est contenu dans un atlas 
complet Si unique compatible avec T, appelé atlas complet engendré par Si. 

SI s'obtient en effet par adjonction à Si de toutes les cartes compatibles 
séparément avec Si. 

DÉFINITION : Un atlas complet de E sur E' compatible avec T définit 
sur E' une structure associée à T. La classe des structures associées à T, sur 
un ensemble quelconque, est l'espèce des structures associées à T. 

D'après la proposition précédente, un atlas incomplet compatible avec T 
détermine déjà une structure associée à T unique, celle qui est définie par 
l'atlas complet engendré. 

PROPOSITION. L'espèce des structures associées à un pseudogroupe de 
transformations T est une espèce de structures locales. 

Soit S' la structure définie sur E ' par l'atlas complet Si de E sur E ' 
compatible avec T. L'ensemble <£' des sous-espaces distingués de E' est 
l'ensemble des réunions de buts de cartes locales appartenant à S. La struc­
ture induite par S' sur U' € <D' est définie par Y ensemble des cartes locales 
appartenant à Si et dont le but est contenu dans U'. On vérifie facilement 
les axiomes d'une espèce de structures locales. 

Si f est une application biunivoque de Er sur E", la structure déduite 

(3) C. EHRESMANN, Sur la théorie des espaces fibres (Coll. de Topologie alg., C.N.R.S., 
Paris, 1947). 
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de S' par f est celle qui est définie par l'atlas {fft), où f{ est une carte 
quelconque appartenant à 3L. 

En particulier T définit un atlas complet de E sur E compatible avec T, 
donc une structure associée à T. Cette structure locale admet T pour pseudo­
groupe des automorphismes locaux. 

7. Structures subordonnées. 
Soit Ti un sous-pseudogroupe de T ; c' est-à-dire Ti d T. Soit Sli un 

atlas complet compatible avec I\ de E sur E'. Comme 6tA est aussi compa­
tible avec T, il est contenu dans un atlas complet <fl compatible avec T. 
Ainsi toute structure associée à Tl détermine une structure unique associée 
à T ; la première est définie par £l1, la deuxième par <fX. Nous dirons que 
la première est subordonnée à la seconde, ou qu'elle est plus précise que la 
seconde. Mais inversement étant donné un atlas <fl complet compatible avec 
V, il n'existe pas nécessairement un atlas <fl1 contenu dans <fl et compatible 
avec r4. Ceci pose le problème d'existence des structures locales associées à 
I\ qui soient subordonnées à une structure locale donnée S associée à T. On 
a aussi le problème d'équivalence de deux structures locales subordonnées 
à S; deux structures S{ et S/ subordonnées à /S peuvent être dites équiva­
lentes lorsqu'il existe un automorphisme de la structure S qui transporte 
Sl sur St'. 

Par exemple T1 peut se réduire à l'application identique de E. Considé­
rons sur E la structure locale définie par T, sur E' la structure locale S 
définie par un atlas complet <ft de E sur E' compatible avec T. Un atlas d{ 
contenu dans <fl et compatible avec Vi se réduit alors à un isomorphisme 
global de E sur E'.. 

8. Les structures de variétés topologiques et leurs structures subordonnées. 
L'espace numérique réel Bn, à n dimensions, est muni d'une topologie 

canonique : un sous-ensemble U de Rn est ouvert lorsque tout point x de 
U est centre d'une boule contenue dans U. Une variété topologique Vn est 
un ensemble muni d'une structure topologique localement homéomorphe 
(c' est-à-dire localement isomorphe) à R", mais vérifiant de plus une pro­
priété de caractère non local, à savoir l'axiome de HAUSDOEFF. Une structure 
de variété topologique sur Vn peut donc être définie par un atlas de Rn 
sur Vn compatible avec le pseudogroupe Aw des automorphismes locaux de 
Rn, à condition que la topologie ainsi définie sur Vn vérifie l'axiome de 
HAUSDORFF. 

On est conduit à considérer des structures associées à des sous-pseudo-
-+-

groupes de AM. Soit AM le pseudogroupe des automorphismes locaux de Rn 
ayant le degré topologique égal à + 1 ; ce sont les automorphismes locaux 
qui conservent une orientation donnée de JB" (On prendra l'orientation cano-
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nique définie par la suite des vecteurs de base canoniques ei, e2, ..., en de Rn). 
Une structure associée à An est une structure de variété topologique orientée. 
Une variété topologique admet ou bien deux orientations (c'est­à­dire struc­

tures subordonnées associées à A„), ou bien aucune. 
Soit Al,, le pseudogroupe des automorphismes locaux de Rn qui sont r 

fois continûment différentiables ainsi que leurs inverses (c'est­à­dire le rang 
en chaque point de cp G A„ est égal à n). Une structure associée à A*w est une 
structure de r­variété (ou variété r fois différentiable). 

-h -+-
Soit Arn le sous­pseudogroupe de Aw formé par les cp € A£ dont le déter­

minant jacobien est positif en chaque point. Les structures associées sont 
les structures de r­variétés orientées. Une r­variété admet ou bien deux 
orientations ou bien aucune. Soit A^ le sous­pseudogroupe de Arn formé par 
les automorphismes locaux indéfiniment différentiables de Rn. Les structures 
associées sont les structures de variétés indéfiniment différentiables. On peut 

­+­
encore considérer A™. 

Soit AJJ le sous­pseudogroupe de Arn formé des automorphismes locaux 
analytiques de Rn. Les structures associées sont les structures de variétés 

-4-
an a! y tiques réelles. De même A*. 

Soit Acn le pseudogroupe des automorphismes locaux analytiques com­
plexes et inversibles de Cn, espace numérique complexe à n dimensions com­
plexes qu' on peut identifier à R2n. On a ÀCWC A*». Les structures associées 
à AGn sont les structures de variétés analytiques complexes. On obtient les 
structures analytiques pseudocomplexes, en considérant de même le pseudo­
groupe des automorphismes locaux de Cn qui sont analytiques complexes ou 
antianalytiques complexes (c' est­à­dire composés d? un automorphisme analy­
tique complexe et de l'antiinvolution z{ —» zt). 

Soit Â  le sous­pseudogroupe de A'i formé par les automorphismes locaux 
algébriques réels; de même A"c le sous­pseudogroupe de A°n formé par les 
automorphismes locaux algébriques complexes de C". Les structures locales 
associées peuvent s'appeler les structures de variété localement algébrique 
réelle ou complexe. Toute variété algébrique sans singularités au sens clas­
sique est munie d'une telle structure. 

On peut aussi considérer les sous­pseudogroupes de A" ou de Â c formés 
par les automorphismes locaux birationnels de Rn ou de Cn. Les structures 
locales associées sont les structures de variétés localement rationnelles réelles 
ou complexes. 

Pour toutes les structures du type précédent on a le problème d'existence 
de structures subordonnées: par exemple à une structure de variété topolo­
gique ou de variété différentiable donnée sur Vn. On a de même le problème 
d'équivalence de deux structures subordonnées. Par exemple une structure 
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de r-variété sur Vn admet toujours une structure de variété analytique réelle 
subordonnée, en vertu d'un théorème de WHITNEY affirmant la possibilité de 
plonger®une variété différentiable dans un espace numérique sur une variété 
analytique plongée. Par contre une structure différentiable sur V2n n'admet 
pas toujours une structure analytique complexe subordonnée (4) ; par exemple 
la sphère 6*2n n'en admet pas pour 2w4r2 ou 6. Pour S6 le problème n'est 
pas résolu. 

9. Structures locales associées à un pseudogroupe de transformations de Lie. 
L'ensemble des automorphismes locaux différentiables de R2n qui laissent 

invariante la forme différentielle extérieure 

dxi A dx2 dx3 A dx4 -h ... -h dx2n-i A d®2n 
forme un pseudogroupe de Lie (groupe «infini» dans la terminologie de LIE). 
Une structure locale associée peut s'appeler structure de variété symplectique. 

A tout pseudogroupe de LIE (notion que nous définirons (5) d'une façon 
générale) correspond ainsi une espèce de structures associées. Considérons 
en particulier un groupe de LIE G opérant sur un espace E. Le composé sx 
de s € G et x€ E est une fonction deux fois différentiable de (s, x). Soit cp 
une application biunivoque d'un ouvert U de Rn sur un ouvert cp(£7) de E 
telle que la restriction de cp à un voisinage suffisamment petit d'un point 
quelconque x de U soit la restriction d'une transformation appartenant à G. 
L'ensemble des applications de cette espèce forme un pseudogroupe T ; c'est le 
pseudogroupe de Lie déduit de G. On est ainsi conduit à considérer les struc­
tures locales associées à T. En particulier, on obtient ainsi les espaces loca­
lement euclidiens, localement non-euclidiens, localement affines, localement 
projectifs, etc. ; si G est transitif dans È9 les espaces localement isomorphes 
à E sont appelés espaces localement homogènes de LIE. 

10. Structures fibreuses et structures feuilletées 
Les relations d'équivalence dans un espace topologique forment une 

espèce de structures locales. Si p est une relation d'équivalence dans l'espace 
topologique E, les sous-espaces distingués pour cette structure sont les 
ensembles ouverts saturés de E (e' est-à-dire les ouverts qui sont réunions 
de classes d'équivalence). La structure induite sur un ouvert saturé U est 
définie par la topologie induite sur U et par la relation d'équivalence in­
duite sur U. 

Les relations d'équivalence telles que les classes d'équivalence soient 
toutes homéomorphes à un espace topologique F forment également une espèce 

(4) VOIR (3) ET C. EHRESMANN, Sur les variétés presque complexes, « PROC. INT. CONGR. 
MATH. », 1950, AINSI QUE A. BOREL ET J. P. SERRE, « COMPTES RENDUS », 233, 1951, P. 680. 

(5) Structures locales et structures infinitésimales, « COMPTES RENDUS », 234, P. 587-589 . 
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de structures locales, qu'on pourrait appeler l'espèce des structures fibreuses 
à classes d'équivalence homéomorplies h F. Ces classes d'équivalence peuvent 
s'appeler les fibres de la structure. Les structures fibrées s'obtiennent en 
précisant cette notion de structure fibreuse. 

Une autre espèce de structures locales est définie de la manière suivante : 
Soit % une topologie sur E et %' une topologie plus fine que % telle que 
l'application identique de E soit localement un homéomorphisme d'un ouvert 
relativement à %' sur un sous-espace de E relativement à % et supposons de plus 
%' localement connexe. La structure définie par %') pourra s'appeler struc­
ture feuilletée généralisée. La classe des structures de cette espèce est une 
espèce de structures locales. Les sous-espaces distingués relativement à la 
structure (f&, sont les ouverts relativement à % munis des topologies in­
duites par % et Les composantes connexes relativement à %' sont appelées 
feuilles de la structure feuilletée. 

Par exemple, dans Bn considérons la partition par les sous-espaces 
linéaires de Bn définis par Xi = const., où i = p -h 1,..., n. Soit % la topo­
logie naturelle sur Bn et soit %' la topologie somme de ces sous-espaces 
linéaires. Le couple (%, %') définit la structure feuilletée canonique sur Bn, 
dont les feuilles sont les sous-espaces linéaires considérés. Une structure 
sur Vn localement isomorphe à cette structure s'appelle structure feuilletée 
sur Vn. Elle sera définie par un atlas de Bn sur Vn compatible avec le 
pseudogroupe T des automorphismes locaux de la structure feuilletée canonique 
sur Bn. Si l'on considère le sous-pseudogroupe de T formé d'automorphismes 
locaux r fois différentiables, les structures locales associées sont les structures 
feuilletées r fois différentiables. Un atlas de Bn sur Vn compatible avec T 
détermine sur Vn d'une part une topologie cGi localement homéomorphe à %, 
d'autre part une topologie %f localement homéomorphe à %'. Les composantes 
connexes de Vn relativement à %f sont les feuilles de la structure feuilletée. 

11 - La notion de jet local. 
Soient E et E' deux espaces munis de deux structures locales & et S 

de même espèce. Soient f et fi deux isomorphismes locaux de E dans E', 
définis dans deux voisinages ouverts distingués de x€E. (La topologie consi­
dérée sur E est celle dont les ensembles ouverts sont les sous-espaces distingués 
pour la structure de S.) Nous dirons que f et ft sont de même classe locale 
en x lorsque les restrictions de f et de fi à un voisinage ouvert distingué 
de x sont identiques. L'ensemble des isomorphismes locaux de E dans E' qui 
sont de même classe locale en x que f sera appelé le jet local de f en a? ; 
il peut se noter j \ f et x peut s'appeler la source du jet local, f(x) son but. 
Si f est un isomorphisme local de E' dans un espace E" muni encore d'une 
structure de même espèce, on peut définir le composé de jlf et jx-f, en 
supposant x =f(x), par la formule jx(ff) — (jï'f'Xjlf)' 
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142 C. EHRESMANN: Structures locales 

Soit U(E) l'ensemble des jets locaux d'automorphismes locaux de E dans E. 
Muni de la loi de composition entre jets locaux, U(E) est un groupoïde. Soit 
UX(E) le sous-ensemble des jets locaux des automorphismes locaux laissant 
fixe x € E. ïï-x(E) est un groupe qu'on peut appeler groupe d'isotropie locale 
de E au point x. L'espace E est dit localement homogène lorsque H(E) est 
transitif dans E, c' est-à-dire lorsqu' il existe un automorphisme local de E 
transformant un point x arbitraire en un point x' arbitraire. Si E est loca­
lement homogène, les groupes d'isotropie locaux de E sont tous isomorphes. 

Soit ïl[E, E') V ensemble des jets locaux d'isomorphismes locaux de E 
dans E'. Nous pouvons munir TL{E, E') de la topologie suivante : si f est un 
isomorphisme local de E dans E' défini dans 1' ouvert distingué U, l'ensemble 
des jets locaux jlf, pour x £ U, sera un ouvert élémentaire de HiE, Ef). Un 
ouvert quelconque de U(E, E') sera une réunion quelconque d'ouverts élémen­
taires. Soient a et fi les deux projections canoniques de Tl(E, E') sur E et 
sur E' ; pour x £ Ii{E, E'), oc(X) est la source de X, $(X) son but. Les projec­
tions a et 8 sont des homéomorphismes locaux au sens généralisé suivant : 
les restrictions de a et ¡3 à un ouvert élémentaire sont des homéomorphismes. 

Les notions précédentes permettent, par exemple, de faire l'étude globale 
d'un espace localement homogène de LIE, OU, plus généralement, localement 
isomorphe à un espace muni d'un groupe de transformations de LIE. Soient E* 
un espace homogène de LIE, E un espace localement isomorphe à E'. Alors la 
topologie de U(E, E') vérifie l'axiome de HAUSDORFE. Toute composante 
connexe de U{E, E') est un revêtement de E pour la projection a ; elle se 
projette par J3 sur un ensemble ouvert de E'. Si E est compact et simplement 
connexe, toute composante connexe de Ii(E, E') est isomorphe à E et forme 
un revêtement simplement connexe de E' ; elle définit un isomorphisme de E 
sur ce revêtement. Nous arrivons ainsi au théorème (6) : 

Si un espace localement homogène de Lie est compact et simplement con­
nexe, il est isomorphe à un espace homogène de Lie. 

Plus généralement, cet énoncé, est valable en y remplaçant le mot 
compact par complet. 

(6) C. EHRESMANN, Sur les espaees localement homogènes, «L'Enseignement Mathéma­
tique», 5-6, 1936, p. 325. 

A N N A L I DI M A T E M A T I C A 
PUEA ED APPLICATA 

Série IV - Tomo XXXVI - 1954 
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CHARLES EHRESMANN. Grupoídes diferenciabies y pseudogrupos de Lie. 
Sea II un grupoide diferenciable. Sea el conjunto de sus unidades; a ( f ) y 

j3( f) designan las unidades a derecha y a izquierda de f eH. Llamaremos sección deH, 
a todo levantamiento s de un abierto U de la variedad Hq en II, tal que as sea la 
aplicación idéntica de U y /3 s un homeomorfismo de U sobre un abierto U ^ de ü^. U 
se llama la fuente de s y U ^ el blanco de s . El conjunto T de las secciones de ll es 
un pseudogrupo respecto de la multiplicación siguiente : Sean s, s' € T entonces s's es 
la sección s" tal que s"(x) = s'(x)s(x), donde x' - f3( s( x)), x € U" C U tal que 
x' £ U' (fuente de s') . Si II opera de manera continua sobre un espacio topologico E, 
a toda sección s eF corresponde el homeomorfismo z -* s( p( z ))z de p(U) sobre 
p ( U )̂ donde p es la proyección de E sobre El conjunto de estas aplicaciones 

es un pseudogrupo de transformaciones, representación del pseudogrupo F . 
Sea Fr el subgrupo de V formado por las secciones diférenciables de clase r de 

H. Los elementos de contacto de orden r de estas secciones forman un grupoide nr, 
prolongación de orden r de TI. Sea í>r un subgrupoide de Hr. Una sección de s de n 
sera llamada solución de 3>r cuando sus elementos de contacto de orden r pertenezcan 
a í>r. El conjunto de las soluciones de <t>r se llamara pseudogrupo de Lie (generalizado) 
A. Las soluciones cuya fuente y blanco están en forman un grupo, llamado subgrupo 
maximal de A . 

TEOREMA. Sea í> 1 un subgrupoide de IT1 representado por un campo diferenciable de 
elementos de contacto en H. En este caso el subgrupo maximal del pseudogrupo de las 
soluciones de 0 1 es un grupo de Lie. 

COROLARIO. Dada sobre una variedad diferenciable una G • estructura que admita una 
conexión afin covariante subyacente, el grupo de sus automorfismos es un grupo de Lie. 

Este corolario se aplica, por ejemplo, a las métricas riemannianas o casi-hermi-
tianas y también a las estructuras casi-cuaternonianas. Ver ; Catégories topologiques et 
catégories différentiables, Colloque Bruxelles 1958; Sur les pseudogroupes de Lie de 
type finí, Comptes Rendus Ac. Se. Paris, Janvier 1958; Estructuras locales y geometría 
diferencial, Curso en la Universidad de Buenos Aires, Agosto-Noviembre 1959. 

Resumenes de comunicaciones cientijicas 
Cordoba 17-20 octubre 1959 
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TOPOLOGIE ET GÉOMÉTRIE DIFFÉRENTIELLE 
SÉMINAIRE DIRIGÉ PAR CHARLES EHRESMANN 

JUIN 1964 

VOL. VI 

/78/ 
PROLONGEMENTS DES CATÉGORIES DIFFERENTIABLES 

par Charles EHRESMANN 

Soit Cr une catégorie d'applications r fois différentiables d'un ouvert d'un 
espace affine localement convexe séparé vers un autre vérifiant les conditions suivantes: 

1) ÇJ est une sous-catégorie inductive, saturée par induction et stable par pro­
duits finis, de la catégorie de toutes les applications continues d'un ouvert d'un espace 
affine localement convexe dans un autre. 

2) Si F 6 Cr et si la différentielle de F en % est un isomorphisme, il existe un 
voisinage U de x tel que la restriction de F à U soit un isomorphisme sur F( U ) 
(Théorème des fonctions implicites). 

3) La classe des applications r fois différentiables entre ouverts d'espaces 
numériques est contenue dans £r. 

Nous ne préciserons pas ici la notion d'application r fois différentiable. Mais 
en particulier Çj peut être la catégorie des applications r fois différentiables entre 
ouverts d'un espace numérique, ou en tre ouverts d'un espace de Banach, r fois différen­
tiable signifiant r fois différentiable au sens de Fréchet. 

Soit (2r la catégorie obtenue par élargissement de £r au-dessus de la catégorie 
5" des applications continues entre espaces topologiques. Un objet de £r est une 
variété r fois différentiable, c'est-à-dire un atlas complet V compatible avec le pseudo­
groupe formé par les éléments inversibles de £r, et tel que les buts des cartes de V 
forment un recouvrement d'un ensemble, noté B( V ). La topologie sur $( V ) sous-
jacente à V, ayant pour ouverts les buts des cartes de V, est représentée par t(V ). 
Les morphismes de (2r sont les applications r fois différentiables entre variétés r fois 

* Texte d'une conférence préparée (mais non donnée effectivement) pour le Colloque international de Géomé­trie différentielle globale (Bucarest, Juin 1964). 
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2 C. EHRESMANN 

différentiables entre variétés r fois différentiables. Les applications source et but dans 
£ T sont notées a et /3 . 

Nous supposons donné, pour tout entier r, une catégorie Cr de sorte que l'on 
ait (2rC(? ,̂ si k<r. L'expression «r fois différendable» signifie appartenant à Cr. 

Soit J ,̂r la classe quotient de la classe des couples (F,x) , où F e£r et 
x e a(F), par la relation d'équivalence p-̂ : 

(F ,x )^ (F ' , x ) si a( F ) et a( Ff ) ont même germe (de variété r fois diffé-
rentiable) en x, si /3( F ) et f3( F' ) ont même germe en F ( x ), 
et s'il existe un voisinage U de x tel que F et F' aient même 
restriction à U. 

L'élément ( F ,x)mod p\est appelé jet local de F en x, et noté /x F. Soit aussi / ,T 
la catégorie obtenue en munisant J '̂r de la loi de composition : 

t î C ' F ) 
si a( F' ) et /3/ F j ont même germe en F(x ) — x'. 

La catégorie ]^'r admet une catégorie quotient J^ 'r relativement à la relation d'équi­
valence p k : 

J'x F~ 'x F' s'il existe g £ V et g' e V, où V = a(F), V = /3(FJ, tels que 
x 6 /3(g), F( x) 6 j3(g' ) et que la différentielle homogène d'ordre k' 
de ( g' ~l F g - g'"1 F'g ) en u - g ~l( x ) soit nulle si k ' £ k . 

( j ^ F )mod p^ est désigné par jx F et appelé /ef d'ordre k de F en x. P sa suite on a : 
jkxf F',jkxF = jkx(F'F) si a( F') et /3(F) ont le même germe en x' = F(x). La 
classe des unités est identifiée à la classe des germes de variétés r fois différentiables; 
les applications source et but dans r sont notées ar et /3r. Si V et V sont deux 
variétés r fois différentiables, la sous-classe J^'r(V',V) des X €jk,r tels que 
ar(X) soit un germe de V et jBr(X) un germe de V est canoniquement munie d'une 
structure de variété r-k fois différentiable, sous-jacente à sa structure d'espace fibre 
de base V X V . La classe de ces structures r-k fois différentiables est une classe 
compatible au-dessus de 3" et détermine une variété r-k fois différentiable non séparée 
Ak,r telle que Jk'r- 8(Ak'r). Soit II* ' r le groupoide des éléments inversibles de 

/^'r opère sur r relativement à la loi de composition : 

(iî>F',jkxF) + jkx(F'F) si /3r(jkxF) = a ( j ^ F ' ) . 

De plus on définit une loi de composition entre Çj et Jk,r en posant F'( jxF ) = jx(F'F) 

si fiT(jkxF) est le germe de afF'J en Ffxj. 
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PROLONGEMENTS DES CATEGORIES DIFFERENTIAE)LES 3 

Si ( V , F, V ) £ (2r , nous désignerons par T% F Y application : X FX de T % V 
dans T V, où x € £>( V ), y - F( x ) et T V est l'espace tangent à V en x (considéré y x 
comme l'ensemble des X €j1'r(V,R) tels que ar( X ) soit le germe de R en 0 , 
que fir( X) soit le germe de V en x). 

Soit S(Cr) la sous-catégorie de Cr formée des surjections régulières, c'est-à-
dire des applications r fois différentiables ( V , F, V ) telles que, pour tout x € &( V ) , 
le noyau de TXF admette un supplémentaire topologique M' dans TxV et que Tx F 
définisse un isomorphisme de M' sur TyV, où y = F(x). 

Nous appelons catégorie r fois différentiable une catégorie (2r(Y 5Y(2r),S(Cr)), CrY 
structurée, c'est-à-dire un couple ( C',A) d'une catégorie C' et d'une variété r fois 
différentiable A telle que $( A ) soit la classe C sous-jacente à C ' , satisfaisant aux 
conditions suivantes : 

1) Soient a et /3 les applications source et but dans C* et soit C'Q la classe 
des unités de C * ; il existe une variété r fois différentiable A telle que 8( A ) - C* 
que l'injection canonique de C'Q dans C définisse une application r fois différentiable 
f A, £, AQ) et que a et /3 définissent des surjections régulières de A dans A . 

2) Soit A * A la sous-variété propre de A x A produit fibre de ( AQ , a, A ) et de 
(AQ,/3,A) dans Cr. La loi de composition k de C * définit une application r fois 
différentiable de A * A sur A . 

Sauf indication contraire, toutes les variétés A utilisées dans la suite sont 
supposées séparées (c'est-à-dire r( A ) est une topologie séparée). 

THÉORÈME. Soit ( C',A) une catégorie r fois différentiable; alors AQ est une sous-
variété propre fermée de A . Le groupoide Cy des éléments inversibles de C' forme un 
ouvert pour T( A ) et l'application h-+ h~l définit un automorpbisme de la sous-variété 
déterminée par , 

On dira que (C',A) est une catégorie r fois régulièrement différentiable si 
(C',A) est une catégorie r fois différentiable vérifiant la condition supplémentaire : 

3) La sous-classe C ' ^ C' de C* x C* formée des couples ( e', e) tels que ' o o o o 1 
Hom( e', e ) A 0 définit une sous-variété r fois différentiable Aq * Aq de AQxAoet 
l'application [/3,a]:/-»(/3( f), a( f )) définit une surjection régulière de A sur Aq * A . 

Si on suppose de plus C * C' ouvert pour i~(A x AQ), la catégorie (C',A) 
est dite localement triviale. 

Un exemple important de catégorie r-k fois différentiable (non séparée) est 
celui de la catégorie localement triviale (/** r, A^ ' r) , où k < r, appelée la catégorie 
des jets d'ordre k d'applications r fois différentiables. A '̂ r est la variété r-k fois 
différentiable sous-jacente à A°Q' r, laquelle est une variété r fois différentiable «uni-
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4 C. EHRESMANN 

verselle» définie sur la classe des germes de variétés r fois différentiables. Toute 
variété V 6 Cr admet la bijection canonique x -> x, où x est le germe de V en x, sur 
la sous-variété de A*' r définie par la classe V des germes de V. 

Si Xf. €/*• r, i = 2,2, et fir(X x) = fir(X2), on dit, en accord avec la théorie 
générale, que ((X lt X'̂ ), (X2 , X'2 )) est un produit fibre naturalisé si les conditions 
suivantes sont vérifiées : 

1) Xr. 6jk> r et Xi.X\ = X2 .X'2 ; 
2) Si X;.' e /* ' r, i = 1, 2 et si X x. X'[ = X 2 . X'2 , alors il existe un et un seul 

X 6 Jk'r tel que X'{.X = X? . 
Dans ce cas, ar( XJ) est appelé produit fibre de fX1,X2) dans Jk,r. En particulier 
un tel produit fibre naturalisé est défini si X. = fk% f {, fir( X i ) = /3r( X 2 ) et f. 6 S(Cr). 

Soit f C *, A J une catégorie r fois différentiable, soit A*/ ' la sous-classe de 
/^'r formée des jets X d'ordre k tels que fSr(X) soit un germe de A . Soit A ./*' r. x 
la classe des X 6 A . Jk'r tels que ar( X ) = x. 

Soient « = fAQ, a, A) et b = (AQ,f3, A ) .Si z = (y vy2)e C ' * C ', les jets /* a 
et / ¿7 admettent un produit fibre naturalisé : 

2 ~ 
((jk a,S ),(jky b,b )) tel que ar(b ) = z 

yl yl y2 y2 y2 

Si Xf € A . Jk ' r.x et «X2 = ^Xj, il existe un et un seul Z 6 /*» r tel que si yi = f3r(X.\ 
on ait: ar(Z) = x, jSr(Z) = zt b .Z = X a .Z = X.. 
Posons: X2 o = (A, K, A * A j ZeA. /* ' r . x \ 
THÉORÈME. A ./ ' r, 772w«z <ie /a /oz <afe composition o («prolongement de Kit)f est une 
catégorie admettant J^'r pour catégorie d'opérateurs à droite relativement à la loi de 
composition : 

(X,Y)-*X.Y si, et seulement si, ar(X) = /3r(Y). 

A.J^'r.x définit une sous-variété propre de A* ' T et une catégorie r-k fois diffé­
rentiable. 

Supposons Xi € A . / ' r tels qu'il existe un produit fibre naturalisé : 
((aX2 , Y2 ), (hXv Y Soit X2*XÏ la sous-classe de ]k'T formée des éléments 
( X 2>Y 2 o X1.71).G:, où G eYlk'r. La loi de composition multiforme • a les propriétés 
suivantes («pseudo-catégorie») : 

1) Si X £ A ./*• r , /3r(X) = y, e = a (y) , e' = f3( y ) , on a : 

x • / i * = ^X = X.3I*' r. 

2) Si X 3 • X 2 et X 2 • X x sont définis, on a : 
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x3 *(x2 *x1) = (x3 • x 2 ) # x 1 . 
Soit Ck la sous-classe de A . Jk ' r formée des X € A . Jk> r. AQ tels que a X -

= ar(X). Si X. e Ck et si arfX2) = fi'fXJ, il existe un Z € X 2 • X 1 tel que arfZ) = 
= dr( X :) , à savoir Z = fX2 . è X ^ o X j , que nous noterons X2 • X x ; on a Z e . 

THÉORÈME. ( C * # , A * J ES£ WWE catégorie r-k fois différentiable, où Ak est une 
structure de sous-variété propre de Ak ' r. Si (C't A) est régulièrement différentiable,t 
( Ck% , Ak ) est régulièrement différentiable. De plus Ck* s'identifie à la sous-catégorie 
de la catégorie produit croisé (dual) de A . J ' 7. AQ et AQ.J ,r.AQ formée des triplets 
(/3r(bX), bX,X). 

Nous appellerons ( Ck * ,Ak) le prolongement d'ordre k de ( C , A). 
La source de X e Ck * est ar(X), son but /3r(bX). Pour que X soit inver­

sible, il faut et il suffit que b X soit inversible dans Jk>r et que f3T ( X ) - z, où 
z € Cy . L'application X -» b X définit un foncteur r—k fois différentiable de ( Ck #, Ak) 
vers la catégorie r-k fois différentiable définie par Ao.Jk'r.AQ. L'application 

' k : jk f -* Jx f> ou k' < k, définit un foncteur r-k fois différentiable, appelé fonc­
teur canonique, de ( Ck *, Ak) sur ( Ck' *, Ak' ). 

Puisque ( #, Ak) est une catégorie r-k fois différentiable, on peut définir 
le prolongement d'ordre k' de ( C* #, A*), pour tout k' ±r-k; c'est une catégorie 
r-k-k' fois différentiable. En particulier, on définit par récurrence ( Ckm, A*), prolon­
gement non holonome d'ordre k de (C',A), en posant : ( C° #, A0 ) = ( C ', A ) et: 

(Ckm, Ak) = ((Ck'19)1%, ( A*"1)1). 
PROPOSITION. ( Ck #, Ak) s'identifie à une sous-catégorie différentiable de ( Ck *, Ak). 

Le composé des foncteurs canoniques 

(Ci9, Az') -f Cz + 1#, AI'+1)---rC*"1#,^-1) +-(Ckm, Ak) 

est un foncteur (r-k) fois différentiable jç* k . 
Soit q>= (A, cp , V) e Cr . Soit Vk la classe des X €V ,]k'r. A tels que 

cpX € Ck . La classe cp Vk est appelée le prolongement d'ordre k de l'ensemble diffé­
rentiable paramétré ( cp( 8f VJJ, cp ). Par récurrence, on définit le prolongement non 
holonome d'ordre k de ( cp( $( V)), cp). 

Soit cp = ( y , cp, V ) e £r, où V est une sous-variété de A telle que &( V ) soit 
-l X X ouvert pour t( A ). Soit 0 e V et w — cp le couple f A ), où A est le 

germe (jet local) de A autour de w, s'appelle variété élémentaire extraite de A. Soit W 
une variété extraite de A, c'est-à-dire une classe complète de variétés élémentaires 
extraites de A . On appelle prolongement d'ordre k de W la classe Wk des X € Ck 
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tels qu'il existe une variété élémentaire extraite (w, jw A) définie par cp, où w = cpfO ), 
et que cpX soit le jet de l'application constante sur 0 . On définit d'une manière ana­
logue le prolongement non holonome d'ordre k de W, noté Wk. 
PROPOSITION. La classe des X e C* + 1 tels que 7* ~1# k X = zf où fir( X) - z, définit 
une sous-catégorie r - k - 1 fois différentiable de ( Ck + 1#, Ak + 1 ), est appelée prolon­
gement semi-holonome d'ordre 1 de ( Ck* ,Ak). 

Par récurrence, on définit, en partant de (CimyAi)> le prolongement semi-
holonome (Ck*,Ak) d'ordre k de (C',A), qui est une sous-catégorie r-k fois 
différentiable de ( Ck *, Ak) et qui admet pour sous-catégorie r-k fois différentiable 
le prolongement ("holonome") ( Ck #, Ak) .Posons : = ( Cl'* , j t, Ck # ) . 

La construction précédente peut s'appliquer à la catégorie r fois différentiable 
(non séparée) (]°'r,A°'r)\ on obtient de cette façon les catégories r-k fois diffé-
rentiables (non séparées) des jets non holonomes et semi-holonomes d'ordre k, associées 
à (?r, notées respectivement (Jk'r, Ak,r) et (}k'ryAk'r). En particulier, si k > l , 
on a : 

CkQjk'r et CkzJk'r. 

Soit V une variété r fois différentiable et E = o*(V). Soit f C ', A ) une caté­
gorie r fois différentiable. On dira que (( C \ A ), V, K% ) est une espèce de structures r 
fois différentiable, ou que ( C , A ) est une catégorie r fois différentiable d'opérateurs 
sur V, relativement à K \ si les conditions suivantes sont vérifiées : 

1) ( C •, E, K% ) est une espèce de structures; soit C**£ la classe des couples 
composables (i.e. tels que K1 (f ,z) soit défini) et soit p l'application canonique de E 
sur C'0 telle que p( z ) = e si ( z, e ) € C ' * E et e € C *Q . 

2) ( A , p, V ) est une surjection régulière. 
3) Soit A * V la sous-variété r fois différentiable de A X V produit fibre de 

( Aq1 a, A ) et de C AQ, p, V); alors K* définit une application r fois différentiable de 
A * V dans V. 

La catégorie des hypermorphismes associée à ( C ' , E , KX ) est désignée par 
(C'*E)-. 

THÉORÈME. Soit (( C*, A) ,V, K' ) une espèce de structures r fois différentiable et 
E - $(V). Si, pour tout f eC, l'application z •+ K ' ( f ,z) définit une surjection régu--1 -1 
Hère de la sous-variété p(a(f)) de V dans p(p(f)) et si ( C \ A ) est régulièrement 
différentiable, alors ((C'*E)',A*V) est une catégorie r fois régulièrement diffé­
rentiable. 

L'application z -• (p(z), z) définit un isomorphisme r fois différentiable de V 
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sur (A * V)Q. 
Soit (( C ', A ), V, KX ) une espèce de structures r fois différentiable vérifiant 

les conditions du théorème précédent. Soit (( C * * E ) *, A * V ) la catégorie r fois diffé­
rentiable des hypermorphismes correspondante. Soit z € E et X € Ck tels que.* ar( X ) = 
= j3r(pz), où z désigne le germe de V en z. Soit [Xp,z] le jet de source z, de 
but le germe de A * V en (f ,z) , où / = f3r (X), tel que px[ Xp,z ] = X p et 
^ 2 [ X ^ , z ] = z , en désignant par p x et p2 les projections canoniques de A * V vers 
A et V respectivement. Soit 

Xz = (V, K* ,A *V) [Xp,z ] 

(jet de source z et de but z', où z' = /z-, obtenu par prolongement de /<'). La caté­
gorie # opère sur E relativement à la loi de composition K/K : ( X, z ) •+f z. Soit 
/ Ck ** E J* la catégorie des hypermorphismes correspondante. 

THÉORÈME. (( Ck # , Ak ), V, K 'K) est une espèce de structures r-k fois différen­
tiable; (( Ck # * E )* , Ak * V) est une catégorie r-k fois régulièrement différentiable et 
s'identifie à une sous-catégorie du prolongement d'ordre k de ((C**E)*,A*V) par 
l'application ( X, z ) •+ [ X p , z ] . 

THÉORÈME. Si 7]' =((( Ck #* E )* , Ak * V ), V, K" ) est une espèce de structures r-k 
fois différentiable, alors TJ" — (( Ck # , Ak ), V , K ' ) est une espèce de structures r-k 
fois différentiable, isomorphe À T)', où K ' est la loi de composition 

(X,z')-*K"((X,p'(z')),z')t 
en désignant par p' la projection canonique de §f V ) dans Ck * . 

La C r - application covariante inversible définissant l'isomorphisme est 
( V">(®, <?0). V')> °ù $(X,z') - (( X,p'( z' )),z' ) et y Q( z ) = z, si z € E. 
THEOREME. Les deux théorèmes précédents sont encore valables en y remplaçant 
Ck par Ck . 

Le théorème de transitivité des prolongements d'une variété r fois différen­
tiable W est un cas particulier des théorèmes précédents lorsqu'on prend pour C' une 
sous-catégorie localement triviale de W . ' r. W. 

Soit (C*,A) un groupoîde r fois différentiable et soit # le sous-groupoîde 
de tous les éléments inversibles de Ck # . Supposons k + 3<r et A de dimension 
finie. Soit cp un foncteur 3 fois différentiable section du foncteur de vers Cy~l* 
restriction de Z -̂"1'̂ . Soit $ la sous-variété de Ck définie par >̂(Ck"1) (on peut 
considérer $ comme un système différentiel). Alors ( cp( C*""1)# , $ ) est un sous-
groupoîde différentiable de Ck # . 

THÉORÈME. Soit S la classe des applications k fois différentiable s a de A dans A 
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telles que a .cr = A , que h .cr soit un automorphisme de AQ et que jkcr € <ï> pour tout 
x € C'Q. Alors S est canoniquement muni d'une structure de groupe de Lie. 

Ce qui précède permet d'étudier les sous-groupoi'des r-1 fois différentiables 
(C',A) de (( V .1*1*' r. V)', Ay' T), où V est une variété r fois différentiable et Ay'r 
la sous-variété de Ak ' r définie par V.Tlk,r.V. En particulier ces résultats s'appli­
quent à la théorie des G-structures (cas où (C',A) est localement trivial) et à la 
théorie des connexions d'ordre supérieur. 

NOTES. Les notations utilisées sont celles de : 
Catégories et structures (cours multigraphié, Paris 1964) et d'une série de Notes à 
l'Académie des Sciences: 233, 1951,p. 598,777,1081; 234, 1952,p. 587,1028,1424 ; 
239 , 1954 , p. 1762 ; 240 , 1955 , p. 397 , 1755 . 
Voir aussi : Sur les connexions d'ordre supérieur, Atti V Congresso Un. Mat. It., 1956. 
La notion de catégorie r fois différentiable est définie dans : 
Catégories topologiques et catégories différentiables, Coll. Géo. diff. Globale, Bruxelles, 
1959, p. 137, 
Catégories structurées. Ann. Ec. Norm. Sup. 1963. 
Le dernier théorème se ramène au cas k—1, indiqué dans une conférence au Congrès 
de l'Union Mat. Argentina (Cordoba, 1959) : 
Grupoides diferenciables y pseudogrupos de Lie, Rev. Un. mat. Argentina, XIX, i960. 
Un cas particulier du théorème est démontré dans Sur les pseudogroupes de Lie de type 
fini, C.R.A.S. 246, 1958, p. 360. 

Les résultats, esquissés dans cet article, ainsi que leurs applications à la 
théorie des connexions d'ordre supérieur, ont fait l'objet de plusieurs cours et seront 
prochainement développés dans un livre. 
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COURS de 1'UNIVERSITÉ PARIS VII 
Espaces fibres et variétés différentiables 1971 

/111 / 

ESPACES FIBRES 
par A. et C. EHRESMANN 

Ce texte reproduit un chapitre d'un cours de Maîtrise fait en 1971 par 
C. Ehresmann à l'Université Paris VII et par A. Ehresmann à l'Université 
d'Amiens. C'est la seule partie de ce cours qui a été multigraphiée, 
car elle contient des résultats encore inédits. 

1 . Définitions et exemples. 

A. Une catégorie C est dite transitive si l'ensemble e'.C.e des 
morphismes de e vers e' est différent du vide quelles que soient les 
unités e et e' de C. 

Rappelons qu'une catégorie topologique est un couple (C, T), 
où C est une catégorie et T une topologie sur l'ensemble _C des 
morphismes de C telle que : 

1. Les applications source a et but S définissent des applications 
continues 

et 
2. La loi de composition définit une application continue k de 

la topologie produit fibre aVb (induite par TxT sur la classe 

des couples composables) vers T. 
On pose alors T0 = T/CQ (où C0 est la classe des unités) et 

on appelle (C0, T0) la base de (C, T). 

Un groupoi'de topologique est une catégorie topologique (C, T) 
où C est un groupoi'de dont l'inversion définit une application continue 
de T sur T. Il est appelé , localement trivial si, pour toute unité e, il 
existe un voisinage U de e dans T0 et une application continue s 
de T0/U vers T telle que 

et 
pour tout x e U . 
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B. Rappelons qu'une espèce de structures est un triplet (C, E, k') 
où C est une catégorie, E un ensemble, k' une application (h, z)t*hz 
d'une partie C*E de CxE dans E telle que : 

1. Si les composés h '.h et h z sont définis, alors les deux 
composés (h'.h)z et h'(h z) sont définis et égaux. 

2. Pour chaque z e E, il existe une et une seule unité e de 
C (notée TÎ (z) ) telle que e z soit défini, et on a e z = z. 

3. h z est défini ssi a(h) = TT (Z) . 

Une espèce de structures topologiques est un triplet 

ri - ((C, T), T\ k') 

où (C ? T) est une catégorie topologique, T' une topologie sur un 
ensemble E - V et (C, E, k') une espèce de structures telle que 

1. La projection canonique; z — i\(z) définit une application 
continue de T' vers T. 

2. La composition k* définit une application continue de 
T* T' induite par TxT' sur C*E vers T'. 

On appelle espace fibre une espèce de structures topologiques q 
où (C, T) est un groupoide localement trivial ; on appelle alors 

(VVe), v/rr i(e)) 

la fibre sur e , et (e.C. e, 7/e.C. e) le groupe structural (topologique) en e 
pour toute unité e de C. En particulier, si C est transitif, toutes 
les fibres sont homéomorphes, tous les groupes structuraux isomorphes. 

C. Exemple. Soit Cn+I l'espace complexe de dimension com­
plexe 2n + l ; soit S2n + 1 la sphère de dimension 2ml. c'est-à-dire l'en­
semble des 

(Zi)i<n e Cn + 1 tels que ZQZ0 + z1z1 \ ... + znzn = 1, 

muni de la topologie T induite par celle de Cn + 1. 
Par définition, l'espace projectif complexe Pn de dimension 

(complexe) n est l'espace topologique quotient de X {0} par la 
relation d'équivalence r : 

z' ~ z ' ssi z' e Cz . 

On montre que Pn est isomorphe à l'espace topologique quotient de 
S2n + 1, par la relation d'équivalence induite par r ; les classes d'équi­
valence sont, alors les cercles CzC)$2n+l # 

Soit K le groupoide topologique des couples 
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On considère sur la relation d'équivalence p définie par 

ssi k e C et \k \ = 1. 

On montre facilement : 

Proposition 1. U existe un groupoi'de topologique, soit (H, T), quotient 
de K par p; c'est un groupoide topologique localement trivial dont 
la base est homéomorphe à Pn. De plus ((H. T),S2n+1, k') est un espace 
fibre, où k' est l'application 

ssi f = (z', z) mod r. 

Les fibres sont les cercles, le groupe structural étant isomorphe 
au groupe des rotations du cercle. 

2. Fibrations principales. 

On appelle catégorie topologique pointée un triplet (C, T, e) où 
(C, T) est une catégorie topologique et e une unité. 

Proposition 1. Soit (C, T, e) un groupoide topologique pointé ; on pose 

Si Kest la sous-catégorie de C engendrée par H , le triplet (K, T', e) 
vérifie les conditions suivantes : 

1° Kest une catégorie, e e K0 , k̂, = &(\-\), où H = K. e , 
e. K, e est un groupe G, T' une topologie sur H, 
si (h',h) e H2 et b(h') = b(h), il existe un et un seul 

tel que 

2° O , T'/G ) est un groupe topologique ; les applications 

où 

définissent des applications continues de T'xT'/G vers T' et de T'xT'/aVB 
vers T'/G respectivement. 
Si (C,D est localement trivial et C transitif, on a de plus : 

3° T0 est la topologie image de T' par 6 et pour tout h e H il 
existe un voisinage U de $(h) dans T0 tel que T'/U. H soit homéomorphe 
è TQ/Ux T'/G. . 

4° Pour tout x e Kg , il existe un voisinage U de x dans la topolo-
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gie T0 image de T' par 6, et une application continue 
d : T/U— T" telle que $(d(x')) = x' pour tout x' e U . 

A. Les deux premières conditions sont évidentes, gh'h étant 
égal à h''1.h . Supposons (C, T) localement trivial et C transitif, et soit 
x e K0. Par hypothèse, il existe h e x.C.e et une application continue 
s: T0/U —• T, où U est un voisinage de x dans T0, telle que 

s(x') e x'.C. x pour tout x' e K0. 

L'application d : x' ̂  s(x').h définit une application continue d de T0/U 
dans T' telle que 

pour tout x' e U . 
De plus l'application 

où 
définit une application continue f de T/LJ.H vers T0/U x T/G, qui 
est un homéomorphisme, car elle admet pour inverse l'application 
continue 

de T0/U x T/G vers T/U.H. 

Puisque 

où p est la projection canonique de UxG sur U, l'application continue 3 ' : 
T' — T0/U est ouverte ; a fortiori T0 est la topologie image de T' 
par B'. V 

Proposition 2 . Soit (K, T" ) une catégorie topologique vérifiant la condi­
tion 1 de la Proposition L Si {e} et KQ sont fermés dans T" (par ex­
emple, si T" est séparée), alors T" esc la topologie somme fibrée de 

où 
A. Soit T la topologie somme fibrée. T est plus fine que T" et 

l'on a 
et 

Comme K0 et H = a*( e ) sont fermés dans T", on trouve 

où 
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Enfin, si V est un voisinage de e dans T, il existe des voisinages U et V 
de e dans T"0 et dans T" tels que 

U U ( V H H ) Ç V . 

Il s'ensuit que 6~1(U)nV est un voisinage de e dans T" contenu dans V. 
Ainsi T" = T. V 
Remarque. Avec les hypothèses de la Proposition 1 et si T est séparée, la 
topologie T/K est entièrement déterminée par la donnée de T0 et de 
T' ; par suite le triplet (K, T', e) définit bien la sous-catégorie topolo­
gique (K, T/K) de (C, T). 

Définition. On appelle fibration principale (resp. presque principale) un 
triplet (K, T', e) vérifiant les conditions 1, 2 et 4 (resp. 1 et 2) de la 
Proposition 1. 

La fin de la preuve de la Proposition 1 n'utilisant que les pro­
priétés 1, 2 et 4, elle montre que, si (K, T', e) est une fibration 
principale, la condition 3 de cette proposition est satisfaite. 

Soit U un univers. Nous noterons L0 l'ensemble des groupoides 
topologiques pointés (C, T, e) tels que C soit transitif et C e U. Soit L 
la catégorie des foncteurs continus pointés entre éléments de LQ ; ses 
éléments sont les 

f = ((C, f, e), f, (C, T, e)) e LDx M x LD 

tels que f définisse un foncteur C — C et une application continue T —T, 
et que ê = f(e) . Soit L'0 la sous-classe de L0 ayant pour éléments les 
(C, T, e) tels que (C, T) soit un groupoide localement trivial, et 
L' la sous-catégorie pleine de L ayant L'0 pour classe d'objets. 

Soit H0 l'ensemble des fibrations presque principales (K, T', e), 
où K e U. Soit H la catégorie des bomomorpbismes entre fibrations 
presque principales associée à U ; ses éléments sont les triplets 

((K, f', e), g, (K, T', e)) e H0x M x H0 

tels que g: K — K soit un foncteur, que g(e) = ê et que gi: T' —T' 
soit une application continue. Soit H' la sous-catégorie pleine de H ayant 
pour classe d'objets l'ensemble H'0 des fibrations principales apparte­
nant à H0. (M est la catégorie des applications entre éléments de U.) 

D'après la Proposition 1, il existe un foncteur canonique P de 
L vers H. Ce foncteur associe le triplet (K, T', e) défini dans la 
Proposition 1 (et qui est une fibration presque principale) à (C, T, e) ; 
de plus 
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P(f) = (P(C, f, é), f, (K, T', e)), 
où f est la restriction de f à (K, K). 

P admet pour restriction un foncteur P' de L1 vers H' (Proposi­
tion 1). 
Proposition 3. Le foncteur P définit une équivalence de L vers H5 et 
le foncteur P' une équivalence de L' vers H'. 

A. Il nous ̂suffit de prouver que, si (K, T', e) e H0, il existe une 
P-structure libre (C, T, ê) associée telle que 

(K, T', e) et P(C, f, ê) 

soient isomorphes dans H et que, si de plus (K, T',e) e H0', alors 
(c, f, ê; e L- . 

1° Supposons que K soit une catégorie vérifiant la condition 1 de 
la Proposition 1 et telle que K e U. Montrons qu'il existe un groupoide 
transitif C et un foncteur injectif j : K — C tels que j soit un (F1, F)-
projecteur, où F' est la sous-catégorie pleine de la catégorie F des fonc-
teurs associés à U ayant pour objets les groupoides. 

a) Considérons le groupoide (HxH)° des couples de H et 
la relation r sur HxH ayant pour graphe l'ensemble des couples 

((h', h), (h'.g, h.g)), où (V, h) e HxH et g e G . 
On voit facilement que r est une relation d'équivalence bicompatible 
sur (HxH)° et que, si 

(h', h) e HxH et (h.g, h.g) ~ (h, h) , 
il existe 

( h'.g, h.g) e (h', h) mod r 

de source (h.g, h.g) . Donc, il existe un groupoide C quotient strict de 
(HxH)0 par r. Nous noterons : 

/h', h/ - (h', h) mod r, /h, h'/ = /h', h / '1 . 

Puisque H appartient à U, il en est de même pour HxH, donc pour son 
quotient C. 

b) Si x e KD et si h et h' appartiennent à x.K. e, on voit que 
/h', h'/ = /h, h/, car h - h'.gh,h 

(condition 1). Il en résulte qu'on définit une application j de K dans C 
en posant : 
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j(x) - /h, h/ si x e K et h e x.H.e, 
j(h) = /h, e/ si h e H. 

Cette application est injective, et elle définit un foncteur / de K vers C. 
De plus C = J(K)_-Z.J(K), étant donné que 

/ h \ h/ = /h', e/./e, V - j ihT^ih). 

A fortiori, C est transitif. 
c) Soit S un groupoide et f : K -* S un foncteur. L'application : 

(h h) — f(h ') -1. f(h), où (h ', h) e H x H , 
définit un foncteur de (HxH)° vers S compatible avec r. On en déduit 
qu'il existe un unique foncteur 

f' : C -S tel que f'.j = f, 
à savoir 

f'f/V, h/) = f(hT^f(h). 

Ceci prouve que / est un (F1, F)-projecteur. 
2° Supposons que (K, Tf, e) soit une fibration presque principale et 

que K e U. Avec les notations de la Partie 1, notons de plus T la topo-
logie sur (2 quotient de T" = T'xT' par r. Montrons que 

(C, T, ê), où ê = j(e) = /e, e/ , 
est une P-structure libre associée à (K, T', e). 

a) r est une relation d'équivalence ouverte sur T". En effet, soit 
W un ouvert de T" ; son saturé W par r est la réunion des Wg pour 
g e G, où W g désigne l'ensemble des éléments 

(h'.g, h.g) tels que (h', h) e W et g e G . 
Soit g e G ; l'application h l-*- h.g , où h e H, définit un homéomor-
phisme, g, de T' sur T' d'après la condition 2, dont l'inverse est 
défini par l'application h' H-*-h'.g"" .̂ L'application 

(h h) r+(h '.g, h.g) 

définit l'homéomorphisme g x g de T" sur T" ; donc Wg = gxg (W) est TM-
ouvert. Par conséquent W est ouvert pour T". 

b) Les applications source, but et passage a l'inverse dans C défi­
nissent des applications continues de T vers T, à savoir les applications 
continues quotients des applications continues source, but et passage 
à l'inverse relatives au groupoide topologique ((HxH)°, T"). Comme r est 
ouvert pour T", la topologie quotient T"xT"/rxr est homéomorphe à la 
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topologie produit TxT. Soit r*r la relation d'équivalence induite par rxr 
sur la classe A des couples composables. La loi de composition de C dé­
finit une application continue de T"*T"/ r -u vers T, quotient de 
la loi de composition continue de ((HxH)°, T"). Pour prouver que 
(C, T) est un groupoide topologique, il nous suffit de voir que T"xT"/rxr 
est homéomorphe à 

c'est-à-dire que T"*T"/ r*r est la topologie induite par T"xT"/rxr sur 
A/ r*r. Ceci revient à prouver que, si W est un ouvert de T"*T" saturé 
pour r*r , il existe un ouvert de T"xT" saturé pour rxr dont W soit la 
trace sur A. Pour cela supposons 

Il existe des voisinages V" de c" , V de c' et V de c dans T' tels que 

D'après la condition 2, il existe des voisinages ouverts Y de e dans T'/G 
et Y" de c" dans T' tels que Y".Y C V". Il existe aussi un voisinage ou­
vert Y' de cf dans T' tel que Y' C V et que 

lorsque h' e Y' et h'.g e Y'. 

Le saturé de ((Y"xY')x(Y'xV)) pour rxr contient un voisinage ouvert Wu de 
u dans T"xT". Si nous montrons que WuDA C W, il s'ensuivra que : W = 
VVCIA, où W est l'ouvert de T'xT' saturé pour rxr réunion des Wu, u e W. 
Or un élément de Wu est de la forme 

où et 
On a 

ssi = h', g. 

Dans ce cas les relations 

et 

entraînent g'.g" 1 e Y. Comme 

où 

u' est équivalent à ((fi", h'), (h', h)), lequel appartient à W' C W. Puisque 
W est saturé pour r-x-r, on en déduit u ' e W, ce qui prouve l'affirmation. 

c) Ceci montre que (C, T, ê), où ê= le, e / , appartient à L0. 
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De plus,/' définit une application continue T'-—T, de sorte que 

en notant j1 la restriction de j à (y(K), K). Montrons que ; est inversi­
ble, c'est-à-dire que j' i : T'-̂ T/j(H) est un homéomorphisme. Ceci re­
vient à montrer que T"/Hx {e } est homéomorphe à T/j(H), i.e. que tout 
ouvert W de T"/Hx {e} est la trace sur Hx {e } d'un ouvert de T" saturé 
pour r. En effet, soit (h, e ) e W. Il existe un voisinage ouvert V de h 
dans T' tel que V'x {e } C W. D'après la condition 2, il existe des voi­
sinages V" de h dans T' et V de e dans T' tels que V".(VriG) C V, et l'on 
peut supposer 

le groupe (G, T'/G) étant topologique. Le saturé pour r de V"xV est un 
voisinage ouvert Wh de (h, e) dans T". Tout u e Wh est de la forme 

où et g e G . 
Il appartient à Hx{e}ssi h".g - e ; dans ce cas 

et 
d'où 

La réunion W des Wh, h e V, est un ouvert de T" saturé pour r, et on 
on a W - (Hx(el)nW'. 

d) Soit (S, Ts, eO e L0 et 

Nous avons vu que l'application 

définit l'unique foncteur C-^S tel que f'.j = f. L'application 

est continue de T" vers Ts , car (S, Ts) est un groupoide topologique. Il 
s'ensuit que, par passage au quotient, f : T—T s est continue. 

est l'unique élément de L vérifiant 
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Donc ((C, T, ê), j ) est un P-projecteur, et J e H . Le foncteur P admet 
un adjoint Q, et P.Q est équivalent au foncteur identique de H . Ceci 
prouve que les catégories L et H sont équivalentes. 

3° Avec les mêmes- hypothèses et en notant T'0 la topologie 
image de T' par B , montrons que l'application j " restriction de 
j à K0 définit un homéomorphisme de T'0 sur T0. Par construction, 
j " est une bijection et définit une application continue T'0--T0, car 

définit une application continue de T' vers T0. Inversement, soit 

et U un voisinage ouvert de x dans T'D ; l'ensemble U.H = B (U) est un 
voisinage ouvert V de h dans T', et VxV est un voisinage ouvert de 
(h, h) dans T" saturé pour r. Par suite j"(U) est un voisinage ouvert de 
x = j"(x) dans T0, puisque 

où r est la surjection canonique de HxH sur C. Ceci montre que j " est 
un homéomorphisme. 

4° Supposons de plus (K, T', e ) dans H', et montrons que 
(C, T) est un groupoide localement trivial, d'où il résultera que (C, T, ê ) 
est aussi une P'-structure libre associée à (K, T', e) et, a fortiori, que 
que les catégorie L' et H' sont équivalentes. En effet, supposons 

Si U est un voisinage de x - /" (x) , dans T'0, la partie 3 affirme que 
U'= j " (U) est un voisinage de x dans T0. On peut prendre pour U un voi­
sinage tel qu'il existe une application continue 

L'application 

définit une application continue s de T0/U' vers T telle que 

où si 

pour tout x' e U'. 

Donc (C, T) est localement trivial. 

Il y a donc équivalence entre les notions de fibrations princi­
pales et groupoides localement triviaux pointés. 
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3. Applications fibrantes. 

La notion de fibration principale peut être présentée sous une 
forme un peu différente. 

Soit (K, Tf, e) une fibration principale ; nous reprenons les no­
tations de la définition et nous posons TG = T'/G. Alors les conditions 
suivantes sont vérifiées : 

1. |uL = ((G*, TQ ) , T', k') est une espèce de structures topologi­
que, i.e. le groupe topologique (G, TG) opère continuement à droite sur 
(H, T') relativement à la loi k' : (h, g) H*- n.g. 

2. Soit (B, TB ) l'espace topologique quotient de T' par la rela­
tion d'équivalence p : 

h ~ h' ssi on a h' e h. G 
Pour tout XE B, il existe un voisinage U de x dans TB , et une application 
continue d: TB /U —T' telle que 

x' = d(x ') mod p pour tout x' e U. 
3. (G*, TG ) opère simplement sur (H, T'), i.e. si h et h' 

appartiennent à H et si h' e h.G, il existe un et un seul g e G tel que 
h' - h.g ; de plus l'application (h', h) H- g définit une application con­
tinue de T"A vers TQ ? où T" A est la topologie induite par T'xT' sur le 
graphe de p. 

4. b1 : T'—~T'0 est une application continue définie par $i: H-*K0. 
5. Pour tout élément x de K0, il existe un voisinage U de x 

dans T'0 et un homéomorphisme f de T'0/UXTQ sur T'/b'-^U) tel que : 

b'ffïx', g')) = x' et f(x', g'.g) = f(x', g').g 

si x' e U, g e G et g' e G. (En effet, avec les notations de la condi­
tion 4 de la Proposition 1-2, on peut prendre pour f l'application 

(V, g) h-dCx'j.g. ) 

La condition 5 est équivalente à la suivante : 
5'. Pour toute unité x de K, il existe un voisinage U de x dans 

T'0 et un isomorphisme covariant TQ, f, où |i est l'espèce de struc­
tures topologique, triviale; 

((G*, TG), T' /U xTG, £'), si k> : ((x', g'), g) ̂  (V, g'.g) 

et la sous-espèce de structures topologique 
((G*, TG), T'/b'-^U), Ici) de \i. 
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Proposition 1. Notons (G, T Q ) un groupe topologique d'opérateurs à 
droite sur un espace topologique ( H, T'); supposons les conditions 2 et 3 
(resp. 4 et 5) ci-dessus vérifiées. Alors, pour'tout e e H il existe une fi-
bration principale ( K, T', e), ! dont le groupe structural e. K.e en e soit 
isomorphe à f G , TG.),et ies conditions 4 et 5 (resp. 2 et 3) sont vérifiées. 

A. Notons b' la projection canonique T' -*-Tg associée à p (notons 
T g = T'0, B = T ) et soit K - H U B \ { b'fo)} . L'application_g — ê g 
définit un isomorphisme de (G, TQ ) sur un groupe topologique (G, T ' /G), 
où G C H. On obtient une catégorie K en posant : 

h.g = h.g si h e H et g - e.g e G , 
x.h = h si h e H et x = b'(h) ^ e, 
x.x = x si x e B. 

Cette catégorie admet G pour sous-groupe (e.K.e), et l'application but b 
est définie par : 

De plus la topologie T"0 image de T' par b est homéomorphe à la topo­
logie Tg car Tg est l'image de T' par b'. 

1 ° Si les conditions 2 et 3 sont satisfaites, (K, T', e) est évi­
demment une fibration principale, de sorte que les conditions 4 et 5 
sont aussi vérifiées, en prenant pour T'0 la topologie image de T' par b. 

2° Supposons les conditions 4 et 5 vérifiées et soit h et h' deux 
éléments de K de même but x , et f un homéomorphisme dont la 
condition 5 assure l'existence. Si h0 et h' 0 sont des éléments de H tels 
que 
on a 

et g" = (ĝ .g'J.e est l'unique élément de G vérifiant h'0 = h0.g". On voit 
que l'application (h'0, h0) h— g" définit une application continue de 
T'xT'/b'Vb' vers T'/G. Enfin l'application 

si si 

si si 
définit une application continue de T"D/U vers T'. Il s'ensuit que le 
triplet (K, T', e) est une fibration principale et que les conditions 2 
et 3 sont remplies. V 
Définition. On appelle application fibrante principale un couple (b', (i) vé­
rifiant les condition 1 , 4 et 5. On appelle application fibrante une applica­
tion continue b' : T' T'0 telle que, pour tout x e _T'0, il existe un voi­
sinage U de x dans T'0 et un homéomorphisme de T'/b'^U) sur un pro-
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duit T'0/U xTF , où Tp est une topologie donnée, appelée fibre de b'. 
Si (b1, \i) est une application fibrante principale, b' est une ap­

plication fibrante. Si ((C, T), TE, k') est un espace fibre et si C est 
transitif, la projection canonique de T'E sur T0 est aussi une application 
fibrante. 

4. Espaces fibres associés à une fibration principale. 

Soit |i = ((C, T), TE, k') une espèce de structures topologique, où 
C est un groupoide transitif et (C, T) un groupoi'de topologique. Notons 
(K, T', e) la fibration quasi-principale associée à e e C0 et reprenons 
pour elle les notations de la Proposition 1-2. Alors les conditions 
suivantes sont vérifiées : 

1° (K, E, k') est une espèce de structures, où k' (h, z) - hz ; 
soit ÏÏ la projection associée et Exia fibre sur x. 

2° ÏÏ : TE —-T'0 est une application continue ; on pose 
TX=TE/EX. 

3° La restriction de k' à HxEe définit une application continue 
de T'xTe vers T E . 

4° Si he H, l'application z h— hz définit un homéomorphisme fi 
de Te vers T f̂̂ j ; l'application (h,z')i— fi" Hz') définit une application con­
tinue de T'XTE/ÏÏV3 vers TE. 
Définition. Soit (K, T', e) une fibration quasi-principale. On appelle 
espace fibre associé à (K, T', e ) un triplet (K, TE, k') vérifiant 
les conditions 1, 2, 3 et 4 précédentes. 
Proposition 1. Soit (K, T', k') un espace fibre associé à la fibration quasi-
principale (K, T', e) et (C, T, ê) le groupoi'de topologigue, projection de 
(K, T', e) (Proposition 3-1). Il existe une et une seule espèce de 
structures topologique ((C, T), T', C') telle que (K, E, k') soit isomorphe 
à une sous-espèce de structures de (C, E, 6'). 

A. Soit U un univers auquel appartient E et M et T les catégories 
des applications et des applications continues correspondantes. Soit F le 
foncteur de K vers M définissant l'espèce de structures (K, E, k'). La 
condition 4 signifie qu'il existe un et un seul foncteur E de K vers le 
groupoide des homéomorphismes tel que 8.E = F, où 8 est le foncteur 
d'oubli de T vers M. D'après la preuve de la Proposition 3-2 (dont nous 
reprenons les notationŝ , ParUe 1, il existe un et un seul foncteur F' 
de C vers T tel que F'.; = F, en notant j le foncteur canonique de K 
vers C. Le foncteur F' = 8.F' définit une espèce de structures (C, E, C'), 
et (K, E, k') est isomorphe à la sous-espèce de structures 
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de 
La projection canonique ft de E sur C0 définit une application continue 
de TE sur T0, car c'est la composée des applications continues (Proposi­
tion 3-1, preuve) 

et 
L'application C' est l'application : 

ssi fr (z) = b(h). 

La relation d'équivalence définissant C (notée r) est ouverte dans T" = 
T'xT' (Proposition 3-1), de sorte que la relation d'équivalence r xidE 
est ouverte sur T"xTE . Il en résulte que 

Comme l'ensemble A des couples 
tels que b(h) = fr(z) 

est saturé pour r, la topologie quotient de T"x TE /A par la relation 
d'équivalence induite r' par rxidE est homéomorphe à la topologie in­
duite par T"XTE /rxidE sur A/r' , c'est-à-dire à la topologie T*TE in­
duite par TXTE sur C*E. L'application 

définit une application continue de T"xT E /A vers TE. Il s'ensuit par 
passage au quotient que l'application k' définit une application continue 
de T*TE vers T E . Ceci prouve que ((C, T), T E > k') est une espèce de 
structures topologique. V 

La construction des espaces fibres associés à une fibration prin­
cipale revient donc à celle des espèces de structures topologiques. Pour 
étudier ce problème, nous utiliserons le résultat suivant (Théorème d'ex­
tension de Kan) : 
Proposition 2. Soit L une catégorie à 3-limites inductives pour toute ca­
tégorie J de F, et soit p: S—*C un foncteur dans F. Si F est un fonc­
teur de S vers L, on peut construire un foncteur F', de C vers L et 
une transformation naturelle t : F—F'.p. Si de plus p est le foncteur in­
jection canonique vers C d'une sous-catégorie pleine S et s'il existe un 
foncteur d'homomorphismes saturé Q : L M compatible avec les M-
sommes, alors F' est équivalent à un prolongement de F. 

A. Choisissons une application F0-limite inductive [i sur L et 
soit Lim le foncteur limite inductive associé. 
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1° Soit x e C0 ; notons Dx la catégorie des triplets 
( f , f, h) e CxCxS tels que f'.p(h) = f et 8(f) = x, 

munie de la loi de composition 
(f'", f", h').(f, f, h) = (?"', f, h'.h) ssi f" = f et a(h') = 8(h). 

Nous identifierons l'unité (f, f, s) au couple (f, s) . L'application 
<?', f, Ffh) 

définit un foncteur Fx de Dx vers L . Comme C et S appartiennent à U, 
il en est de même pour Dx , et il existe une limite inductive naturalisée 
ri(Fx) =• (F' (x)", vx, F ) vers le foncteur constant sur F'fx) = Lim Fx. 

2° Si /c e x'.C.x , l'application 

(f, f, h) ^(k'.f, k.f, h) 

définit un foncteur D k de Dx vers Dx, et l'on a Fx, .Dk = Fx. Comme 
M-(Fx0.Qfr est une transformation naturelle de F̂  vers le foncteur cons­
tant sur F' (x') il existe un et un seul F'(k) e L tel que 

F'fk) \i(Fx) = \L (FX. ) .QK. 

L'application k H-F'(k) définit un foncteur de C vers L, que nous note­
rons F', car si k' e x".C.x' , les relations 

FHk) ii(Fx) = \i(Fx,).Dk et F'(k')\i(Fx.) = \L(Fx») 
entraînent 

(F'(k'). FHk)) |i(Fx) = FHk) (M.(FX. ) .D*0 - [i(Fx,).D̂  .D^ = 
= FHk'.k) \i(Fx) , d'où F'Oc'J.F'ft) - F'(V.k). . 

3° Si s e S0 et x = pfo) , on a : fx, s) e Dx et Fxfx,s) = F(s), 
de sorte que 

vx(x, s) e F'(p(s)).L. F (s). 

Le triplet T= (F', p, t, F), où t est l'application : s ^ vp(s)(p(s)> s)> 
de S0 dans L est une transformation naturelle. En effet, si 

h e s'.S.s, x = p(s) et x' = p(s'), 
on trouve 

vx,(x', s').F(h) = vx,(V, s').Fx(V, pfh), n) - vx,(p(h), s) 

= vx>(Vp(h) (x> 5» = F'(p(h))-vx(x, s). 
4° Supposons que .p soit le foncteur injection canonique 

vers C de sa sous-catégorie pleine S et que Q soit un foncteur d'homomor-
phismes saturé de L vers M compatible avec les sommes. Montrons que 
T est une équivalence. Il s'ensuivra que F peut être prolongé en un 
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foncteur de C vers L équivalent à F'. Pour cela, il suffit de voir que 
vs(s, s) est inversible pour tout s e SQ. Or une limite inductive F'(s) 
de Fs peut être construite comme suit : Il existe une somme M de 

telle que Q(M) soit la somme canonique E' de 

(car Q est saturé), et F1 (s) est une Q-structure quasi-quotient de M par 
la relation d'équivalence engendrée par 

ssi il existe (f, f, h) e Dx 
tel que z' - Q ( F(h))(z). 

Si w (f s, j désigne l'injection canonique de Fs(f, s1) vers M, et j la 
quasi-surjection de M vers F'fsj , on obtient 

d'où 
Par ailleurs, comme s.C.S C S, on a 

pour tout (f, s1) e , 

de sorte qu'il existe un unique 
vérifiant 

l'application Q(w) est compatible avec r, car 

si z' - Q(F(h))(z). Par suite il existe un unique 

tel que w'.j = w. . 
Les égalités 

où W(S/S) est un monomorphisme, et 

pour tout f E s.C.s ' entrafnent que w' est l'inverse de t(s). V 
Corollaire 1. Soit S une sous-catégorie pleine de et (S, E, k) une 
espèce de structures. Si x.C. S ^ 0 pour tout x e CD , il existe une es­
pèce de structures (C, E', (<') admettant (S, E', k) pour sous-espèce. 
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A. D'après la proposition, le foncteur F de 5 vers M définissant 
(S, E, k') se prolonge en un foncteur F' de C vers M. Par construc­
tion de F', l'ensemble F(x) n'est pas vide si x e C0, car x.C.S / 0 . Donc 
F' définit un espèce de structures (C, E', R'). V 
Corollaire 2* Si Q : L — M est un foncteur d'homomorphismes saturé 
à F0 -limites inductives et si (S, F) est une catégorie Q-domlnée et S 
une sous-catégorie pleine de C, et si x. C. 5 / 0 pour tout x e C0 
il existe une catégorie Q-domlnée (C, F'), où F est une restriction de F'. 

A. F' existe d'après la proposition et Q.F' définit une espèce de 
structures vu le Corollaire 1. V 

Complément. F' possède la propriété universelle suivante : 
Soit P le foncteur T' •—* x'.P de la catégorie N(L, C) des trans­
formations naturelles de C vers L, vers catégorie N(L, 5). 
Alors (F',T) est un P-projecteur. 
Ce résultat est le Théorème d'extension de Kan. 

Proposition 3. Soit (C, T) et (S, T/S) des groupoides topologiques locale­
ment triviaux, où S est une sous-catégorie pleine de C. Si x.C.S ^0 
pour tout x e C0 et si |i= ((S, T/S), TE, k') est un espace fibre, il existe 
un et un seul espace fibre ((C, T), TE», k') dont p soit une sous-espèce 
de structures topologique. 

A. D'après la Proposition 1, il existe une espèce de structures 
(C, E', k') dont (S, E, k'), où E = T̂E , est une sous-espèce. Soit x e C0 et 
soit U un voisinage de x dans TQ tel qu'il existe une application continue 
d : T0/U -^T vérifiant 

d(x') e x'.C.x pour tout x' e U. 
Si f e x.C.S, soit f la bijection 

(x', z) ^ (d(x').f)z de UxEe dans E1, 

où Ee est la fibre sur e ~^a(f), prenons pour TE« la topologie la plus fine 
sur E' rendant continue f de T0/UxT E /Ee vers TE, pour chaque f e 
e.C.S. Comme S est un sous-groupoide plein de C, on montre que 
les topologies f(T0/U x TE /Ee) sont compatibles, i.e. qu'elles induisent 
la même topologie. sur l'intersection des ensembles sous-jacents, et que 
((C, T), TEI, k') est un espace fibre "prolongeant" [i. V 

En particulier, supposons que (C, T) soit un groupoi'de topologique 
localement trivial tel que C soit transitif et soit 
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e e C et G - e.C.e 
Supposons que \i = ((G, T/G), TE, k') soit une espèce de structures topo-
iogique. D'après la Proposition 3, il existe un espace fibre ((C, T),TE», R') 
dont |i soit une sous-espèce de structures topologique (et qui admet donc 
TE pour fibre en e ). Des propositions précédentes, il résulte que 
la fibre Ex' pour tout x e C est le quotient de x.C.e xE, où E = TE , par 
la relation d'équivalence r : 

ssi il existe g e G tel que h = h '.g, z' = gz ; 

posons /h, z/ - (h, z) mod rv ; alors R' est définie par 
ssi a(h') = b(h). 

Enfin, si /n, z/ e Ç et si s : T0/U — T est une application continue, si 
x e U et s(x') e x'.C.x pour x e U, une base de voisinages de /h, z/ , 
dans TE, est formée des ensembles 

où V est un voisinage de z dans TE,. 

Complément. 
Notons (C, T) un groupoide topologique localement trivial, 

où C est transitif et soit e une unité de C. Soit G' un sous-groupe de G, 
où G = e.C.e. Existe-t-il un groupoide topologique (C, T') localement tri­
vial qui soit un sous-groupoide topologique de (C, T) tel que C0 = CD et 
que G' - e.C.e ? Si oui, on dit que (C, T') est obtenu par restriction du 
groupe structural de (C, T) à G'. 

Ce problème n'a pas toujours de solution. En effet, soit H = Ce, 
T|_| = T/H et (E, T") l'espace topologique quotient de (H, TH) par la re­
lation d'équivalence 

si g e G'. 
Soit p la projection canonique de (H, TH) vers (E, T"). L'application con­
tinue b' : TH T0 étant compatible avec rc«> elle se factorise sous 
la forme p'.p. 

a) Supposons que (C, T') soit obtenu par restriction du groupe 
structural à G'. Pour tout x e C0, on a 

s(x) = x. C e e E, , car s(x) = h. G', où h e x . C e . 
L'application x H- S(X) définit une application continue de T0 vers T" sec­
tion de p ' (i.e. telle que p ' . s = idT^ ). 

b) Supposons que s : T T" soit une section de p' et posons 
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H' - p-^sfCj). Le sous-groupoi'de C de C engendré par H' vérifie 
e.C'.e = G' et H' = C». e . 

En général il n'est pas localement trivial. Toutefois supposons que la res­
triction de p à (G/G', G), où G/G' est le quotient de G par la relation 
d'équivalence induite par rg« sur G soit une application fibrante (qui 
est alors sous-jacente à une application fibrante principale). On montre 
alors que p est également une application fibrante, et que (C',T/C) est 
un groupoide localement trivial, i.e. que l'on peut restreindre le groupe 
structural de (C, T) à G'. 

5. Revêtements. 

Dans ce paragraphe, les démonstrations seront seulement es­
quissées. Si T est un espace topologique, _T désigne l'ensemble sous-
jacent et x e T signifie x e 7̂ . 

Définition. On appelle espace discrètement fibre un espace fibre de la 
forme ((C, T), T', k') où les topologies T/e.C.e et T'/Ee sont discrètes, 
où eeC0 et où Ee désigne la fibre sur e. 

Supposons qu'il en soit ainsi et soit U un voisinage de e 
dans T0 tel qu'il existe une section continue s : T/U —-T de l'application 
but vérifiant s(e) = e . Soit T' la topologie induite par T' sur l'image ré­
ciproque de U par la projection canonique p. Alors T' est somme des 
ouverts 

Uz = { s(x')z I x' e U} , où z e Ee , 
et la restriction de p à Uz définit un homéomorphisme de T'/Uz sur 
T/U. Autrement dit, p est un revêtement au sens suivant : 
Définition. On appelle revêtement une application continue p : T' B 
telle que, pour tout x e B, il existe un voisinage ouvert U de x dans B, 
dit voisinage p-distingué de x, vérifiant la condition : 

Pour tout z e Ex =p- l (x) il existe un voisinage Uz de z dans 
T' tel que p/Uz définisse un homéomorphisme de T'/Uz sur 
B/U et que T'/p-i(U) soit la somme topologique de 

(T'/U)z, z e Ex . 

Remarque. Plus généralement, on appelle espace étalé une application 
continue p de T' vers B telle que, pour tout z e T', il existe un voisina­
ge V de z dans T' auquel la restriction p | V définisse un homéomor­
phisme sur un voisinage de p(z) dans B. Un revêtement est a fortiori un 
espace étalé. 
Proposition 1. Soit p : T' — B un revêtement et posons Ex = p~1(x) pour 
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x e B . Soit K le groupoi'de formé des bijections de la forme g : E* —Ex' 
où x et x' appartiennent à B ; nous identifions la bijection canonique 
de Ex à x. Il existe une topologie T sur K. et un espace fibre de la forme 
((K, T), T', k') dont p est la projection associée. 

A. Soit U un voisinage ouvert distingué de x dans B et soit 
(Uz), z e Ex la décomposition correspondante de p~\u). Pour tout y e U, 
notons gyx la bijection de Ex sur Ey associant à z l'unique élément de 
UznEy. On obtient une topologie T sur K en prenant pour base de voi­
sinages de g : Ex Ex' l'ensemble des ensembles U' g U, où U et 
U' sont des ouverts p-distingués de x et x' respectivement, et où 

U'g U = gy'x'.g.fgyx)'1 y e U, y' e U' . 
On montre que (K, T) est un groupoide topologique localement 
trivial à groupes discrets. Il opère continuement sur T' pour la loi k': 

(g, z) g(z) si z e Ex . V 

Définition. Soit f et f deux applications continues de T vers T'. On ap­
pelle homotopie de f vers f une application continue b de Txl vers T' 
telle que 

b(x, 0) = f(x) et h(x, 1) = f'(x). 

(On note toujours I l'intervalle [0, 1] muni de la topologie induite par la 
droite réelle R.) 

Proposition 2. Il existe une catégorie TR quotient strict de la catégorie 
T des applications continues par la relation d'équivalence : 

f ' ~ f ssi il existe une bomotopie de f vers f. 

Proposition 3. (Théorème de relèvement des homotopies) Soit p :T'-^B 
un revêtement. Soit f : Y —-T' une application continue et b une homo­
topie de f - p.f vers g. Il existe une unique homotopie h' de f vers 
g' telle que p.h' = h. 

A. a) Lemme. Si Y est connexe et si f et g' sont deux appli­
cations continues de Y vers T' telles que p . f - p.g' , alors f ' = g' 
ssi il existe un y dans Y tel que f'(y) = g'(y). 

b) Lemme. Si k est une application continue de I vers B et si 
z E T' et p(z) - k(0) , il existe un et un seul k' : I T' continu tel que 

p.k' = k et k'(0) = z. 

Pour construire k ' , on recouvre k(l) par un nombre fini d'ouverts p-dis­
tingués et l'on relève progressivement k au-dessus de chacun de 
ces ouverts. 
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c) Soit hy l'application continue de I vers B telle que 
) pour tout y e Y. 

Si 
et p(z) = f(y) = h„(0) s 

il existe un unique hyZ continu de I vers T' tel que 
et p.h'yz= hy . 

On montre que l'application 

définit l'homotopie h' cherchée. V 

Nous allons maintenant construire un groupoide topologique 
localement trivial à groupe discret de base donnée. 

Soit B un espace topologique. On définit un système multiplicatif 
C(B)°, des chemins de B, en munissant l'ensemble C(B) des chemins de 
B (c'est-à-dire des applications continues de I vers B) de la loi : 

où 
si t < £ 
si t > I 

ssi g( 0) = f (1). 

On obtient une relation d'équivalence ̂  sur C(B) en posant : 
f ̂  f ssi il existe une homotopie pointée h y de f vers f 
(c'est-à-dire une homotopie h de f vers f telle que 

h(Q,t) = f(0) , h(l, t) = f(l) pour tout tel). 
Proposition 4. Il existe un groupoi'de P(B) , quotient de C(B)° par la 
relation ~; sa classe d'unités s'identifie à B, 

û. Les unités sont les chemins x , où x dénote le chemin "cons­
tant sur x". On montre que la classe de f admet pour unité à droite x, 
où x = f(0), pour unité à gauche x', où x' = f(l). De plus son inverse est 
la classe de g , si g est défini par 

pour tout te I. 
Corollaire» Si B est connexe et localement connexe par arcs, le 
groupoi'de P(B) est transitif. 
Définition- On dit qu'un espace topologique B est localement simplement 
connexe si tout voisinage de x contient un voisinage ouvert U de x tel 
que ÏÏI(B/U, x) = {e) , pour tout x e B. On dit que B est localement simple 
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s'il est localement connexe par arcs et localement simplement connexe. 
Cette définition utilise la 

Définition. P(B) est appelé groupoide fondamental (ou de Poincaré) de B, 
et son sous-groupe x.P(B).x , où x e B, est dit groupe fondamental (ou de 
Poincaré) de B en x , noté ÏÏI(B, X). 

Proposition 5 . Supposons que B soit localement simple. Pour tout x e B , 
il existe un voisinage U de x dans B, dit voisinage simple de x, tel que 
l'ensemble x. P(B).y soit réduit à_ un seul élément (noté cXy) pour tout 
y e U . On définit une topologie T sur P(B) telle que le filtre des voi­
sinages de c, où a(c) = x et b(c) = x', ait pour base l'ensemble des U'f c U 
où U et U' sont des voisinages simples de x et de x' respectivement et 

U' c U - { (cx>y>) ' I c e I y e U , y'eU1}. 
(P(B), T) est un groupoibe topologigue localement trivial à groupes dis­
crets. 

Corollaire. Si, avec les conditions de la Proposition 5, B est connexe et 
si x e _B , soit (b',_u) l'application fibrante principale associée au triplet 
(P(B), î, x). Aiors T est connexe et u.b', où u est l'homéomorphisme 

X K X de f/P(B) sur B 

est un revêtement de B , noté p B̂x« £>e plus 

TTI(T/P(B).X, x) = {e} . 

Proposition 6. Soit p : T ' - ^ B un revêtement. Si les conditions de la Pro­
position 5 sont vérifiées, il existe un espace fibre ((P(B), T), T ' , k'), dont 
p est ie projection associée. 

A. On définit k' comme suit : 
cz - k'fc, z) est défini ssi p(z) = x, où x = a(c). 

Dans ce cas le théorème de relèvement des homotopies entrafne que, si 
f e c, il existe un unique chemin f de T', tel que 

p.f = f et f*T(0) = z ; 
posons z f - f (1). Si h est une homotopie pointée de f vers g , il existe 
de plus une unique homotopie b' de f vers g' telle que p.h' = b ; en par­
ticulier b" : t t-+b'(I, t) est un chemin de T' dont l'image est contenue 
dans p 'Hx') , où x' = b(c) , et tel que 

b"(0) = zf et h"(l) = z . 
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Comme T'/p 1(x') est la topologie discrète, il s'ensuit z - Zf. Ainsi, z t 
dépend seulement de (c, z) et l'on peut poser : cz - zf . V 

Soit U un univers. On suppose que B est un espace topologique 
connexe et localement simple et que x e B. Soit R(B, x)0 l'ensemble des 
couples (p, z) , tels que p : T' B soit un revêtement de B, que _T' e U, 
que z e T' et p(z) = x. Soit R(B, x) la catégorie formée des triplets 

tels que Cp, z) et ( p z ' ) appartiennent à R(B, x)Q et que v soit une appli­
cation continue vérifiant 

et 

Proposition 7. Si B appartient à U , la catégorie R(B, x) admet le re­
vêtement pointé (p%t K ; x) (Proposition 5, Corollaire) pour élément ini­
tial. Si p : T' —~ B est un revêtement tel que T' soit connexe et si 

alors v est surjectif. 

A. (PB,X? ^ appartient à R(B, x )0, car P(B) appartient à U, le 
segment [0. 1] appartenant à U de même que l'ensemble des chemins 
de B. Si 

et p : T'— B, 

reprenons les notations de la Proposition 6. On définit une application 
continue v de T/P(B). x vers T' en associant cz à c. On vérifie que 
((p9 z), v, (pB x. x)) est l'unique morphisme de R(B, x) de source (pB x, x) , 
de but (p, z) , car T est connexe. Si T' est connexe et si z' e T', il exis­
te un chemin f de T' tel que 

et 

si c est la classe d'homotopie pointée du chemin p.f , l'unicité du che­
min relevé entrafne 

d'où 

Définition. Un élément initial de R(B, x) est appelé revêtement universel 
de B. 

453 





SÉMINAIRE DE MATHÉMATIQUES 
Troisième Année 1935-36 
TOPOLOGIE 

Exposé III.-B, 2/12/35 

/ 5 / 

TOPOLOGIE COMBINATOIRE. GROUPES D'HOMOLOGIE 
par Charles EHRESMANN 

Le but de cette conférence est d'exposer, d'une façon nécessaire­
ment sommaire, les notions essentielles ainsi que 1 es premiers résultats 
fondamentaux de la topologie combinatoire. Je ne cherche pas à donner une 
définition précise du terme "topologie combinatoire". Il ne désigne pas une 
branche spéciale de la topologie mais simplement une méthode spéciale 
de la topologie, méthode qui convient à la résolution de certains 
problèmes et qui permet de déterminer un certain nombre d'invariants 
topologiques d'un espace topologique. Cette méthode combinatoire 
repose surtout sur les notions de simplexe et de complexe. Elle s'applique 
directement à tout espace qui peut être considéré comme un agrégat 
de simplexes, c'est-à-dire comme un complexe. Par exemple, toute 
variété algébrique peut être considérée comme un complexe. Plus géné­
ralement, d'après un résultat publié tout récemment par M. Nbbeling, 
toute variété topologique admet une subdivision formant un complexe 
(on désigne par variété topologique, un espace topologique normal 
satisfaisant au deuxième axiome de dénombrabilité et tel que tout 
point admet un voisinage homéomorphe à l'intérieur d'une sphère S" à n 
dimensions. La méthode combinatoire s'applique même à des espaces 
qui ne sont pas des complexes mais qui peuvent être approximés 
par des complexes ou définis par des suites de complexes. Le champ 
d'application de la topologie combinatoire comprend ainsi tous les 
ensembles fermés de l'espace ordinaire à n dimensions ainsi que tous les 
espaces métriques compacts. 

Je commencerai par définir les notions de simplexe et de complexe. 
Je définirai ensuite les groupes d'homologie et les invariants numériques 
qui s'en déduisent. Je démontrerai enfin l'invariance topologique des 
groupes d'homologie. 

I. DÉFINITIONS 

Simplexe à r dimensions. 
Soit Rn l'espace cartésien à n dimensions ; chaque point de R27 

est défini par l'ensemble de n nombres réels. Soient 
PO, Pi? P2, P.r 

r+1 points de l'espace R21. et supposons que ces points n'appartiennent 
pas à un même espace linéaire à moins de r dimensions. 
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Attachons à chacun des points une masse p̂  telle que : 

(1) f Pi = 1, Mi> 0. 

Le centre de gravité de ces masses est le point 

P = £ vjPi . 

Les quantités p^ sont appelées les coordonnées barycentriques de P. 
L'ensemble des points P dont les coordonnées barycentriques satisfont 
aux conditions (1) forme un espace topologique e2" qu'on appelle Simplexe 
à r dimensions. Le Simplexe est complètement défini par ses r+1 sommets. 
En annulant r-k des coordonnées barycentriques \x± , le point P engendre 
un simplexe qu'on appelle face à k dimensions de e r . 

Représentation barycentrique. 

Soit deux Simplexes er et ef tels que r> s. Faisons correspondre 
à chaque sommet P± de er un sommet Qt(i) de ef de façon que tout 
sommet de e f corresponde au moins à un sommet de e27 . Faisons 
correspondre au point 

P= X vJP. le point Q= Z V ß t a ) < 

La correspondance entre P et Q définit une représentation barycentrique 
du simplexe er sur le simplexe e5. 

Simplexe orienté. 

On définit une orientation d'un simplexe en choisissant une 
certaine permutation de ses sommets. Deux permutations définissent 
la même orientation ou deux orientations opposées suivant qu'elles 
différent par une permutation paire ou impaire. Tout simplexe non 
orienté correspond ainsi à deux Simplexes orientés qu'on peut désigner 
par: er et -er. Si er est défini par (P0, P^, Pr), le simplexe orienté 
-er est défini par (Pi, Pö, . . . , Pr). 

Simplexe topologique. 

Soit A un espace topologique homéomorphe à un simplexe rectiligne 
er. L'espace A associé à une représentation topologique de e r sur A 
définit un simplexe topologique Er . Si A est considéré comme l'image 
topologique d'un autre simplexe rectiligne ej, il définit un simplexe topo­
logique E^. Les 2 Simplexes Er et Ef sont considérés comme identiques 
lorsque les points de er et e f qui sont représentés par le même point 

456 



TOPOLOGIE COMBINATORE. GROUPES D'HOMOLOGIE 3 

de A se correspondent par une transformation barycentrique. Les 
notions de sommet, face, orientation, correspondance et coordonnées 
barycentriques sont alors applicables à un simplexe topologique. 
D'une façon générale, nous considérons par la suite des simplexes 
topologiques. 

Complexe simplicial. 

Un complexe simplicial est un espace topologique K défini 
par l'ensemble d'un nombre fini ou dénombrable de simplexes, satisfaisant 

(1) Tout point de K appartient à un nombre fini des simplexes 
donnés et à un simplexe au moins. 

(2) Les faces d'un simplexe de l'ensemble des simplexes appartien­
nent aussi à cet ensemble. 

(3) Etant donné deux simplexes de l'ensemble considéré, ou 
bien ils n'ont pas de points communs, ou bien l'un est une face de 
l'autre. 

(4-) Si l'on considère un voisinage d'un point P dans chacun 
des simplexes auxquels ce point appartient, la réunion de ces voisinages 
définit un voisinage de P dans le complexe K. 
Exemples. La sphère ou un polyèdre admettent des décompositions en 
simplexes définissant des complexes finis. L'espace Rz2 ou un domaine 
quelconque dans Rn admettent des décompositions en simplexes définissant 
des complexes infinis. 

Si on peut établir une correspondance biunivoque entre les 
sommets d'un complexe K et ceux d'un complexe K' de façon que les 
sommets d'un simplexe de l'un des complexes correspondent aux 
sommets d'un simplexe de l'autre, cette correspondance définit une 
transformation topologique simpliciale de K en K', c'est-à-dire une 
transformation topologique par laquelle tout simplexe de K subit 
une transformation barycentrique. En désignant par Kn un complexe 
composé de simplexes à n dimensions au plus, et en admettant au moins 
un simplexe à n dimensions, on démontre facilement le théorème 
suivant : 

Théorème. Tout complexe Kn est simplicialement boméomorpbe à un 
complexe rectiligne de l'espace &2n+1 . 

Sous-complexe. 

Un sous-complexe d'un complexe K est un complexe composé 
de simplexes de K. 

Subdivision. 

Une subdivision d'un complexe K est un complexe K' tel que tout 
simplexe de K coïncide avec un sous-complexe de K'. En particulier, la 
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subdivision normale d'un complexe K est définie de la façon suivante : 
sur tout simplexe Erde K nous considérons le centre de gravité, c'est-à-
dire le point dont les r coordonnées barycentriques sont égales. Considé­
rons une suite de simplexes 

tels que 

Les centres de gravité de ces simplexes définissent dans Er^ un simplexe 
Êk qui sera le simplexe général de la subdivision normale de K. La 
subdivision normale de K s'appelle aussi complexe dérivé de K. La figure 
(1) représente la subdivision normale d'un triangle. 

Figure (1) 

Une question fondamentale de la Topologie combinatoire est la 
suivante : 

Si deux complexes K et sont homéomorphes, existe-t-il une sub­
division K' de K et une subdivision K) de telles gue K' et KJF 
soient boméomorpbes? 
Dans le travail déjà cité, M. Nbbeling répond par l'affirmative à 
cette question. 

II. G R O U P E S D1 HOMOLOGIE 

Chaînes. 
Soit K un complexe simplicial. Fixons l'orientation de chaque 

simplexe de K et désignons par Efles simplexes orientés ainsi considérés, 
l'indice supérieur indiquant la dimension. Une chafne, à r dimensions, 
est une forme linéaire par rapport aux symboles E^ : 

C = Z u1 E^ 

où Ui désigne un entier positif, négatif ou nul ; dans le cas d'un com­
plexe infini nous supposerons de plus qu'il n'y a qu'un nombre fini de 
nombres Uj qui soient différents de zéro. 
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Chafne-frontière. 

Soit Er le simplexe orienté 
où 

On peut associer à Er une chaîne appelée chafne-frontière et définie par : 

La relation entre Eret F(Er) s'exprime souvent par les symbole : 

Relations d'incidence. 

Les chafnes-frontières des simplexes orientés de K sont définies par 
des relations 

appelées relations d'incidence de K. 
A la chafne Cr = Z ui^i est associée une chafne-frontière définie 

par 

On a 
d'où 

Un complexe K est complètement déterminé par ses relations 
d'incidence. Nous nous proposons de déduire de ces relations d'incidence 
des invariants topologiques de K. 

Chafnes par rapport à un groupe abélien G. 
Soit G un groupe abélien additif quelconque. Une chafne par 

rapport à G est une forme linéaire finie 

où les symboles désignent des éléments de G. La somme de deux 
chafnes 

et 
sera la chafne £ (u • + v •) Er-, Les chafnes Cr forment donc un groupe 

i J. J- J. 
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abélien L Q . 

A la chafne H' u j EF on peut associer la chafne 

appelée chafne-frontière par rapport à G. 

Cette correspondance définit un homomorphisme du groupe lfç, sur 
un sous-groupe H G de L Q . Dans cet homomorphisme, les chaînes 
de qui correspondent à la chafne 0 de HQ 1 définissent un sous-groupe 
Z Z Q de LQ. Une chafne FR appartenant à ZQ s'appelle aussi cycle 
par rapport à G ; on a : F^ -jr*- 0. Le groupe H Q est un sous-groupe 
du groupe 2f Q . Un cycle r*"""* de est la chafne-frontière d'une 
chafne Cr : 

r— 7 > On exprime ce fait en disant que F est homologue a 0 par rapport 
à G, et on écrit 

Deux cycles rr 1 et r f 1 sont dits homologues par rapport à G si 
on écrit aussi 

Groupes d'homologie par rapport à G. 
Soit K"̂  le groupe quotient 

C'est le groupe d'homologie par rapport à G , et correspondant à la 
dimension r. Un élément de K£ peut être considéré comme la classe 
des cycles ^ à un cycle donné Fr . Le groupe KQ a été défini pour 
une subdivision simpliciale de l'espace topologique K ; mais nous 
verrons plus loin que c'est un invariant topologique de K : Il ne dépend 
pas de la décomposition particulière en simplexes. 

Le groupe K Q dépend de G. Les cas les plus importants sont 
les suivants : 

(1) G est le groupe additif des nombres entiers. On a alors le 
groupe d'homologie proprement dit KR. 

(2) G est le groupe des restes modulo m des nombres entiers, on 
a alors le groupe d'homologie modulo m : Kr(mod m) . En particulier 
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si m =2, on peut faire abstraction de l'orientation des simplexes. 

Supposons que K soit un complexe fini. Les groupes Zr et Hrsont 
alors des groupes abéliens à un nombre fini de générateurs. Il en 
sera de même du groupe Kr. Les éléments d'ordre fini de Kr forment 
un sous-groupe T r appelé groupe de torsion . Un élément de Ie est de la 
classe des cycles homologues à un cycle Fr pour lequel on a : 

trr ~ 0, t étant un nombre entier. 

On convient d'écrire rr « 0 pour un cycle qui satisfait à une homologie 
de la forme tFr~ 0 ; on convient de même d'écrire 

r r » Ff lorsqu'on a t T r - trf . 

Groupe de Betti. 

Le groupe de Betti pour la dimension r est le groupe quotient 

If = Kr/Tr . 

Un élément de Br est de la classe des cycles rr tels que Fr « Fj> où 
Ff est un cycle donné. Le groupe Br est un groupe abélien libre à br gé­
nérateurs. Le nombre tf s'appelle nombre de Betti pour la dimension r. 
On peut trouver b cycles 

1-2 > 2* L 

tels que tout cycle Tr soit lié par une homologie de la forme : 

rr«Mir f+ M2rf+ ... + p^T^ . 

Ces 6R cycles définissent une base du groupe de Betti. 

Le groupe de torsion Tr est la somme directe d'un certain 
nombre de groupes cycliques dont les ordres sont des entiers 

tv t2, t s . 

Ces entiers sont complètement déterminés si l'on impose les conditions; 

ti+1= 0 (mod. tj) . 

Les nombres ainsi déterminés s'appellent coefficients de torsion pour 
la dimension r. 

Considérons de même le groupe K^mod. m). Ce groupe est la somme 
directe de br(m ) groupes cycliques d'ordre m et d'un certain nombre de 
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groupes cycliques ayant respectivement pour ordres des entiers 

inférieurs à m et tels que 

(mod. tj (m) ). 

Le nombre 5r(m), et les nombres t i(m), s'appellent respectivement 
nombre de Betti et coefficients de torsion modulo m. 

Les invariants numériques précédents déterminent complètement 
les groupes KR et Kr(mod m). On peut les calculer effectivement 
quand on connait les relations d'incidence de K. Soit (e?) la matri­
ce d'incidence, formée par les coefficients e^j . Les coefficients de 
torsion t± pour la dimension r sont les diviseurs élémentaires supérieurs 
à 1 de la matrice (e1). Le nombre de Betti brest donné par 

où &r désigne le nombre de simplexes Ef à r dimensions, pr étant 
le rang de la matrice (er). De l'égalité précédente on tire : 

On a de même 

La quantité X ( -1) r of s'appelle caractéristique d'Euler-Poincaré du com­
plexe K. C'est un invariant topologique comme les nombres de Betti. 

(Pour les démonstrations, voir Seif ert-Threlf ail, Chapitres III et XII.) 

Groupes d'homologie modulo L. 

Soit L un sous-complexe de K. On peut convenir de négliger par­
tout dans les chafnes les simplexes appartenant à L. On définit ainsi 
les chafnes mod L , les cycles mod L, les groupes d'homologie mod L. 
D'une façon générale, on aura le groupe d'homologie Kc(mod L). 

III. INVARIANCE TOPOLOGIQUE DES GROUPES D'HOMOLOGIE 

Pour démontrer l'invariance topologique du groupe K Q nous 
allons montrer que ce groupe est isomorphe à un groupe Kç que 
nous appellerons groupe d'homologie topologique. Pour éviter toute con­
fusion, Kg sera appelé groupe d'homologie combinatoire. Cela nous 
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oblige à introduire les notions de simplexe singulier et de chaîne 
singulière. 

Simplexe singulier. 

Soit xr un simplexe rectigligne et considérons une représentation 
continue (pas nécessairement biunivoque) de XE sur un ensemble de 
points A d'un espace topologique K. L'ensemble de points A associé 
à la représentation continue de xr sur A définit un simplexe singulier 
Xr sur K» Etant donné sur K deux Simplexes singuliers Xr et Xf images 
continues des Simplexes rectilignes xr et xf , on dit que les deux Sim­
plexes singuliers sont identiques lorsqu'ils coïncident en tant qu'ensem­
bles de points et lorsqu'il existe une correspondance barycentrique 
entre xr et xf telle que deux points correspondants de xr et xri aient 
pour images le même point de K. Une représentation continue de x r 
sur K fait correspondre aux deux Simplexes orientés x27 et -x1 deux 
Simplexes singuliers orientés Xr et -Xr. Il se peut qu'il existe une 
correspondance biunivoque entre x r et ~xr telle que deux points corres­
pondants soient représentés par le même point de K. On a Xr = -Xr 
et on dit que Xr est un simplexe dégénéré singulier. 

Exemple. Considérons une représentation barycentrique t d'un simplexe 
rectiligne E R sur un simplexe rectiligne E R ~ H où h > 0. Le simplexe E R ~ H 
définit alors un simplexe singulier Xr. Le simplexe Er admet au 
moins deux sommets PQ et qui soient représentés sur un même 
sommet deEr . Considérons la transformation barycentrique de 
E 1 en Er qui échange les sommets PQ et Pj et qui laisse fixes les 
autres sommets de E R . Deux points correspondants de Er et de -Er 
sont évidemment représentés par t sur le même point de E R ~ H ou Xr. 
Par suite Xrest un simplexe singulier dégénéré. 

Chaînes singulières. 

Une chaîne singulière sera une forme linéaire finie 

£ u± Xf , 

où les symboles Xf désignent des Simplexes singuliers non dégénérés, 
définis sur un complexe K, les coefficients u± étant des nombres en­
tiers. Supposons que Xr soit une image continue d'un simplexe recti­
ligne xr. Les faces xf-2 de xr sont représentées par des Simplexes sin­
guliers X r ï 1 appelés faces de Xr. Soit Y. e± xZj 1 la chaîne frontière de 
xr. Nous appellerons chafne-frontière de Xr la chaîne singulière HeiXFj1, 
où l'on négligera tous les Simplexes singuliers dégénérés. 
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Chaînes singulières par rapport à un groupe abélien G. 
Une chaîne singulière par rapport à G sur un complexe K sera 

une forme linéaire finie 
Cf = XtujXri (ui = élément de G), 

les symboles désignant des simplexes singuliers non dégénérés 
sur K. A la chaîne Cr est associée une chaîne-frontière par rapport à G : 

X? e±j X ^ \ Cr - I . Ui e±j x f 1 . 

Groupes d'homologie topologiques. 

L'ensemble des chaînes singulières sur un complexe donné 
K permet de définir les groupes abéliens suivants : 

LQ = groupe des chaînes singulières par rapport à G. 
ZQ= groupe des cycles singuliers par rapport à G. 
l-tfe = groupe des cycles singuliers 7* 0. 

u 
K ^ = ZQ/H£ = groupe d'homologie topologique. 

Il est évident que tous ces groupes sont des invariants topologiques 
du complexe K ; car une transformation topologique de K en un 
complexe Kj transforme toute chaîne singulière Cr sur K en une 
chaîne singulière C^ sur , la chaîne-frontière de Cr correspondant 
à la chaîne-frontière de Cf. Je me propose de démontrer maintenant 
le fait remarquable et surprenant que le groupe d'homologie 
est isomorphe au • groupe d'homologie' défini précédemment. Il en 
résultera l'invariance topologique des groupes d'homologie combina-
toire KrG . 

Déformations continues. 

Soit a un espace topologique et considérons une représentation 
continue de a sur un ensemble de points A d'un espace topologique K. 
Désignons par [l] l'intervalle fermé (0,1) et soit a x[l] le produit 
topologique de a par [1] . Désignons par at l'ensemble des points 
de a x [l] qui correspondent à un point ù de l'intervalle [l]. Considérons 
une représentation continue de a x[l] dans l'espace K telle que ao 
soit représenté sur A et aj sur A. Une telle déformation continue 
s'appelle aussi une homotopie. En particulier, lorsque l'image At de at 
est homéomorphe à at, quelque soit t, la déformation continue est 
appelée isotopie. 
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Déformation continue d'un Simplexe singulier. 

Soit xr un Simplexe rectiligne. Le produit xrx [l] peut être 
considéré comme un prisme dont les deux bases seront désignées 
par xr et xr. Soit P0 , Pi, Pr les sommets du Simplexe xret Q0, Q2, 

.... Qr les sommets correspondants du simplexe x27. On peut décomposer 
le prisme en simplexes. Soitxf*2 le simplexe orienté 

On peut associer au prisme xrx [1] la chafne orientée suivantes:: 

que nous appellerons chafne de déformation du simplexe xr. La même loi 
associe à une face xf"1 de x27 une chafne de déformation D xf"2. Par 
suite, à la chafne-frontière F( xr) - Z £j_ xf'1 correspond la chafne 
de déformation 

La chafne-frontière de Dxr est donnée par la relation suivante : 

Considérons maintenant une représentation continue du prisme produit 
xrx [ 1 ] ? dans l'espace K. On définit ainsi une déformation continue 
du simplexe singulier Xr , image de xr , en un simplexe singulier Xr, 
image de x1 . A la chafne Dxr correspond dans K une chafne singulière 
DF(Xr), et on a : 

Déformation continue d'une chafne singulière. 
Soit c un complexe simplicial et soit C le complexe singulier 
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oh tenu par représentation continue de c dans l'espace K. Une déforma­
tion continue de C en un autre complexe singulier c est définie 
par une représentation continue dans K du produit topologique cx[ l ] . 
A chaque simplexe singulier Xr de C correspond un simplexe déformé 
Xr de C et une chafne de déformation DXr. Soit 

une chafne singulière formée de simplexes de C, les coefficients u 
étant des éléments du groupe abélien G. A cette chafne C r correspond 
une chafne de déformation 

Soit Cr = H UiXf la chafne déformée. On a la relation : 

En particulier, si F(Cr) = 0, on a : 

donc 

C'est-à-dire deux cycles singuliers homotopes (se déduisant l'un de l'autre 
par une homotopie) sont aussi homologues. 

Nous pouvons démontrer maintenant le théorème fondamental 
qui établit un lien entre les chafnes singulières et les sous-chafnes 
d'un complexe simplicial K. 

Théorème fondamental sur les déformations (Alexander, Veblen). 
1° Tout complexe singulier sur K admet une subdivision qu'on 

peut déformer en un sous-complexe cfe R. 
2° Toute chafne singulière C sur K admet une subdivision qu'on 

peut déformer en une sous-chafne de K, les chafnes considérées étant 
définies par rapport à un groupe abélien G. 

Soit C un complexe singulier sur K. On peut subdiviser les 
simplexes singuliers de C en simplexes suffisamment petits de façon 
qu'on obtienne une subdivision C' de C jouissant de la propriété 
suivante : Il existe au moins un aster du complexe K contenant à 
son intérieur un aster singulier quelconque du complexe C ; (on 
appelle aster de centre O l'ensemble des simplexes d'un complexe 
donné ayant le point O comme sommet). A chaque sommet P^ de 
C', faisons alors correspondre un sommet Q m de K tel que l'aster 
singulier de centre P^ soit contenu dans l'aster de centre Q m. De cette 
façon, nous faisons correspondre aux sommets d'un simplexe singulier 
de C' les sommets d'un simplexe de K. En effet, soit P un point 
quelconque d'un simplexe singulier Xr de C. Soit E^ un simplexe 
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de K contenant le point P. Tout aster de K qui contient P contient E . 
Donc les sommets de Xr ne peuvent correspondre qu'à des sommets 
de E ; c'est-à-dire les sommets de Xr correspondent aux sommets 
d'un Simplexe E qui appartient à E^. Soit c' un complexe rectiligne 
tel que le complexe singulier C' se déduise de c' par une représenta­
tion continue T. Appelons x r un simplexe de c', qui est représenté 
sur Xr par T. La correspondance entre les sommets de Xr et ceux 
de E22 définit une représentation barycentrique de x r sur E^. On a 
ainsi une représentation barycentrique bien déterminée pour tous 
les Simplexes de c' , ce qui fournit une représentation simpliciale T 
de c' sur un sous-complexe C de K. Un point P de xres t représenté par 
T sur un point P de Xr et par T sur un point P de E^ . Les points 
P et P appartiennent à un même simplexe, à savoir E^ , et peuvent 
être joints dans ce simplexe par un segment rectiligne bien déterminé. 
Le produit topologique admet alors une représentation continue f 
dans K définie de la façon suivante : f coïncide avec T pour l'ensemble 
de points c'x 0, produit topologique de c' par le point 0 de l'intervalle 

et f coihcide avec T pour l'ensemble de points c x 1 ; pour les 
points du segment p p x [ l ] , où p est un point donné de c', f est la 
représentation barycentrique de ce segment sur le segment rectiligne 
PP. La représentation continue f définit donc une déformation continue 
du simplexe singulier C en un sous-complexe C de K. Ceci démontre 
la première partie du théorème. On peut encore l'exprimer de la 
façon suivante : 

Toute représentation continue d'un complexe simplicial c dans 
un complexe simplicial K est homotope à une représentation simpliciale 
d'une subdivision c' de c dans le complexe K. 

Pour démontrer la deuxième partie du théorème, nous considérons 
une chafne singulière C r sur K. L'ensemble de ses Simplexes singuliers 
et de leurs faces forme un complexe singulier C. On peut trouver 
une subdivision C' de C qui soit déformable en un sous-complexe 
C de K. Notons xr un simplexe rectiligne et orienté ; nous pouvons 
subdiviser xr en un certain nombre de Simplexes partiels xf et orienter 
chacun des Simplexes partiels xj_ de telle façon que la transformation 
linéaire qui fait passer du simplexe orienté x\ au simplexe orienté xr 
soit une transformation à déterminant positif dans l'espace cartésien 
à r dimensions défini par x r . La somme des Simplexes orientés xr 
sera appelée : subdivision de la chafne définie par le simplexe orienté 
xr. De cette notion se déduit immédiatement la notion de : subdivi­
sion d'un simplexe singulier ou d'une cbafne singulière. A la chafne singu­
lière Cr correspond donc sur C une chafne singulière bien déterminée 
Cf , appelée subdivision de Cr . En déformant C' en C, nous faisons 
correspondre à c f une chafne c f , qu'on appelle chafne déformée 
et qui est composée de Simplexes de K. Ceci démontre le théorème. 

Nous aurons encore besoin de la propriété suivante : 
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La subdivision Cf de la cbafne singulière Cr peut être déformée 
en Cr sur le simplexe singulier C. 

Il suffit de démontrer cette propriété pour le cas de chaînes 
non singulières. Or si C est une sous-chaîne de K et Cf une subdivision 
de Cr , on peut montrer que la déformation définie plus haut réduit 
Cf à Cr, tout point de Cj restant pendant la déformation sur le 
simplexe de Cr auquel il appartient initialement. En particulier, 
tout cycle singulier est homologue à l'une quelconque de ses subdivisions. 

Invariance topologique des groupes d'homologie. 

D'après le théorème fondamental et la propriété précédente, 
tout cycle singulier Tr sur le complexe K est homologue à un sous-cycle 
fr de K, les cycles étant définis par rapport à un groupe abélien 
donné G. Si rr est homologue à 0, fr est aussi [homologue à 0 ; c'est-
à-dire, il existe une chaîne singulière C^1 telle que 

^ ~G F • 

En vertu du théorème fondamental il existe alors également une 
sous-chaîne Cr+J' de K telle que 

r*r+l _̂  r~r . 
C G 1 ' 

c'est-à-dire Fr est aussi homologue à 0 au sens combinatoire. La 
correspondance entre Tr et Fr. établit donc une correspondance biuni-
voque et isomorphique entre les groupes K £ et K £. Donc : 
Théorème. Les groupes d'homologie KQ d'un complexe K sont des 
invariants topologiques de K. 

Invariance topologique des groupes K^mod L). 
Soit L un sous-complexe de K. D'une chaîne singulière sur K on dé­

duit une chaîne singulière modulo L en y supprimant tous les simplexes 
qui sont situés sur L. A l'aide des chaînes singulières modulo L on 
peut définir des groupes d'homologie topologiques désignés par K Q(modL). 
Il résulte du théorème fondamental sur les déformations que le groupe 
K^CmodL) est isomorphe au groupe d'homologie combinatoire Kç(modL). 
Donc les groupes 1^(mod L) sont , tous des invariants topologiques de 
l'ensemble du complexe K et de son sous-complexe L. Monsieur 
S. Lefschetz a démontré que ces groupes sont même des invariants 
topologiques de l'espace K-L. 

Remarques sur la détermination effective des groupes d'homologie. 

Théoriquement les groupes d'homologie peuvent être déterminés à 
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partir des relations d'incidence du complexe K. Mais cette méthode ne 
peut être appliquée pratiquement lorsque K est composé d'un grand 
nombre de simplexes. On trouvera une méthode pratique ainsi que 
de nombreuses applications dans ma thèse : "Sur la topologie de 
certains espaces homogènes" (Ann. of Math. 35, 1934, p. 411). Mais 
avant de terminer, il est indispensable d'indiquer au moins les groupes 
d'homologie de l'espace Sn , espace sphérique à n dimensions. L'espace 
S n est homéomorphe à la frontière d'un simplexe En+1. Or/le cycle 
F(E ) est un cycle à n dimensions défini sur Sn. Tout autre cycle à 
n dimensions est homologue à un multiple de celui-ci. Donc Kn est le 
groupe cyclique infini : bn = 1. L'espace Sn est aussi l'espace Rn 
que l'on suppose fermé par un point à l'infini. Or toute chafne Crsur 
RN, où r < n , peut être réduite au point à l'infini par déformation con­
tinue (par exemple par une homothétie dont le rapport tend vers 
l'infini). Donc le groupe K" se réduit à 0, pour 0 < r < n . Le groupe K° 
est le groupe cyclique infini. Il n'y a pas de coefficients de torsion. 
Les nombres de Betti sont 

si 0 < r < n. 

Remarquons encore que pour tout complexe de dimension n, les groupes 
KR, où r > n, se réduisent à 0. 
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/136/ 
NOTICE SUR LES TRAVAUX SCIENTIFIQUES 

de Charles EHRESMANN 

Charles Ehresmann a écrit cette Notice en vue de sa candidature à l'Université 
de Paris en 1955. Le texte initial (multigraphié à Strasbourg) contenait 
de plus une brève biographie et une liste de ses publications jusqu'à cette 
date (groupées par années). Cette liste ayant été supprimée ici, les numéros 
entre parenthèses renvoient à la Liste des publications située au début de ce 
volume. 

1. INTRODUCTION. 

La Géométrie m'a intéressé sous ses multiples aspects, depuis qu'à 
l'Ecole Normale Supérieure, Ernest Vessiot m'a conseillé de lire Sophus Lie 
et que, dans son cours sur les espaces de Riemann, Elie Cartan m'a 
fait entrevoir les directions de recherches en Géométrie Différentielle ain­
si que la portée et l'élégance de ses propres méthodes. 

La Géométrie est la théorie des structures plus ou moins riches, dans 
lesquelles on discerne en général des structures algébriques et des struc­
tures topologiques sous-jacentes. Le point de départ est la Géométrie élé­
mentaire, qui se réduit à la théorie d'un espace topologique bien détermi­
né (l'espace numérique à trois dimensions) muni du groupe des déplace­
ments. Les théories qui s'en déduisent par généralisation sont considérées 
comme appartenant à la Géométrie. Ainsi, d'une part, on a les structures 
essentiellement algébriques définies sur un ensemble par un groupe de 
transformations (suivant l'idée développée, par exemple, par Félix Klein 
dans son programme d'Erlangen); d'autre part, on a les structures 
topologiques, qui forment l'objet de la Topologie. Mais la notion de groupe 
de transformations est un cas particulier de la notion de pseudogroupe de 
transformations, dont les transformations ne sont définies que sur 
certains sous-ensembles de l'espace considéré. Ces sous-ensembles sont les 
ensembles ouverts d'une structure topologique, de sorte qu'un pseudogroupe 
déjà une structure topologique sous-jacente. On est conduit ensuite à une 
notion générale de structure locale (39), étroitement liée à celle 
de pseudogroupe. Par combinaison de structures algébriques et de 
structures topologiques, on aboutit à des structures de plus en plus ri­
ches : groupes topologiques, groupes de Lie, espaces homogènes de Lie, es­
paces feuilletés, espaces fibres, enfin toutes les structures qu'on 
peut appeler structures infinitésimales (40) et qui forment l'objet 
de la Géométrie Différentielle. Les structures infinitésimales ont 
une certaine structure locale sous-jacente; c'est la structure de variété di~ 
fférentiable de classe r , dont la définition fait intervenir la notion de 
fonction différentiable. 

Cette esquisse caractérise sommairement les structures étudiées en 
Géométrie, et permet de reconnaître l'unité de la Géométrie sous sa gran­
de diversité, grâce à la notion de structures mathématiques élémentaires 
sous-jacentes. Je l'ai développée dans une conférence (non publiée) sur 
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"LLévolution de la Géométrie" à la Faculté de Philosophie de l'Université du 
Brésil à Rio de Janeiro (novembre 1952). 

Mes recherches concernent les structures mentionnées ci-dessus, et je 
me suis particulièrement intéressé à leur aspect topologique. 

2. LA TOPOLOGIE DE CERTAINS ESPACES HOMOGENES (1, 2, 4, 8). 

Le point de départ de mes recherches a été le mémoire d'Elie Cartan 
"Sur les invariants intégraux de certains espaces homogènes et les propri­
étés topologiques de ces espaces" (Annales Soc. pol. Math. 8, 1929, pages 
181-225). 

Soit E un espace homogène de Lie, c'est-à-dire un espace muni d'un 
groupe de transformations de Lie G, opérant transitivement dans 
E. Si nous supposons que E est compact, la détermination des nombres de 
Betti de E est ramenée par Elie Cartan à celle des formes différentielles 
extérieures sur E invariantes par G , en tenant compte des théorèmes de 
de Rham. Si de plus E est symétrique au sens d'Elie Cartan, le nombre 
de Betti de E pour la dimension p est simplement le nombre maximum de 
formes invariantes linéairement indépendantes de degré p. Pour déterminer 
les formes invariantes par G , il suffit de déterminer, en un point 
x de E, les formes invariantes par le groupe linéaire d'isotropie, S, 
en x . On est finalement ramené à un problème purement algébrique: 
Trouver les formes linéaires invariantes par un certain groupe linéaire Sp, 
représentation linéaire de S. Le nombre de ces formes est le nombre de 
Betti pour la dimension P . 

Dans ma thèse (4) j'ai appliqué cette méthode à la classe d'espaces 
homogènes symétriques irréductibles qui, de plus, sont munis d'une struc­
ture analytique complexe invariante. Abstraction faite de deux espaces 
correspondant à un groupe simple G de type exceptionnel, cette classe 
comprend : 

1. Les espaces projectifs complexes. 
2. Les variétés de Grassmann complexes. 
3. Les quadriques complexes non dégénérées. 
4. La variété des génératrices planes de dimension p d'une quadrique 
complexe de dimension 2p . 
5. La variété des sous-espaces projectifs de dimension p appartenant 
à un complexe linéaire non dégénéré de l'espace projectif complexe de 
dimension 2p + 1 . 
Dans le cas des variétés de Grassmann, par exemple, on est 

ainsi ramené à chercher les composantes irréductibles de certaines 
représentations linéaires du produit de deux groupes linéaires unitaires uni-
modulaires. J'ai résolu ce problème à l'aide de la théorie des poids domi­
nants d'Elie Cartan et de H. Weyl. La même méthode m'a permis d'indi­
quer les nombres de Betti de toutes les variétés de la famille considérée. 
Pour l'espace projectif complexe et les quadriques complexes, le 
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problème avait d'ailleurs été résolu déjà par Elie Cartan. 
Je n'ai pas déterminé explicitement une base du module des formes in­

variantes, mais une méthode topologique plus directe m'a permis 
d'indiquer des bases d'homologie. Les variétés considérées ayant une défi­
nition géométrique simple, j'ai réussi à en construire une subdivision en 
cellules permettant d'obtenir explicitement des bases d'homologie pour 
chaque dimension. Les cellules utilisées sont d'un type très général au­
quel j'ai étendu la méthode des subdivisions simpliciales. 

Pour les variétés de Grassmann, par exemple, les bases d'homologie 
sont formées par les variétés de Schubert. J'ai indiqué aussi la matrice des 
nombres d'intersection des couples de variétés de Schubert de dimension 
complémentaire, ce qui fournit une démonstration rigoureuse des formules 
de géométrie énumérative données par Schubert. J'ai résolu les mêmes pro­
blèmes pour les autres variétés de la classe considérée. 

Ces méthodes topologiques directes s'appliquent à beaucoup d'autres 
variétés. En particulier, j'ai étudié ainsi les variétés généralisant 
les variétés de Grassmann, dont les éléments sont des suites de sous-espa­
ces projectifs incidents qu'on pourrait appeler des drapeaux. L'exemple le 
plus simple est l'espace des éléments linéaires de l'espace projectif com­
plexe de dimension n. La variété des drapeaux les plus longs (formés de 
sous-espaces incidents de dimension 0, 1, n-1 ) est l'espace quotient du 
groupe unitaire unimodulaire par un sous-groupe abélien maximal. Pour 
toutes ces variétés j'ai indiqué des bases d'homologie. 

Les variétés considérées jusqu'ici sont toutes des variétés complexes 
rationnelles. Elles n'ont pas de torsion, et les nombres de Betti pour les 
dimensions impaires sont nuls. De plus, elles sont simplement connexes. 
J'ai montré que cette dernière propriété appartient à toute variété com­
plexe rationnelle sans singularité. Plus généralement, deux variétés 
algébriques sans singularité qui se correspondent par une transformation 
birationnelle ont leurs groupes de Poincaré isomorphes. 

Les subdivisions cellulaires s'obtiennent de la même manière 
pour toutes les variétés réelles (8) correspondant aux variétés complexes 
étudiées dans (4). Mais les relations d'incidence nécessitent une étude ap­
profondie. Pour les variétés de Grassmann réelles, les variétés de 
Schubert forment une base d'homologie mod 2. Il y a des coefficients de 
torsion égaux à 2. On a des résultats analogues pour les autres variétés 
réelles étudiées dans (8). Mais la détermination des bases d'homologie 
modulo les entiers présente de sérieuses difficultés. Je l'ai amorcée, mais 
cette question a été élucidée plus tard par Pontrjagin, en ce qui concerne 
les revêtements simplement connexes des variétés de Grassmann réelles 
(dont le groupe de Poincaré est d'ordre 2 ) ; voir aussi Wu Wen Tsun 
[1] . De plus Pontrjagin et Chern ont réussi à déterminer explicitement 
les formes extérieures invariantes sur les variétés de Grassmann réelles et 
complexes. La connaissance des propriétés d'homologie des variétés de 
Grassmann et de ces formes extérieures invariantes est de grande impor­
tance pour la théorie des variétés dif férentiables et, plus générale 
ment, des espaces fibres ayant pour groupe structural le groupe orthogonal 
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ou le groupe unitaire. 
Remarquons que les résultats démontrés pour les variétés com­

plexes s'étendent immédiatement aux variétés de Grassmann quaternio-
niennes. Les méthodes s'appliquent aussi aux quadriques réelles ainsi qu'aux 
hyperquadriques définies dans l'espace projectif complexe ou quaternio-
nien par une forme d'Hermite indéfinie. J'ai indiqué les principaux résul­
tats sous forme d'exercices, et le sujet a été développé par J. Nordon 
dans son Diplôme d'Etudes Supérieures [2]. 

Les résultats que j'ai obtenus concernant l'homologie de la 
variété des éléments linéaires de l'espace projectif réel à n dimensions 
m'ont conduit à poser le problème d'existence d'un parallélisme 
global dans un espace projectif réel. J'ai montré qu'un tel parallélisme 
ne peut exister si la dimension de l'espace est différente de 16 r - 1. 
Ce problème a été abordé indépendamment par Stiefel à la même 
époque. 

3. GROUPES DE LIE (9, 12, 13). 
Dans (9) j'ai donné un exposé condensé de la théorie générale 

des groupes de Lie, en m'inspirant surtout des travaux d'Elie Cartan, et en 
faisant ressortir certains problèmes topologiques. Les définitions posées 
sont valables du point de vue global, et reposent sur les notions de va­
riété différentiable, de champ de vecteurs et de forme de Pfaff. J'ai 
montré qu'un groupe de Lie n'a qu'une seule structure analytique 
sous-jacente. De même un espace topologique E sur lequel opère tran­
sitivement et d'une façon continue un groupe de Lie G admet une struc­
ture analytique bien déterminée pour laquelle la loi de composition entre 
éléments de E et éléments de G soit analytique : ceci renforce un thé­
orème de Schur. Enfin, j'ai attiré l'attention sur le fait qu'un noyau de 
groupe de transformations n'admet pas toujours un prolongement 
formant un groupe de transformations. 

Un groupe simple compact de type non exceptionnel̂ c'est-à-dire 
un groupe orthogonal, unitaire ou unitaire quaternionien peut être re­
présenté par la variété des génératrices de dimension maximum d'une 
quadrique réelle, ou d'une hyperquadrique définie par une forme d'Hermite 
dans l'espace complexe ou quaternionien (12, 13). Plus généralement, il 
en est ainsi pour la variété V des suites de p vecteurs unitaires or-

n,P 
thogonaux d'origine O, dans l'espace euclidien, dans l'espace hermitien 
unitaire ou dans l'espace hermitien unitaire quaternionien de dimension 
n . Les subdivisions cellulaires de ma thèse s'étendent à ces variétés, et 
j'ai déterminé ainsi les bases d'homologie des variétés Vn/P et en par­
ticulier des groupes simples compacts. Dans le cas du groupe orthogonal, la 
méthode donne les bases d'homologie modulo 2. Il y a des coefficients 
de torsion qui sont tous égaux à 2 . Dans le cas complexe et quaternionien 
la torsion est nulle. Ces derniers résultats (12, 13) étaient nouveaux, mais 
les polynômes de Poincaré de ces groupes étaient connus (Cartan, Bauer, 
Pontrjagin). Dans une conférence faite à Francfort (1939) j'ai développé 
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ces résultats en esquissant de plus une autre démonstration utilisant la 
théorie des espaces fibres, en particulier le théorème que Feldbau venait 
de démontrer sur les espaces fibres ayant pour base un simplexe, et qui 
conduit aussi à une subdivision cellulaire des variétés V^^. 

4. STRUCTURES LOCALES. ESPACES LOCALEMENT HOMOGÈNES 
(3, 6, 36, 39, 40, 125) 

C'est l'exposé d'Elie Cartan sur les espaces localement euclidiens 
("Leçons sur la théorie des espaces de Riemann") et le livre de Veblen-
Whitehead sur "The foundation of Differential Geometry" qui m'ont 
conduit à étudier les espaces localement homogènes de Lie et à chercher 
une définition générale des structures de caractère local. Dans (36, 39, 
40) les idées fondamentales de Veblen-Whitehead sont formulées avec 
des axiomes plus stricts. 

Un pseudogroupe de transformations défini dans E est un ensemble 
de transformations F tel que : 

1° $ 6 r est une application biunivoque d'un sous-ensemble 
de E sur un sous-ensemble de E. 

2° Si ér e F, on a é 1 e F et é e F (le composé de deux 
applications est toujours défini, voir (40)). 

3° L'application identique de E appartient à T. 
4° Si une famille d'applications éi &. F admet une réunion é, et 

si é est biunivoque, alors <fa e F. 
Une structure associée à F est définie sur un ensemble E' par un 

atlas complet de E sur E' compatible avec T. Depuis 1943 ces définitions 
ont été le point de départ de mes cours sur les variétés différentiables 
(17), les espaces fibres (20) et les espaces feuilletés. 

Etant donné un pseudogroupe F défini dans B et un pseudogroupe T1 
défini dans F, on définit dans BxF le pseudogroupe F#F' engendré par 
les transformations 

(x,y)— (<f>(x), p(y)), où </> e F, & e P. 
Les structures associées à ce pseudogroupe sont les structures de 
produit local. Plus généralement, on définit le pseudogroupe F/ /F\ 
engendré par les transformations 

(x,y) — (é(x), M*,y)) , 

où $ e F et où y—~ty(x,y) est pour tout x e B une transformation i x ç F \ 
Les structures associées sont les structures feuilletées. Si F1 est 
un groupe de transformations G, les structures associées à T//G sont 
les structures fibrées. On peut considérer aussi certains sous-groupes 
de F//G. Ainsi, en imposant la continuité de la fonction x #'x, on a 
les espaces fibres à groupe structural topologique G. De cette façon 
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on obtient aussi les structures de prolongement. 
Si T est le pseudogroupe des applications identiques des ouverts 

d'un espace topologique B, les structures associées à F sont les espaces 
étalés dans B, dont un cas particulier est formé par les revêtements 
de B (point de vue développé dans (125)). 

Les variétés algébriques abstraites de A. Weil peuvent être 
définies par le même procédé. Plus généralement j'ai défini les variétés 
localement algébriques ou localement rationnelles qui conduisent à des 
problèmes intéressants à peine abordés. 

Enfin j'ai défini une notion générale d'espèce de structures 
locales (36, 39, 125) dont j'ai développé la théorie dans mes cours à Rio 
de Janeiro, Strasbourg et Princeton ; cette théorie a été approfondie 
par Dedecker et correspond dans le cas des variétés analytiques 
à la théorie de H. Cartan. On est conduit à introduire la notion dé 
jet. local et de germe de structure locale. A un pseudogroupe de 
transformations on associe ainsi un groupoide de jets locaux et en 
chaque point un groupe d'isotropie locale. 

Etant donné un groupe d'automorphismes G d'un espace topologique 
E, les restrictions aux ensembles ouverts des transformations appartenant 
à G engendrent un pseudogroupe F, déduit de G par "localisation". 
Une structure associée à F est une structure d'espace localement 
équivalent à E (considéré avec la structure définie par G). En particulier, 
si G est un groupe transitif de Lie, on définit ainsi les espaces localement 
homogènes de Lie (39). La définition donnée dans (6) est différente, 
et équivaut à la définition énoncée en remplaçant G par le groupe 
d'automorphismes de G. On peut définir la notion de germe de groupe 
de transformations en un point de E et munir l'espace de ces germes 
d'une topologie analogue à celle de l'espace des jets locaux. Un 
relèvement continu de E dans l'espace de ces germes définit alors un 
germe de pseudogroupe de transformations sur E. En particulier, 
supposons qu'on associe ainsi à chaque point un germe de groupe 
de transformations de Lie et supposons de plus que ces germes soient 
localement transitifs. On obtient alors un espace localement homogène 
de Lie sous la forme définie dans (6). 

Dans (6) je démontre que tout espace localement homogène de 
Lie supposé compact et simplement connexe est équivalent à un espace 
homogène de Lie. Une autre démonstration est esquissée dans (39) à 
l'aide des jets locaux. Je définis la notion d'espace complet (localement 
homogène de Lie) et je démontre que le ̂ revêtement universel d'un tel 
espace E est un espace homogène de Lie E, Le groupe d'automorphismes 
de ĉette structure de revêtement est un groupe d'automorphismes 
de E relativement à sa structure d'espace homogène de Lie, ce groupe est 
proprement discontinu ; de plus, si une transformation appartenant à 
ce groupe laisse un point fixe, elle se réduit à l'identité. La recherche 
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A 
des espaces complets localement équivalents à E revient à la recher­
che des groupes d'automorphismes de E ayant ces propriétés. 

J'étudie en particulier les espaces localement projectifs 
et localement affines (6). Un espace localement projectif complet 
est isomorphe à un espace localement sphérique compact (3). Un 
espace localement projectif compact n'est pas nécessairement com­
plet ; par exemple Sn xSj admet une structure localement affine, mais 
son revêtement universel n'est pas équivalent à l'espace affine. 
J'aborde l'étude des espaces localement projectifs ou affines qui ne 
sont pas complets, en introduisant la notion d'espace localement 
projectif convexe. Dans le cas de 2 dimensions, je donne une classifica­
tion de ces espaces ; celle-ci a été complétée récemment par 
Kuiper. 

5. LA THÉORIE DES ESPACES FIBRES (11, 14-18, 20-23, 28, 30, 44). 

Depuis 1941, la plupart de mes publications concernent la théorie des 
espaces fibres et ses applications. Déjà dans ma thèse (4) j'ai étudié 
certaines structures fibrées, sans les appeler ainsi. En effet, j'y 
montre (p. 398-399) que dans un groupe de Lie G les classes s g, où 
g est un sous-groupe fermé de G, forment une fibration de G au 
sens strict (localement équivalente à la fibration d'un produit) ayant 
pour base l'espace homogène G/g . D'autre part, dans le cas des 
courbes, j'y démontre le relèvement des homotopies et les relations 
entre groupes d'homotopie de l'espace fibre, de la base et d'une 
fibre. Dans (11) j'étudie certaines fibrations d'un espace projectif 
réel ou complexe ; elles correspondent aux fibrations des sphères 
indiquées par H. Hopf, dont j'ignorais les résultats (parus dans Fund. 
Math., 1935). A ces fibrations je rattache les parallélismes découverts 
par Elie Cartan dans l'espace projectif réel à 7 dimensions. L'espace 
de base d'une de ces fibrations est l'espace projectif quaternionien, 
dont j'indique les bases d'homologie. 

Dans une série de Notes publiées de 1941 à 1944, je me propose 
de donner les éléments d'une théorie générale des espaces fibres à 
groupe structural G, généralisant la théorie de H. Whitney des espaces 
fibres en sphères, où le groupe structural est le groupe orthogonal. 
D'ailleurs l'idée dun espace fibre à groupe structural G et de l'espace 
des "repères" associé se trouve déjà dans (10), où je donne une 
définition valable du point de vue global d'un espace muni d'une con­
nexion de Cartan. La Note (14), rédigée en collaboration avec J. 
Feldbau, donne une définition d'un espace fibre à groupe structural G, 
représenté par le symbole E(B, F, G, H). La "méthode de construction" 
de (15) donne une deuxième définition équivalente. Celle-ci rentre 
dans le cadre de la définition générale indiquée dans le § 4 ci-dessus : 
structure définie par des cartes locales formant un atlas compatible 
avec le pseudogroupe T//G. La définition est indiquée sous cette 
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forme dans (20), en supposant cependant F réduit au pseudogroupe 
des transformations identiques des ouverts de l'espace B ; de cette 
façon on ne tient pas compte de structures locales données éventuel­
lement sur B. La définition donnée dans (14) n'implique aucune 
topologie donnée sur G. La deuxième définition permet de distinguer 
entre cette notion générale et les structures plus précises où G 
est un groupe topologique. Pour une structure de cette espèce plus pré­
cise on peut définir (15) les espaces fibres associés à E(B, F, G,H) 
et en particulier l'espace fibre principal associé H, appelé aussi espace 
des repères. A tout espace F' qui admet G comme groupe continu 
d'opérateurs correspond un espace fibre associé à fibres isomorphes à F* . 

L'ensemble des isomorphismes d'une fibre quelconque sur une fibre 
quelconque de l'espace E(B, F, G, H) forme un groupoide II qu'on peut 
identifier (30) à un espace quotient de HxH. Sur tout espace fibre associé 
II est groupoide continu d'opérateurs, notion définie dans (44), où 
je propose la généralisation suivante de la notion d'espace fibre : 

un espace E muni d'un groupoide continu d'opérateurs 0 est appelé 
espace fibre associé à 0. 

Ses fibres auront en général des structures variables. Pour un tel espace, 
on peut encore définir la notion d'espace fibre associé et la notion 
d'application covariante (38) sur un espace fibre associé. 

La théorie de l'homotopie dans les espaces fibres est abordée 
dans (14) avec l'indication du théorème du relèvement des homotopies 
ainsi que des relations qui existent entre les groupes d'homotopie de 
l'espace fibre, de la base et d'une fibre. Ces résultats ont été publiés 
indépendamment par Hurewicz et Steenrod (Proc. Nat. Ac. Se. 1941) 
à la même époque (où les échanges d'informations scientifiques entre 
la France et l'Amérique étaient pratiquement interrompus). Quelques 
applications immédiates à la détermination de groupes d'homotopie 
sont données dans (14), et j'ai eu l'occasion d'en faire beaucoup 
d'autres, que je n'ai pas publiées à ce moment. Dans (15) les structures 
fibrées isomorphes à un espace produit sont caractérisées par l'existence 
d'une section dans l'espace fibre principal associé. De plus, je démontre 
par le relèvement des homotopies qu'un espace fibre dont la base 
est contractile en un point est isomorphe à un espace produit. 

Dans (18) je donne une démonstration détaillée du théorème du 
relèvement des homotopies avec quelques applications. Dans le cas des 
revêtements, le théorème prend une forme plus précise. Je caractérise 
les applications continues de A dans B qui sont la projection d'une 
application continue d'un revêtement de A dans un revêtement de B. 
En particulier je montre ainsi que tout revêtement d'un groupe topologique 
est muni d'une structure de groupe revêtement. Enfin, je caractérise 
les classes d'applications d'un espace connexe et localement simplement 
connexe dans un espace complet localement euclidien ou non euclidien 
hyperbolique (le raisonnement s'applique aussi aux espaces localement 
affines complets). Enfin, dans (16) je pose le problème général des struc­
tures fibrées ayant comme structure sous-jacente une structure fibrée 
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donnée E(B, F, G, H) et obtenues par réduction du groupe structurai G à 
un sous-groupe G'. Le problème est ramené au problème d'existence 
d'une section de l'espace fibre associé ayant pour fibre l'espace 
homogène G/G'. J'indique une méthode de construction d'une section 
conduisant à un premier obstacle si les groupes d'homotopie de la fibre 
ne sont pas nuls. J'étais arrivé à une théorie du premier obstacle 
à l'existence d'une section (16, 20, 21) dans le cas où l'espace fibre 
des groupes d'homotopie des fibres est un espace produit. Ceci n'est 
qu'une généralisation immédiate de résultats de Stiefel, et de la 
théorie des obstacles, à l'extension d'une application continue (Eilenberg). 
J'en ai donné diverses applications, ignorant la théorie la plus complète 
développée par Steenrod à la même époque. Une première application 
est donnée dans (16). Si le groupe structural G est un groupe de 
Lie semi-simple connexe, il peut être réduit à un sous-groupe compact 
maximal. Dans (20) j'indique que ce résultat est valable pour un groupe de 
Lie connexe quelconque, en vertu d'un théorème de Malcev. 

D'autres applications (exposées pour la première fois à Zurich en 
1942) sont données dans (17). Je définis d'abord avec précision l'espace 
fibre des vecteurs tangents à une variété différentiable Vn. Son groupe 
structural est le groupe linéaire homogène Ln . Les espaces fibres 
associés sont les prolongements du premier ordre de \fn . Je pose le 
problème de la réduction du groupe structural Ln à un sous-groupe G 
de Ln , définissant ainsi les G-structures sur \f n. Comme Ln peut 
toujours être réduit au groupe orthogonal, il existe toujours sur Vn une 
structure riemannienne à métrique définie positive. Pour qu'il existe une 
métrique riemannienne indéfinie, il faut et il suffit qu'il existe un 
champ d'éléments de contact de dimension p. Le problème conduit à des 
obstacles. Ainsi, pour que sur une variété compacte V4 il existe 
une métrique de la signature exigée par la théorie de la relativité, 
il faut et il suffit que la caractéristique d'Euler-Poincaré de V4 
soit nuile. L'Univers, s'il est compact, possède donc cette propriété 
topologique. Dans (17) je fais une hypothèse sur l'orientabilité des 
directions de temps (distinction entre passé et avenir), mais cette hypo­
thèse est superflue. 

Les structures fibrées obtenues par réduction du groupe structural G, 
à un sous-groupe G' sont réparties en classes d'homotopie, dont chacune 
est formée de structures isomorphes en vertu du "Lemme d'isotopie" (16). 
Ce lemme est équivalent à un deuxième théorème de relèvement des 
homotopies (24, 30), qu'on peut ramener d'ailleurs au premier en utilisant 
(30) l'espace des isomorphismes d'une fibre quelconque de E(B, F, 
G, H) sur une fibre quelconque de E'(B', F, G, H'). J'ai donné plusieurs 
applications de ce théorème. Il conduit à définir la notion d'espace 
fibre universel pour les structures à groupe structural G ainsi que 
la notion de classe d'homotopie caractéristique. Ces dernières notions, 
introduites par Steenrod dans le cas particulier où G - Ln , ont été 
obtenues à peu près en même temps par plusieurs auteurs. 

Dans (27) j'ai posé un autre problème général de la théorie des espaces 
fibres : étant donné une extension G du groupe G (c'est-à-dire G est 
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un groupe quotient de G) et un espace fibré_principal H à groupe struc­
tural G, chercher un espace fibre principal H à groupe structural G qui 
soit une extension associée de H. Ce problème, qui ne se réduit pas 
à la construction d'une section, conduit aussi à des obstacles esquis­
sés dans (27). Il se pose dans diverses questions de Géométrie différen­
tielle, et il vient de faire l'objet d'une étude approfondie par Dedecker. 

6. LES VARIÉTÉS PRESQUE COMPLEXES (20, 29, 31) 

Soit V2n une variété differentiate, et soit T(V2n) l'espace fibre 
des vecteurs tangents, à groupe structural L2n • Si \f2n est muni d'une 
superstructure de variété analytique complexe (c'est-à-dire admettant 
la structure de variété différentiable donnée comme structure sous-
jacente), l'espace T( V 2n ) est aussi muni d'une structure fibrée à 
groupe structural L'̂ , groupe linéaire homogène complexe de l'espace 
numérique complexe Cfi . Celle-ci correspond à une réduction du 
groupe structural \-2n à un sous-groupe L'̂ . J'appelle structure presque 
complexe (20, 29) sur M2n une superstructure fibrée quelconque sur 
T(V2TT) obtenue par réduction de L2n à L'̂  , c'est-à-dire une G-structure 
sur V 2n, où G = . Si M2n admet une superstructure de variété 
analytique complexe, elle admet donc une structure presque complexe 
particulière. Mais en général une structure presque complexe sur 
V 2n ne dérive pas de cette façon d'une superstructure de variété 
analytique complexe. 

Une structure presque complexe sur \f2n peut être définie aussi 
par la donnée dans l'espace tangent Tx au point x , d'une structure 
vectorielle complexe ayant la structure vectorielle réelle de T x 
comme structure sous-jacente, et dépendant d'une façon continue de 
x. Une telle structure vectorielle complexe est déterminée par la 
donnée dans Tx d'une transformation linéaire Ix telle que 

(y2 = - i , 

ou encore par la donnée d'un sous-espace vectoriel complexe X(x) 
de T£ (extension complexe de l'espace vectoriel réel Tx) tel que 

dim X (x) = n , 

et tel que l'intersection de X(x ) avec son complexe conjugué X(x) 
se réduise au point x. Une structure presque complexe sur V2n est donc 
déterminée par un champ continu de transformations Ix ou d'éléments 
de contact complexes X(x) qui vérifient les conditions indiquées. On 
peut définir X(xj par n formes linéaires complexes ^ sur 7̂. telles 
que les formes et leurs complexes conjuguées caĵ  soient 2n formes 
indépendantes. Localement, une structure presque complexe est 
donc aussi définie par un système de Pfaff ojfr = 0, vérifiant les conditions 
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indiquées. Si la structure presque complexe dérive d'une structure 
complexe sur \I2r1> ce système de Pfaff est équivalent à dz^ = 0, où 
(zi,...9zn) est un système de coordonnées complexes de la structure com­
plexe. 

D'une façon générale, j'ai étudié pour un espace fibre E à groupe 
structural L 2n Ie problème de la réduction du groupe orthogonal 
à Un . On peut toujours réduire \-2n au groupe orthogonal O 2n 5 de 
même on peut toujours réduire L'̂  au groupe unitaire 0'n . Une O^ 
-structure sur V2n peut être appelée une structure presque hermitienne 
sur V 2n î ê e est déterminée par la donnée d'une structure presque 
complexe et d'une forme d'Hermite définie positive dans chaque 
Tx. Le problème posé se ramène au problème de la réduction du 
groupe orthogonal connexe 02n à 0]n, c'est-à-dire à la recherche d'une 
section d'un espace fibre dont les fibres sont isomorphes à l'espace 
homogène 02n/01 n. Cet espace est un des espaces riemanniens symé­
triques compacts irréductibles de Elie Cartan. En utilisant une structure 
fibrée de cet espace, j'ai obtenu un certain nombre de résultats 
concernant ses groupes d'homotopie. Cette fibration fournit aussi 
une subdivision en cellules donnant les bases d'homologie ; les groupes 
d'homologie sont isomorphes à ceux du produit de sphères 

S2n-2* S2n-4X x S 2 . 

Ces propriétés de Qp̂ /O1 n permettent de démontrer les résultats suivants: 
Le premier obstacle à la réduction de 02n à O^ est une classe de 

cohomologie caractéristique W3 de dimension 3, que j'ai identifiée 
avec la classe de Stiefel-Whitney de dimension 3. Si Wj = 0, il y 
a un deuxième obstacle, de dimension 4 pour 2n = 4, de dimension 8 
pour 2n = 6 et de dimension 7 pour 2n>6. En particulier W3 = 0 est une 
condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe une structure 
presque complexe sur une variété orientable V5, 

J'ai indiqué une méthode particulière s'appliquant aux sphères de 
la forme S2n* Ainsi, on trouve que S4 n'admet pas de structure presque 
complexe et a fortiori pas de structure complexe. S5 admet pour 
chaque orientation des structures presque complexes (et presque 
hermitiennes) formant une seule classe d'homotopie. Un exemple 
d'une telle structure a été défini par Kirchoff à l'aide des octaves 
de Cayley. Je suis arrivé au même exemple en considérant un parallélisme 
dans l'espace projectif réel à 7 dimensions qui correspond (11) à 
une fibration d'une quadrique complexe à 6 dimensions complexes 
par des génératrices planes à 3 dimensions complexes. Si S 5 est 
la partie réelle d'une telle quadrique, ces fibres déterminent un 
champ d'éléments de contact complexes sur S^ définissant une structure 
presque complexe. 

L'existence d'une structure presque complexe sur M2n est équi­
valente à l'existence d'une forme extérieure quadratique H de rang 
2n en chaque point. Une structure de l'une de ces deux espèces détermine 
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une classe de structures de l'autre. Si fl est une forme fermée, elle 
définit sur \¡2n une structure que j'ai proposé d'appeler structure de 
variété symplectique. Une structure presque hermitienne sur M 2n 
détermine une structure riemannienne et une structure presque symplec­
tique (c'est-à-dire une forme Q ) sous-jacentes. Si cette forme Q est 
fermée, la structure presque hermitienne est dite presque kahlérienne. 

J'ai étudié les sous-variétés d'une variété presque complexe V2n> 
en définissant d'une part les sous-variétés réelles et d'autre part 
les sous-variétés presque complexes (29). Il existe toujours des sous-va­
riétés réelles de dimension inférieure ou égale à n ; mais en général 
il n'existe pas de sous-variétés presque complexes (qui sont les variétés 
intégrales d'un certain système différentiel). Cependant, si la structure 
presque complexe sur \¡2n est de classe analytique, toute courbe 
analytique réelle appartient à une sous-variété presque complexe 
de dimension 2. Pour la structure presque complexe particulière 
considérée sur S 5, il n'y a pas de sous-variété presque complexe 
de dimension > 2. Il n'y a pas non plus d'applications locales presque 
complexes non constantes de S5 dans le plan complexe C. Une applica­
tion d'une variété presque complexe V 2n 7 dans une autre est dite 
presque complexe si son prolongement aux vecteurs tangents est en 
chaque point de V2n une application vectorielle complexe. Dans (29) 
j'ai indiqué quelques résultats topologiques concernant les sous-variétés. 
Enfin, toute variété différentiable Vn peut être considérée comme 
une sous-variété réelle d'une variété analytique complexe \¡2n (extension 
complexe de ), et un voisinage de Vn dans \Í2n est isomorphe à un 
voisinage de la diagonale de M n x V n > 

Le problème d'équivalence locale des structures presque complexes 
est un cas particulier du problème d'équivalence des G-structures, 
qui n'est autre que le problème d'équivalence d'Elie Cartan, que 
j'ai formulé d'une façon plus générale dans (36). J'ai proposé ce 
problème comme sujet de thèse à Melle P. Libermann [3 ] . Si une 
structure presque complexe est définie sur M2n par n formes de Pfaff 
complexes (JÛ, on a 

où les a ijn définissent un tenseur du type hermitien que nous avons 
appelé tenseur de torsion de la structure. Ce tenseur est nul si la 
structure dérive d'une structure complexe. En utilisant le théorème 
de Frobenius dans une extension complexe de \f 2n ? j'ai montré que si 
ce tenseur est nul, la structure presque complexe dérive d'une structure 
complexe, à condition de supposer que la structure presque complexe est 
de classe analytique. Il semble difficile de démontrer ce résultat sans 
faire cette dernière hypothèse. 

Pour une structure presque hermitienne, on peut définir deux 
tenseurs de torsion ainsi que la courbure (31, en collaboration, avec Melle 
Libermann). Une structure presque hermitienne isotrope est localement 
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équivalente à la structure des espaces hermitiens classiques. Par 
une condition d'isotropie restreinte, on obtient de plus la structure 
presque hermitienne considérée sur S$ . Sa deuxième torsion n'est 
pas nulle. C'est celle de la structure presque complexe sous-jacente 
qui par conséquent ne dérive pas d'une structure presque complexe. 
Sur S5, toute structure presque hermitienne localement homogène se 
réduit à la précédente. On ignore toujours si Sg admet une structure 
complexe. Mais S2 et S 5 sont les seules sphères admettant des structures 
presque complexes, d'après B orel-Serre. 

J'ai introduit également la notion de structure presque quaternio-
nienne sur une variété M 4n ; c'est une G-structure, où G est le groupe 
linéaire quaternionien L_y, Quelques résultats concernant le premier 
obstacle à la réduction de Ln à L̂ ' se trouvent dans (20). 

Depuis 1947, les variétés presque complexes ont fait l'objet de 
nombreuses recherches dont un trouvera un résumé dans la Notice 
historique rédigée par Melle Libermann (à paraftre dans Bull. Soc. Math, 
de France). Deux thèses sur ce sujet ont été préparées sous ma 
direction [1, 3 ] . 

7. VARIÉTÉS FEUILLETÉES (19, 21-23, 28, 30). 

Une définition générale des structures feuilletées a été indiquée 
au § 4 ci-dessus : structures associées à un pseudogroupe r//r'. 
On a alors des structures feuilletées dont les feuilles elles-mêmes 
ont des structures locales associées à F'. Le cas particulier le plus 
important est celui d'un feuilletage défini sur une variété différentiable 
Vn par un champ complètement integrable 0 d'éléments de contact 
de dimension p. Un système de coordonnées (x ̂ , xn ) dans est 
distingué pour cette structure lorsque 0 y est représenté par 

d x 2= d X2 = ~ d xn-p = 0 * 
Les feuilles sont les variétés intégrales complètes de 0 . Celles-ci 
sont définies (19) comme étant les composantes connexes de 
relativement à une topologie T' déterminée par 0. On peut définir 
un feuilletage général (39) d'un espace topologique E par la donnée 
d'une topologie T' plus fine que la topologie T, de l'espace E, et telle 
que l'application identique de E soit localement un homéomorphisme 
d'un voisinage relativement à T', sur un sous-espace de E relativement à 
T. J'ai défini aussi les feuilletages avec singularités et les germes de 
feuilletage (40). Les structures feuilletées généralisent les structures 
f ibrées. La théorie de ces structures est une généralisation de la 
théorie globale des équations différentielles (H. Poincaré). 

J'ai proposé l'étude des variétés feuilletées comme sujet de thèse 
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à G. Reeb [4]. En 1944, nous avons publié en collaboration les premiers 
résultats (19). Dans cette Note nous indiquons une structure feuilletée sur 
la sphère S3 dont les feuilles sont à 2 dimensions, l'une d'elle étant un 
tore. Nous démontrons le théorème : 

Pour une structure feuilletée sur R2P+1 ou ̂ >2p+l 9 ̂a caractéristi­
que d'Euler-Poincaré de toute feuille compacte est nulle. 
J'ai généralisé ce théorème de plusieurs façons. Si Vp est une feuille 
compacte d'une structure feuilletée sur \fn, et si Vp est homologue à 0 
dans Vj}, la caractéristique d'Euler-Poincaré de Vp est nulle (21). 
J'étends ce théorème à d'autres classes caractéristiques de Stiefel-
Whitney de Vp, et je le formule plus généralement pour les "sections" 
d'un champ d'éléments de contact. Le deuxième théorème du relève­
ment des homotopies dans les espaces fibres m'a permis de démontrer 
le résultat suivant (23) : 

Si Vp est une feuille contractile sur Mn en un point, alors Vp est 
parallélisable, et l'espace des vecteurs normaux à \fp est isomorphe à 
VpX Rn-P , 
Dans (23, 30) je démontre de plus un certain nombre de propriétés 
des variétés plongées dans une variété différentiable, en considérant 
la variété de tous les éléments de contact. 

La première Note (19) contient aussi le théorème de stabilité 
(Théorème 2) pour un feuilletage de M n dont les feuilles sont de 
dimension n-1 : 

Les feuilles vooisines d'une feuille compacte Vp à groupe de 
Poincaré fini sont aussi compactes. Si de plus Vn est compact, toutes 
les feuilles sont compactes. Elles forment même une fibration de V̂  
en supposant que l'ensemble des normales aux feuilles est orientable. 
Ce théorème de stabilité a été étendu par G. Reeb aux structures 
feuilletées quelconques, où les feuilles sont de dimension p. En 1953 
j'en ai donné une démonstration différente (non publiée) dans une 
série de conférences au Séminaire sur les équations différentielles à 
Princeton, en utilisant la théorie des jets locaux. 

Etant donné un espace fibre E de base B, considérons une 
structure feuilletée transversale aux fibres (22, 28). Si les fibres 
sont compactes connexes, on a la propriété : Tout chemin de B peut 
être relevé dans n'importe quelle feuille. Supposons vérifiée cette 
dernière propriété ; les feuilles forment alors des revêtements de 
B. La structure ainsi définie par un feuilletage transversal d'un espace 
fibre peut aussi être considérée comme une structure fibrée à groupe 
structural discret (en supposant B localement connexe), ou encore 
comme une connexion intégrable dans l'espace fibre. Cette structure 
est complètement caractérisée par une représentation du groupe 
fondamental de B sur le groupe d'holonomie de cette connexion 
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(22, 28). Ce théorème m'a permis d'étudier la structure du voisinage 
tubulaire d'une feuille stable Vp d'un feuilletage quelconque. Si le 
groupe de Poincaré de Vp est fini, cette structure est caractérisée 
par un certain groupe de rotations euclidiennes. Enfin, j'ai caractérisé 
les variétés plongées \fp dans une variété différentiable telles que 
dans le voisinage de Vp il existe un feuilletage admettant Mp comme 
feuille. Pour toute feuille Vp d'un feuilletage, on peut définir un 
groupe d'holonomie local ; c'est un groupe de jets locaux inversibles 
défini dans une variété transversale à Vp au point x E Vp. Dans le 
cas différentiable, on en déduit un groupe d'automorphismes dans 
l'espace des vecteurs normaux à Vp en x; c'est un groupe structural 
discret pour l'espace fibre des vecteurs normaux à Vp, 

Dans (32) j'ai défini une notion de feuilletage d'ordre supérieur, 
généralisant par exemple le système de géodésiques d'un espace 
de Riemann. 

8. LES CONNEXIONS INFINITÉSIMALES DANS UN ESPACE FIBRE 
(7, 10, 22, 27, 28, 38, 42, 46). 

Dans (10) j'ai donné une définition valable du point de vue 
global d'une connexion au sens d'Eue Cartan. J'ai précisé et généralisé 
cette définition dans (22, 27, 28). J'ai déjà indiqué la notion de connexion 
integrable qui revient à celle de structure fibrée à groupe structural 
discret. Etant donné un espace fibre différentiable E(B, F, G, H) à groupe 
structural de Lie G, considérons le groupoide 0 = HH-i des isomorphi-
smes de fibre sur fibre. 0 admet deux projections a et b. sur B. Si B 
est un isomorphisme de la fibre sur Fx» nous posons 

a(B) = x , b(&) = x'. 

Soit x l'isomorphisme identique de Fx. L'ensemble des x forme une 
section A de 0. Un déplacement infinitésimal de la fibre Fx est 
un vecteur tangent à 0 d'origine x dont la projection par a se réduit 
au point x. Un élément de connexion infinitésimale au point x est 
un élément de contact X de dimension n = dim B tel que sa projection aX 
se réduise au point x et tel que 6X soit l'élément de contact de 
dimension n de B en x. Tout vecteur d'origine x est alors la projection 
par b d'un déplacement infinitésimal appartenant à X. L'ensemble 
des éléments de connexion X forme un espace fibre de base B ayant 
un groupe structural déterminé en fonction de G. Une section de 
cet espace fibre est par définition une connexion infinitésimale dans 
E(B, F, G, H). On peut définir (46) de même un élément de connexion 
d'ordre supérieur par un élément de contact X non holonome d'ordre 
supérieur dans 0 vérifiant des conditions analogues. Par prolongement 
d'une connexion du premier ordre, on est conduit à une connexion 
d'ordre supérieur. L'existence d'une connexion résulte immédiatement 
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du fait que ies éléments de connexion en un point x forment un 
espace numérique (28). 

La définition donnée entrame deux autres définitions équivalentes 
d'une connexion (28) : d'une part, champ d'éléments de contact trans­
versaux dans H, d'autre part, forme de Pfaff définie dans H à valeurs 
dans l'algèbre de Lie de G. On définit le groupe d'hoionomie d'une 
telle connexion, et on voit que le groupe structural de E(B, F, G, H) 
peut être réduit à ce groupe d'hoionomie. Enfin, on définit la courbure 
et la différentiation covariante. Celle-ci revient dans le cas des 
connexions d'ordre quelconque à une composition de jets non holo-
nomes (46). 

Les connexions considérées par Eue Cartan concernent des 
espaces fibres E(B, F, G, H) soudés à la base B, c'est-à-dire l'espace 
tangent à Fx en x est identifié avec l'espace tangent à B en x. Dans 
ce cas, on définit le développement des courbes de B sur des courbes 
de Fx. De même, un élément de contact d'ordre supérieur de B admet 
un développement dans Fx ; c'est un élément de contact, de même 
ordre, mais en général non holonome. Je donne la définition d'un 
espace complet à connexion de Cartan (toute courbe de Fx y admet 
un développement dans B) et je démontre le théorème (7, 10) : 

Etant donnés deux espaces à connexion de Cartan de classe 
analytique, supposés de plus complets et simplement connexes, tout 
isomorphisme local se prolonge en un isomorphisme global. 

Dans une conférence (non publiée) faite au Congrès International 
de Géométrie Différentielle (Italie 1953) ainsi que dans (42) j'ai 
étudié l'ensemble des éléments de connexion affine associés à une 
G-structure donnée sur une variété dif f érentiable. Pour une telle 
G-structure on peut toujours définir la notion de torsion, et dans 
certains cas un tenseur de torsion. Si Ta torsion de la G-structure est 
identiquement nulle, on peut y associer une connexion affine sans 
torsion. J'ai caractérisé les G-structures auxquelles on peut associer 
canoniquement une connexion affine. Il en est toujours ainsi lorsque G 
est sous-groupe du groupe orthogonal. 

9. FONDEMENTS DE -LA GÉOMÉTRIE DIFFÉRENTIELLE GÉNÉRALE 
(32-38, 40-44) 

Depuis 1951, je me suis intéressé surtout aux fondements de la 
Géométrie différentielle. J'ai défini d'une façon générale les éléments 
infinitésimaux et les structures infinitésimales qui forment l'objet de la 
Géométrie différentielle. La notion fondamentale est celle de jet d'ordre 
r d'une variété différentiable Vn dans une autre V̂ . C'est la classe d'équi-
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valence d'applications de classe r de dans dont les dérivées 
partielles, à l'aide de coordonnées locales admissibles, prennent 
les mêmes valeurs en un point x de V n pour tous les ordres ir. 
On définit la loi de composition de jets d'ordre r ; c'est la structure 
algébrique qui est à la base de toute Ja Géométrie différentielle. 

La notion de jet donne en particulier celle de vitesse d'ordre r, 
d'élément de contact d'ordre r et celle de repère d'ordre r. L'ensemble 
des repères d'ordre r de Mn forme le prolongement principal Hr(Vj 
de V n. Il admet une structure fibrée de groupe structural L£, extension 
du groupe Ln. J'appelle prolongement d'ordre r de \fn tout espace fibre 
associé à H r(V n). Ces espaces admettent en fait une structure plus 
précise qu'une structure fibrée, et que j'appelle structure de prolonge­
ment. Leurs éléments sont les éléments infinitésimaux d'ordre r. Une 
section d'un prolongement d'ordre r est une structure infinitésimale 
pure d'ordre r sur V n ; cette notion généralise celle d'objet géométrique 
qui n'avait guère été définie du point de vue global. 

J'ai étudié l'espace Jr(Vn,V^) des jets d'ordre r de dans V .̂ 
Un sous-espace 0 peut être considéré comme un système différentiel 
général pour lequel j'ai défini aussi la notion de prolongement. Ceci 
m'a conduit à définir la notion de jet non holonome (41, 43) et à 
y étendre le calcul des jets. On est conduit à une définition plus 
générale de la notion de prolongement de Vn ; c'est celle de prolongement 
associé à un groupoide 0 de jets inversibles de Vn dans Vr2. De cette 
façon, on obtient, par exemple, des prolongements de V n supposés 
munis d'une structure infinitésimale, 0 étant le groupoide associé 
à cette structure infinitésimale. J'ai démontré un théorème de transitivi-
té pour les prolongements généralisés (43). Pour ces prolongements 
généralisés, on peut définir aussi la notion de covariant différentiel. La 
théorie des jets non holonomes permet en particulier de faire la 
théorie des connexions infinitésimales d'ordre r. 

10. PSEUDOGROUPES DE LIE (36, 40, 42). 

Dans (36) j'ai fait remarquer que les "groupes infinis" de Lie 
sont en réalité des pseudogroupes de transformations, dont Sophus Lie 
et Elie Car tan n'ont considéré en fait que des noyaux. J'ai donné une 
définition de ces pseudogroupes dans le cadre de la théorie des 
jets. Ce point de vue a été développé par Melie Libermann dans 
sa thèse [3] et dans un article plus récent (Colloque de Topologie de 
Strasbourg 1954). La théorie revient à l'étude du groupoide Jz (L) des 
jets d'ordre r associé au pseudogroupe F. 

Dans (42) j'ai montré qu'un système différentiel 0 de Mayer-Lie 
d'ordre r se ramène à un champ d'éléments de contact dans la variété de 
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jets représentant 0. Il est complètement integrable si ce champ 
est complètement integrable. A ces systèmes on peut donc appliquer 
le théorème de stabilité de la théorie des variétés feuilletées ; ce 
théorème ne s'applique pas à des systèmes plus généraux. Comme 
application de ces remarques, j'ai montré qu'un pseudogroupe de 
Lie T de type fini, défini sur une variété compacte simplement connexe, 
est déduit par localisation d'un groupe de transformations de Lie. 
Enfin, dans des conférences faites à Yale University et à Columbia 
University, j'ai démontré le théorème suivant (non publié) : 

Etant donné un pseudogroupe de Lie F de type fini sur une 
variété \fn le groupe formé par les transformations de F définies 
sur toute la variété est un groupe de Lie. 

Dans (42) j'ai défini, sur un pseudogroupe de Lie F, des topologies 
pouvant servir à définir les notions de noyau et de germe de pseudo-
groupe de Lie. 

1. WU WEN TSUN, Sur les classes caractéristiques des structures fibrées sphériques, 
Hermann, Paris, 1952. 
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C O M M E N T S ON P A R T S 1-1 AND I -2 

INTRODUCTION 
by Andrée CHARLES EHRESMANN 

Parts II, III and IV of these "Oeuvres" contain Charles Ehresmann's 
papers on Category Theory, which have not always been well understood ; 
so I made "pointwise" comments on them to help to overcome notational 
difficulties, to make a link with other literature, and to point out later 
or still possible developments. 

The (older) papers included in this Part I are of a very different 
kind : almost all the notions they introduce and deal with (fibre bundles, 
foliated manifolds, jets as a foundation for Differential Geometry, almost 
complex manifolds, locally homogeneous spaces, local structures asso­
ciated to a pseudogroup,...) are now common knowledge and have often 
opened new domains of research. Hence it seemed more interesting to 
give varied commentaries written by specialists well acquainted 
with these domains. 

Briefly, the following Comments contain : 
- 8 papers (I to VIII) which present a synthetic view of a series 

of papers concerning a particular domain. They replace Charles's results 
in their human and historical framework, point out subsequent develop­
ments, applications and possible prolongations. 

- A reproduction of 4 papers written on Charles's works after his 
death. IX, X and XI were firstly published in the "Gazette des Mathé­
maticiens" (n° 13, 1980) ; XII is the text of a talk given at the Arnsberg 
Category Meeting dedicated to Charles (one month after his death), 
and preprinted in "Seminarberichte Fernuniversitat Hagen" (n° 7, 1980). 

-The list of the 79 Theses prepared under Charles's direction. 
The subsequent brief Synopsis may be used as a guide for the read­

ing of the papers and of the commentaries. 

Notations : 
-The numbers between / / refer to the "Liste des Publications de 

Charles Ehresmann" at the beginning of this volume (pp. XI-XVIII). 
-The numbers between [ ] refer to the bibliographies at the end 

of each commentary. 
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CHARLES EHRESMANN : ŒUVRES COMPLETES ET COMMENTÉES, I 

I 
THE PAPERS OF Charles EHRESMANN ON 

HOMOGENEOUS SPACES AND LIE GROUPS 
/ 1 , 2, 3, 4, 6-10, 12, 13, 25, 28, 39/ 

by W. T. VAN EST 

The purpose of this commentary is mainly to situate the papers re­
ferred to above with regards to Lie group theory, algebraic topology and 
geometry in the thirties and early fourties, the period in which most 
of these papers were written. A discussion of them in the broader 
context of the historical development of these major subjects over a 
period of years is to be found in papers referred to below. /6/ is 
commented more extensively. 

Homogeneous spaces / 1 , 2, 4, 8, 12, 13/. 

Recall that Elie Cartari [1929], anticipating the de Rham theorems, 
had studied the de Rham cohomology of compact homogeneous spaces 
by means of invariant differential forms. In particular it turned out 
that for symmetr ic spaces the invariant forms just constituted a 
base for the cohomology. The interpretation of exactness-classes of 
forms as cohomology classes was proved to be correct by de Rham 
[1931 ]. As a matter of fact the formal cohomology concept emerged in 
the second half of the thirties, and the results of Cartan and de 
Rham were rather formulated in terms of Betti numbers. 

The work of Cartan and de Rham thus made clear that sufficient 
information on the differential forms on a manifold would yield 
results on the Betti numbers and the intersection ring of homology 
classes. (The notion of intersection ring on a manifold and its behaviour 
under mappings was well established at the time, see J. W. Alexander 
[1925], S. Lefschetz \1926Ì\ H. Hopf [19301) 

In any case in the early thirties algebraic topology had matured 
enough to allow for the sort of applications Poincaré had in mind in 
writing his memoirs [1895]. As a matter of fact there was already a 
record of applications such as Lefschetz [ 1924] and van der Waerden 
[1929 ] in algebraic geometry, Hopf [1925] in differential geometry, 
and the paper of E. Cartan [ 1929 ] in the theory of Lie groups, to 
mention only a few examples. 

Now in /4/ Ehresmann sets out with the observation that 
in classical geometry there is a category of well-studied manifolds 
which are symmetric spaces in the sense of E. Cartan jand for which the 
method of Cartan [1929] might apply to compute Betti numbers. 
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For the complex Grassmannians this approach is worked out and 
a formula for the Betti numbers is obtained (/4/ p. 409, Theoreme). 
However, an explicit description of the invariant differential forms 
is lacking and the ring structure of the cohomology remains obscure. 
The first point has been taken care of later by Chern [1946] by 
making extensive use of the results obtained by the second approach 
developed by Ehresmann ; in addition, this partly fills out the lacuna in 
the knowledge of the multiplicative structure. 

This approach which describes a cell-decomposition in terms of 
the Schubert manifolds, does yield an explicit description of a homo­
logy base in terms of "Schubert-cycles" and allows at the same time to 
study the intersection of cycles of complementary dimensions (/4/ 
p. 418, and § 11). For flag-manifolds similar results are obtained by the 
same method (/4/, Ch. V). 

Among the by-results that deserve perhaps separate mention 
there is first a technical result in algebraic topology proper that 
states precise conditions under which a cell-decomposition of a poly­
hedron permits to calculate the homology by utilizing cellular chains 
(Ch. Ill, § 8, 9). Furthermore there is the corollary that two algebraic 
subvarieties of a Grassmannian are homologous (as cycles) iff they 
have the same Schubert symbol. 

The same method of cell-decomposition is used in /8/ to study the 
homology of real Grassmannians and flag-manifolds. 

In principle this should allow to determine the integral homology 
and to obtain information on the intersection ring. The calculations 
have been carried out partly. Later Chern [1947] used this cell-decomp­
osition in order to calculate the ring structure with mod 2 coefficients, 
obtaining at the same time an explicit description of the Stiefel-
Whitney classes in terms of specific Schubert cycles. 

/12/ and /13/ employ the same method to compute the homology 
of the manifolds of orthonormal (p-/-l)-frames in euclidean (n+l)-space in 
the real, complex and quaternionic case. As a corollary the homology of 
the classical simple groups comes out. Except for this special case the 
results were new at the time. 

Undoubtedly /4/ and /8/ at the time stirred the interest in 
that they calculated for the first time Betti numbers and intersection 
invariants for a particularly interesting class of algebraic manifolds. 

A discussion of the results of /1, 2, 4, 8, 12, 13/ within the 
broader framework of the developments of algebraic topology connec­
ted with Lie groups over a longer period is to be found in Samelson 
[1952] and Borel [1955]. Furthermore Kleimann and Laksov [1972], § 5, 
contains an evaluation of the results of /4/ in the context of enumerative 
geometry. 
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Lie groups proper /9 , 25/. 

/9/ is an exposition of the elements of Lie theory entirely in 
the spirit of E. Cartan putting emphasis on the Maurer-Cartan forms 
as a tool rather than on the infinitesimal transformations. The exposi­
tion aims at comprising the global as well as the local case of transfor­
mation groups and Lie groups, the local case being always somewhat 
delicate in handling. E. g. on p. 37 there is a minor slip in the statement 

"... tout noyau de groupe abstrait de Lie admet un prolongement 
formant un groupe de Lie au sens global" 
whereas the statement should rather read 
... tout noyau de groupe abstrait de Lie contient un noyau 
ouvert admettant un prolongement formant un groupe de Lie au 
sens global". 

(The original statement would have been correct if the notion of 
group germ had been taken instead of "noyau".) 

In comparing this presentation a la Cartan to the approach in 
terms of infinitesimal transformations a la Lie - and this latter is 
the type of approach one usually finds in most treatises on Lie theory -
one might argue that basically it does not make much difference which 
of the two presentations one chooses. In both cases one has to avail 
oneself sooner or later of the integrability criterion for a distribution of 
plane elements. In the Lie type of treatment it. is formulated in 
terms of infinitesimal transformations and their commutators, whereas 
in the treatment a la Cartan one uses the Frobenius formulation in 
terms of pfaffians and their derivatives. 

However, the presentation a la Cartan lends a more "geometric 
flavour" to the whole theory. This is perhaps most notable in the 
treatment of the global converse of Lie's third fundamental theorem. 

The vector field approach putting the Lie algebra : to the fore, in 
order to attain its goal, avails itself of the Levi decomposition theorem 
in Lie algebra theory. The approach in terms of Maurer-Cartan forms 
leads to exploiting the geometric fact that the de Rham cohomology 
of a simply connected Lie group vanishes in dimension 2. Once given 
this fact no Levi decomposition is needed (see E. Cartan [ 1936 ] 
in particular p. 192-195 (1322-1325)). At the time no simple proof of 
this geometric property was available. Nowadays one would adapt part 
of the argument due to Hopf [1941] in manufacturing such a simple 
proof. * 

*) In the same spirit there is a relatively simple proof of Ado's Theorem where 
one uses the vanishing of the rational de Rham cohomology in dimension 2 of an al­
gebraic linear group, nowhere using Levi's Theorem, see e.g. Proc. Kon. Ned. Akad. 
v. Wet. A 69 (1966), 176-191. 
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In any case, Ehresmann's presentation of the Cartan ideas 
should perhaps be taken up one day and be worked out to a more com­
plete treatment of "geometric Lie theory". 

/25/ takes a rather isolated position in the total work of Charles 
Ehresmann. The results have been incorporated in the thesis of Lorenzo 
Calabi [1951]. 

Locally homogeneous spaces /6, 7, 10, 28, 39/. 

We shall only comment /6/ since this paper contains all the 
main results of Ehresmann on the subject. /7/ announces results that 
appear in /6/. /10/ gives a new definition of the notion of locally 
homogeneous space and sketches another proof of one of the main 
results. However, the essence of /10/ is incorporated later in /28/ in 
the broader context of connections in fibre bundles ; there the locally 
homogeneous spaces are characterized as base spaces of fibre bundles 
with an integrable Cartan-connection. Once more the subject turns up 
very briefly in /39/. 

Our main concern will be to point out how the main result of 
/6/ fits in with a theory of coverings and fundamental groups for 
the category of spaces equipped with a pseudogroup. It should be 
observed in passing that the notion of pseudogroup, introduced originally 
by Veblen and Whitehead [1932] , has been broadened slightly by 
Ehresmann to the notion that is current at present. 

For the future discussion we take the definition in terms of 
Lie algebras of vector fields as a basis. In recalling that definition we 
assume manifolds, maps, vector fields,t etc. to be taken in the analytic 
category for convenience. 

A manifold V is called a locally homogeneous space, or is said 
to carry a locally homogeneous structure, if it is endowed with an open 
cover {Ui} and an assignment of a finite dimensional Lie algebra of 
vector fields L± on every U¿ subject to the following conditions : 

(*) L^fU/lUj = Lj |U¿riUj for every pair 1, ] for which 1^0Uj =/ 0, 
(**) at every u e U_¿ the vectors X(u) , X e L¿ span the tangent 

space J u . 
Using sheaf language one might say that a locally homogeneous 

structure on V is just a section in the sheaf of germs of transitive 
Lie algebras of vector fields. 

For every u e U¿, Kj(u) will denote the isotropy subalgebra of 
L¿, i.e. the subalgebra of X e L¿ with X(u) = 0. 

Since restriction of L± to a non-empty open subset of U_¿ induces an 
isomorphism of Lie algebras, the condition (*) shows that Li = Lj 

494 



COMMENTS 7 

as abstract Lie algebras if UjHUj /' 0. Supposing for the rest of the dis­
cussion V to be connected, it follows that all the Li are isomorphic 
to each other as abstract Lie algebras. Therefore one may identify 
them with a fixed abstract Lie algebra L via isomorphisms cp̂ . Putting 

Vi(Ki(u)) =: Ki(u) 

observe that K 2 (u) changes by conjugation (via the adjoint group of 
L2-) if u varies within a connected component of Û 0 Since the locally 
homogeneous structure remains essentially the same in replacing 
the cover 1 Un by a finer one (maintaining of course the same assign­
ment of locally defined Lie algebras) we may as well assume the 
Uj to be domains, and hence K ± (u), u E Uj, lie all in the same 
conjugacy class Kj. 

Let K be a subalgebra chosen once for all in one of these 
classes Kj_ . Let G be the simply connected Lie group generated by 
L and F the Lie subgroup generated by K. For the time being F 
is assumed to be closed. It should be observed that this would then like­
wise be the case for any other choice of K in UKi. Taking H := G/F, 
denoting the canonical projection G H by TT , and identifying L with 
the Lie algebra of right invariant vector fields on G, 

TTJL) =: L 

is a well defined Lie algebra of vector fields on H isomorphic to L (under 
\ ) . As such H obtains a locally homogeneous structure ; we shall 
also refer to the couple H, L as the homogeneous space associated 
to the locally homogeneous structure on V. It should be observed 
that due to the various choices made, H, L is determined up to an 
isomorphism of locally homogeneous spaces (the notion of isomor­
phism being taken as that of a diffeomorphism commuting with the Lie 
algebra assignment). 

L generates on H the group of left translations T(g) associated to 
the elements g e G. By the whole construction it turns out that T is an 
injective homomorphism of G into the group Aut(H, L) of automorphisms 
of the couple H, L . Usually the triple H, G, L is called a homogeneous 
space. However, in the further discussion it is primarily the couple H, L 
with its automorphism group Aut(H, L) that will play the main role. 

Returning to the notion of locally homogeneous structure, 
observe that locally homogeneous structures admit pullbacks with 
respect to etale maps. Therefore, if V carries a locally homogeneous 
structure, it lifts to any covering of V. 

In particular it lifts by the canonical projection V V to the 
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universal covering of V ; it is called the induced locally homogeneous 
structure on V. 

Now the main result of /6/ may be restated somewhat pedanti­
cally in the following way. 

Let V be a connected manifold with a locally homogeneous struc­
ture such that H ^ L is the associated homogeneous space. Then there is 
an étale mapper; V— H such that the induced locally homogeneous 
structure on V is the pullback of the locally homogeneous structure on H, 
V being the universal covering space of V. 

(t is determined up to an automorphism of H, L. cr behaves 
eguivariantly with respect to the action of the fundamental group of the 
universal covering V — V and the action of Aut(H, L). 

§ 11 of /39/ indicates a very short illuminating argument for this 
result. 

In any case it follows now that, if V is compact, cf as an etale 
map is necessarily a covering map, and therefore, on account of 
the simple connectedness of V and H, cf must be an isomorphism. Hence 
V, as a locally homogeneous space, is the quotient of H , L , with 
respect to a discontinuous subgroup of Aut(H, L ) that operates freely. 

In general if a is an isomorphism, the locally homogeneous space 
is called normal or complete, and as such V (as a locally homogeneous 
space) is a quotient of H, L. 

Now this result is very reminiscent of "covering theory" (or al­
gebraically minded people might say "dual Galois theory"), of which the 
theory of locally connected topological spaces and their covering spaces 
is a classical example. 

Without aiming at a categorical* axiomatization of what "covering 
theory" should be, one may state in categorical language a few character­
istics that existing examples have in common. 

In each of these cases one is dealing with a category in 
which certain morphisms are declared to be "covering morphisms" or "cov­
erings". Isomorphisms are coverings ; an̂  object A is said to be simply con­
nected if it only admits isomorphisms A A as coverings. The product of 
coverings is a covering (within the class of connected and locally connec­
ted spaces, this holds only for the subclass of spaces that admit a co­
ver consisting of simply connected domains). Any object A admits a un­
iversal covering TTJ A — A in which A is simply connected ; the group of 
automorphisms of A that commute with TT is called the fundamental group 
F(TT). For any covering Y : A * A there is a unique factorization TT =Y0Y 
in which Y0: A A * is a covering ; Y0 is again a universal covering, and 

F(Y0) C F(TT) ; 
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Yo will be denoted by y\ TT . Conversely for any subgroup F' C F(TT) there 
is a factorization TT = Y Y0 , Y, Yo being coverings, such that F' = F(y0). 
Furthermore a covering y factorizes into coverings y - Y1Y2 iff F(yV) is 
conjugate to a subgroup of F(YI\TT ). 

Finally any morphism' a: A-^B admits a lift 

with 
(TTB and TTA denoting universal coverings), 5 is unique up to a multiplication 
by an element of F(TTB). 

Now observing that for locally homogeneous spaces the natural 
notion of morphism is that of an etale map which "preserves" the local 
choice of Lie algebras, the situation described in the main result looks 
like the upper left corner of a diagram associated to the lift of a mor­
phism 

the lower right corner remaining hypothetical. 
Similarly the notion of complete locally homogeneous space looks 

like the definition of a covering in between H and X 

Now actually these hypothetical arrows do possess reality within 
the broader category of manifolds equipped with a pseudogroup, i.e. the 
category of S-atlases. 

Without entering into details, we briefly explain the interpretation 
in terms of S-atlases, and we recall first some terminology. 

A manifold P equipped with a pseudogroup T of local diffeomor-
phisms will be called an S-atlas. 

A morphism m of A-atlases 
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is a collection of partial maps \|; : P1 P2 (i.e. \\) is only defined on an 
open subset of Px) such that the following requirements are satisfied 

(i) r2y Tx = ^ . 
(ii) a M = ĴLĴot Pj. , a := source assignment. 
(iii) p e Pi, ipi, \|>2 £ ¥, ipifpj, *2fpJ =>3Y e r2 such that;ipi = 

y \p2 in a neighborhood of p. 
An atlas of a manifold is a particular case of an S-atlas if one 

takes P to be the disjoint union of the charts and F to be the pseudo-
group generated by the changes of charts. For this class of S-atlases, 
the morphism concept is just the translation in terms of atlases of a 
map of manifolds. 

The S-atlases constitute a category 5. 
Particular S-atlases are those of the type (P ; Ep), where is 

the trivial pseudogroup generated by idp . A morphism 

¥: (Pi ; EPl)^(P2; EP?) 
is essentially an ordinary morphism of manifolds I|J : P1—-P2 in the sense 
that ¥ consists of all the partial maps contained in \p. In other words, the 
category of manifolds is in fact a subcategory of S . 

For any pseudogroup F on P, F : (P ; Ep)—-(P ; T) is a morph­
ism; it is called the canonical projection. 

If A is a group of transformations on P, and 
TA := pseudogroup generated by A, 

we shall write (by abuse of notation) (P ; A) for the S-atlas (P ; TA). 

The category S admits a perfectly good covering theory showing 
up all the characteristics summed up before (Haefliger [ 1982 J, van Est 
[1982]), and which on the subcategory of manifolds is just the usual one. 

Now we return to the situation of the main result. 
The locally homogeneous structure on V is specified by the open 

cover {U^ } and the Lie algebras L ̂  . The local flows generated by the 
elements of L J are families of local diffeomorphisms and as such they ge­
nerate a pseudogroup F on V. Let the arrow 

(V ; EV )—(V ; D 

denote the canonical projection. 
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Let A denote the automorphism group of H preserving L. A con­
tains the group G generated by L. 

Now covering theory shows that the canonical projection 

is a universal covering, A being the fundamental group. 
Furthermore by elementary Lie theory and general nonsense in S 

there is a uniquely defined morphism x: (V ; r)-—(H ; A) ; T turns out to 
be a covering. Denoting the composition 

by a, it turns out that one obtains a commutative diagram 

and V is a complete locally homogeneous space iff a is a covering. 
Remember that up to now we have assumed that the locally ho­

mogeneous structure on V does possess an associated connected and sim­
ply connected homogeneous space H (with Lie algebra L). This came 
down to assuming that the Lie subgroup F in the Lie group G was closed. 

However, once we are operating in S , there is a perfectly good 
quotient G/F also in the case that F is not closed. In that case G / F is 
taken to be an S-atlas associated to the transverse structure of the fol­
iation *) in G defined by the cosets of F. Hence (H ; EH) is then replaced 
by some connected and simply connected S-atlas (M ; T) **) describing 
the transverse structure of the foliation. Again there is a well-defined 
Lie algebra L on M. There is . furthermore an automorphism group A of 
(M ; T) preserving L, and a well-defined quotient which we still indicate 
by (M ; A). Now the preceding diagram still holds if (H ; EH ) and (H ; A) 
are replaced by (M ; D and (M ; A). 

Returning once more to the main result and assuming again that 
V admits an associated homogeneous structure H , L, there is for every 
element cp of the fundamental group $ of the covering V — V a well-def­
ined 

such that 

*) For the notion of an S-atlas associated to the transverse structure of a folia­
tion, see e.g. A. Haefliger [1982] or W. T. van Est [1982]. 
**) The notions of "connected" and "simply connected" are defined in S . 
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The homomorphism a I— a^ may or may not be injective. 
may or may not be contained in G (= group generated by L) ; the 

locally homogeneous structure on V already discloses whether or not 
A $ C G. In fact suppose that one of the elements of the cover { U^}, say 
U i is a simply connected domain. Put 

pseudogroup on U i generated by Li , 
and 

3 being the target assignment. Then one has : 

In general of course one has F~i C u^Ui • IR tne case of P2(R) with the 
locally homogeneous structure defined by the Lie algebra of the infinite­
simal rotations, H = S2, G = SO(3) and A$ is just the 2-cyclic group cont­
aining the antipodal reflection of S2, so that A$DG = 1. 

The examples below show various possibilities for the homomor­
phism cp i-̂acp and the position of A^ relative G. They concern various cir­
cular bands V described by the strip 

in R2 with a suitable identification of the negative half -1 < x< 0 with 
the positive half 0 < x < 1. The Lie algebra on V is the one obtained from 
the.constant vector fields on X. The associated homogeneous space is R2 
with G being the full group of translationŝ  and A the affine group on R2. 
In all three cases (to be considered), a(V) is described (for a suitable 
choice of 5) and the morphism cp â  is described by specifying 8 ^ = : ai 
where cpx is a generator of the infinite fundamental group. 

The paper closes with stating results on locally projective spaces 
and in particular on convex locally projective spaces. The results announ­
ced for dimension 2 have been reconsidered and completed by Kuiper 
[1954], who also looked at the case of dimension 1 [1953/54] and who 
studied various other types of locally homogeneous structures (see the 
references in Kuiper [1954]). 
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Complete locally affine spaces have been studied by Auslander 
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CHARLES EHRESMANN : OEUVRES COMPLÈTES ET COMMENTÉES, I 

II 
LES TRA VAUX DE CHARLES EHRESMANN SUR LES 

ESPACES FIBRES /14-18, 20, 22, 23/ 

par M. ZISMAN 

Les diverses notions d'espaces fibres sont tellement familières 
aux mathématiciens d'aujourd'hui qu'ils ont peut-être quelque peine à 
imaginer quelle a été la genèse de cette théorie. Aussi n'est-ce pas sans 
émotion que le lecteur verra apparaître les définitions et théorèmes 
maintenant classiques dans un langage qui n'utilise pas encore les dia­
grammes commutatifs ni les suites exactes inventés seulement quelques 
années plus tard. 

a) Les quatre premières notes /14-17/. 
(Rappelons que les deux premières ont été écrites en collabora­

tion avec Jacques Feldbau.) Ce sont celles où sont définis les espaces 
fibres et où sont créés les principaux outils qui permettent de les étu­
dier. Dans la Note /14/, C. Ehresmann et J. Feldbau définissent ce que 
l'on appellerait aujourd'hui les fibres localement triviaux à groupe struc­
tural et en donnent quelques exemples : les revêtements, les projections 
d'un produit sur un de ses facteurs BxF -> B avec pour groupe structural 
soit Aut F, soit le groupe réduit à son élément neutre, et enfin le fibre 

sans indication de groupe structural. Sous le nom de Lemme de déforma­
tion ils énoncent la propriété de relèvement des homotopies pour les com­
plexes simpliciaux finis et donnent l'esquisse d'une démonstration en 4 
lignes très convaincante. Les auteurs utilisent aussitôt ce résultat, pour 
établir la suite exacte d'homotopie des fibres, ou plutôt ce qui en tient 
lieu lorsqu'on ne connaft ni la notion de suite exacte ni surtout l'exis­
tence de l'opérateur 

La Note se termine par quelques applications : groupes d'homotopie d'un 
revêtement, calcul de TT̂  P^(C) (en fonction de un{S2k+I) pour n > 2) ; une 
troisième application concernant les variétés admettant Sn pour revête­
ment universel est donnée avec un énoncé qui n'est pas entièrement cor­
rect (il n'est pas indiqué en effet que l'on suppose la variété orientable) : 
l'énoncé correct apparaîtra dans /18/. 

La Note /15/ introduit les notions d'espaces fibres associés et de 
fibres principaux de groupe structural G, via le 1-cocyie qui apparaît ici 
pour la première fois, appelé plus tard coordinate transformation par N. 
Steenrod, mais qui ici ne porte pas de nom. Un point mérite d'être signa-
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lé. Appelons F la fibre et 

le 1­cocycle. Nous avons donc des applications 
données par 

qui sont des homéomorphismes. Mais comme, tant dans la Note /14/ que 
dans le premier pararaphe de /15/, G est un groupe discret d'homéomor­
phismes de F, alors bien entendu on ne suppose pas que les fonctions tjj 
sont continues. A partir du paragraphe 2, le groupe G est muni d'une to­
pologie. La distinction entre les "fibre bundles" de N. Steenrod et les fi­
bres de C. Ehresmann et J. Feldbau relevée par N. Steenrod dans son ou­
vrage fameux (The Topology of fibre bundles, Princeton 1951) est donc 
sans objet. Rappelons que /15/ a été publié en 1941 et que les communi­
cations en cette période et dans l'immédiat après­guerre n'ont probable­
ment pas permis à cette Note d'être diffusée comme elle le méritait. 
Disons enfin pour en terminer sur ce sujet qui a prêté à controverse que 
le passage du discret au topologique n'y est pas très explicite. 

Après avoir introduit la notion d'isomorphismes entre fibres (mais 
sans la traduire en termes des cocyclés) les deux auteurs montrent que 
deux fibres de fibres, groupes et bases donnés sont isomorphes ssi les 
fibres principaux associés le sont. En particulier ils montrent qu'un fibre 
est isomorphe à un produit ssi le fibre principal associé possède une 
section (appelée curieusement système continu de représentants de B ). 
Faisant appel au lemme de relèvement des homotopies ils en déduisent 
que, si la base B est contractile, alors tout fibre de base B est isomor­
phe à un produit. 

L'important problème de la réduction du groupe structural, appelé 
par C. Ehresmann recherche d'une structure plus précise qu'une structure 
de fibre donnée, est le sujet de la Note /16/, et cette fois­ci il est clai­
rement énoncé que tous les groupes structuraux sont munis d'une topolo­
gie. On retrouve dans cette Note tous les résultats classiques de la thé­
orie : Soit E un fibre de groupe structural G et de base B, soit H le fibre 
principal associé et supposons que l'application canonique G •> G/G' soit 
un fibre. Alors E possède une structure plus précise de groupe structural 
G' C G ssi le fibre quotient H/G' B possède une section. Par ailleurs la 
Note indique que la projection G ­> G/G' est un fibre ssi il existe une 
section locale, et elle donne l'exemple du quotient d1un groupe de Lie par 
un sous­groupe fermé. L'étude de l'existence de sections est conduite 
lorsque B est un complexe fini de dimension n et que 

pour i й п­1 (resp. i й л) : 
utilisant la théorie des obstructions due à Stiefel dès 1935, C. Ehresmann 
montre que les conditions précédentes impliquent l'existence d'une struc­
ture plus précise de groupe G' (resp. l'existence et l'unicité à isomor­
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phisme près). A titre d'exemple il indique le cas où G est un groupe de 
Lie non compact et G' un sous-groupe compact tel que G/G' soit 
un espace numérique, donc contractile. 

Enfin la Note /17/ introduit les constructions associées aux va­
riétés différentiables. Après avoir rappelé la définition d'une variété to­
pologique ou différentiable, donné la définition d'une carte locale et d'un 
atlas, nous voyons construire pour nous le fibre vectoriel tangent et les 
fibres tensoriels associés au fibre tangent ; les champs de tenseurs sur les 
variétés apparaissent comme étant des sections des fibres correspondants. 
Les notions d'orientation, de parallélisme, d'existence sur une variété V 
(ou plutôt sur le fibre tangent) d'une forme quadratique de signature don­
née sont énoncées en termes de réduction du groupe structural. Charles 
Ehresmann montre alors l'existence d'une structure riemannienne sur les 
variétés et termine sa Note par un résultat qui a dû fortement impres­
sionner le monde savant des années 40 : l'espace de la relativité géné­
rale n'est ni PR(4) ni S4 puisque le fibre tangent à ces variétés ne suppor­
te pas de forme quadratique du type x\ ~ x\ ~ x\ ~ X4* 

Ainsi en quelques pages voyons-nous surgir quelques outils fonda­
mentaux de la Géométrie différentielle et la Topologie algébrique, dans 
un style clair et en général précis, sauf sur un point sur lequel plane au 
contraire souvent une ambiguïté : les hypothèses de validité du théorème 
de relèvement des homotopies. Ce théorème est démontré dans /14/ pour 
les complexes simpliciaux finis et dans /18/, trois années plus tard pour 
les complexes simpliciaux quelconques, mais souvent employé sans justi­
fication pour des variétés ou dés espaces quelconques, tant dans /14-17/ 
que dans /20/. Or le même genre de démonstrations fonctionne pour 
les espaces CQ (= union dénombrable d'ouverts Wn (n entier ̂  0) d'adhé­
rence compacte et vérifiant VJn C W^+2 pour tout n ). Par ailleurs, moy­
ennant des hypothèses peu contraignantes sur l'espace de base B 
du fibre, tout fibre localement trivial de base B est un fibre de 
Hurewicz, Le., vérifie les hypothèses du relèvement des homotopies pour-
tout espace (cf. Dold [_3], t. Tom Dieck-Kamps-Dold [2] ). 11 est curieux 
qu'à aucun moment C. Ehresmann n'ait cherché à débroussailler le ter­
rain dans cette fructueuse direction de recherche. Peut-être doit-on en 
rechercher la raison dans le fait qu'à cette époque il est fondamentale­
ment un géomètre et que les variétés auxquelles il pense sont des sphè­
res, des variétés de Stiefel qui se présentent foutes (grâce en particulier 
à des travaux antérieurs de l'auteur) avec une structure explicite de 
complexe simplïciaL 

b) Les travaux ultérieurs. 

ChaHo* t h^Cb.na >n cor -.,;.rc L-PC<\ * h ! •» t'Vn / - s tvûf eb I 
hre« cl̂ ux an n:>es /L0'" ec /20/ qui vont cîuvo'"» L. U ie-'s mrtt^p au pu;Lf 
IPS réiuUaîi? rie je. acquit et c^ o -̂lpp.q.— j->nq .-i * frucrucu.-os dlcpr'ji v\ 
H deux Ncres / ' /* e'- /2 >/ • u* f " L* >\S, • !M !ttr.::'̂  ,o p̂ -i ' ix . 
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Signalons cependant deux résultats intéressants : dans /22/ il est 
énoncé que si f : V V est une application différentiable partout de 
rang maximum d'une variété V dans une variété V, alors c'est une fibra-
tion, et dans /23/ figure une variante d'un théorème de classification des 
fibres de groupe structural GL(p, R). 

L'article /18/ publié au Bulletin de la S.M.F., débute par la défi­
nition des espaces fibres, mais cette fois sans référence à un groupe 
structural et ne retenant que la propriété de trivialité locale de fibre 
donnée, qui seule est utile pour étudier le relèvement des homotopies. 
Nous trouvons ensuite une démonstration fort soignée et complète du re­
lèvement des homotopies pour les complexes simpliciaux ou pour 
les espaces quelconques dans le cas des revêtements. Le reste de l'article 
a pour but principal d'étudier, à l'aide des résultats précédents et dans 
quelques cas intéressants l'ensemble des classes d'homotopie d'applica­
tions d'un espace A dans un espace B : lorsque A est une variété simple­
ment connexe de dimension n et B l'espace de base d'un revêtement à 
p feuillets dont l'espace total est Sn (un parfum de transfert avant l'heu­
re!) ; lorsque A est connexe, localement connexe et localement simple­
ment connexe et que B est le quotient de Rn par l'action de groupes dis­
crets de nature géométrique (des groupes de déplacements euclidiens ou 
hyperboliques) ; et enfin lorsque A est un complexe simplicial et 
que B est un K(ÏÏ, 1) auquel cas on trouve 

[A, K(TT, 1) ] Hom (7T2(A), TT) 

(en fait l'existence de K(TT , 1) pour TT donné n'était certainement pas 
claire en 1944, aussi C. Ehresmann suppose-t-il que l'on a 

ÏÏ^(B) = 0 pour 1 < / ̂  n , et dim A ^ n ; 

par ailleurs il ne se limite pas aux classes d'homotopie d'applications res­
pectant des points bases : aussi doit-il diviser l'ensemble Hom(TT_Z(A), TT) 
par l'action (via automorphismes intérieurs) de TT). 

L'article /20/ publié dans les Actes du Colloque de Topologie 
Algébrique de Paris 1947 revient aux fibres à groupe structural, qui sont 
ici définis à l'aide de la notion de pseudogroupe de transformations qui 
apparaît ainsi pour la première fois. Après avoir rappelé le contenu des 
Notes /15/ et /16/ (et changé un peu la terminologie) l'auteur définit les 
variétés presque complexes et montre qu'une variété \l2n possède une 
telle structure ssi elle porte une forme différentielle extérieure de degré 
2 : il constate en effet que l'obstruction est la même pour les deux pro­
blèmes. L'étude de cette obstruction l'amène à considérer l'espace 

dont il donne une décomposition en cellules pour n = 2, 3, 4 et il semble 
(mais ce n'est pas très clair) indiquer l'existence de la fibration 
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C. Ehresmann pose alors le problème important de déterminer les sphè­
res presque complexes. Sa connaissance des T(nj lui permet de démontrer 
que S4 n'admet pas de structure presque complexe et que S^ en admet 
une. Le résultat pour S6 est donc démontré de façon homotopique grâce à 
la nullité de TT5 Ffj) et la théorie de l'obstruction, alors que l'on sait ex­
hiber une structure presque complexe sur S6 en utilisant les octaves de 
Cayley (A. Kirchoff en 1948) : peut-être fallait-il savoir d'avance qu'une 
telle structure existait pour se lancer dans des calculs sur les octaves 
qui, même aujourd'hui, ne sont pas considérés comme vraiment simples. 
Quelques années plus tard, les résultats de Borel-Serres [ 1] donneront une 
réponse complète au problème. Entre temps il aura fallu voir se créer 
un début d'artillerie lourde en Topologie Algébrique. 

Bibliographie. 

(Chacun des ouvrages cités contient une importante bibliographie.) 
1. A. BOREL & J.P. SERRE, Groupes de Lie et puissances réduites de Steenrod, Amer. 

J. Math. 75 (1953), 409-448. 
2. t. Tom DIECK, K. KAMPS & D. PUPPE, Homotopietheorie, Lecture Notes in Math. 157 

Springer (1970). 
3. A. DOLD, Partition of unity in the theory of fibrations, Ann. of Math. 78 (1963) 

223-255. 
4. D. HUSEMOLLER, Fibre bundles, McGraw Hill, New York, 1966. 
5. P. LIBERMANN, Sur les structures presque complexes et autres structures infini­

tésimales régulières, Bull. Soc. Math. France 83 (1955), 195-224. 
6. N. STEENROD, The topology of fibre bundles, Princeton Univ. Press 1951, Prince­

ton Math. Series n° 14. 

M. ZISMAN, 
U. E. R. de Mathématiques 
Université Paris VII 

506 



CHARLES EHRESMANN : ŒUVRES COMPLÈTES ET COMMENTÉES, I 
III 

VARIÉTÉS FEUILLETÉES 
par Georges REEB 

Ch. Ehresmann s'est engagé dans d'innombrables "aventures" géo­
métriques, toujours avec enthousiasme et succès, souvent acculé à ba­
tailler pour ses idées. L'aventure qui nous concerne ici - l'étude des 
variétés feuilletées - est un cas pur, une de ces situations idéales 
souhaitées dans les laboratoires, fait sur mesure pour illustrer la stra­
tégie et le rayonnement d'un maftre. 

Cette sublimation je la vois caractérisée ainsi : 
a) L'idée de feuilletage est une idée simple, géométrique avant 

tout ; elle invite tantôt à des vues générales, tantôt à des problèmes 
précis. 

b) Malgré ce qui est dit en a, l'idée était apparemment quelque peu 
en avance sur son temps et elle rencontrait une bienveillante, mais 
ferme, ironie. 

c) Ehresmann a dégagé très rapidement les idées et outils de 
base. Il a devancé ainsi bien des études détaillées ultérieures du vaste 
courant de recherche qui des années 1955 est allé grandissant pour 
atteindre son maximum vers 1970. 

d) Si des centaines de chercheurs sont encore attelés à l'exploration 
du domaine de recherche ouvert par l'étude des feuilletages, le dernier 
mot est encore loin d'être dit. D'importants développements dans le 
droit fil des réflexions de Ch. Ehresmann sont encore à espérer. 

Commentons quelque peu les affirmations précédentes : 
a) En 1944 le sujet était indéniablement "dans l'air". On lisait le 

livre de C. Chevalley sur les groupes de Lie dont un chapitre traite 
amplement des systèmes de Pfaff complètement integrables. D'autre 
part H. Hopf - selon Ehresmann - avait posé le problème : 

"Existe-t-il sur la sphère euclidienne à trois dimensions un champ 
de vecteurs unitaires u tel que TF.rot t? = 0 ?" 

Mais il appartient à Ehresmann d'inaugurer un vaste domaine de 
recherche et d'inviter une assez nombreuse équipe d'élèves à le suivre. 
Dès le départ il s'exprimait volontiers sur les (lointaines) applications 
à des domaines variés (thermodynamique, cristaux liquides, relativité...) 
qu'il entrevoyait. 

Le sujet était dans l'air, disions-nous. On peut en fait faire remonter 
l'idée de feuilletage à P. Painlevé et même Briot et Bouquet (fonctions 
elliptiques et abéliennes). Ch. Ehresmann était très sensible à cet as­
pect historique, auquel il ne pouvait, malgré une érudition rare, consa­
crer que peu de temps. 

b) Curieusement deux sentiments contradictoires entretenaient une 
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attitude réservée ou attentiste chez de nombreux géomètres. D'une part 
la crainte d'une structure très pauvre, peu rigide offrant une prise 
tout à fait insuffisante aux outils disponibles. (Aussi l'illusion de 
problèmes par trop simplistes: "étudier la condition de complète inté-
grabilité oo A du) E 0 " revient banalement, à étudier, selon les enseigne­
ments de de Rham, les formes fermées). 

D'autre part le sentiment d'une insurmontable complexité due aux 
feuilles de dimension p . Ce sentiment tirait sa substance de la réelle 
difficulté de l'étude des systèmes dynamiques - alors très en vogue -
dont les feuilles pourtant avaient le bon goût d'être de dimension un 
et donc topologiquement très simples. 

Ch. Ehresmann a donné par sa persévérance un bel échantillon de la 
sûreté de son intuition géométrique et de son art du problème rentable. 

c) Les contributions d'Ehresmann à l'élaboration des idées de 
base dans la théorie des structures feuilletées sont bien connues. Les 
souligner aujourd'hui est presqu'une banalité. Peut-être sera-t-il plus 
intéressant - pour une fois - d'insister sur ce que Ch. Ehresmann n'aura 
pas vu ou prévu. 

Il me semble que deux directions de recherche, illustrées l'une 
par R. Bott, l'autre par A. Connes sont à citer en priorité : 

En effet Ehresmann a accordé beaucoup d'attention et dès le 
départ au problème d'existence d'une structure feuilletée sur une vari­
été donnée ; d'autre part il possédait les notions et outils de la théorie 
des connexions dans les fibres. Néanmoins je crois qu'il est juste de dire 
qu'il n'a guère fait avancer le problème ultérieurement brillamment ré­
solu par R. Bott. 

Les investigations de Connes sur les feuilletages concernent, dans 
leur principe, l'étude chère à Ehresmann de (ce que peut bien être) l'es­
pace des feuilles, mais il n'a aucunement pressenti l'outil forgé par 
Connes (dont l'application aux feuilletages est une parmi bien d'autres). 

d) L'explosion qu'a connue la théorie des feuilletages est telle qu'il 
n'est guère envisageable de classifier raisonnablement les thèmes explo­
rés. Il est un peu plus facile de tenter une très brève bibliographie qui 
permette de remonter à peu près toutes les filières. Cette bibliographie 
je la vois ainsi : 

Deux ouvrages munis de bibliographies étendues : 
Bruce L. REINHART, Differential Geometry of Foliations, Ergebnisse 
Math. Grenzgebiete, Springer, Heidelberg 1983. 
Gilbert HECTOR et Ulrich HIRSCH, Introduction to the theory of folia­
tions, VIEWEG, Braunschweig 1983. 
Ensuite un survey : 
D. FUKS, Fol iations, Itogi Nauki i Teckniki, Seriya Algebra, Topologia, 
Geometriza 18 (1981), 151 - 213. (Traduit aussi en anglais.) 
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Enfin quatre titres spécialisés avec de bonnes bibliographies : 
A. CONNES., Leafwise homotopy équivalence and Pontrjagin classes, En prépara­
tion I.H.E.S. 
A. CONNES, Feuilletages et algebres d'opérateurs, Séminaire Bourbaki Fév. 80, 
n° 551 ; Springer Lecture Notes in Math. 842 (1981), 139 - 155. 
A. LICHNEROWICZ, Variétés de Poisson et feuilletages, Annales Fac. Sciences 
Toulouse 4 (1982), 195-262. 
D. CERVEAU et J.F. MATTEI, Formes integrables holomorphes singulières, Asté­
risque 97 (1982). 

Devant l'importance et la justesse de vues de Ch. Ehresmann la 
bonne question devant l'avenir est : dégager - dans la perspective de 
Ch. Ehresmann - des développements prometteurs. Il me semble 
que Ch. Ehresmann attendait des retombées dans les domaines suivants : 

a) Etude des systèmes différentiels integrables dans le champ com­
plexe conformément aux suggestions de P. Painlevé (cf. Oeuvres de 
Painlevé). 

b) Thermodynamique selon la voie ouverte par Carathéodory. 
c) Feuilletages d'ordre supérieur (les vrais feuilletages étant d'ordre 

un). 
d) Théorie générale (par exemple selon la ligne esquissée en /45/). 

Université Louis Pasteur 
7 rue René Descartes 
67084 STRASBOURG CEDEX. 
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LES TRAVAUX DE CHARLES EHRESMANN EN 
GÉOMÉTRIE DIFFÉRENTIELLE /17, 20, 26-29, 31-38, 40-44, 46, 48/ 

par Paulette LIBERMANN 

La Géométrie Différentielle, sujet de ce commentaire, joue un rôle 
central dans l'oeuvre de pionnier de C. Ehresmann ; ce domaine des Ma­
thématiques est en effet étroitement lié aux théories des groupes de Lie> 
des espaces fibres et feuilletés, des structures locales, des pseudogroupes 
et groupoides, etc ; c'est pourquoi certains articles analysés ici sont 
aussi l'objet d'autres commentaires (cf. R. Hermann, J. Pradines, G. 
Reeb, R. Thom, M. Zisman, A. Kock). 

Pendant la préparation de ma thèse à Strasbourg sous la direction 
de C. Ehresmann (de 1947 à 1953) j'ai eu la chance d'assister à 
l'élaboration et à la maturation des idées dégagées par celui-ci en Géo­
métrie Différentielle ; ainsi que le remarque Bénabou (Gazette des Ma­
thématiciens n° 13, Février 1980 ; cf. ici p. 562), ces idées "vont à l'es­
sentiel tout en étant très simples et naturelles, et une fois dégagées, 
elles font partie de ce que "tout le monde doit savoir" ; ces idées sont si 
indispensables que parfois leur auteur a été oublié ou imité ! 

C. Ehresmann partageait très généreusement ses idées (publiées ou 
non) avec d'autres mathématiciens à l'occasion de conversations privées 
ou dans ses cours ; un cours de Géométrie Différentielle donné à Paris 
en 1957-58 a été une source d'inspiration pour de nombreux mathémati­
ciens qui étaient directement ses élèves (Pradines, Ver Eecke, de Barros, 
Haefliger, Srinivasacharyulu, Nguyen Dinh Ngoc, Kumpera, F. Benzecri-
Leroy) ou ses auditeurs (Que, D. Lehmann, J. Lehmann-Lejeune, J.-P. 
Benzécri, Shih Weishu,...) 

Les exposés oraux étaient illustrés de nombreuses figures (par ex­
emple un vecteur tangent à une variété était représenté par une flèche 
comme en géométrie euclidienne) qui les rendaient plus concrètes, alors 
que les travaux écrits, rédigés de manière très condensée, paraissaient 
plus abstraits. Comme beaucoup de créateurs, C. Ehresmann était indif­
férent à la "mode du jour", si bien que ses travaux ne se sont pas démodés. 

En raison de "l'unité de la Géométrie sous sa grande diversité", il 
est difficile de diviser ce commentaire en rubriques séparées, c'est pour­
quoi nous avons utilisé un ordre voisin de l'ordre chronologique. D'ailleurs 
nous essayerons de situer les travaux de C Ehresmann de la période 
1947-1955 par rapport aux développements de la Géométrie Différen­
tielle contemporains ou postérieurs à cette époque. 

510 



COMMENTS 23 

I. Espaces fibres et fondements de la Géométrie Différentielle. G-struc-
tures. Cas particulier des structures presque complexes et presque 
symplectiques. 

Dans la Note /17/ publiée en 1943 (cf. le commentaire de Zisman) 
C. Ehresmann donne pour la première fois la définition d'une variété to­
pologique ou différentiable au moyen d'une famille de cartes locales 
constituant un atlas ; il donne également une définition précise du fibre 
vectoriel tangent à une variété ainsi que celle de fibre tensoriel associé. 
Dans cette Note est posé le problème de la réduction du groupe struc­
tural ; le fibre principal H(V) associé au fibre tangent à une variété V 
admet pour groupe structural le groupe linéaire = GL(n, R) (où n est 
la dimension de V) ; C. Ehresmann montre que l'existence d'un sous-fibré 
principal H'(.V) de H(V) dont le groupe structural est un sous-groupe G de 
LR est équivalente à celle d'une section d'un fibre différentiable de fibre 
type | G ; une G-réduction du groupe structural a été appelée en­
suite /36/ structure infinitésimale régulière du premier ordre. Le sujet 
de ma thèse a été l'étude du problème d'équivalence des structures infi­
nitésimales régulières. Ultérieurement 5. Chern, dans la version écrite 
de son exposé au Colloque International de Strasbourg (1953) a désigné 
ces structures infinitésimales sous le nom de G-structures (voir S. Chern 
[62]). L'exemple le plus "classique" de G-structure est celui de structure 
riemannienne, ou pseudo-riemannienne. 

Parmi les G-structures introduites par C. Ehresmann se trouvent 
notamment les structures presque complexes (G est le groupe linéaire 
complexe) et les structures presque symplectiques (G est le groupe sym­
plectique), toutes deux définies sur des variétés de dimension n = 2p, 
ainsi que des structures subordonnées (presque hermitiennes ou hermitien-
nes, presque kahlériennes, presque quaternioniennes). Lorsque la struc­
ture presque symplectique est définie par une forme fermée, la 
structure est dite symplectique. 

C'est le problème de la recherche des variétés différentiables ad­
mettant une structure analytique complexe subordonnée à la structure 
différentiable qui a conduit C. Ehresmann à introduire les structures 
presque complexes. Ces structures ont été étudiées dans /20/ (cf. le 
commentaire de M. Zisman) et /29/ (conférence au Congrès Internatio­
nal des Mathématiciens à Harvard en 1950). Dans ce deuxième article, 
C. Ehresmann complète les résultats obtenus dans /20/ concernant les 
obstacles à l'existence d'une structure presque complexe : le premier 
obstacle étant la classe W3 de Stiefel-Whitney de dimension 3 ; si W3 = 0 
il y a un deuxième obstacle de dimension 4 pour 2 n- 4, dimension 8 pour 
2n= 6 et de dimension 7 pour 2n>6. Ceci permet de démontrer que 5*+ 
n'admet pas de structure presque complexe contrairement à .Ss . 
Dans sa thèse, sous la direction de C. Ehresmann, W.T. Wu [55] a étudié 
les conditions d'existence de structures presque complexes ; il a 
montré notamment que les sphères Si* n'admettaient pas de structure 
presque complexe. En 1951, A. Borel et J. P. Serre [ 3 ] ont montré que 
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S2 et S6 étaient les seules sphères presque complexes (voir l'historique de 
cette question dans mon rapport sur les structures presques complexes 
et autres structures infinitésimales régulières, P. Libermann [23] ). 

Dans ce même article /29/, C. Ehresmann a étudié les sous-variétés 
réelles et complexes d'une variété presque complexe. 

Enfin C. Ehresmann aborde le problème de l'intégrabilité des struc­
tures presque complexes ; une structure presque complexe peut être dé­
finie par un champ / d'endomorphismes du fibre tangent tel que I2 - -1 
(opérateur appelé parfois presque complexe même dans le cas complexe!), 
ou bien par la donnée, dans le complexifié du fibre tangent, de deux 
champs d'éléments de contact (de dimension n ) Xn et X^tels que 

x , n x , = o 

en tout point de la variété ; en utilisant ce deuxième point de vue, on 
définit la structure presque complexe localement par n formes de Pfaff 
complexes C-linéairement indépendantes (a)1 , ... , bP) ; C. Ehresmann a 
introduit la torsion de la structure presque complexe qui est un 
champ de tenseurs, nul si la structure est complexe ; cette torsion s'ex­
prime par la suite 

(dœ1 mod /, duPmod I) 

où / est l'idéal engendré par U)1 , 0ôn. C. Ehresmann a montré qu'in­
versement si les données sont analytiques, la nullité de la torsion en-
trame que la structure est complexe (en raison du Théorème de 
Frobenius). Si l'on se limite à une variété différentiable, le théorème a 
été démontré seulement en 1957 par Newlander et Nirenberg [34] en 
utilisant des méthodes fines d'analyse (cf. le commentaire de R. Her-
mann) ; ensuite d'autres démonstrations ont été données en améliorant 
les hypothèses de différentiabilité (Nijenhuis et Woolf, Koszul et Mal-
grange) ; Nijenhuis a défini une torsion à partir de l'opérateur / opérant 
sur les champs de vecteurs. 

En utilisant comme ci-dessus la bigraduation des formes différen­
tielles (au moyen des u>J et (x)J) j'ai traité dans ma thèse le problème 
d'équivalence des structures presque complexes et obtenu une classifi­
cation complète pour les variétés de dimension 4 (P. Libermann [21]). 

C. Ehresmann a introduit les strutures presque quaternioniennes 
/20/ et étudié leurs conditions d'existence ; il a montré (démonstration 
non publiée) qu'une structure presque quaternionienne integrable est lo­
calement affine ; on peut trouver une démonstration, valable pour tou­
tes les G-structures telles que le choix de la torsion détermine la con­
nexion dans ma thèse (P. Libermann [21]). 
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Les structures presque symplectiques se sont introduites naturelle­
ment puisque l'existence d'une structure presque complexe est équiva­
lente à celle d'une structure presque symplectique /20/. La construc­
tion d'une structure presque hermitienne subordonnée à une structure 
presque complexe (et par suite aussi à une structure presque symplec­
tique) peut se faire en utilisant la décomposition polaire d'une applica­
tion linéaire ; une première construction a été donnée dans le livre de 
A. Lichnérowicz [28] ; ces résultats ont été étendus ces dernières années 
aux fibres vectoriels complexes. 

L'étude du problème d'équivalence des structures presque symplec­
tiques a été le sujet initial qui m'a été proposé par C. Ehresmann. 
Dans deux Notes /24, 26/ écrites en collaboration nous avons d'abord 
étudié les 2-formes de rang maximum 2n qui sont complètement integra­
bles (c'est-à-dire telles que pour tout n-élément integrable il existe une 
sous-variété intégrale qui lui est tangente) ; ce sont les formes fermées 
(en vertu du Théorème de Darboux) et les formes admettant un 
facteur intégrant ; dans la deuxième Note ces résultats sont repris en 
utilisant la dualité par rapport à la 2-forme iï (cette technique d'un 
usage courant actuellement était nouvelle en 1948-49 sous forme globa­
le) ; on définit par analogie avec la géométrie Riemannienne, l'adjointe 
*cp d'une p-forme cp puis la codifférentielle 

en particulier la forme CJQ , de degré 1 (introduite par Lee au moyen de 
coordonnées locales) joue un rôle important en Géométrie conforme : la 
forme Q admet un facteur intégrant si, et pour n > 2 seulement si, 

Ces résultats ont été inspirés par les travaux de Lepage [20] 
datant de la même époque. Les méthodes utilisées dans la deuxième 
Note ont été développées dans ma thèse (P. Libermann [21]) et ont no­
tamment permis de démontrer les théorèmes de divisibilité de Lepage. 

Une autre Note /31/ écrite en collaboration traite des structures 
presque hermitiennes isotropes ; on associe de manière canonique une 
connexion à une structure presque hermitienne en imposant à la 
torsion de se décomposer en la somme d'une forme de type (2, 0) (pre­
mière torsion) et d'une forme de type (0, 2) (deuxième torsion ou tor­
sion de la structure presque complexe), relativement à la bigraduation 
définie par les b)J et Uû ; cette connexion généralise les connexions défi­
nies par Chern [6i] pour les structures hermitiennes ; elle permet égale­
ment de définir, au moyen de sa courbure, des classes caractéristiques 
généralisant celles de Chern ; dans /31/ on détermine les structures 
presque hermitiennes isotropes et localement homogènes relativement 
au groupe U^ : elles sont localement équivalentes à une structure d'espa­
ce hermitien elliptique, hyperbolique ou linéaire ; si l'on se restreint au 
groupe unitaire unimodulaire on trouve en outre des structures locale-
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ment équivalentes à la structure presque hermitienne sur S6 .définie au 
moyen des octaves de Cayley (cf. le commentaire de Zisman) ; cette 
structure sur S6, qui ne dérive pas d'une structure complexe, admet le 
groupe exceptionnel G2 , à 14 paramètres, comme groupe d'automor-
phismes ; des résultats voisins, par d'autres méthodes, ont été obtenus à 
la même époque par Eckmann-Frblicher [ 7 ] . On ignore toujours s'il 
existe sur 56 des structures complexes. 

Remarquons que l'on peut associer d'autres connexions à des struc­
tures presque hermitiennes, par un choix différent de la torsion (A. !_i-
chnerowicz [28] , P. Libermann [23]). 

La Géométrie Symplectique en liaison avec la Mécanique Analyti­
que, a pris un extension considérable ces trente dernières années ; ins­
pirés par les travaux de S. Lie et E. Cartan, A. Lichnerowicz [27] , 
G. Reeb [44, 45], J.M. Souriau [48], ainsi que F. Gallissot [8], ont été 
les initiateurs de ce renouveau de la Mécanique Analytique. 

IL Connexions infinitésimales /7, 10, 22, 27, 28, 42/. 

Intéressé par les "espaces généralisés" de E. Cartan (espaces à 
connexion euclidienne, affine projective ou conforme), C. Ehresmann a 
publié des Notes /7, 10/ sur ce sujet en 1936 et 1938. 

Une des motivations principales pour introduire les espaces fibres a 
été justement de donner une formulation globale des connexions et du 
transport par parallélisme ; ainsi en 1947, après avoir publié ses Notes 
fondamentales sur les espaces fibres (cf. le commentaire de Zisman), 
C. Ehresmann aborde dans /22/ les espaces fibres à connexion infini­
tésimale. 

Ces notions sont précisées dans /27/ et surtout dans /28/. Ce der­
nier article, publié dans les Actes du Colloque de Bruxelles de 1950, 
est fondamental dans l'évolution ultérieure de la théorie moderne des 
connexions infinitésimales. Il est à noter que le même volume contient 
un article de H. Cartan [4] où les connexions sont abordées d'un point 
de vue plus algébrique et dans lequel est démontré un théorème de A. 
Weil, base de la théorie des classes caractéristiques de S. Chern [6i]« 

Dans un style clair et précis, C. Ehresmann fonde les bases de la 
théorie des connexions dans les espaces fibres ; il en donne plusieurs 
définitions équivalentes ; notamment une connexion infinitésimale dans 
un espace fibre différentiable E, à groupe structural de Lie G peut être 
définie par un champ d'éléments de contact supplémentaires des 
éléments de contact verticaux ou, dans le cas d'un fibre principal, par 
une forme sur E à valeurs dans l'algèbre de Lie de G. L'auteur définit 
la courbure, la différentiation covariante ainsi que le groupe d'holonomie 
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(obtenu en considérant le groupoide des chemins fermés de la base) ; 
c'est ainsi qu'apparaft l'utilisation des groupoi'des en Géométrie Diffé­
rentielle (cf. le commentaire de Pradines). Dans le cas des connexions 
integrables (c'est-à-dire dont le champ horizontal est complètement in­
tegrable), C. Ehresmann montre que cette connexion détermine un homo-
morphisme du groupe de Poincaré de la base B sur le groupe d'holonomie 
définissant chaque variété intégrale du champ horizontal comme un re­
vêtement de B ; il utilise cette propriété pour construire des feuilletages 
transverses à une fibration et étudier sur une variété feuilletée le voi­
sinage d'une feuille (cf. le commentaire de Reeb). 

Les groupoides différentiables apparaissent encore de la manière 
suivante ; à tout fibre principal H, C. Ehresmann associe le groupoide 
$ = H H'-1 formé des isomorphismes de fibre sur fibre, ce qui permet de 
définir la notion de déplacement infinitésimal (généralisant les notions 
introduites par E. Cartan dans la théorie du repère mobile), d'où l'in­
troduction des éléments de connexion ; une connexion est alors 
une section dans l'espace fibre des éléments de connexion et l'on montre 
l'existence de connexions principales si la base est paracompacte ; cette 
théorie a été étendue aux connexions d'ordre supérieur (voir § III). 

Enfin l'auteur définit la notion de connexion de Cartan sur un 
espace fibre soudé à sa base (correspondant à un parallélisme sur le 
fibre principal) ; au moyen d'une connexion de Cartan on développe une 
courbe de la base dans la fibre, ce qui permet à C. Ehresmann de dé­
montrer que pour les espaces de Cartan analytiques simplement connexes 
complets tout isomorphisme local se prolonge en un isomorphisme global. 

Ultérieurement (conférence non publiée au Congrès International 
de Géométrie Différentielle de Venise, Bologne, Pise en 1953 et /42/), 
C. Ehresmann a caractérisé les G-structures pour lesquelles le choix de 
la torsion détermine une connexion affine ; il a introduit dans /42/ le 
tenseur de structure d'une G-structure dont la nullité est la condition 
d'existence d'une G-connexion sans torsion ; cette question du tenseur 
de structure a été traitée autrement par D. Bernard [2]. On trouve une 
bibliographie détaillée sur les connexions associées aux G-structures 
dans le rapport que j'ai rédigé à la demande de la S.M.F. (P. Libermann 
[23]) ; voir aussi ma thèse (P. Libermann [21] ). 

La théorie moderne des connexions s'est beaucoup développée de­
puis 1950 (voir par exemple le livre de A. Lichnerowicz [28]). Un autre 
point de vue, introduit par Koszul, apparaft pour la première fois dans 
la littérature en 1954 dans la thèse de Nomizu [36] ; il consiste à 
définir une connexion linéaire sur une variété comme une dérivation 
(c'est la dérivation covariante V) dans l'algèbre tensorielle de la varié­
té ; ce point de vue, qui n'utilise pas les espaces fibres, est particulière­
ment efficace en Géométrie Riemannienne, où l'on retrouve rapidement 
la connexion de Levi-Civita ; mais certains auteurs, dans le traitement 
des Û -structures n'utilisent que cette connexion de Levi-Civita alors 
que les connexions associées aux Un-structures sont d'un maniement plus 
facile (surtout pour les problèmes conformes). 
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Les symboles de Christoffel d'une connexion se retrouvent dans le 
point de vue de C. Ehresmann en utilisant les jets (voir § III). La com­
paraison entre les deux points de vue est expliquée notamment dans le 
premier volume de l'ouvrage de Kobayashi et Nomizu [13], anciens 
élèves d'Ehresmann, ainsi que dans le deuxième volume de l'ouvrage 
de Spivak [50]. 

Enfin depuis une quinzaine d'années le traitement des équations de 
Yang-Mills et la théorie de jauge (qui font intervenir des connexions 
dans les fibres principaux) ont pris une grande extension en Physique 
Mathématique (voir le commentaire de R. Hermann). 

III. Jets infinitésimaux. 
Le souci d'établir un calcul différentiel intrinsèque sur les variétés, 

déjà apparent dans son article sur les connexions /28/, a conduit C. 
Ehresmann à introduire la notion de jet comme base de la Géométrie 
Différentielle. Alors que vers 1950, sous l'influence notamment du livre 
de Chevalley sur "les Groupes de Lie" (paru en 1946), on définissait 
les vecteurs tangents comme des dérivations, C. Ehresmann cherchait 
une théorie qui corresponde à l'intuition de la Géométrie Différentielle 
et de la Mécanique dans un espace numérique (un vecteur tangent est 
défini comme la vitesse d'un point décrivant une courbe). Il s'est avéré 
que cette théorie s'étend naturellement aux variétés banachiques dont 
l'étude s'est développée à partir de 1960. 

La théorie des jets a été exposée dans une série de Notes parues en 
1951 et 1952 /35-38/, reprise en détails dans /32/ et surtout dans /40/ 
(contribution au Colloque International du C.N.R.S. de Strasbourg en 
1953). Il est à noter que dans le même volume du Colloque de Strasbourg 
est exposée la théorie des "points proches" de A. Weil [54], autre appro­
che du calcul différentiel sur les variétés. 

Ainsi que l'a fait remarquer A. Haefliger dans l'Analyse de l'oeuvre 
de C. Ehresmann (Gazette des Mathématiciens 13, 1980 ; cf. ici p. 555) 
"la notion de jet, adoptée maintenant universellement, nous est devenue 
si familière que l'on oublie combien son introduction a permis de 
mieux poser les problèmes fondamentaux de la Géométrie différentielle 
locale et globale". La théorie des singularités des applications différen-
tiables a pris son essor avec les travaux de R. Thom (voir le commentai­
re de celui-ci) : il a trouvé dans les jets l'outil essentiel pour étudier 
ces singularités. 

Au moyen des jets, C. Ehresmann a défini les prolongements des 
variétés : ce sont les fibres principaux des repères ou corepères d'ordre 
supérieur ou égal à 1 ou tout espace fibre associé ; une structure de 
prolongement possède une structure plus précise qu'une structure 
fibrée. 
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La notion de système différentiel (ou système d'équations aux déri­
vées partielles global) se dégage naturellement : étant donné deux va­
riétés M et N, un système différentiel d'ordre k est une sous-variété 
de la variété des jets J&(M, N) ; beaucoup d'objets en Géométrie Dif­
férentielle peuvent être considérés comme des systèmes différentiels 
(G-structures, connexions, etc.)? ce qui montre l'intérêt des systèmes 
différentiels même quand ils ne sont pas complètement integrables ou 
formellement integrables (voir P. Libermann [26]) . 

C'est l'étude des systèmes différentiels qui a conduit C. Ehresmann 
à introduire, en plus des jets usuels (appelés holonomes), les jets non-ho-
lonomes (obtenus par itération des jets d'ordre 1) et parmi ceux-ci les 
jets semi-holonomes ; ces derniers s'obtiennent à partir des jets 
holonomes en "oubliant" la condition de symétrie de Schwarz pour les 
dérivées partielles d'ordre supérieur ; J. Pradines a montré que les jets 
semi-holonomes peuvent se définir comme noyaux de doubles flèches 
(cf. le commentaire de celui-ci). Les jets non holonomes et semi-holo­
nomes ont été introduits dans / 4 1 , 4 3 , 4 4 / ; la terminologie a été 
empruntée à la Mécanique. On peut, pour un système différentiel régu­
lier, se ramener au cas où le système est une sous-variété de l'espace 

E des /c-jets de sections d'une submersion ïï: E-* M, ce qui permet 
de définir le prolongement holonome R^+g d'ordre ŝ ainsi que le prolon­
gement semi-holonome Rk+S de Rk (on a : R^+s C ' R^+s) ; les prolonge­
ments semi-holonomes sont des variétés ; un système R̂ . est de type 
fini s'il existe r tel que Rk+r soit une variété difféomorphe à F̂ c+r-l ? 
un système de type fini (défini par un système dit de Mayer-Lie) s'iden­
tifie à un champ d'éléments de contact ; le système différentiel de 
type fini est complètement integrable ssi le champ d'éléments de 
contact est complètement integrable, condition équivalente à 

(cf. / 4 8 / ) . L'obstacle à l'intégrabilité est la courbure, obtenue en anti-
symétrisant la "différence" entre le prolongement holonome et le pro­
longement semi-holonome. 

Ceci s'applique notamment aux connexions dans un espace fibre E, 
de base M ; une connexion du premier ordre est un relèvement de E 
dans J^.E (dont un système différentiel de type fini) ; dans le cas où E 
est un fibre vectoriel et la connexion linéaire, on retrouve les symboles 
de Christoffel, ainsi que la courbure au sens usuel ; ces résultats s'éten­
dent aux connexions holonomes et semi-holonomes d'ordre supérieur 
/46/. 

Le tenseur de structure d'une G-structure / 4 2 / (cf. § I) s'obtient en 
considérant les fibres J jH et JiHG (où H est l'espace des repères et HG 
le socis-fibré principal de H définissant la G-structure) ; ces fibres J-̂H 
et J^HQ sont difféomorphes à des fibres principaux H2 et H2G , définis 
au moyen des jets semi-holonomes ; le tenseur de structure est "nul" si 
ÛJHQ est difféomorphe à un sous-fibré de l'espace H2 des repères holo­
nomes ; ceci s'étend à l'ordre supérieur. 
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Alors que la théorie des jets holonomes fait partie du "domaine pu­
blic", il semble que la compréhension des jets semi-holonomes présente 
un obstacle psychologique pour de nombreux Géomètres. Ces jets semi-
holonomes ont été utilisés notamment par les élèves de C. Ehresmann 
(Kumpera, Libermann, Pradines, Ver Eecke, Yuen) ainsi que par des 
géomètres tchèques (Kólar, Virsik). Récemment T. Morimoto a utilisé 
les prolongements semi-holonomes pour étudier le problème d'équiva­
lence des structures géométriques. 

Les jets qui permettent de globaliser les systèmes d'équations aux 
dérivées partielles ont leurs applications en Analyse et en Mécanique 
Analytique (ils jouent un grand rôle en géométrie de contact) ; ces 
questions connaissent actuellement un grand développement. Bien 
que C. Ehresmann se soit plus intéressé au qualitatif qu'au quantitatif, 
ses idées ont permis de traiter des problèmes quantitatifs (cf. le com­
mentaire de R8 Hermann). 

IV. Pseudogroupes et pseudogroupes infinitésimaux de Lie /36, 40, 42, 48/ 
(voir le commentaire de J. Pradines). 
Une des motivations qui ont conduit C. Ehresmann à introduire les 

jets a été de donner une définition globale des "groupes infinis" de Lie 
et E. Cartan. Ces "groupes" sont en réalité des pseudogroupes dont ces 
auteurs ne considèrent qu'un noyau. 

Un pseudogroupe de Lie F, d'ordre k, sur une variété M peut être 
défini comme l'ensemble des solutions d'un système différentiel 
complètement integrable 0̂ , où §k est un sous-groupoide différentiable 
du groupoide TÎ (M) de tous les k-jets inversibles de M, 

Dans ma thèse (Libermann [21]) j'ai développé les idées de C 
Ehresmann sur les pseudogroupes de Lie, ce qui m'a permis de démontrer 
des théorèmes de E. Cartan (prolongement en un pseudogroupe du pre­
mier ordre, définition au moyen d'une forme de relèvement, "équations 
de structure" d'un pseudogroupe, etc.). Un article faisant suite à celui-
ci (P. Libermann [22]) contient de nombreuses suggestions de C. Ehres­
mann ; il est consacré à l'étude des sous-pseudogroupes d'un pseudo-
groupe de Lie ainsi que de leurs prolongements ; les feuilletages asso­
ciés à un pseudogroupe (définis par des intégrales premières invariantes 
sous l'action du pseudogroupe) forment l'outil essentiel utilisé. Il serait 
intéressant de reprendre l'étude des pseudogroupes de Lie du point de 
vue des feuilletages en admettant des singularités. 

C. Ehresmann a démontré /48/ deux théorèmes importants relatifs 
aux pseudogroupes de Lie de type fini (énoncés sans démonstration en 
1953 et en 1955 dans la Notice sur ses travaux /136/) (cf. le commen­
taire de J. Pradines). 

Io Un pseudogroupe de Lie f~, de type fini, sur une variété simplement 
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connexe compacte (ou complète relativement à T) se déduit par lo­
calisation d'un groupe de Lie. 
2° Le plus grand groupe de transformations contenu dans un pseudo­
groupe de Lie de type fini est un groupe de transformations de Lie ; 
en particulier le groupe des automorphismes d'une G-structure de 
type fini est un groupe de Lie (ce qui généralise un résultat de Ko-
bayashi [12] concernant le parallélisme ). 
J'ai redémontré ces mêmes théorèmes (P. Libermann [24]) en 

m'appuyant sur la théorie des faisceaux et sur la théorie de Palais [37]. 
Les démonstrations nécessitent l'utilisation de la notion de pseudo­

groupe infinitésimal (cette notion introduite indépendamment par C. 
Ehresmann /48/ et par moi-même (Libermann [24]) en 1958 a été re­
trouvée sous le nom de L.A.5. par Singer et Sternberg [47]). Un pseudo-
groupe infinitésimal est une famille de champs de vecteurs locaux dont 
les germes constituent un faisceau d'algèbres de Lie (voir les algébroides 
de Lie dans le commentaire de J. Pradines) ; à tout pseudogroupe de 
Lie T on associe le pseudogroupe infinitésimal engendré par les T-champs 
de vecteurs. Un sous-groupoide différentiable d'un groupoide différen-
tiable est une équation de Lie non linéaire ; on lui associe (en considérant 
les déplacements infinitésimaux) une équation de Lie linéaire dont 
les solutions forment un pseudogroupe infinitésimal ; moyennant des hypo­
thèses de complétude (voir ci-dessus), le pseudogroupe de Lie L est en­
gendré par son pseudogroupe infinitésimal. 

Depuis les années 1960, l'étude des pseudogroupes de Lie a pris un 
essor considérable. Citons d'abord les travaux de Matsushima et de Ku-
ranishi. Ensuite, Spencer, par l'introduction de méthodes cohomologiques 
liées à la théorie des faisceaux a été l'initiateur d'un grand développe­
ment de ce sujet ("suites de Spencer", systèmes formellement integrables, 
algebres de Lie formelles, déformations des pseudogroupes, etc.). Parmi 
les travaux consacrés aux pseudogroupes de Lie, citons les articles de 
Goldschmidt, Guillemin, Guiliemin-Sternberg, Kumpera, Qué ; les 
équations de Lie ont été étudiées par Malgranqe et par Kumpera-Spencer 
dans un livre. Enfin Molino a fourni une importante contribution. On 
trouvera dans le commentaire de Kock une évocation rapide du point 
de vue développé par Malgrange et Kumper-Spencer concernant les jets. 

Ces travaux ont permis d'avancer l'étude des "groupes infinis" ; ils 
ont permis notamment de clarifier la notion d'involution pour les sys­
tèmes différentiels. Mais certains auteurs ont développé un trop grand 
formalisme qui, de même que l'abus des indices au début du siècle, 
"cache une réalité géométrique fort simple". 
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CHARLES EHRESMANN : ŒUVRES COMPLÈTES ET COMMENTÉES, I 
V 

LA THÉORIE DES JETS ET SES DÉVELOPPEMENTS ULTERIEURS 
par René THOM 

Je voudrais consacrer ici à la mémoire de Charles Ehresmann ces 
quelques pages en témoignage de ma profonde gratitude. J'ai eu le très 
grand privilège d'avoir été un auditeur du séminaire Ehresmann à Stras­
bourg durant les années 1947-51. A cette époque, on pouvait observer 
réellement la Topologie Algébrique "in statu nascendi". Je me souviens 
d'avoir appris de la bouche de C. Ehresmann ces notions de base de la 
topologie alors toutes nouvelles : complexes simpliciaux, homologie sin­
gulière, cohomologie, groupes d'homotopie, fibres vectoriels, espaces 
fibres généraux, groupe structural d'un fibre, fibre principal, espace clas-
sifiant, classes caractéristiques, variétés différentiables, pseudogroupes... 
Pour moi, la théorie des jets telle qu'elle devait apparaftre vers 
1950 constitue très certainement l'une des plus belles synthèses de 
Géométrie Différentielle qui aient jamais été conçues. 

Cependant, la théorie des jets n'a pas encore conquis dans l'enseigne­
ment toute la place qui lui est due. Connue et pratiquée chez les 
spécialistes en Topologie et Géométrie Différentielles, elle ne s'est 
encore que peu répandue dans les exposés classiques de calcul différen­
tiel. Et cependant, quel merveilleux instrument elle constitue pour tou­
tes les situations où l'on a à traiter des objets définis par dérivation 
et différentiation dans des situations "non linéaires", A cet égard, je 
me rappellerai toujours l'impression éblouie que m'a laissée la définition 
par Ehresmann de la différentielle df d'une fonction scalaire 

Si on désigne par iy la forme différentielle fondamentale sur l'axe Oy, 
qui attribue à tout vecteur tangent sa mesure algébrique, alors df = f*(!y). 
"L'invariance par application" de la différentielle devient alors triviale, 
alors que dans les manuels classiques elle apparaît comme une sorte de 
miracle inexpliqué : si g : z +x est une application R£ Rn, alors 

où f* désigne (jlf) contraposé. 
L'énorme avantage de la théorie des jets est de pouvoir donner la 

notion intrinsèque de "dérivée d'ordre k " d'une application f : X Y 
entre deux variétés différentiables X, Y. Rappelons ici cette définition : 
On constitue le fibre des jets Ĵ  (X, Y) fibre sur le produit Xn x Y^ 
par les applications (a, co), a : point source, a> : point but. La fibre est 
l'espace Jk(n, p) des jets locaux de (Rn, 0) dans (RP, 0') d'ordre k. Le 
groupe structural du fibre Ĵ (X, Y) est le groupe L^ (n) x Lk(p) des jets 
de difféomorphismes locaux de R-N, resp. RP. Alors la dérivée k-ème 
d'une application f : X —• Y de classe et la section continue du fibre 
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Jk(X9 Y) — • (X, Y) déf inie au-dessus du graphe de f dans X, Y en 
attachant à chaque couple de points (x, y), y = f(x) le jet local jHf) en 
ce point - défini par exemple dans un système de cartes locales de 
X et Y. 

C'est à partir de cette définition qu'est sortie toute la théorie des 
singularités d'applications différentiables telle qu'elle s'est constituée 
vers les années 1954-5 à partir des travaux d'Hassler Whitney. A cet 
égard, je suis certain qu'Ehresmann s'est penché très précocement sur 
la notion de singularité. J'ai souvenir d'une conférence faite par 
H. Whitney à Strasbourg en 1949 ou 50 sur l'invitation de C Ehresmann, 
où Whitney a exposé son grand théorème - alors non publié - de classi­
fication des singularités des applications lisses de R2 dans R2 . Il y a eu 
également vers cette époque le mémoire de R. Iss, un élève du séminai­
re, consacré aux singularités des courbes, où Iss établissait l'existence 
de "modules" pour des singularités des courbes gauches assez dégéné­
rées. Mais la théorie ne pouvait se développer qu'après l'introduction des 
méthodes de transversalité, en particulier le lemme de transversalité 
par les sous-variétés de l'espace des jets. II apparaissait dès lors qu'un 
type de singularités de germes f: (R21, 0) (Rn, 0') pouvait être défini 
par une sous-variété invariante de Jk(n, p) sous l'action (algébrique) du 
groupe Lk (n) x L k(p). L'action algébrique du groupe Lk(n) x Lk(p ) 
définit canoniquement des sous-variétés invariantes constituées de blocs 
d'orbites, les "strates". Ainsi apparaissait la notion d'espace stratifié, 
qui devait se constituer vers 1960. Là aussi les travaux de Whitney sur 
la décomposition (stratification) des ensembles analytiques ont joué un 
rôle essentiel ; les propriétés (a), (b) qui imposent des contraintes de 
continuité entre les plans tangents aux strates (pour l'incidence d'une 
strate sur une autre) permettent l'extension des théorèmes de transver­
salité sur des objets stratifiés. De là sont résultés tous les grands thé­
orèmes de la théorie des applications différentiables : théorème de sta­
bilisation des jets (presque toute extension d'un jet z e Ĵ  (n, p) dans 
J k+s (n, p) est un jet "suffisant" pour s assez grand : deux représentants 
quelconques de ce jet ont des germes qui sont topologiquement équiva­
lents), théorème de densité des applications différentiables d'une varié­
té dans une autre (J. Mather). Peut-être s'écarte-t-on quelque peu, ici, 
de l'oeuvre d'Ehresmann. Mais je ne suis pas éloigné de penser que l'on 
peut trouver dans la structure en cellules des variétés grassmanniennes 
qu'il a élucidée dans sa thèse l'origine de la notion d'espace stratifié. 
Et l'usage des symboles de Schubert pour engendrer cette stratification 
n'est pas sans rappeler la stratification canonique des jets d'ordre un 
(rappelons que cette notion a trouvé dans la théorie des "groupes de 
perversité" de Goretzky-Mae Pherson un prolongement inattendu). Je 
n'insisterai pas davantage sur les extensions qu'a connues la théorie des 
singularités des applications différentiables, notamment en direction 
de la théorie de la bifurcation et de la Dynamique Qualitative. Qu'il 
suffise de dire qu'ici également, le séminaire Ehresmann a préparé la 
voie ; il n'était pas fermé aux interprétations mécaniques, et c'est là 
que j'ai entendu pour la première fois évoquer la fibration de Hopf 
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comme l'ensemble des trajectoires d'un oscillateur linéaire à n variables 
d'énergie fixée. D'ailleurs les travaux de Reeb sur les feuilletages 
maintenaient un contact constant avec la Dynamique ainsi que les rap­
pels sur les invariants intégraux de Cartan et les structures symplec-
tiques. 

Devant cette variété des directions possibles qu'offrait à son début 
le séminaire d'Ehresmann, certains ont pu s'étonner du caractère rela­
tivement spécialisé (en théorie des catégories) qu'il a pris par la 
suite. Il faut ici le constater : Chaque mathématicien a sa forme d'es­
prit propre, qui l'entrafne vers un destin auquel il pourrait difficilement 
échapper. Je crois que Charles Ehresmann était avant tout profondé­
ment sensible à l'aspect conceptuel des constructions qu'il avait à ma­
nipuler, des objets qu'il avait à concevoir, mais qu'il répugnait profon­
dément à se laisser guider par un formalisme calculatoire qu'il Saurait 
pu à chaque instant dominer par la pensée. De là, je crois chez lui, une 
certaine aversion pour l'algèbre pure, et les calculs aveugles, qui l'ont 
écarté à la fois de la topologie algébrique dans ses développements ul­
térieurs (calculs de groupes d'homotopie, K-théorie, etc.) et des Géo-
métries Algébrique ou Analytique, dont une certaine connaissance lui 
aurait été nécessaire pour aborder efficacement la théorie des singula­
rités. Il reste de son oeuvre tant de grandes intuitions qu'on ne saurait, 
sans une certaine indécence, regretter tout ce vers quoi elle aurait pu, 
en d'autres circonstances, déboucher. 

Institut des Hautes Études Scientifiques 
35 Route de Chartres 
91440 BURES-SUR-YVETTE. FRANCE 
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VI 

AU COEUR DE L'OEUVRE DE CHARLES EHRESMANN ET DE LA 
GÉOMÉTRIE DIFFÉRENTIELLE : LES GROUPOIDES DIFFÉRENTIABLES 

par Jean PRADINES 

Les remarques qui suivent complètent et parfois précisent les très 
précieux "Comments" figurant notamment en 11,2, pp. 734 et 737-745, et 
en IV-1, pp. 341-342. Elles sont centrées sur la notion de groupoide dif-
férentiable. 

1. Un concept charnière dans l'oeuvre d'Ehresmann. 

a) Un aboutissement. Dès les premiers travaux de Charles Ehres­
mann sur les espaces fibres en 1941 /14/, l'accent est mis sur l'espace 
fibre principal associé H, défini d'abord comme espace de corepères, puis 
bientôt de repères, c'est-à-dire d'isomorphismes de la fibre type sur les 
fibres, espace dans lequel le groupe structural G opère à la source. 

En 1950 /28/ (Colloque de Bruxelles) apparaft le groupoide G' = 
HH"1, muni de l'application canonique 

qui permet de le décrire aussi comme quotient de H x H par l'action de 
G ; G' opère sur H au but. 

Ce groupoide est le cadre naturel pour formaliser la vision la plus 
géométriquement intuitive d'un élément de connexion comme jet infini­
tésimal d'une famille d'isomorphismes d'une fibre sur les fibres d'un voi­
sinage, point de vue qui conduira plus tard aux connexions d'ordre supé­
rieur en 1956 /46/, et sera développé notamment par P. ver Eecke [23], 
P. Libermann [11], I, Kolar [9]. 

Cette notion fondamentale de jet apparaft à la même époque dans 
une série de Notes inaugurée en 1951 /33/. L'espace des jets devient aus­
sitôt le domaine naturel de la Géométrie Différentielle : Colloque de 
Strasbourg, 1953 /40/. 

Cet espace est muni naturellement d'une double structure : 
- une structure de variété (munie de fibrations naturelles sur les espa­

ces de jets d'ordre inférieur, en particulier d'ordre 0) ; 
- une loi de composition partielle, qui en fait une catégorie (dont 

les flèches sont les jets eux-mêmes). 
La double action, à la source et au but, du groupoide des jets 

inversibles, joue un rôle fondamental ; ses orbites sont les singularités 
des jets /40/ (voir les commentaires de R. Thom). 

Ainsi se présente naturellement un deuxième exemple fondamental 
de "catégorie différentiable", et de lois d'action (partielles) différen­
tiables. 
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Notons d'ailleurs que, dans les travaux de cette période, la struc­
ture différentiable de HhT1, bien qu'utilisée systématiquement, n'est en 
fait explicitée que pour les groupoides de jets. 

La puissance remarquable de cette technique de groupoides de jets 
est illustrée par la démonstration en 1955 (publiée en 1958 /41/) d'un 
théorème sur les automorphismes des G-structures de type fini, 
englobant les résultats de Palais-Kobayashi. Malheureusement la démons­
tration n'est qu'esquissée. 

Il devenait donc indispensable, pour comprendre aussi bien la struc­
ture des espaces fibres que celle des espaces de jets, d'avoir une défini­
tion axiomatique précise des concepts de groupoides (et plus générale­
ment de catégories) différentiables, et de lois d'action de ceux-ci sur une 
variété, reconnus comme concepts de base de la Géométrie Différen­
tielle. 

Cette définition apparaît au Colloque de Bruxelles en 1959 /50/. 
Elle généralise de façon naturelle et inévitable celle des groupes de Lie 
et de leurs actions. 

h) Un point de départ. Une lecture rétrospective et attentive de 
l'exposé de synthèse de ces notions et de leurs développements donné au 
Congrès de Bologne en 1967 /103/ (qui résume /78/ et /101/) fera com­
prendre à l'évidence (ou peut-être seulement soupçonner) que l'étude des 
catégories diff érentiables et de leurs actions, et, pour commencer, des 
catégories topologiques sous-jacentes, constitue sans doute l'un des mo­
teurs principaux de la quasi-totalité de l'oeuvre postérieure considérable 
de cet auteur, même si les mentions explicites de cette motivation se 
font progressivement de plus en plus rares, et ce d'une façon parfois sys­
tématique (voir à ce sujet l'Introduction du livre /122/ en 1965). 

Rappelons /103/ que l'idée directrice est de traiter les catégories 
différentiables dans le cadre général des "catégories structurées", intro­
duites en 1963 /63/. Mais les théorèmes généraux obtenus dans ce cadre 
supposent en général de bonnes propriétés de complétude pour la catégo­
rie "structurante" et son foncteur d'oubli vers Ens. Or ces propriétés, 
qui sont vérifiées dans la catégorie Top, ne le sont plus dans Dif. 
Ces théorèmes ne s'appliquent donc directement qu'aux catégories topo­
logiques. D'où les efforts parallèles pour obtenir des théorèmes de "com-
plétion" de catégories (ou plus précisément de foncteurs), grâce auxquels 
les théorèmes s'appliquent, en remplaçant Dif par une "complétion" con­
venable. 

Notre propos n'est pas ici de commenter cette oeuvre gigantesque, 
où abondent les théorèmes fins, mais dont l'accès est rendu difficile, non 
seulement par l'omission volontaire des exemples et des motivations (que 
le lecteur est appelé à deviner), mais aussi par l'emploi d'une terminolo­
gie lourde et fluctuante, et de notations que leur "rigueur" supposée 
rend peu maniables. Nous renvoyons pour cette partie de l'oeuvre aux 
remarquables "Comments" qui, rétablissant les fils conducteurs et four-
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nissant les indispensables dictionnaires, pallient partiellement ces défauts 
de forme, et permettront sans doute à de nouveaux lecteurs de décou­
vrir des mines insoupçonnées. 

Soulignons que ce culte d'un certain ésotérisme, que l'on pourrait 
retrouver chez d'autres, n'explique pas à lui seul l'écho relativement 
limité rencontré sur le moment par les notions nouvelles introduites dans 
/50/. Car il faut songer qu'à l'époque le concept d'une catégorie diffé-
rentiable avait de guoi dérouter tant les géomètres différentiels que les 
"catégoriciens". 

Les premiers pensaient que les concepts catégoriques n'étaient qu'un 
langage destiné seulement à axiomatiser la notion de structure mathéma­
tique, et malheureusement la terminologie de "fondeurs d'hypermor-
phismes" et d"'espèces" ou "systèmes de structures" adoptée pour décrire 
les lois d'action semblait faite pour les conforter dans cette opinion (no­
tons d'ailleurs que la terminologie concurrente d'opfibration discrète ne 
peut guère leur paraître plus séduisante!). 

Les seconds de leur côté, issus le plus souvent de la Topologie Al­
gébrique ou de la Géométrie Algébrique, avaient principalement en tête 
les catégories préadditives (Grothendieck [7], 1957), dans lesquelles on 
structure seulement les ensembles Hom (catégories "dominées"), et mani­
festaient une tendance à ériger en tabou la considération simultanée de 
toutes les flèches. 

Ici au contraire on a affaire à un exemple de ce que l'on appelle­
rait aujourd'hui une structuration "interne", ou encore une catégorie dans 
la catégorie Dif des morphismes de variétés. Ce point de vue "interne" 
ne s'est vraiment, imposé que beaucoup plus tard, notamment en liaison 
avec la théorie des topos. 

Pourtant, ici, le concept de ("petit") groupoide différentiable (au­
quel nous nous limitons par la suite) est à peine plus élaboré que celui 
de groupe de Lie, et son champ d'application paraît largement dépasser, 
nous le verrons, les motivations initiales, pourtant déjà considérables, 
de C. Ehresmann. 

Notons que la démarche de cet auteur n'épuise pas les problèmes 
soulevés par l'étude des catégories différentiables, car elle ne répond pas 
à la question fondamentale de savoir quels résultats restent valables sans 
sortir de Dif. Nous nous proposons dans ce qui suit de mettre l'accent 
sur cet aspect complémentaire des problèmes, et sur la spécificité du 
cas différentiable, en nous limitant au cas des groupoides. Les indica­
tions que nous donnons ont été développées dans des cours de Troisième 
Cycle et de nombreux exposés de Séminaires (ainsi que dans de 
brèves communications : Palma 1977, Paris VII 1979, Toulouse 1982, 
Oberwolfach 1983), mais ces développements sont encore en grande 
partie inédits. 
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2. Commentaires sur les axiomes des groupoi'des différentiables : hypo­
thèses de rang. 

a) Sur le rang de la source a. Fixons pour la suite quelques nota­
tions. 

E - Ens = catégorie des applications entre ensembles. 
D = Dit = catégorie des morphismes de variétés (banachiques) 

de classe fixée [2]. 
D* = sous-groupoide des difféomorphismes. 
S = sous-catégorie des surmersions (= submersions surjectives). 
/ = sous-catégorie des plongements. 

Pour un (petit) groupoide G de base B (ensemble des objets, iden­
tifié à l'ensemble des unités par l'injection canonique oo : B -*G), on note 
a , 3 les applications source, but et on pose 

On note G *G l'ensemble des couples composables, y : G * G -> G la 
loi de composition, A G l'ensemble des couples de même source, 

la loi 

o l'inversion : 

Avec de nombreux abus de langage et de notations, que l'on vou­
dra bien nous pardonner, et que nous espérons transparents, nous posons : 
Définition, Un groupoide G de base B est dit différentiable si l'on s'est 
donné sur G et B des structures de variétés telles que l'on ait : 

Ceci implique : 

on identifie B et w (B). 
L'hypothèse a e S assure l'existence de la variété AG comme sous-

variété de G x G, et donne un sens à la condition ô eD. 
Contrairement à ce qu'affirment certains auteurs, elle n'est impli­

quée par l'hypothèse plus faible a e D que si l'on suppose G "a-connexe", 
c'est-à-dire si les a-fibres oTl(x) ( x e B) sont connexes. En général la 
"composante a-connexe" est un sous-groupoide ouvert, engendré par 
tout voisinage a-connexe de la base, qui peut n'être ni fermé ni distingué. 

La définition précédente équivaut à celle de /103/, à ceci 
près qu'on ne suppose pas G séparé, donc B fermé, ce qui priverait de 
l'exemple des pseudogroupes ; en revanche il est souvent utile de suppo-
qpr R nar3Pnmnant"p. 
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La définition originelle de /50/ ( Uôa de rang localement constant et 
constant sur chaque a-fibre) ne vaut qu'en dimension finie. L'omission 
des mots soulignés dans la version de /50/ publiée sans corrections a pu 
laisser entendre que l'auteur n'imposait pas a e S. Ceci amène Kumpera 
[10] à postuler seulement la transversalité de a et ¡3, pour assurer l'exis­
tence de la sous-variété G* G de G x G ; mais il ne développe pas cette 
définition, qui ne semble correspondre à aucun exemple connu. 

b) Sur le rang de TT =(6, a ) . Les deux exemples fondamentaux men­
tionnés supra inciteraient à imposer la condition plus forte ÏÏ e S . 
Mais nous verrons que ceci écarterait l'application aux feuilletages. 

L'hypothèse (plus faible que la précédente) que II soit une subirn-
mersion ("régulière différentiabilité") priverait encore de l'application 
aux feuilletages singuliers. Elle entraîne aussitôt que les groupes d'iso-
tropie TT-1 (x, x) ( xe B) sont des groupes de Lie. Mais en réalité, con­
trairement à ce qui est indiqué dans [10], on peut s'en, passer, du moins 
en dimension finie : on démontre sans hypothèse nouvelle, grâce à la no­
tion de "translation locale", que le rang de la restriction de (3 aux a -
fibres ofYx) ( x e B) est toujours localement constant, d'où résulte que 
les groupes d'isotropie sont bien des groupes de Lie. Ce dernier point 
(qui semble implicitement admis chez- Ehresmann) ne parait pas établi 
dans le cas banachique. 

Suivant la terminologie de Matsushima-Qué [16] (différente de celle 
de [10]), qui semble s'être imposée par la suite, nous réserverons le ter­
me de groupoide de Lie aux groupoides différentiables vérifiant TT e S. Si 
TT est une submersion non nécessairement surjective, nous dirons avec 
Ehresmann que G est localement trivial, car on peut trouver un recou­
vrement ouvert (U2- ) de B tel que le groupoide induit sur U2- soit isomor­
phe à G i x (Ui x Uj), où Gi est un groupe de Lie. 

c) Sur l'axiomatisation de la condition a e S. Comme on l'a dit, le 
traitement des groupoides différentiables dans le cadre général des caté­
gories structurées conduit à utiliser diverses "complétions" D de D , 
et à étudier les groupoides D -structurées. Nous avons proposé dans 0-5fJ 
une démarche complémentaire, qui ne fait pas sortir de D. Elle consiste 
à axiomatiser les propriétés du triplet (D ; /, S ), muni du foncteur d'ou­
bli p : D ̂  E . Nous disons que ces propriétés munissent D d'une structure 
de "diptyque de Godement" sur E, l'accent étant mis sur le théorème de 
Godement, qui caractérise les relations d'équivalence régulières par leur 
graphe [ 2 ] (5.9.5). 

Essentiellement cette axiomatisation prend en compte les propriétés 
du premier ordre liées au théorème d'inversion locale, mais non celles du 
deuxième ordre liées au crochet, qui exigent d'autres ingrédients. Elle 
fonctionne en classe C1 mais non C°. Toutefois la catégorie Top (ainsi 
que beaucoup d'autres) possède une structure de diptyque de Godement 
en prenant pour S les applications (continues) ouvertes surjectives. Ceci 
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conduit donc à privilégier, parmi les groupoides topologiques, ceux pour 
lesquels l'application source a est ouverte, cas fréquent dans les applica­
tions, mais qui ne semble pas avoir suffisamment retenu l'attention. 

Voici, à titre d'exemple, un théorème obtenu initialement dans le 
cas différentiable [15b] et dont la démonstration s'étend, en se simpli­
fiant sans pour autant devenir triviale, dans le cadre précédent, sans 
pouvoir être déduit du théorème général sur les quotients de catégories 
structurées. 

Si H est un sous-groupoide invariant D-structuré de G (l'injection 
canonique est dans /), et si on a II e / S, le groupoide quotient (qui est 
formé des classes bilatères HxH ) est un groupoide D-structuré tel que 
la projection canonique soit dans 5. 

La démonstration repose sur un principe heuristique très général 
d'"internalisation" dans le cadre des diptyques, très utile pour transférer 
les propriétés algébriques des groupoides au cas différentiable : 

"décrire les constructions algébriques au moyen de diagrammes de 
Ens, mettre en évidence les injections et surjections, puis réécrire ces 
diagrammes dans (D ; I, S) ". 

3. Propriétés infinitésimales. 

a) Prolongement. Cette notion clé de l'oeuvre d'Ehresmann semble 
encore aujourd'hui assez mal utilisée par 'beaucoup de géomètres. Un 
groupoide différentiable donne naissance à de nouvelles structures de 
groupoides différentiables, d'une part sur les espaces de jets à valeurs 
dans le groupoide, d'autre part, de façon plus intrinsèque, sur l'espace 
des jets de section de a "admissibles", c'est-à-dire celles qui, composées 
avec (3 , donnent un difféomorphisme local de la base. Notons SG ce der­
nier prolongement et sç sa projection naturelle dans G (but du jet). Il est 
utile de considérer S comme un endo-foncteur de la catégorie des (fonc-
teurs différentiables entre) groupoides différentiables, et s comme une 
transformation naturelle de S vers le foncteur identité. L'itération de S 
définit les "prolongements non-holonomes", tandis gue le prolongement 
semi-holonome se décrit agréablement comme noyau de S5Q et de S(SQ). 
Ce point de vue a été systématisé et utilisé dans [15g, h] . 

Le point de vue des jets semi-holonomes ramène les systèmes dif­
férentiels à des systèmes du premier ordre. Cette géométrisation des 
équations aux dérivées partielles, inaugurée dans /48/, se développe beau­
coup aujourd'hui et est à la base des beaux travaux de Shih Weishu [19]. 

b) Le foncteur de Lie. Les vecteurs tangents à G qui sont a-ver­
ticaux et issus de la base sont considérés dans /28/ sous le nom de "dé­
placements infinitésimaux des fibres" et utilisés implicitement dans /48/. 
Dans [15a ], l'espace G = L(G) de ces vecteurs est considéré systémati­
quement, dans le cadre général des groupoides différentiables (non né-
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cessairement de Lie), comme l'analogue pour les groupoides de l'algèbre 
de Lie pour un groupe de Lie, d'où le nom d'" algébroi'de de Lie", On 
a ici une structure de fibre vectoriel muni d'une algèbre de Lie locale 
sur le faisceau de ses sections, avec en outre un morphisme canonique 
vers le fibre tangent TB. 

Quand la base est paracompacte, une connexion vectorielle de G 
détermine un voisinage tubulaire de la base de G (exponentielle). 

Il est utile de voir L comme un foncteur. Par exemple, si G est un 
groupe, 6 : G x G + G est un foncteur différentiable, et L(ô) est la for­
me de Maurer-Cartan (interprétation interdite si l'on ne sort pas de la 
catégorie des groupes). 

L'intégration des "morphismes d'algébroides de Lie" (qui fournit un 
cadre unificateur pour de nombreux problèmes géométriques : Frobenius, 
équations de Maurer-Cartan, feuilletages de Lie, connexions plates, dif­
férentielles de Darboux) soulève d'intéressants problèmes algébrico-dif-
férentiels : 

- le problème d'hoionom/e, vue comme obstacle à la globalisation de 
la structure différentiable d'un sous-groupoïde localement différentiable, 
qui contient en particulier la construction de la structure différentiable 
du groupoide d'holonomie d'un feuilletage (la structure topologique sous-
jacente est celle introduite dans /54/ ; cette structure différentiable a 
été retrouvée par une autre voie par Winkelnkemper [24] et Connes [5]; 
une troisième construction est donnée dans [15j]) ; 
- le problème de monodromie, vue comme obstacle à la globalisation 

d'un foncteur défini localement, qui se résoud en réunissant les revê­
tements universels de chaque a-fibre (le groupoide de Poincaré est un 
cas particulier) ; 

- le troisième théorème de Lie, précédemment résolu par Douady-
Lazard [8] dans le cas particulier des fibres en algèbres de Lie. 

4. Exemples de groupoides différentiables. 

Les groupoides différentiables constituent une passerelle entre les 
groupes de Lie, les fibrations, les relations d'équivalence régulières, les 
feuilletages, les pseudogroupes. 

a) Fibres principaux et groupoides de Lie ( TT e S). C'est le premier 
exemple fondamental ci-dessus. On peut appeler "foncteur d'Ehresmann 
le foncteur qui, à tout fibre principal (à droite) P de base B, de groupe 
structural G, associe le groupofde de Lie 

E(P) = (P x P)/G 

(de même base), que nous noterons ici H. 

Il nous semble important de noter que (contrairement à ce que 
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beaucoup croient!) ce foncteur n'est pas une équivalence de catégorie, 
car il n'est pas fidèle (avec les notations de [2] 6 . 3 . 1 , si (f, cp, h) est un 
morphisme, on définit un morphisme (f, cp', h) qui aura même image par 
E en posant 

f'(x) = f(x).u~l et cp' = û o cp 

où û est l'automorphisme intérieur défini par u e G'). 
Cependant E induit une équivalence entre la catégorie des 

morphismes de fibres principaux pointés (en un point de P) et celle des 
groupoides de Lie dont la base est pointée. (Nous verrons plus loin qu'il 
y a aussi une équivalence au niveau des lois d'action de G et H sur P). 

C'est en quelque sorte une "équivalence non canonique", qui expli­
que que les deux théories, bien qu'essentiellement équivalentes, ne soient 
pas identiques. Dans la théorie des G-structures, le point de vue des 
groupoides est souvent plus intrinsèque, et évite l'apparition de conju­
gaisons parasites. 

Le fibre vectoriel TP/G de base B est le "fibre d'Atiyah-Molino " 
m = M(P) ; ses éléments sont les déplacements infinitésimaux des fibres 
au sens de /28/. 

L'application canonique P x P -> H, prolongée à TP x TP + TH, puis 
restreinte à la diagonale de P x P, et enfin aux couples dont le deu­
xième vecteur est nul, définit, en passant au quotient par l'action de 
G, un isomorphisme canonique (que l'on peut appeler isomorphisme d'Eh-
resmann /28/) entre M(P) et L(H). 

Le prolongement d'Ehresmann S(H) a aussi son pendant dans la ca­
tégorie des fibres principaux : c'est le foncteur prolongement principal de 
Kolar-Libermann, formé des jets de trivialisation du fibre [9, 11]. 

Le cas particulier où TT est étale surjectif pourrait être nommé 
groupoide galoisien : ses a -fibres sont des revêtements galoisiens de la 
base. Un cas particulier est le groupoide de Poincaré. 

Notons que le Théorème 4 de [15b] exprime une propriété remar­
quable mais peu connue, valable en dimension finie : tout groupoide 
différentiable peut être muni canoniquement d'une structure de grou­
poide localement trivial induisant la même structure sur les a -fibres. 
Cette "structure fine" définit un feuilletage singulier au sens de Stefan 
[20], Chaque orbite du groupoide, muni de sa structure fine, devient un 
groupoide de Lie. 

Tout groupoide différentiable peut donc être vu comme une défor­
mation d'un groupoide de Lie, donc d'une fibration principale. 

b) Feuilletages, graphes et graphoides (TT e 3). Si le cas TT eS ,, lié 
aux fibrations, a été le premier considéré, et le plus fréquemment (et 
parfois le seul) développé par d'autres auteurs, le cas opposé où TT 
est une immersion n'est pas moins intéressant, étant directement lié, 
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on va le voir, aux feuilletages. L'intérêt pour ce cas croft très rapide­
ment à l'heure actuelle. 

Introduisons d'abord quelques nouvelles sous-catégories de D : 
3 - sous-catégorie des immersions. 
3* = sous-catégorie des "immersions fidèles", c'est-à-dire des im­

mersions i : X ->Y telles que la factorisation canonique de i à travers 
la variété des germes de sous-variétés de Y soit injective ("espaces 
extraits" d'Ehresmann). 

/' = sous-catégorie des"plongements faibles" ou "immersions strictes" 
c'est-à-dire des immersions i : X Y telles que, pour toute variété Z et 
toute application f: Z -*X, la condition i o f E D implique f e D (propri­
été de "p -sous-structure"). 

Soit alors G un groupoide différentiable de base B. Posons R =TT(G) : 
c'est un graphe de relation d'équivalence dans B ; soit Q l'ensemble quo­
tient (espace des orbites ). 

Si TT e D* , on dit que G est "grossier". 
Si TT e 7, R est un graphe d'équivalence régulière (théorèmede Gode-

ment). 
Si TT e /', et de plus a est étale, B.-* Q est un Q-atlas de Barre [l] . 

Définition [15j 1 On dit que G est un graphoide si on a TTCJ' . 

Alors la structure fine de G définit un feuilletage (régulier) de B 
admettant pour groupoide d'holonomie la composante a -connexe de G. 
G s'identifie à un sous-groupoide ouvert d'un "graphoide universel " 
ayant pour base la variété B des germes de feuilletage de B (étalée 
sur B). 

Pour que Q soit l'espace des feuilles d'un feuilletage, il faut et il 
suffit que G contienne un sous-groupoide ouvert dense à base dénombra-
ble d'ouverts. 

Pour que Q soit une M-variété de Satake (ou orbifold de Thurston) 
[18, 21], il faut et il suffit que TT soit propre. 

Les deux cas TT e S et TT e 3 sont englobés par le cas où TT est une 
subimmersion (cas "régulièrement différentiable" d'Ehresmann). On dé­
montre alors que TT se factorise par une surmersion sur un graphoide, 
d'où le nom proposé d' "épi-graphoide". 

Dans un travail prochain, nous montrerons comment la théorie des 
graphoides peut être étendue aux feuilletages singuliers. 

c) Pseudogroupes, schémas, atlas ( a étale). Un schéma de van Est 
[22] peut être identifié à un groupoide différentiable pour lequel l'appli­
cation source a est étale. Les QF-atlas rentrent dans ce cas [l5i], 
et en particulier les V-atlas définissant les V-variétés de Satake. 

Parmi les précédents, les pseudogroupes s'identifient aux graphoides 
pour lesquels a est étale. Les Q-atlas de Barre rentrent dans ce cas. 
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Ces exemples généralisent la notion d'atlas, au sens classique, sur 
un ensemble Q (d'où la terminologie): on prend pour B la variété triviale 
somme disjointe des buts des cartes, avec la projection canonique q : 
B +Q, et G sera le graphe de la relation d'équivalence dans B définie 
par q. Nous étendrons ce point de vue dans la conclusion. 

5, Foncteurs différentiables entre groupofdes. 

Le "principe d'internalisation" décrit supra permet de transporter 
de façon naturelle les notions de foncteur fidèle, bien fidèle, plein, es­
sentiellement surjectif, dans le cadre D-structuré, grâce aux diagrammes 
suivants dans D, où H est un groupoide de base E, et f : H •> G un fonc­
teur différentiable : 

et 

où (I) est D -cartésien. 
On dira que f est D-fidèle si (f, TTh) e /, D-pleinement fidèle si de 

plus (II) est cartésien, D -essentiellement surjectif si l'on a q e S , d'où 
la notion de D-éguivalence entre D -groupoides. Par composition, ceci 
définit une relation d'équivalence entre groupoides différentiables. 

Dans le cas particulier des graphoides, cette équivalence peut se for­
muler de différentes façons qui redonnent comme cas particuliers l'équi­
valence de van Est pour les schémas et de Skandalis-Haefliger pour les 
groupoi'des [8]. 
On dira que f est un D-foncteur d'action (ou D-acteur) si 

f e S et u e D* ; 
f décrit alors une loi d'action différentiable de G sur (E -> B). (Cette 
terminologie nous semble préférable pour les géomètres à celles d'Ehres-
mann et de Grothendieck.) Inversement toute loi d'action définit un 
sous-groupoide H de G xBxB(E x E), muni d'un foncteur d'action vers G 
(par composition avec la projection). 

L'action sera dite principale si l'on a TTh e / (dans le cas où G est 
un groupe, c'est-à-dire B un singleton, E est alors un fibre principal, de 
base B' = E/G). Le foncteur ô : A G •> G est appelé "acteur principal ca­
nonique". 

Cette définition permet de rétablir une symétrie parfaite entre les 
actions "principales" du groupe G et du groupoide G' sur un fibre prin­
cipal. Plus précisément, on a un foncteur auto-adjoint canonique dans 
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la catégorie qui a pour objets les "acteurs principaux" (les morphismes 
étant les diagrammes commutatifs évidents). Cette symétrie apparaft 
sur le "diagramme de conjugaison" suivant, ou "diagramme du papillon" 
(où on écrit P à la place de E), qui reste valable même si B n'est pas 
un point (et même si G et G' ne sont pas de Lie) : 

Les diagonales sont des suites exactes de groupoides, le terme cen­
tral K pouvant être considéré comme induit aussi bien par G que par G'. 

Un autre exemple important de ce diagramme est donné par les ac­
tions "principales conjuguées" du groupoide d'holonomie et du pseudo-
groupe T sur les germes distingués d'une T -structure régulière. 

Ce diagramme permet de construire une factorisation universelle 
canonique d'un foncteur D-fidèle en D-équivalence et D -acteur (il s'agit 
là, semble-t-il, d'un théorème d' "expansion structurée", mais valable 
sans sortir de D , et non réductible à un cas particulier des théorèmes 
généraux d' "expansion structurée"). 

Pour montrer qu'il s'agit là de Géométrie fort concrète, signalons 
que les situations suivantes rentrent comme cas particuliers dans ce 
cadre : 

Io la globalisation d'une loi d'action locale de Palais [ 14] ; la 
condition de globalisabilité rencontrée par Palais se traduit simplement 
par le fait que les triplets (g ; g.x, x) (où . est la loi d'action locale) 
définissent un sous-groupoide H de G x(M x M) ; l'action locale est alors 
décrite par le foncteur H •> G et sa globalisation de Palais par la facto­
risation universelle annoncée ; 

2° la construction du fibre principal ou de la T -structure associés 
à un cocycle (vu comme un foncteur) ; 

3° l'action d'un groupe sur un de ses espaces homogènes. 

6. Perspectives. 

Comme on l'a vu, la théorie des groupoides différentiables contient 
- la théorie des fibres principaux, équivalente à celle des groupoides 
de Lie ; 
- la théorie des feuilletages, équivalente à celle des graphoides a -
connexes ; 
- la notion d'atlas différentiable, et ses généralisations : Q-atlas de 
Barre, V-atlas de Satake, QF-atlas, pseudogroupes, schémas de 
van Est. 
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De ce point de vue, l'équivalence des atlas, et les notions d'équiva­
lence spécifiques à chaque type d'atlas généralisé, sont des cas particu­
liers de la notion générale d'équivalence entre groupoides différentiables 
évoquée ci-dessus. 

Etendant le langage des atlas, on peut donc voir un groupoide diffé­
rentiable (plus généralement structuré) comme un atlas généralisé sur 
l'ensemble Q de ses orbites, et une classe d'équivalence de groupoides 
différentiables comme une "structure différentiable" généralisée sur Q. 
Celle-ci ne s'identifie plus en général à un objet réel de la catégorie 
"structurante" Dif (c'est-à-dire une variété), mais peut être pensée com­
me un objet "virtuel" selon la terminologie de Mackey. 

Ce point de vue est bien sûr sans intérêt dans le cas des fibres (cas 
transitif) puisqu'il donne seulement pour Q un point "structuré" par un 
groupe de Lie. 

Mais dans le cas des feuilletages, il définit la structure de l'espace 
des feuilles, ou structure transverse, qui est la classe d'équivalence du 
groupoide d'holonomie. 

L'étude des "morphismes" entre ces "objets virtuels" revient à celle 
d'un foncteur différentiable modulo la composition avec des équivalen­
ces à la source et au but, ce qui motive fortement l'étude des facto­
risations universelles esquissée au paragraphe précédent. L'espace 
H^X, r ) de Haefliger est le cas particulier de l'espace des morphismes 
de l'objet "réel" X dans l'objet "virtuel" défini par la classe de F [8]. 

Observons que ce point de vue est très "ehresmannien", puisqu'il abou­
tit à une "complétion" de Dif au moyen d' "atlas" qui sont en fait des 
"groupoides structurés". 

Il ne semble pas toutefois que cette "complétion" puisse s'obtenir 
comme un cas particulier des théorèmes généraux de /107/ (voir les 
"Comments" de IV-1, notamment pp. 341-342). Elle est très "économi­
que", n'introduisant que des "limites" adaptées à des problèmes très 
spécifiques, et descriptibles par des diagrammes explicites. 

Comme l'a remarqué P. Cartier, ce point de vue, issu de courants 
lointains et convergents en provenance de branches variées des Mathé­
matiques, s'est imposé de façon indépendante à différents auteurs, no­
tamment A. Connes, W. T. van Est, A. Haefliger, qui utilisent aussi 
d'ailleurs des structures topologiques et mesurables. 

La rencontre organisée à Toulouse en Février 1982 [ 26], sur 
une suggestion de P. Cartier et avec le soutien de P. Molino, était cen­
trée sur ce thème, qu'elle avait pour but de faire progresser. 

Signalons une autre approche des objets quotients (très voisine du 
point de vue des H-atlas de [15i]) au moyen des "difféologies" de J.M. 
SoUriau. Il s'agit d'une généralisation de la notion d'atlas qui est duale 
de celle des "fusées" d'Ehresmann (et des F -structures). Ces points de 
vue duaux sont essentiellement équivalents pour les feuilletages régu­
liers, mais conduisent à des notions distinctes de feuilletages singuliers. 
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Ainsi les groupoïdes structurés sortent aujourd'hui de leur purgatoire, 
et sont de plus en plus considérés comme des outils, jusque dans l'en­
seignement universitaire [4, 25], et jusque chez des physiciens théori­
ciens, qui y voient le cadre naturel du "non commutatif". 

Beaucoup parmi les auteurs qui les utilisent ignorent d'ailleurs sou­
vent l'origine de cette notion, qui semble s'être répandue par bouturage, 
drageonnage et marcottage [3]. Peut-être aussi par osmose. La 
même remarque vaut d'ailleurs aussi pour les "jets", qui, dans de jeunes 
écoles mathématiques françaises, sont curieusement prononcés comme 
leur homonyme franglais! 

Cette situtation réjouirait sans doute Charles Ehresmann, qui, dans 
sa générosité, avait coutume d'y voir le signe de la justesse de 
ses vues. Espérons cependant que cette édition complète et commentée 
sera pour beaucoup l'occasion de retrouver à sa source le jaillissement 
d'une pensée géométrique à l'état pur, qui exige un incessant approfon­
dissement et une perpétuelle redécouverte. 
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CHARLES EHRESMANN : OEUVRES COMPLÈTES ET COMMENTÉES, I 

VII 
THE WORK OF Charles EHRESMANN IN THE 1950'S AND ITS 

APPLICATIONS IN PHYSICS AND CONTROL THEORY 
by R. HERMANN 

In 1953-54, Ehresmann visited Princeton, where I was a graduate 
student, and gave a course on the foundations of differential geometry, 
These lectures were very wide ranging and have served me over 
the years as an intellectual basis for what I have done in Geometry, 
Physics, and Control Theory. Unfortunately, his work of this period was 
never codified in a treatise, and much of the detail has been lost. How­
ever, it lives on in the basic concepts and ideas he introduced into Geo­
metry : jet spaces, pseudogroups, prolongations, foliations,... 

What I found most striking and powerful in Ehresmann's lectures 
was the unified view it gave of geometry based on the pseudogroup, fol­
iation, and prolongation structures. Here I see Ehresmann as the follower 
(and virtually the last representative) of a tradition in geometry, which 
goes back at least as far as Riemann, and was extensively pursued and 
developed in the 19th and early 20th centuries : Christoffel, Klein, Lie, 
Helmholtz, Hilbert, Ricci, Levi-Civita, Cartan, Vessiot, et al. Ehres­
mann's work was very prophetic, and provided a general framework for 
describing geometry and the mathematics which has a geometric 
component. Of course, even within pure mathematics this had profound 
influences, most especially in various aspects of topology and analysis. 
Certainly differential topology, as it flourished in the 1960's, made ma­
gnificent use of Ehresmann's ideas, most especially the theory of jet 
spaces and foliations. 

However, it was in what later came to be called "geometric ana­
lysis" that one can recognize his most characteristic concepts, although 
in a disguised form. Differential geometry has always been concerned 
with the theory of differential equations. Certainly Lie and Vessiot, who 
Ehresmann thought of as his most direct predecessors - as he mentions 
in his "Notice sur les Travaux scientifiques" /136/ - were mainly con­
cerned with ways of classifying differential equations and their proper­
ties on geometric and group-theoretic grounds. Ehresmann's insight that 
the theory of jet spaces and prolongations is closely linked to the geom­
etric theory of partial differential equations was crucial to the later 
developments of D. C. Spencer, his co-workers and students (of whom I 
am one). 

I must admit that I found Ehresmann's approach too abstract and 
general. He had a profound knowledge of the classical geometric back­
ground, which motivated his general ideas, but this did not readily appear 
in his work : I had to dig up the historical and intuitive background on 
my own. My thought was that the applications would provide the motiv­
ation that was needed. Indeed, as my own work proceeded, first into con­
trol theory, then into physics, I found the core Ehresmann ideas to be 
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fundamental in these applications. I have also found the Ehresmann math­
ematical philosophy to be useful as a guide through the jungle of math­
ematical problems thrown up by the applied world : 

Formulate the general setting of particular problems in a way 
which maximizes the geometric clarity and insight. Embed a par­
ticular problem in a whole class of problems, which can 
be analysed and treated in a systematic, general way. 

Ehresmann applied this point of view himself to two areas, which 
have been extremely important in the development of pure and applied 
mathematics in the last thirty years : The theory of complex and sympl-
ectic manifolds. In the first, he analysed the basic role of the almost 
complex structures and their integrability conditions. Extending from the 
reai analytic to the infinitely differentiable case was the motivation of 
much of the work of Spencer and the group he influenced in the 1950's. 
The high point was the Newlander-Nirenberg theorem [1], and the solu­
tion of it by Spencer's " 3-Newmann problem" method by J. J. Kohn [2]. 
I treated [3] the theory of submanifolds of complex manifolds in the 
Ehresmann spirit in a paper which foreshadowed the recent theory of 
"CR-manifolds". 

Similarly, the development of the theory of symplectic manifolds 
has been of great importance, especially in mathematical physics and the 
theory of partial differential equations. One driving force here has the 
renewed understanding of classical Hamilton-Jacobi theory, i.e., the the­
ory of first order partial differential equations for one unknown function 
and their Cauchy characteristics. As Cartan showed brilliantly in his book 
"Leçons sur les Invariants intégraux", this involves what were called later 
the theory of symplectic and contact structures. 

Rather than go into all possible applied ramifications of Ehres-
mann's work, in this essay I will deal with two areas : Geometric control 
theory and elementary particle physics. Of course, I cannot hope to pro­
vide a complete survey here of these fields. My intention is only to sug­
gest how Ehresmann's ideas can be used to provide a unified geometric 
framework. In each of these fields, I have also chosen an illustrative 
topic in which I have personally been involved. 

2. Geometric Control Theory. 

Control theory is an interdisciplinary subject between mathema­
tics and electrical engineering. Its historical roots are in two directions : 
The classical Calculus of variations and the theory of Electrical Circuits 
and Servomechanisms. I will concentrate on the former area, since it is 
there that concepts originated by Ehresmann have had the most influence, 
particularly the optimal control problem, as it developed in the 1960's, 
which is the part of the subject in closest contact with geometry. 
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Let us begin with the classical problem of Lagrange [4]. A La­
grange variational problem is to extremize the integral 

(2.1) 
over a space of piecewise smooth curves 

in Rm, which satisfies certain boundary conditions and differential equation 
constraints : 

(2.2) 
L and M are smooth functions on R̂ x R7^ R. 

In the 1950's, the optimal control problem was formulated as a 
variant (with different notation!), and extensions of (2.1) and (2.2). It was 
assumed that the space of y's, and the constraint equations (2.2), had a 
product structure : 

(2.3) 
Because of the way these variables occur in (2.3), and the way that such 
equations occur in applied situations, the x 's are called state variables, 
the p control variables. The applied motivation is then to extremize (2.1), 
by choosing the control curve t \-* u(t). As Caratheodory [4] (extended to 
various "non-classical" problems by Bellman and Pontryagin), the extremal 
curves can be found by solving the Hamilton equation : 

(2.4) 

where p, x e Rn , t e R, and 

is a real-valued function - the Hamiltonian - constructed algorithmically 
from the functions L and M, which appear in (2.1) and (2.2). As we know 
from the Hamilton-Jacobi theory, n - parameter families of solutions of 
(2.4) can be constructed (classically this arises from "geometric optics") 
from a single solution 

of the Hamilton-Jacobi first order partial differential equations 

(2.5) 
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In fact, the solutions of the following ordinary differential equations ("ray 
equations", "Cauchy characteristics") are solutions of (2.4) : 

(2.6) 

What has been especially important [5] for applications is the 
case where the Hamilton equations are linear. Special solutions of (2.5) 
can then been found of the form 

(2.7) 

where t \-+ P(t) is an nxn metric function of t, which satisfies a matrix 
Ricatti equation. (This is a special case of what Vessiot called a Lie sys­
tem of ordinary differential equations.) 

Thus, we see that the road is open to geometrize along Cartan-
Ehresmann lines (as I have partially done [6-8]) much of control theory. 
Here is one possible set up : 

Let Y be a manifold, J1 (R, Y) the one-jets of mappings from R 
to Y. A ("simple integral") variational problem is a pair consist­
ing of a map 

(2.8) 
(2.9) 

and a submanifold 

One can now construct prolongation bundles 
(2.10) 

and closed two-differential forms on E (functorially attached to the data 
(2.8)-(2.9)) such that the Cauchy characteristic curves of OJ are, when pro­
jected via the map (2.10), the extremal curves of the variational problem 
(2.8)-(2.9). The maximal integral submanifolds of OJ (often called "Lagran-
gian submanifolds" in the contemporary literature) are related to the sol­
utions of the Hamilton-Jacobi equation (2.8). Pseudogroups acting on E 
and J L(R, Y) which preserve OJ and the constraint manifold C are also 
important in the applied situations : They are related to the role that 
feedback plays in control theory. 

This is essentially my geometric picture of optimal control theory 
as it is developed from 1960-65. Unfortunately, this geometric point of 
view was not understood at the time. However, in recent years it has be­
come important and influential in the theory of input-output systems and 
feedback control - areas which, in a sense, are a natural extension of the 
more classical optimal control material sketched above. (Engineering pro­
blems rarely involve a straightforward application of the classical optim­
ization techniques.) I will not go into this material here ; however, it too 
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involves intrinsically the basic prolongation, foliation, and pseudogroup 
concepts involved in Ehresmann's work. 

What is most important in my mind about this is that it reinfor­
ces the intuitive picture I learned from Ehresmannfs lectures and from 
reading the work of Cartan and Lie : 

Given a geometric structure on a space Y, one constructs a fiber 
space Z • Y over Y, "simpler" geometric structures on Z 
which are related to the given structure on Y, and pseudogroups 
acting on Z, which preserve these geometric structures. 
What is also extremely interesting and important is that the same 

broad picture has played a key role in the evolution of elementary parti­
cle physics. 

3. Cartan-Ehresmann connections and elementary particle physics. 

Ehresmann's 1950 paper, "Les cponnexions infinitésimales dans un 
espace fibre differentiate" /28/, is one of the historical classics in dif­
ferential geometry, ushering in our present era, just as Ricci and Levi-
Civita's 1900 paper [9] inaugurated the era of tensor analysis. They pre­
sented the diverse developments of differential geometry in the 19th 
century in a unified form, and sketched a quasi-algebraic formalism and 
notation which could be used in many parts of pure and applied mathema­
tics. (And, of course, the very term "tensor" came from physics!) 

One of my favorite quotations is the following one from their 
Preface : 

Poincaré has written that a good notation has the same philosoph­
ical importance in Mathematics as a good classification system 
has in the Natural Sciences. One may extend this remark, with 
even greater force, to cover methods, since they determine the 
possibility of grouping diverse facts which have no obvious inter­
connection according to certain natural relations. 
One may also say that a theorem is only half-proved when it is 

proved by a tortuous route or by using artifices with no 
essential links with the material. Almost always the same theo­
rem can be developed in a more complete and general manner, if 
one approaches it by a more direct route and with appropriate 
methods. 

What made their paper even more prescient is that it was the basic 
mathematical document in Einstein's development of General Relativity. 
Similarly, the codification by Ehresmann in his 1950 paper of the theory 
of connections was followed by work of physicists in the 1960's on what 
was later called Yang-Mills or gauge fields, and that were later recogniz­
ed to be local versions of Ehresmann's general ideas. In the 1970's there 
has been a triumphant confirmation of these ideas, and now much of el-
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ementary particle physics has a differential geometric foundation, with 
Ehresmann's work at the very heart. 

The new ideas about elementary particles are from the geometric 
point of view an extension of Einstein's. Recall that he postulated 
aa four-dimensional space-time manifold X, with two sorts of geometric 
objects on X : 

- A Riemannian metric of Lorentz type, i.e., in terms of real 
orthonormal moving frame 

and in terms of coordinates 

(summation convention in force). 
Physically, this metric determines the gravitational field. 
- A two-differential form 

on X, which represents the electromagnetic field. 
These two geometric structures are now to be linked by (nonlin­

ear) field equations of a certain sort, satisfying certain physical (and 
esthetic) conditions that I will not go into here. Among these conditions 
are those of invariance under the pseudogroup of local diffeomorphisms 
on X. 

Now this beautiful picture of how physics is to be determined by 
geometry inspired Cartan in his papers of the 1920's on connection theory 
which are now collected in Part III of his "Collected Works", and which 
suggested to Ehresmann the definition of Cartan connection. 

The physical situation can then be described as follows : 
Let L be the Lie group of Lorentz transformations on R4, 
i.e., the group of linear maps : R 4 -> R*4, which leave invariant a 
quadratic form whose normal form has one minus and three plus 
signs. Let G be the Poincaré group, i.e., the semi-direct product 
of L and the group of translations of R4 . Let E be a principal 
fibre bundle over X, with L as structure group. Suppose given a 
Cartan connection for this bundle, modelled on the homogeneous 
space G/L. This connection determines the gravitational field. 
The electromagnetic field is then a cross-section of a bundle over 
X, which is associated to the principal bundle. The field 
equations are constructed from the natural differential operators 
associated with the prolongations of these bundles and the pseudo-
groups they determine. 
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The key idea for generalization is to replace the Tensor Analysis 
method of Einstein by fibre bundle-geometric methods developed by Car-
tan, Ehresmann and Steenrod. A key observation here is that the electro­
magnetic field is itself a "curvature" form associated with a connection 
in a principal fibre bundle. Consider S1 , the compact, connected abelian 
Lie group of dimension onê  and a principal Ŝ bundle P over X. The Lie 
algebra of S1 is then just the real numbers. A connection, in the 
sense of Ehresmann, for this principal bundle is then just a one-differen­
tial form on P which annihilates the vertical tangent vectors, and is inv­
ariant under the S ̂ action. Pulled back to X via local cross sections, this 
one-form is the electromagnetic potential ; the electromagnetic field is, 
then, the curvature.of this connection. 

This leads to a reformulation of the Einstein framework in terms 
of principal bundles and connections. Consider the product group S1 x L, 
and a principal bundle, with it as structure group. A connection for this 
bundle then gives enough data to determine both the electromagnetic and 
gravitational fields. The automorphisms of this bundle are called gauge 
transformations by the physicists. 

The way is now open to much more extensive generalizations. The 
criteria are mainly physical and experimental, although geometric insight 
does play an important role. The first step, in the 1950's, was to replace 
the group "S1" in the construction of the electromagnetic field (in parti­
cle physics terms, the photons) by other compact groups to accomodate 
new elementary particles which were then being discussed. I cannot go 
into the elaborate reasoning that motivates these constructions, but must 
refer the reader to the physics literature. 

In the original paper by Yang and Mills, S1 was replaced by SU(2). 
There was one great difficulty : The particles which went along with this 
assignment had to have zero mass, as does the photon. The modification 
of the construction and interpretation needed to accomodate particles of 
non-zero mass was not understood for another fifteen years, and 
led to today's successful unified models of electromagnetic and weak in­
teractions. 

In the spirit of Ehresmann's work, we can then propose a geom­
etric framework for much of physics. Let X be a four-dimensional mani­
fold, to be identified with space-time. Let G be a Lie group, M a mani­
fold on which G acts effectively (on the right), i.e., 

p0.g = p0 for p0 e M , g e G implies pgr — gr for all p e M. 
Suppose TT : M -> X is a smooth submersion map whose fibers are the orbits 
of G. (Then, (M, X, G, TT ) is a principal bundle over X, with G as struc­
ture group.) 

Let G be the Lie algebra of G. The basic physical objects are G -
valued, one-differentials OJ on forms M, which are invariant under G and 
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isomorphisms on the vertical tangent vectors, i.e., the 
v e T(M) such that T Jv) = 0. 

The curvature is then defined as a G-vaiued two-form : 
9 = do) -i [OJ, OJ], 

OJ and ft. define the basic physical objects. Auxiliary fields can be defined 
by means of linear representations p : G -> Aut(V) of G on vector spaces 
V. Each such representation defines a vector bundle Ep over X. The cross-
section r(p) are then the maps TT : M •> V such that 

y(pg) = P(g-1 )(y(p)) for p e M, g e G . 
As Ehresmann indicated, the connection OJ defines covariant derivative op­
erations V on r (p). (Of course, these are ultimately defined in terms of 
exterior derivative d and the projection on the horizontal tangent vectors, 
i.e., the kernel of TT.) The basic field equations are then defined by means 
of the covariant derivatives and the curvature operator ¿0 9. 

Unfortunately, I cannot go into more detail here, since motivat­
ing and understanding it requires a detailed knowledge of physical reason­
ing that has gone into the classification of elementary particles and their 
interactions. As an introduction to the recent literature in this area, I 
can recommend the books by Huang [10] and Fadeev and Slavnov [11]. 
The book by Bleeker [12] starts the job of translating the physical lan­
guage into the fibre-bundle theoretic concepts. My own books [12-16] 
contain much mathematical raw material for the development of physics, 
but they have the defect of being written before the codification of par­
ticle physics in its present form - if I wrote them today, they would be 
much different, since the experimental and theoretical situation 
has become much clearer. 

In any case, I want to state my belief that Ehresmann's work has 
played a role in the development of elementary particle physics analog­
ous to the role of the .work of Riemann, Ricci and Levi-Civita in Eins­
tein's "General Theory of Relativity". Unfortunately, intellectual collab­
oration between physicists and mathematicians is very weak, and the 
physicists had to painfully "invent" the mathematics by themselves. I be­
lieve that there is much in Ehresmann's work after 1950 which would be 
very useful and important in physics (and control theory) if it were better 
known. 
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CHARLES EHRESMANN : OEUVRES COMPLÈTES ET COMMENTÉES, I 
VIII 

EHRESMANN AND THE FUNDAMENTAL STRUCTURES OF 
DIFFERENTIAL GEOMETRY SEEN FROM A SYNTHETIC VIEWPOINT 

by Anders KOCK 

1. Jets as the synthetic foundation of differential geometry. 

On the eve of the 1950's, C. Ehresmann made the discovery of 
the notion of jet as the fundamental element of differential geometry. 
Many of his papers from this decade deal with and exploit this founda­
tion, which soon became a standard tool for differential geometers. 

His work here may be seen as an effort to understand differen­
tial geometry by concepts which synthesize rigour and intuition ; - one 
might say, by synthetic concepts. For instance, a tangent vector of a ma­
nifold M is, from such synthetic viewpoint, a 1-jet of a map R-> M, 
and is not identified with the differential operator C °°(M) -> R to which 
it gives rise. 

The advent in the mid 70's of synthetic differential geometry in 
the specific sense (of [4], or [7], say, inspired by a lecture of Lawvere 
in 1967), which we shall here for short denote SDG, provides a setting in 
which jet-theoretic constructions become more transparent. This is not 
surprising since the basis assumption of SDG is that 

the notion of jet should be representable 
("Kock-Lawvere Axiom") ; this means that an r-jet at x e M is not an 
equivalence class of maps but is a map defined on a certain infinitesimal 
subset ("r-monad") Mr(x) around x . This assumption will hold if one en­
larges the category of C°° -manifolds to the category of "C00 -schemes" 
[2], or certain toposes related hereto [1, 5, 7, 16]. For instance, the 
notion of 1-jet at 0 e R is represented by a scheme D whose only point 
is 0, but whose structure sheaf is the ring R[e], of dual numbers ; a tan­
gent vector at x e M then is a map D -> M with 0 ̂  x. 

The role of R[e] for representing the notion of tangent vector 
goes back to A. Weil's [20 ] 1953 ; he states that his theory of "Points 
proches" has a double source : Fermât, and "la théorie des jets dévelop­
pée dans ces dernières années par C. Ehresmann". 

Thus SDG is a natural continuation and completion of Ehresmann' 
s foundational work of the 50's, and it is not surprising that a revisiting 
of this work with ideas and notions of SDG leads to clarification and 
simplification. 

One needs, however, one step beyond Weil's "local algebras" or 
the corresponding "infinitesimal manifolds" of SDG, to be able to make 
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this revisiting, namely to represent the notion of r-jet at a point x e M, 
where M is something more general than coordinate space. To describe 
the necessary notion of r-monad around x e M, one needs a relation of 
"r-neighbours", x' ry between the elements of M, or, equivalently *), a 
subset M (r) C MxM, "the r'th neighborhood of the diagonal". Then the 
r-monad Mr(x) is the set of r-neigbours of x and represents r-jets at x . 
The neighborhoods M(r) of the diagonal have a prehistory in algebraic 
geometry (Grothendieck et al), and analogous schemes M (r) were utilized 
later by Malgrange [15] and Kumpera-Spencer [13] for representing jet 
bundles in differential geometry. An axiomatic-synthetic approach to a 
neighbour relation for representing the jet notion was initiated in 
[6 ] ; such an approach is necessary for the SDG formulations that follow 
below. 

The relationship between the scheme theoretic and the axiomatic 
approach to "first neighborhood of the diagonal" has been studied in [3 ] . 

In what follows we shall attempt a synopsis of part of C. Ehres-
mann's work on jet theory and some subsequent developments, by para­
phrasing it into the "neighbour"-language of SDG. Some such paraphras­
ing was carried out in [6], notably concerning Lie algebroids of Lie grou-
poids, G-structures, Lie equations, and prolongations of differentiate 
categories. This will not be repeated here. 

To make sense to the paraphrasing, one needs only know about 
the r-neighbour-relation that it is reflexive, symmetric, not transitive (but 
rather : 

* Vy, y => x V-fs z ) 
and that it is preserved by any map. 

If f : Mr(x) N is an r-jet at x, with values in N, and f(x) - y, 
one Calls /33/ x the source, and y the target, of the jet f. Since f pre­
serves the relation V , it follows immediately that f factors through 

Mr (y) C N, 

and so can be composed with any r-jet at y. Thus r-jets form a category. 
*) Only from the viewpoint of SDG is it true that the two ideas mentioned here are 
equivalent. From the scheme theoretic viewpoint, only the latter makes sense since 
M and M(r) have the same points and only differ by their structure sheaves, so that 
one cannot talk about a pair of neighbour points. We have followed the tradition 
of SDG in omitting the word "differentiable" everywhere, and writing "set" instead 
of "manifold" or "scheme". This use, or abuse, of language stems from the fact that 
SDG embeds the category of all manifolds into a topos (a well adapted model for 
SDG) about which we talk as if it were the category of sets. This may be justified 
in terms of categorical logic (see e.g. [7], Ch. II), which in turn is an offspring 
of the idea of "functorial semantics" [14] , or of "realizing a sketch in a categ­
ory" (Part IV of these works)). 
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The category of those r-jets whose source and target belong to the same 
manifold M is denoted CrM. This is the prime type of example of what 
C. Ehresmann calls a différentiable category in /50/ (or category intern­
al to the. category of manifolds). Thus important structures in differen­
tial geometry are categories. We discuss these in §2 below. 

The "non-holonomous" jets introduced in /41/ play a role in the 
context of formal integrability considerations, which we shall discuss at 
the end of §2. The notion itself can be paraphrased as follows. Let ̂  de­
note the 1-neighbour relation. A non-holonomous r-jet at x e M (with va­
lues in N, say) is a law which to each "r-chain" in M 

associates an element of J\l. The set of such r-chains may be called the 
non-holonomous r-monad Mr(x) around x ; it is not a subset of M. If 

depends only on xr, f may be identified with an ordinary ("holonomous") 
r-jet at x since the map 

associating to an r-chain its extremity xr, may be assumed (for nice N) 
to be surjective. 

2. Categories in differential geometry. 

This is the title of the last survey article /116/ by C. Ehresmann, 
who in categories recognized a decisive motive force in the foundations 
of differential geometry. Among the roots of this recognition are Lie's 
theory of continuous transformation groups, and the Lie-Klein Erlangen 
program. Lie etc. considered in this context structures more general than 
those we now call Lie groups - namely "pseudogroups" (possible infinite-
dimensional) and with multiplication only locally defined. 

To understand differential geometry in the spirit of the Erlangen 
program means thus more than understanding the formal notions of group 
and group actions. The necessary comprehensive notion for this were 
brought to the day by E. Cartan and C. Ehresmann, in particular with 
the realization that pseudogroups are categories (in fact groupoids). 

With the concept of (small) category in the center of the study 
of the foundations of differential geometry, C. Ehresmann was led to two 
deepenings of this concept in two directions : 

1. ordered categories, 
2. différentiable categories. 
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The deepening 1 comes about when reflecting on the word "local", and 
an example is the groupoid of all local diffeomorphisms of a manifold, 
with the notion of "restriction" providing the ordering. Ordered categ­
ories are commented on in these Oeuvres, II. - The deepening 2 comes 
about when reflecting on jets, and realizing that jets form categories 
which themselves are manifolds. We shall, in terms of SDG, comment in 
more detail on 2, in particular on aspects of the theory of connections. 

Just as Lie groups G are considered in conjunction with their 
actions (i.e., as groups of transformations on a manifold), differentiate 
categories 0, and in particular differentiate groupoids are considered 
in conjunction with their actions on manifolds E fibered over M (M •= the 
manifold of objects of $ ) /42/. This, in the language of present 
day category theory, is the notion of discrete fibration over $ , or pre-
sheaf on $ . In SDG (in fact in any topos), one may, equivalently, express 
this structure in terms of a functor over M, $ •> Full(E), where Full(E) 
is the category over M with maps from one E-fibre to another as arrows. 

In case 0 is the groupoid TIRM of invertible k-jets with source 
and target in M, an action of it on some E + M is called an r'th order 
prolongation of M, and a cross section a of E -> M is an r'th order infini­
tesimal structure on M /32/-/38/. Any tensor bundle over M is a 1st or­
der prolongation. An example of a 2nd order structure on M is an affine 
connection on M. The relevant 2nd order prolongation here is an exam­
ple of a bundle of connection elements, see below. 

Any r :th order infinitesimal structure a on M gives rise to a sub-
groupoid Fix(a) of IIRM, consisting of those r-jets that preserve a . One 
of the benefits which C Ehresmann derived from the systematic consi­
deration of such differentiate categories was the "right" comprehen­
sive notion of connection, namely connection with values in a category 
(usually a groupoid) /46/. The intuitive idea behind any connection notion 
is that it is a law for infinitesimal transport, and that this transport pre­
serves some given infinitesimal structure a. Thus it should be "some­
thing" which takes value in the groupoid Fix(o). 

The combinatorial aspects (the neighbour relation), which SDG 
introduces, allows us to describe such notion in a simple way [6]. Let 0 
be a groupoid (or category) with M as its set of objects. A (k'th order) 
connection element X at x e M with values in 0 is a law which, to each 
y with x ̂ y associates an arrow X (y) : x •> y of $ (one requires X(x) to 
be the identity arrow at x). These connection elements form a bundle 
Q M M, $) over M (which is in fact a k'th order prolongation of M ) and a 
cross section of this bundle is a -̂valued Ar'th order connection on M. 

One could even replace ̂  by an arbitrary (oriented) graph V over 
M ; by this we understand a set T equipped with "face" maps 

30 , 3 i : r -> M 
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and a "degeneracy" map i: M -> T splitting 8o and 8i- A category $ over 
M is evidently a graph, by forgetting composition of arrows ; and 
also a reflexive relation § is a graph. Thus, we may describe the notion 
-̂valued connection relative to r : it is a map r $ of graphs 

over M. The groupoid valued connections were studied from this view­
point in [iO ] (which is close to /28/ in content), and in [11], which takes 
departure in /41, 43/ : the relevant graph V to describe r'th order non-
holonomous connections in combinatorial terms is the graph V = Mfrj 
of r-chains 

x = (xQ °O X1 % ... °o Xr) with 
do(x) = xQ , d\(x) = xr , and i(x) = (x ~ x - ... - x). 

If for instance V is a O-valued 1st order connection, we 
get a 2nd order non-holonomous connection V^V by 

( V * VXx0, x:, x2):= Vfx2, x^ o WxQ, x^, 

cf. /46/, and [19, 12, 11]. (Then V is curvature free iff V̂ V is holonomous, 
cf below.) 

An alternative connection notion was considered by Joyal (un­
published, but see [9]), who considered for an arbitrary "bundle" E •> M 
an action of the graph ̂  on E (in analogy with an action of a category 
over M on E). It becomes a special case of the groupoid-valued connec­
tion notion, by taking $ = Full(E). Conversely, a 0-valued connection 
for a general groupoid 0 over M can be seen as a "bundle"-connection in 
the bundle 3i : <f> M with a certian equivariance property. In fact, both 
notions and the proof of their equivalence can be paraphrased from /28/ 
Section 4. 

While groupoid-valued higher order connections always give rise to 
"absolute differentiation" /46/, essentially only 1st order connections give 
rise to (global) parallel transport. The relationship between the integra­
tion problem raised by the latter, and the notion of curvature of 
the connection, was stated in /46/, and in [19]. SDG allows us to para­
phrase the notion of curvature and its role in integrability questions in an 
"unforgettable" way : 

Any category V over M gives rise to a graph ^l(i) over M, consist­
ing of the "near-identities" of \P, i.e., those arrows f, with f ^ d0(f). In 
attempting to extend a graph map 

V : $ 
(where <& is a category over M) into a functor m -> which is what the 
integration problem amounts to, it is necessary that V preserves those 
composites which happen to exist in ^(j)' To say V is curvature free 
is to say that it does preserve such composites. The Representation Theo-
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rem for Lie groupoids [17, 18 ] gives conditions on 0 and ¥ in order that 
the curvature is the only obstruction to extending V to a functor. 

The integrability theorem for curvature free connections is the spe­
cial case when 

the 1­neighbour relation. A special case of that, again, is the integration 
theorem of [8], giving conditions on M when Lie­group valued 1­forms 
on M are exact (take 0 ­ MxGxM). 
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IX 
EHRESMANN : UN GÉOMÈTRE 

par André HAEFLIGER 

Elève cJ'Elie Cartan, Ehresmann a été profondément influencé par 
la pensée de son maftre. Attiré par la géométrie, il s'est attaché à 
dégager patiemment et par approximations successives les concepts fonda­
mentaux nécessaires pour définir et comprendre d'un point de vue global 
les structures géométriques étudiées par S. Lie et E. Cartan. 

Dans ce qui suit nous nous proposons de passer en revue les contri­
butions d'Ehresmann aux divers domaines qui l'ont intéressé dans la 
période qui s'étend de 1932 à 1955 (date de sa nomination à Paris), 
laissant à d'autres plus compétents le soin de parler de ses travaux sur 
les catégories. La notice qu'Ehresmann avait rédigée sur ses travaux 
scientifiques en 1955 nous a été très utile. 

Topologie des espaces homogènes. 

Dans sa thèse soutenue à Paris en 1932 intitulée "Sur la topologie 
de certains espaces homogènes" (parue en 1934 dans les Annals of 
Mathematics 35, p. 396-443), Ehresmann étudie l'homologie des espaces 
homogènes X symétriques complexes, tels que les variétés de Grassmann 
complexes, les variétés de drapeaux ou les quadriques complexes. 
Il détermine d'abord leurs nombres de Betti en calculant la dimension 
de l'espace vectoriel des formes différentielles invariantes sur X qui est 
isomorphe à la cohomologie réelle de X, d'après un théorème de Cartan 
et les théorèmes de de Rham. 

Il utilise ensuite une méthode plus géométrique et plus directe 
pour donner une base de l'homologie de ces variétés, méthode qui a été 
reprise plus tard par Chern (1946 et 1948) et Pontrjagin (1942) dans 
leurs travaux fondamentaux sur la cohomologie des grassmanniennes réel­
les et complexes conduisant à la construction des classes caractéristiques 
des fibres vectoriels réels ou complexes. Cette méthode est basée 
sur l'observation originale que certaines sous-variétés algébriques (les 
cycles de Schubert dans le cas des grassmanniennes) fournissent 
une décomposition cellulaire d'un type beaucoup plus général que 
celles que l'on avait considérées auparavant, remarquablement économique 
(puisque dans le cas complexe par exemple toutes les cellules sont 
de dimension paire), et qui permet de calculer aisément l'homologie. 
Il détermine également la matrice d'intersection des variétés de 
Schubert, donnant ainsi une justification homologique rigoureuse à la 
géométrie énumérative de Schubert. 
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Dans un travail ultérieur (Sur la topologie de certaines variétés 
algébriques, J. de Math. XVI, 1937, p. 69-100), il applique la même 
méthode aux variétés algébriques réelles analogues. Dans ce cas 
le problème est plus délicat puisqu'il faut déterminer les relations 
d'incidence. Cette même méthode lui permet également de calculer 
l'homologie des variétés de Stiefel réelles, complexes ou quaternioniennes, 
et des groupes de Lie compacts (dans deux Notes aux C.R.A.S. Paris 
208 (1939), p. 321 et 1263). 

Espaces fibres. 

Ses recherches sur les espaces homogènes conduisent Ehresmann à 
étudier les espaces fibres. Il avait déjà remarqué dans sa thèse que, sur 
un groupe de Lie, les classes modulo un sous-groupe étaient les fibres 
d'une fibration localement triviale (sans utiliser encore cette terminoT 
logie). Dans une Note aux C.R.A.S. en 1938 (Sur les arcs analytiques d'un 
espace de Cartan), il introduit la notion de fibre principal associé 
pour définir les espaces de Cartan. Mais c'est dans la Note publiée en 
collaboration avec son élève J. Feldbau (C.R.A.S. Paris 213 (1941), 
p. 762) qu'elle est formulée explicitement. Dans cette note, les auteurs 
énoncent le théorème de relèvement des homotopies (Ehresmann 
en donnera plus tard une démonstration détaillée dans un cas plus 
général dans son article au Bull. Soc. Math. France 72, 1944, p. 27-54) 
et ils établissent la suite exacte d'homotopie (découverte indépendamment 
et simultanément par Eckmann et Hurewicz-Steenrod). 

Suit une série de Notes (213, 1941, p. 762 et 214, 1942, p. 144) où 
Ehresmann précise les définitions de fibre principal, et de fibres asso­
ciés, la notion de groupe structural jouant un rôle prépondérant. Le 
problème de la réduction du groupe structural G d'un fibre à un 
sous-groupe fermé H est ramené à celui de la construction d'une sec­
tion du fibre associé de fibre G/H. Comme conséquence de cette obser­
vation; il observe qu'une telle réduction est toujours possible si G/H 
est n-connexe, n étant la dimension de la base, et qu'elle est unique à 
homotopie près si G/H est (n+l)-connexe. Il remarque que ce sera le 
cas si H est compact maximal, car alors G/H est contractile. 

Ces considérations, il les applique dans une Note intitulée "Sur 
les espaces fibres associés à une variété dif f érentiable" (216, 1943, p. 628) 
aux problèmes qui lui ont servi de motivation, à savoir l'existence de 
structures géométriques supplémentaires, qui implique une réduction 
du groupe structural. On trouve aussi dans cette note la définition main­
tenant universellement adoptée d'une variété différentiable à l'aide d'un 
atlas et de son prolongement. Il remarque par exemple que l'existence 
d'une métrique indéfinie, de type (p, q), équivaut à celle d'un champ con­
tinu de p-plans ; en particulier sur une variété de dimension 4 compacte 
il n'existe de métrique de Lorentz que si sa caractéristique d'Euier-Poin-
caré est nulle. 
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Dans une Note "Sur les espaces fibres différentiables" (224, 1947, 
p. 1611), il esquisse la démonstration du fait qu'une submersion d'une 
variété compacte dans une autre est la projection d'une fibration. 

Le rôle que joue la topologie du groupe structural G n'est pas en­
core bien dégagé dans ces premières notes (ce qui justifie les remarques 
de Steenrod dans son livre sur les espaces fibres). Par contre Ehresmann 
clarifie déjà complètement ce point dans son exposé sur les espaces 
fibres au Colloque de Topologie algébrigue de Paris en 1947 (publié en 
1949). Cet exposé résume admirablement ses réflexions antérieures sur 
la notion d'espace fibre qui apparaît ici comme un cas particulier d'une 
structure définie par un atlas compatible avec un pseudogroupe de trans­
formations. L'élégance et la concision de la présentation contraste avec 
la lourdeur des premières pages du livre de Steenrod publié en 1950. 

Dans ce même exposé il pose le problème de l'existence, sur 
une variété de dimension 2n, d'une structure presque compiexe, condition 
nécessaire pour l'existence d'une section du fibre associé au fibre tangent 
de fibre 0(2n)/U(n), ou encore à l'existence d'une forme différentielle 
de degré 2 et de rang 2n. Il démontre que, pour une variété orientable 
de dimension 6, une condition nécessaire et suffisante est l'annulation 
de la troisième classe de Stiefel-Whitney. Donc la sphère S6 admet une 
structure presque complexe, alors qu'il montre que S4 n'en possède 
pas. 

Dans sa thèse écrite sous la direction d'Ehresmann, Wu Wen Tsun 
a fait une étude détaillée des structures presque complexes sur les 
variétés de dimension 4 (voir aussi la conférence d'Ehresmann dans 
Proc. Intern. Congresselpef Math., Harvard 1950, Vol. 2, p. 412-419, 
et le rapport de M Libermann "Structures presque complexes 
et autres structures infinitésimales", Bull. Soc. Math. France 83, 1955, 
p. 192-224). 

Variétés feuilletées. 

Dans les années quarante, à Clermont-Ferrand où l'Université de 
Strasbourg s'est repliée, Ehresmann propose comme sujet de thèse à son 
élève G. Reeb, l'étude des propriétés globales des systèmes complètement 
integrables, domaine inexploré dans le cas où les sous-variétés intégrales 
sont de dimension supérieure à 1. La théorie des espaces fibres existait 
déjà en germe avant la guerre (Whitney 1935, Stiefel 1936), la preuve en 
est qu'elle s'est développée simultanément en France avec Ehresmann, à 
Zurich avec Eckmann, Gysin, Hopf, et aux Etats-Unis avec Whitney, 
Hurewicz, Steenrod, pendant les premières années de la guerre, à 
une époque où les communications scientifiques étaient très difficiles. 
Il n'en est pas de même pour les variétés feuilletées (c'est ainsi que 
Reeb a appelé plus tard les variétés munies d'un système complètement 
integrable), et c'est l'un des grands mérites d'Ehresmann d'avoir 
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dirigé Reeb dans cette direction. La thèse de Reeb est un travail de 
pionnier, largement en avance sur son temps, qui contient déjà en 
germe beaucoup de développements ultérieurs. 

C'est dans une Note aux C.R.A.S. Paris 218, 1944, p. 955, qu'Ehres-
mann et Reeb définissent les variétés intégrales complètes (feuilles 
dans la terminologie de Reeb) d'un champ de p-plans complètement 
integrable sur une variété V comme les composantes connexes d'une 
topologie plus fine sur V. Reeb y donne le premier cas particulier de 
son théorème de stabilité et le fameux exemple de feuilletage de la 
sphère S3 par des surfaces. Ehresmann remarque que la caractéristique 
d'Euler-Poincaré d'une feuille F d'un feuilletage de Sn ou RP est tou­
jours nulle. Il revient sur cette question dans deux Notes ultérieures 
(224, 1947, p. 1611 et 226, 1948, p. 1879) où il montre qu'il suffit que 
F soit homologue à zéro dans V, et que si de plus F est homotope à 
une constante, alors elle est parallélisable comme conséquence immédiate 
du théorème de relèvement des homotopies dans les espaces fibres (cf. 
aussi sa conférence sur la théorie des variétés feuilletées, Rend, 
di Mat. e délie sue appl., Serie V, 10, 1951, p. 64-83). 

Mais la contribution la plus importante d'Ehresmann à la théorie 
des variétés feuilletées est d'avoir parfaitement dégagé la notion 
de pseudogroupe d'holonomie du feuilletage, notion sous-jacente, mais pas 
explicitée, dans la thèse de Reeb et qui joue un rôle primordial dans 
toute la théorie. 

Déjà dans sa note sur les espaces fibres différentiables (C.R.A.S 
Paris, 224, 1947, p. 1611) et plus tard dans son exposé sur "Les connexions 
infinitésimales dans un espace fibre différentiable", Colloque de Topologie 
de Bruxelles, 1950, il considère le cas particulier d'une connexion 
infinitésimale integrable sur un espace fibre de base B, c'est-à-dire 
d'un feuilletage transverse aux fibres tel que tout chemin c dans 
B peut se relever dans n'importe quelle feuille (ce qui est toujours le 
cas si la fibre est compacte). Alors E muni de la topologie des feuilles 
est un revêtement de B classé à conjugaison près par un homomorphisme 
du groupe fondamental de B sur un sous-groupe G du groupe des dif-
féomorphismes de la fibre, appelé le groupe d'holonomie de la connexion 
ou du feuilletage. Inversement, la donnée d'un tel homomorphisme per­
met de reconstruire le fibre et le feuilletage. Cette construction don­
ne des exemples très intéressants de feuilletages. On retrouve une 
telle situation chaque fois que l'on a un voisinage tubulaire saturé d'une 
feuille. Si toutes les feuilles sont compactes, Ehresmann esquisse la 
démonstration que le groupe d'holonomie est fini et qu'il est isomorphe 
à un groupe d'isométries d'une fibre du voisinage tubulaire. Plus 
généralement, il associe à toute feuille F une représentation de son 
groupe fondamental, cette fois dans le groupe des germes en x de dif-
féomorphismes d'une petite section transverse S coupant F en x . Il 
appelle cet homomorphisme l'holonomie de la feuille (et son image, 
le groupe d'holonomie de F). Il généralise également le théorème 
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de stabilité de Reeb au cas où le groupe d'holonomie d'une feuille 
compacte est fini. Ehresmann a démontré ces résultats dans une 
série de conférences données à Princeton en 1953. Les démonstrations 
ont été publiées plus tard dans une Note aux C.R.A.S. Paris 243, 1956, 
p. 344, FÉDIGÉE en commun avec Shih Weishu. 

En passant aux jets d'ordre un, Ehresmann obtient l'holonomie In­
finitésimale de la feuille qui donne une réduction à la topologie 
discrète du groupe structural du fibre normal à la feuille (ou encore 
une connexion linéaire plate canonique). Il remarque que, inversement, 
pour qu'une sous-variété F soit une feuille d'un feuilletage défini au 
voisinage F, il suffit que son fibre normal admette un groupe struc­
tural discret. 

Le pseudogroupe d'holonomie définit la structure transverse au 
feuilletage (notion que le soussigné a largement utilisé dans sa thèse 
écrite sous la direction d'Ehresmann et toute imprégnée de sa pensée). 
L'importance du pseudogroupe d'holonomie n'a fait que se confirmer 
dans les développements ultérieurs. Ehresmann a rédigé un exposé très 
complet sur les "Structures feuilletées" dans Proc. 5th Math. Congress, 
Montréal (1961), p. 109-172. 

Théorie des connexions. 

Pour Ehresmann une des principales motivations pour introduire 
les espaces fibres était de donner une définition intrinsèque globale des 
connexions considérées par E. Cartan et du transport parallèle (c'est 
pour cette même raison que les physiciens se sont enfin décidés à 
étudier la théorie des espaces fibres!). Bien qu'il ait déjà esquissé 
une définition des espaces de Cartan dans une Note aux C.R.A.S. en 
1938 et dans sa Note "Sur les espaces fibres différentiables" en 1947, 
c'est dans son exposé au Colloque de Topologie de Bruxelles en 1950 
(p. 29-55) qu'Ehresmann clarifie complètement la notion de connexion, 
compare entre elles les diverses définitions et précise la notion de 
connexion de Cartan et de développement d'une courbe de la base 
dans la fibre. Il montre aussi que tout isomorphisme local entre 
deux espaces de Cartan analytiques complets et simplement connexes 
s'étend suivant un isomorphisme global. 

Théorie des jets. Pseudogroupes de Lie. Structures locales. 

Dans une série de 5 Notes aux C.R.A.S. publiées en 1951 et 
1952, intitulées: "Les prolongements d'une variété dif férentiable", 
Ehresmann introduit la notion de jet comme base de la Géométrie Dif­
férentielle. Cette notion, adoptée maintenant universellement, nous est 
devenue si familière qu'on oublie combien son introduction a permis de 
mieux poser les problèmes fondamentaux de la Géométrie différentielle 
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locale et globale. Comment imaginer sans elle la théorie des singularités 
des applications différentiables et René Thom a maintes fois répété 
qu'il avait beaucoup profité de ses contacts avec Ehresmann. Pour un 
bon exposé d'ensemble, on pourra lire l'exposé d'Ehresmann au Colloque 
de Topologie de Strasbourg de 1953 : "Introduction à la théorie des 
structures infinitésimales et des pseudogroupes de Lie". 

Ehresmann remarque par exemple que la variété des r-repères (jets 
d'ordre r des cartes locales à l'origine) sur une variété V est un fibre 
principal Hr(V) ayant pour groupe structural une extension de groupe li­
néaire par un sous-groupe contractile. Ainsi on n'obtient pas de nouvelles 
classes caractéristiques en considérant les repères d'ordre supérieur 
à 1. Cependant Hr(V) possède une structure supplémentaire qui provient 
du fait que tout difféomorphisme local de V se prolonge en un diffé-
omorphisme locai de Hr(V) . 

Dans ce nouveau langage, Ehresmann définit un système différentiel 
comme un sous-espace de l'espace des jets d'ordre r , et il définit leurs 
prolongements. Il donne aussi une définition d'un pseudogroupe de 
Lie en termes du groupoide de ses jets d'ordre r (théorie développée 
dans la thèse de Melle Libermann). Il démontre qu'un pseudogroupe 
de Lie de type fini sur une variété compacte simplement connexe pro-
-vient par localisation d'un groupe de Lie de transformations, et 
qu'en général le plus grand groupe de transformations contenu dans 
un psegdogroupe de Lie de type fini est un groupe de Lie (théorème 
démontré en 1955 et publié aux C.R.A.S. Paris 246, 1958, p. 360). 

C'est en 1952 gu'Ehresmann commence à jeter les bases d'une 
théorie des structures locales qu'il publie dans un article paru en 1954 
dans les Annali di Mate. (Série IV, 36, p. 133-142). L'exemple typique 
est celui d'une structure définie par un atlas compatible avec un 
pseudogroupe de transformations (dans son exposé au Colloque de 
Topologie de Paris en 1947, Ehresmann avait déjà précisé la définition 
d'un pseudogroupe de transformations en ajoutant l'axiome de réunion 
et de localisation aux axiomes donnés par Veblen et J.H.C. Whitehead 
dans leur livre "The foundations of differential Geometry", 1932). 

A la fin de cet article, comme application de la notion de jet local, 
il donne une démonstration remarquablement simple et élégante du 
fait qu'un espace localement homogène de Lie compact et simplement 
connexe est isomorphe à un espace homogène de Lie (théorème qu'il 
avait déjà démontré en 1936 dans sa conférence sur les espaces 
localement homogènes, Enseignement Math. 5-6, 1936). 

C'est un bel exemple d'un cas où l'introduction de concepts ap­
propriés rend une démonstration tellement transparente qu'elle parait 
triviale. On pourra évaluer le chemin parcouru et les progrès de 
la terminologie en se reportant au livre de Veblen-Whitehead cité 
plus haut et à l'article de J.H.C. Whitehead : "Locally homogeneous 
spaces in differential Geometry", Ann. of Math. 33, 1932. 
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Ehresmann montrait plus généralement dans ses cours en 1955 qu'à 
toute variété X localement isomorphe à une variété B munie d'un grou­
pe G de transformations analytiques, on pouvait associer un homomor-
phisme $ du groupe fondamental TT de X dans^G (appelé l'holonqmie), 
et une immersion f du revêtement universel X de X dans B, équiva­
lante relativement à l'action de TT sur X et sur B via $ . A ma con­
naissance, il n'a pas publié ce théorème qui a été redémontré plus tard 
par plusieurs auteurs. 

Je terminerai cette analyse par quelques remarques générales. 
Dans ce qui précède, si les mots "notions" et "définitions" reviennent 

constamment, c'est qu'Ehresmann a consacré presque tous ses efforts à 
forger des concepts adéquats nouveaux et créer une terminologie sug­
gestive plutôt qu'à démontrer des théorèmes techniquement difficiles. 
Dans presque tous ses écrits (sa thèse mise à part), il se contente d'es­
quisser les démonstrations et d'illustrer les définitions générales par 
quelques exemples, laissant à d'autres le soin de prospecter en profondeur. 
Il aimait répéter qu'il travaillait pour la trivialisation des mathématiques, 
voulant dire par là que son but était de trouver un cadre si bien 
adapté que les démonstrations deviennent évidentes. Il ne faut pas cacher 
le danger à la longue de cette philosophie, mais ses idées générales 
ont été une source d'inspiration remarquable pour des élèves qui avaient 
le goût du concret, tel que Feldbau, son premier élève, disparu tragique­
ment pendant la guerre, Reeb ou Wu Wen Tsun. 

Ehresmann organisa à Strasbourg de 1945 à 1953 une série 
de colloques qui attirèrent un très grand nombre de mathématiciens 
étrangers, en particulier beaucoup de jeunes. Ces rencontres contribuèrent 
grandement à rapprocher les mathématiciens européens après la 
guerre. Dans son Séminaire de Topologie, la participation internationale 
était très large et à Paris, il continua d'accueillir de multiples visiteurs 
dans son Séminaire de Topologie et Géométrie Différentielle. 

Ehresmann avait une personnalité rayonnante et généreuse. 
Son oeuvre écrite ne reflète que partiellement la richesse de sa 
pensée mathématique qu'il aimait partager avec ceux qui l'entouraient. 

Département de Mathématiques 
Université de Genève 
GENEVE. SUISSE 
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X 

SUR LES STRUCTURES LOCALES DE C. EHRESMANN 
par Jean BENABOU 

De l'œuvre scientifique, si riche, de C. Ehresmann, je voudrais abor­
der brièvement l'un des thèmes. 

On m'excusera, j'espère, de donner un ton personnel, et un 
peu passionné, à ce témoignage. 

Dans les années 1955-57, C. Ehresmann introduisait et étudiait la 
notion de structure locale. Comme toutes les notions vraiment fondamen­
tales, celle-ci était simple, d'une grande élégance, et pleine de possibi­
lités, 

C. Ehresmann partait de la remarque, évidente, que pour toutes les 
notions touchant au recollement et à la localisation, les points de l'espa­
ce topologique n'intervenaient pas : si deux espaces X et Y sont tels que 
les ensembles ordonnés Ouv(X) etOuv(Y) sont isomorphes, les catégories 
de faisceaux sur X et Y le sont aussi." 

Ce qui, en 1955!, était beaucoup moins évident c'est : 
(i) de dégager parmi les propriétés des ouverts, la structure indis­

pensable pour faire de la "topologie sans points" : celle de treillis local 
ou de Brouwer (i.e. ensemble ordonné, complet pour l'ordre, et tel que 

(ii) Surtout d'avoir l'intuition qu'une telle notion, mis à part sa sim­
plicité, pouvait être plus qu'une simple curiosité et une généralisation 
sans portée mathématique réelle. 

(iii) Enfin, de mener à bien, tout seul, et très vite, les constructions 
fondamentales : faisceau associé à un préfaisceau, champ associé à un 
préchamp (sous le nom de complétion qui n'est pas plus mauvais qu'un 
autre!), topologie sur un treillis local, e t c . . 

On objectera, sans doute, que les topologies et topos de Grothen-
dieck généralisent ces notions. 

Mais d'une part ils sont postérieurs, et d'autre part leur introduc­
tion ne diminue en rien l'intérêt et l'importance du cas particulier consi­
déré par C Ehresmann, bien au contraire. 

1. Un théorème dû à Barr montre qu'il y a "suffisamment" de treil­
lis locaux : i.e. tout topos de Grothendieck est "quotient" d'un topos de 
faisceaux sur un treillis local. En clair, cela signifie que : une propriété 
est vraie pour tout topos de Grothendieck ssi elle l'est pour ceux de C 
Ehresmann. 
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Il convient à ce sujet de noter que l'affirmation analogue pour les 
espaces topologiques est fausse. L'exemple, attribué à Deligne, d'un to­
pos sans point, est une évidence dans le cadre des structures locales, et 
c'est même, d'une certaine façon, la motivation majeure de C. Ehres-
mann pour l'introduction de ces structures. 

Le théorème de Barr vient d'être précisé par Tierney et Joyal, qui 
montrent que tout topos de Grothendieck est même un "conoyau" par 
l'action d'un groupoide dans la catégorie des treillis locaux. 

2. Un grand nombre de travaux sont en cours actuellement sur les 
treillis locaux par des gens qui connaissent bien les topos de Grothen­
dieck (Johnstone, Tierney, Joyal, Mulvey, ...). Leur point de vue, celui 
d'Ehresmann en 1955, est de les regarder comme espaces topologiques 
sans points et de se poser des questions du type : compactification, con-
nexité locale ou globale, e t c . . Leur ignorance du travail d'Ehresmann 
les conduit parfois à "retrouver" des résultats obtenus par lui il 
y a plus de vingt ans. 

3. La notion de modèle Booléen en logique classique, ou celle plus 
récente de modèle "Brouwérien" en logique intuitionniste, sont en rapport 
très étroit avec les treillis locaux. 

4. Tout l'aspect "pseudogroupe" dans les treillis locaux, abondam­
ment étudié par C. Ehresmann n'est pas encore exploité. Nul doute que 
d'ici un certain temps quelque chercheur retrouvera, dans un langage 
bien sûr conforme à la "mode du jour", une partie de ces notions et de 
ces résultats. 

D'autres, mieux que moi, pourront montrer dans bien des domaines 
le rôle de précurseur de C. Ehresmann, et l'importance des idées qu'il a 
introduites. Une caractéristique très évidente : elles vont à 1' essentiel 
tout en étant très simples et naturelles, et une fois dégagées elles font 
très vite partie de ce que "tout le monde doit savoir". 

Qu'il me soit permis, pour terminer, d'aligner à ce sujet quelques 
mots, qui sont autant de jalons : espaces fibres, jets, connexions, feuille­
tages, holonomie, et ... structures locales. 

ADDENDUM (écrit en 1984, pour ce volume). 

Depuis la parution de cet article de très nombreux travaux sur les 
treillis locaux ont vu le jour. 

Il serait fastidieux de citer même les plus saillants, mais il est 
difficile de passer sous silence le livre important de P. Johnstone : 

Stone spaces, Cambridge University Press (1982), 
qui fait un point assez complet sur l'état actuel de la théorie, fournit 
une bibliographie très détaillée, et donne à la fin de chaque chapitre 

563 



COMMENTS 76 

une note historique montrant quelles ont été les étapes et les contribu­
tions principales. 

Dans ce livre le rôle essentiel des treillis locaux est mis en 
évidence. Notamment le fait qu'ils fournissent un cadre naturel et suf­
fisamment large pour que certains phénomènes "déplaisants" dans 
la catégorie des espaces topologiques y trouvent une explication et 
une solution plus satisfaisante. 

L'auteur y souligne que c'est à C. Ehresmann que revient l'idée 
de considérer les treillis locaux comme des espaces topologiques 
généralisés et de les étudier comme tels. Il mentionne aussi certaines 
de ses contributions à cette étude (e.g. le théorème de Tychonoff pour 
les treillis locaux démontré en 1957, et "retrouvé" plusieurs années 
plus tard par d'autres). 

Mais ce livre axé sur les théorèmes de dualité "à la Stone" ne rend 
que partiellement compte des idées d'Ehresrnann. En particulier le fait 
que l'aspect "recollement" (Le. faisceaux et champs) était tout à fait 
présent dès 1957 et constituait même une des motivations essentielles 
pour l'étude des structures locales ne semble pas avoir été perçu. 

Bien d'autres idées de C. Ehresmann sur ce sujet n'ont encore été 
que très partiellement exploitées et je suis convaincu que la publication 
de ses oeuvres complètes sera une source d'inspiration des plus précieu­
ses pour de nombreux travaux futurs. 

Département de Mathématiques 
Université Paris-Nord 
Av. J. Baptiste Clément 
93430 VILLETANEUSE 
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XI 
SUR LES CONTRIBUTIONS DE CHARLES EHRESMANN 

A LA THEORIE DES CATEGORIES 
par René GUITART 

Dans un prochain numéro des "Cahiers de Topologie et Géométrie 
Différentielle", on trouvera une bibliographie complète des travaux 
de C. Ehresmann, comprenant environ 120 titres, parmi lesquels 60 
- publiés ces 20 dernières années - sont consacrés à la théorie des 
catégories ; voici quelques indications sommaires sur cette dernièere 
partie de ses travaux. 

I. Vers 1957 les recherches d'Ehresmann l'ont amené a considérer 
comme fondamentale la notion de structure locale, c'est-à-dire de 
structure définie par la donnée d'un atlas complet compatible avec un 
pseudogroupe de transformations. Il développe cela ensuite avec, 
par exemple, l'étude systématique de diverses extensions de l'idée 
d'atlas, comme ce qu'il appelle fusées et superfusées, dans le cadre 
général des groupoides inductifs et catégories ordonnées (i.e. catégories 
dont l'ensemble des morphismes est ordonné de sorte que la composition 
des morphismes, et les applications "domaine" et "codomaine" soient 
croissantes - cf. § 4). Le théorème qu'il juge principal à ce sujet est 
ce qu'il appelle théorème d'élargissement complet d'une espèce de 
structure locale ou plus généralement d'une catégorie ordonnée inductive 
au-dessus d'une autre : ainsi, très particulièrement, en appliquant ce 
théorème à la catégorie des applications Cn entre ouverts d'espaces nu­
mériques RP on obtient la construction de la catégorie des variétés Cn. 

Cette partie des travaux représente plus de 700 pages dans 
lesquelles il est fructueux de lire aujourd'hui l'éclairage original 
qu'Ehresmann a donné sur les questions de faisceaux, algèbres de 
Heyting (qu'il appelle treillis locaux, et qui sont maintenant d'actualité 
dans les travaux de théorie des topos sous le nom de "locale"), et 
sur l'holonomie et la cohomologie des catégories ordonnées. (A ce 
sujet il introduit comme outil les "catégories d'opérateurs sur les 
catégories", qu'il appelle "espèces de morphismes", et qui ne sont 
rien de plus que les fibrations scindées de Grothendieck, mais sous 
la forme adéquate à "l'internalisation", que l'on pratique maintenant 
couramment, dans un topos par exemple. ) 

2. Dans le but probable de couvrir aussi le cas des structures 
locales, en 1960 Ehresmann pense à itérer transfiniment la méthode de 
Bourbaki de description des espèces de structures par schéma de 
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construction d'échelon, et il obtient ainsi la catégorie des foncteurs 
types, introduisant en même temps pour la première fois la 2-catégorie 
des transformations naturelles entre foncteurs. Les catégories ordonnées 
et la 2-catégorie des transformations naturelles sont des exemples 
de catégories doubles, dont Ehresmann donne la définition en 1961. Il 
donne l'exemple de la catégorie double des carrés commutatifs d'une 
catégorie fixée, et surtout le cas de la catégorie Q(Cat), dont les 
2-blocs sont de la forme 

avec P, Q, R, S foncteurs, t : R.P •> Q.S transformation naturelle. 
Plusieurs auteurs ont mis l'accent sur le cas particulier important de 

catégories doubles que sont les 2-catégories. En fait, si à la place de 
Cat, on prend une 2-catégorie abstraite _C, on peut, en considérant com­
me 2-blocs les quintettes (P, Q, R, 5 ; t), avec P, Q, R, S des 1-mor-
phismes de C et t : R.P-* S.Q un 2-morphisme de C, obtenir une catégo­
rie double Q(C). Il est remarquable que dans le dernier article qu'Ehres-
mann publie (avec sa femme Andrée Ehresmann, en 1979) on trouve ce 
théorème suivant lequel toute catégorie double se plonge dans une caté­
gorie double de la forme Q(C). 

3. Dans plusieurs textes et cours, Ehresmann a très clairement décrit 
sa conception de la Géométrie Différentielle (comprise en particulier 
avec les outils introduits antérieurement par lui-même : espaces fibres, 
G-structures, calculs des jets, prolongements infinitésimaux, connexions) 
comme essentiellement l'étude des catégories C différentiables, et 
fondamentalement de la catégorie différentiable des jets (ayant 
pour objets les germes de variétés et pour morphismes les jets infinité­
simaux d'ordre n fixé de germes d'applications Cn entre ces objets). Par 
exemple, pour lui un espace fibre consiste avant tout en un groupoide 
différentiable ayant pour objets les fibres, pour morphismes des 
difféomorphismes entre ces fibres (rappelons qu'un groupoide est, suivant 
la définition donnée en 1926 par H. Brandt, la même chose qu'une caté­
gorie dont tous les morphismes sont inversibles). De ce point de vue, les 
prolongements de variétés, d'espaces fibres, deviennent des prolonge­
ments de catégories différentiables particulières, et on les obtient par 
simple application des foncteurs jets. 

4. Catégories ordonnées, topologiques, différentiables, doubles, sont 
des cas particuliers d'objets catégories internes à une catégorie C, et 
dans ces cas (où donc 

C = Ord, Top, Diff ou Cat ) 
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on dispose de plus d'un foncteur U : C -> Ens. Ehresmann préfère alors 
parler de catégorie U-structurée la notion de catégorie interne ne se 
dégageant que plus tard (sous le nom de catégorie structurée généralisée), 
en "oubliant le foncteur d'oubli" U. 

Ehresmann a découvert la bonne définition universelle du quotient 
X/r d'un objet X de C par une équivalence r sur U(X) : c'est ce qu'il ap­
pelle le U-quasi-quotient de X par r. Dans le cas où X est une structure 
algébrique, X/r = X/r, le quotient de X par la relation d'équivalence com­
patible avec la structure algébrique en question engendrée par r (notée 
f ). De manière semblable il introduit la notion de U-sous-structure A de 
X engendrée par une partie A de U(X). Il étudie ensuite les catégories 
U-structurées essentiellement à l'aide de ces deux outils. Dans le cas 
spécial C = Cat, il obtient, avant Gabriel-Zisman, des résultats très pré­
cis sur le calcul des catégories de fractions. Toutefois, ces résultats, 
sous la forme où ils sont repris dans "Catégories et Structures", 
Chapitre 5, sont difficilement reconnaissables : il faut lire dans 
le texte original paru en 1961. Dans le cas C = Top, il reprend de nom­
breux résultats sur les groupes topologiques et les adapte aux catégories 
topologiques. Cela donne en 1966 trois articles directement accessibles 
/92/. 

5. En 1966, non informé des travaux (inédits à cette époque) de 
Gabriel- Ulmer, Ehresmann introduit les esquisses, très voisines des ca­
tégories marquées de Chevalley, puisque ce sont des "graphes multiplica­
tifs" marqués de cônes, il n'explicite pas du tout le lien avec les 
sites et catégories de faisceaux, car il faut dire que son point de 
vue est tout autre que celui de Grothendieck. En effet, Ehresmann n'aime 
pas travailler "nom par hom" avec l'outil fondamental qu'est le Lemme de 
Yoneda (voir néanmoins § 6) et ii préfère toujours les calculs et 
descriptions "dessinées" par de petits diagrammes bien visuels. Cela se 
rattache probablement à sa formation en Topologie Algébrique, et se 
voit jusque dans sa manière de représenter les diagrammes dans les 
catégories. Par exemple là où tout le monde écrirait : 

il écrit 

Ainsi, pour lui une catégorie est d'abord un graphe orienté, plus 
une loi de. composition des paires de flèches consécutives ; vers 1965 
cela fait une différence entre lui et les autres catégoriciens, différence 
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conceptuelle, à laquelle s'ajoutent des différences de notations : 
Il emploie 

pour f: E + F, 
pour "dom" et "codom", 
pour Hom(e, e'). 

Avec parfois le choix d'une terminologie à l'apparence "provisoire" 
(comme plus haut le terme "quasi-quotient") pour des concepts au demeu­
rant simples et excellents, cela a certainement contribué à une mauvaise 
diffusion des travaux catégoriques d'Ehresmann jusqu'en 1970 environ. 
Mais revenons aux esquisses. 

Il existe une esquisse $cat ̂  savoir le début de la catégorie simpli­
ciale) telle que la catégorie ConttSç^, Ens) des foncteurs continus de 
SCat vers Ens soit équivalente à Cat. Alors les catégories U-structurées, 
avec U : C + Ens, sont précisément les objets de 

Cont (S Cat c) 

et beaucoup de résultats à leur sujet sont encore valables lorsque SQ^ est 
remplacée par une autre esquisse S, décrivant un autre type de structure. 

La définition d'Ehresmann de foncteur adjoint (comme "éjecteur") 
est moins agréable que celle de Kan ; d'un autre côté, il travaille tou­
jours sous la forme "locale" (= existence d'obje libre), ce qui est 
la manière naturelle de construire les adjoints. Travaillant avec des uni­
vers de Grothendieck emboftés, il donne en particulier un théorème de 
structures libres dont la preuve est une imitation des constructions de 
compactifications ou complétions en Topologie (avec U : C •> Ens, 
la U-structure libre sur E est 

cano im 1 

Dans le même esprit, il construit le "type" associé à une esquisse, 
diverses complétions de catégories et catégories structurées , de 
foncteurs et foncteurs structurés. Ces derniers résultats semblent 
maintenant intéresser beaucoup de gens, les catégoriciens allemands en 
particulier. 

6. A côté des catégories structurées, l'autre manière d'enrichir 
les catégories, hom par hom, intéresse néanmoins Ehresmann (ainsi, 
dans son cours de Maîtrise de 1967-68, il donne à un moment une pré­
sentation personnelle des catégories additives et de l'algèbre homolo-
gique). Et même, inspiré surtout d'exemples venant de 1 ' Analyse 
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(e.g., catégories où les homs sont des espaces de Banach, ou de Fréchet, 
...) il donne dans des cas particuliers la définition de catégorie dominée, 
dont la "bonne" formulation viendra plus tard (1965) avec la notion de 
V-catégorie (Eilenberg-Kelly). Dans les articles qu'il publie à partir de 
1972 avec sa femme, il adopte la terminologie des V-catégories et des 
catégories monoidales fermées, et aussi, progressivement, les notations 
des autres catégoriciens. Dans l'article de 1972 intitulé "Catégories of 
sketched structures" /115/, après avoir présenté la théorie des esquisses 
sous une forme très simple, il donne les principales méthodes pour obte­
nir des enrichissements et des produits tensoriels sur les catégories de la 
forme Cont(S, Ens). Cela constitue une belle illustration de la méthode 
des esquisses. Et l'étude du cas 5 = Sĉ t 8 n> c'est-à-dire l'étude des ca­
tégories n-uples, avec en particulier les notions de limites "relâchées" 
ou lax-limites (très voisines des limites homotopiques) dans les catégories 
doubles, est développée dans quatre articles qui se suivent de 1974 
à 1979 /117, 119-121/, et constituent un véritable livre. 

Nous nous sommes limité ici à un survol rapide, et le lecteur voulant 
en savoir davantage trouvera en référence une sélection de textes 
d'Ehresmann directement lisibles. 

L'influence exercée par cette oeuvre, aussi bien sur certains 
mathématiciens étrangers que sur les nombreux élèves qu'Ehresmann a 
dirigés et accueillis dans son Séminaire, a été très grande, et l'on 
connaît déjà certains perfectionnements ou prolongements d'idées ou de 
thèmes inventés ou travaillés par Ehresmann ; sur cela il serait utile de 
donner des explications (comme première indication signalons que, en 
théorie des catégories, Andrée et Charles Ehresmann ont fait préparer 
une quarantaine de thèses de troisième cycle et une dizaine de thèses 
d'Etat). Rappelons aussi que, en 1965, un prix de l'Académie (le prix 
Petit d'Ormoy) a été décerné à Ehresmann, pour ses travaux en 
théorie des catégories. Aujourd'hui, on peut voir dans ses travaux 
une évolution très nette de problèmes particuliers vers des problèmes 
de plus en plus généraux, avec dans les 4 derniers articles un retour, à 
l'aide d'outils plus puissants, vers les problèmes sur les catégories 
doubles des années 1960-63. Mais le retour aux structures locales et à 
la Géométrie Différentielle, source des préoccupations catégoriques 
d'Ehresmann, reste à accomplir. En réalité, il n'est pas sûr qu'Ehresmann 
lui-même ait désiré à toute force prouver l"'utilité" - fusse par rapport 
à ses motivations originelles des années 1955-1960 - des théories 
qu'il développait (souvent librement, pour leurs propres beautés). Très 
certainement l'intérêt en soi de la théorie des catégories naissante, 
et ses relations avec de nombreux autres domaines des Mathémtiques, 
le passionnaient et motivaient aussi profondément. Cela est particuliè­
rement clair si l'on se rappelle ce qu'il disait de l'art mathématique : 
"le mathématicien est engagé dans la poursuite d'un rêve sans fin, 
dont la traduction en formules précises exige un effort extraordinaire. 
(...) Je ne crois pas qu'un mathématicien voit dans cette efficacité 
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(dans les applications pratiques) la justification de ses efforts, car le 
vrai but de son rêve perpétuel est de comprendre la structure de 
toute chose". 

RÉFÉRENCES. 
Les titres des travaux de C. Ehresmann sont remplacés 

par les numéros correspondants dans la Liste des Publications située au 
début de ce volume. 

1. Articles /39, 47, 75, 86, 110/. 
2. /52, 59/. 
3. /78, 101, 116/. 
4. /66, 100, 93, 122 (chapitre V), 92/. 
5. /106, 115, 108, 117, 119-121/. 

U.E.R. de Mathématiques 
Université Paris 7 
2 Place Jussieu 
75230 PARIS CEDEX 05. 

570 



SEMINARBERICHTE 7 
FernUniversi tat Hagen 1980 

XII 
CHARLES EHRESMANN 

by Andrée CHARLES EHRESMANN* 

I have • been deeply moved by your idea of dedicating this meeting 
to my husband. Please excuse me if this talk is somewhat informal, 
and if my english (which has never been very good) is particularly 
awful. But my husband died only one month ago, after a year long 
illness during which he needed incessant care. In any case, it would not 
have been possible for me to speak objectively about Charles, since we 
have been so closely related for so many years. 

Hence this talk will be melting Mathematics and more personal 
recollections ; but this is not too inadequate in a Category meeting, 
our life having been completely devoted to Mathematics, and more 
precisely to Category Theory and its Applications. Even as he was very 
ill, Charles often repeated that he wanted to do Mathematics ; he 
still said it during the two days of wakefulness which preceded his death. 

1. His liking of travels. 

The first thing that striked me when we met in 1957 was his 
marvelous blue eyes which, up to the end, kept their childish look. 
These eyes twinkled particularly when he spoke of his travels for 
mathematical purposes (we almost never took vacations, the last one 
being in 1966 when we toured the United States in Greyhound buses, 
talking about Mathematics most of the time). 

For his first "mathematical" journey, he spent some months at 
Gdttingen, to study with Hermann Weyl. His thesis was written in 
Princeton, where he was a Procter Visiting Fellow from 1932 to 1934. 

In the fifties, he was proud of his about half year long lecturing in 
foreign universities ; most of the papers written at that time begin 
with a long list of towns in which he had given talks on the subject, 
and I gently teased him for that. 

He was very attracted by the oriental thinking he had just 

* This is the text of the talk given by A. C. Ehresmann at the Category meeting of 
Arnsberg, on October 27, 1979. 
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discovered in India and Iran ; for him the most beautiful monument was the 
Tadj Mahall and (later on, in 1972) we converted ourselves to vegeta­
rianism. He hoped to have an opportunity to visit China. 

Up to 1966, we had some other long trips in America. 
Afterwards we prefered to stay in Paris or in Amiens partially because the 
Cahiers de Topologie et Géométrie Différentielle took more of our time 
(they became a quaterly Journal in 1967, as explained in /139/ *). But 
he liked to dream in front of maps, and one of the last times we 
went out we were looking for a new atlas. In fact, the only non-mathema­
tical books he perused in his last years were atlasses and the Annuaire de 
l'Association des anciens élèves de lfEcole Normale Supérieure (he re­
membered his years at the Ecole Normale Supérieure d'Ulm with 
a great fondness, and our last travel to Paris in May 1978 was for 
the yearly "pot de la promotion"). 

2. His conception of Mathematics. 

Though always serene (I almost never saw him out of temper), 
he had a communicative passion for Mathematics. His lectures (generally 
informal) were often followed by long discussions which inspired a great 
number of mathematicians. 

We had many talks about the essence of Mathematics, 
especially in Kansas in 1966 where the paper "Trends toward unity in 
Mathematics" /94/ was written. He said that I was a Platonist since I 
think that the motivation for research work is the quest for the pre­
existing idea (in Plato's sense) of a structure ; while for him discovery was 
an entirely free creation, the value of which lies in its possible expansion. 
We both agreed that Mathematics is an Art as well as a Science 
(perhaps more than a Science). And this thought was always his : 
he already exposed it to his pupils in the year he spent at Rabat as a 
secondary-level teacher in 1928-29 ; he was reminded of this by one of 
these pupils met fortuitly in a bus in Paris some 40 years later! (He had 
asked to go to Rabat to "take a vacation" before undertaking research 
work, as he explained to me). 

Charles was also interested in the History of Mathematics. He 
wrote a paper "Archimede et la Science moderne" /56/ for the commemor­
ation of the Archimedes's 2.000 th anniversary in Syracuse. One of the 
Greek mathematicians he most admired was Eudoxus, for his theory of 
ratios so similar to the Dedekind's definition of real numbers. From 
1975 to 1978 he gave a course on the history and foundations of Math­
ematics in Amiens, in which he tried to show how the deep structure 
of the notions was gradually revealed. His last lecture was on December 4, 
* The numbers between / / refer to the "Liste des Publications" at the beginning of 

this volume. 
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1978, the day before he fell on the street and could not deny his 
illness any more. 

3. His former works. 

On our first rendez-vous, he introduced me to his works on 
Topology and Differential Geometry (he was then considered as one of the 
best geometers). 

His thesis /4, 8/ on the topology of homogeneous spaces (in 
1934) was prepared under the direction of Elie Cartan, for whom 
he had a great admiration. Very modestly, he often said that many of his 
ideas were implicit in Cartan's works (but I could not find these ideas in 
the papers he showed me). 

In Clermont-Ferrand during the war he introduced fibre bundles 
/14-18, 20/ apart from Steenrod (the communications between France and 
the U.S.A. being then broken), and he used them in the early fifties to 
develop a beautiful theory of jet bundles, prolongations of manifolds and 
higher order connections /22-24, 26-38, 40-44, 46, 48, 51/. He also defined 
foliated manifolds /19, 21, 30/ and more general foliations /45/. While we 
were in Montreal in August 1961, a long paper /54/ was written, 
full of important results (e. g. stability theorems for topological foliations, 
holonomy groupoids, "unspreadings" of a foliation, a theorem on transverse 
foliations,...), but this paper is often ignored by the specialists, since it 
was not reviewed in the Mathematical Reviews. 

Charles was also eager to learn new things and I had no 
difficulty in coinvincing him of the beauty of the geometry of topological 
linear spaces and of infinite-dimensional polyhedrons /49/ on which I was 
preparing a thesis (*) under the direction of G. Choquet. In memory of 
these first discussions, there is an icosahedron on our grave (as well as 
the sketch of categories). 

4. How Charles came to categories. 

Long before knowing category theory, he had to use groupoids 
(i. e. categories in which all the morphisms are invertible). Oddly 
enough, groupoids, which were defined by Brandt in 1926 (**\ are 
often called Ehresmann's groupoids ; and this somewhat irritated 
us since so many notions introduced by my husband are attributed to others 
or considered as "universal knowledge" (as jets). 

Indeed, groupoids intervene in fibre bundles theory in two dif­
ferent ways : 

A. Actions of a topological groupoid. 
Denote by E a fibre bundle. The isomorphisms from fibre to 

* "Polyèdres convexes dans les espaces vectoriels topologiques", Cahiers Top. et Géom. Diff. 1 (1957-58). 
** "Ueber eine Verallgemeinerung des Gruppenbegriffes", Math. Ann. 96 (1926), 

573 



COMMENTS 86 

fibre form a groupoid, which is equipped with a topology compatible 
with the maps domain, codomain, composition and inversion. This 
gives a topological groupoid (in the sense : internal groupoid in the cat­
egory Top of topological spaces), which acts continuously on the top­
ological space E. This topological groupoid G satisfies the axiom : 

(LT) For each object, say x , of G (identified with a point of the 
base B of E ), there exists a local section s: U — G of the codomain 
map on a neighborhood U of x such that s(y): x—y for each y e U . 

Conversely, to a topological groupoid satisfying (LT) (called a 
locally trivial groupoid) naturally corresponds a principal fibre bundle, 
and to its actions, the associated fibre bundles. This defines an equivalence 
from the category of fibre bundles to the category of actions of 
locally trivial groupoids (*). In this setting, connections, prolongations of 
manifolds,... are very easily defined. 

More generally, the jets between all germs of manifolds form a 
(big) differentiable category (i.e., internal category in the category Diff 
of differentiate maps) and Charles described Differential Geometry as the 
study of this category and of the actions of its subcategories /116/. 

This "categorical" point of view is indicated in a series 
of very concise papers from 1958 to 1969 /50, 78, 101, 103, 105, 
111/. Charles always thought of writing a book on this subject, and he 
regretted to have spent so much time in Bourbaki's team in the fourties 
instead of developing his own ideas. 

B. Local structures. 
Fibre bundles may also be defined by atlasses "gluing together" 

products, the transition functions between charts being compatible with the 
action of the structural group on the fibres. To unify the treatment of 
structures defined by such a "gluing together" process (as are topological 
or dif ferentiable, analytic, foliated manifolds,...), Charles introduced the 
notion of local structures, which are those structures defined by an atlas 
compatible with a pseudogroup of transformations (i. e., a subgroupoid of 
the groupoid of homeomorphisms of. a topological space whose set of mor-
phisms, equipped with the "restriction" order, satisfies conditions 
turning it into a "local groupoid"). 

Improving his earlier results /36, 39/ he wrote the paper 
"Gattungen von lokalen Strukturen" /47/. During the correction of 
its proofs in 1958, I learnt the fundamentals of Category Theory... and 
also a little German. (Charles, whose first language was German, always 
discouraged me from studying Goethe's language saying that he could 
translate it for me and that it would be mnre useful to learn something 
he did not know.) 

This paper was the starting point of many of the subsequent 
papers on discrete fibrations and extensions of functors, on ordered cat­
egories and "local completion" theorems. Perhaps it will be clearer to see 
how all these questions occur on an example. 

To define, say, dif ferentiable manifolds, the problem is 
* Cf. Pradines's comments. 

574 



COMMENTS 87 

decomposed as follows : Let P B • DiffB Top be the forgetful functor 
from the groupoid of diffeomorphisms between open subsets of a Banach 
space B ; it is a discrete fibration (defined by a "species of structures") 
over a subgroupoid of the groupoid Topg of all homeomorphisms. 
1° Enlargement of the species of structures : PB is "universally" extend-

ded into a discrete fibration P : D Topg , which is defined "pointwise". 
In modern terms P is the discrete fibration associated to the Kan exten­
sion, along the insertion toward Topg of the Set-valued functor associated 
to the discrete fibration PB . 
2° Local completion of a local functor : On D there is an order deduced 

from the "restriction order" on DiffB • With this order. D becomes 
a local groupoid (i. e., essentially, an internal groupoid in the category 
of distributive complete A-lattices). However D is not (order-)complete 
over Top, in the sense that there exist A-compatible families (A.) . j j 
of objects of D (i. e., 

P ( A A ) = P(Ai)H P(A ) for each l, j e I) 
which have no upper bound in D . The process of "local completion" con­
sists in adding such upper bounds. It leads from P to the forgetful func­
tor from the groupoid of diffeomorphisms between manifolds modelled on 
a Banach space. In fact, this step amounts to construct, over each top­
ological space T, the sheaf associated to the presheaf determined by 
PB over T. 
3° Extension of a functor : To get the category of differentiate mani­

folds, an analogous completion process is applied to the category of dif­
ferentiate maps between the objects of DiffB. This construction is well 
described in /110/. 

5. Structured categories. 

As Charles came to categories from groupoids and to groupoids 
from groups, he "felt" a category as a (small) set, equipped with a par­
tially defined composition, rather than as a (big) class of sets Hom(E, E?) 
(which is more usual when categories of structures are first considered). 
Hence it seems natural to equip the "set" of morphisms of a category 
with some kind of structure, compatible with the maps domain, codomain 
and composition, as in the two preceding examples (a topology in 
the case A, a "local order" in the case B). 

In 1963 these reflections led to the definition of a P-structured 
category, where P : H --Set is a forgetful functor. In modern terms, it is 
an internal category in H ; but we thought of it as the data of a cat­
egory C and of an object S of H sent by P to the set of morphisms of 
C in such a way as : 

1° The maps domain and codomain "lift" into morphisms from S to 
a subobject of S, 

2° The map composition "lifts" into a morphism toward S from a 
P-subobject of the product SxS. 
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Hence the necessity of defining P-subobjects /60, 66, 67, 69/. (Oddly 
enough, it is the dual notion of quotient object /66/ which led us to the 
notion of a reflection of a category into a subcategory /66/ and, 
more generally, to the notion of a free object, via the construction of a 
comma category ; this did not simplify the exposition of several papers 
where adjoint functors are used in this way!). 

We marveled at the number of important examples which were 
unified : 

1° Topological categories, introduced in /50/, whose general theory is 
developed in /92/ ; in this paper, classical results on the uniform struc­
ture of topological groups are adapted to "microtransitive categories" 
(using quasi-uniform structures, which are a "localization" of uniform 
spaces), and prolongations of (quasi-)topological categories /81/ are 
constructed. 
2° Differentiable categories (see § 4). 
3° Double categories (internal categories in Cat) /57, 58, 63, 64, 117/, 

whose first example was the 2-category of natural transformations (already 
introduced in the paper "Catégories de foncteurs types" /52/ written while 
we were in Buenos-Aires for a four months stay in 1959), the second one 
being the category of commutative squares /55/ of a category A (or 
"category of morphisms" of A ). Notice that, in our latest paper /121/ 
(written during the summer of 1978, while Charles was already in poor 
health) we prove that all double categories "are" subcategories of the 
double category of squares of a 2-category (or double category of quintets 
in the terminology of /58, 64/). 
4° Multiple categories, defined in /57, 63/, whose theory is developed in 

our last series of papers /119-121/ and for which theorems of existence of 
"lax limits" (very conveniently defined in this frame) are proved by a short 
"structural" method. 
5° Ordered categories and their specializations such as local categories, 

which are considered in numerous papers (700 pages odd) /53, 55, 
62, 68, 71, 75, 76, 85/ that should be read after the "Guide sur les caté­
gories ordonnées" /86/. Among the main results, still to be exploited (I'll 
show it elsewhere, e. g. in relation with topos theory) are those concerning 
local jets and atlasses (as well as their generalizations : rockets and super-
rockets) which are used to get (order-)completion theorems for ordered 
categories (e. g., to construct the complete holonomy groupoid of 
a foliation in /75/) and for ordered functors. They culminate in a theorem 
of complete enlargement of a local functor /110/, which generalizes the 
associated sheaf construction. 

General theorems on structured categories are given in a series 
of papers from 1963 to 1969 /57, 63-66, 82-84, 88, 100, 102, 109/. 
For instance, to study the existence of colimits, we thought of constructing 
them as quotients of coproducts. But such quotients are scarce /65, 66/, 
even in Cat /61, 80, 91/. Hence the idea of defining quasi-quotient ob-
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jects /82, 100/ ; fine constructions of quasi-quotient structured categories 
are made in /65, 82-84, 100/ and used to study a "non-abelian" cohomo-
logy. But in general only existence theorems may be obtained, and this led 
to develop theorems on existence of free objects /100, 102, 108/ in which 
the functor is "extended to a higher universe" instead of "restricted" like 
in the solution set condition of Freyd's Theorems. 

These general theorems on P-structured categories require 
that P satisfies some "good" conditions, such as creation of some kinds 
of limits or colimits, existence of quasi-quotients, existence of a small­
est subobject S' of an object S of H such that P(S') contains a given 
subset A of P(S) (/—generating functors), or such that P(S') = A (called 
/—spreading functors). Hence arise the questions : 

1° Is it possible to define classes of functors by some properties, e. g., 
functors "of a topological type" —spreading functors admitting limits = 
topological functors in Herrlich's sense), or "of an algebraic type" (= /—ge­
nerating functors admitting quasi-quotients) ; the word "algebraic" means 
here "partially defined compositions" (and not everywhere defined comp­
ositions, as in monadic functors)? We thought that one of the future task 
of the mathematician would be to study such classes (as explained in 
/94/), and this prevision seems right enough if for instance we look at the 
recent works of the german school. 

2° If a functor is not "good enough", may it be extended universally in 
a good enough functor? The motivating example was the forgetful func­
tor from Diff, which does not create kernels. This problem is tackled in 
/99, 107/, where universal completions of functors are constructed by 
transfinite induction. Here again the german school seems to carry on. 

6. Sketched structures. 

The idea of a category consists in the graph formed by its maps 
domain = a , codomain -, |3 , and composition = n ; and such a graph in 
Set determines a category if it satisfies axioms expressing associativity, 

unitarity and the fact that C*C is the pullback of (a, (3). This remark 
led to "isolate" the sketch of categories, whose underlying category is the 
full subcategory £n of the simplicial category A with objects 0, 1, 
2 and 3. Uat 
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The realizations in a category H of this sketch are the internal 
categories in H (called generalized structured categories in /93, 104, 
105/). Categories of internal categories are studied in /112, 113, 115/. 

An internal category in H gives rise to a category object 
in Grothendieck's sense /104/, but the inverse is valid only if H admits 
pullbacks. So arised the question : may we universally add pullbacks to a 
category H, so that both notions coincide? To answer it, theorems of 
completion of categories by some types of limits or colimits were de­
vised /102/. The completions were asked to be "universal up to isomor­
phisms" for some choice of limits ; the astonishing result is that they 
are also "universal up to equivalences" for all limits of the given type. 
Later on /115/ we extended this result, replacing the choice of limits 
by a "relational choice" (and then explicit constructions of the completion 
are necessary, for the existence theorems cannot be applied). 

More generally, "algebraic structures" may be sketched by 
the data of a neocategory (graph,, equipped with some partial composi­
tion) and of cones on it ; the corresponding structures (resp. internal 
structures in a category H.) , are the functors from the neocategory into 
Set (resp. into H) sending the cones onto limit-cones ; this is developed 
in /93, 98, 106/. The interest of taking a neocategory with cones instead 
of a category with limit-cones (for instance, ^Qat ? instead of A) 
is to get a "finitely-presented" model. Completion theorems led 
from the sketch to the prototype (category with limit-cones) and 
to the type /114, 115/, which is the "complete" model (no more finitely 
presented). 

Though categories of sketched structures are locally-presentable in 
the sense of Gabriel-Ulmer (whose work was published later on), the 
theory of sketches is fruitful in many problems. General theorems on 
sketched structures may be found in /106, 115/. 

7. Discrete fibrations and enriched categories. 

Motivated by fibre bundle theory where both topological actions of 
a locally trivial groupoid and local discrete fibrations are considered 
(cf. § 4), Charles defined in /47/ the notion of a category C acting on 
set S, the points of which are called structures, hence the name"species 
of structures" over C ; and he proved the equivalence between the 
notions : species of structures, discrete fibrations (called "foncteurs 
d'hypermorphismes" in /55/), functors toward Set . 

Actions of categories may be defined by a sketch, so that 
internal actions in a category H are well-defined. They correspond to 
internal discrete fibrations in H (while the notion of a Set-valued 
functor cannot be internalized). They are considered in /59, 60, 64, 90/, 
but a general theory is not written yet, though we knew several 
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results on them. The particular case of topological or differentiate 
species of structures, and of ordered species of structures, are studied 
in /50, 78, 101, 105, 75/. Topological fibrations were generalized into 
germs of fibrations for use in optimization problems (*). 

To solve the problem of enlargement of a species of structures 
(mentioned in § 4 B), Charles did not extend the corresponding Set-
valued functor (as in the more recent Kan extension theorems), but he 
took the situation "upside-down" and extended the discrete fibration 
into another one /47/. Then it is natural to replace the discrete 
fibration by any functor, and this led to the general theorems on ext­
ensions of functors /55, 72, 77, 79/ to which is devoted the fifth 
chapter of "Catégories, et structures" /122/. These theorems also en­
compass the construction of categories of fractions (made for the first 
time, under the name of "perfectionnement d'une catégorie" in the 
Appendix of /55/, written during our stay in Sao Paulo in 1960). These 
extension theorems are "internalized" in /89, 90, 95, 96/. 

Theorems on extensions of functors and on local completion of 
local functors were devised in such a way that they may be applied in 
Analysis to define distructures (**) , which unify various concepts 
of "generalized functions" (Schwartz distributions, Sato hyperfunctions, 
Mikusinski operators,...) and give for instance "infinite-dimensional dis­
tributions" (***). The idea is to dissect the local definition of a distribution 
namely : the sheaf of distributions is the sheaf associated to the 
presheaf of "formal" derivatives of continuous functions. This led us 
to consider : 
1° Enriched species of structures, called "espèces de structures do­

minées" in /64, 77, 122/, which are simply functors taking their 
values into a concrete category, and more particularly : 
2° Species of morphisms (or functors toward Cat), to which the notions 

of crossed product of a group acting on a group and of crossed homomor-
phisms are adapted in /70/, giving rise to the (split) fibration associated 
to a functor toward Cat, and to its first cohomology class ; a general 
theory of non-abelian cohomology is developed in /73, 74, 91/ (but it may 
be much improved) ; 
3° Enriched species of structures in the category of discrete fibrations 

and the special case in which all the fibrations have the same base 
which gives a pair of acting categories /77/ ; this notion is equivalent to 
that of a Bénabou's distributor ; when distributors are so considered 
as "double fibrations", their composition is similar to the composition 
of atlasses of a category /75/ ; 
* A. Ehresmann, "Systèmes guidables et problèmes d'optimisation", Labo. Auto­

matique Théorique, Univ. Caen, I à IV (1963-64). 
** Idem, "Différentiablitité dans les espaces localement convexes; distructures, 
Thèse Univ. Paris, 1962. 
*** Idem, "Sur les distributions vectorielles", as in *, 1964. 
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4° "Partial" actions of categories, called systems of structures 
/122/, enriched in a concrete category H , i. e., the fibres of the 
associated "partial fibration" are equipped with objects of H (e. g. for 
distructures, take H =the category of Banach spaces). A theorem on 
extension of an enriched system of structures into an enriched species 
of structures is given in /87/ (it is used to define the analogue of 
"formal derivatives"). 

An application of the notion of an enriched species of structures 
gives a special case of enriched categories : Let C be a category, 
C*xC acts on the set of morphisms of C (where C* is the opposite cat­
egory), the corresponding Set-valued functor being Home . To say that 
the action is enriched in a category H means that the sets Homc (E,E') 
are "naturally" equipped with objects of H ; this gives a way to 
add structures on a category, more adapted for "big" categories. 
Examples also occur in Analysis (e. g. enriched categories in the 
category of Banach spaces). 

However, we did not come across the notions of a closed category 
V , and of a V-category, on our own, because we only thought of 
enriched categories in a concrete category. When we discovered 
Eilenberg-Kelly's paper (*) we extensively used monoidal closed categories. 
For instance, we constructed monoidal closed structures on general 
categories of sketched structures (/115/, Part II), on categories of 
internal categories /109, 112/, on categories of topological ringoids /118/, 
on the category of all multiple categories /119/ and on the category 
of n-fold categories /120, 121/. 

8. Some critical comments. 

It may seem weird that the 2.000 pages odd written in the sixties 
on Category Theory are almost unknown, although some of them are still 
quite original. But this is understandable : during this period, we 
had few relations with categorists, because Charles and I were essentially 
considered respectively as a Geometer and an Analyst (and anyway I was 
completely isolated from the world up to 1968). So we did not realize 
that most papers are difficult because of their abstraction, their heavy 
and unusual notations, their evolving terminology and their length (e. g. 
the important completion theorems of /102/ come after a first part 
devoted to very technical results). Moreover, we ignored notions 
that would have simplified the redaction, for instance adjoint functors 
are introduced as a complicated thing, general limits are used very late, 
and all the constructions are given "pointwise" because we had dif­
ficulties in "seeing" global results such as the Yoneda Lemma. 
* Closed categories, Proc. Conf. on Categ. Algebra., La Jolla, Springer, 
1966. 
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The book "Catégories et Structures" also badly influenced people 
against Charles : it was received as an unsuccessful general treatment 
of Category Theory, while in our mind it had to show how we felt 
Category Theory. Hence the deliberate omission of fundamental notions 
such as general limits, adjoints in the usual way,... (given in the 
Appendices). Also it includes very elementary parts beside deeper results 
(such as the ends of Chapter 2 and 3, and the Chapter 5) ; it comes from 
the fact that some parts were taken from mimeographed courses, and 
others from research papers. The aim of the book "Algèbre" /123/ (no more 
available) is much clearer. 

From 1972 on, we gradually adopted a more usual terminology, and 
yet only our last series of papers is about standard on this point. Notice 
that we wrote less papers from 1970 to 1977 ; we had too many 
occupations then : teaching and administrative duties, direction of too 
big a research team (about 50 theses defended in 8 years!), entire 
publication of the "Cahiers de Topologie et Géométrie Différentielle", 
organization of several meetings /142-144/. So we only could do 
personal research during the summer vacation. In 1977, for different rea­
sons (in particular the refusal of a "3ième cycle" in Amiens), we 
found time enough for a true research work again. 

To be sure that my husband's work will not be forgotten, I am 
going to publish (as "Supplements to the "Cahiers") a complete commented 
edition of Charles' work. The comments will explain not only how the 
ideas evolved, but how the use of modern tools allows to go further on 
these subjects. Indeed, Charles thought that the future is more important 
than the past, and he often said to me that it comforted him to 
think his work would be pursued after his death, thanks to the 30 
years of age between us. But it might be too heavy a weight for 
me, and so I hope you will all help me to carry it on. 

NOTE. Some biographical notes were added as an Appendix in the paper published in 
Seminarberichte 7 ; they are omitted here, as they are already included in the 
biographies at the beginning of each Part of these "Oeuvres". 
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XIII 

LISTE DES THÈSES PRÉPARÉES SOUS LA DIRECTION DE 
CHARLES EHRESMANN 

0. Conventions. 

1. Le titre de la thèse est suivi des lieu et date de soutenance et, 
le cas échéant, du lieu de publication (totale ou partielle). 

2. Abréviations : 
CTGD = "Cahiers de Topologie et Géométrie Différentielle", 
EM = "Esguisses Mathématiques" (Paris-Amiens). 
P = Publié en partie seulement. 

3. Les thèses précédées du signe * ont été préparées dans le cadre 
de l'équipe de recherche "Théorie et Applications des Catégories" (Paris-
Amiens", avec A.C. Ehresmann pour rapporteur. 

1. Doctorats dfEtat. 

0. J. FELDBAU (déporté en Allemagne et mort en 1945), Thèse inache­
vée sur la Théorie des espaces fibres et l'Homotopie (cf. le rapport 
manuscrit reproduit au début de ce volume). 

1. G. REEB, Propriétés topologiques des variétés feuilletées, Strasbourg 
1948 (A.S.I., Hermann, Paris). 

2. WU WEN TSUN, Sur les classes caractéristiques des structures fibrées 
sphériques, Strasbourg 1949 (A.S.L, Hermann, Paris). 

3. L. CALABI, Sur les extensions des groupes topologiques, Strasbourg 
1951 (Annali di Mat.) 

4. YEN CHIH TA, Sur la connexion projective normale associée à un 
feuilletage du deuxième ordre, Strasbourg 1953 (Annali di Mat.). 

5. P. LIBERMANN, Sur le problème d'équivalence de certaines struc­
tures infinitésimales, Strasbourg 1953 (Annali di Mat. 36). 

6. A. HAEFLIGER, Structures feuilletées et cohomologie à valeurs dans 
un faisceau de groupoides, Paris 1958 (Comment. Math. Helv. 32). 

7. K. SRINIVASACHARYULU, Sur les structures différentiables et les 
variations de structures complexes, Paris 1962 (CTGD IV). 

8. F. BENZECRI-LEROY, Classification des sections méromorphes des 
espaces fibres projectifs, Paris 1962 (CTGD IV). 

9. NGUYEN DINH NGOC, Sur les espaces fibres et les prolongements, 
Paris 1963 (CTGD IV). 

10. V. POENARU, Sur les variétés tridimensionnelles ayant le type d'ho-
motopie de S3, Paris 1963 (CTGD VI). 

11. P. VER EECKE, Sur les connexions d'éléments de contact, Paris 
1963 (CTGD V). 

12. G. JOUBERT, Contribution à l'étude des catégories ordonnées. Appli­
cations aux structures feuilletées, Dijon 1966 (CTGD VIII). 

13. CM. de BARROS, Espaces infinitésimaux, Paris 1966 (CTGD VII). 
14. J. HOUDEBINE, Théorie des classes et théorie des catégories, Ren­

nes 1967. 
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15. J. BENABOU, Structures algébriques dans les catégories, Paris 1966 
(CTGD X). 

16. A. KUMPERA, Etude des invariants différentiels attachés à 
un pseudogroupe de Lie, Paris 1967. 

17. H.D. IBISCH, Sur la conjecture annulaire et les microfibrés stables, 
Paris 1967 (CTGD X). 

18. P. VINCENT, Algèbre combinatoire et algèbre des catégories, Paris 
1969. 

19. S. LEGRAND, Quelques problèmes universels relatifs aux catégories 
multiples, Paris 1969 (P, CTGD X). 

20. N. STAVROULAKIS, Sous-structures des variétés differentiates. 
Espaces riemanniens avec singularités, Paris 1969 (P, CTGD XI). 

*21. J. CHACRON, Structures relationnelles, Amiens 1970 (CTGD XI). 
22. P.C. YUEN, Sur lès prolongements des G-structures, Paris 1970 

(EM 9). 
*23. A. MACHADO, Quasi-topologie algébrique, Paris 1970 (EM 10). 
*24. F. FOLTZ, Contributions à l'étude des catégories enrichies, Paris 

1974 (CTGD XI-XIV). 
25. J. PRADINES, Fibres vectoriels doubles et calculs des jets non holo-

nomes, Toulouse 1975 (EM 29). 
*26. C LAIR, Esquissabilité des structures algébriques, Amiens 1977 

(EM 23 et CTGD XII, XIII, XV, XVIII). 
*27. L. COPPEY, Algèbres de décompositions et précatégories, Amiens 

1978 (Diagrammes 3, Paris). 
*28. R. GUITART, Relations et structures dans les catégories, Amiens, 

Juin 1979 (CTGD XIII, XV, XVI, XVIII). 

2. Doctorats d'Université. 

1. M.T. SADR, Structures topogènes dans une catégorie, Paris 1967 
(CTGD X). 

2. A. CAMPOS, Sur le problème d'équivalence des équations différen­
tielles ordinaires par rapport aux transformations de contact, Paris 
1970. 

*3. I. FOLDES, Etude des relations d'ordre, Paris 1973. 
4. L. VAN DEN BRIL, Carrés exacts et extensions de Kan, Amiens 

1978 (Rapporteur : R. Guitart). 

3. Doctorats de Troisième cycle. (Tous ont été soutenus à Paris). 
1. F. FOLTZ, Produit tensoriei généralisé, 1967 (CTGD X). 
2. N. BAROUDI, Sur l'homologie des catégories, 1967. 
3. G. PALIAS, Sur la catégorie des applications quasi-uniformes, 1967. 
4. A. ZAND, Sur les catégories préadditives, 1968. 
5. V. D AVAR-PAN AH, Catégories de relations, 1968 (P, CTGD XVI). 
6. K. LELLAHI, Catégories préadditives structurées, 1969 (EM 7). 
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* 7. D. CHAMAILLARD, Catégories structurées par des catégories non 
associatives, 1969 (EM 6). 

* 8. R. GUITART, Relations, Fermetures, Continuité, 1970 (EM 1). 6 
* 9. C. LAIR, Construction d'esquisses. Transformations naturelles géné­

ralisées, 1970 (EM 2). 
1̂0. G. WEIDENFELD, Objets injectifs et catégories de fractions, 1970 

(EM 3). 
*11 M. WEIDENFELD, Idéaux d'une catégorie préadditive, 1970 (EM 3). 
*12. E. BURRONI, Catégories discrètement structurées. Triples, 1970 

(EM 4). 6 
*13. A. BURRONI, Esquisses des catégories à limites et des quasi-topo-

logies, 1970 (EM 5). 
*14. F. CONDUCHE, Sur les structures définies par limites projectives, 

1970 (EM 11). 
*15. N. CHARRAUD, Sur les catégories de foncteurs types, 1970. 
*16. C. LEGRAND, Etude des notions catégoriques sous-jacentes à l'in­

terpolation, 1970. 
*17. G. HOFF, Sur une cohomologie des catégories, 1970. 
*18. S. HARARI, Pureté et platitude dans les catégories de foncteurs, 

1971 (EM 11). 
*19. G. DARTOIS, Catégories préadditives et modules, 1971 (EM 13). 
*20. J.P. BARTHELEMY, Esquisses pointées, 1971 (EM 12). 
*21. D. PROCHASSON, Catégories complètes à gauche et triples, 1971 

(EM 12). 
*22. L. COPPEY, Feuilletages. Catégories avec modèles, 1971 (CTGD X 

et EM 8). 
*23. J.M. CORDIER, Catégories auto-dominées : Transformations 

naturelles. Espaces fonctionnels quasi-uniformes, 1971 (EM 15 et 
CTGD X). 

*24. N. BEDNARZ, Noyaux d'espèces de structures, 1971 (P, CTGD XI). 
*25. J. KLASA, Sur la régularité au sens de Von Neumann et la compa­

cité des catégories, 1971. 
*26. G. BLANC, Foncteurs types et structures, 1971 (EM 14). 
*27. M.C LEBLOND, Complétion de foncteurs ordonnés et de foncteurs 

doubles, 1971 (EM 15). 
*28. M. CHARTRELLE, Quasi-topologies. Enrichissement de catégories, 

1971 (P, CTGD XIV). 
*29. G. DETOURBET, Espaces à fermeture, 1971 (EM 16). 
*30. M. SIMONNET, Calcul différentiel dans les espaces non normables, 

1972 (CTGD XIII, XIV). 
*31. J. PENON, I-enclos, Objets séparés et objets compacts, 1972 (EM 17). 
*32. J.J. HORRENT, Sur la catégorie produit croisé, 1972 (EM 18). 
*33. D. TANRE, T-espaces simples. Groupes feuilletés, 1972 (EM 18, 20). 
*34. P. VARIOT, Sur les 2-catégories, 1972 (EM 19). 
*35. D. BOURN, Objets de Kleisli et d'Eilenberg-Moore d'un triple dans 

une 2-catégorie, 1973 (EM 19). 
*36. G. BOURDAUD, Sur les espaces de convergence, 1973. 
*37. F. BERQUIER, Calcul différentiel dans les espaces quasi-bornolo-

giques, 1973 (EM 20). 
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*38. R. MIJOULE, Catégories hilbertiennes. Modèles et esquisses, 
1973 (P, EM 21). 

*39. E. VAUGELADE, Application des bicatégories à l'étude des 
catégories internes, 1974 (EM 21). 

*40. J. B. LANGBAUM, Sur les structures quasi-quotients, et application 
aux catégories structurées, 1974 (EM 22). 

*41. G. MOREAU, Catégories doubles à isomorphisme près, 1975. 
*42. J.M. SIROT, Les fins cartésiennes, 1975 (EM 26). 
*43. S. BOZAPALIDES, Théorie formelle des bicatégories, 1976 (EM 25). 
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SYNOPSIS 
by A. C. EHRESMANN 

The complete edition (4 Parts) of these "Oeuvres" collect all the 
research papers of C. Ehresmann /1-121/, two "cours multigraphies" 
/125, 126/, and some miscellaneous texts /134, 136, 137, 139, 142-144/. 

Charles's works may be divided in two great sections : 
- those on Algebraic Topology and Differential Geometry (about 

500 pages, reproduced in this Part I), namely : all the papers /1-51, 136, 
137, 139/ written from 1932 to 1959, except /47/ ; 5 later articles on 
differentiable groupoids" and categories /78, 101, 103, 111, 116/ ; 

- those on Category Theory and its applications (about 1800 pages), 
which originate in /47/, and have been written from 1960 to 1978 ; they 
are reproduced in the 6 volumes of Parts II, III, IV to the Synopses of 
which we refer for a guide through their maze (cf. also the papers by 
R. Guitart and A.C. Ehresmann in this volume, pp. 565-581). 

Let us give a short outline of the present Part I (papers and 
comments). 

1. On the former papers. 

The "Notice" /136/ written in 1955 (to back up Charles's applica­
tion for a Paris professorship) represents a very good summary of his 
works on Algebraic Topology and Differential Geometry up to this date 
/1-46/, and of the subsequent notes /48-51/. A general analysis of 
these papers (with an emphasis on foliations) is given by Haefliger (pp. 
555-561). 

The Note /49/ (the only artjcle on Analysis written by Charles) 
answers a question asked in my 3 cycle Thesis (CTGD I) on polyhedra 
in infinite dimensional topological vector spaces : it constructs such a 
polyhedron without vertices. 

The following commentaries replace specialized series of papers 
in their historical framework and point out later developments : 

- W.T. van Est (pp. 491-501) deals with homogeneous and locally 
homogeneous spaces, and Lie groups. Taking the definition of locally 
homogeneous spaces in terms of Lie algebras of vector fields, he 
gives an interpretation of the main result of /6/ (proved anew in /39/) 
in a suitable category of atlasses, in which complete locally homogeneous 
spaces correspond to coverings. 

- M. Zisman (pp. 502-506) outlines the genesis of fibre bundle the-
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ory in the fourties, before the theory of commutative diagrams and 
exact sequences be developed ; and he indicates subsequent generaliza­
tions of Charles's results. 

- G. Reeb (pp. 507-509) shows how daring and prophetic it was to 
implant a theory of foliations in the fourties (he modestly omits his own 
part in it) ; and he points out two recent developments by Bott and 
Connes, not foretold by Charles. 

- P. Libermann (pp. 510-523) tackles with the long series of concise 
papers on the foundations of Differential Geometry . differentiate fibre 
bundles and infinitesimal structures, connections, jets, Lie pseudogroups. 
She emphasizes the later developments of infinitesimal structures (now 
called G-structures), in particular almost complex and almost symplec-
tic manifolds ; while she regrets semi-holonomic jets have not yet re­
ceived all the attention they deserve. A bibliography of 56 titles is given. 

- R. Thorn (pp. 524-525) makes vivid the atmosphere of the 
Strasbourg Seminar in the late fourties and early fifties. He stresses 
the interest of jet theory for the study of singularities of mappings, 
and its links with stratifications. 

- R. Hermann (pp. 540-549), who followed Charles's Princeton 
course in 1953-54, comments on two important applications of Charles's 
works : a geometric picture of optimal control theory (linked with feed­
back control) in the setting of jet bundles and their prolongations ; in 
elementary particle Physics, a reformulation of the Einstein framework 
in terms of principal bundles and connections, which englobes the Yang-
Mills theory (e.g. the electromagnetic field is interpreted as the curv­
ature of a connection). 

- J. Benabou (pp. 562-564) shows the modernity of Charles's papers 
on local structures : the idea of considering "topologies without 
points" has recently taken up a new start through topos theory and the 
theory of presheaves over locales. 

2. On differentiable categories and groupoids. 

Charles was led to introduce differentiable groupoids, categories 
and species of structures (= actions of categories) to study .fibre bundles 
and jets. Though differentiable groupoids are used in some of his 
earlier papers (cf. my Arnsberg's lecture, pp. 571-582), topological and 
differentiable categories are precisely defined only in /50/ (1958), and 
the differentiable category of jets (mentioned in his courses as soon as 
1953) in /53/ (Part II of these "Oeuvres"). 

The main result of /50/ is the equivalence between the notions : 
a principal fibre bundle H and a locally trivial groupoid E(H) ; an asso-
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ciated to H fibre bundle and an action of E(H). The map H H- E(H) 
extends into a functor E. In fact, as Pradines points out (p. 532) the 
"Ehresmann's functor" E is not an equivalence ; but it gives rise to an 
equivalence from the category of pointed principal fibre bundles to the 
category of pointed locally trivial groupoids (C, e). This equivalence is 
obtained in /111/, via the notion of a principal fibration (an axiomatiza-
tion of the properties of the subcategory C0UCe of C), which allows a 
generalization to some non locally trivial topological groupoids, and a 
link with the fibring maps of Bourbaki. 

The last section of /111/ studies coverings (as discrete fibre bun­
dles) and constructs the universal covering of a locally simple topological 
space (initial object in the category of pointed coverings over B). 

The (holonomous, non-holonomous and semi-holonomous) prolongations 
of differentiate categories and of differentiate actions of categories 
are constructed in /78, 101/, with applications to connections and Lie 
derivatives ; these results are taken back in the synthesis /103/. The 
brief abstract /116/ points out that the essential tool is the k-jet functor 
J^V, -) : Diffr -> Diff which associates to the r-differentiable mani­
folds V and Vf the (r-k)-manifold of /c-jets from V to V, where 0 < r^k. 

Two commentaries relate to this categorical framework of Dif­
ferential Geometry : 

- Pradines (pp. 526-539) stresses the importance and ubiquity of 
differentiate or Lie groupoids : The Lie functor sends a Lie groupoid 
to the "Lie algebroid" consisting of the vertical tangent vectors to its 
base ; the integration of morphisms between Lie algebroids unifies num­
erous geometric problems (e.g. Frobenius, Maurer-Cartan equations, Lie 
foliations, flat connections). The theory of differentiate groupoids also 
encompasses the theory of foliations (when (3, ot) is a strict immersion) 
and several notions of differentiate atlasses introduced to study their 
transverse structures (e.g. van Est schemes, atlasses of Barr, Satake,...). 
In fact, Pradines suggests to look at equivalence classes of groupoids as 
a generalized differentiate structure on the set of orbits ; whence a 
completion of the category Diff in which a foliation admits as its trans­
verse structure the equivalence class of its holonomy groupoid. 

Kock (pp. 549-554) reports on the recent development of Syn­
thetic Differential Geometry and its interactions with Charles's theory. 
SDG attempts to introduce Algebraic Geometry methods in Differential 
Geometry, by enlarging the category Diff into a topos (e.g. the category 
of C°°-schemes). In this topos, an r-jet is representable as a map (and 
not only an equivalence class of maps) : to each point x of an r-manifold 
V, there is associated an r-monad Mr(x) (the object of "r-neighbours" of 
x) and an r-jet from x to y becomes a map Mr(x) ^ M̂  (y). Charles's 
results on connections and prolongations of differentiable groupoids are 
easily rephrased in the "neighbour-language" of SDG ; thus his construc­
tions become more transparent, and conversely they suggest new direc­
tions of research to synthetic differential geometers. 
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