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INTRGODUCTION

Charles EHRESMANN s'est intéressé 4 des domaines trés variés des
Mathématiques. Il a profondément influencé le développement de la Topolo-
gie Algébrique, de la Géométrie Différentielle et de la Théorie des Catégo-
ries. Ses travaux (de 1932 a 1979, plus de 2.500 pages) sont souvent pas-
sés dans le domaine commun, mais beaucoup ne sont plus accessibles ma-
tériellement. C'est pourquoi, depuis plusieurs années, nous avions l'inten-
tion, Charles et moi, de publier ses ceuvres complétes.

Pour ne pas faire seulement un travail de compilation, nous voulions
profiter de cette occasion pour mettre en évidence la genése des idées et
les motivations, pour améliorer certains résultats, pour relier les articles
entre eux et avec ceux d'autres auteurs, pour indiquer les développements
ultérieurs et, éventuellement, des voies non encore exploitées.

Désirant étre indépendants et n'engager que notre propre responsabi-
lité (Charles a toujours été trés individualiste ), nous comptions éditer ces
«Oeuvres complétes el commentées» sous forme de Suppléments 4 notre pé-
riodique «Cahiers de Topologie et Géométrie Différentielle». C'est pour réa-
liser ce projet tel qu'il avait été congu que j'ai décidé, aprés le déceés de
Charles, d'entreprendre seule (contrairement & l'usage) cette publication. Je
remercie tous ceux qui m'aident, par leur soutien moral ou leur souscription,

a4 mener & bien ce travail dans cet esprit, comme l'avait souhaité Charles.

PLAN GENERAL.

11 est tres difficile de classer les ccuvres de Charles. L'ordre chro-
nologique est loin d'étre satisfaisant (ainsi les travaux de Géométrie Diffé-
rentielle s'échelonnent de 1939 & 1973 ); une division par matiéres laisse &
désirer, beaucoup d'articles contenant des parties trés différentes.

Le plan adopté (sans doute peu convaincant) tient compte a la fois
de la date de parution et du sujet. Il comporte quatre grandes parties:

I. Topologie et Géométrie Différentielle.

II. Structures locales et catégories ordonnées.
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INTRODUCTION

1. Catégories intemes et Fibrations.
IV. Esquisses. Complétions. Enrichissements.
Chaque partie, divisée en deux volumes, contient:

- La liste des publications de Charles et une courte biographie de la pé-
riode correspondant en gros a la partie,

- Les travaux originaux, reproduits par procédé photographique (et je
remercie tous ceux qui m'ont accordé leurs droits de reproduction) ou recom-
posés lorsque la présentation n'était pas assez nette;

-Des commentaires fragmentés (en anglais) avec renvois aux textes,
suivis d'un Synopsis guidant dans la lecture des articles et commentaires;

- Une bibliographie relative aux commentaires et un index dans chaque

volume ; parfois des documents annexes éclairant tel ou tel point.

SUR LA PARTIE I.

La Partie I contient les premiers travaux de Charles Ehresmann,
sur la Topologie Algébrique et la Géométrie Différentielle : au total 57
articles, dont 32 Notes a I'Académie des Sciences de Paris, presque tous
écrits entre 1932 et 1955. Les Parties I-1 (Topologie Algébrique) et I-2
(Géométrie Différentielle) ont été réunies en un seul volume, car la divi-
sion entre elles est souvent difficile 3 faire.

La plupart des notions introduites et étudiées dans ces textes font
maintenant partie du folklore mathématique (et leur origine est souvent ou-
bliée) : espaces fibrés, structures presque complexes, G-structures (d'abord
appelées structures infinitésimales par Charles), variétés feuilletées, jets,
espaces localement homogeénes, structures locales... Il n'est donc pas utile
de faire des commentaires «ponctuels» (du type de ceux que j'ai rédigés
pour les autres Parties de ces Qeuvres). Les commentaires, écrits par des
spécialistes des domaines analysés, portent sur des séries d'articles, qui
sont replacés dans leur cadre historique, et surtout dont les développe-
ment ultérieurs sont indiqués. Sont également joints plusieurs textes, de

nature plus générale, publiés en hommage & Charles aprés sa mort.

Andrée CHARLES EHRESMANN
Amiens, Juillet 1984
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(1956), 344 - 346 (avec SHIH WEISHU).

Sur les connexions d'ordre supérieur, Atti V Cong. Un. Mat. ltaliana
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1) CTGD se lit «Cahiers de Topologie et Géométrie Différentieller.
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rieurs et leurs applications géométriques», Bull. Sc. Mach. 70, Paris

(1946), 117-122.

Analyse de 1'ouvrage d'E. Cartan: «Lecons sur la théorie des espaces
de Riemann», Bull. Sc. Math. 70, Paris (1946), 149-151.

Travaux scientiﬁques de C. Ehresmann, Univ. Strasbourg, 1955, 1-19.

Rapport sommaire sur les travaux de M. A. Lichnerowicz, Atti V Cong.
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Topologie algébrique, Formulaire de Math. & l'usage des Physiciens
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Edition de l'ouvrage posthume de J. Cavaillés: Sur la logique et la thé-
orie de la Science, P.U.F., 1947, 1€ édition (avec G. CANGUILHEM).

Fdition du Colloque de Géométrie Différentielle de Strasbourg 1953,
Coll. Intern. C.N.R.S. (1953), 1-198 (avec A. LICHNEROWICZ).

Edition des Résumés du Colloque sur 1'Algébre des catégories Amiens
1973, CTGD X1V -2 (1973), 153-223 (avec A. EHRESMANN ).

Edition des Résumés du 2¢ Colloque sur 1'Algébre des Catégories,
Amiens 1975, CTGD XVI-3 (1975), 217-340 (avec A. EHRESMANN),

Edition des Résumés des Journées T.A.C. de Chantilly, CTGD ¥XVI-
4 (1975), 425-442 (avec A. EHRESMANN),

Publication des :

. Receuils d'exposés du Colloque de Topologie de Strasbourg: 1951,

1952 et 1954.

. CTGD, Volumes 1 a 20, depuis 1957 (avec A. EHRESMANN).

. Esquisses Mathématiques, Volumes 1 4 30, depuis 1970, Paris-Amiens

(avec A. EHRESMANN).

INEDITS PUBLIES DANS LA PARTIE V-1,

146py.1. Complétion d'un foncteur, Conférence faite au Colloque Dijon -

Paris, 1967.

a

146;,.2. Les catégories dans l'enseignement, Conférence. faite a Saint-

Quentin, 1972.
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CURRICULUM VITAE

Né a Strasbourg le 19/4/ 1905, mort & Amiens le 22/9/1979.

Eleve de 1'Ecole Normale Supérieure de 1924 & 1927.

Agrégé des Sciences Mathématiques en 1927, puis Professeur au Lycée
de Rabat (1928-29).

Boursier Arcanoti-Visconti et David Weill, 4 Paris, sous la direction d'Elie
Cartan, et 4 Goettingen auprés de Hermann Weyl (1932-34).

Visiting fellow 4 1'Université de Princeton de 1932 3 1934.

Docteur es Sciences Mathématiques en 1934 (thése sous la direction d'Elie

Cartan).

Chargé de recherches au C.N.R.S. (1934 - 39).

Maitre de Conférences puis Professeur a la Faculté des Sciences de Stras-
bourg de 1939 a 1955.

Professeur 3 la Sorbonne puis i 1'Université Paris 7 de 1955 & 1975.

Aprés sa retraite, Chargé d'Enseignement & I'Université de Picardie.

Visiting Professor i : Universidad do Brasil 4 Rio de Janeiro (1952), Prin-
ceton University (1953-54), Yale University (1955), Tata Institute 3 Bom-
bay (1956-57), Universités de Mexico (1958), de Buenos-Aires (1959), de
Sao Paulo (1960), de Montréal (cours d'été 1961), Kansas University at
Lawrence (1966). ) '

De plus, nombreuses conférences & 1'étranger (Europe, Amérique du Nord,

Amérique du Sud, Asie).

Prix de 1'Académie des Sciences: Prix Francoeur, Prix Bordin, Prix Petit
d'Ormoy (en 1965).

Docteur Honoris Causa de 1'Université de Bologne en 1967.

Crée en 1957 le périodique international «Cahiers de Topologie et Géomé-
trie Différentielle, qu'il dirige jusqu'en 1979. Dirige la série de prépubli-

cations «Esquisses Mathématiques » & partir de 1970.
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CURRICULUM VITAE

Organisateur de Colloques internationaux a: Strasbourg (1953), Grenoble
(1963), Paris-Dijon (1967), Amiens (1973 et 1975).

Président de la Société Mathématique de France en 1965.

Directeur de 29 théses de Doctorat d'Etat, 4 théses de Doctorat d'Univer-
sité, 47 théses de Doctorat de troisiéme cycle. (Voir la liste de ces theses

4 la fin de ce volume.)

Des renseignements biographiques plus détaillés sont donnés dans

chaque partie de ces Ceuvres :

- Partie I: Notices écrites par MM. Dieudonné et Choquet (ci-aprés
reproduites de l'«Annuaire des Anciens Eléves de ['Ecole Normale Su-
périeure» 1980); voir aussi divers souvenirs personnels et mathématiques
dans les commentaires de G. Reeb, P. Libermann, R. Thom, R. Hermann,
A. C. Ehresmann (i la fin de ce volume).

- Partie II-1: De 1955 a 1962.

- Partie III- 1: De 1963 & 1970.

- Partie IV-1: De 1970 a 1979.

Pour une analyse des travaux mathématiques (dont la liste est don-
née ci-avant), voir les articles de A. Haefliger, R. Guitart, J. Bénabou et
A.C. Ehresmann reproduits a la fin de ce volume, ainsi que les Synopsis
figurant A la fin de chacun des 7 volumes de ces Ceuvres (o les résultats

sont traduits en langage plus moderne).
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EHRESMANN (CHARLES), né a Strasbourg le 19 avril 1905, décédé d Amiens le
22 septembre 1979. — Promotion de 1924.

Le pére d’Ehresmann était fils de paysan ; grace a une de ses sceurs, devenue diaco-
nesse a Strasbourg, il avait obtenu une place de jardinier de la maison de diaconesses a
laquelle elle appartenait. Cette maison s’occupait d’une école et d’un hépital ; elle avait
un trés grand jardin, dans lequel Charles a passé une grande partie de son enfance. Son
grand-pére maternel était meunier ; un de ses oncles maternels Iui a peut-étre donné le
goiit des voyages : pasteur, il fut missionnaire en Inde jusqu’a la guerre de 1914 ; il était
alors rentré en Alsace, ol il était pasteur prés de Strasbourg.

Les parents d’Ehresmann ne parlaient pas le frangais ; sa langue maternelle fut donc le
dialecte alsacien ; il fit évidemment ses études primaires et le début de ses études secon-
daires sous le régime allemand, et il garda toute sa vie une légére pointe d’accent alsa-
cien. Brillant éléve au lycée Kléber, son passage dans la classe de « taupe » avait laissé
des souvenirs qu’on citait encore quelques années plus tard, et & dix-neuf ans il entrait &
I’Ecole dans la méme promotion que moi : une promotion scientifique qui est toujours
restée trés unie, et ol sa simplicité, son égalité d’humeur et sa droiture eurent vite fait de
lui gagner I’affection de tous. A une époque ou ce n’était pas la coutume, nous ’appelions
tous par son prénom. Lui-méme était resté trés fidéle a ’Ecole ; il se retrouvait toujours
avec plaisir au Pot annuel des promotions 1922-26, et tenait son passage dans notre mai-
son comme un des meilleurs souvenirs de sa vie.

Ce n’est pas qu’il fiit trés loquace, et sa réserve naturelle faisait contraste avec 'exubé-
rance de beaucoup d’entre nous. Issu d’une famille de protestants convaincus, il avait
assez tOt abandonné les pratiques religieuses, mais en était resté trés marqué, et son idéa-
lisme et son goit pour la philosophie y puisaient certainement leurs racines ; sous I'in-
fluence d’un de ses professeurs de lycée, il avait méme un moment été attiré par

"« anthroposophie » ; son héros idéal était Gandhi, dont il savait défendre Paction avec
chaleur, et je pense qu’il est resté fidéle a cet idéal de non-violence, espoir d’un monde
régénéré qui semble de plus en plus appartenir au royaume des chiméres.

11 était confronté a des camarades scientifiques ou le scepticisme était la note domi-
nante (ce qui est peut-&tre excusable chez des jeunes hommes dont 1’adolescence s’était
passée au temps de la grande tuerie de 1914-18, qui en avaient subi le « bourrage de
cranes », et qui voyaient déja ressurgir la montée des périls, conséquence de I'inguérissa-
ble folie humaine) ; aussi se trouvait-il plus & I’aise aupreés de philosophes comme Cavail-
iés (1923) et Canguilhem (1924), et plus tard il se lia d’amitié avec Lautman (1926), le
philosophe de notre temps qui s’est le plus intéressé aux mathématiques, et qu’il avait
retrouvé a Paris avant 1939,

Son goiit pour les voyages, qui devait le mener aux quatre coins du monde, se mani-
festa dés sa sortic de ’Ecole, car, aprés son année de service militaire, il demanda un
poste au lycée de Rabat, ou il resta ’année 1928-29, ce qui lui permit de visiter le Maroc.
Mais sa passion pour la recherche mathématique était la plus forte, et dés 1930 il com-
menga a travailler en vue d’une thése, d’abord a Géttingen en 1930-31, puis a Princeton
en 1932-34. Docteur en 1934, il resta au C.N.R.S. comme chargé de recherches jusqu’en
1939, date a laquelle il fut nommé maitre de conférences a Strasbourg. Une fois démobi-
lisé, il rejoignit cette Université, alors repliée a Clermont-Ferrand. Par un heureux con-
cours de circonstances, il put échapper a la rafle des professeurs strasbourgeois ou, en
novembre 1943, beaucoup de ses collégues furent emmenés en déportation ; mais il dut se
cacher aux environs de Clermont-Ferrand jusqu’a la Libération. Rentré a Strasbourg en
1945, il y resta jusqu’a sa nomination a Paris en 1955, dans une chaire de Topologie
créée pour lui. Son départ a la retraite en 1975 lui fut un déchirement ; il put cepen-
dant encore continuer a enseigner comme chargé d’enseignement a P’Université
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&’ Amiens, jusqu’a ce que la maladie le for¢at d’interrompre ses cours. A partir de 1952, il
avait été invité pour de fréquents séjours de plusieurs mois dans de nombreuses Universi-
tés étrangéres, jusque vers 1969.

Ce n’est pas le lieu, dans cette notice, d’entreprendre une étude technique des travaux
mathématiques d’Ehresmann, mais il faut souligner qu’il a dés a présent sa place dans la
galerie des grands mathématiciens de notre temps qui ont créé une nouvelle branche des
mathématiques, la Topologie différentielle. Sa thése, qui, pour la premiére fois, décrivait
I’homologie des grassmanniennes, est restée classique, vu importance centrale de ces
variétés dans toute la Topologie et 1a Géométrie différentielle modernes. Dés ses études
de licence, il avait été attiré par les profonds travaux d’Elie Cartan dans ces disciplines,
tellement en avance sur leur temps qu’ils n’étaent compris que d’un tout petit nombre
d’initiés. C’est 4 Ehresmann que revient en grande partie le mérite d’avoir su dégager de
ces difficiles mémoires deux notions qui n’y figuraient que sous forme implicite et dont il
fut un des premiers & montrer la fécondité, universellement reconnue aujourd’hui : les
espaces fibrés, et surtout les connexions. Et c’est lui qui a été initiateur de deux théories
en plein essor-a ’heure actuelle, celle des « jets », et (en collaboration avec G. Reeb, un de
ses premiers €léves) celle des feuilletages.

Dans ces travaux se manifestait une de ses tendances fondamentales, le besoin de com-
prendre, par-dela les techniques de calcul, la raison profonde des phénoménes mathéma-
tiques. Aussi participa-t-il avec ardeur, dés le début, a Pentreprise du groupe de mathe-
maticiens de sa génération connu sous le nom de « collaborateurs de N. Bourbaki », dont
le but principal était précisément de mettre en évidence les structures mathématiques
simaples et fécondes, souvent ensevelies sous un fatras de développements inutiles ou trop
particuliers, et d’en faire des outils puissants en vue de recherches nouvelles. Dés avant
1940, il révait d’une théorie abstraite de toutes les espéces possibles de structures, ce qui
rencontrait quelques réticences au sein du groupe Bourbaki ; lorsqu’il Peut quitté, il
trouva dans la naissante théorie des catégories le climat intellectuel qu’il recherchait, et
plus de la moitié des quelque 130 articles qu’il a publiés se rapportent a cette théorie.
L’avenir seul dira la portée véritable de ces recherches, insérées pour la plupart dans la
publication « Cahiers de Topologie et de Géométrie différentielle » qu’il a dirigée depuis
1957.

Sa vie professionnelle n’a jamais cessé d’étre guidée par sa scrupuleuse honnéteté intel-
lectuelle, son désir ardent de I'action créatrice et I’idéalisme candide de sa jeunesse. Tres
modeste bien que conscient de sa valeur, il avait longuement hésité avant de faire acte de
candidature a la Sorbonne. Je ne crois pas qu’il se soit jamais inféodé a un des « clans »
qui se forment presque inévitablement dans les Universités, et je ne lui ai jamais connu
d’ennemis. Ces tendances permanentes et sa générosité naturelle ne se sont jamais mani-
festées avec plus d’éclat que dans son role de professeur. Il adorait enseigner et, avec
Henri Cartan (1923) et André Lichnerowicz (1933), il est sans doute un de ceux qui ont
suscité le plus grand nombre de vocations mathématiques ; il a dirigé environ 50 théses
de 3¢ cycle et aussi 26 théses de doctorat d’Etat ; plusieurs de ses anciens €léves, frangais
et étrangers, sont devenus des mathématiciens de renommée internationale ; je ne citerai
qu’un seul nom, celui de son premier éléve, Feldbau, alsacien comme lui, promis a une
brillante carriére et victime de la barbarie nazie. .

Au dire de ses éléves, les cours d’Ehresmann ne ressemblaient guére aux exposés bril-
lants et impeccables de certains de ses collégues ; il les préparait consciencieusement,
mais souvent, au milieu du cours, une idée nouvelle lui venait a Pesprit et il en explorait
les conséquences imprévues sans plus se soucier de son plan primitif. Par contre, tous
proclament & l'envi I'incomparable stimulant que leur apportaient les conversations
privées avec leur maitre ; il s’y dépensait sans compter, cherchant toujours a leur com-
muniquer sa passion pour les mathématiques et 4 les forcer 4 se dépasser eux-mémes ; et
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C’est presque mourant qu’il a encore tenu 4 assister en partie 4 la soutenance de thése de
son dernier éléve en juin 1979.

Il n’avait jamais été malade et avait gardé jusque dans la vieillesse une allure étonnam-
ment jeune et une énergie indomptable ; en dépit de premiers troubles de santé en 1977 et
1978, il refusait de consulter des médecins. Il fut terrassé en décembre 1978 par une
grave crise d’urémie, compliquée quelques jours plus tard d’un cedéme du poumon. Ses
reins ne fonctionnaient plus et il dut rester sous dialyse permanente ; il résista encore dix
mois, s’affaiblissant graduellement sans souffrances, avant que son organisme, épuis¢, ne
succombat.

Jean DIEUDONNE.

Le 22 septembre dernier, Charles Ehresmann quittait ce monde ; depuis le 4 décembre
1978, les soins inlassables de sa femme et le dévouement compétent de ses médecins ten-
taient en vain de Parracher au coma et a la mort.

A tous ceux qui l’ont approché Charles Ehresmann laisse un souvenir vivace : la cha-
leur de son accueil, son ouverture d’esprit et Péclat de ses yeux bleus sous un large front
dégarni. Il était & la fois trés humain et passionné par toute discussion concernant les
mathématiques ; sa capacité de travail était exceptionnelle : il fut 'organisateur de plu-
sieurs conférences internationales, le co-éditeur de plusieurs grandes revues mathéma-
tiques, ne reculant pas devant une tache assez exceptionnelle : il créa seul, en 1957, puis
développa ensuite avec la collaboration de celle qui devait devenir sa femme, les « Cahiers
de Topologie et Geométrie différentielle », devenus maintenant Pune des deux seules revues
au monde & étre consacrées essentiellement aux catégories, et I'une des rares revues
mathématiques a vivre sans subvention.

11 laisse une ceuvre mathématique considérable, qu’on s’accorde généralement a diviser
en deux parties :

La premicre, réalisée avant 1957, fait de lui 'un des plus grands créateurs de la topo-
logie différentielle : il y développe des notions-clefs, des outils maintenant classiques, et il
y exprime déja ce besoin de comprendre qui, vers 1957, lors de son étude des « structures
locales », lui fait introduire ce qu’il appelle les catégories ordonnées. C’est le début de la
seconde partie de son ceuvre, consacrée presque exclusivement au développement de sa
théorie des catégories. Il va y consacrer vingt-deux ans de sa vie, d’abord seul, puis en
collaboration avec Andrée Ehresmann, et avec de nombreux jeunes chercheurs ; les
soixante mémoires qu’il y consacrera sont publiés, soit dans des revues internationales,
soit dans ses Cahiers de topologie et géométrie différentielle.

La théorie des catégories, qu’Ehresmann a beaucoup contribué a développer, est 'une
de ces nouvelles branches des mathématiques qui, depuis vingt ou trente ans, sont nées
ou ont connu un développement explosif. Comme I'ont ét¢ la logique et une partie de la
théorie des probabilités, elle est Pobjet de vives contestations de la part de nombreux
mathématiciens. Comme a la logique, on tui reproche de se préter facilement a de grands
développements formels et faciles : mais il est probable que, comme la logique, elle se
verra reconnaitre droit de cité quand assez de bons esprits y auront travaillé. Le fait
qu’un chercheur de la classe d’Ehresmann, reconnu comme un des plus grands en topo-
logie différentielle, ait consacré a cette théorie toute son énergie pendant plus de vingt ans
soit dans ses « Cahiers de Topologie et Géométrie différentielle ».

Pour Ehresmann, la recherche mathématique était une source de joie constante ; pour
lui, les mathématiques étaient un art autant qu’une science, et la découverte une création
libre dont la valeur réside dans ses possibilités indéfinies d’extension. « Le mathémati-
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cien, disait-il, est engagé dans la poursuite d’un réve sans fin, dont la traduction en for-
mules précises exige un effort extraordinaire ; le vrai but de son réve perpétuel est de
comprendre la structure de toute chose ».

11 pensait que son ceuvre était loin d’étre achevée et il comptait sur son épouse pour la
poursuivre. Le fait que sa vie privée, depuis vingt ans, ait été indissolublement liée a sa
vie de mathématicien, et que tous deux aient vécu une exceptionnelle symbiose intellec-
tuelle, permet de penser qu’il ne se trompait pas.

Gustave CHOQUET.

Extrait de 1" Annuaire des Anciens Eléves de

1'"Ecole Normale Supérieure, 1980.
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PARTIE I- 1
TOPOLOGIE ALGEBRIQUE
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Cette Partie I-1 contient une reproduction photogra-
phique des articles originaux de Topologie Algébrique, a
l'exception de l'exposé /5/ et des Notes aux CRAS qui,
pour des raisons typographiques (format plus grand) figu-
rent dans la Partie 1-2. Les commentaires sur les travaux
des Parties I-1 et [-2 sont réunis a la fin de la Partie I-2.
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PREMIERE THESE
SUR LA TOPOLOGIE DE CERTAINS ESPACES HOMOGENES

Préface. Les propriétés d’un espace homogéne dans lequel opére un
groupe transitif de Lie expriment simplement les propriétés de ce groupe. 1l
serait intéressant de savoir les relations entre la topologie d’un tel espace et
les propriétés de son groupe de structure. Nos connaissances & ce sujet sont
encore trés incomplétes. Cependant, dans ses recherches concernant les
groupes simples et les espaces homogénes symétriques, M. E. Cartan est arrivé
4 des résultats remarquables qui font connaitre certaines de ces relations. Un
des résultats les plus surprenants raméne la détermination des nombres de Betti
d’un espace riemannien symétrique clos & un probléme purement algébrique
concernant le groupe linéaire d’isotropie de cet espace. Il existe une classe
d’espaces riemanniens symétriques clos qui sont réalisés par des variétés algé-
briques complexes. Dans ce mémoire nous nous proposons d’étudier les
propriétés topologiques des espaces de cette classe. ILa méthode indiquée par
M. E. Cartan pour calculer les nombres de Betti revient, pour ces espaces, &
décomposer certains groupes linéaires en groupes irréductibles, Ce sera 'une

. des méthodes employées. Comme les espaces considérés ont des définitions
géométriques simples, nous avons cherché une deuxiéme méthode, qui utilise
des proeédés habituels 4 la topologie, & savoir les déformations et les subdivi-
sions en cellules.” Par cette deuxiéme méthode on peut déterminer d’une fagon
élémentaire les bases d’homologie et les groupes de Poincaré. Nous étudierons
ainsi tous les espaces de la classe considérée et nous appliquerons la deuxiéme
méthode 3 certaines autres familles de variétés algébriques. Nous démon-
trerons par la topologie certaines formules de géométrie énumérative, en
particulier une formule importante due a H. Schubert.

Pour faciliter la lecture de ce mémoire, nous rappelons dans la premiére sec-
tion quelques notions et quelques résultats qui jouent un role fondamental dans
les travaux déja mentionnés de M. E. Cartan. En ce qui concerne la topologie,
nous renvoyons a un ouvrage de M. S. Lefschetz: “Topology’” (voir lindex
bibliographique). Au sujet des propriétés classiques des variétés étudiées, on
trouvera des renseignements trés complets dans un article de C. Segre: Mehrdi-
menstonale Rdume.

Qu’il me soit permis d’exprimer ici ma profonde reconnaissance & M. Elie
Cartan et & M. Salomon Lefschetz qui ont bien voulu montrer de Uintérét
pour mon travail. Leurs critiques et leurs suggestions m’ont grandement aidé
au cours de mes recherches,
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Tmmerst in uno spazio lineare (Annali di Math., 1915).
b. Sui fondamenti della geomelria numerativa e sulla teoria delle caratteristiche (Atti
del R. Instituto Veneto di Sc. L. ed A., 1916).
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Tucker, A. W.: a. An abstract approach to manifolds (Ann. of Math. 2, vol. 34, p. 191-243).
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VAN DER WAERDEN, B. L.: a. Topologische Begrindung des Kalkils der abzihlenden Geo-
metrie (Math. Ann., 102, 1929, p. 337-362).
b. Zur algebraischen Geometrie IV (Math. Ann., 109, 1933, p. 7-12).
WEevL, H.: a. Theorie der Darstellung kontinuierlicher halb-einfacher Gruppen durch lineare
Transformationen I (Math, Zeitschr., 23, 1925, p. 271-309).

I. Généralités sur les espaces homogénes'

1. Définitions et propriétés générales. Un espace homogéne du type le plus
général est un espace topologique dont le groupe des homéomorphies est

1 Voir E. Cartan, ¢ et b. Pour les titres complets des articles et des ouvrages cités
voir I'index bibliographique.
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transitif. Dans la suite nous réservons le nom d’espace homogéne i une
variété topologique 4 n dimensions qui est transformée transitivement par un
groupe fini et continu G. Ce groupe sera appelé le groupe de structure de U'espace
et nous supposerons que c¢’est un groupe fini et continu de Lie.

Soit £ un tel espace homogéne, G son groupe de structure et g le plus grand
sous-groupe de G qui laisse invariant un point O de l'espace. ¢ est un sous-
groupe fermé dans G. En outre g ne contient pas de sous-groupe invariant
dans G, si aucune transformation de (@ ne laisse fixes tous les points de £. G est
supposé connexe. Le groupe g s’appelle groupe d’isotropie ou groupe des rota-
tions autour de O. )

A un point M arbitraire de £ on peut faire correspondre Vensemble Sg de
toutes les transformations de G amenant O en M. On les obtient en effectuant
successivement une transformation arbitraire de g et une transformation particu-
liére S qui améne O en M. Réciproquement étant donné un groupe G, soit g
un sous-groupe fermé dans (. L’ensemble de G et de g peut servir 4 définir
un espace homogéne F dont les points correspondent aux ensembles de trans-
formations Sg de G. 1l y aura une correspondance ponctuelle entre les points
de E et les points de la variété du groupe G. Un point de G a pour image un
point unique M de E, mais un point M de E correspond & un ensemble de
points Sg de G. Un voisinage du point M dans £ se compose des images
des ensembles sSg, ol s est un élément arbitraire d’un voisinage V, de ’élément
unité dans . Ainsi un voisinage du point O se compose des images des ensem-
bles sg. Supposons que les paramétres dans une région autour de I'élément
unité de G soient des paramétres canoniques. Chaque transformation dans
cette région est alors représentée d’une maniére et d’une seule par le symbole
X +eXe 4+ - + e X + e Xap + - -+ 4 e.X,. Le sous-groupe g, qui
est fermé dans @, est un groupe de Lie et nous supposerons que sa partie con-
nexe contenant ’élément unité est engendrée par X, .y, -+, X, , X,. Si Vy
est suffisamment petit, tout élément s de V est le produit d’une transformation
bien déterminée de g par une transformation bien déterminée ¢ de V¢ représentée
par e X; + e Xs 4+ .-+ + e,X.. Cela veut dire que la variété sg coupe I'hyper-
plan e, = €49 = --+ = ¢, = 0 en un seul point ¢ & U'intérieur de V,. Le
point P qui représente dans E I'ensemble sg est en correspondance biunivoque
avec le point ¢ de paramétres (ey, €, --- , €,). Tout autre point de G corres-
pondant au point P est représenté d’une maniére et d’une seule par un produit
tg. Donc la région de G qui a pour image sur ¥ un voisinage V o suffisamment
petit de O est le produit topologique de V, et de g.

Une transformation 7 de G fait correspondre au point M, image de Sg, le
point M’, image de T'Sg. En particulier S~ transforme le voisinage VSg du
point M en un voisinage SV ,Sg du point 0. Les points de ce dernier voisinage
sont encore en correspondance biunivoque avec des points { de paramétres
(e1, €, - -, €.). En revenant au point M par la transformation S, on voit
qu'un voisinage V, de M a pour image dans G le produit topologique de Ve
et de g. Cette propriété a lieu pour un voisinage suffisamment petit d’un
point quelconque de E; mais, en général, la variété de G n’est pas globalement

8
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le produit topologique de E et de g. E est un espace de décomposition pour
la variété . Les propriétés d’un espace homogéne ne traduisent ou ne révelent
que des propriétés de son groupe de structure. Cette remarque s’applique en
particulier aux propriétés topologiques. I’existence méme de Ja décomposition
de la variété G qui fournit 'espace homogéne £ est une propriété topologique
de G, qui permettrait peut-étre d’arriver encore 4 de nouveaux résultats.

2. Groupe de Poincaré d'un espace homogéne. Le groupe de Poincaré
de l'espace homogéne E dépend d'une fagon assez simple des propriétés de
I'ensemble de G et de g. '

Toute courbe dans G a pour image une courbe dans l'espace homogéne E.
Tout arec OM dans E peut étre recouvert par un nombre fini de voisinages 17
dont chacun a pour image dans & une région qui est le produit topologique de
ce voisinage avec g. On obiient alors sans peine un arc¢ continu IS dans G
qui a pour image Uarc OM. On peut aussi trouver dans & deux ares voisins
ayant pour images dans £ deux ares veisins donnds, S8i V'on déforme 'are OM
d’une fagon continue en laissant les points O et M fixes, on peut définir une
déformation correspondante de lare IS, I restant fixe et S se déplagant en
général sur 'ensemble Sg. Etant donnée dans E une courbe fermée orientée C
partant de O et y revenant, il lui correspond dans G une courbe orientée allant
de 1’élément unité I & un point J de g.

Le sous-groupe g peut se composer de plusieurs parties connexes go, g1, - - -, gx-
La condition nécessaire et suffisante pour que la courbe C soit réductible & O
par déformation continue est qu’il lui corresponde dans G une courbe IJ qui
soit déformable en une courbe située sur go, le point I étant fixe et J pouvant
se déplacer d’une facon continue sur g. Le point J se trouvera alors nécessaire-
ment sur go. On peut alors définir dans la variété de G un groupe I isomorphe
au groupe de Poincaré de l'espace E. Une courbe allant de I & un point J,
de la variété g, représente un élément du groupe. Soient deux courbes IJ.
et IJ;. Si S est le point général de la courbe IJg, le point SJ,. décrit une
courbe J.J, allant du point J, au point J, = JzJ.. La courbe composée de
IJ, et J.J, représentera le produit des deux éléments de I' correspondant &
IJ. et IJg L’élément unité du groupe sera représenté partoutes les courbes
I.J o qui sont déformables en des courbes situées sur go, en supposant [ fixe et Jy
mobile sur go. Le groupe I'" a pour sous-groupe invariant le groupe I'g repré-
senté par les courbes I.J,. Le groupe quotient I'/T'y est isomorphe au groupe
quotient g/gs. En particulier, si g est connexe le groupe I' se réduit d T'y. Sile
groupe G est simplement connexe, I' se réduit d g/g..

Si G n’est pas simplement connexe, on peut considérer la variété simplement
connexe de recouvrement de G. Clest la variété d’un groupe G. go a pour
image dans G une variété g, formant un sous-groupe de G. §o n’est pas néces-
sairement connexe. Si §, est la partie connexe de g, contenant I’élément
unité, le groupe discontinu go/§, est isomorphe au groupe I'.. Si g est le plus
grand sous-groupe de G recouvrant g, le groupe I' est isomorphe au groupe
quotient §/g..
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3. Espaces homogénes orientables et non orientables. Considérons un

N
point P infiniment voisin de O. 11 définit un vecteur infiniment petit OP ou
une direction issue de 0. Le point P se déduit de O par une transformation
infinitésimale e,X; 4+ - -. 4+ ¢,X, bien déterminée et les quantités ey, ey, - - - , €,

—
peuvent étre considérées comme les composantes du vecteur OP. FEtant donnés
— —>
n vecteurs infiniment petits OPy, OP,, --- , OP,, nous dirons que le simplexe

OP.P, - .. P, est de sens positif lorsque le déterminant l e(ﬂ des composantes
de ces vecteurs est positif. Sile déterminant a une valeur négative, le simp-
lexe est dit de sens négatif. KEtant donnée une courbe allant de O 4 M, on peut
la considérer comme image d’une courbe dans la variété G allant de I’élément
unité I 4 un élément S. La courbe IS définit un déplacement continu le long
de la courbe OM amenant le simplexe OPP; --. P, en un simplexe MQ,Q
.-+ Q.. Soit en particulier une courbe fermée (C) passant par O. On peut
lui faire correspondre dans G une courbe allant de 7 4 un élément R qui appar-
tient 4 g. Le déplacement le long de la courbe (C) améne le simplexe OP,P,
... P, en un simplexe 0Q,Q: --- @,. Un point P correspondant i une trans-
formation infinitésimale s est amené au point Q correspondant & la transforma-
tion Rs ou (RsRY)R. Le point @ est donc défini par la transformation
infinitésimale RsR~! qui se déduit de s par une opération du groupe adjoint
lindaire de G. Lorsque R varie d’une fagon quelconque dans g, cette opération
engendre un sous-groupe du groupe adjoint linéaire. Comme elle laisse invari-
antes les transformations infinitésimales de ¢, les variables ¢, --. , e, sont
transformées entre elles suivant les transformations d’un groupe linéaire v. Ce
groupe indique simplement comment le groupe g transforme entre eux les
vecteurs infiniment petits d’origine O. Nous Pappellerons groupe linéaire d’iso-
tropie. Sile déterminant de Uopération de v correspondant & R est positif, le
simplexe OQ,Q: - -- Q. a le méme sens que le simplexe primitif. Si ce déter-
minant est négatif, le déplacement le long de la courbe fermée (C) raméne le
simplexe au point O avec un sens opposé.

L’espace E sera orientable lorsque le déterminant de v est toujours positif. Il
sera non ortentable lorsque ce déterminant n’a pas son signe constant. En particu-
lier si g est connexe, le déterminant de v ne peut pas changer de signe et I'espace
E est orientable. Ainsi la variété d’un groupe est toujours orientable.

Le groupe v est en relation avec d’autres propriétés de l’espace E. Rap-
pelons que l’existence dans E d’une métrique riemannienne invariante par G
revient 4 l'existence d’une forme quadratique définie positive en e;, €3, - -+ , €x
invariante par le groupe ~.

4, Lesinvariants intégraux d’un espace homogéne 2 groupe fondamental clos.®
Un invariant intégral de degré p de 'espace homogéne E est une intégrale [Q
de degré p dont I’élément Q est invariant par G. € est une forme extérieure

ZAi ., {dx; dxsy - - - d:cip] dont les coefficients Ay ..;, sont des fonctions

2 Voir E. Cartan, b.
10
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uniformes des coordonnées z,, xs, - ---, 2, d’un point M dans 'espace E. Les
produits extérieurs [dr; dz;, - - - dz;,] sont les composantes d’un p-vecteur formé
de p vecteurs infiniment petits d’origine M.

La forme @ sera complétement déterminée par sa valeur Q° au point O, soit

Q0 = ZA%;, ..., [dzy day, - - - da;].  On peut considérer comme composantes d’un
—_

vecteur infiniment petit OP soit les différentielles correspondantes dzy, - - - , dz,,

soit les paramétres wi, ws, ---,w, de la transformation infinitésimale

o X; + weXe 4+ -+ 4+ w,X, qui améne O en P. Les w; sont des formes
linéaires indépendantes par rapport aux dz;. Done @ peut se mettre sous la
forme =By, ... i, [0, i, -+ - wg,]. Une transformation R du groupe des rotations

— —>
g améne le vecteur OP de composantes w; en un vecteur OP’ dont les compo-
santes @; se déduisent des w; par une transformation du groupe linéaire v. Le
fait que Q0 est invariant par ¢ se traduit par 1'égalité:

ZBii, iy (@4, @iy + o+ @] = 2B, lonwp - 0]
c’est-a-dire la forme By, ..., [wi, w;, - - - w;,] est une forme extérieure a coefficients
constants invariante par le groupe linéaire v.
Réciproquement toute forme extérieure By, ... ;, [w; wi, - w;,] & coefficients

constants invariante par v définit un invariant intégral Q de 'espace E.

Donc la recherche des invariants intégraux de Uespace homogéne E revient d la
recherche des formes extérieures 2By, ..., [wi, i, - - - o) invariantes par le groupe
linéaire v.

Si le groupe de structure G de 'espace E est clos on a deux théorémes impor-
tants démontrés par M. E. Cartan:

a) Toute intégrale de différentielle exacte est éguivalente d un invariant tntégral.

b) Tout invariant intégral équivalent @ zéro est la dérivée extérieure d'un invariant
intégral dont le degré est moindre d’'une unité.

Les intégrales que 'on considére sont des intégrales multiples [Q réguliéres?
dans tout ’espace. Rappelons qu’une telle intégrale fQ est dite intégrale de
différentielle exacte, si la dérivée extérieure @ de @ est identiquement nulle.
L’intégrale [Q est dite équivalente & zéro, si la forme Q est la dérivée extérieure
d’une forme IT dont le degré est moindre d’une unité. Plusieurs intégrales de
différentielles exactes sont dites linéairement indépendantes, lorsqu’aucune
combinaison linéaire de ces intégrales n’est équivalente & zéro.

11 résulte des théorémes (a) et (b) que, si 'espace E admet en tout », formes
invariantes de degré p, linéairement indépendantes au sens algébrique ordinaire,
et si», de ces formes sont & dérivée extérieure nulle, le nombre d’intégrales de dif-
férentielles exactes linéairement indépendantes de degré p est égal d vy, + vp1 — Np-1.

Un espace homogéne E dont le groupe de structure est un groupe de Lie
forme une variété analytique sans singularités. Il en existe par suite une sub-
division polyédrale définissant une multiplicité (en anglais “manifold’”) du point

3 Voir G. de Rham, a.
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de vue de la topologie combinatoire.* @ étant clos, espace E forme une variété
analytique close & n dimensions dont une subdivision polyédrale fournit un
complexe analytique fini. Cette variété rentre dans la catégorie des variétés
closes au sujet desquelles M. G. de Rham a démontré le résultat fondamental
suivant®

Le nombre d’'intégrales de différentielles exactes de degré p linéairement indé-
pendantes est égal au nombre de Beltr relatif d la dimension p.

La considération des invariants intégraux fournit ainsi une méthode pour
déterminer les nombres de Betti d’'un espace homogéne 4 groupe fondamental
clos. Soit R, le nombre de Betti relatif 4 la dimension p.. On a: R, =
vp + vpa — nyq. Cette méthode se simplifie dans le cas des espaces homo-
génes symétriques.

5. Les espaces homogénes symétriques.® Un espace homogéne E qui a
G pour groupe de structure et g pour groupe d’isotropie au point O est dit
symélrique s’1l existe une transformation ponctuelle ¢, de cet espace ayant les
propriété suivantes:

1. oy est involutive.

2. O est un point invariant isolé pour ay.

3. ¢y est une automorphie de G.

4. La partie connexe de g contenant la transformation identique est le plus
grand sous-groupe continu de G dont toutes les transformations sont invariantes
par g —L’existence d’une ‘‘symétrie’”’ o, par rapport au point O entraine
Pexistence d’une symétrie analogue par rapport & un point quelconque de
'espace et toutes ces symétries sont transformées entre elles par le groupe G.

Les résultats rappelés au §4 se simplifient ici en vertu du théoréme suivant:

Tout invariant intégral d’'un espace homogéne symétrique est une intégrale de
différentielle exacte.

Done si I'espace homogéne symétrique E est clos, le nombre d’intégrales de
différentielles exactes linéairement indépendantes de degré p, ou encore le nombre
de Betti R, est égal au nombre d’invariants intégraux de degré p linéairement
indépendants dans le sens algébrique ordinaire. On connaitra les nombres de
Betti si ’'on sait trouver le nombre d’invariants linéaires du groupe linéaire v,
qui indique comment les formes extérieures [e; e;, - - - €;,] sont transformées par
le groupe linéaire d’isotropie .

v étant un groupe clos, il existe une forme quadratique définie positive
invariante par y et par suite une métrique riemannienne & ds* défini positif
invariante par G.

La détermination des espaces riemanniens symétriques se raméne & la déter-
mination de ceux que sont dits srréductibles. Pour un espace irréductible, le

4 Voir au sujet de cette subdivision: S. Lefschetz, a, p. 364-366. S. Lefschetz and
J. H. C. Whitehead, a. B. O. Koopman and A. B. Brown, a.

® G. de Rham, @, chap. 111, p. 73.

¢ Voir E. Cartan, a, b et c.
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moyenne du caractére de v5,° On voit que le caractére de y4 , est le produit des
caractéres des groupes linéaires v, et ¥, qui indiquent comment ' transforme
les formes [u;, u;, - - - w] et [, @, --- @,). Done le caractére de v,, est égal
au carré du module du caractére dey.. Pour en trouver la valeur moyenne,
on peut décomposer le groupe linéaire v, en groupes linéaires irréductibles. Si
I'on obtient % groupes linéaires irréductibles non équivalents entre eux, ces
groupes figurant respectivement », fois, v, fois, - - . , v, fois dans la décomposition,
la valeur moyenne du carré du module du caractére de v, est égale 3
it ok

C’est aussi le nombre de Betti R,,.

En particulier v; est irréductible et par suite les nombres de Betti R, et
R.—» sont égaux a l'unité.

Abstraction faite de deux espaces exceptionnels correspondant & un groupe
simple de type exceptionnel, cette derniére classe d’espaces symétriques clos
comprend les espaces suivants:

L’espace projectif complexe.

L’espace des variétés planes d p dimensions de Uespace projectif complexe d n
dimensions.

La quadrique complexe non dégénérée.

L’espace des variétés planes d& p dimensions génératrices de la quadrigue complexe
d 2p dimensiens.

L’espace des variétés planes @ p dimensions qui appartiennent d un complexe
linéaire non dégénéré de Uespace projectif complexe d 2p + 1 dimensions.

L’étude des espaces de cette classe sera l'objet principal de ce mémoire.
Nous appliquerons la méthode que nous venons de rappeler et qui conduit a
des problémes intéressants concernant certains groupes linéaires.’® Comme
tous les espaces de cette classe ont une définition géométrique trés simple, il
sera intéressant d’étudier leur topologie aussi par une méthode plus directe qui
donne des renseignements plus préeis et qui s’applique & un grand nombre
d’autres variétés algébriques.

I1. Les variétés de Grassmann considérées comme des espaces
homogénes symétriques

6. Le groupe de structure et le groupe d'isotropie. L’ensemble des variétés
planes A k¥ dimensions d’un espace projectif complexe 4 n dimensions définit
une variété algébrique V appelée variété de Grassmann. En définissant chaque
variété plane & k dimensions par ’ensemble de ses (;: i i

iennes homogénes py, ..., on obtient une représentation biunivoque de la

) coordonnées pliicker-

? Voir pour la théorie des caractéres: H. Weyl, a.

19 Ay sujet de I’application de cette méthode & l'espace projectif complexe, i 1’espace
des droites de I’espace projectif A 3 dimensions et i 1a quadrique complexe, voir E. Cartan,
hetg.
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variété V par une variété algébrique sans singularités de I'espace projectif &
1 . . . -

<Z i 1) — 1 dimensions. (Nous désignons par (Z) le nombre de combinaisons
ba b de a éléments.) La variété V est connexe, car elle est transformée transi-
tivement par le groupe projectif complexe, qui est connexe.

La variété V peut étre considérée comme un espace homogéne symétrique clos.
Considérons en effet le groupe hermitien elliptique, c’est-a-dire le groupe pro-
jeetif G

(1> Q?: =Ea’iixf . (i:j7=0; 1: "'an)
qui laisse invariante la forme d’Hermite 2 &, + 1 &1 + -+ + o Tn. Si 4 est
la matrice de la transformation (1) et A* la matrice imaginaire conjuguée
transposée, on a: 4 A* = 1. Nous pouvons supposer IA l = 1. Les trans-
formations infinitésimales sont:
0r; = 2 oy 24, a; + a; = 0.

Nous désignerons toujours par [k] une variété plane & % dimensions. Soit la
variété plane [k], définie par les équations a1,1 = Tpee = -+ = 2, = 0. En
appelant yo, y1, - - - , ¥, les n — k dernidres variables xi1, ii2, -+ , Tn, le plus

grand sous-groupe ¢ de G qui laisse invariante la variété plane [k]o a pour
équations:

()

!

x"=2af’.‘ixi (j}j/=0z1""1k)

2
y;"‘_‘zbi'iyi (i)i/=0)1;"'7Q)

C’est aussi le plus grand sous-groupe continu de G qui soit invariant par
I'involution:

, ’ ’ ' ’ ’
Tg = Loy Ty = L1,y *++ , X}, =Ty, Yo = — Yo, Y1 = =Yy, -+, Y¢g = — Yg-

Cette involution est une automorphie involutive de G. L’ensemble de G et de ¢
définit done un espace homogéne symétrique clos.

Chaque transformation infinitésimale de G se décompose d’'une maniére et
d’'une seule en une transformation infinitésimale de g et une transformation
infinitésimale de la forme:

dx; = — Z i i ¢=01,-,9
0Ys = Z wi &; (G=0,1,---,k)
Celle-ci transforme la variété [k], d’équations yo = y3 = ... = y, = 0 en une
variété [k] d’équations:
2 Ui = wij T,

Les (k 4+ 1) (n — k) paramétres complexes w;; peuvent étre considérés comme
les coordonnées complexes de cette variété plane. Les équations de toute
variété plane [k] voisine de [k], peuvent se mettre sous la forme (2). Le groupe
(7 est done transitif dans la variété de Grassmann V au voisinage de I’élément
[k}e. Les transformés de [k] par le groupe clos G engendrent une variété close

15
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V7, qui devra étre une région de 17 n’ayant pas de frontiére dans V. Par suite
177 est confondu avec V. La variété de Grassmann V peut done étre considérée
comme U'espace riemannien symétrique clos défint par G et g.

Sous forme symbolique, les équations de g s’éerivent:

(@) = (a) (x)
) = O @

avee les conditions: (a) (@)* = 1, (b) ®* = 1,](1) . lb[ = 1. Soit (w) la

matrice des parameétres w;. Etant donnée la transformation infinitésimale
(5y) = (@) (@), |

cherchons sa transformée par une transformation de g. On aura:

0y = & Gy) = (B) (@) () = (B) (0) (&) (27).
La transformation infinitésimale cherchée est donc définie par la matrice (w):
(@) = (b) (@) (@) = (b) (w) (@™

La matrice (w) est done transformée comme la matrice dont les éléments sont
les produits y; #;. Posons

(@) = e (a1), (b) = ¥ (by),
les matrices (a;) et (b)) étant unimodulaires. On aura: ef¢+DetilerLé — 1,
(3) (W) = ¥ (b)) (w) (@)* = €7 (b) (@) (@™

Le groupe linéaire d’isotropie est le groupe linéaire v qui opére sur les parameétres
wi; et &;; et qui est défini par Péquation (3). Il est du type considéré a la fin
du §5. Le groupe linédaire qui opére sur les w;; seuls est le produit du groupe
d’équation (0’) = e (w) et du groupe v'’ défini par:

(@) = (b)) (w) (@*.

Désignons par g et g, les groupes linéaires unimodulaires unitaires opérant
respectivement sur les variables x,, --- , 2, et sur les variables yo, --- , ¥,.
Le groupe v est identique au groupe sutvant lequel sont transformés les produits
yi xj lorsque les variables x; et y; subissent respectivement les transformations des
groupes g et q,.

7. Détermination des invariants intégraux et des nombres de Betti.
Déterminons les invariants intégraux de 'espace riemannien symétrique réalisé
par la variété de Grassmann V. D’aprés le §5, il suffit de déterminer les formes
extérieures 3 coefficients constants des variables w; et &y, ces formes étant
invariantes par v. Il n’y a pas de forme extérieure invariante de degré impair,
c’est-a-dire les nombres de Bettr relatifs aux dimensions impaires sont nuls. Pour
chercher les formes invariantes de degré 2s, nous décomposons en groupes
irréductibles le groupe v, qui opére sur les formes extérieures [wi;, - - - iy,
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lorsque les variables w;; subissent les transformations de v'/. Nous employons
la méthode des poids dominants de M. E. Cartan.tt

7'’ est une représentation linéaire irréductible du groupe semi-simple g, X g,
produit direct de g; et de g, Nous considérons le sous-groupe abélien de v’
correspondant aux transformations infinitésimales:

by = N i) (G=01,--,k)
oY = Y G=0,1---,9

ol les \; et les u; sont imaginaires pures et satisfont aux relations E A=0
i

et 2 w; = 0. Par rapport i ce sous-groupe abélien, la variable z; est de poids

K
Ni, y; est de poids p; et w; est de poids A; + u;.  La variable [wg; - -+ o] est
de poids A;, + -+ 4+ Aj, + pi, + - 4+ wi,. Ce poids est une forme linéaire
a coefficients entiers:

OO\ u) =modo+ - + M M+ Roto + - 4 ng iy

oumy +mi+ - +mp=ng+n+ - +n, =8 Le poids II (A, u) est
dit plus haut qu’un autre poids IT’ (A, u) défini par des entiers m: et n, lorsque:

mj—mkgm;~—m,£, (G=0,1,.---, k=1

(,L':Oyl)"'yq_l))

v

’ ’
b

N — Ng T Ny — Ny,

I'une au moins de ces conditions étant une inégalité. D’aprés un théoréme
fondamental de M. E. Cartan, tout groupe irréductible I'y contenu dans vo est
complétement déterminé par sa variable dominante. Pour qu’une variable u,
¢’est-a-dire une combinaison lindaire de formes extérieures [w;;, - - - wiy,l, SOit
la variable dominante d’un groupe irréductible I', il faut et il suffit que le poids
de u soit plus haut que le poids de n’importe quelle variable transformée de u.

Au lieu de considérer seulement les transformations des groupes unitaires
ar et g,, appliquons aux variables x; et y; les transformations des deux groupes
linéaires unimodulaires & coefficients complexes arbitraires. Les produits z;y;
subissent alors les transformations d’un groupe semi-simple v’.  C’est le groupe
4 paramétres complexes qui a la méme strueture que le groupe unitaire v'’.
Toute représentation linéaire T' de v’/ peut étre élargie en une représentation
linéaire I'" devy’’’. Si I'’ est irréductible, I' ’est également, et réciproquement.t?
Appliquons done aux variables w; les transformations du groupe v’’’. Pour
que u soit une variable dominante, il faut et il suffit que son poids soit plus
haut que le poids de toute variable transformée. 11 suffit de considérer les
transformations infinitésimales de v’’’ qui correspondent aux transformations
infinitésimales ;- af/ax; ety 8f/dy:;. A une variable de poids II elles font corres-
pondre une variable de poids IT 4 Ay — N\; ou IT + ui» — w;.  Ainsi pour que

1t Voir K. Cartan, f et H. Weyl, a.
2 Voir H. Weyl, a, p. 289-290.
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« soit variable dominante, il faut et il suffit que les transformées de u par
vy 8f/0x; ou yw 8f/8y; soient identiquement nulles lorsque j/ < jou ¢’ < 7.

Soit « une combinaison linéaire de formes extérieures [wy; - -+ wi;). Pour
que u soit une variable de poids II(A, u), il faut et il suffit qu’elle ne soit composée
que de formes extérieures de poids (X, p). Si II(A, p) est le poids dominant
d’un groupe irréductible T, on a:

Mo Z My = -+ = My, Ng Z Ny Z e 2 My,

car en permutant les \; entre eux et les u; entre eux, on obtient encore des
poids de I',. En permutant convenablement les w; dans chacune des formes
extérieures {w;;, - - - wiy,], on peut d’abord écrire les my variables w; dont I'indice
j est égal & 0, puis les m; variables w; dont Vindice j est égal & 1, etc. On
arrangera les variables w;; qui correspondent 4 une méme valeur de 7 de telle
fagon que leurs indices 7 soient rangés par ordre croissant de gauche & droite.
u aura alors la forme suivante:

U = ZapPg lw - - - Wiy 0 Wiy 11 Wi 101 7 1.

Dans cette expression, P, désigne une permutation P i effectuer sur les indices
Ty, Gay + -+ 4 15, €t ap est un coefficient dépendant de la permutation P. Nous
allons ranger les termes de cette expression dans un ordre bien déterminé.
Prenons d’abord les termes dans lesquels le premier indice 7 a la plus petite
valeur. Parmi ceux-ci prenons les termes dans lesquels le deuxiéme indice 7 a
la plus petite valeur. En continuant la sélection d’aprés le méme principe, on
arrive finalement 4 un terme bien déterminé, qui sera pris comme premier
terme. Le deuxiéme terme sera obtenu de la méme fagon parmi les termes
restants. On voit qu’on pourra ainsi ranger tous les termes.

Soit {wyg - - - Wi 0 Wiy st ..] le premier terme. Nous allons montrer qu’il

est égal 4 la forme extérieure

[woowlo cc o W10 Wo1 WL * vt W11 * 0 '];
que nous designons par ». Soit 7, le premier des indices 71, - -- , im, tel que
2 > h — 1. Posons 7, = p et appliquons la transformation infinitésimale

Yn-y 0f/8y,. La variable transformée de u doit étre identiquement nulle. Or
c’est la somme des termes qu'on déduit des termes de u en remplacant par
h — 1 un queleonque des indices ¢ qui est égal & p. En particulier, en rem-
plagant dans le premier terme de u Vindice 7, par & — 1, on obtient une forme
extérieure qui ne peut figurer quw’'une fois dans la variable transformée de w.
Par conséquent il n’y a pas d’indice 7, tel que 74, > h — 1. Ce raisonnement
montre que le premier terme de u est égal 4 v.  Or v est une variable dominante
de poids I(\, ). Donc u — v est une variable dominante de poids II(\, u).
Ainsi le deuxiégme terme de u devrait étre un multiple de v, c’est-a-dire la
variable u se réduit simplement 2 la forme extérieure v.
A tout ensemble d’entiers (mo, m, - - -, my), tel que

Y

My 4+ wty + o0 4+ Mg = 8, g4+ l=n—-kZxm2m = --» 2m =0
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correspond une variable dominante, [wyowio - - - Wme—10201 - - -], €t par suite un
groupe irréductible T'; bien déterminé. A deux ensembles distinets (mg, my,. - - -,
my) et (mg, my, --- ,m,) correspondent deux groupes irréductibles T, et I', qui
ne sont pas équivalents. Done la valeur moyenne du carré du module du
caractére de v, est égal au nombre de ces ensembles d’entiers (o, my, - - - , Mi).
Done:

TufiorkME. Ktant donné Uespace riemannien symétrique réalisé par la variété
de Grassmann V, le nombre de ses invariants intégrauz de degré 2s est égal au nom-
bre d’ensembles de k + 1 entiers (mo, my, - -~ , mg) lels quemog 4 my ++ + -« My, = &
etn —kz=mezm =--- 2my = 0. Cenombre est ausst le nombre de Betti R,
de la variété V.

Pour connaitre les variables qui sont transformées par le groupe TI', corre-
spondant aux entiers (my, my, --- , mz), on peut utiliser le schéma (mg, my, - - -,
my) qui caractérise d’aprés M. H. Weyl,®® la représentation linéaire irréductible
du groupe g, de poids dominant mehe 4 mAL +. - -+ + M.

1 2 . . . Mo

mo 41 . . Mo + My schéma (mg, my, +- - , M)

Le schéma définit un certain arrangement des s premiers nombres entiers.
Dans la premiére ligne nous écrivons les m; premiers nombres, dans la deuxiéme
ligne les m; nombres suivants, ete. Le coefficient #; du poids dominant de T,
est le nombre d’entiers contenus dans la 7#=° colonne du schéma. En échangeant
les lignies avec les colonnes, on obtient un deuxidme schéma qui caractérise la
représentation linéaire de g, de poids dominant noue -+ 7 + -+ + Ngg.
T, est équivalent au produit des deux représentations linéaires correspondant
4 ces deux schémas.

Soit P une permutation des nombres du schéma (mq, mq, - -+, my). Soit A
une permutation par laquelle les nombres de chaque colonne sont permutés
entre eux. Soit B une permutation par laquelle les nombres de chaque ligne
sont permutés entre eux. Si P peut se mettre sous la forme AB (on effectue
d’abord la permutation B, ensuite la permutation A), nous posons ¢, = signe
de la permutation A; sinon ¢ = 0. Si P peut se mettre sous la forms B4,
nous posons e;. = signe de B, sinon e, = 0. Les variables du groupe T, sont
alors les quantités 2 Py lwig, -+ wig,]. On aen effet:

P

7
2 &P wig, - wnild = z erP oo - il
P P
On en conclut que les quantités E s Py [wig, -+ o] SONt transformées entre

P

13 Voir H. Weyl, a.
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elles par les operations de Ty qui correspondent soit aux transformations de g,,
soit aux transformations de g,. Par suite ces quantités sont bien transformées
entre elles par le groupe T',.

Le groupe T, étant clos, il laisse invariante une forme d’Hermite définie
positive. En remplagant dans cette forme d’Hermite les produits ordinaires
par des produits extérieurs, on obtient une forme extérieure invariante par «.
La forme d’Hermite est déterminée & un facteur constant prés, car il n'y a
qu'une forme extérieure invariante par I',, L’invariant intégral le plus général
est défini par une combinaison linéaire arbitraire des formes extérieures in-
variantes qui correspondent aux différents groupes I';. .

Ainsi Vinvariant intégral de second ordre est défini par Z[w;;a,;]. 11 est facile
d’en donner lexpression explicite en fonetion des coordonnées pliickeriennes
Pagar ... o L€ groupe hermitien elliptique G transforme les variables oy, ... o
suivant un groupe linéaire irréductible clos, qui laisse invariante une certaine
forme d’Hermite. Comme chaque terme de cette forme doit avoir un poids nul
par rapport aux transformations infinitésimales éx; = Nx;, 007 = 0,1, --- , n
et ou les \; sont imaginaires pures, on trouve que la forme d’Hermite invari-
ante est ZPaa, ... a; Daes ... ap- 1IPpOsons aux variables P, ...q; la con-

dition Zpa, ... af, Pag ... o = 1. L’invariant intégral du second degré sera
JZ(APaes ... oy, Waser ... o). On en déduit un invariant intégral de degré 2s, a
savoir [(Z[dPaa ... aj APagas ... o3))°.  En général il y aura encore d’autres invari-

ants intégraux de degré 2s.

Si V est Vespace projectif [n] lui-méme, ¢’est-a-dire si £ = 0, on obtient ainsi
tous les invariants intégraux. On a R, = 1. On peut imposer aux coordon-
nées zo, - - -, T, la condition ZxF; = 1. L’invariant intégral de degré 2s sera
I(E[dﬁ,di,])s

VEriricaTioN. Donnons une vérification des résultats précédents en utili-
sant un théoréme! de topologie di & M. 8. Lefschetz. D’aprés ce théoréme,
le nombre de points fixes d’une déformation d’une multiplicité orientable V,
est égal A la caractéristique d’Euler-Poincaré multipliée par (—1)". La variété
de Grassmann V est une multiplicité orientable, parce que c’est une variété
algébrique sans singularités, on encore parce que le groupe d’isotropie g est
connexe. D’aprés les résultats précédents, la caractéristique d’Euler-Poincaré
est égale 4 la somme des nombres de Betti Ry. C’est le nombre d’ensembles

d’entiers (mg, my, -+ ,my) telsquen — k Zmy Z2m; = -+ Zm = 0. En
remplacant m; par I; = m; 4+ k — ¢, on obtient les ensembles d’entiers (lo, &1, - - - , &)
telsquen =0, > 10, > ... > [, =2 0. La caractéristique d’Euler-Poincaré est
1
leal” + )
donc égale a (k N 1)

D’autre part, le groupe projectif complexe étant connexe, toute transformation
projective de [n] est une déformation de [n]. KEtant donnée une transformation

14 Voir 8. Lefschetz, a, p. 272.
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projective générale, le nombre de points fixes est n 4 1 et le nombre d’éléments

[k] fixes est (Z __:: i) On retrouve bien la valeur de la caractéristique d’Euler-
Poincaré. Cependant il reste 4 démontrer que tout élément fixe doit étre
compté avee 'ordre de multiplicité égal & 1. Ceecirésulte du théoréme général
suivant:

TutorkME. FEtant donné un groupe continu de Lie G opérant transitivement
dans une variété analytique complexe V, les lransformations de G étant définies
par des équations analytiques par rapport d des vartables et des paramétres com-
plexes, tout point fixe isolé d'une transformation de G doit étre compté avec un
ordre de multiplicité égal @ 1.

En effet, soit O un point fixe isolé d'une transformation 7" de G. Un systéme
de paramétres canoniques de G sera fourni par un systéme de r paramétres
complexes e, --- , ¢,. Supposons que les r — n derniéres transformations
infinitésimales de base engendrent le groupe d’isotropie relatif 4 0. I1’ensemble
des n paramétres complexes ey, ey, - - - , €, constitue un systéme de coordonnées
pour un voisinage vy de 0. (Voir §1.) Dans v, la transformation T est repré-
sentée par des équations linéaires par rapport aux variables e, es, --- , en.
Pour définir 1la multiplicité du point fixe O, on considére le produit topologique
vo X Vo, © ‘est--dire le domaine défini par le systéme de coordonnées e;, ez, - - -,
€n, €1, €9, - -+ , €,. Dans ce systéme de coordonnees la transformation 7 et la
transformation identique sont représentées par des variétés planes complexes
qui se coupent seulement au point e; = e, = 0. L'indice de Kronecker de ce
point d’intersection est égal & 41, ce qui prouve le théoréme énoncé.

II1I. Etude directe de la topologie des variétés de Grassmann'

8. Démonstration d’un lemme. Comme les variétés de Grassmann ont une
définition géométrique trés simple, il est naturel d’étudier leurs propriétés topo-
logiques sans passer par lintermédiaire des intégrales de différentielles exactes.
On peut chercher & les décomposer en cellules. Il n’est pas nécessaire d’arriver
4 une subdivision en simplexes; en ce qui concerne 'homologie et ’homotopie,
des cellules d’une espéce plus générale peuvent remplir le méme role que les
simplexes. L'intérieur des cellules que nous aurons 4 considérer sera homéo-
morphe & Uintérieur d’une sphére ordinaire, mais la frontiére ne sera pas néces-
sairement homéomorphe 3 la surface de cette sphére. L’emploi de cellules de
cette espéce est justifié 4 cause du lemme suivant:

LemMe. Etant donnés un complere K et un sous-complere L dans K, si K~L
est homéomorphe & une cellule ouverte, toute chaine sur K, de dimension inféricure
d la dimension de K—L, peut étre déformée d’une fagon continue en une chatne sur L.
Pendant la déformation les points de L peuvent étre maintenus fives.

L’expression ‘‘cellule ouverte” désignera toujours un ensemble de points

15 On trouvera un résumé de cette méthode et I'indication des variétés auxquelles nous
I'avons appliquée dans une note des Comptes Rendus: C. Ehresmann, b,
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homéomorphe a l'intérieur d'une sphére ordinaire. Les complexes considérés
sont formés de simplexes. Si L est un sous-complexe du complexe K, nous
appelons A—voisinage de L 'ensemble des simplexes de K dont la frontiére a
une partie commune avec L. Soit Nk ce K—voisinage. K-Ng est I'ensemble
des éléments de K qui.n'ont pas de partie commune avec L. K-NZ est un
complexe fermé, Nz est un ensemble ouvert. Le K-voisinage est dit normal,
si tout simplexe de A qui a tous ses sommets sur L est situé entiérement sur L.
Si le A—voisinage n’est pas normal, on peut considérer le complexe dérivé K’
de K et le K’-voisinage de L sera normal.® Nous pouvons donc supposer
dans la suite que le K~voisinage de L est normal.

8i K-L est homéomorphe 4 une cellule, toute chaine sur K-L est déformable
en une chaine sur N%, & condition que la dimension de la chaine soit inférieure
i celle de K—-L. Soit, en effet, C, une chaine sur K, c’est-a-dire C, est 'image
continue et uniforme d’une chaine formée de simplexes & p dimensions.
D’apreés le théoréme fondamental” de la déformation des chaines sur un com-
plexe, la chaine C, peut étre déformée en une sous-chaine de K. Cette opéra-
tion effectuée, nous supposerons que C, ne contient pas tous les simplexes de
K-L, ce qui a lieu en particulier si p est inférieur 4 la dimension de K-L. 11
existe alors un point O de K-L qui est extérieur 4 C,. Considérons I"homéo-
morphie représentant K-L sur U'intérieur d’une sphére S. Il existe une sphére
S’ intérieure & S et contenant & son intérieur I'image ¢ du point O ainsi que
Iimage de I'ensemble fermé K-N5. On effectue alors la déformation suivante
de I'image C, de la partie de la chaine C, intérieure & K-L: Les points de C,
extérieurs & S’ et situés sur S’ sont laissés fixes. Les points de C, intérieurs a
S’ sont déplacés le long des rayons issus de O et sont finalement projetés sur S'.
Aprés cette déformation la chaine C, se trouvera complétement & l’intérieur
de NL.

Dans le raisonnement précédent, on aurait pu considérer aussi bien le K'—
voisinage N%,, ot K’ est une subdivision normale de K. Nous supposerons
done C, déformé en une chaine sur Ng.. Ilexiste une déformation continue du
complexe K qui réduit N5, & L et qui réduit par suite C, 4 une chaine sur L.
En effet, comme le K-voisinage de L est normal, tout simplexe E, de N} a en
commun avec L un simplexe K, bien déterminé. Pour faire la subdivision
normale de K, nous introduisons un sommet M & lintérieur de E, et un som-
met M’ 4 Vintérieur de & ; Les points M sont les sommets des simplexes de
NE,. Le segment rectiligne M M’ est bien défini & V'intérieur du simplexe E,.
Faisons correspondre & tout point M le point M’ correspondant tandis que les
sommets de K-Nj se correspondent & eux-mémes. Nous définissons ainsi une
transformation barycentrique du complexe K’ et les segments M M’ définis-
sent une déformation barycentrique qui réduit Nz, & L. Seuls les simplexes de
NE-L subissent une déformation; en particulier les points de L restent fixes.

1 Comparer S. Lefschets, a, p. 91.
17 Voir S. Lefschetz, a, p. 86.

22



TOPOLOGIE DE CERTAINS ESPACES 413

11 existe done bien une déformation continue satisfaisant & ’énoncé du lemme.
En particulier la fronti¢re de la cellule ouverte KL est toujours connexe.

Le fait qu’une chaine contenue dans un voisinage N* de L peut étre déformée
en une chaine sur L, a été démontré par M. S. Lefschetz!® avec des hypothéses
moins restrictives. Il suffit de supposer qu’il existe une métrique dans K et
que K et L sont clos et localement connexes. Le lemme démontré ici est
valable si I'on suppose de plus que K-L est une cellule ouverte. Mais nous
n’aurons qu’a considérer le eas ol K et L sont des complexes.

9. Conséquences du lemme. Soit K un complexe formé de simplexes. Les
points d’'un simplexe qui n’appartiennent pas & la chaine-frontiére de celui-ci
seront appelés points intérieurs du simplexe. L’ensemble de plusieurs simplexes
sera considéré comme une cellule lorsque 'ensemble de leurs points intérieurs
est homéomorphe 4 lintérieur d’une sphére. Les simplexes qui composent une
telle cellule forment une multiplicité combinatoire ouverte, en vertu d'un
théoréme de M. E. R. van Kampen. La frontiére de la cellule sera aussi
composée de simplexes. On peut fixer une orientation de la cellule, ce qui
détermine en méme temps une orientation de ses simplexes de dimension maxi-
mum. La cellule orientée définit alors une chalne bien déterminée, somme de
ses simplexes orientés, et par suite une chaine-frontiére bien déterminée.

Supposons que le complexe K puisse étre considéré comme un assemblage de
cellules du type considéré satisfaisant aux conditions suivantes: 1. Tout point
de K est intérieur d une cellule et une seule; 2. La frontiére de chagque cellule est
un ensemble de points formé par la somme d'un certain nombre de cellules de
dimension inférieure. Désignons par E les cellules orientées & p dimensions ou
également les chaines de simplexes définies par ces cellules orientées. Comme
la chaine-frontiére d’une cellule E} est un cycle orienté, elle contient toute la
chaine définie par une cellule E]_;, dés qu’elle en contient un simplexe. D’une
facon plus précise, les chaines-frontiéres des cellules £’ sont des combinaisons
lindaires des chaines E}_;, ce qu’on écrit sous la forme:

) E; — 2 /./.f?l E;v_,.

Soit K, le complexe formé par toutes les cellules de K dont la dimension est
inférieure ou égale & p. Le lemme du paragraphe précédent entraine alors la
conséquence suivante:

a. Toute chaine C, sur le complexe K peut étre déformée d'une fagon continue en
une chaine sur le complexe K.

La preuve par induction est évidente.

En particulier tout eyecle I', sur K peut étre déformé en un cycle sur K,.
Une nouvelle déformation de ee cycle fournit ensuite un cycle formé de sim-
plexes de K,. D’aprés une remarque déja faite, le eycle sera déformé en une

18 Voir S, Lefschetz, a, p. 92-94.
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combinaison linéaire des chaines £ plus des simplexes dégénérés le cas échéant.
Done:

b. Tout cycle T, est homologue & une combinaison linéaire des cellules E .

Soit T, un eycle homologue 4 zéro. 1l existe une chafne C,.; telle que:
C,e1— [,. Supposons I', déformé en une combinaison linéaire de cellules £.
D'apreés le lemme, nous pouvons laisser fixes les points de T, et déformer C,,
en une chaine (‘;Jr, sur K, .1 }\Tous pouvons supposer que C;H est formé de
simplexes de K, .. Comme €, est un cycle (mod K,), en d’autres termes
comme sa frontiére est sur K, C 1: 41 sera une combinaison linéaire de cellules £ ;.
L’homologie T', ~ 0 sera une combinaison linéaire des homologies = u%, E} ~ 0.
Par conséquent:

c. Les bases d’homologie, les nombres de Beiti et les coefficients de torsion s’obtien-
nent simplement par la réduction des systémes de relations (1) d la forme canonique
habituelle *?

Les considérations précédentes permettent d’étudier la structure topologique
d’un grand nombre de variétés algébriques. Rappelons que toute variété
algébrique, réelle ou complexe, admet une subdivision en simplexes.?® Un
domaine ouvert d’'une variété analytique sera appelé une cellule analytique,
s’il est homéomorphe A Vintérieur d’une sphére et si sa frontiére est composée
d’éléments analytiques. L’ensemble d’une cellule analytique et de sa frontiere
peut étre subdivisé en simplexes de telle fagon que le complexe formé par cette
subdivision admet un sous-complexe recouvrant exactement la frontiére. Done
le lemme du paragraphe précédent s’applique et toute chaine C, sur la cellule
analytique 4 p dimensions peut étre déformée en une chaine sur la frontiére
de la cellule, & condition que ¢ soit inférieur & p. Comme nous n’aurons qu’a
considérer des variétés algébriques, il sera commode d’utiliser l’expression
“cellule algébrique’” pour désigner un domaine ouvert d'une variété algébrique, ce
domaine étant homéomorphe d une cellule ouverte et sa frontiere étant composée
d’éléments de variétés algébrigues. Un point sera considéré comme une cellule
algébrique de dimension zéro.

Etant donnée une variété algébrique V, supposons qu’on sache trouver un
systéme de variétés algébriques contenues dans V et fournissant une subdivision
de V en cellules algébriques £:. Cette subdivision devra satisfaire aux con-
ditions suivantes: 1. Tout point de V appartient & une cellule Z et une seule;
2. La frontiére de chaque cellule E; est la somme d’'un certain nombre de cel-
lules de dimension inférieure & p. 1l existe dans ces conditions un complexe
formé de simplexes recouvrant la variété V et tel que chaque cellule algébrique
E! soit subdivisée par un sous-complexe de ce complexe. Alors le lemme du
paragraphe précédent est applicable et le complexe formé des cellules algébriques
E ! jouit des propriétés a, b et c.

13 Ceci est & rapprocher d’un résultat de topologie combinatoire qui indique dans quelles
conditions un agrégat de cellules peut étre traité comme une celiule unique dans le caleul
des nombres de Betti et des coefficients de torsion. Voir A, W. Tucker, a.

20 Voir B. L. van der Waerden, a.
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Les variétés algébriques considérées ici peuvent étre supposées réelles ou
complexes. En ce qui concerne les variétés algébriques complexes, on arrive
ainsi & des propriétés topologiques particuliérement simples. Une cellule algé-
brique complexe a un nombre pair de dimensions réelles; sa frontiére, qui est
par hypothése formée de parties de variétés algébriques complexes, sera au plus
a 2p — 2 dimensions réelles, si la cellule est & 2p dimensions réelles. Une
cellule algébrique complexe définit done un eyecle. On sait qu’une variété
algébrique complexe V est toujours orientable et qu’il existe une orientation
naturelle bien déterminée pour V et pour toute variété algébrique contenue
dans V.2 Supposons que par un systéme de variétés algébriques complexes
on sache décomposer la variété V en cellules algébriques complexes E5,. La
structure topologique de V sera alors trés simple et trés particuliére. Chaque
cellule E;, définira un cycle orienté bien déterminé. Tout cycle I'y,yy sur V
pourra étre déformé en un cycle I‘;p 41 sur le complexe K, défini par 'ensemble
des cellules algébriques dont la dimension est inférieure ou égale & 2p. Ce
cyele I‘Q'p 41 est uniquement formé d’éléments dégénérés; donc toul cycle Ty
est homologue @ zéro. Il n’y aura aucune homologie liant les cyeles algébri-
ques définis par les cellules E;,. Done ces cycles formeront une base minima du
groupe d’homologie relatif d la dimension 2p et il n'y aura pas de coefficients de
torston.

Une cellule algébrique & une dimension complexe a pour frontiére un point
unique. Done si la variété V est connexe, le complexe de ses cellules algébriques
n’a qu'un élément Ej;, formé par un point unique. Toute courbe fermée dans
V peut étre réduite 4 ce point par déformation continue. Le groupe de Poincaré
se rédutt a Uidentzté.

Un exemple classique d’une variété algébrique de cette nature est fourni par
Vespace projectif compleze [n]. 1l suffit de considérer une suite de variétés planes
[n — 1], [n — 2], ---, [2], {1], [0] satisfaisant aux conditions:

mlDr—-11D--- DD~ 11D ... D[2]D[1] D0l
Les cellules algébriques sont [p] — [p — 1]. Si [p] a pour équations
xp+1=x,,+2f=---=x,.=0

une chaine C,, ott s £ 2p + 1, peut étre déformée en une chaine sur [p] par la
déformation homographique:

14

T; =% (Z=071);p>

I;:):l'j, (j=p+1,p+2,,)l)

le facteur X variant d’une facon continue de I & O; par une petite déformation
préalable il faudrait pourtant faire disparaitre les points d’intersection éventuels
de C, avec la variété plane d’équations: 2g = r1 = --- = 1, = 0.

2t Voir 8. Lefschetz, a, ch. VII.
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Nous allons voir que la réduction en cellules algébriques réussit pour un grand
nombre de variétés algébriques; en particulier I’étude de la topologie des variétés
de Grassmann devient par 14 d’une simplicité extréme.

10. Les bases d’homologie des variétés de Grassmann. Nous considérons
la variété V de tous les [k] d’un espace projectif complexe [n]. Pour éviter les
confusions, nous représentons par {k} une variété plane [k] qui est considérée
comme élément générateur d’une certaine variété. Introduisons les symboles
de Schubert {ag, @1, -+ -, ax]. Etant données k 4 1 variétés {ay], [ai], -+ - , [az]
satisfaisant aux conditions: :

0= <a< - <o=sn ladclal C .- Cla] C[n],

le symbole [ag, a1, - -+ , ay] représente la variété des {k} contenus dans [a,] et
ayant en commun avec [a;] une variété plane a ¢ dimensions au moins. Les
variétés [ao, ai, - - - , ax] seront appelées variétés fondamentales de Schubert.?

Ainsi [0, 1, ... , k] représente un élément {k} unique; la variété V elle-méme
a pour symbole [n — k,n — k — 1, ... | n].

La variété fondamentale [aq, a;, - - - , ai] est une variété algébrique contenue
dans V. On montre facilement que sa dimension complexeest ay + ay + -+ +

E(k+1)
— 5
est parfaitement déterminée, sauf dans le cas ot a;;17 — a; = 1. Un {k} seraun
élément singulier de la variété [ay, a1, - - - , a;], 8'il coupe 'un des [a;] suivant un
[ + 1], pourvu qu’on ait a;.; — a; > 1. Le lieu des éléments singuliers sera
composé d’un certain nombre de variétés fondamentales dont les symboles
s’obtiennent & partir de [ao, a1, - - - , a;] en exprimant que 'élément {k} coupe
suivant un [¢ 4 1] une des variétés [a;] pour laquelle ¢,y — a; > 1. Par
exemple, le lieu des éléments singuliers de [1, 3, 4, 6] est composé de [0, 1, 4, 6]
et [1, 2, 3, 4]. Une variété fondamentale moins le lieu de ses éléments singuliers
est une variété homogéne transformée transitivement par un groupe projectif de
I’espace [n]. Les seules variétés fondamentales qui n’ont pas d’éléments singu-
liers sont les variétés de tous les {k} contenus dans un [m], ou les variétés de
tous les {k} contenus dans [m] et passant par [r]. Ce sont des variétés de
Grassmann; la variété des {k} contenus dans [m] et passant par [r] est, en effet,
en correspondance biunivoque avec la variété des [k — » — 1] d’un espace
[m —r — 1].

Ceci étant, nous allons montrer que la variété V peut étre décomposée en
cellules algébriques par un systéme de variétés fondamentales de Schubert.

a La variété [a;] qui intervient dans la définition de [ag, a4, - - - , az]

Prenons dans [#] une suite de variétés planes [n — 1}, [n — 2], ..., [1], [0] satis-
faisant aux eonditions:
(1) RlD2nh—-11DHh -2]D ... D[1] DI{0]

2 [ Schubert, a et b; C. Segre, a, p. 795.
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et considérons toutes les variétés [ao, a1, + - - , az] définies 4 P'aide des [a,] de cette
suite. Démontrons par récurrence la régle suivante:

La variété [ay, ay, - - - , az] devient homéomorphe & une cellule ouverte, lorsqu’on
en retranche toutes les variétés fondamentales dont les symboles se déduisent du
symbole [ag, a1, - - - , a;] en y remplagant un des nombres a; par a; — 1. Si un
symbole obtenu de cette fagon n’a pas de sens, on le néglige.

Supposons 1a régle démontrée pour les variétés fondamentales engendrées par
des {k — 1} et montrons qu’elle est alors également vérifiée pour les variétés
fondamentales engendrées par des {k}. Comme elle est vérifiée pour £ = 0
(espace projectif), elle sera démontrée pour tous les cas.

Considérons la variété [ag, ai, -+, ai). Un élément général {k} de cette
variété rencontre {ao] en un point M et coupe suivant un {k — 1} un hyperplan
général [n — 1]’. Nous pouvons choisir 'hyperplan [n — 1]’ de telle facon qu’il
satisfait aux conditions suivantes: {a] est coupé par [n — 1]’ suivant [a, — 1];
les variétés [ao + 1], [ae + 2], --- , [n — 1] de la suite (1) sont coupées par
[n — 1}’ respectivement suivant des variétés [ao]’, [ag + 11, - -+, [n — 2] dis-
tinctes des variétés planes de la suite (1). L’élément {k} de [aq, a1, - - - , @]
correspond d’une fagon biunivoque & 'ensemble d’un point M de [ao] et d'un
{k — 1} de Vhyperplan {n — 1V, pourvu que {k} ne rencontre pas la variété
[ag — 1]. L’élément {k — 1} n’est pas arbitraire dans [n — 1]’. En effet, si
{k} coupe [a,] suivant un {7], il coupe [a; — 1]’ suivant un [z — 1]. Réeiproque-
ment, si {k} coupe [a; — 1]’ suivant un [¢ — 1], il coupera [a;] suivant un [7], &
condition que le point d’intersection M de {k} et de [ao] ne soit pas sur [ay — 1].
Done les {k} qui ne rencontrent pas [a, — 1] correspondent aux {k — 1} de la
variété {a; — l,ae — 1, -+, a5 — 1) — @ — 1, a2 — 1, - -+, ax — 1]/, définie
A Paide des variétés planes de la suite [ag — 1], [ao]’, [@e + 1), ---, [n — 1}
Or par hypothése la variété[a, — 1, as — 1, .-+, ar — 1]’ se réduit & une cellule
ouverte lorsqu’on en retranche toutes les variétés dont le symbole se déduit du
symbole [o; — 1,as — 1, -+, ar — 1}’ en remplagant un des nombres a; — 1
par a; — 2. Lorsque {k — 1} déerit cette cellule ouverte pendant que M déerit
la cellule ouverte [ag] — [¢q — 1], Pélément {k} déterminé par 'ensemble de
{k — 1} et de M engendre une variété homéomorphe au produit topologique des
deux cellules ouvertes; c’est-a-dire {k} engendre une cellule ouverte.

La cellule ouverte ainsi engendrée par {k} est la variété [ay, a4, - - -, a;] dont
on a enlevé les variétés suivantes: 1°. La variété [ap — 1, a5, - -+, @i} pour
laquelle le point M se trouve sur [a, — 1]. 2°. Les variétés des |k} qui coupent-
Ihyperplan {n — 11" suivant les {k — 1} générateurs des variétés
fan —L,as—1, ..., 0, — 2, .-, &y — 1], ot 7 est 'un quelconque des indices
1, 2, -, k, le point M étant arbitraire sur [ag]. Si {k — 1} coupe [a¢ + s’
suivant un [r], 'élément {k}, déterminé par {k — 1} et un point M extérieur

a [ag — 1], coupe [ay + s + 1] suivant un [»r 4+ 1]. Done la variété
f[ax — 1, a2 — 1,-+., a; — 2,.-., a, — 1] correspond 2 la variété
[ag, @1, @2, - -+ ,a; — 1, - -+ | @] engendrée par des {£}. Certains symboles qu’on

serait ainsi conduit & écrire peuvent ne pas avoir de sens. Par hypothése, nous
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n'avons pasd tenir compte des symboles{a; — 1,as — 1, -+ Ja; — 2, - -+ y a5 — 1]
qui n'ont pas de sens. Siay = a; — 1, le symbole [aq, a; — 1, -+, ai] n’a pas
de sens.  On voit qu'il suffit de le remplacer également par zéro.

Le raisonnement précédent suppose que a; > 0. Il reste & considérer le cas

d'une variété |ag, a1, --- , @}, o0t a, = reta,.1 >r 4+ 1. Soit[n — r — 1]" une
variété qui ne coupe pas [a,] et qui coupe [a, + 1], [a, + 2], ---, [n — 1] suivant
desvariétés (0], (1], - -, [n — r — 2]". Tout {k} dela variété {ay, a1, - -+ , a;]
est bien déterminé par son intersection avec [n — r — 1]’.  Cette intersection est
un élément {k — r — 1} engendrant la variété
@y —r — 1, cov g —r — 1, vov @ — 7 — 1)

définie A I'aide des variétés de la suite {0)’, [1]/, --- , [n — r — 1]". Comme la
régle énoncée est vérifiée pour cette variété engendrée par des {k — r — 1}, on
voit qu'elle est encore vérifiée pour la variété [ao, aj, - -- , ax]. Ceci prouve la
régle dans tous les cas.

D’apreés cette régle, 'ensemble des variétés fondamentales {ao, @y, - - - , ax] fournit

une subdivision de la variété de Grassmann V en cellules algébriqgues. Nous avons
un complexe de cellules algébriques auquel nous pouvons appliquer les résultats
du §9.

La variété V est une multiplicité orientable & (kK + 1) (n — k) dimensions
complexes. Chaque variété fondamentale [ao, as, - - -, o] définit un cyele avec
une orientation bien déterminée; ce cycle sera représenté par le méme symbole
[ao, a1, - - - , ax]. Nous pouvons énoncer les théorémes:

Tutorime. Tout cycle Ts, ou Toory sur la variété V peut étre déformé en un
cycle qui recouvre complétement un certain nombre de variétés fondamentales
[ag, a1, -+, @], 00 a0 + a1 + -+ + ar — Z“(i;_l}_) < 5. En particulier, la
variété V est simplement connexe.

TutoriME. Les cycles algébriques [ao, a1, - - - , @i, & s dimensions complexes,
forment une base minima du groupe d’homologic pour la dimension 2s. Il n’y a
pas de coefficients de torsion. Les nombres de Betti relatifs aux dimensions
impaires sont tous nuls.

11. Intersection de deux cycles de dimensions complémentaires. Nous
dirons que deux cycles sur la variété de Grassmann V ont des dimensions
complémentaires, lorsque la somme de leurs dimensions est égale 4 la dimension

réelle de V, clest-d-dire égale &4 2(k 4+ 1) (n — k). Ainsi deux variétés
lag, an, - - - , ai] et [by, by, - -, by] sont de dimensions complémentaires lorsque:
(1) (10+a1—{----—{—ak—{-bo-}—bl—{—u-+bk=(k+1)n.

Etant données deux variétés [ag, ai, - - - , ax) et [ag, a1, - -+ , @]’ dont les sym-

boles sont composés des mémes nombres, il existe une transformation projective
de [n], et par suite une déformation continue, qui transforme la premiére variété
en la deuxiéme. Ces deux variétés définissent toujours des cycles algébriques
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homologues. Soient [ao, a1, --- , @] et [bo, by, -+ -, b] deux variétés fonda-
mentales de dimensions complémentaires. Par une transformation projective,
amenons la variété [ayp, @i, ---, ai] en une position telle que les variétés
[adl, - - -, [ax] aient des positions générales par rapport aux variétés [bo}, - - - , [bi]
qui servent & définir [by by, ---, bi]. Pour qu'il existe alors un élément d’inter-
section de [ag, aj, - - -, az] et de [by, by, -- -, bi], il faut qu’il existe un {k} qui
coupe [a,] suivant un [7] et qui coupe [br—;] suivant un [k — ¢]. Or les variétés
[¢] et [k — 7] ont un point d’intersection sur {k}; done [¢.] et [bx—;] ont un point
d’intersection. Comme [¢;] 2 une position générale par rapport & [by—, il en
résulte que a; + br; = n. Mais en vertu de 'équation (1) on a alors

@; + bi—i = n, quel que soit ¢, et le symbole de la variété [by, by, - - - , bi] est
m—ag -+ ,n—a,n— al. Réciproquement les deux variétés [ao, a1, - - - , axl
et{n — a, ---,n — a;, n — ag) ont un élément d’intersection et un seul, si 'on

a donné & la premiére variété une position générale par rapport a la deuxiéme.
Cet élément d’intersection est Uélément {k} déterminé par les £ 4 1 points
d’intersection [a:] - [n — ai]’, en supposant que [a;] et [n — a;]’ servent &
définir respectivement les deux variétés fondamentales considérées.

Le cycle d’intersection de deux cycles quelconques sur une multiplicité a été
défini par M. 8. Lefschetz.2* Dans le cas de deux cycles de dimensions complé-
mentaires, on peut définir le nombre algébrique de points d’tntersection ou l'indice
de Kronecker des deux cycles. Si A et B sont deux variétés algébriques de
dimensions complémentaires contenues dans la multiplicité K formée par une
variété algébrique sans singularités, I'ordre de multiplicité d'un point d’inter-
section isolé de A et de B est le nombre algébrique de points qu’il représente
quand on évalue U'indice de Kronecker des cycles algébriques A et B.  Rappelons
que cet ordre de multiplicité est positif lorsque K, 4 et B sont des variétés
complexes.

Soit M un point d’intersection isolé de A avec B, les variétés 4, B et K étant
supposées complexes. M admet dans K un voisinage formé par une cellule
analytique complexe £, dont les points sont définis par un systéme de coordon-
nées complexes i, s, - -+ , Ue. A lintérieur de E, les voisinages de M sur les
deux variétés A et B sont des domaines de variétés complexes qui sont repré-
sentées par des variétés analytiques complexes a et b dans le domaine des
coordonnées uy, Us, - -+ , U Si le point M est un point ordinaire de a et de b,
c’est-A-~dire s’il admet sur chacune des deux variétés sécantes un voisinage
formant une cellule analytique complexe, Vordre de multiplicité de M est égal
4 41, & condition que M soit le seul point d’intersection des deux plans tan-
gents en M aux variétés a et b. Dans le cas général on fera subir 4 b une
petite déformation définie par une translation arbitraire dans le domaine des
variables uy, U, - - - , U.. Apres cette déformation, les variétés a et b se coupe-
ront en A points d’intersection voisins de M et tels qu'en chacun de ces points

2 Voir 8. Lefschetz, a, ch. IV,
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l'intersection sera du type simple qu’on vient de considérer. L’ordre de multi-
plicité de M sera alors égal & h.
Ceci posé, il est facile de démontrer d’une fagon rigoureuse que l'indice de

Kronecker des deux variétés fondamentales [aq, ay, -+ , ax] et {n — ag, -+, n — ay,
n — ao} est égala 1. Désignons comme au §6 par g, 21, -+ , Ty Yo, Y1, -+ , Yaq
les coordonnées homogeénes des points de [n], et soit [k], la variété définie par les
équations: yo = y3 = .. = y, = 0. Un élément {k} voisin de |k}, a pour
équations:

(2\ i = @y (l 0: 1) )Q>

Cest ’élément défini par &k + 1 points Py, Py, - .., P, le point P; ayant pour
coordonnées _
=1, ap = 0, Yi = wy (3" # 7.

Les équations (2) sont \alables tant que !k} ne rencontre pas la variété
[n — k — 1] d’équations: 2y = 2y = ... = 2, = 0. Les (k + D(n — k)
quantités wy; forment un systéme de coordonnées complexes pour la cellule
ouverte[n —k,n — k41, . ,nl-n—-%k—-1L,n—k+1,-..,n].

Considérons une variété [ag, ai, -- - , a;] contenant 'élément {£},. Noussup-
posons que {k}, est un élément général de cette variété c’est-a-dire que son
intersection avec la variété [a,] qui intervient dans la définition de [ag, ay, - - -, @]
est une variété plane A r dimensions exactement. Par une transformation pro-
jective de [n] laissant invariant ’élément. {k},, on pourra amener les variétés
[a,] en coincidence avec les variétés suivantes:

(@] Yny = Yime=1) = + -+ =Yg =0, ay = me+ k
[ar_i] 0= Ymy = Yooty = -+ =Yg =0, gy =my +k—1
([ther] To=21= = X1 = Ymp = Yimesy = <+ =Yg =0, pp=m, + k ~
o], To=a1= " = Tie1 = Yy = Yomen = -0 =Yg =0, ao = my
Les inégalités n = a; > At > oo > ‘ai > @y = 0 entrainent les inégalités
n—kZzmg=m = .. =m0, Soit{kjun élément général de [ag, a, - - -, ax]

défini par les équations (2). . La condition que les variétés planes {k} et [ar_,]
se coupent suivant une variété plane a k£ — r dimensions entraine w;; = 0 pour
tous les ensembles d’indices 7 et j vérifiant les inégalités ¢ = m,, j = r. Dans
I'espace des variables complexes wy;, la variété [ao, a;, - -+ , ax] est donc repré-
sentée par une variété plane dont les équations sont: '

wij =0 pour ¢ = my.

Ceci prouve, en passant, que la dimension complexe de la variété [ao, a1, - - -, @il
est ’

Mo+ My~ -0 M = Qe+ Uy —}-a‘k—k(k; 1).
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Considérons maintenant la variété d’éléments {k} ayant pour équations:
wj = 0 pouri < m;. C’est une variété fondamentale de symbole {n — ag, - -,
n — 61, n — ) définie par les variétés planes suivantes:

[n — ad Yo=Y = -+ =Ym-n =0
[n—ax] Tp = Yo = Yy = - -~ =y(mk_1-—1) =0
[n_akdr] eyl = «+» =T =Yoo= = - = Ynm, =0
[n_ak] x1=...=xk=y0=y1=...=yma = 0.
Les deux variétés [ag, ay, -+ ,ax] et [n — ar, -+ , n — a1, n — ao] sont repré-
sentées dans l'espace des variables w;; par deux variétés planes qui n’ont qu'un
point d’intersection, w; = 0; c’est le point représentatif de U'élément {k},.

Cet élément doit donc étre compté avee Uordre de multiplicité égal 4 4-1 dans
Vintersection des deux variétés. Comme il n’y a pas d’autre élément d’inter-
section, l'indice de Kronecker des deux variétés est égal & +1:

[(Zo,(ll, yak]'[n' — Oy c e, 0 — Ay, N — 0'0] = +11

en désignant par A .B Vindice de Kronecker de deux cycles A et B.
Pour chaque dimension 2s nous avons une base minima du groupe d’homo-

logie formée par Iz, cycles fondamentaux [ag, a1, -+, ai], o0 ag 4+ a1 + -+ +
a; — ]—C(k—;_——lz = s. La matrice des nombres d’intersection des cycles

fondamentaux de dimension 2s avee les cycles fondamentaux de dimension com-
plémentaire est égale & la matrice-unité, & condition d’écrire ces cycles dans un
ordre convenable. Soit I's, un cycle quelconque sur V. On a 'homologie:

3) Toy ~Z(n —ar, -+« ,h — ay, n — ao) ag, a1, -+, .
Le coefficient (n — ax, --- , n — a5, n — a@o) dans cette homologie est le nombre
d’intersections de 'y, et de {n — ax, ++-, n — @, n — agl:
(n—ag - ,n—ayn —ap) = To-ln —ag, -+, n —ay,n — a.
. ’ . . , .
Soit T'y,, un cyele de dimension complémentaire, s’ = (b + 1)(n — k) — s.
On aura:
’ N
Top ~Z(ag, a1y -+, a) [0 — @y -+, 0 — ai, h — @),
N ’
ou: (ag, ay, -+, ap)’ = Tyo, -lag, ai, -+, azl.

Le nombre d'intersections de I's, et de T';,. sera:

@) I‘gs-I‘;s, =3Zn —ar, -, n — ay, n — ag)(a, ar, ---, ay’.

En particulier si T'y, est le cycle défini par une variété algébrique 4, les ccefli-
cients (n — ag, -+, n — a, n — ap) sont des nombres positifs. H. Schubert,
qui les a déja considérés dans ses recherches de géométrie énumérative, les a
appelés les degrés (en allemand Gradzahlen) de la variété A. Si l'on a deux
variétés algébriques 4 et B de dimensions complémentaires, les degrés de A
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étant les nombres (n — ay, -+ -, n — a5, n — ao) et ceux de B étant les nom-
bres (ag, &1, - -+ , a)’, le nombre d’intersections de 4 et de B sera:
(4) AB=0n—ag - ,n —a,n — ), ay, -+, a)’.

Cette formule constitue une généralisation du théoréme de Bézout. FEn effet,
soit V Uespace projectif complexre [n], qui est un cas particulier des variétés de
Grassmann. Si A, est une variété algébrique contenue dans [n], de dimension
complexe s, on a 'homologie: A,y ~ (n — s)[s]. Le nombre (n — s) est'le
degré de A d’aprés la définition ordinaire de cette notion. Soit B._, une
variété algébrique & n — s dimensions complexes. On a: By ~ (s)'[n — s],
ou (s)’ est le degré de By._,. Il en résulte: 4y By = (n — $)(s)’, ce qui
constitue le théoréme de Bézout.

Considérons aussi le cas particulier des variétés de droites. V est la variété
des droites de [n], A et B, sont des variétés algébriques engendrées par
des droites. Supposons s + s’ = 2n — 2. Alors les formules précédentes
deviennent: '

Ay ~Z(n — ¢, n — p) [p, ql, p+gqg=s
By ~Z(p, ¢)' [n — ¢, n — pl,
Ay By =Z(n —q,n — p)(p,q .

Un complexe de droites, ¢’est-a-dire une variété algébrique A (2.3 contenue dans
V, n’a qu'un degré: A, ~ (0,2) [n — 2, n), o0 (0, 2) = Ay [0, 2]
8i(0,2) =1, A2n_s est un complexelinéaire. Une surface réglée, c¢’est-a-dire une
variété B, a aussi un seul degré; c¢’est le nombre (n — 2, n) = By [n — 2, n).
Le nombre de droites communes 4 A (2,3 et By est égal au produit de leurs
degrés.

Les bases d’homologie de la variété des drottes de Uespace projectif [3] sont:

[2, 3] Ry =1
1, 3] Re = 1
[07 3] [1) 2] R4 = 2
[0,2] Ry =1
[0, 1] Ro = 1.

Considérons deux congruences de droites 4 (5 et By. On a:
A ~(0,3)10,3] + (1, 2)[1, 2]
By ~(0,3)'[0,3] + (1, 2)'{1, 2].
Le nombre de droites communes sera:
A -Bey = (0,3)(0,3) + (1, 2)(1,2)".

(ette égalité constitue le théoréme de Halphen relatif aux congruences de droites.
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12. Remarque au sujet du probléme des caractéristiques de Schubert. La
formule (4)" du paragraphe précédent exprime un résultat de géométrie énuméra-
tive déja obtenu par Schubert.?* Cependant le raisonnement de Schubert ne
peut pas étre considéré comme rigoureux, car il ne g’appuie pas sur une définition
précise et générale de 'ordre de multiplicité d’un point d’intersection et il
manque de précision en ce qui concerne une certaine déformation de variétés
algébriques. '

Rappelons que la topologie fournit une interprétation et une justification du
calcul symbolique de Schubert.?® Elle permet aussi de montrer que le probléme
des caractéristiques pour une variété algébrique sans singularités admet tou-
jours une solution.

Etant donnée la variété de Grassmann V engendrée par les [k] de Pespace
[n], les bases d’homologie pour les cycles algébriques sont fournies par les
variétés [ao, ai, - -+, ag]. Soit A, une variété algébrique a s dimensions con-
tenue dans V. Elle définit un cycle algébrique 4,. La relation (3) du para-
graphe précédent entraine une égalité symbolique de Schubert:

Ag =Zn — ap, -+ ,n — a1, n — ap)lag, ay, -+, ai.

Cette égalité fournit la solution du probléme des caractérisiiques. Les différentes
variétés [ae, a1, - - - , ax] ne sont liées par aucune égalité symbolique de Schubert.
Dans une variété de Grassmann Uégalité symbolique de Schubert Ay = By et
Uhomologie Ay ~ By sont donc deux relalions équivalentes.

13. Remarque a propos d’un théoréme de M. F. Severi. Nos résultats
topologiques sont & rapprocher d’un théoréme démontré par M. F. Severi.
Considérons la variété de Grassmann engendrée par les {k} de [n] et soit V',
sa représentation & V'aide des coordonnées pliickeriennes py,;, ..., dans l'espace

projectif [r], olir = (Z :i: i) — 1. Pour la dimension complexe d — 1, la base
d’homologie est formée par la variété {n — &k — 1, n — k& 4+ 1, ..., n] dont
Péquation peut se ramenerd py;... » = 0. C’est une section hyperplane particu-
liere de V(g. Soit C une section de Vi par un [r — 1] général. La variété
(0,1, ..., k — 1, k£ + 1] est représentée sur V; par une droite. Done
C.[0,1,--. bk ~1,k4+ 1] =1letparsuiteC ~[n—k —1,n —k4+1,... n]

Un complexe algébrique, 4 4 1y, est une variété algébrique &4 d — 1 dimensions
complexes contenue dans V. On aura Ay ~ AC, ol X est le degré du
complexe. D’aprés un théoréme de M. S. Lefschetz,? cette homologie entraine
’équivalence algébrique 4y = AC. Ainsi € forme la base minima de Severi,

# Voir H. Schubert, a. TUne autre démonstration se trouve dans ¥. Severi, ¢. Il ya
de nombreux travaux de géométrie énumérative concernant les variétés fondamentales de
Schubert. On pourra consulter a ce sujet C. Segre, a. )

% Voir B. L. van der Waerden, a. Voir également F. Severi, b.

26 8. Lefschetz, b, p. 25 et 48.
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et les complexes de degré A forment un systéme continu complet. Comme le
nombre de Betti relatif 4 la dimension 1 est nul, la variété Vi, est réguliére et
par suite A g1y et AC sont des variétés génériques d'un méme systéme linéaire.
Donc les complexes algébrigues de degré X forment un systéme linéazre complet qui
contient évidemment le systéme linéaire des intersections complétes de V4 par
les hypersurfaces de degré A de [r]. Dans son mémoire consacré aux variétés
de Grassmann, M. F. Severi?” démontre une propriété plus précise, & savoir que
tout complexe algébrique est U'intersection compléte de V4 par une hypersur-
face de [r],

IV. Etude des autres familles de variétés algébriques de la classe considérée

14. La quadrique complexe non dégénérée a n dimensions complexes. Nous
nous proposons de montrer comment notre méthode élémentaire permet
d’étudier la topologie des variétés algébriques qui sont classées au §5 avec les
variétés de Grassmann eomme fournissant des espaces homogénes symétriques.?

Rappelons quelques propriétés classiques d’une quadrique non dégénérée Q.
appartenant 4 un espace [n + 1].2* En supposant n = 2poun = 2p + 1,
la quadrique ¢, contient une infinité de variétés planes & p dimensions, mais ne
contient pas de variétés planes de dimension supérieure & p. Sin = 2p + 1,
ces génératrices planes & p dimensions forment une seule famille continue. Si
n = 2p, les génératrices planes & p dimensions forment deux familles distinctes.
Deux génératrices [p] et [p]” de méme famille se coupent suivant une variété
plane & p — 2s dimensions. Deux génératrices [p] et [p}’ qui n’appartiennent
pas & la méme famille se coupent suivant une variété plane & p — 2s — 1 dimen-
sions. s estun entier telque p — 2s = —letp — 2s — 1 = —1. On convient
de considérer une intersection nulle comme une intersection de dimension —1.
En général, deux génératrices [p] et [p]’ de méme systéme (de systémes dif-
férents) ont un point commun si p est pair (impair), et n’ont pas de point
commun si p est impair (pair).

Soit O un point de la quadrique non dégénérée Q.. Soit [n] '’hyperplan
tangent en 0. [n] coupe Q, suivant un cone @,—, de sommet O. Soit [n]’ un
hyperplan ne passant pas par O et coupant [n] suivant [n — 1}’. Par projection
centrale de centre O on met @, — @Q._; en correspondance biunivoque avec la
cellule ouverte [n]’ — [n — 1]". Donc Q. — Qn_1 est une cellule algébrique ouverte.

Soit [k] une génératrice plane de Q.. Supposons k¥ < p. [k] admet une
variété conjuguée [n — k] qui coupe Q. suivant une quadrique Q._z—.; celle-ci
est & + 1 fois dégénérée et admet [k] comme lieu de ses points doubles. Soit
0’ un point de @Q,_.—; non situé sur {k]. I’ensemble de O’ et de [k] détermine
une génératrice [k 4 1] dont la variété conjuguée est une variété [n — k& — 1].

27 Voir F. Severi, a.

28 Les résultats relatifs aux quadriques complexes sont connus. Voir E. Cartan, g et
B. L. van der Waerden, b.

23 Voir C. Segre, a.
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Q. est coupé par [n — k& — 1] suivant une quadrique @Q.—x—s. Tout point de
Qrt-1 — @nr—2 correspond d’'une fagon biunivoque & une droite de {n — k}
qui passe par O’ et qui n’est pas située dans [n — k — 1]. Donc Qu_r—1 — Qni—2
est une cellule algébrique ouverte. )

Supposons n = 2p 4 1. Prenons une génératrice [p] de Q4,11 et considérons
dans [p] des variétés[p — 1], - - - , [1], [0] telles que [p] D [p - 1] D --- D [1] D[0].
Nous faisons correspondre & une variété [k] de cette suite la quadrique Q;i—1,
intersection de @, par la variété conjuguée de [k]. Si k = p, @n—p—1 se réduit
4 [p]. On a ainsi une suite de variétés:

Qup1 D Qep D - DR D [p] Dfp— 1D -.. D[1] D [0]

La différence entre deux variétés successives forme une cellule algébrique
ouverte. Ces variélés forment les basgs d’homologie. Il n’y a pas de coefficients
de torsion. L'indice de Kronecker [k]-Q._r est égal d 1.

Supposons n = 2p. Considérons sur Qs, la suite des variétés planes:

Pl D[p 1> -.- D[1] D [0}

A une variété [k] de cette suite nous faisons encore correspondre une quadrique
Q. 1. Pourk = p — 1, Q.1 se réduit & deux génératrices [p] et [p]’, de
systémes différents, qui se coupent suivant [p — 1]. Les bases d’homologie sont
encore fOTWZéBS par Q2p> Q2p—1’ ] Q:D+1) [p]7 [p]/: [p - 1]; ] [1]; [0] Remar-
quons qu’il y a deux variétés de base pour la dimension p. Il n’y a pas de
coefficients de torsion. On a encore: [k]-Q.—r = 1 pour k # p. 8i p est impair:
[pl-[p)" = 1,[pl-[p] = [p)'-[p]" = 0. Si p est pair:

[pl-lp] = [V [p]) = 1, [pl-Ipl’ = 0.

15. La variété des génératrices planes & p dimensions d’une quadrique
complexe non dégénérée (.,. Counsidérons sur la quadrique complexe non
dégénérée Q-, les génératrices planes & p dimensions appartenant a Pun des
deux systémes de génératrices 4 p dimensions. Elles engendrent une variété
algébrique V & p(p + 1)/2 dimensions complexes. Un élément quelconque de
V sera designé par {p}. Nous nous proposons de subdiviser V en cellules
algébriques.

Supposons d’abord p = 2. Les points de @, représentent les droites com-
plexes d’un espace projectif [3]. Une génératrice plane de @4 représente les
droites de [3] qui passent par un point ou les droites de [3] qui sont situées
dans un plan. Les éléments {2} de la variété V sont donc en correspondance
biunivoque avee les points de [3]. Cette remarque conduit aux résultats sui-
vants: Soit {2}, un élément particulier de V. C’est une variété plane [2]; con-
tenue dans @,. Prenons dans la variété {2], une droite [1] et un point [0] sur
cette droite. Tout élément {2} de V a un point en commun avee [2],. Con-
sidérons la variété des éléments de 17 qui rencontrent la droite [1]. Nous la

représentons par [1, ., -]. La variété des éléments de V' qui contiennent le
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point [0] sera représentée par [0, ., -]. Représentons par [0, 1, 2] I'élément
particulier {21, et par [2, -, -] la variété totale V. On reconnait alors que
2, -, -] = [1, -, -] est une cellule algébrique ouverte. Il en est de méme pour
[1’ ] ] - [0) i ']et pour [0: i) ] - [0; ]) 2]

Passons a l'étude du cas général. Considérons sur la quadrique Q., une
variété plane [ply formant un élément particulier {p}, de la variété V lorsque
p est pair, et n’appartenant pas & V lorsque p est impair. L’intersection d’un
élément | p! de V avee[p]y a toujours un nombre pair de dimensions; en général ce
sera un point. Introduisons dans [p]y une suite de variétés[p — 1],{p — 2], - - -, [0]
telles que:

(1) D —-1D[p—-2]2.-- D0}

Considérons 27 + 1 variétés de cette suite: [ap] C[a)] & -+ Clayl]. Lesymbole
lag, @, as, -+, @y -, - -} représentera la variété des éléments {p} de V" qui
coupent [a,] suivant une variété a s dimensions. Dans le symbole nous mettons
p — 2i points 4 la suite du dernier nombre as; pour indiquer que Uélément gé-
nérateur est une variété plane & p dimensions. La variété V elle-méme est rep-
résentée par [p, -, ----]. Nous allons démontrer le lemme suivant:

LemMmE. La variété [ae, a1, -+ , Qo -, -~} devient une cellule algébrique
ouverte lorsqu'on en retranche les variétés représentées par les symboles qu'on
obtient en diminuant d'une unité un quelconque des nombres du symbole donné, ou
en remplacant, dans le cas ou as; < p — 1, les deux premiers points qui suivent
as; par p — let p. Toul symbole qui n’a pas de sens devra étire remplacé par zéro.

Le lemme est bien vérifié pour p = let p = 2. En le supposant exact pour
une quadrique @s,-2, nous allons le démontrer pour une quadrique Q2,.

La quadrique ., appartient & un espace [2p + 1]. Soit [2p]’ un hyperplan
ne passant pas par le point [0] de la suite (1). L’hyperplan tangent & Q,, au
point [0] coupe [2p]’ suivant une variété [2p — 1]’. L’intersection de Q., avec
[2p — 1} est une quadrique non dégénérée Q.,—.. Soit {p} une génératrice de
Qs appartenant 4 la variété 1. Si {p} ne passe pas par (0], la projection stéréo-
graphique de centre [0] lui fait correspondre d’une fagon biunivoque une variété
plane {p}’ de 'hyperplan [2p]’. {p}’ coupe [2p — 1]’ suivant une génératrice
{p — 1," de la quadrique @;, 2. {p — 1}’ engendre un des systémes de gé-
nératrices de z,—2. Tout {p}’ appartenant & [2p]’ et coupant [2p — 1]’ suivant
une telle génératrice {p — 1}’ correspond 4 une génératrice {p} ne passant pas
par [0].

Les variétés de la suite (1) sont coupées par [2p — 1]’ suivant des variétés
(p — 1, [p = 21, .-+, [0] telles que:

2) [p—1eD[p—2'D ... D[0]".

Considérons la variété [a, a;, .- , @z, -, - -] et supposons @y > 0. Les {p}
de cette variété qui ne contiennent pas [0] se projettent suivant les {p}’ de
[2p]” qui coupent {2p — 1]’ suivant des génératrices {p — 1}’ de Q,_2. Ces
génératrices {p — 1}’ engendrent la variété lag, a;, - , a;i, -, --]" définie a
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Paide des variétés de la suite (2), le nombre a. étant égal & a, — 1. Nous
pouvons appliquer le lemme 3 la variété [a,, a;, --- , Gy; -, 1. Celle-ci
devient une cellule algébrique ouverte A lorsqu’on en retranche les variétés in-
diquées dans I’énoncé dulemme. Il reste & démontrer queles {p}’ de’hyperplan
[2p]’ qui coupent [2p — 1}’ suivant les éléments {p — 1}’ de A forment une
cellule ouverte.

Les nombres aq, a;, - - - , @y, sont des nombres de la suite 0,1, - , p — 1;
désignons par by, b;, cee, b; les autres nombres de cette suite. Considérons
sur Qs,_» une génératrice [p — 1]:; qui coupe [p — 1](; suivant une variété [j].
Nous choisissons [p — 1]; de telle facon que [j] appartienne A la variété fonda-
mentale de Schubert de symbole [bg, by, --- , b;] définie & 'aide de variétés
de la suite (2). Nous supposons que [j] occupe une position générale dans
[bé, by, -, b;-]. Les variétés [p — 1], et [p — 1] sont des génératrices de
@Q2,—2 qui n’appartiennent pas au méme systéme, car leur intersection est a
j=1p—1— (20 4+ 1) dimensions. Soit {p — 1}’ un élément quelconque de
la cellule ouverte A. Montrons que {p — 1}’ n’a pas de point commun avec
[p — 1]5. On voit d’abord que {p — 1}’ n’a pas de point commun avec [j];
sinon {p'— 1}’ appartiendrait & une des variétés-frontiéres de la cellule A. Soit
[2p — 2 — 7] la variété conjuguée de [7] par rapport 4 la quadrique @.,—.. Les
variétés [2p — 2 — j]let {p — 1}’ ne peuvent pas appartenir & un méme hyper-
plan de Vespace [2p — 1]/, comme leurs variétés conjuguées n’ont pas de point
commun. Donelintersectionde [2p — 2 — jlet{p — 1}'estap —2 —j=2(
dimensions; c¢’est précisément lintersection de {p — 1}’ avec [p — 1];. La
variété [p — 1], appartient & [2p — 2 — j]. Il en résulte bien que {p — 1} et
[p — 1]; n’ont pas de point commun.

Soit [p], une variété contenue dans [2p]’ et coupant [2p — 1]’ suivant [p — 1];.
Soit {p}’ une variété plane & p dimensions contenue dans [2p]’ et coupant
[2p — 1) suivant {p — 1}’. L’intersection de {p}’ avec [p], est un point non
situé sur {p — 1];. Par conséquent, la variété des {p}’ est homéomorphe au
produit topologique de la cellule ouverte A par la cellule ouverte [p]; — [p — 1];’.
Par projection stéréographique de centre [0}, il lui correspond sur @, une variété
d’éléments {k} quiforme bien une cellule algébrique ouverte. On voit facilement
que la frontiére de cette cellule est formée par les variétés indiquées dans 1'énoncé
du lemme.

Si gy = 0, on vérifie le lemme en remarquant que la variété des génératrices
{p} de @2, qui passent par le point [0] correspond d’'une fagon biunivoque i la
variété des génératrices {p — 1} de Qzps.

Nous dirons que les variétés [ag, a1, --- , Qai, - , - -] sont les variétés fonda-
mentales de V. En vertu du lemme, elles subdivisent V en cellules algébriques
complexes. Elles forment donc les bases d’homologie pour les dimensions paires.
Les nombres de Betti pour les dimensions impaires sont nuls, el il 1’y a pas de
coefficients de torsion.

Donnons explicitement les bases d’homologie pour la variété V" engendrée par
les génératrices {3} d'une quadrique Qs.

37



428 CHARLES EHRESMANN

[3; R ] Rlz =1
[2: IR ] Rlﬂ =1
[17 IR ] RS =1
[0: IR ] [17 2; 37 ] RG = 2
[0: 2} 3; ] Ry =1
0, 1,3, -] Ry =1
0,1,2 .] Ry =1.

On reconnait que 17 a la méme dimension et les mémes constantes topologiques
que Q5. Vet Qs sont effectivement homéomorphes. On connait, en effet, une
correspondance biunivoque entre les points de la quadrique @s et ses généra-
trices de I'un des deux systémes de génératrices 4 3 dimensions 3

Remarquons qu’on pourrait remplacer les symboles [ag, -+ - , as;, -, --] par
des symboles légérement différents. Soit [p]; une génératrice de @2, coupant
[plo suivant la variété {p — 1] de la suite (1). [plo et [p]L sont des génératrices
de systémes différents. Considérons la suite de variétés planes:

n’ Ph2p - 1D - D120

Si {p} est un élément de V, son intersection avec [p]; est nulle ou a un nombre
impair de dimensions. Prenons 2¢ variétés appartenant i la suite (1)’:

lad C [l © -+ S [agz]. Le symbole [ay, ar, -+, @51, -, - -] représentera la
variété des éléments {p} qui coupent [a,] suivant une variété a s dimensions.
La variété V7 elle-méme serait ainsi représentée par [-, -, - . .], ou figurent seule-

ment p + 1 points. Nous dirons qu'un symbole est de premicre ou de seconde
espéce, suivant qu’il contient 27 -~ 1 ou 2¢ nombres. Toute variété fonda-
mentale est représentée par un symbole de premiére espéce et par un symbole
de seconde espéce. Ces deux symboles contiennent les mémes nombres inféri-
eurs 4 p; le nombre p figure toujours dans 'un des symboles et ne figure pas
dans 'autre. Par exemple, [0, 2, 3, -, -] et [0, 2, 3, 4, -] représentent la méme
variété; de méme (1, 3,4, ., -Jet[1,3, -, -, -] représentent la méme variété.
Le lemme s’énonce de la méme fagon quand on emploie des symboles de
seconde espéce.

La dimension complexe de la variété {ae, a1, --- , @, -, --] est égale i
7—)—@—;_-2 —(p—a)) —(p—ay) — - — (p — a,). En effet, cette expression

diminue d’une unité quand on remplace un des nombres a; par a; — 1 ou quand
on remplace deux points qui suivent a, par p — 1 et p. D’autre part elle prend
toutes les valeurs entiéres de p(p + 1)/2 4 0. Remarquons qu’on peut associer
A toute variété [ao, ai, - - -, @, -, - -] la variété [bo, by, - -+, by, -, - -] telle que
les nombres a,, a1, - -+, @, by, by, - - -, b, soient, & I'ordre prés, les nombres de

30 Ceci est 1ié & Pexistence d’un parallélisme absolu dans l'espace elliptique réel & 7
dimensions. Voir: F. Vaney, a.

38



TOPOLOGIE DE CERTAINS ESPACES 429

la suite 0,1, - .., p. Les deux variétés sont de dimensions complémentaires
et les deux symboles seront dits symboles associés.

Démontrons le théoréme suivant:

TuiorimME. Ftant données deux variétés fondamentales de dimensions complé-
mentaires, leur indice de Kronecker est égal d 1 lorsqu’elles sont représentées par
deux symboles associés; stnon il est égal d zéro.

Soient [ag, a1, + -+ , @, -, - -] et {bg, by, - -+, by, -, - -] deux symboles associés,
le premier étant de premiére espéce. Considérons les variétés planes de la
suite (1) ainsi que leurs variétés conjuguées par rapport & Q2,; soit [2p — k] la
variété conjugée de [k]. Nous avons alors une suite de variétés planes:

®3) 2p+ 1D 2D -2k Dp 1> ... D[0]

Montrons que les éléments {p} de la variété [ay, a1, -+ - , @, -, - -] appartien-
nent & la variété fondamentale de Schubert définie par le symbole

lag, a1, -+ , G, 0 — by -+, 0 — by, n — bl

a Vaide de p 4- 1 variétés de la suite (3); nous avons posé n = 2p + 1. En
effet, comme un tel élément {p} coupe [a;] suivant une variété & ¢ dimensions,
il coupe la variété conjuguée [2p — a] suivant une variété i ¢(z) dimensions, ot
e(@) =p—a;i+17 Ona:e@ —e@@+ 1) =a;1 —a; — 1. La différence
o(j) — ¢(©) indique combien des nombres by, by, - - - , b, sont compris entre g; et a;.

Si dans le symbole [ay, a1, --- , @, -, - -] tous les nombres de a; & a; sont des
nombres consécutifs, on a () = ¢(j). Soit a; un nombre du symbole
lao, @, - -+, @, -, --] tel que a; + 1 soit égal & un nombre b du symbole
[bo, b1y - -+, by -, --1. L’élément {p} coupe [n — b} suivant une variété i (1)

dimensions. Remarquons que ¢(4) = p — (a; — 7)) = p — ¢’. Il en résulte
bien que {p} fait partie de la variété fondamentale de Schubert de symbole

lag, ar, <+, a5, 0 =~ by, -+, 0 — by, n — byl
De méme les éléments {p} de la variété [by, by, - - -, by, -, - -] font partie d'une
variété de Schubert de symbole [by, by, -, b, 0 — @5, -+, 0 — a, 1~ ag).
Si [be, by, -+, by, -, - -] est de seconde espéce, il faut considérer a la place de la

suite (3) 'ensemble des variétés de la suite (1)’ et de leurs conjuguées par rapport
4 Q. En déplacant la génératrice [ply, nous pouvons donner i la variété
[ao, @, --- , @5, -, --] une position générale par rapport & la variété
[boy by, - -+, by, -, --]. Cesdeux variétés sont alors contenues dans deux variétés
de Schubert qui ont un élément commun. On reconnait que cet élément
commun appartient & @»,. Donc l'indice de Kronecker des deux variétés
associées est bien égal a 1.

Soit [eo, €1, + <+ , €y -, - +] une autre variété fondamentale dont la dimension
est complémentaire & celle de [ao, a1, -+ -, as, -, --]. Nous supposons que les
variétés planes qui servent i définir [co, ¢1, - -+, ¢, -, - -] appartiennent A une
suite [p]’ D [p — 1]' D ... D {0]’, o0t [p]’ est une génératrice qui n'a pas de
point commun avec {pl. Si r <+ s > p — 1, les deux variétés
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lao, @1, -+, @y, -, -] et fco, 01, -+, €y -, --] D'ont pas d’élément commun;
sinon [a] et [¢,]” auraient un point commun, ce qui est impossible. Supposons
s4+r=p—1;dour =t. Comme [by, by, -+ , by -, --letleo,ery -y ¢y« --]

ont la méme dimension, on a:

p=—b+p—-—bit+ - +p-—b=p-—ct+p-—a+ - +p—o

Au moins un des nombres ¢, ¢i, - -+ , ¢, est done inférieur au nombre de méme
rang de la suite by, by, - -, by; soit ¢; < b;.  Alors les variétés [n — b.] et [¢i)
n‘ont pas de point commun. Done les variétés [co, ¢y, -+, Cry -, -] €t
lag, @z, «+- , @y, n — by, -+, n — by, n — bg] n"ont pas d’élément commun.

Du théoréme ainsi démontré il résulte que tout cycle I'y. de la variété V
s'exprime par une homologie de la forme:

oy ~ = (bO; b17 )btx ] ) [(lo, Ay, =y gy -, "]:
ou (bg, by, ---, by, -, ) est Uindice de Kronecker de T'y; avec la variété fonda-
mentale associée a [ag, a1, - -+, @y, -, - -]

16. L'espace des variétés planes a p dimensions qui appartiennent & un
complexe linéaire non dégénéré d’un espace projectif a 2p 4+ 1 dimensions
complexes. Soit (' un complexe linéaire de droites défini dans I’espace projectif
complexe {2p + 1].  Nous supposons que C est non dégénéré. Ies droites de C
qui passent par un point M remplissent un hyperplan [2p], qui est appelé
hyperplan conjugué de M. A une variété {¢] est associée une variété conjuguée
[2p — {]; ¢’est la variété commune 4 tous les hyperplans conjugués des points
de [i]. Sii < p,ily a des variétés [i] qui sont contenues dans leurs variétés
conjuguées. Nous disons qu'une telle variété [¢] appartient au complexe; toute
droite de {7] est alors une droite du complexe. Une variété [p] qui appartient
au complexe est confondue avec sa conjuguée. Soit V la variété des [p] qui
appartiennent au complexe. Les propriétés de V ressemblent i celles de la
variété des génératrices & p dimensions d'une quadrique Q»,.%' Désignons par
{p} un élément quelconque de V et soit [plo un élément particulier de V. Nous
allons démontrer le lemme suivant:

Levmvme I. La variété V devient une cellule algébrique ouverte lorsqu’on en
enléve tous les {p} qui rencontrent [plo.

La démonstration se fait de nouveau par induction. Soit O un point de [plo
et soit [2p], I'hyperplan conjugué de O. [2p]y contient [ple. Tout {p} qui ne
rencontre pas [pls coupe {2pl, suivant une variété {p — 1} qui ne rencontre
pas [ple. Soit {p + 1{ la variété conjuguée de {p — 1}. Les éléments {p}
qui passent par {p — 1} sont les variétés planes & p dimensions qui passent par
{p — 1} et qui sont contenues dans {p 4 1}. Considérons une variété [p — 1l
contenue dans [p]; et ne passant pas par 0. La variété [p + 1lo, conjuguée de

3t Pour les propriétés classiques d'un complexe linéaire, voir C. Segre, a.
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[p — 1]o, coupe [2plo suivant [ple. {p 4+ 1} et [p + 1], se coupent suivant une
droite passant par O. Tout élément {p} passant par {p — 1} coupe [p + 1l
suivant un point et correspond ainsi d’'une fagon biunivoque 4 une variété {p}’
passant par [p — 1] et contenue dans [p + 1],. Les éléments {p} qui passent
par [p — 1} engendrent une cellule ouverte lorsqu’on enléve ’élément qui passe
par O. Le lemme sera donc démontré quand on aura montré que les variétés
{p — 1} qui ne rencontrent pas [p], forment une cellule ouverte.

Considérons dans [2p], une variété [2p — 1], qui coupe [p], suivant [p — 1o
Les droites du complexe C qui sont contenues dans [2p — 1], engendrent un
complexe linéaire non dégénéré C’. Par projection centrale de centre O, toute
variété {p — 1} dans [2p], qui appartient au complexe C et qui ne rencontre
pas [ple se projette sur [2p — 1], suivant une variété {p — 1}’ qui appartient
au complexe C’ et qui ne rencontre pas [p — 1}o. Par hypothése, les variétés
{p — 1}’ engendrent une cellule algébrique ouverte. Les variétés {p — 1}
qui se projettent suivant une variété {p — 1}’ donnée et qui ne passent pas
par O engendrent une cellule ouverte. On peut les mettre en correspondance
biunivoque avec les variétés [2p — 1} qui sont déterminées par {p — 1} et
[p — 1],. Donc les {p — 1} qui ne rencontrent pas [pl, engendrent bien une
cellule ouverte.

Le lemme se démontre directement pour p = 1 en appliquant les réflexions
précédentes; il est done prouvé quel que soit p.

Considérons dans [p], une suite de variétés planes:

Pl D [p — 1o D --- D[1]e D [0

Le symbole {ag, a1, - -+, @5y -, --], 000 S ao < a1 < --- < a, = p, représentera
la variété des éléments {p} de V qui eoupent [a;], suivant une variété i ¢
dimensions. On a ajouté p — s points 3 la suite de a,, pour indiquer que
Pélément générateur est 4 p dimensions.

LemMe II. La variéié [ay, oy, -+, @5y -, -+ devient une cellule algébrique
ouverte lorsqu’on en enléve Uensemble des variétés représentées par les symboles
qu’on obtient en diminuant d’une unité un des nombres du symbole donné ou en
écrivant le nombre p a la sutte de a,, si a, < p.  Tout symbole qui n’a pas de sens
est remplacé par zéro.

Nous raisonnons de nouveau par induction par rapport & p. Le lemme se

vérifie immédiatement pour p = 1. Soit [2p]’ une variété plane qui coupe
[ao)o suivant [ay — 1], et les variétés [ap -+ 1o, (@0 -+ 2]o, - -- , [plo suivant des
variétés [a]’, [as + 1}/, -- -, [p — 1]. Considérons un élément général {p} de
la, variété [ay, a1, --- , @5, -, --]. 1l est déterminé par un point M de [ag, et

une variété {p — 1} contenue dans {2p]’. Nous supposons que M n’appar-
tient. pas & {¢y — 1]s. L’hyperplan conjugué de M coupe [2p]’ suivant une
variété [2p — 1]’. Les droites du complexe C qui sont contenues dans [2p — 1}
engendrent un complexe linéaire C’. La wvariété {p — 1} appartient au

complexe C’ et engendre, pour un point M donné, la variété de symbole

[al_ 170’2—1"" y @s — ly')"]/
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définie 4 V'aide des variétés [a; — 1}/, [as — 1}, -, [a. — 1]’. Par hypothése
on peut appliquer le lemme 3 la variété [a; — ¥, a2 — 1, .+« , 2, — 1, -, -.1.
Faisons décrire & M la cellule ouverte [ag)o — [@0 — 1]o. A deux points M;et M,
correspondent deux hyperplans conjugués qui coupent [2p]’ suivant des variétés
2p — 1]; et [2p — 1],. Celles-ci ne contiennent pas le pole I de 'hyperplan
[2p]’. Les variétés {p — 1} dans [2p — 1); et [2p — 1], peuvent &tre mises en
correspondance biunivoque par projection centrale de centre I. La variété
lag, @1, -+ - , @, -, --] dont on a enlevé les éléments qui rencontrent [ay — 1]¢
est done le produit topologique de [aglo — [as — 1]p par la variété
[y - 1, @ —1,---,a — 1, ., ..]. Lelemme résulte de cette propriété.

Nous dirons encore que les variétés [a, a1, - -+ , @4, -, - -] sont les variétés fonda-
mentales de V. Elles subdivisent V en cellules algébriques et forment par suile
les bases d’homologie.

La dimension complexede V est (p 4+ 1) (p + 2)/2. En raisonnant comme
au §15, on trouve que la dimension complexe de [ag, a1, --- , aq, -, - -] est

+1DP+2)

5 —(P+l—-a)—-pP+l-a)—- - —(@+1-a)
Soient bg, by, -- -, b; les nombres de la suite 0, 1, --. , p qui ne figurent pas
parmi la suite ao, i, - - -, @s. La variété [b, by, --- , by, -, -] sera dite asso-
ciée & [a, @5, -++, @y, -, --]. ‘Deux variétés associées sont de dimensions

complémentaires. On montre comme au §15 que Uindice de Kronecker de deuz
vartétés associées est égal @ 1. St deux variétés de dimensions complémentaires
ne sont pas des variétés associées, leur indice de Kronecker est nul. Par consé-
quent tout cycle I'y; s’exprime par une homologie de la forme:

r2k~z(b0:b17"‘)bt;';")[ao,a‘ly"';a-?)':"]:

les notations étant les mémes qu’au §15.

Il y a une analogie frappante entre la variété des génératrices {p 4+ 1} d’une
quadrique @, et la variété des éléments {p} appartenant 4 un complexe linéaire
de Pespace [2p 4 1]. Dans les deux eas, toute variété fondamentale est définie
par un ensemble d’entiers (ag, a1, - -+ , @) telsque 0 T < a1 < -+ < a; = p;
le nombre p 4+ 1 qui peut figurer dans les symboles des variétés fondamentales
du premier cas ne joue pas un role essentiel. Les invariants topologiques
ordinaires (nombres de Betti, coefficients de torsion, groupe de Poincaré) sont
les mémes. Cependant les deux variétés ne sont pas homéomorphes. Soit, en
effet, le cas p = 1. La variété des génératrices {2} d’une quadrique Q@ est
homéomorphe i l'espace projectif {3]. La variété des droites d’'un complexe
linéaire de [3] est homéomorphe 4 une quadrique ¢;. On voit facilement que les
variétés {3] et @; ne sont pas homéomorphes. Il suffit de considérer dans les
deux eas 'intersection avec lui-méme du cycle de base 4 2 dimensions complexes.
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17. Application de la méthode des invariants intégraux. Il est intéressant
de retrouver certains des résultats précédents par la méthode des invariants
intégraux®? du §5.

Considérons la quadrique @s, d’équation:

(Ly ToYo + T1y1 + -+ + Tp¥Yp = 0.
Soit {p}¢la génératrice xp = 2, = --- = x, = 0. Les génératrices {p} voisines
de {p}o sont représentées par:

T = E% Yi, aij + a; = 0.

H

La variété V des génératrices {p} de méme systéme que {p}, est transformée
transitivement par le groupe projectif G qui laisse invariantes la quadrique (1)
et les relations y; = Z;. G est équivalent au groupe orthogonal & paramétres
réels et & 2p - 2 variables. Le groupe d’isotropie g relatif a 1’élément-origine
{p}o est défini par:

@) = (@ (@)
J@® =1
o W) = @ ®) i

V peut étre considéré comme Uespace riemannien symétrique défini par G et g, la
symétrie par rapport 4 1’élément {p}, étant définie par:

(@) = —(2), W) = ().

Le groupe linéaire d’isotropie v opére sur des variables ecomplexes w; et sur
les variables complexes conjuguées @;;. On a wy; + w; = 0. Les wy se trans-
forment comme les formes extérieures [z; 2;], en supposant que les variables
Zg, 21, - - - , &, Subissent les transformations du groupe unitaire (z’) = (a) (z),
ol (@) (@* = 1. Aux transformations unimodulaires de ce dernier groupe
correspond un groupe linéaire v’/ opérant sur les w;. On est de nouveau con-
duit & décomposer en groupes irréductibles le groupe v.’ qui opére sur les formes
extérieures [wij - -- wiy]. En répétant les raisonnements du §7, on obtient
facilement les variables dominantes de ces groupes irréductibles. Considérons
le tableau des variables w; qui s’obtient en gardant dans la matrice (w,;)
seulement les éléments placés au-dessus de la diagonale principale. Etant
donné un ensemble d’entiers ly, I, <+ , htelsquep 2 Lh > L, > - >0 >0
ettelsquely + U, 4+ -+ 4 Iy = s, prenons les [, premiers éléments de la
premiére ligne du tableau des wy;, puis les I, premiers éléments de la seconde
ligne, ete. Le produit extérieur de tous ces éléments, [wo woz - - + woy, @iz w1z - - -],
est une des variables dominantes cherchées. Toute variable dominante s’obtient
ainsi. Done:

2 Pour ce qui concerne les quadriques complexes, voir E. Cartan, g.
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TrEOREME. Le nombre d'invariants intégraux de degré 2s, ou le nombre de
Betti R, est égal an nombre d'ensembles d’entiers (lo, by, - -, l;) tels que:

p=zlb>L> - > =20, o4 4L+ - + UL =s
Considérons de méme le complexe linéaire défini par 1’équation:

2 [coyo) + [ovan) + -+ + [2,9,] = 0.

La variété vg = 21 = --- = 2, = 0 est une variété {p}, appartenant au com-
plexe linéaire. Soit {p} une variété quelconque appartenant au complexe
linéaire. les variétés {p! voisines de {pl, sont représentées par:

re= _S_ : @i Yiy aij = Gy
-
La variété W engendrée par les {p} est transformée transitivement par le groupe
linéaire (¢ qui laisse invariants le premier membre de ’équation (2) ainsi que la

forme d’Hermite E T &+ E y: .. Le sous-groupe ¢ qui laisse invariant
i

{ploest de nouvezujl défini par:
() = (@) (@), (y") = (@), (@(@* = 1.

Le groupe linéaire d’isotropie y opére sur des variables complexes w; et &
telles que w;; = wj;.  w;; est transformé comme le produit z; z; lorsque les varia-
bles x; subissent les transformations du groupe (z’) = (a)(z), ot (a)(@)* = 1.
On peut encore considérer le tableau des w;; obtenu en supprimant dans la
matrice (w;) les éléments placés au-dessous de la diagonale principale. On
trouvera par la méme régle les variables dominantes appartenant aux groupes
.’ et on a le méme théoréme que dans le cas précédent, les entiers (lo, Iy, - - -, &)
satisfaisant maintenant aux conditions: p + 1 =2 L > L > .- > [, = 0,

lo+ll+~~'+ll;zs.

V. Les propriétés topologiques d’une classe de variétés ayant comme
élément générateur une figure formée de plusieurs variétés planes

18. Définitions et propriétés générales. Les raisonnements des paragraphes
précédents peuvent s'appliquer 4 une classe étendue de variétés algébriques
qu'on peut considérer comme des généralisations des variétés de Grassmann.
L’exemple le plus simple est fourni par la variété des éléments linéaires de
I’espace projectif complexe [n], en appelant élément linéaire ’ensemble d’un point
et d’une droite passant par ce point. On peut considérer plus généralement
lensemble d’une variété [a] et d’une variété [B], ol Von suppose o« < B et
[a] < [B]. Cette figure peut étre prise comme élément générateur d'une variété
et sera représentée par le symbole {«, 8}. Ainsi un élément linéaire est repré-
senté par {0, 1}. On peut encore considérer des variétés ayant comme élément
générateur la figure formée par k£ + 1 variétés [ao], [ai], - - -, [as] telles que:

ap < ap < - < g [ag] T[] € -+ T ] C [n].
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Un tel élément générateur sera représenté par {ag, a1, --- , ax}. Remarquons
que chaque élément {ag, a;, - - , oy} définit aussi une variété fondamentale de
Schubert.

Soit V la variété de tous les éléments {ao, a1, - - - , ar} contenus dans [n], les
nombres aq, ay, - - - , o étant des nombres donnés. D’aprés le théoréme fonda-
mental de la géométrie projective, il existe une transformation homographique
de [n] qui transforme un élément arbitraire {ao, o, - - - , ax}1 en un autre élément
arbitraire {ao, a1, - - - , an}s. La variété V est done transformée transitivement

par le groupe projectif de [n]. En raisonnant comme dans le cas des variétés
de Grassmann, on montre que V est aussi transformée transitivement par le
groupe hermitien elliptique. V définit done encore un espace homogéne clos
ayant pour groupe de structure le groupe hermitien elliptique. Mais cet espace
homogeéne n’est pas symétrique.

La dimension complexe de V est égale &

(a0 + Dr — ao) + (a1 + Dlas — 1) 4 <+ + (o + 1)(n — an).

La caractéristique d’Euler-Poincaré de V s’obtient encore en appliquant le
théoréme de M. S. Lefschetz. Une homographie générale de [n] laisse fixes
les n 4+ 1 sommets d'un simplexe non dégénéré. ILe nombre d’éléments
{ao, a1, - -+, ax} qui sont fixes par 'homographie est égal a

<n+1>< ak—{—l) <a1—|— 1>
O(;c—f—l a1.<+1—|—-1 a0+1 )
Ce nombre est égal & la caractéristique d’Kuler-Poincaré, car en vertu du

théoréme démontré 4 la fin du §7, chaque élément fixe doit étre compté avec
une multiplicité égale & 1.

19. La variété des éléments {«, 8} de [n]. La variété de tous les éléments
(a, B) de [n] est une variété algébrique V contenue dans le produit topologique
de la variété des éléments {a} par la variété des éléments {8} de [n]. Con-

sidérons de nouveau une suite de variétés planes [n — 1], [n — 2], - -, [1],]0]
telles que:

n D —-1Dr-2]D ... D1} DI0].

Elles déterminent les variétés fondamentales [aq, ai, --- , a,] engendrées par
des éléments {a} et les variétés fondamentales [be, by, - - . , bg] engendrées par
des éléments {8}. Le symbole | 20 % 77> e représentera la variété

bo, by, -+, bay « -+, bg

des éléments {a, 8} définis par 'ensemble d'un {a} appartenant i [ay, a1, - - - , @a]
et d’'un {8} appartenant & [by, by, - - - , bs]. Pour que {a} et {8} puissent étre
des éléments généraux des variétés [ao, @i, - - - , @4 et {by, by, - - , bgl, il faut et

il suffit que tout nombre a; soit égal A.un nombre b; dont U'indice j est supérieur
ou égal & ¢. Lorsque cette condition est satisfaite, le symbole considéré sera
dit irréductible et représentera une variété irréductible que nous appellerons
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variété fondamentale. Lorsque cette condition n’est pas satisfaite, le symbole
est réductible et représente, en général, la somme de plusieurs variétés fonda-
mentales. Soit, en effet, a; le premier nombre de la premiére ligne du sym-
bole qui ne figure pas parmi les nombres b; de la deuxiéme ligne. Supposons
a; compris entre b; et b;,; et soit {a, 8] un élément de la variété défini par le
symbole donné. Si Vintersection de [a;] et de {@} ne se trouve pas entiére-
ment dans [b;], la variété {8} coupera [a;] suivant une variété [j + 1]. Ceci
montre qu’on peut remplacer le symbole donné par la somme des deux symboles
obtenus en remplagant soit a; par by, soit by par a;.  Cependant lorsque b; = a;_1,
il faudra remplacer a; par b; et diminuer d’une unité un ou plusieurs des nombres

PN 12,3 . . 2,3 1, 2
qui précédent a;. Ainsi [0, 2, 4:] doit étre remplacé par [0’ 2, 3] + [0’ 2, 4].

Si les symboles obtenus ne sont pas irréductibles, on applique la méme opéra-
tion jusqu’d ce qu’on arrive & une somme de symboles irréductibles.

Nous allons montrer que les variétés fondamentales fournissent une subdivi-
sion de ¥ en cellules algébriques. Pour éviter des longueurs, nous supposerons
que V est la variété des éléments {1, 6} de V'espace [n]; on reconnaitra immédia-

. , . Qg, Oy
tement que le raisonnement est général. Soit o, o, b, bs, a, bs bs] le symbole
d’une variété fondamentale F.. Nous choississons dans [n] une variété [n — 2}’
qui nerencontre pas les droites générales de [aq, a1]. Ilfaudra done que [n — 2]’
coupe [ao] suivant [ay — 1] et [a4] suivant une variété {¢; — 2]’ qui n’appar-
tient pas & la suite (1) mais qui est contenue dans [, — 1]. Alors [n — 2]’
contient [be] et coupe les variétés [bs], [bs], [bs], [bs] suivant des variétés (b, — 1],
by — 11, [bs — 2]/, [bs — 2]’. Soit {1, 6} un élément de la variété F. Il est
composé d’une droite {1} et d'une variété {6}. Nous supposons que la droite
{1} n’appartient pas & [ag, a1 — 1]+ [a0 — 1, ay]. 1l s’en suit que {1} ne
rencontre pas la variété {[n — 2]’. L’intersection de {6} et de [n — 2]’ sera
une variété {4} qui appartient & la variété [by, bs — 1, bs — 1, bs — 2, bs — 2|’
définie & Vaide de [bo], [bs — 1]/, [bs — 1]/, [bs — 2]/, [bs — 2]’. Réciproquement,
Pensemble d’une droite {1} appartenant & [ay, a1] — [ao, a1y — 1] — [a0 — 1, o]
et d’un élément {4} de la variété [by, by — 1, bs — 1, bs — 2, bs — 2]’ détermine
un élément {1, 6} appartenant i la variété F. Done si 'on enléve de F les
éléments {1, 6} dont la droite {1} appartient & [ao, a1 — 1] -+ [a0 — 1, a4,
on obtient une variété qui est le produit topologique de la cellule ouverte
[ao, (11] — [ao, a; — ]] — [(Io — 1, al] et dela variété [bg, b«z — 1, b3 — ]., b5 — 2, bs — 2]/
Pour faire de cette derniére variété une cellule ouverte, il faut en enlever
des variétés ayant pour symboles [bp — 1, bs — 1, b3 — 1, b5 — 2, by — 2],
o, ba — 2, -+, -+, [bo, ba — 1,05 — 1, bs — 3, bg — 2], ---. Les variétés
planes qui servent &4 définir ces symboles sont les intersections des variétés de
la suite (1) avec la variété [n — 2]’. Les éléments {6} qu’on a enlevés de cette
facon sont les éléments des variétés représentées par les symboles obtenus 4 partir
de [by, ag, bs, bs, a1, bs; be] en diminuant d’une unité un des nombres by, by, bs, bs, bs.
Une circonstance exceptionnelle se présente lorsque by — 1 = agou bs — 1 = ax.
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Siby — 2 = by, on n’a pas & considérer le symbole obtenu en remplagant b, par
by — 1. Mais si by — 1 > by + 1, il faut remplacer gy et b par ag — 1 et aa.
Ce qui précéde permet d’énoncer, pour tous les cas, la régle suivante:

Ao,y O3

bo, ao, be, bs, a1, bs, bs
algébrigue ouverte lorsqu’on en enléve les vartétés représentées par les symboles qui se
déduisent du symbole de F en diminuant d’'une unité un des nombres de la premiére
ou de la deuxiéme ligne. On ne garde que les symboles quv ont un sens et on les
décompose en symboles vrréductibles.

On reconnait que notre raisonnement est tout a fait general la méme régle
s’applique done dans le cas des variétés fondamentales engendrées par un élé-
ment {a, 8} quelconque. Par conséquent:
ao’ab vy g
bo, bl’ ...... , bﬂ
algébriques et fournissent les bases d’homologie. Il v’y a pas de coefficients de
torsion et les nombres de Betli Ra.y1 sont nuls.

M. E. Cartan a bien voulu m’indiquer une autre maniére de représenter les
variétés fondamentales et de définir les cellules algébriques correspondantes.
D’aprés ce qui préedde, on voit que la dimension complexe de la variété

':a"’a" T Ge :lest egaleaz (a: — 7) +2 (b~ j),oui=0,1,
bO; bly b5

La variété fondamentale F de symbole l: :l devient une cellule

Les variétés fondamentales :I subdivisent la variété V en cellules

tandis que j ne prend que les Valeurs des indices des nombres by qui ne ﬁgurent
pas dans la premicére ligne du symbole. La variété est complétement définie par
Pensemble des nombres (a; — 1) et (b; — j), ¢’est-a~dire par 8 4+ 1 nombres entiers
dont les o + 1 préemiers ne dépassent pas n — « et sont rangés par ordre non
décroissant, tandis que les 8 — « nombres suivants ne dépassent pas n — S et

sont rangés par ordre non décroissant. Ainsi la variété [ ? serait

1,2,3,4,6
définie par le systéme d’entiers (2, 3 | 1, 1, 2); sa dimension est égale 4 9. La
cellule ouverte correspondante est définie de la fagon suivante: Considérons les
sommets Ao, A, - -- , 4, d’un simplexe de référence, les p - 1 premiers points
définissant la variété [p] de la suite (1). Formons le tableau suivant:

AAAs 2 4 1 points
A0A1A3A4 3 + 1 points
Ao, 1 4 1 points
ApA, 1 4+ 1 points
AgdsAe 2 4+ 1 points,

Dans chaque ligne nous évitons d’écrire les derniers points des lignes précé-
dentes. La droite de I'élément {1, 4} qui engendre la cellule ouverte est définie
par les points A» 4+ (A.4,) et A, 4 (A,4,4;). La variété {4} correspondante
est définie par les points préeédents plus les trois points A1 + (o), As + (4o}
et Ag + (Aods). Tei (4;4;A,) représente une combinaison linéaire & coeflicients
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arbitraires des points 4, 4;, A, Les derniers indices des différentes lignes du
. 2,4
tableau sont les nombres qui composent le symbole | 7 .
1,2,3,4,6
11 est facile d'obtenir U'indiee de Kronccker de deux variétés fondamentales de
dimensions complémentaires.  Solent

[a(‘yal;"'}aa }et[(l,é’a/{’...’a,; ,]

bo, by + -+, Dav -+, g bo, by, +ov by, v+, by

les svmboles irréductibles des deux variétés considérées. Donnons 4 la deuxiéme
variété une position générale par rapport & la premiére; c¢’est-a-dire nous sup-
posons que les variétés [b ] qui servent & définir la deuxiéme variété fondamentale
ont une position générale par rapport aux variétés [b;] qui servent a définir la
premiére. Pour qu'il ¥ ait un élément {«, 8} commun aux deux variétés il faut
qu'on ait, d'aprés un raisonnement déja fait & propros des variétés de Grassmann:

%

I4 ! 14

Qo + Gy = N, A+ Ay, Ny cor , Gg 4 Oy =7
I4 ! 7

bo +bs 2 1, by 4 bgy = my --- , b + by Z 1.

En particulier, si la deuxiéme variété fondamentale a pour symbole

No— Qay v+, N — Qg

77,—1)‘3,7 .......... ,n—bl,n-—-bo’
. 21 2 s ey 2 ’ ’
il v a un élément et un seul commun aux deux variétés. Les nombres a; et b;
devront étre supérieurs ou égaux aux nombres correspondants dans le symbole

[n T ey o ] Or quand on a deux variétés fonda-
no— bz oo ,7l——b1,n—bo

mentales Fy et Fo, définies a4 l'aide des variétés planes de la suite (1), Fy est
contenu dans F; lorsque les nombres du symbole irréductible de F, sont supérieurs
ou égaux aux nombres correspondants du symbole irréductible de Fi. Dans
ces conditions, les deux variétés F; et Fy ne peuvent avoir des dimensions égales
que lorsque leurs symboles irréductibles sont identiques. Donc le symbole
d’une variété fondamentale ayant un indice de Kronecker non nul par rapport

ag, -, 0 . N o— Gy -+ , N — G
v ? e ne peut étre que “ ’ ,
by, - , bs Mo by e Jn — by

gy =+ 5 o N o— gy +or y B — G 1
'bo, ----- ,b,a.n-—b‘,, ........... ’n_bo = A

Pour cela nous considérons seulement 'exemple des variétés:

g, Ay _et' n-—a,n —d )
bo, g, bg, b3, a, 65, be n — be, n — bs,, n— ayn — b3, n — bz, N — Go, 7 — bo

On verra que le raisonnement est général. Nous avons considéré une variété
[n — 2] coupant [a,] suivant [ay — 1] et [a] suivant une variété [a; — 2]’ con-
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t sAtA A1 4 -0 1
—_ . I ag, 4 l
enue dans [al 1] La variété des elements {1, 6} de lo, . b% bg, N lb, le

dont la droite ne rencontre pas [n — 2]’ est alors le produit topologique de
[ao, a1] — [ao — 1, 1] — [@o, @1 — 1] par une variété [bo, by — 1,b3 — 1,b; — 2, b5 — 2]’
définie dans [n — 2]’. Nous pouvons aussi considérer une variété [n — 2]”
coupant [n — ai]suivant [n — a; — 1] et [n — ap] suivant une variété [n — ag — 2]”
contenue dans [n — a — 1]. Alors la variété des éléments {1, 6} de
[n — dy,, N — Qg
n—>by,n—by,n—a,n—byn—byn—a,n — b
rencontre pas [n — 2]” est le produit topologique de

dont la droite ne

n—a,n—al —[n——a1—1,n—a) —[n—a,n— a — 1]

par une variété [n — be,n — by, n — b3 — 1, n — bs — 1, n — by — 2]” définie dans
[n — 2]”. Par une transformation homographique, nous pouvons amener
n — ady,;, N — Gy sie sz
[n — by — by — Gy, m — by, n — by m — @ n — by, en une position géné-
Qo, Q1
bo, ag, by, bs, a4, bs, be
en coincidence avee [n — 2])’. Nous indiquons par un indice inférieur égal 4 1
tout ce qui se rapporte A la variété qu’on a déplacée. Nous pouvons supposer
que les variétés [n — a; — 1] et [n — as — 2]” viennent en coincidence avec des
variétés [n — a; — 1iet [n — ao — 27 de [n — 2]’ telles que [ap — 1] et
[n — ao — 2]; ne se rencontrent pas et telles que [a; — 2]’ et [n — a; — 1]; ne se
rencontrent pas. Alors les deux variétés fondamentales considérées ne peuvent
avoir aucun élément d’intersection {1, 6} dont la droite {1} rencontre [n — 2]".
En ce qui concerne l'indice de Kronecker des deux variétés, il suffit donc d’en
considérer les parties engendrées par des éléments {1, 6} dont la droite ne ren-
contre pas [n — 2]’. Les deux variétés dont il faut chercher I'indice de Kronecker
sont done le produit topologique de [ao, ai] — [a0 — 1, ai] — [as, @y — 1] par
[bo, b2 — 1, b3 — 1, b; — 2, bs — 2]’ et le produit topologique de

rale par rapport a de telle facon que [n — 2]” vienne

[n—a,n —ai —[n—a1—1,n —ahy — [n — a, n — @ — 1]
par [n —bs,n —bs,n — by —1,n — by — 1, n — by — 2.

La variété totale des éléments {1, 6} dont la droite ne rencontre pas [n — 2}
est le produit topologique de la variété des droites qui ne rencontrent pas
[n — 2]’ par la variété des {4} de [n — 2]’. De tout cela il résulte que I'indice
de Kronecker cherché est égal 4 41, car l'indice de Kronecker de [ag, ai] avee
[n — a1, n — ao]; est égal & +1 et Vindice de Kronecker de [by, by — 1, b3 — 1,
bs — 2,06 — 2) avee [n — by, n — by, n — by — 1, n — be —~ l,n.——bo—Q]/l'
est égal & +1.
Soit Ty, un eycle sur V de dimension 2s. On aura I’homologie:

F2~S‘(n—aa,.-.,n.—ao >I:ao’...’aa ]
s “
B By oo o0 —bof Loy oo ,bs |’
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. N o= gy vy B — Qg , o .
le facteur « ! étant 'indice de Kronecker de T's, et de
n — bﬁ’ ....... , N — bO
no— g, e, N — . , X .
l:” ba ' n— b | Cect résout en méme temps le probléme des caracté-
by, e , 0 — by

ristiques de Schubert et donne le nombre d’intersections de deux cycles quelconques
de dimensions complémentaires.

20. La variété des é€léments {ay, ), --- , ar} contenus dans [n]. Con-
sidérons le cas d'un élément générateur {a, 8, v} composé de trois variétés
planes {at, {8}, {v]. Soit V la variété de tous les éléments {«, 8, v} de [n].

Considérons de nouveau une suite de variétés planes [n — 1}, ..., [1], [0]
telles que:
(D D —-112D ... D1} D [0l

En prenant dans cette suite o 4 1 variétés [a;], 8 + 1 variétés [b;] et v 4+ 1
variétés [ci], le symbole

Qg, Gy, *++ , Ca 0w <a< -~ <a, sn
(2) . bo,bx,-;~--,b,3 02 <b < ---<bg=n
Co, Cpy = v v vmee , Cy 0= << - < =n

représentera la variété des éléments {a«, B8, v} composés d'un élément {a}
appartenant & [aq, a1, - -+ , @, d’un élément {B} appartenant a [by, by, - - - , byl
et d'un élément {y} appartenant & [co, ¢;, ---, ¢y]. Pour que les éléments
fa}, {8} et {v} qui composent l'élément général {«, B, v} de la variété (2)
soient des éléments généraux de leurs variétés respectives, il faut et il suffit que
tout nombre a; soit égal & un nombre b;, oli 7 = j, et que tout nombre b; soit
égal 4 un nombre ¢;, ot j £ k. Lorsque ces conditions sont satisfaites, le
symbole (2) sera dit irréductible et la variété qu'il définit sera appelée variété
fondamentale. Cette variété fondamentale moins le lieu de ses éléments
singuliers est transformée transitivement par un groupe projectif continu, un
élément {a, B, v} étant dit singulier lorsqu’un de ses éléments composants,
{a}, {B}, {v], est singulier dans sa variété respective. Les variétés fonda-
mentales sont par suite des variétés algébriques irréductibles. Lorsqu’un
symbole n’est pas irréductible, on peut le remplacer par un ou plusieurs sym-
boles irréductibles en procédant selon les indications du paragraphe précédent.

Considérons dans V toutes les variétés fondamentales qu'on peut définir &
I'aide des variétés planes de la suite (1). Elles définissent une subdivision de V
en cellules algébriques. On a, en effet, la régle suivante:

St (2) est le symbole trréductible d’une variété fondamentale, on considére tous
les symboles qu’on peut en déduire en diminuant d'une unité un des nombres
@i, by ou ¢.. On décompose les symboles ainsi obtenus en symboles trréductibles.
La variété fondamentale (2) devient une cellule algébrique ouverte lorsqu’on cn.
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enléve Uensemble des variétés fondamentales représentées par ces symboles irré-
ductibles.

Pour prouver la régle, il suffit de remarquer que la variété qui reste, apres
I'enlévement de ces variétés-frontiéres, est le produit topologique d’'une cellule
algébrique engendrée par des éléments {«, 8} et d’une cellule algébrique engen-
drée par des éléments {y — 8 — 1} d’une certaine variété [n — 8 — 1]°. En
ce qui concerne Uindice de Kronecker de deux variétés fondamentales de dimensions
complémentaires, on montre encore que:

r ~ b
Qyp, y Qo n — G, , N — Qg

bo, -« - , bs R T no— by =1
Coy + oo , Cy P == Cyy smr e , M — Cy

Si les symboles de deux variétés fondamentales ne se correspondent pas de
cette facon, l'indice de Kronecker correspondant est nul. Done si Ty, est un
cycle sur V, on a I’homologie:

N — Qg , N — Qo Qy, y Qe
Too~2Z|n — bﬁ, .......... , n— bO bo’ ...... , b5 ,
M ome Cyy mvrrrmre s meean , M — Gy Coy v rvrmeee , Cy

les notations étant analogues 4 celles des paragraphes précédents. Ceci résout
en méme temps le probléme des caractéristiques-de Schubert.

11 est bien clair qu’on a des résultats tout 4 fait analogues dans le cas de la
variété des éléments {ao, a1, - -+ , ] contenus dans [a].

A titre d’exemple, donnons les bases d’homologie de la variété des éléments
{0, 1, 2} contenus dans [3].

—~ —

3
2,3 Rup =1
11.2,3 ]

2 13 1[3

2,3 1,3 2,3 Riw =3
11,2,3] [.1,2,3] 10,2,3

1 2 2z 103 93 7 :

1,3 1,2 2,3 0,3 1,3 Ry =35
11,2,3] {1,2,3][0,2,3]10,2,3]{0,1,3

o [t v 2z 73 2

0,3 1,2 1,3 0,2 0,3 1,2 Ry =6
10,2,3)11,2,3]10,1,3][0,2,3]10,1,3]}0,1,2 :
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I JT0 711 171 2

0.2 0.3 0,1 1,2 0,2 R =5
10,2,3]]0,1,3]({0,1,3]]0,1,2]]0,1,2

I R O I

0.1 0,2 0,1 R, =3
10,1,3/10,1,2]]0,1,2]

- -

0.1 R, =1
_0)1?2_

I.a somme des nombres de Betti est toujours égale & la valeur de la carac-
téristique d’Euler-Poincaré qui a été déterminée au §18.

21. Remarque sur la topologie du groupe de la géométrie hermitienne
elliptique. Les variétés de Grassmann et les variétés plus générales qu’on
vient d’étudier sont transformées transitivement par le groupe hermitien ellip-
tique G et peuvent donc étre considérées comme des espaces de décomposition
de la variété de G. 1l ne semble pas facile de subdiviser la variété de G en
cellules et de déterminer de cette fagon les invariants topologiques de G.3
Cependant on arrive & une représentation assez concréte de cette variété en
considérant la variété V des éléments {0, 1, ... , n — 1} de V'espace projectif
{n]. Nous supposons que & est le groupe projectif de [n] qui laisse invariante
la forme d’Hermite 2o o 4+ 2141 + - -+ 4+ . Z». Nous prenons comme élément-
origine de V I’élément {0, 1, ..., n — 1}, composé des variétés [a] d’équations
7 = 0 pour k > @, a étant un des nombres 0, 1, --- , n — 1. Le sous-groupe
g qui laisse invariant ’élément-origine a pour équations:

(1> x,: = ek Xy (Ic = 0, 1, e ’n>.

La variété de g est homéomorphe & un tore 4 n dimensions (produit topologique
de n cercles).

La topologie de V est connue. A chaque point de V correspond dans G une
variété homéomorphe & un tore & n dimensions. A un domaine suffisamment
petit de V correspond dans G le produit topologique de ce domaine par le tore
4 n dimensions. G n’est pas intégralement le produit topologique de V par le
tore 4 n dimensions; car §’il en était ainsi, le groupe de Poincaré de G serait
infini. Or M. E. Cartan a démontré® que le groupe de Poincaré de (7 est le
groupe cyclique d’ordre n -+ 1, le groupe simplement connexe G localement
isomorphe 4 G étant le groupe linéaire unimodulaire de la forme d’Hermite
To Lo+ -+ 4 Tn T

A Taide des résultats du §2, nous pouvons vérifier que V est simplement

33 Une formule théorique pour le calcul des nombres de Betti a été donnée par M. E.
Cartan, b, p. 218-222,
3 Voir E. Cartan, d.
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connexe. A g correspond, en effet, dans G un groupe connexe § également
homéomorphe & un tore 3 »n dimensions. Il en résulte que toutes les variétés
algébriques considérées jusqu’ici sont simplement connexes, car, aprés un choix
convenable de I’élément-origine, leurs groupes d'isotropie, qui sont connexes,
contiennent toujours le groupe d’isotropie g de V.

La variété V peut aussi étre considérée comme un espace de décomposition
du groupe G, & tout point de V correspondant encore dans G un tore & n
dimensions.

22. Remarques finales. Toutes les variétés algébriques que nous avons
étudiées dans ce mémoire sont des variétés rationnelles. Chacune d’elles con-
stitue, en effet, une cellule algébrique dont l'intérieur admet une représentation
birationnelle et biunivoque sur 'espace euclidien tout entier. Il est probable
que certaines des propriétés topologiques rencontrées sont des propriétés com-
munes & toutes les variétés rationnelles. En particulier, il serait intéressant
de savoir si pour toute variété rationnelle sans singularités les nombres de
Betti relatifs aux dimensions impaires sont nuls et s’il n’y a pas de coefficients
de torsion. On démontre facilement que toute variété rationnelle sans singu-
larités est simplement connere. D’une fagon plus générale:

Deux variétés algébriques sans singularités qui se correspondent par une trans-
Jormation birationnelle ont des groupes de Poincaré isomorphes.

Ceci résulte du fait que 'ensemble des points fondamentaux (c’est-a-dire des
points dont chacun correspond 4 une infinité de points) constitue une variété
dont la dimension complexe est inférieure 4 d — 1, d étant la dimension com-
plexe des variétés données.

Il faudrait aussi étudier la topologie des nappes réelles des variétés de Grass-
mann et de leurs généralisations. On a immédiatement une subdivision de ces
variétés en cellules algébriques réelles. Les variétés analogues aux variétés
fondamentales introduites ici fournissent les bases pour ’homologie (mod 2).
Pour certains cas il est facile de déterminer les nombres de Betti et les coeffi-
cients de torsion. Nous développerons ces résultats dans un autre article.

La méthode que nous avons employée permet d’étudier encore d’autres
variétés algébriques. Elle conduit & des solutions simples et rigoureuses de
certains problémes de géométrie énumérative. IKlle s’applique en particulier
A la variété des coniques ou des quadriques de 'espace projectif [n].
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Journ. de Math., tome XVI. — Fasc. I, 143

/8/

Sur la topologie de certaines variétés algébriques réelles ;

Parn CuarLes EHRESMANN

(Paris).

Introbuction. — Dans un travail récent, cité par la suite sous le
nom de Topologie d’espaces homogénes ('), j’ai exposé une méthode
pratique pour étudier la topologie de certaines variétés. J'ai appliqué
cette méthode a plusieurs classes de variétés algébriques complexes.
Je me propose de montrer ici que les nappes réelles de ces variétés
algébriques complexes peuvent étre étudiées de la méme fagon. Je me
bornerai 4 I'étude des variétés suivantes :

1. Variétés de Grassmann réelles.
I1. Variétés engendrées par des éléments composés {p,, p,, ..., px|-

On appelle variété de Grassmann réelle la variété algébrique réelle
définie par I’ensemble des variétés planes a & dimensions d’un espace
projectif réel a n dimensions. En représentant par [p] une variété
plane réelle & p dimensions, le symbole { p,, p,, ..., px} représente la
figure formée par k1 variétés planes, [p,], [p.], ..., [p«], telles

que
Po<pr<<.-..< P [P ) P 1 C - - Clpsl-

Mon but est la détermination effective des bases d’homologie. Je
démontre aussi un théoréme sur la déformation des chaines, d’oti I'on
peut déduire en particulier le groupe de Poincaré de chacune des

(') C. Ennesuann, Surla topologie de certains espaces homogénes (Ann. of
Math., vol. 38, 2, 1934, p. 396-443).
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variétés considérées. Comme application des propriétés de la variélé
des éléments linéaires d’un espace projectif, je montre qu’on ne peut
pas définir un parallélisme absolu dans I'espace projectif & n dimen-
sions, si n est différent de 3, de 7 ou de 16 r—1. J'indique enfin une
démonstration ¢lémentaire du fait connu suivant : le groupe orthogo-
nal a n variables forme une variété close dont le groupe de Poincaré
est d’ordre 2.

La méthode suivie consiste A subdiviser les variétésen cellules d’une
espéce trés générale. On appellera cellule un ensemble de points, E,,
d’un espace topologique, cct ensemble de points jouissant des pro-
priétés suivantes : L. E, est homéomorphe a I'intérieur d’un simplexe
a p dimensions; 2. I'ensemble E, 4 1., ou L. est la frontiére de E,,
peut étre recouvert par un complexe simplicial tel que L soil recou-
vert par un sous-complexe de ce complexc. On aura subdivisé une
variété V en cellules, lorsqu’on aura défini sur V un ensemble de
cellules tel que tout point deV appartienne a une cellule et & une
seule et tel que la frontiére de chaque cellule soit la somme d’un
nombre fini des cellules considérées. Au point de vue de I’homologie
et de I’homotopie, une telle subdivision en cellules jouit des mémes
propriétés qu'une subdivision en simplexes. En particulier, dans une
variété algébrique, réelle ou complexe, tout domaine homéomorphe
a 'intérieur d'un simplexe et dont la frontiére est la somme d’un
nombre fini de domaines de variétés algébriques constitue une cellule.

Pour les notations et la terminologie ainsi que pour plusieurs -
démonstrations nous renvoyons au mémoire déja cité. Il sera toujours
sous-entendu (ue les variélés algébriques considérées sont réelles.

I. — Variétés de Grassmann réelles.

1. L'espace projectif réel a n dimensions sera désigné par [n]; une
variété plane a £ dimensions contenue dans [ n] sera désignée par[£].
[’ensemble des variétés [ k] contenues dans [n] définit une variété
algébrique réelle, V, appelée variété de Grassmann réelle. Etant
données &+ 1 variétés planes, [a,],[a,], ..., [a], telles que

ofa,<a,<...<ain, laCla, oo CladTLnl,
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le symbole | a4y, ay, . ... a,] représente la variété définie par ensemble
des variétés | 4] dont I'intersection avec |a;| est a4 ¢ dimensions au
moins, ot L =0, I, ..., k. Soil (S) une suite de variélés planes,
[n],[n—1]s, [n—2]0, ..., [1]e, | O], satisfaisant &

[R]1 D[ =2l D DIl Dlol

Considérons toutes les variétés [«,, a,, ..., a;] quon peul définir &
I'aide de £ -1 variétés de la suite (S); a chaque symbole correspond
ainsi une variété bien déterminée. D’aprés le raisonnement fait a
propos des variétés de Grassmann complexes ('), lu variété

=i

{ay, ay, ..., a;] »-—Z[ao, Ce QX L ag)

i=0

est une cellule que nous désignons par | a,, «,, ..., a,]". Nous conve-
nons une fois pour toutes de remplacer par zéro tout symbole quin’a
pas de sens. Les variétés [a,, a,, ..., a;] subdivisent 'V en cellules.
Soit K le complexe défini par 'ensemble des cellules [a,, a\, ..., @]
et soit K, le complexe défini par I'ensemble des cellules de dimension
inférieure ou égale & p. Considérons sur V un complexe singulier C,
ou une chaine singuliére I', (?). On a alors le théoréme suivant (*) :

Tout complexe C, ou toute chaine I, sur N peut étre dé formé d’une
fagon continue en un complexe ou une chaine sur K,,.

Il en résulte le corollaire suivant :

Le groupe de Poincaré de V est le groupe cyclique d’ordre 2.3 son él¢-
ment générateur est défini par le cycle linéaire [0, 1, .. ., p—1,p+1].
En effet, K, se réduit a [o, 1, ..., k—1, £+ 1], K, se réduit au
point O défini par 1'élément [o, 1, ..., k]. Considérons les cycles
linéaires d’origine et d’extrémité O et soit a le cycle défini par

('Y Voir C. EnresMans, loc. cit., p. f17. _

() Voir S. Leescuerz, Topology (Am. Math. Soc. Colloquium Publ., New-
York, 14932), p. 23 ou IL. Smrert und W. TarewraLr, Lehrbuch der Topologie
(Leipzig und Berlin, Teubner, 1934), § 25-20.

(*) Voir . LinrgsMans, loc. cit.. p. 113.
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[o, 1,..., k— 1, k41| parcouru dans un certain sens. I’ar une défor-
mation laissant fixe le point O, tout autre cycle peut étre déformé en
une puissance de a. Pour qu'un cycle a” puisse étre réduit au point O
par déformation continue, il faut et il suffit qu’il existe sur V une
cellule singuliére dont la frontiére soit a”. On pourra déformer cette
cellule en une cellule singuliére sur K, tout en laissant fixes les points
de a. Donc le groupe de Poincaré de V est le méme que celui de K,.
En écrivant que le cycle défini par le bord de chaque cellule E,
de K, est équivalent & 'élément unité, on obtient toutes les rela-
tions de définition du groupe de Poincaré ('). Le complexe K, se
compose de deux cellules a deux dimensions[o, 1, ..., k—1, b+ 2]
et[o, 1, ..., k—2, k, k+1]". Les deux surfaces fermées correspon-
dantes sont homéomorphes au plan projectif. Donc on arrive a la
relation unmque a’=1.

2. Lavariété V admet unesubdivision en simplexes telle que chaque
cellule de K soit subdivisée en simplexes. Lacellule [a,,a,, ..., a:],
munie d’une certaine orientation, définit une chaine bien déterminée,
a savoir la somme des simplexes orientés quirecouvrent la cellule con-
sidérée, 'orientation de chaque simplexe étant définie par l'orienta-
tion de la cellule. D’aprés « Topologie d’espaces homogeénes », para-
graphe 9, nous aurons des relations d'incidence de la forme

(1 [ag, )y ooy il = ZElfay ..., ai—1, ...y ar]™

Le symbole qui est multiplié par A; se déduvit de[a,, a,, ..., a;] en
remplacant a; par a;— 1; les coefficients X; sont appelés les nombres
d’incidencede K. Tout cycleI', sur V est homologue i une combinaison
linéaire des cellules [a,, «,, ..., a,]" de dimension p. D’autre part,
si I, est une telle combinaison linéaire et si I', ~ o, 1l existe une com-
binaison linéaire, C,.,, des cellules de dimension p—+1 telle que
C,... - I',. Pour déterminer les bases d’homologie de V , il suffit donc de
connaitre les relations (1).

Considérons la variété [a,, a,, ..., as] et soit W la variété des élé-
ments [£] qui coupent une des variétés [a;] suivant une variété plane &

('Y Voir H. Sgrrert und W, Tursrrarr, loc cit., § 46,
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-+ 1dimensions au moins. Si| 4| appartient i | a,, dpy ooy ap]— W,
Uintersection de | k] avec | a;], pouri=o, 1, ..., k, 2 exactement
dimensions. In particulier la cellule ouverte | a,, a,, ..., a,]" est
contenue dans [a,, a,, ..., a,]— €. Oril existe un groupe projectif
qui transforme transitiverent les éléments de [a,, a,, ..., a,] — .
Par conséquent la variété |a,, a,, ..., a,]— W est homogéne. Sa
subdivision en simplexes est une variété combinatoire ouverte, car
chaque élément admet un voisinage euclidien (). Chaque simplexe de
dimension maximum qui appartient a|a,, a,, ..., a;—1,...,a,] est
donc sur la frontiére de deux simplexes appartenant a[a,, a,, ..., a;|".
Il en résulte que tout nombre d’incidence 7, est égal a 0o, + 2 ou — 2.

Faisons abstraction de l'orientation, c’est-a-dire considérons les
chaines mod 2. On aura

Lerys 4y ooy ar ' =0 (mod 27,

Les cellules de K, ou encore les variétés [a,, a,, ..., a;], définissent
donc des cycles mod 2. Si I', est une combinaison linéaire de ces
cycles mod 2, il n’existe pas de combinaison linéaire C,., des
cellules de K telles que C,,, - TI', (mod 2). Par conséquent les cyvcles
mod 2 définis par les variétés [ a,, a,, .. ., a;] sont linéairement indé-
pendants (mod 2). Done

TukoriME. — Les variétés [a,, a,, ..., a;] de dimension p forment
une base minima du groupe d’homologie mod 2 relatif a la dimension p.

L variété V, qui est une variété homogéne, est une variété combi-
natoire. On peut donc définir le nombre d’intersection de deux cycles
mod 2. Comme dans Topologie d’espaces homogeénes, paragraphe 11
on peut montrer que

lag, ay ooy arl [n—ap oo, n-—a,n —a,]=1 {mod 29,
Le nombre d’intersection de [a,, a,, ..., a;] avec un cycle de base
différent de [n—ay, ..., n—a,, n—a,] est nul.

3. Arrivons a la détermination des nombres d'incidence et consi-

(") Voir S. Lerscugrz, loc cit., p. 135.
Journ. de Math., tome XVI. — Fasc. 1, 1937. 10
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dérons d’abord la relation suivante :
[n—Fhen—k+v oo n] >hn—Lk—1,n—k+1, ..., 0]

On a2=o0s1V estorientable et A ===2s1 V est non orientable.

Pour voir si V est orientable ou non orientable, nous nous servons
du fait que les éléments de V sont transformés transilivement entre
eux par le groupe continu des homographies de [n]. Soit G ce groupe.
Considérons daus | n] des coordonnées projectives que nous appelons
Ly, Tiy oooy Thy Yoy Yiy « -y Yuko- NOUs prenons potir élément
origine dans V Iélément [ k], défini par y, =y, =...=y,_im =o0.
Le sous-groupe g de G qui laisse fixe [ k], est alors défini par

(Y= () () + () (3,

2)
‘ ()= (ML), lallbi>o,

o (x) et (y) sont les matrices a une colonne dont les éléments sont
respectivement x,, ..., & et ¥, ..., Vi s_i. Tout élément [£] infi-
niment prés de [ 4], se déduit de [ k], par une transformation infinité-
simale de la forme

(dx)=o, (9)) = (o) (x),

ol (w) est une matrice & k-1 colonnes et a n—/4 lignes. Les
éléments w; de (w) peuvent étre considérés comme des coordonnées
de [ £#]. Une transformation de g de laforme (2) transforme [ 4] en un
élément | k] défini de la méme fagon par une matrice (@), et I'on a

()= () (w)(a™M).

Cette relation définit un groupe linéaire y opérant sur les quantités w;;.
C’est le groupe linéaire d'isotropie. Si le déterminant de ce groupe
est toujours positif, la variété V est orientable, sinon V est non orien-
table (). Comme ce déterminant garde unsigne constant pour chaque
partie connexe de v, il suffit de considérer une transformation parti-
culiére telle que |a|<o, |b]<o0; par exemple la transformation

(') Voir E. CartaN, La théorie des groupes finis et continus et I’analysis
situs (Mémorial Sc. math., fasc. XL1I, 1930}, p. 2g.
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correspondant &

’ '

Ly T =Ly, LIy, ceey Ly,

1

P

JL— . P, A —
Yo =" o Yy =Y LR} Vet = Y u—to—y+

Par cette transformation, n —1 des quantités w;; changent de signe,
les autres restant invariantes. Donc

La variété N est orientable si n est impair, est non orientable st n est
2

pair.

4. Soit A lavariété de symbole [a,, a,, ..., a,] et soit A, la variété
dont le symbole se déduit du symbole précédent en remplagant «, par
a,—1. lL.es cellules orientées correspondantes seront désignées par A*
el Aj. La relation (1) s'écrit alors : A* — X7;A . Pour déterminer 7.,
nous considérons la variété A’ =A — A, — A, —...—A._,. Unélé-
ment [k] de A’ coupe [a;._, ], suivant une variété [/ — 1] qui appartient
alacellule [a,, a,, ..., a;.]". Considérons une variété plane [n — 1],
qui appartient a la cellule [e,, oy, ..., ], oti &y, @y, ..., a,_, sont les
nombres de la suite o, 1, ..., n qui ne figurent pas dans la suite a,,
@yy...,a;.,. Montrons que |7 — 1]n’a pas de point communavec|[n—J,.
Supposons, en effet, qu’il existe un point commun M. Soit b le plus petit
entier telle que la variété [b], de la suite (S) contienne M. Comme M
appartient & [/ —1], le nombre 4 ne peut étre qu'un des nombres a,,
a;, ..., a,. Comme M appartient a [rn— 7] , le nombre b ne peut
étre qu'un des nombres oy, «,, ..., %, Par conséquentil n'y a pas
de point commun a [{— 1] et a [n—Z],. L'intersection de [ /] avec
[r— ], est par suite une variété [# —]. La variété [n — 7], coupe
[a], suivant une variété [a'],. On a @'=a—3(a), ol 2(a) est le
nombre des entiers a,, a,, ..., @, qui sont inférieurs ou égaux a a. Les
variétés [a'],, ol a’ prend toutes les valeurs entiéres de o & n—¢,
forment dans [n— /], une suite (5') analogue & (S). La variété
[#— ] est un élément quelconque de la variété

B=l|a,—d ai—i, .o ap— 10 —Taim ~ 1, apy— i ooaoar =i

ott les symboles sont définis & I'aide de variétés planes de la suite (S).
La variété A’ est ainsi le produit topologique de [a,, ¢\, ..., ¢y J'
par B. La cellule A}, pour /27, est le produit topologique de
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[0, ary ...y a | par|a;—1, ..., ay—i—1, ay—1}"; cependant
pour que A existe, nous supposerons @; >a, , —1. Avec une orien-
tation donnée des cellules, on a la relation d’incidence

(3 lai—1, agey — 1, ooy ap—i]"
h=1Fk
<> E S N R e N
=1

(qui a lieu aussi bien dans la variété ouverte B que dans la variété
fermée [a, — ¢, a;., — 1, ..., a,—1]. Dans la variété ouverte A’ on a

d’autre part
Ji=1k

A ——>Z A, (mod A — A").

he=1i

D’aprés les propriétés du produit de deux complexes, les valeurs
absolues de %, et de %), sont les mémes. En particulier | 2;|= |2} [; on
est donc ramené & la détermination du premier coefficient de la rela-
tion (3).

Pour déterminer 7,, nous transformons la variété [a,, a,, ..., a;]
par une corrélation qui permute entre elles les variétés planes de la
suite (8), la variété [a], étant transformée en|[n—a —1],. Soit [ £]
un élément de [a,, ay, ..., a,]. La variété [k], qui détermine avec |a;],
une variété plane & 4; + & — ¢ dimensions au plus, est transformée en
une variété [n — &k —1] qui coupe [n— «;— ], suivant une variété
plane & " dimensions au moins, ou

!=n—(aq;+hk—0) —1=n—k—1—(a;— 1.

Soient o4, @, ..., %4, les entiers de la suite o, 1, ..., n qui
ne {igurent pas dans la suite ay, a,, ..., a,. La différence a; —17 est
égale au nombre des entiers «, qui sont inférieurs a ;. Par conséquent
le premier nombre de la suite a,, «,, ..., @,_4, qui soit supérieur a a
esta,, ou {, =n— /L —1—1, et parmi les variétés de la suite (S),
[~ — o, ]est la variété de plus petite dimension dont l'intersection avec
[n—Jk—1] est & ¢ dimensions au moins. La variété corrélative de
[a,, a\, ..., ax]est donc la variété [n— o, 4y, «oo, R— 0y, R—a,].

Dans ce dernier symbole, les @, derniers nombres sont les nombres
consécutifs n—a,+1, ..., n—1, n. Silony rempklace n—da,+1
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par n—a,, on obtient le symbole de la variété corrélative de
[a,—1, a,, ..., a;]. Le nombre 7., est aussi au signe prés le nombre
d’incidence entre les deux cellules

[(R— Oty «coyR—ay+1, ..., R —1, 2]

et

[m— ey, ooy o=y @y 2, o, 1, R

Or nous venons de prouver qu’on obtient le méme nombre d’incidence
au signe prés, en supprimant dans ces deux symboles les n — & —a,
premiers nombres et en retranchant des autres le nombre n — £ — a,.
Par suite 2, est au signe prés le nombre d’incidence entre les cellules

(A1, k=42, ..., k+a,] et T S N S ST

D’aprés le résuitat du paragraphe 3, on a done 7., ==o, si £+ a est
impair; A, =2t 2, si k + g, est pair.

En appliquant ce résultat au premier coefficient dans la relation (3),
on trouve : A; = o0, si k- a; est impair; A, === 2, si k + a; est pair.
Nous arrivons ainsi au résultat général suivant :

Ji== 0, si k- a, est impair,

=2z 2, si h + a; est pair.

5. 1l reste a déterminer le signe des nombres d'incidence pour une
orientation donnée des cellules. Considérons dans| n] un simplexe

de référence P, P,, ..., P,Q,Q,, ..., Q, 4, les coordonnées pro-
Jectives correspondantes étant x,, x,, ..., x4, Yoy Yy ooy Yook
Représentons par [M,, M, ..., M, ] la variété plane déterminée par
les points M, M, ..., M,. Toute variété | k| qui ne rencontre pas la
variété [Q,Q,, ..., Q.4 | peut étre définie par des équations de la
forme

(=0, 1, v, -k —1
Ji== 0L . :

I/::O,l....,A ¥,

Les quantités w;; forment un systéme de coordonnées pour [ £]. Con-
sidérons la variété de symbole [«a,, a,, ..., a;] qui est définie par les
k-1 variétés planes suivantes :

Lau,I:“)u() Q... 0

Jo N

, [, | e [l’(,|"Q‘,. Q,,1 2],
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et d'une fagon générale

Lai] — [Po P,l, sy PiQm sy (\(/,‘—i——l]‘

Chaque symbole [a,, a,, ..., a,] définit ainsi une variété bien
définie de V. En ne considérant que les éléments [ £] qui peuvent étre
définis par les coordonnées w,;, les éléments de la variété| a,, a,, ..., a;|
correspondent a4 une matrice () dans laquelle certains éléments
sont identiquement nuls. Les éléments w;; qui ne sont pas identi-
quement nuls sont les m; premiers éléments de la j*"* colonne, ou
J=o0,1,...,ketoul’on a posé m; =a;—j. Ceci montre en passant

==k
que la dimension de la variété [a,, «,, ..., ) estZ(a,-—i). :
oL, i=0
La variété
i=k

[ay, aj, ..., a;f]wE [ag, ooy @i —1, ooy az ],

i=o

est de nouveau une cellule {a,, a,, ..., a;]", qui est projectivement
équivalente a la cellule de méme symbole définie au paragraphe 1.
[’ensemble de ces cellules forme un complexe K’ qui subdivise la
variété V. Le complexe K’ n’est pas projectivement équivalent au
complexe K étudié dans les paragraphes précédents. Cependant il
résulte du théoréme du paragraphe 1 que le complexe K’ peut étre
déformé de fagon que toute cellule de K’ soit déformée en la cellule
de méme symbole du complexe K. En effet, en reprenant les nota-
tions du paragraphe 1, supposons que K, puisse étre déformé en K,
les chaines définies par les cellules de K, étant déformées en les
chaines correspondantes de K,. On peut alors trouver une déforma-
tion de K/, qui entraine la déformation précédente de K, en K, (*).
Cette déformation effectuée, le complexe K| peut éire déformé en un
complexe recouvrant K., de telle fagon que les points de K, restent
fixes. Nous pouvons supposer que les simplexes d'une certaine subdi-
vision de K, sont déformés ainsi en des simplexes d’une subdivision
de K,.,. Une cellule E,, de K., est un cycle mod 2, qui est homo-
logue au cycle mod 2 défini parla cellule correspondante de K, ,. Nous

(*) Voir S. Lerscurrz, loc cit., p. 8o.
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avons déformé la chaine E,,, en une combinaison linéaire des cellules
a p-+ 1 dimensions de K, ,. Comme ces derniéres cellules sont des
cycles mod 2 linéairement indépendants, la chaine E, , se trouve
déformée en la cellule correspondante de K ,.,. Par induction on voit
donc qu’il existe une déformation de K’ qui déforme les cellules de K’
en les cellules correspondantes de K. On peut donc orienter les
cellules de K’ et de K de fagon que les nombres d'incidence correspon-
dants sotent égaux deux a deux.

On définit facilement une orientalion pour chaque cellule delasub-
division K’. Dans le voisinage de 1’élément [ £, ] défin1 par (w)=o,
tout élément [£] est défini par les coordonnées w;;, que nous nous
représentons comme des coordonnées dans un espace euclidien. Soit
O le point défini par (w)=o0 et soit M;; le point dont toutes les
coordonnées sont nulles sauf w,;; qui est égal & 1. La variété
[a,, ay, ..., ax] correspond & une matrice (») dont les éléments
non identiquement nuls définissent un systéme de coordonnées dans
cette variété. Rangeons ces coordonnées dans un ordre linéaire en
écrivant d'abord les m, éléments de la premiére colonne, puis les m,
éléments de la deuxiéme colonne, etc. Ecrivons dans le méme ordre
les points M;; correspondant & ces coordonnées w;;. Soit g, le sim-
plexe orienté dont les sommets sont le point O et les points M;;

appartenant a la variété |a,, a,, ..., a;], ces derniers points étant
écrits suivant 'ordre indiqué. Le simplexe o, appartient a la cel-
lule [a,, a,, ..., ac]" et définit une orientation de cette cellule.

Définissons de la méme facon l'orientation de chaque cellule de K'.
Les sommets de 5, moins le sommet M, _ , définissent le simplexe
orienté 5,_, correspondant a la cellule|[a,, a,, ..., a,—1, ..., a;]". Le
nombre d’incidence de o, avec 5,_, est égal a

ii41)
. ) Ayt Al — e
(__ i )mo+m,—+—.. [ gt /2 F i ( 1) 2

Le nombre d’incidence entre les deux cellules correspondantes est
donc égal 4 o ou a

Qo t+d g+ +a‘vi“—iﬂ}
)(_‘ [) ot . . - >

Pour une certaine orientation des cellules de K, le coefficient ; de la
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relation (1) a donc la valeur suivante :

di=—o (sl A + a; est impair),
Li+1. '
gyt o —

hi==2.(— 1) 2 (st &k =+ a; est pair).

6. Appliquons les résultats précédents a la variété des droites de
I'espace projectif [ n]. Cette variété est orientable ou non orientable
suivant que n est impair ou pair. Les variétés [ p, ¢] forment les bases
minima pour I’homologie mod 2. Les relations d’incidence sont

l2p, 2q "> o0, l2p, op+1]" -0,
lep, 2qg +1]*=2{2p, a¢g], [ep—+1,2g9)>—alap, 2q],
[op+1.2g 1] >—alap, ag 1" —2lap41, 2g]"
Tout cycle I'y,_, est homologue a une combinaison linéaire des cycles
[2p, 2¢], 00 p+g=s5. Tout cycle I';; est homologue & une combinai-
son linéaire des cycles [2p, 2 + 11"+ [2p+1, 2¢ |, ol p4 g =3,
et du cycle [2r, 2r+ 1], si s=2r. Les cvcles
[2p, 2¢] et [2p,2g ~1] +[op 1,29

forment les bases minima des groupes de torsion. Tout cycle d’ordre
fini qui n’est pas homologue & o est d’ordre 2. Tous les coefficients de
torsion sont égaux & 2. Le cycle [2r, 2r- 1] forme la base du groupe
de Betti pour la dimension 4r. Les nombres de Betti relatifs aux
dimensions 47 sont égaux a 1; les autres sont nuls.

7. Des relations d’incidence (1) on déduit de méme les bases
d’homologie de la variété V engendrée par les variétés [ k] de [n].
Appelons Fla,, a,, ..., @] le cycle défini par

[y, ay, oo ag) =2V {a,, a, ..., "

Soit [, un cycle détini par une combinaison linéaire de cellules de k.
Enlevons de I', les cellules qui sont elles-mémes des cycles, et soit I,
le cycle qui reste. [l seracommode dedire quela cellule[a,, a,,.,.,a;]"
est de rang inférieur ala cellule (b, 6., .. ., b, ] lorsque a;< b;, 'indice
¢ étant le plus petit indice tel que a;7£0,. Considérons parmi les
cellules qui figurent dans T, la cellule de rang minimum; soit
@y, @iy ..., a.]" cette cellule. Soit [a,, a,, ..., 0;—1, ..., a] la
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cellule de rang minimum qui figuredansF[«,, «,, ..., «,]". Pour que
cette cellule s’élimine dansla chaine-frontiére de I'), il faut que I, con-
tienneégalement une cellule de symbole|a,,...,a,~-1,...,0;—1,. .. 4, ],
ou h< 7 et ot k—~+ a, est impair. Sil'on retranche de'I', un multiple
convenable du cycle Fa,, ..., a,+1, ... «;, ..., a;]", on obtient
un cycle I, qui ne contient plus que des cellules de rang supérieur a
[a,, @i, ..., «;]". On peut recommencer le méme raisonnement sur
lecycleI', etl’on voit finalement que I', est une combinaison linéaire de
cellules de forme F[b,,6,, ..., b,]*. Une cellule qui définit a elle seule
un cycle ou bien est de la forme F[0,,b,,...,0,] oubienne figure dans
aucun cycle de la forme F[b,, b,, ..., b,]". Soit[¢,, ¢y, ..., c;]" une
cellule de cette derniére espéce. Alors le symbole qu'on obtient en
remplacgant ¢; par ¢; -+ 1 n'a pas de sens lorsque £+ c; est impair, et le
symbole qu’on obtient en remplacant ¢, par ¢;—1 n’a pas de sens
lorsque £+ ¢; est pair. Tout cycle I', est une combinaison linéaire des
cellules de cette espéce et des cyclesde laforme F[b,, b, ..., b,]". Les
cycles de méme espéce que [co, ¢, ..., ¢ ]* sont linéairement indé-
pendants, puisqu’ils ne figurent dans aucun cycle de la forme
F[b,, b, ...,0,]". Comme tout cycle de la forme F[b,, b, ..., b/]"
est d’ordre 2, on a le

TuioriMeE. — Lescycles @ p dimensions de méme espéce que|cg,cq,... ¢
forment une base minima du groupe de Betti relatif a la dimension p.
Les cycles a p dimensions de la forme ¥[b,, b,, ..., b,]" forment une
base du groupe de torsion relatif a la dimension p. Tous les coefficients
de torsion sont égaux a 2.

Les cycles a p dimensions de la forme F|6,, b4, ..., b,]" ne sont
pas en général des combinaisons linéaires indépendantes des cellules
a p dimensions. Soit 7, la matrice des coefficients correspondant a
'ensemble de ces cycles. Les diviseurs élémentaires de v, qui sont
différents de o sont égaux a 1. Soit ¢, le rang de 7,. Comme le plus
grand commun diviseur des mineurs d’ordre ¢, est égal a 1, au moins
un de ces mineurs est impair. Supposons que ce soit le mineur formé
par les p, premiéres lignes et les ¢, premiéres colonnes de v,. Les ¢,
premiers cycles de la forme F[b,, b, ..., b;] forment alors une base
minima du groupe de torsion relatif a la dimension p.

Journ. de Math., tome XVI. — Fasc. T, 1937 II
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II. — Variétés engendrées par des éléments composés {1y, P .-, Pl

8. Le svmbole {p,, p,, ..., pi| représente une ligure formée par
k<1 variétés planes [p, |, [p/ ], ..., [p«], telles que

Po<ps <oooZpiro g Coe [prl

Une telle figure sera I’élément générateur des variétés que nous allons
considérer. Comme exemple le plus simple nous avons la variété des
élémentslinéaires de| ], un élément linéaire étant une figure désignée
par (o, 1|. Nous nous proposons d’étudier la variét¢ de tous les élé-
ments {p,, p\, ..., pi| de [n]. Le raisonnement fait dans Topologie
d’espaces homogeénes, § 18-20, a propos des variétés complexes analogues
s’applique aussi bien dans le cas actuel et fournit immédiatement une
subdivision en cellules. Considérons d’abord les variétés engendrées
par des éléments { p, ¢}.

Soit V la variété de tous les éléments { p, ¢{ de|n]. Considérons le

symbole suivant :
gy Uyy + v ee A,

(6 b by b, |’

ou
0la,<<a <...<da,Sn, 0 b, << by <<...<<b,<n,

et ou tout nombre «; est égal a un nombre b, tel que ¢’ 2¢. Le symbole
(4) représente la variété A engendrée par les éléments {p, ¢} quise
composent d’un élément p de la variété [« «,, ..., @,] et d'un élé-
ment | ¢] de la variété [b,, b,, ..., b,], ces deux derniéres variétés
étant définies par rapport & la suite (S) du paragraphe 1. En rempla-
cant dans (4) le nombre a; par b,._, I'indice 7 étant tel que a;= 6,, on
obtient le symbole d’une variété A;. Soil b; un nombre dela deuxiéme
ligne de (4) qui ne figure pas dans la premiére. Si 6,—1 > 6, ,, on
obtient le svmbole d'une variété Ajen remplacant b, par b; — 1. D’une
facon générale, soit A le plus petit indice inférieur a j tel que les
nombres b,, b,.,, ..., b, solent des nombres consécutifs et figurent a
I'exception de b; dans la premiére ligne du symbole (4). En diminuant
d’une unité tous les nombres b, b,,,, ..., b;, on obtient le symbole
d'une variété désignée par A';. Iin remplacant deux nombres «; et b,
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tels que «;=b,, par «;,—1 et b, —1, on obtient le symbole d’une
variété A;. Nous convenons toujours de remplacer par zéro tout
symbole qui n’a pas de sens. Rappelons que la dimension de A est

2 (et; — 1) —5—2 (bj—J).

ou ; ne prend que des valeurs telles que 4; ne figure pas dans la
premiére ligne du symbole (4). La dimension de A, A] ou A] est
inférieure d'une unité a celle de A. La variété A devientunecellule A*
lorsqu’on en retranche toutes les variétés A;) A: et A, L’ensemble des
cellules A* forme un complexe K qui subdivise la variété V.

Avec les notations du paragraphe 1, on a le théoréme :

On peut déformer tout complexe C, ou toute chaine I', sur NV en un
complexe ou une chaine sur K.

Le groupe de Poincaré de V s’en déduit trés simplement. D’aprésle
paragraphe1, c’est en effet le groupe de Poincaré du complexe K. Le
complexe K, se réduit a un seul élément. Le complexe K est formé
par deux courbes fermées « et b de symboles

Oy 1, cvuy P et O, 1, vy P, il

Oy Iy wvuev s §f — L, g - O 1y et e eeiins 7
Ces deux courbes 2 et h détinissent des éléments générateurs du groupe
de Poincaré. Chaque cellule & deux dimensions de K, fournit une
relation entre ces éléments, et 'on obtient ainsi toutes les relations.

Supposons ¢ >p 1. Fcrivons les relations correspondant aux
différentes cellules de K, :

[0, 1 I : .
) ! 5 [ bt o
T N 7
[0, 1 y -,y et T .
s Ly v[ [7[ (s][)>“) I/ i |
L q ‘
- x
0, 1, ..., p . .
v I (st>qg i at =gy
O, 1. .. o0 q Lo == 2
=g
o, 1 )
? 4 ‘ ar =
o, 1, y - )‘(/7 {/’}dlk
B *
o, i TN DR TR |
L 4 J ab = ba.
| O, 1, e o —1, g+ 1
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Le groupe de Poincaré est donc le produit direct de deux groupes
dordre .

Supposons ¢ —=p-+-1. On a alors les cellules et les relations
suivantes :

[O'l""”/’*‘*zul’ ol 1 (si p>o0) b sy
L T LN (e O

R Ry 4 q} (810> p=+2) at =1,
Ol L., pop+Dd :

—- *

¢t p—r p2 hab == a;
Oy by v o Py P

O Ly oo p—1H.p i ] aba ==
Oy Ly v, pro— 1y P oin1, p -2

Pour trouver ces deux derniéres relations, il faut remarquer que les

. , . [ 2 *
deux derniéres cellules sont homéomorphes respectivement a [0 2]
b
e * . o *
eta [l q] , les courbes « et b correspondant respectivement a l o 2]
A -7
R * . . o i
et a [( [] - Onvoit alorsfacilement quele bord de la cellule [O )] )
)7 b 2
par exemple, est ba ba~'. Le groupe de Poincaré est encore le produit
direct de deux groupes d'ordre 2, sauf dans le cas de la variété des

éléments linéaires du plan projectif. Dans ce dernier cas, le groupede
Poincaré, (x, est défini par les relations

balb —=a. aba— b,

On en déduit

o= aba b= = bah—a— — At —ma = O == L2,

I.’élément ¢ engendre un sous-groupe, C, d’ordre 2, qui est le groupe
commutateur de (5. Le groupe G/C est de nouveau le produit direct
de deux groupes d’ordre 2. Donc G est un groupe d'ordre 8. On
peut identifier ce groupe avec le groupe quaternionien (').

(1) La détermination du groupe G a été faite par plusieurs auteurs. Voir
Jahresh. deutsch, Matlh. Ver., %2, g-12 Heft, 1933, p. 112-117.
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9. Les relations d’incidence du complexe K sont de la forme
AT AT Y A P RAT

Les nombres d’incidence A;, A;, X, sont donnés par le théoréme
sulvant :

Treorene. — Dans la relation d’incidence
AT N NA = XA B AT,
i /‘ I
on a
AT=o0 ou Aim= g

sutvant que p—+1' est tmpair ou pair,
A=o0 ou b= 2,
sutvant que b; — o (b,) + g — p — 1 est impair ou pair,
Ao=o0 ot Pi=ck 2,

sutvant que b,— i’ ++ q — i est impair ou pair.
Le nombre v désigne lentier tel que a;= b, et o(b;) désigne le
nombre des entiers a,, a,, . . ., a, qui sont inférieurs a b;.

Je ne reproduis pas la démonstration de ce théoréme, car elle est
assez longue et elle ne s’appuie que sur des raisonnements analogues a
ceux du paragraphe 4.

10. Les bases d’homologie sur V peuvent se déduire des relations
d’incidence du complexe K. Tout cycle sur V est, en effet, homologue
4 un sous-cycle de K, c’est-a-dire & une combinaison linéaire des cel-
lules de K, et tout sous-cycle de K qui est homologue a o est le cycle-
frontiére d’une sous-chainede K. Ceci s’applique également aux cycles
(mod 2) et & I'homologie (mod 2). Nous allons donc considérer seule-
ment des sous-cycles de K. En particulier toute cellule A™ est un
cycle (mod 2); on a par suite le théoréme suivant : ’

Les variétés A représentées par les symboles (4) définissent des cycles
(mod 2 qui forment les bases minima des groupes d’homologie (mod ).
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Relativement aux nombres d’intersections des cvcles (mod2) de
dimensions complémentaires on montre, comme dans Topologie
' > 5Py 02 Y 4C
d'espaces homogenes, paragraphe 19, que

I T T n—d,. ... N~ n —a, )
! / . / ) ¢ —1 (mod 2),
b, ’

L P n—ob, oo Jit—byon—b,

tandis que pour deux cycles de base dont les symboles ne se corres-
pondent pas de cette facon le nombre d’intersection est nul.

11. Le théoréme du paragraphe 9 ne détermine pas complétement
les relations d’'incidence et ne suffit donc pas pour déterminer les
bases d’homologie du complexe K. Il est facile d’étudier complétement
le cas ott V est la variété des éléments o, ¢! de [ n]. Jindique les
résultats sans donner explicitement les démonstrations. Soit A la
cellule détinie par

a, *
b by, /),,]

et soit F(A™) le cvele défini par A — 2I7(A”). Iin s’appuvant sur le
théoréme du paragraphe 9, on démontre la propriété suivante :
Tout cvele qui est une combinatson linéaire des cellules figurant dans

F (A est un multiple de 1°(A™), a moins que 1Y (A™) ne soit la somme de
deux cellules définissant chacune un cycle.

Dans le cas ot I'(A™) est la somme de deux cellules définissant
chacune un cycle, on a

Y FeA ii‘j'\"ﬁ‘f\,’;,,A

[

<t

{

ot
a, == by, Oppiq == by -+ 1.

L’ensemble desrelations de la forme () se partage en groupes de rela-
tions de la forme

( FON Ym0 2t

) FizAr) = AN R A
) “

, Firdmy - AL Ay

2p gy
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ol les symboles qui figurent dans une méme colonne représentent la
méme cellule. Il en résulte qu’avec un choix convenable de Porienta-
tion des cellules tous les coefficients dans les relations de la forme (5 )
sont égaux a -+ 1.

Ce qui précéde permet de déterminer les nombres d’incidence du
complexe K,,, lorsqu’on connait les nombres d'incidence du com-
plexe K. Nous écrirons d’abord les relations

F(A" = A7 + AL

ot A” est une cellule de dimension s 41 telle que A’ et A} soient des
cycles. Soit ensuite C* une cellule de dimension s - 1 qui n’est pas de
cette espéce. Si C* n'est pas un cvcle, F(C*) est déterminé au signe
prés par la condition F(C*) - o. En choisissant un signe quelconque,
on fixe 'orientation de la cellule C*. Par récurrence on détermine ainsi
tous les nombres d’incidence du complexe K.

Par une méthode analogue & celle du paragraphe 7, on montre que
tout sous-cycle de K est une combinaison linéaire des cycles des trois
espéces suivantes :

1° Les cycles de la forme F(A™):
2° Les cycles qui sont définis par une seule cellule, mais qui ne sont pas

de la forme F(A™):

3

3¢ Les cycles de la forme A == (%, ot

* [UO *
1\ o *
@,y Dy, oo Dy,

- *
| ] ,
g — 1,0, Dy oon, by

,

FA) ==t ==x .
( ) ‘ ) [((n_—[y L f’-u "--qu

Considérons tous les cycles F(A™), ou A* est une cellule quel-
conque de dimension s - 1. Soit 7, la matrice des coefficients dans les
formes linéaires F'( \¥) et soit p, le rang de 7. On a alors le théoréme
suivant :

Tutorimr. — Une base minima du groupe de torsion relatif a la
dimension s est formée par 5, cycles de la forme Ve A™. Tous les coe [ fi-
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cients de torston sont égaux a 2. Une base nuinima du groupe de Bewi
relatif a la dimension s est formée par un certain nombre de cycles de
seconde espece et par les cycles de trotsieme espéce de dimenstons s.

12. Appliquons les résultats précédents a la variété des éléments
linéaires de [ n]. Cette variété a pour symbole [: . I La subdivi-

sion en cellules est obtenue a P’aide des variétés

ol e )
Py P

qui forment aussi les bases minima des groupes d’homologie mod 2.
Les relations d'incidence qui définissent le complexe K sont

[zp ] —> 0, [2q+1 ] —> 0, [zq } — 0,
ap, 2q ap 1 2g 41 2g — 1,24
[21]%—1 ] o {‘2[) } _}2{2]; }’
0, 2¢ — 1 224 51 a2
[izp j*"""f[?[) J*’ ap . "l ">2L2p ]’
ap.oap 1 ap -, 2p ap -1, 2g ap, 2q
2p 1 1o T2r I Y *
P12 T T ep g il T {opaa,ag ]
Tag —1 * ., o —1 *
2P, g — 1 Lap cri2g—1]]
v 1 N ”
'2]/~7I_12/‘/_,! Tlap o, ag —a

2q oy '}2 2y .
ap, 2y || ap g - 2P~ 1., 0y

oL 0n i . . .
La variété [n 1 ??1 est orientable ou non orientable suivant que n

est pair ou impair. Les seuls cycles de base des groupes de Betti sont
I n . . o no

fescveles [ ] et } si nest pair, etlescycles { J et { } s
" 0,.1 no-1,n B 0, 1 0, 1

si n est impair. Les bases minima des groupes de torsion sont formées

par les cycles suivants :
ap Y/ ’ Ry ’
2ap, 0y ’ YRR AT -—1"’ 2(/*1,2//:’

[t)_(./ I 1’ (ssz[” ])
SRy \ O n
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et

o p *,4 ap 1 1 o — 1 * 2q ar
ap, 2¢ -1 ap 41, 2¢ ’ ap, 2¢ — 1 B _2/)—1,2(/J

Dans le tableau suivant, quel’on prolongerait facilement, les symboles
de la (s +1)" ligne représentent les cellules de dimensions s; les
symboles qui ne sont pas marqués d’une astérisque définissent des
cycles; de méme deux symboles reliés par un trait définissent deux
cellules dont la différence est un cycle; on a ainsi tous les cycles de
base.

-
flo ]
b
L_(>’ I_
K ] "o 7
H
Lo, 2 0, 1
—O * AI x 2 Ik
- 2
1o, 3 I, 2 0, 2
- /L | |
(7) ~

/ L [

o 1 [ 7*[27 [3 ]
Lo, 4] L r, 3| r, 2 | o, 3]
- s 1 I3 i

[2, 3 | [1, 3] [o, 4] ’
ol L B sl )

L Lo, 6 1, 5 2, 4 | 2, 3 1, 4 0, 5
15. Connaissant la topologie de la variété des élémentslinéairesde

I’espace projectif [n], nous pouvons étudier la question suivante

pour quelles valeurs de n peut-on définir un parallélisme absolu dans

I’espace [n]? Etant donné I'espace [3], on peut y introduire une

métrique pour en faire un espace elliptique 4 trois dimensions. Le

parallélisme de Clifford, de premiére espéce par exemple, jouit alors
de la propriété suivante : par un point donné M il passe une paraliéleet
une seule & une droite donnée. On peut définir un parallélisme satis-
faisant & la méme condition dans l'espace elliptique 4 7 dimensions;

cet espace admet méme deux familles continues de parallélismes de ce
genre ('). D’une facon générale, nous appelons parallélisme absolu

(Y)Y Voir V. Vaxey, Le parallélisme absolu dans les espaces elliptiques réels
a 3 et a g dimensions et le principe de trialité dans Uespace elliptique « -
dimensions ( Thése, Paris, Gauthier—Villars, 1g29).

Journ. de Math., tome XVI. — Fase. I, 1937. 12
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dans l'espace projectif [n] une correspondance entre les éléments
linéaires de | n] qui satisfail aux conditions suivantes : 1“ a tout élé-
ment linéaire défini par un point M et une droite A correspond, quel
que soit M', un élément linéaire paralléle défini par M’ et une
droite A'; 2° les points M et M’ étant donnés, la correspondance entre
A et A" est biunivoque et réciproque; 3° deux éléments linéaires qui
sont paralléles & un troisiéme élément linéaire sont paralléles entre
eux: 4° s1 A et M’ varient d'une fagon continue, A’ varie d’une facon
continue. On peut définir de la méme fagon le parallélisme absolu dans
une variété dérivable quelconque, car a une telle variété correspond
une variété d’éléments linéaires bien définie (*).

Pour qu’on puisse définir dans [n] un parallélisme absolu, il faut
évidemment que la variété des éléments linéaires de [ n]soit le produit
topologique de [n] par une variété [n — 1] ; mais nousignorons si cetle
condition est suffisante. Le produit topologique de [n] par|n —1] est
toujours non orientable. Si n est pair, on ne peut donc pas définir un
parallélisme absolu dans [n], car la variété [’i n] est orientable.

) = I

. . . N 73 ' N . .
Si n est impair, la variété [” ) n] a les mémes invariants d’homo-

logie et le méme groupe de Poincaré que le produittopologique de|[n|
par {7 —1t]. En effet, considérons dans [n]| une suite de variéiés
planes

] 2] D o)l

Considérons de méme dans [ n — 1| une suite de variétés planes

n—1Y Din—2)Dln—3)... Dlo].

Désignons par [ p.q ]le produit topologique de [ p| par|g]. Lavariété
[n,n-—1]est subdivisée en cellules par I'ensemble des variétés|p.¢]:
a la variété [ p.g ] correspond la cellule

pgl=pgl—lp—ryl~[p.q -

(') Surla votion de paraltélisme absolu, voir E. Canran, Notice historique
sur la notion de parallélisme absolu (Math. Ann., 102, 5, p. 698-706). La
definition de ML L Cartan fait intervenir Ja notion de vecteurs infiniment petits

équipollents et ne coineide done pas avee la délinition donnée ci-dessus,
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Les variétés [p.q] forment les bases d’homologie (mod 2). On a un
tableau analogue au tableau ()

[0.0],

[o.1]  |1.0],

[o.2T t.1] {20,

[0.3] |r.2f —[2.1]" [3.0],

[0.4]° 1.3 f2.2]" [3.0]  [i.0]

lo.5]  [1.4) —[2.31" [3.27"— {47 [5.0]

Tout symbole qut n’est pas marqué d’une astérisque correspond & un
cycleorienté;il en est de méme deladifférence de deux cellules dont les
symboles sont reliés par un trait. Les bases d’homologie sont formées

parl'ensemble de ces cycles. On vérifie alors facilement queles variétés
n ) L. .
[n - nJ et|n.n —1]nese distinguent pas parleurs groupes d’homo-

logie, lorsque n est impair. De plus le groupe de Poincaré est pour les
deux variétés le produit direct de deux groupes d’ordre 2, si n > 2.

On est amené alors a rechercher siles deux variétés se distinguent
par les invariants d’intersection relatifs aux cycles (mod 2).

. . ol 0n
Supposons n==2g -1 et consldérons dans la vanete{” L n} les

cycles (mod 2) de dimension 2¢ —-1.Désignons par C,, L cey Gy
les cycles de base (mod 2) dont les symboles sont

[] v ] [2 ] [(/ ]
> ] Tt 3
L2 41 2, 2¢ q,q 9

g 2¢ T2y 1
(],(/+[7’ ’ 1, 2¢ | 0, 2¢ -1

Désignons de méme paraet b les cycles de symboles (0 ] et {I j
¢ 0, 2 o, 1

Considérons la matrice (T) dont les éléiments sont les cycles d'inter-
section (mod 2) de la forme C;.C,. On a

C,’.C,‘Z {J.,-'/(I == Hi?/‘ /l.

Etant donnés C; et C;, on peut par une transformation projective
de [n] amener C; en une position générale par rapport a C,. On voit
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alors que C,.C,= o, si  +/ < 2¢ + 1. Supposons

C,= [’ ‘_2_[,], C/:[/ ] (i+-j22qg41).

i 2qg -+ 2+ 1— 7, ] ]

Pour qu'il y ait un élément linéaire commun a C; et & C;, 1l faut
avoir
2 +2—14 29 +1-— S0g -1, d’ou [~+]22q +2.

Supposons de méme

i . j .
= ¢=| . za .
Ci [zq—%r—l’, 1:]’ / {tl(/ﬁ*[*«j,l/] (L2 +1)

C;.C; est nul, sauf si 'on a
2 +1— (+j22g +1, 2 +1—J {229 -+1,

c’est-a-dire si I'on a i =/. Le cycle C;.C, ne sera pas nul dans les cas
suivants :

Co=|"
e+ —1]]

4

2+ 1 — 1 .
G, = ng—-—i»——i: [ 7 ] (1<q);

Iy2qg +1—1

it e e+ e
Ci= [z’, 2q + 2 — 1'] R [ {—1,2¢ +2 — 1,'] Vg
—_— 7 e~ o
Ci= [2(/+I~1‘, z']’ C,=GC (izq -+ 1),

A ces trois cas correspondent les cycles d'intersection suivants :

C,‘.C/' — si 7 ~+A'/‘ =g + 1
Ci.Ci=a-4b SI (- == 2g 42 =Ly 1),
C.Ci=0h sl (2¢g -+ 1.

Dans tous les autres cas on a
Cj.C/':O.

En ce qui concerne le deuxiéme cas, qui est le cas le moins simple,
nous remarquons que les éléments linéaires communs a C; et 4 C; sont
définis chacun par un point arbitraire d’une droite fixe et par une
droite qui passe par un point fixe. Le cycle d'intersection a donc un
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élément commun avec chacun des cycles

1 ] )
200 — 1, 24 -1 24, 2q 41

d’ou il résulte bien C,.C;=a + b.
Considérons de méme dans la variété [2g +1.2¢] les cycles mod 2
de dimension 24 + 1 :

[r.2qg), [2.2¢g-—1x], ..., [2q+1.0];

nous les désignons respectivement par C,, C,, ..., C,,,, et nous
désignons par a’ et b’ les cycles [o0.1] et [1.0]. Nous considérons de
méme la matrice (T") dont les éléments sont les cycles d’intersection
de la forme C;.C;. On montre facilement que

C.C=a s [ f==2¢g 1,
CrCr==10' si [+ J=aq¢ -+ 2,

==
C;.C =0 si (4-J72q 41, (-+]F2q+2.

Pour que les variétés

2 41
[23, rg +1 J et [2g9 < 1.29]
soient homéomorphes, il faut que ’on puisse transformer (T) en (T")
en effectuant sur les éléments de base C,, C,, ..., Gy, ainsi que sur
leséléments de base a et b des substitutions linéaires dont les coefficients
sont o ou 1 et dont les déterminants sont égaux a 1 mod 2.

Si I'espace [2¢ + 1] admet un parallélisme absolu, il y a des subs-
titutions de forme plus particuliére qui transforment la matrice (T)
en (T7). En effet, supposons que ’on connaisse un parallélisme absolu
dans [ 2¢ -+ 1]. La variété des éléments linéaires dont chacun est défini
par un point fixe O et par une droite passant par O peut étre consi-
dérée comme une variété [a¢]. Les éléments linéaires définis chacun
par le point O et par une droite qui appartient & une variété
plane [r+ 1] engendrent une variété qu'on peut considérer comme
une variété plane [r] de [2¢9]. Considérons alors dans [2¢] une
suite de variétés planes

21, [2g—1), [29 -21. ..., lo].
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Considérons de méme dans [2¢g—+ 1] une suite analogue
[2g +1], [2q], ..., [eo]

Etant donné un élément linéaire défini par un point M et par une
droite passant par M, supposons que M soit un point quelconque de|p]|
et que I’élément linéaire soit paralléle a un élément linéaire quelconque
de la variété [r]'. Les éléments linéaires qui satisfont & ces conditions
engendrent une variété que nous désignons par [ p.r]. Appelons o/, ',

C,, ..., G, lescycles (mod 2) qui correspondent respectivement

foor], ool Jr2gl. J2i2g —1d, o) (2910 |
La matrice dont les éléments sont les cycles d’intersection (mod 2) de

la forme C;.C; est précisément la matrice (T”) déja considérée. On a
les homologies sulvantes :

a' ~ a,

b~ ha — b,

Gy~ Gy,
) Gy~ G+ Gy
(&) Gy b Gy 2y Gy - Gy

} Chpoy ~hayna G dug 00 Cog + Gy

(mod2),
Pour démontrer ces homologies, il faut remarquer que le cycle de
symbole [o.r] reste, d’aprés la définition du parallélisme absolu,
homotope a lui-méme, lorsqu’on déplace le point [o]. Or quand le
point [o] est confondu avec le point O, le cycle de symbole [o0. 7] est

]- Donc

confondu avec un cycle de symbole [ ©

0,

lo.r] ~ [: ,-+x]'

La deuxiéme homologie de (12) s’obtient alors en cherchant les
29 +1

r—1

nombres d'intersection (mod2) de b avec [ ] et avec

2g —1, 2¢+1

2 . - . .
[ 7 ] Le coefficient 7%;; est le nombre d’intersection mod2
o 2¢, 2¢ +1 :
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de (i, avec le j*™ cycle de la suite :

[""/ ] [‘A(/~—1 l
’ .
0, 2y I, 2 — i
AP N .
s e
AR/ B tu, D it |

Il en résulte bien 7;=1 et 2,,— 0, sij > (. S'il existe un parallélisme
absolu dans [2¢ + 1], on doit pouvoir déterminer les coefficients 7
et #;; de fagon que les relations (8) définissent une substitution qui
transforme (T) en ('T").

Supposons d’abord que 'on puisse avoir »=1. Considérons les
équations

GG o bma s b g gt tmod o,
d'out
A/..Z,/*I‘z,/:: 0.
G, Gl =0 =0yl @+ )+ hagig gt gmod )
d’on
Dy == )--z// a1 — O,

Ia résolution successive des équations

C: . ('::.K,A/h,...//&

Yoyry =0
donne ~y =0 pour (<q, et 7y, =0, pour jo¢ -+ 1. On a alors
I'équation

(AMH .(,NH —o=2~0 (mod2i;

qui est impossible. Il en résulte que I'on a forcément 7. =o. Etudions
d’abord le cas n=5. On a les équations suivantes :

) ClCy=b—=a+b-tu (moda);
d’ou 2, =1.

C,LCi=0o=hy(a+br+aj+a+4b+i,a (mod2):

d’ott 75, =1. On arrive ensuite & une équation impossible :

C,.C,—=o=h {moda),

Donc on ne peut pas définir un parallélisme absolu dans 'espace pro-
jectif [ 5]. Comme 1l existe un parallélisme absolu pour n = 5, il reste
a étudier le cas n=2g+1>7. On peut encore commencer la
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détermination des coefficients 7, par la résolution successive d’équa-
tions linéaires. Je ne reproduis pas les calculs qui sont assez longs
et j'indique seulement les résultats. On peut d’abord montrer que

bagatay = )\-u] iy2g—g T o T lggag g1 — 1

On en déduit :
..

2+

4 ooy =g+ 1)b=0 (mod2).
Donc ¢ doit étre impair. En supposant ¢ = 2¢’ — 1, on trouve

hogay—1—2k = O, k=0, 1, bogl— g

Mooyt =5 1 e N P A
D’ou :
Gl Chg=¢q' b=0 {mod»2).
On a donc ¢'=2¢". On montre ensuite que les seuls coefficients 7.,, . ;,
pour j>q— 1, qui sont égaux a 1 sont de la forme 7, .., s iy
ouk=o,1,...,¢"—1.Donc

Chy .G

2g—2

hgen == b =0 (mod2),

c’est-a-dire ¢" =2rou n =16r—1. Pour n=15, on peut effective-
ment calculer les coefficients 7., de sorte que le raisonnement précé-

dent ne permet plus de conclure & I'impossibilité d’un parallélisme
absolu lorsque n =16r—1. Nous avons donc le résultat suivant :

Pour qu’on puisse définir dans |n} un parallélisme absolu, il faut
que nsottégala3onajouai1br—ri.

Il serait intéressant de savoir s’il existe effectivement un parallé-
lisme absolu pour n=16r—1; mais cette question parait difficile &
résoudre (').

L4. Les résultats des paragraphes précédents peuvent étre étendus
aux variélés engendrées par des éléments de la forme {py, p,, ..., pil.

(1) M. E. Stiefel m’a appris qu’il a éludié également le probléeme du parallé-
lisme dans les espaces projectifs. Sa méthode est toute différente et conduitl a
un résultat un peu plus complet qu’il annonce dans Lin Problem aus der
linearen Algebra und seine topologische Behandlung ( Verh. der Schweis.
Naturf, Gesellschaft, Zirich, 1935).
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Par exemple, soit V la variété des éléments {p, ¢, r{ contenus dans [n].
[.’élément |p, ¢, r| étant composé de trois variétés planes [p}, [¢]
et [r], supposons (ue ces variétés planes engendrent respectivement
les variétés [a,, a,, ..., a,],1b., b\, ..., b, et [cyycr, ..o, 6] qui
sont définies & P'aide de la suile (S). 1.’¢lément {p, ¢, » | engendre
alors une variété que nous représentons par le symhole

a,, . ey 1y, i
i

(g) by, b, ... by 1
Cis 1y LR} Cr I

Nous supposerons de plus que chacun des nombres de la premiére
ligne de ce symbole figure aussi dans la deuxiéme ligne et que chacun
des nombres de la deuxiéme ligne figure aussi dans la troisiéme ligne.
La variété de symbole (9) est alors une variété irréductible: sa dimen-
sion est égale &

i

E\(l; e ) ’T"Z(l)/‘""/‘ . E(C/\-—— ko
/ ®

ol j est un indice quelconue tel que b, ne figure pas dans la premiére
ligne et ou £ est un indice quelconque tel que ¢, ne figure pas dans la
deuxiéme ligne. [’ensemble de ces variétés subdivise V en cellules.
Cette subdivision définit un complexe analogue au complexe étudié
dans les paragraphes 8-12. On démontre facilement que les coefficients
d’incidence relatifs & ce complexe sont égaux 4 o, + 2 ou — 2. Donc
les variétés représentées par les symboles (g) sont des cycles (mod2)
et forment encore les bases minima des groupes d’homologie (mod 2).
Bien qu'on ne rencontre aucune difficulté théorique nouvelle, la
démonstration d’un théoréme général analogue a celui du para-
graphe 9 serait un peu longue. Dans chaque cas particulier donné on
pourra déterminer effectivement les nombres d'incidence et par suite
les bases d’homologie. Le théoréme sur la déformation des chaines
(§ 8) est toujours valable et permet en particulier de trouver le
groupe de Poincaré de Ia variété V.

Sil'on considére la variété engendrée parles éléments p,, p.. ..., pi!,
il faut introduire des symboles & 4+ 1 lignes analogues au sym-
bole (9); ce qui précéde se généralise alors immédiatement.
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15. 1l est intéressant de chercher l¢ groupe de Poincaré de la
variété V engendrée par les éléments |0, 1, 2, ..., n— 1} de 'espace
projectif | n]. Comme cette variété est recouverte 2” fois parla variété
du groupe orthogonal, R, a n + t variables, on peut déterminer ainsi
le groupe de Poincaré de la variété du groupe R.

Considérons le symbole & n lignes

[N
0. 1.
(1o)
O, 3N 2, n —i
ot la £~ ligne contient les nombres o, 1, ..., ¢ — 1. Ce symbole définit

un élément de V que nous considérons comme élément-origine de V.
En remplacant dans la /" ligne le nombre 7 — 1 par 7, on obtient
le symbole d’une courbe fermée A;. Les courbes A,, A,, ..., A, sont
les éléments générateurs du groupe de Poincaré, Gr, de la variété V.
Nous considérons toutes les cellules & deux dimensions de la subdi-
vision de V qui a été définie au paragraphe précédent. A chacune de
ces cellules correspond une relation entre les éléments généra-
teurs A, A,, ..., A,, et l'ensemable de ces relations définit le
groupe G. Sij — >1, les courbes A, et A, constituent la frontiére
de la cellule formée par un domaine de la variété

[BEE]

ou les lignes non écrites explicitement sont les mémes que les lignes
correspondantes de (10). Chaque élément de cette variété correspond
d’une fagon biunivoque 4 ’ensemble d’un élément defo, 1, .. ., 7—2,7]
et d'un élément de [0, 1, ...,j—2,7]. La variété (11) est donc
homéomorphe 4 un tore, de sorte qu'on a la relation

AiA = AA,

Il y a deux cellules dont les frontiéres sont constituées par les
courbes A, et A, ,. L'une d’elles est formée par un domaine de la
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variéié

" L, . . o2 )
Ces deux variétés sont respectivement homéomorphes a L, N J et

<

1 ’ . i ~
& [ L ,l] » de sorte qu’on a, d’apres le paragraphe 8, les relations
Ai Ai-v'l AA,' = ;\, SN
Ai,,_, ,Ai A,- i p— A,

De ces relations on déduit
A AL AT AT = AL AAT A = AT A= AR AbE,

Enposant H=A}=A}= ... = A’ onaH?=1. Le groupecom-
mutateur de G est donc le sous-groupe /4, d’ordre 2, engendré par H.
Le groupe G/h, qui n’est autre que le groupe d’homologie relatif a
la dimension i, est le produit direct de n groupes d’ordre 2. Done
I'ordre du groupe G /A est égal & 2" et 'ordre de G est égal 4 27",

L.e groupe R est le groupe des transformations linéaires homogénes
qui laissent invariante la forme &) + 2} + ... + &2, le déterminant
de chaque transformation étant égal a + 1. En considérant a,,
&, ..., x, comme des coordonnées projectives dans [n], chaque
transformation de R définit une transformation projective de [n]. Si
les coordonnées sont convenablement choisies, les transformations
de R qui laissent invariant 1'élément-origine de \ sont définies par

TS &k, [R===N1 70 DU ')

oulonag==r1ete,e,...c,=1. Ces transformations forment un sous-
groupe d’ordre 2" qui est comme G /k le produit direct de n groupes
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d’ordre 2. A chaque élément de V correspondent 2" transformations
de R, a savoir celles qui transforment 1’élément-origine en 1’élément
considéré. La variété R recouvre donc 2" fois la variété V.

Le groupe de Poincaré de la variété R est isomorphe a un sous-
groupe de (v, 'ordre de ce sous-groupe étant égal a I'ordre de G
divisé par 2". Donc le groupe de Poincaré de R est le groupe
d'ordre 2. A la courbe A? correspond dans R une courbe fermée non
réductible & zéro; celle-ci définit un sous-groupe clos & un parameétre,
a savoir le groupe dont les équations sont

‘ .
Ly == iy COST — ; SINT,
X == ey SINL - x; CORY,
Ty = I (k=i —1, ().

A I’élément générateur H de G correspond ainsi un élément généra-
teur H du groupe de Poincaré de la variété R. Donc;

Le groupe de Porncaré de la varvété R est le groupe d’ordre o défind
par Uélément générateur H et par la relation H* = 1.

Ce résultat est bien connu ('), mais la démonstration précédente
ne fait pas intervenir comme celle de M. H. Weyl la théorie de la
structure des groupes simples. A la subdivision de V en cellules
correspond une subdivision de R en un nombre fini de cellules. Ceci
démontre en particulier que le groupe R est un groupe clos. La sub-
division en cellules pourrait sans doute servir a la recherche de
propriétés topologiques du groupe R, mais ceci nécessiterait une
étude approfondie des relations entre un complexe et ses complexes
de recouvrement.

(') Voir H. Wey1, Theorie der Darstellung kontinuierlicher halb-einfacher
Gruppen durch lineare Transformationen (Math. Zeitschr,, 2k, 1925, p. 380);
voir aussi E. CarTaN, La Géométrie des groupes simples ( Ann. di Mat., 1926-
1927, p. 211-218),
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SUR LES ESPACES LOCALEMENT HOMOGENES!

PAR

Charles Earesmany (Paris).

Les espaces qui formeront I'objet de cette conférence sont
des espaces analogues aux formes spatiales de Clifford-Klein.
Je rappelle qu'une forme spatiale de Clifford-Klein est un
espace de Riemann & courbure constante; suivant que cette
courbure est nulle, positive ou négative, on aura un espace
localement euclidien, localement sphérique ou localement hyper-
bolique. Etant donné un espace localement euclidien, par
exemple, celui-ci est aussi caractérisé par le fait que les déplace-
ments euclidiens voisins de la transformation identique sont
définis dans un voisinage suffisamment petit de chaque point.
Une généralisation immédiate de cette derniére définition
s’obtient en remplacant le groupe des déplacements euclidiens
par un groupe de transformations continu et transitif quelconque.
en particulier par un groupe continu et transitif de Lie. On
définit ainsi les espaces localement homogenes que nous allons
étudier. Bien que les résultats que je pourrai indiquer soient
encore incomplets, il m’a semblé que ce sujet méritait d’étre
traité ici, parce qu’il touche a la fois & la théorie des groupes
et & la topologie et parce qu'il conduit & des relations entre les
propriétés infinitésimales et les propriétés globales d’un espace.

1. — Avant de préciser la notion d’espace localement homo-
géne, il sera utile de rappeler la définition d’'un groupe de trans-

1 Conférence faite le 23 octobre 1935 dans le cycle des Conférences internationales
des Sciences mathématiques -organisées par I'Université de Genéve: série consucrée 2
Quelques questions de Géomélrie et de Topologie. :
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formations de Lie au sens local ou au sens global. Soit V une
variété a n dimensions, c'est-a-dire un espace topologique
régulier admettant un systéme de voisinages dont chacun est
homéomorphe & 'intérieur d’un simplexe & n dimensions. Soit G
un ensemble de transformations topologiques dont chacune est
définie pour tout point d’un domaine D de V, les point de D
étant transformés en des points de V qui n’appartiennent pas
forcément & D. L’ensemble G forme un groupe continu a r para-
métres au sens local lorsqu’il satisfait aux conditions suivantes:

a) Les éléments de G peuvent étre mis en correspondance
biunivoque avee les points d’une variété & r dimensions, que
nous désignerons par (G), telle que, st M" = ¢ (M, s) est la
transformation correspondant au point s de (G), la fonction
o (M, s) soit continue par rapport a ’ensemble des points M et s.

b) L’ensemble G contient la transformation identique; soit i
le point correspondant de (G).

¢} 1l existe dans (G) un voisinage A du point ¢ tel qu’on ait les
propriétés suivantes: Si @ est un point de A, il existe dans D des
points M dont les transformés M’ = ¢ (M, a) appartiennent
a D; pour tout point M de cette espéce et pour tout point b
de A, on a:

M” = ofo(M, a), b] = oM, ¢} .

e point ¢ de (G) qui correspond ainsi a I'ensemble des
points a et b est défini par une fonction ¢ = {(a, d).

d) Soit a un point de A et M un point quelconque de D tel
que le point M" = ¢ (M, a) appartienne a D. Il existe dans (G)
un point a”! tel que M = o (M’, a™').

e) La fonction ¢ (a, b) est continue par rapport a ensemble
des points a et b; le point a™' est une fonction continue du
point a.

Un groupe G satisfaisant aux conditions précédentes est
appelé groupe de Lie au sens local s’1l existe, dans un voisinage
du point ¢, un systéme de coordonnées tel que les coordonnées
du point ¢ = ¢ (a, b) soient des fonctions analytiques par rapport
aux coordonnées des points « et b.

Le groupe G est dit transitif dans D si tout point M de D
admet un voisinage tel que, M’ étant un point quelconque de ce
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voisinage, il existe au moins une transformation de G qui
transforme M en M'. Si G est un groupe continu transitif de Lie
au sens local, 1l existe des systémes de coordonnées définis
respectivement dans un voisinage de M, et dans un voisinage
de ¢ tels que les coordonnées du point M’ = ¢ (M, a) soient
des fonctions analytiques par rapport & I’ensemble des coor-
données de M et de a, en supposant que M et ¢ appartiennent a
des voisinages suffisamment petits de M, et de i. Deux systémes
de coordonnées qui sont définis dans un voisinage de M, et qui
jouissent de la propriété précédente se déduisent I'un de 'autre
par une transformation analytique.

Un ensemble de transformations topologiques, G, forme un
groupe conithu a4 r paramélres au sens global lorsqu’il satisfait
aux conditions a), ..., e), en supposant que dans I’énoncé de
ces conditions D soit remplacé par V et A par (G). L’ensemble G
forme un groupe de Lie au sens global lorsqu’il définit un groupe
continu & r paramétres au sens global et un groupe de Lie au
sens local. Je signale le théoréme suivant:

LEtant donné un groupe continu a v paraméires au sens local
dont les transformations sont défintes pour tous les points de la
pariété V (c’est-ad-dire le domaine D est confondu avec V),
Pensemble des transformations dont chacune est le produit d’un
nombre fint de transformations appartenant an voisinage A de i
forme un groupe conlinu & r paramétres au sens global.

2. — Appelons espace homogéne de Lie une variété & n dimen-
sions dans laquelle est défini un groupe de transformations
continu et transitif de Lie au sens global.

Appelons espace localement homogéne de Lie (en général nous
dirons simplement espace localement homogéne) une variété E
4 n dimensions jouissant des propriétés suivantes:

a) Chaque point M de E appartient & un voisinage V, a
Pintérieur duquel est défini un groupe continu et transitif de Lie
au sens local qui transforme les points de V, en des points de E;
le voisinage V sera appelé voisinage élémentaire.

b) Soit d un domaine commun a deux voisinages élémentaires.
Etant donnés les deux groupes de Lie au sens local attachés a
ces voisinages, il existe dans chacun d’eux un voisinage de la
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transformation identique tel que les transformations de I'un
de ces volsinages soient en correspondance biunivoque avec
celles de 'autre, deux transformations correspondantes opérant
de la méme facon sur les points de d.

Un espace localement homogéne de Lie peut encore étre
défini comme étant une variété E 4 n dimensions qui jouit des
propriétés suivantes:

a) Chaque point M de E appartient & un voisinage V, dans
lequel on a défini un systéme de coordonnées et un ensemble
de r transformations infinitésimales linéairement indépendantes
qui engendrent un groupe transitif de Lie au sens local.

b) Soit d un domaine commun a deux voisinages élémentaires
V, et V.. Le changement de coordonnées défini pour les points
de d transforme les r transformations infinitésimales définies
dans V,, en r combinaisons linéaires des transformations
infinitésimales définies dans V..

Remarquons qu’un espace homogéne de Lie est aussi un espace
localement homogéne de Lie.

Etant donnés deux points M et M" d’un voisinage élémentaire,
appelons transformation élémentaire de M en M’ toute transfor-
mation qui transforme M en M’ et qui appartient au groupe
de Lie au sens local attaché a ce voisinage. Si A et B sont deux
points quelconques de E, on montre que A peut étre transformé
en B par la succession d’un nombre fini de transformations
élémentaires. Il en résulte que les groupes de Lie, au sens local,
définis respectivement au voisinage de A et au voisinage de B
sont semblables.

La variéié d’'un espace localement homogeéne est une variété
analytique. En effet, dans chaque voisinage élémentaire on peut
introduire un systéme de coordonnées tel que le groupe de Lie,
au sens local correspondant, soit analytique par rapport a ces
coordonnées et par rapport aux parametres. Le changement de
coordonnées qui en résulte pour un domaine commun & deux
voisinages élémentaires est alors également analytique.

3. — Deux espaces localement homogeénes E et E’ sont dits

équivalents lorsqu’ll existe une transformation topologique de E
en E’ telle que, M et M’ étant deux points correspondants, les
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transformations infinitésimales définies au voisinage de M soient
transformées en les transformations infinitésimales définies au
voisinage de M’. Les deux espaces E et E’ sont dits localement
équivalents lorsqu’il existe un voisinage élémentaire dans E qui
soit équivalent a un voisinage élémentaire dans E’. Le probléme
général que nous nous proposons d’étudier s’énonce maintenant
de la facon suivante:

Trouver tous les espaces localement homogénes qui sotent locale-
ment équivalents @ un espace localement homogéne donné: en
d’autres termes, trouver tous les espaces localement homogénes qui
sotent le prolongement d’'un élément d’espace localement homogéne
donné.

Une question intéressante qui se pose aussitot est la suivante:
Existe-t-tl toujours un espace homogéne qui soit localement équi-
valent ¢ un espace localement homogéne donné ?

Pour répondre a cette question, je rappelle les propriétés
suivantes: Soit H un espace homogéne de Lie et G le groupe
de Lie correspondant. Soit g le sous-groupe formé par I’ensemble
des transformations de G qui laissent invariant un point O
de H. Le sous-groupe g est fermé dans G et n’admet aucun
sous-groupe invariant dans G. Réciproquement étant donnés
un groupe abstrait de Lie, G, et un sous-groupe g qui est fermé
dans G et qui ne contient aucun sous-groupe invariant dans G,
on peut définir un espace homogene H dont le groupe de trans-
formations G, est isomorphe a G, le sous-groupe de G; qui
correspond & g étant le plus grand sous-groupe dont les trans-
formations laissent invariant un point O de H.

Si G est un groupe transitif de Lie au sens local, il existe dans G
un voisinage A de la transformation identique tel que les trans-
formations qui appartiennent a A et qui laissent invariant un
point O forment un sous-groupe continu de Lie au sens local.
Réciproquement soit (G) un groupe abstrait de lie au sens
local et soit (g) un sous-groupe continu de Lie au sens local.
Si (g) n’admet aucun sous-groupe continu invariant dans {G),
il existe un groupe de transformations continu et transitif de Lie
au sens local, que nous désignerons par G,, tel que ce groupe soit
localement isomorphe & (G), son sous-groupe qui correspond
par cette isomorphie a (g) étant le plus grand sous-groupe continu
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qui laisse invariant un eertain point. D’aprés le troisieme théo-
reme fondamental de Lie démontré du point de vue global par
M. E. Carran, la variété (G) peut étre considérée comme un
voisinage de I’élément unité d’un groupe abstrait de Lie au sens
global. Désignons ce groupe par (G’); on peut le supposer
simplement connexe; sinon on le remplacerait par son groupe
de recouvrement simplement connexe. Le sous-groupe (g) au
sens local se prolonge dans (G’) en un sous-groupe continu de Lie
au sens global; soit {g") ce prolongement. Pour que le groupe G,
puisse étre prolongé en un groupe transitif de Lie au sens global,
il faut et 1l suffit que (g’) soit fermé dans (G’). Or on sait qu’'un
groupe de Lie (G') simplement connexe peut avoir des sous-groupes
continus qui ne sont pas fermés dans (G’). Par exemple, un groupe
simple clos, simplement connexe et de rang supérieur & 1 admet
des sous-groupes ouverts & un parametre; un tel sous-groupe
n’admet évidemment aucun sous-groupe continu invariant dans
le groupe simple donné. Donc il existe effectivement des espaces
localement homogénes qui ne sont localement équivalents & aucun
espace homogéne.

Pratiquement il est difficile de reconnaitre si un groupe
transitif de Lie au sens local défini dans un certain domaine
par r transformations infinitésimales données peut étre prolongé
en un groupe de Lie au sens global. Remarquons seulement
qu'une condition suffisante pour que ce prolongement existe
est que le plus grand sous-groupe au sens local qui laisse invariant
un point O ne laisse invariant aucun autre point dans un voisi-
nage suffisamment petit de O. M. E. Cartan a déterminé tous
les espaces homogenes de Lie 4 deux dimensions. On constate
que tout espace localement homogéne a deux dimensions est
localement équivalent & un espace homogéne. La méme question
n’est pas encore résolue dans le cas de trois dimensions et on
n’a jamais déterminé tous les espaces homogénes de Lie a trois
dimensions.

4. — Je signale le théoréme suivant:

Si un espace localement homogeéne de Lie est clos et simplement
connexe, U est éqguivalent @ un espace homogéne de Lie.
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On en déduit que tout espace localement homogeéne clos, dont
le groupe de Poincaré est fini, est localement équivalent a un
espace homogéne. Pour démontrer le théoréme énoncé, on
applique surtout la propriété suivante: Etant donné un espace
localement homogéne E, tout arc AB établit un isomorphisme local
bien délerminé entre les groupes de Lie, au sens local, définis res-
pectivement au voisinage de A et au voisinage de B ; cet isomorphisme
ne varie pas lorsqu’on déforme Parc AB, les extrémités A et B
restant fizes. En particulier, si I’espace E est simplement connexe,
il existe un isomorphisme local bien déterminé entre les groupes
de Lie au sens local définis respectivement dans les voisinages
de deux points quelconques de E.

5. — Par la suite nous porterons notre attention sur les
espaces localement homogénes qui sunt localement équivalents
4 un espace homogéne donné. Soit H un espace homogéne de Lie
et G le groupe de transformations correspondant. On démontre
alors le fait suivant:

St H est la variété de recouvrement simplement connexe de H,
cette variété H définit un espace homogéne localement équivalent

a H; le groupe G correspondant & H est un groupe de recouvrement
(pas forcément simplement connexe) de G.

Appelons automorphisme de ’espace homogéne H une
transformation topologique T de H en lui-méme telle que la
transformée par T de toute transformation de G appartienne
encore a G. Appelons automorphisme local une transformation
topologique qui transforme un voisinage d’un point A de H en
un voisinage d’un point B de H de telle facon que la transformée
de toute transformation infinitésimale de G soit encore ume
transformation infinitésimale de G. On démontre alors le
théoréme suivant:

Tout automorphisme local d’'un espace homogéne simplement
connexe se prolonge en un automorphisme global de cet espace.

La démonstration de ce théoréme repose sur le fait suivant:

St G est un groupe abstrait de Lie au sens global, tout auto-
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morphisme local de ((3) se prolonge en un automorphisme global
de (G).

Soit E un espace localement homogéne que nous supposons
localement équivalent & wun espace homogéne simplement
connexe H. Définissons le développement sur H d'un arc de
Pespace E. Nous appelons arc la figure décrite par un point
qui est une fonction continue d’un parameétre variant de 0 a 1.
Soit OA un arc de E. Tout point M de E appartient & un voisinage
élémentaire qui est équivalent & un voisinage d’un point M de H.
En vertu du lemme de Borel-Lebesgue, on peut recouvrir
Parc OA par une suite d’un nombre fini d’arcs partiels telle que
deux arcs partiels successifs empiétent 'un sur Pautre et telle
que tout are partiel soit contenu dans un voisinage élémentaire
équivalent & un voisinage dans ’espace H. Soit V,, V,, ..., V.
cette suite de voisinages; nous pouvons supposer que deux
voisinages successifs n’aient qu’un seul domaine en commun.
Une suite de voisinages de cette espéce sera appelée une chaine
de voisinages recouvrant I'arc OA. Le voisinage V, du point O
peut étre représenté sur un voisinage V, d’un point O de H. Le
voisinage V, est équivalent & un voisinage V, dans H. Soit d
le domaine commun & V, et & V,. Il est représenté d’une part
sur un domaine d de {70 et d’autre part sur un domaine d de V;.
L’automorphisme local qui transforme d’ en d se prolonge en un
automorphisme global qui transforme V, en un voisinage V,.
En répétant cette opération, on pourra représenter la chaine
de voisinage V,, V;, .., V, sur une chaine de voisinages
V"O, ?1, wsy V. Larc OA sera représenté sur un arc OA recouvert
par la chaine de voisinages V, \71, .y V.. Nous dirons que
Parc OA est un développement sur H de I'arc OA; de méme
Parc OA sera appelé un développement sur E de I’arc OA. On
a ainsi le résultat suivant:

Un votsinage du point O de E étant représenté sur un voisinage
d’un point O de H, tout arc OA de E admet un développement bien

déterminé suivant un arc OA de H. Si deuz arcs dorigine O et
dextrémité A sont réductibles Uun 4 Uautre par déformation

continue, leurs développements conduisent de O au méme point A.

94



ESPACES LOCALEMENT HOMOGENES 325

La derniére partie de cet énoncé se démontre en appliquant
le lemme de Borel-Lebesgue a4 une famille continue d’arcs
d’origine O et d’extrémité A. On démontre de méme le théoréme
suivant:

Un voisinage de O étant représenté sur un voisinage de 6, soit OA
un arc quelconque de H. Ou bien Uarc OA se développe suivant un
arc bien déterminé OA de E, ou bien il existe sur Parc OA un

point C tel que Parc OC moins le potnt C se développe suivant une
ligne divergente sur Uespace de recouvrement simplement connexe

de E. Etant donnée sur H une famille continue d’arcs d’origine 0

et d’extrémité A telle que chacun de ces arcs admette sur E un
développement tssu de O, ce développement conduit toujours au
méme point A.

Les propriétés précédentes conduisent aux résultats suivants:

Si Uespace localement homogéne E est clos et simplement connexe,
il est équivalent a Uespace homogéne H. Si E est clos et admet un
groupe de Poincaré fini, Uespace de recouvrement simplement
conneze de E est équivalent & H. St E est clos et H ouvert, le groupe
de Poincaré de E est infint.

Sott H' un espace homogéne localement équicalent ¢ H; si H’
est stimplement connexe, il est équivalent ¢ H; si H' r'est pas
simplement connexre, son espace de recouvrement simplement
connexe est équivalent @ H.

6. — Considérons maintenant une classe particuliérement
intéressante d’espaces localement homogénes. Un espace E de
cette classe satisfait & la condition suivante qui sera appelée
condition de normalité: L’espace E est localement équivalent &
un espace homogéne H que nous supposerons simplement
connexe, et toute ligne divergente sur ’espace de recouvrement
simplement connexe de E se développe suivant une ligne diver-
gente de H. L’espace E sera appelé espace localement homogéne
normal ou encore forme de Clifford de I’espace homogéne H. En
particulier, tout espace homogéne localement équivalent & H
est normal; on Pappelle forme de Klein de I’espace homogéne H.
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De mdéme tout espace localement homogéne clos dont le groupe
de Poincaré est fini satisfait & la condition de normalité. On
démontre facilement le théoréme suivant:

Soit E un espace normal localement équivalent @ U'espace homo-
géne simplement connere H; lespace H est équivalent ¢ Uespace
de recouvrement simplement connexe de k.

Un voisinage du point O de E étant représenté sur un voisinage
équivalent du point O de H, tout arc OM de E se développe
suivant un arc déterminé OM de H. La correspondance entre M
et M jouit alors des propriétés suivantes: A tout point M de H
correspond un point déterminé M de E. Les points de H qui
correspondent & un méme point M de E forment un ensemble
de points équivalents par rapport a4 un groupe d’automorphismes
de VUespace H. Ce groupe s’appelle le groupe d’holonomie de
I’espace E. Il est isomorphe au groupe de Poincaré de I’espace E.
De plus it est proprement discontinu dans tout Pespace H et
aucune de ses opérations n’admet de points invariants dans H.
La recherche des formes de Clifford de I’espace H revient ainsi
a la recherche des groupes d’automorphismes de H qui peuvent
étre considérés comme des groupes d’holonomie.

Soit I un groupe d’automorphismes de H. Pour que I' soit
le groupe d’holonomie d’un espace localement homogéne normal
il faut et il suffit que les conditions suivantes soient vérifiées:

a) T est proprement discontinu dans tout I’espace H.

b) Aucune opération de I" n’admet des points invariants.

¢) Considérons dans H deux voisinages quelconques ¢ et ¢,
distinets ou confondus. Parmi les voisinages transformés de ¢
par I', il v a au plus un nombre fini de voisinages qui ont des
points communs avec ¢,

Lorsque ces conditions sont vérifiées, les ensembles de points
équivalents par rapport 4 I' peuvent étre considérés comme les
points d’un espace E qui sera une forme de Clifford de H.

La condition ¢) est vérifiée d’elle-méme lorsque I' est un groupe
fini. Cette condition est une conséquence des conditions a) et b)
lorsque T laisse invariante une métrique définie dans H. En
particulier, supposons que H soit un espace riemannien dont la
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métrique est invariante par le groupe G qui opére transitivement
dans H. Lorsqu’un groupe d’automorphismes I' laisse invariante
cette métrique riemannienne et satisfait aux conditions a) et b),
c’est le groupe d’holonomie d’un espace riemannien localement
équivalent & H, c’est-a-dire localement applicable sur H. Il
serait intéressant de savoir si la condition ¢) est toujours une
conséquence des conditions a) et b), lorsque le groupe I' est un
groupe d’automorphismes de H. J’ignore la réponse & cette
question. On sait seulement que la condition ¢) n’est pas néces-
sairement une conséquence des conditions a) et b) lorsque I' se
compose de transformations topologiques quelconques de H.

7. — La condition de normalité, pour un espace localement
homogéne E, peut étre remplacée, dans certains cas, par des
conditions plus simples. Considérons en particulier les espaces
riemanniens localement homogénes. On voit facilement que la
condition de normalité est équivalente dans ce cas & la condition
suivante: Dans Uespace E, toute ligne divergente localement
rectifiable a une longueur infinie. Cette condition est encore
équivalente & d’autres conditions, par exemple & la condition
suivante: Sur tout rayon géodésique on peut reporter, d partir de
son origine, une longueur donnée arbitraire. L’équivalence des
deux conditions précédentes s’établit facilement dans le cas
d’un espace riemannien localement homogéne. M. Hopf et
M. Rinow ont méme démontré cette équivalence pour un
espace de Riemann quelconque.

Dans le cas des espaces localement affines, c’est-a-dire locale-
ment équivalents & Pespace affine, la condition de normalité peut
étre remplacée par la suivante: Etant donnée une géodésique
quelconque de Uespace localement affine, un point M qui décrit la
géodésique peut étre défini en fonction d’'un paramétre s tel que,
dans tout systéme de coordonnées affines locales, les coordonnées de M
soient des fonctions linéaires de s; U'espace considéré sera alors
normal si @ toute valeur de s somprise entre — o et + o« corres-
pond ur point M de la géodésique donnée.

8. — Lorsqu’un espace riemannien localement équivalent a
un espace riemannien homogeéne est clos, il est normal; car il 'y
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a pas de ligues divergentes dans cel. espace. Mals dans le cas
général, un espace localement homogéne clos n’est pas forcément
normal. Les espaces localement homogénes normaux ainsi que
les espaces localement homogenes clos font partie de la classe
plus générale des .espaces localement homogénes non prolon-
geables. Un espace localement homogeéne E est dit non prolon-
geable lorsqu’il n’est pas équivalent & un domaine D d’un
espace localement homogéne E’, le domaine D ayant des points
frontiéres dans E’. On démontre facilement le théoréme suivant:

Tout espace honogéne est non prolongeable.

[l suffit d’appliquer le théoréme qui dit que tout arec d’un
espace localement équivalent & un espace homogéne H admet
un développement sur H. Il résulte immédiatement de ce théo-
réme que toutl espace localement homogéne normal est non prolon-
geable. De méme il est clair que tout espace clos est non prolon-
geable. Il existe des espaces localement homogénes non prolon-
geables (méme simplement connexes ou clos) qui ne sont pas
normaux: Par exemple, soit H un espace homogéne a 3 dimen-
sions et considérons un nocud dans cet espace. Tout espace de
recouvrement & plusieurs feuillets de I’espace complémentaire
du neeud est non prolongeable. D’une fagon générale, le théoréme
relatif au développement d’un arc sur un espace homogéne
permet de reconnaitre si un espace localement homogéne donné
est prolongeable ou non prolongeable. Il serait intéressant de
savoir si tout espace prolongeable est équivalent -4 un domaine
d’un espace non prolongeable.

9. — Donnons quelques applications des notions et propriétés
générales qui précédent. Je ne parlerai pas des espaces localement
euclidiens ou localement non euclidiens, car ce sujet est bien
connu. Je signale que les formes de Clifford ou de Klein des
espaces riemanniens homogénes, en particulier des espaces
riemanniens symeétriques, ont été considérées par M. E. Cartan
dans plusieurs de ses travaux.- Je me propose d’indiquer seule-
ment quelques propriétés des espaces localement projectifs.

Un espace localement projectif est un espace localement équi-
valent & un espace projectif réel. On peut encore le définir-de la

98



ESPACES LOCALEMENT HOMOGENES 329

facon suivante: Un espace localement projectif E est une
variété & n dimensions sur laquelle on a défini un systéme de
courbes appelées géodésiques tel que chaque point de E appar-
tient & un voisinage qui admet une représentation topologique
sur un domaine de 1’espace projectif, les arcs de géodésiques
étant représentés par des segments de droites.

Tout espace localement euclidien, localement non-euclidien
ou localement affine est évidemment un espace localement pro-
Jjectif. D’une fagon générale, si H est un espace homogéne et G
le groupe de transformations correspondant, tout sous-groupe
continu G’ qui est localement transitif dans un domaine de H
définit un espace homogeéne H', et tout espace localement équi-
valent & H’ définit aussi un espace localement équivalent & H.

Soit S l’espace de recouvrement simplement connexe de
Tespace projectif & n dimensions. 1.’espace S est homéomorphe
a la sphére 4 n dimensions et recouvre deux fois I'espace pro-
jeetif. Un point de S est représenté par 1’ensemble de n + 1
quantités iz, , Azy, ..., Az, , non toutes nulles, le nombre X étant
un nombre positif quelconque. Le groupe d’automorphismes (A)
de T’espace S est le groupe dont la transformation générale est:

’

;= déterminant }aij] == 4 1.
L’application d’un résultat général au cas présent donne le
théoréme suivant:

Tout espace localement projectif clos et @ groupe de Poincaré
fini admet Uespace S pour espace de recouvrement simplement
connexe.

Les espaces de cette classe sont les espaces localement pro-
jectifs normaux. Un espace localement projectif normal peut
aussi étre caractérisé par la propriété suivante: Toute géodésique
de Despace est une courbe fermée.

Tout espace localement projectif normal est défini par un
groupe formé d’un nombre fini de transformations du groupe (A),
chacune de ces transformations étant sans points invariants
dans S. Réciproquement tout groupe fini de cette espéce définit
un espace localement projectif normal. Or tout groupe fint de
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transformations de (A) laisse invariante au moins une forme
quadratique définie.en xy, ry, ..., I, que nous pouvons supposer
otre la forme a + & + ... + 2. Le groupe considéré est
done un groupe de déplacements sphériques. Donec

TuroriME: Tout espace localement projectif normal est équi-
valent a un espace localement sphérique normal (forme spatiale
de Clifford & courbure constante positive). En particulier, tout
espace homogéne localement équivalent a Uespace projectif est
équivalent a Uespace projectif ou a lespace sphérique.

Les espaces localement euclidiens ou localement hyperboliques
sont des espaces localement projectifs qui ne sont pas normaux.
Si les géodésiques d'un espace localement projectif sont les
géodésiques d’une métrique riemannienne, cet espace est locale-
ment euclidien ou non-euclidien. 1 existe des espaces localement
projectifs, méme clos, qui ne sont pas équivalents & des espaces
localement euclidiens ~ ou mnon-euclidiens. Considérons, par
exemple, dans le plan projectif la transformation z, = Az,
X, = x,, X = I, et le groupe I' engendré par cette transforma-
tion. Dans le domaine obtenu en enlevant du plan projectif la
droite x, = 0 et le point z; = x, = 0, le groupe I' a les carac-
téres d’un groupe d’holonomie et définit un espace localement
projectif E. On peut prendre pour domaine fondamental du
groupe I' le domaine compris entre les deux coniques
D4t — 2 =0 et a4+ 2 — ¥x, = 0. On voit donc que
I'espace E est homéomorphe au tore, mais les géodésiques de
cet espace ne peuvent pas étre les géodésiques d’une métrique
riemannienne. De plus ces géodésiques ne satisfont pas a la
condition suivante que nous appellerons condition de convexité:
Supposons donnée une famille continue d’arcs géodésiques AB,,
Uorigine A étant fixe et Uextrémité B, étant une fonction continue
d’un paramétre t, définie pour 0 <t <<1; si B, tend vers un
point B, lorsque t tend vers 1, Uarc géodésiqgue AB, tend vers un
arc géodésigue AB,. Remarquons que les géodésiques d’un
espace riemannien normal satisfont & cette condition ainsi que
les géodésiques d’un espace localement projectif normal ou d’un
espace localement affine normal. Un espace localement projectif
qui satisfait a la condition de convexité sera appelé convexe.
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Les géodésiques issues d’un point remplissent tout 1’espace. On
peut démontrer le théoréme suivant:

L’espace de recouvrement simplement connexe d'un espace
localement projectif convexe est équivalent a U'espace sphérique S
ou bien d un domaine convexe de U'espace projectif.

Réciproquement, soit D un domaine convexe de l’espace
projectif, c¢’est-a-dire un domaine satisfaisant 4 notre condition
de convexité. Soit I' un groupe de transformations projectives
qui transforme D en lui-méme, qui est proprement discontinu
dans D et dont les transformations n’admettent pas de points
invariants dans D. On sait qu’on peut définir dans D une mé-
trique en prenant pour distance de deux points M et M’ le
logarithme du rapport anharmonique des points M, M’ et des
deux points d’intersection de la droite MM’ avec la frontiére
de D. Cette métrique est invariante par I'. L’ensemble des
points équivalents & un point de D par rapport au groupe I
peut donc étre considéré comme le point général d’un espace
localement projectif; celui-ci sera convexe et admettra D pour
espace de recouvrement simplement connexe. Dans ce raison-
nement on a supposé que D n’est pas ’espace affine.

10. — Considérons plus spécialement les espaces localement
projectifs convexes & deux dimensions. Faisons abstraction des
espaces localement projectifs normaux, ¢’est-a-dire de l’espace
sphérique & deux dimensions et du plan projectif. Soit E un
espace localement projectif clos. Son espace de recouvrement
simplement connexe est équivalent & un domaine convexe D
du plan projectif; appelons C la frontiére de D. L’espace E sera
défini par un groupe projectif I' qui a les caractéres d’un groupe
d’holonomie dans le domaine D; ce groupe I' est d’ailleurs infini.
On montre alors que les seuls cas qui peuvent se présenter sont
les suivants: 1° C est une droite et D est le plan affine; 20 C se
compose de deux droites et D est le demi-plan affine; 3° C se
compose de trois segments de droites et D est l'intérieur d’un
triangle; 4° C se compose d’un segment de droite et d’'un arc
de courbe tel que les transformés par I' de tout point de cet
arc forment un ensemble partout dense sur cet are; 5° les trans-
formés de tout point de C (peut-étre & ’exception d’un point)
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forment un ensemble partout dense sur C. Supposons que C
soit composé d’arcs analytiques. Alors la partie non rectiligne
de C est & courbure projective constante. On peut en déduire
que les seuls cas possibles sont les trois premiers cas et le cin-
quiéme cas ot D est Pintérieur d’une conique. On a par consé-
quent le résultat suivant:

ST un espace localement projectif & deux dimensions est convexe
et clos, il est équivalent ¢ Uespace sphérique, ou bien d Uespace
projectif, ou bien a un espace localement hyperbolique, ou bien d
un espace localement affine normal, ou bien son espace de recoucre-
ment simplement connexe est équivalent soit au demi-plan affine,
soit a Uintérieur d’un triangle, soit @ un domaine convexe du plan
projectif dont la frontiére contient des arcs non analytiques.

Il parait probable que le dernier cas ne peut pas se présenter.
On a de méme le résultat suivant:

St un espace localement affine @ deux dimensions est convexe
et clos, il est normal, ou bien son espace de recouvrement simplement
connexe est équivalent sott au demi-plan affine, soit 4 un domaine
du plan affine limité par deux demi-droites issues d’un point,
soit a un domaine convexe du plan affine dont la frontiére contient
des arcs non analytiques.

Plus généralement on peut démontrer que les deux énoncés
précédents sont encore valables pour les espaces localement
projectifs ou pour les espaces localement affines qui sont convexes
et non prolongeables. Remarquons cependant qu'un espace
localement hyperbolique normal est prolongeable en tant
qu’espace localement projectif lorsque le groupe I’ correspon-
dant est proprement discontinu sur la conique C.

11. — 11 est intéressant de considérer également les espaces
localement projectifs complexes. L’espace projectif complexe
est simplement connexe. Dans le cas d’un nombre pair de dimen-
sions, ’espace projectif complexe n’admet pas de forme de
Clifford autre que lui-méme. Dans le cas d’un nombre impair
de dimensions complexes, il existe une forme de Clifford dis-
tincte de Vespace projectif complexe. Cette forme de Clifford est
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non orientable, et elle peut aussi étre considérée comre une
forme de Clifford de 'espace hermitien elliptique.

On détermine encore facilement .les espaces localement
conformes normaux. On peut démontrer que ceux-ci sont aussi
équivalents aux espaces localement sphériques normaux.

Pour terminer remarquons que les espaces localement homo-
génes considérés sont des cas particuliers des espaces non holo-
nomes définis d’une facon générale par M. E. Cartan. Ce sont les
espaces non holonomes correspondant & un greupe transitif
de Lie G tels que les déplacements infinitésimaux attachés aux
différents vecteurs infinitésimaux de I'espace satisfont aux
équations de structure du groupe G. L’étude des espaces locale-
ment homogeénes est ainsi le premier pas dans I’étude des pro-
priétés globales des espaces non holonomes.
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SUR LES APPLICATIONS CONTINUES D'UN ESPACE
DANS UN ESPACE FIBRE OU DANS UN REVETEMENT;

Psar M. Cuarres Eoresmanx.

1. Introduction. — Dans le présent Mémoire, je généralise un
résultat indiqué dans une Note aux Comptes rendus (1) et qui
peul s’énoncer sommairement de la facon suivante :

Soit E un espace fibré et B son espace de base; si une application
continue f d’un complexe fini K dans B est la projection d’une
application continue f' de K dans E, toute déformation continue
de f est la projection d’une déformation continue de f'.

Le théoréme 1 ci-dessous affirme que ce résultat est encore
valable en supposant que K est un complexe quelconque (pas
nécessairement fini). Le théoréme 2 concerne le cas particulier
ou E est un revétement de B. Le résultat précédent est alors valable
en supposant que K est un espace topologique quelconque.
B. Eckmann (®) a démontré indépendamment la proposition
analogue correspondant aux hypothéses suivantes : E et K sont des
espaces métriques compacts; l'espace E n’est pas muni d’une
fibration, mais d’une partition rétractile.

Jindiquerai une série de résultats, en partie connus, qui sont
des applications presque immédiates des théorémes 1 et 2. 11 s'agit
surtout de conditions pour qu'un espace fibré soit isomorphe
a un produit topologique, pour qu'une application dans B soit
inessentielle ou pour que deux applications soient homotopes. Le
théoréme 3 donne une caractérisation des classes d’applications
d’un espace A dans un espace localement euclidien ou localement
non euclidien hyperbolique, en particulier dans une surface quel-
conque a 'exception de la sphére et du plan projectif.

(') C. EnresMaNN et J. Fenpnavu, Sur les propriétés d’homotopie des espaces
Jibrés (C. R. Acad. Sc., 211, 1941, p. 945-4943).

(*) B. EckMaANN, Zur Homotopietheorie gefaserter Rdume (Commentaric
math. helv., 1941-1942, p. 141-192).
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La terminologie et les notations sont celles des Eléments de
Mathématique de N. Bourbaki (1).

2. Un théoréme sur les espaces fibrés et ses applications. -—
Rappelons la définition suivante de la notion d’espace fibré :

Dervirion 1. — Soit r une relation d’équivalence dans un espace
topologique E; soient B I'espace quotient E/r et p la projection
canonique de E sur B. Désignons par F, la classe d’équi-

valence ;)i(;v) correspondant & z€B. Supposons que toutes
les classes d’équivalence soient homéomorphes a un espace
topologique F. Chaque classe F, sera appelée une fibre et F
sera appelé¢ la fibre type. L’espace E muni de la relation
d’équivalence r sera appel¢ espace fibré et B son espace de base
ou espace des fibres, lorsque la condition suivante sera vérifiée :
Tout point z de B admel un voisinage U,, appelé voisinage

distingué, tel qu’il existe un homéomorphisme de ;;(U,,,) sur
le produit topologique U, >< F appliquant F, sur {y | < F pour
tout y € U,.

Si p est la projection canonique de espace fibré E sur 'espace
de base B et /' une application d’un espace K dans E, I'application
composée f= pof’ de K dans B sera appelée projection dans B
de f".

Rappelons encore qu’une déformation d’une application
continue f de K dans B est une famille (f,),e, d’applications
continues de K dans B telle que fy=f et que lapplication ¢
de K <1 dans B, définie par o(z, t) = fi(x), z€K, tel, soit
continue, 1 désignant I'intervalle [0, 1] de la droite numérique.
Lorsque les restrictions de f; etde fa une partie K’ de K sontiden-
tiques, quel que soit €1, on a une déformation modulo K'.
Les applications f, et fi sont dites homotopes modulo K/,
lorsqu’il existe une déformation (f:),e; modulo K' de f, a fi.

Tutorime 1. — Soit f’ une application continue d’un complexe
simplicial K dans V'espace fibré E et soit f= pof' la projection

(1) Paris, Hermann, 193y, 1940, 1g42.
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de f" dans B. En désignant par g et g’ respectivement les res-
trictions de f et /" a un sous-complexe L de K, soit (g}),¢, une
déformation de g’ dont la projection dans B est la défor-
mation (g),e; de g (c'est-a-dire g, = pog’, pour toul tel).
Etant donnéde unc déformation (f,),e; de J telle qué la restric-
tion de f; & L soit gy, il existe une déformation (f}); de f'telle
que sa projection dans B soit la déformation (f),¢, et que la
restriction de £, a L soit g.

Démontrons d’abord le théoréme dans le cas particulier suivant :
Ie complexe K est formé par un simplexe e¢?, de dimension rn, et
par Pensemble de ses faces; L est donc formé par un ensemble de
faces de e".

La déformation ( f;),c, est définie par une application continue v

de K >< 1 dans B. On peut trouver une subdivision simpliciale K’

de K ct une subdivision de I en r intervalles I = [k—l_—l, ’é]a ou k

est un entier de l'intervalle[ 1, r], telles que, pour tout simplexe e}
de K' et pour tout entier k €[1, r], 'image par ¢ de e} >< I, soit
contenue dans un voisinage distingué d’un point de B. En effet,
I’ensemble des images réciproques par ¢ des voisinages distingués
ouverts de B forme un recouvrement de K >< I par-des ensembles
onverts. Si e” est supposé plongé dans R7, l'espace e <1 peut
étre considéré comme un sous-espace, appelé prisme, de 'espace
numérique Rr>< R=Rr*t, C’est donc un espace métrique
compact, la métrique étant la métrique euclidienne induite. Par
suite il existe (*) un nombre 7 > o tel que loute partie de e’ >< I,
de diamétre <7, soit contenue au moins dans un des ensembles
ouverts du recouvrement considéré de K ><1. On peut bien
trouver une subdivision K’ de K et un entier r tels que les
diamétres de lous les ensembles ef>< I; soient <z, ce qui
démontre notre affirmation.

Les simplexes de dimension n de K’ seront désignés par e/, ou
I'indice ¢ est un entier quelconque de l'intervalle [ 1, a]. a entier.
Soit M, ; la réunion des produits e >< Iz tels que A<k —1, 7~ a.
ou k=h, (<j, les entiers A et j vérifiant les conditions 1 < /A~ 7.

(') Voir Aruxanororr-Hove, Topologie, I, p. 100, Théoréeme IV.
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1<j<a. L’ensemble M, , sera aussi désigné par M, , et la
partie vide de K'>< I sera désignée par M, ,. Nous allons définir
par récurrence une application continue ¢’ de K'>< I dans E telle
que ¢ = pog' et que larestrictionde ¢’ & L >< I soit'application ¢/
correspondant a la-déformation donnée (g),¢;. Soit ¢4, la restric-
tion de ¢ & M, ;. Soit N, ; lintersection de M, ; avec L <1 et
soit ¥, . la restriction de ¢/ 4 Nj ;. Supposons qu’on ait défini une
application continue ¢}, ; de M, ; dans E telle que g j=pog, ;
et que la restriction de ¢}, ;a Ny, ;soit§}, ;. Ensupposantog jSa—r,
définissons un -prolongement g, ; , de ¢;, ;, défini dans My, ;4 tel
que Qa,j.i=pow, ., et que la restriction de g} ;. , a Nuj.
soit ¢} ;. (. Il suffit de définir une application continue 9, ;.,

de ej,, <1, dans E telle que : 1° pog; ;. =restriction 94,4

de ¢ a e}, < Ii; 2° ¢} ;,, coincide avec ¢ ; sur lintersection
de e}, > avec M, , et coincide avec ¢’ sur lintersection
de e},, > I avec L < I. La condition 2° exprime que ¢}, ;,, estun
prolongement au prisme ej,, >< I, d’une application continue
donnée 9, ;.4 d’un certain sous-complexe MZ.jH de ce prisme.
Ce sous-complexe, lorsqu’il est différent du prisme tout entier,
h—1

est formé de la base inférieure €}, , < ) 2 et d’un ensemble

de faces latérales de ce prisme. L’application pof, ;.4 est la res-
triction de ¢ a4 Mj, ;,,. Comme le prisme est appliqué par ¢ dans un
voisinage distingué U d’un point de B, il sera appliqué par ¢}, ;.
-1 : . . . ‘
ans von peunt identifier avec UxF. Soi a
d p(U), qu'on peut identifi UxF. Soit p' 1
projection canonique de U < F sur F. L’application ¢}, ;,, sera
définie lorsqu’on aura défini les deux applications continues
PoGh juy €L plow; ;. Or pogy ., est 'application connue G, ;...
L’application p'o¢, ;. , doit étre un prolongement continu au
prisme de 'application connue p'o8 ;1. D'aprés le lemme que
nous démontrerons un peu plus loin, M ;  est un rétracte du
prisme; c’est-a-dire il existe une application continue n du prisme
sur M) ;| telle que sa restriction a Mj ;. , soit I'application iden-
tique. L’application p'o0; j,4om est un prolongement au prisme
de p'ofs j.1. Le couple d’applications {9z, ji4y p'obs, ja0m) définit
une application o, ;  vérifiant les conditions (1°) et (2°). La
réunion des deux applications ¢}, ; et g ;. définit I'application
continue cherchée ¢, ;...
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La définition précédente s’applique lorsque A=1 et j=o,
9,0 désignant 'application vide (c’est-a-dire de la partie vide My ).
Par récurrence nous avons donc défini une application ' de K'>< 1
dans E, qui détermine une déformation (f}),¢; vérifiant les condi-
tions de I'énoncé.

Démontrons maintenant le théoréme en supposant le complexe
simplicial K absolument quelconque. Soit ¢ 'application de K >< I
dans B qui définit la déformation donnée (f,),¢, et soit &' I'appli-
cation de L >< I dans E qui définit la déformation donnée (£)),e1-
Soit A l’ensemble des applications dans E vérifiant les conditions
suivantes :

1. Chaque application a € A est définie dans M > |, ou M estun
sous-complexe arbitraire de K.

2. L’application poa est la restriction de 9 a M < 1.

3. Les restrictions de a et de ¢’ a L'>< I, ou L'=MAnL, sont
identiques.

L’ensemble A est ordonné par la relation @ca; qui signifie
que a; est un prolongement de a. L’ensemble ordonné A est
inductif (1). En effet, soit A’ une partie totalement ordonnée
de A et soit M’ >< I la réunion de l'ensemble des parties de K < I
dans lesquelles sont définies les applications appartenant a A’.
M’ est un sous-complexe de K, car c’est une réunion de sous-
complexes. Soit b D'application de M'><1 dans E qu’on peut
appeler réunion de la famille d’applications A’ et qui est définie de
lafacon suivante : b(z) = a(z), quel que soitx € M' < I et quel que
soit a € A lel que a(z) soitdéfini; I'élément b(x) est bien unique,
car si a(x) et @'(x) sont définis et si @ el a' appartiennent a A/,
on a a(x)=a'(x) en remarquant que a Ca’ ou @' c a. L’applica-
tion b vérifie les trois conditions (1), (2) et (3); ¢’est évidemment
la borne supérieure de A’ dans A. L’existence de cette borne
supérieure signifie que A est inductif. En vertu du théoréme de
Zorn, 'ensemble A posséde an moins un élément maximal.

Soit ¢’ un ¢lément maximal de A. Supposons ¢ défini
dans K,><1 et montrons que K;=K. Soit e" un simplexe
quelconque de K. Soit L, le sous-complexe de e* formé par

(') Voir Boursakl, T/. des Ensembles (fasc. de Résultats), p. 36 et 3-.
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(Kinem)u(Lne"). Soit ¢, Papplication continue de L,><1
dans E qui coincide avec ¢ sur (K;ne?)><1 et avec ¢
sur (Lne”)><1; ces deux conditions sont compatibles, parce
que ¢' vérific la condition (3). D’aprés le cas particulier du
théoréme 1, déja démontré ci-dessus, il existe une application
continue ¢, de ¢">< 1 dans E telle que pog¢) soit la restriction
de ¢ a e">< 1 et que la restriction de ¢}, a Ly >< I soit égale a ¢,.
Comme les restrictions de ¢’ et ¢} a (K; ne?)>< I sontidentiques,
la réunion des applications ¢’ et ¢, définit une application ¢"
de K,><1I dans E, ou K,=K,ue". Cette application ¢’ est
continue, ses resirictions aux deux ensembles fermés K,><I
et e"><1 étant continues. Elle vérifie d’autre part les condi- .
tions (1), (2) et (3) et prolonge ¢'. Comme ¢’ est maximal, on
a ¢'=0". Donc K,=K,, c’est-a-dire e* appartient a K,.
Donc K; =K. L’application ¢’ définit bien une déformation de f/
vérifiant les conditions de Pénoncé du théoréme,

Dans la démonstration précédente nous avons utilisé le lemme
suivant. :

Lemme. — Soit e* un simplexe dans R* et considérons le
prisme e >< I de R%>< R = R»*1, Soit M un sous-complexe du
prisme, formé par la réunion de la base inférieure e”>< {0} et
d’un ensemble de faces latérales e >< I, ou e est une face de
dimension r de e. Il existe une application continue 7 du
prisme e < L sur M telle que la restriction de = a M soit 'appli-
cation identique.

On définit facilement une suite de p + 1 sous-complexes M; du
prisme e”>< I, Pindice k étant un entier quelconque de 'inter-
valle [o, p], cette suite vérifiant les conditions suivanles
1© M= M1 U{ex< 1), ou e; est une face de e". L'intersection
de M,,, avec e;>< I est la réunion de la base inférieure e; >< {o}
etde toutes les faces e; < I telles que ¢; C e et e; £ ex; 2° My=enx<I
et M,=M. On peut définir une application 7; de My sur My,
telle que sa restriction a M., soit Iapplication identique. En
effet; soit ¢; le point (gz, 2) de R*>< R, ou gy est le centre de
gravité de e;. La droite passant par g etparz € M, rencontre M4
en un point unique 7x(z). L’application m; qui fait correspondre
a z le point 7 (z) posséde la propriété indiquée. L’application
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composée T = T, _40m,_s0...0T10%, est une application de e >< 1
sur M dont la restriction & M est 'application identique.

Remarque. — Dans le cas particulier ou la déformation donnée
de g’ est la déformation constante (c’est-a-dire g, = g’, quel que
soit ¢e€l), le théoréme 1 peut encore s’énoncer de la fagon
suivante :

Soit f’ une application continue du complexe K dans l'espace
fibré E et soit f = pof’ sa projection dans I'espace de base B.

En désignant par /' et £ les classes d’homotopie de f' et de f

modulo un sous-complexe L de K, on a f = pof’.

Le théoréme 1 admet de nombreuses applications. Ainsi il sert
a établir les relations entre les groupes d’homotopie des espaces E,
B et IV, relations indiquées dans la note citée plus haut et
démontrées avec des hypothéses différentes dans le mémoire cité
de B. Eckmann. Nous pouvons énoncer le corollaire suivant :

Cororrairg 1. — Si E est un espace fibré et B son espace de base,
toute application continue inessentielle du complexe K dans B
est projection d’une application inessentielle de K dans E. En
particulier, si K est contractile en un point, toute application

continue de K dans B est projection d’une application continue
de K dans E.

En effet, une application inessentielle est par définition une
application homotope & une application constante. Or toute appli-
cation constante f de K dans B est projection d’une application
constante /' de K dans E. Toute application homotope & f est donc
projection d’une application homotope a f. De plus, si K est
contractile en un point, toute application continue de K dans B est
inessentielle.

Par exemple, toute application continue dans B d’une boule
JSermée ou ouverte est projection d’une application dans E. En
particulier, tout chemin () dans B est la projection dans B d'un

{*) Un chemin dans B est une application continue dans B de Pintervalle I.
Un chemin ¢ est dit fermé lorsque c{o) = c(1); on peut le counsidérer aussi
comme une -application du cercle St.
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chemin dans E. Rappelons dailleurs que s¢ la fibre ¥ est
connege par arcs (1). tout chemin fermé dans B est la projec-
tion d'un chemin fermé dans E. 1 suffit,; en effet, de considérer
le chemin fermé dans B comme le produit de deux chemins a et &
tels que a(1)=b(0), b(1)=a(o), a(o)z#b(o), le chemin &
étant un chemin dans un voisinage distingué U de a(o). Le
chemin « est la projection d’un chemin a' dans E. Nous pouvons
identifier p—' (U) avec U ><F. 1l existe un chemin ¢ dans ¥ tel
que c{0) soit la projection canonique de a'(1) dans F et _que ¢(1)
soit la projection canonique de a'(o) dans F. L’ensemble des
chemins b et ¢ définit un chemin b’ dans E se projetant suivant &
dans B. Le produit des chemins «' et &' est un chemin fermé .
dans E sc projelant suivant le chemin fermé donné dans B. Le
théoreme 1 entraine donc aussi le corollaire suivanl :

Cororratne 2. — Si E est un espace fibré dont la fibre F est
connexe par arcs et si K est un complexe contractile en un
cercle, toute application de K dans Pespace de base B est la

projection d’unec application de K dans E.

Le corollaire 1 montre que tout espace fibré dont 'espace de
base B ‘est un complexe contractile en un point admet une
section (2). 1l en est de m@me si la fibre F est connexe par arcs et
si B est un complexe contractile en un cercle. On en déduit la

proposilion suivante :

Prorosttioy 1. — Tout espace fibré E dont Vespace de base B
est un complexc contractile en un point est isomorphe au
produit topologique B >< I, ot I est la fibre type.

Pour la démonstration de cette proposition, je renvoie a ma
note « Espaces fibrés associés » (*), ot elle est démontrée dans le

(') Un espace est dit connexe par arcs, lorsqu’il existe un chemin dont
Porigine et Uextrémité sont deux points donnés arbitraires.

(*) Une section de U'espace fibré E-est 'image de 'espace de base B par une
application contivue fde B duns E telle que pof soit lapplication identique
‘de B. Une section est aussi appelée systéme continu de représentants de
I'ensemble des fibres.

(*; €. R. Acad. Sc., 213, 1941, p. 702-76]. Cette Note contient aussi la défi-
nition de la-notion d’isomorphisme.
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cas ou B est un complexe fini. La notion d’espace fibré utilisée
dans ceite Note est d’ailleurs plus précise que celle qui est définie
plus haut. C’est la notion d’espace fibré a groupe structural G,
ou G est un groupe d’automorphismes de la fibre F. On considére
sur G une topologic telle que Papplication (s, ) — s(z), on 2z €F
et s € G, soit une application continue de G >< F sur F. On peut
alors faire correspondre a tout espace fibré a groupe structural G
un « espace fibré associé principal », qui a le méme espace de
base B et dont la fibre type est 'espace topologique G. Pour que
I'espace fibré donné soitisomorphe au produit topologique B < F,
il faut et il suffit que 'espace fibré associé principal admette une
section. La proposition 1 en résulte immédiatement.

Par exemple, tout espace fibré dont Pespace de base est une
boule ouverte est isomorphe a un produit topologique; remar-
quons qu’il admet donc un prolongement formant un espace fibré
sur la boule fermée.

On démontre de la méme fagon la proposition suivante :

Prorosition 2. — Tout espacc fibré & groupe structural G, tel
que G soit connexe par arcs et que Pespace de base B soit
contractible en un cercle, est isomorphe au produit Lopo-
logique B >< F, ou I est la fibre type.

3. Cas particuliers des revétements. — La notion de revéte-
ment peut se définir de la fagon suivante :

Derixition 2. — Ktant donnés un espace topologique E et une
applicalion continue p de E sur un espace topologique B,
Iensemble (E, p) est appelé revétement de B, lorsque : 1° quel

-1
que soit z € B, U'cnsemble p(x) est discret dans E; 2° tout
point z € B admet un voisinage V, appelé voisinage distingué,
—1 . .
tel que p(V) admette un homéomorphisme sur le produit
- - ~1 . =1 e N -1 ’ o
topologique V < p(z) appliquant p()-) sur {3} > p(x), pour
tout €'V,
—1 - |

Le voisinage V' de ' € p(2) qui correspond a V< {x'} dans

un tel homéomorphisme s’appellera voisinage distingué de 27,

—1
On voit facilement que, si B estconnexe, lous les ensembles p ()
ont méme puissance et sont donc homéomorphes a un méme
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espace discret IF. Le revétement (E, p) est alors un espace fibré
dont la fibre est un espace discret.

Le théoréme 1 s’applique aux revétements; d’une fagon plus
précise, on a le théoréme suivant :

TutoriMr 2, — Soit (L, p) un revétement de B et soit A un
espace topologique quelconque. Si I'application continue f de A
dans B est la projection po f* d’une application continue f' de A
dans L, toute déformation (f;),e; de f est la projection d’une
déformation bien déterminée (f7), o, de /7.

On démontre d’abord la proposition suivante, qui n’est qu’un
cas trés particulier dn théoréme 2.

Prorosition 3. — Tout-chemin ¢ dans B est la projection d’un
chemin bien déterminé ¢’ dans E, tel que I'origine ¢/(0) soit un
point donné de E se projetant sur 'origine ¢(o) de c.

Si le chemin ¢ est contenu dans un voisinage distingué V
de ¢(0), soit V' un voisinage distingué de ¢/(0) se projetant sur V.
La restriction de p a V' est un homéomorphisme p’ de V' sur V.
Le chemin ¢’ sera unc application de I dans V', car V' contient la

. N -1 7
composante connexe de ¢'(o) relativement a p(V). Donc ¢’ sera
défini par (p')—toc. ;
Si ¢ est quelconque, on peut subdiviser I en r intervalles

. “h—1 I . .
partiels 1= — tels que la restriction ¢; de ¢ a I, soit

contenue dans un voisinage distingué de B, quel que soit Uentier
he[r, r|. Par récurrence on définit alors un chemin ¢’ bien
déterminé se projetant sur ¢.

Cororraire. — (E, p) élant un revétement de B et A étant un
espace connexe par arcs, s'il existe une application continue f’
de A dans E telle que pof’ soit une application donnée f de A
dans B et que f'(z,), ot z,€ A, soit un point donné de E,
Papplication /' est déterminée d’une fagon unique.

Démonstration du théoréme 2. — La délormation donnée
(fe)rer est définie par unc application ¢ de- A >< I dans B. Soit o,
la restriction de ¢ a {2} > 1, ou weA. Soit g, 'application de 1
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sur {z} > I telle que ¢,(¢) = (2, ¢). L'application ¢,o0q, est un
chemin ¢, d’origine f(x), qui est projection d’un chemin
déterminé ¢, d’origine f'(z). Soit ¢’ Papplication de A >< 1 dans E
telle que ¢'(z, ¢t) = ¢, (¢). S’il existe une déformation ( f}),; de f'
telle que f;= pof,, celle-ci est définie par ¢'. Il suffit donc de
démontrer que ¢’ est une application continue.

Supposons que ¢’ soit continu en tout point (z, ), ou z est un
point fixe de A et ¢ un point quelconque de [ vérifiant la condition
t < t;<1. Montrons que ¢’ est aussi continu dans tout un voisinage
du point (z, t;). En effet, il existe un voisinage W < [t, ¢;]
de (z, ty) dans A >< I tel que son image par ¢ soit contenue dans
un voisinage distingué ouvert V de o(z, £;) et que /(W < {£2])
soit contenu, a cause de la continuité de ¢’ au point (z, £,), dans
un voisinage distingué V' de ¢'(x, ¢,) se projetant sur V. D’aprés
le raisonnement utilisé pour démontrer la proposition 3, la res-
triction de ¢’ & W < [£,, £3] est la restriction & W ><[¢s, £5] de
Papplication (p')~1og, ou p' est ’homéomorphisme canonique de V'
sur V. Supposons W ouvert dans A et soit U Dlintérieur de
Pintervalle [¢,, t;] relativement a I. L’application ¢’ est alors
continue en tout point de W > U. Le raisonnement s’applique
aussi au cas ot ¢, —= 0. Alors on a t, = o et il faut utiliser la conti-
nuité de f" au point (2, 0). Soit J le plus grand intervalle contenu
dans I et contenant le point O, tel que ¢’ soit continu au
point (x, t), quel que soit ¢t €J. Ce qui précéde montre que J est
ouvertrelativement a I et contient sa borne supérieure; doncJ =1.

Du théoréme 2 on déduit immédiatement les corollaires suivants:

Cororratre 1. — Pour qu’une application f de A dans B soit
inessentielle, il faut et il suffit qu’elle soit la projection po f”
d’une application inessentielle f' de A dans E, ou (E, p) est un
revétement quelconque de B.

En particulier, si A est contractile en un point, toule appli-
cation continue de A dans B est la projection d’une application
continue de A dans E.

CoroLLatre 2. — Soit (E. p) un revétement de B tel que toute
application continue de A dans E soit inessentielle. Alors la
condition nécessaire et suffisante pour que Papplication
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continue f de A dans B soit inessentielle, est que f soit la
projection d’une application continue de A dans E.

Par exemple, ce corollaire s’applique dans les cas suivants :

1. A estun espace quelconque, E (qui sera alors le revétement
universel) est contractile en un point. En particulier, E=R~.
L’espace B sera, par exemple, le cercle 5%, ou un espace loca-
lement euclidien ou localement non euclidien hyperbolique, ou
une surface quelconque a Pexception de la sphére S? et du plan
projectif.

2. Le revétement E estla sphére S7, de dimension n. L'’espace A
est de dimension strictement inférieure a n.

e corollaire 2 conduit & poser le probléme suivant :

Reconnaitre si 'application continue f de A dans B est la pro-
jection d’une application continue de A dans un revétement

donné de B.

Nous pouvons généraliser le probleme de la facon suivante.
Soit (A, p, @) un revétement pointé de A, c¢’est-a-dire un revéle-
ment sur lequel on s’est donné un point &' € A! tel que p(a)y=a.
Seil (B, ¢, &) un revétement pointé de B, avec ¢(b') = 6. On
dira qu'une application continue /' de A dans B est la projection
d’une application continue f' de (A', p, ') dans (B, ¢, &)
lorsqu'on a : fop=gof' et f'(a')="0". En particulier, soient
(A, p, d') et (A") g, a") deux revétements pointés de A tels
que p(ad)=¢q(d"Yy=aeA; on dira que (A/, p, d') recouvre
(A", q, "), lorsque Papplication identique de A est la projection
d’une application continue de (A/, p, a’) dans (A", ¢, @"). Posons
alors le probléme suivant :

Etant donnés un revétement pointé (A', p, @) de A et une appli-
cation continue f de A dans B, délerminer lous les revélements
pointés (B, ¢, b") de B tels que f soit la projection d’une appli-
cation continue /' de (A, p, &') dans (B, ¢, 6"). De méme, étant
donnés f et un revétement pointé (B, ¢, &) de B, déterminer
tous les revétements pointés (A, p, a') de A tels que f soit la
projection d’une application continue f' de (A', p, ') dans
(B'y q,0").
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Désignons par II(E, z) le groupe de Poincaré d’un espace E au
point z, c’est-a-dire le groupe des classes (*) de chemins fermés
d’origine x. L’application f définit un homomorphisme f du
groupe (A, a) dans le groupe (B, b), ou b = f(a). L'appli-
cation p définit un isomorphisme de II(A', a') sur un sous-
groupe TI'(A, a) de (A, a), résultat qui se déduit facilement du
théoréme 2. De méme, ¢ définit un isomorphisme de I[(B', &)
sur un sous-groupe II'(B, &) de I(B, b). Supposons A et B
connexes et localement simplement connexes (2). Alors on sait
qu’a tout sous-groupe I'(A’, a) de (A, «) correspond inver-
sement un revétement pointé (A, p, a') défint & un isomorphisme
prés. Un point ' € A’ correspond d’une fagon biunivoque a une
classe de chemins dans A, d'origine @ et de méme extrémité z et
équivalents suivant IT'(A, @) : deux chemins /et ¢, d’origine a et
d’extrémité x, sont dits équivalents suivant I'(A, @) lorsque la
classe du chemin fermé I/ ‘est un ¢élément de II'(A, ). Le
point &' correspond a la classe du chemin réduit au point . 51 V
esl un voisinage simple (?) de z, I'ensemble des classes sui-
vant II'(A, @) des chemins lc, ou ¢ est un chemin quelconque
dans V et d’origine z, formera un voisinage de la classe de /; au
systéme fondamental de voisinages simples de z correspond un
systéme fondamental de voisinages de la classe de . Pour que le
revélement associé & II'(A, @) recouvre le revétement associé
a un autre sous-groupe II"(A, ), il faut etil suffit que
IV(A, a) cIl'(A, ).

S’il existe une application /" de (A/, p, &') dans (B', ¢, ') dont
la projection est f, toule classe de chemins d’origine « et équi-
valents suivant II'(A, @) est appliquée par f sur un ensemble de
chemins d’origine & et équivalents suivant II'(B, b); donc
}'(H'(A, a)) cIl'(B, ). Réciproquement, si 'application f posséde
cette derniére propriété, elle détermine une application de 'en-
semble des classes de chemins suivant II'(A, @) dans U'ensemble

(') Deux chemins dans E sont de méme classe, lorsqu’ils sont homotopes
modulo le sous-ensemble de I formé par les points o et 1.

(*) Un espace E sera dit localement simplement connexe, lorsque tout point
admet un systéme fondamental de voisinages (appelés simples) dont chacun est
connexe par arcs el posséde la propriété suivante : tout chemin fermé contenu
dans ce voisinage est-contractile en un point dans E.
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des classes de chemins suivant II'(B, &), qui correspond a une
application continue bien déterminée /' de(A’, p, a')dans(B', ¢,%)
dont la projection est f. Le probléme posé est donc résolu par la
proposition suivante :

Prorosition 4. — Ktant donnés f et le revétement (A, p, «'),
soit (B, &) = f(I'(A, a)) et soit (Bq, ¢o, b,) le revétement
pointé de B associé all,(B, b), qui est un sous-groupe de II(B, ).
Les revétements pointés (B, ¢, b') de B tels que fsoit projection
d’une application /' de (A/, p, a') dans (B ¢, &') sont ceux qui
sont recouverts par (B,, ¢,, &,). De méme, étant donnés f et le
revétement (B', ¢, b'), soit (Ay, p,y, a,) le revétement pointé
de A associé au sous-groupe I, (A, a) de II(A, a), image réci-
proque par f de II'(B, &). Les revétemnents pointés (A', p, a')
de A tels que f soit projection d’une application /' de (A’ p, ')
dans (B, ¢, b') sont ceux qui recouvrent (A, po, @y).

Cororamre 1. — Si (A, p, @) est un revétement universel
pointé de A et (IAS, q, b’) un revétement universel pointé
de B, toute application continue f de A dans B telle que
f(p(a’)) = ¢q(b') est la projection d’une application continue
bien déterminéef'de (f&, D a’) dans (ﬁ, q,b').

Eu particulier, tout automorphisme f de A tel que f(a) = b est
la projection d’un automorphisme f de A appliquant « € })j (a)
sur b'e;;(b). On voit facilement que ce résultat est encore
valable, si (A, p) désigne un revétement de A associé & un sous-
groupe caractéristique de II(A, a), c’esi-a-dire qui est invariant
par tout aatomorphisme de II(A, @). Si A est un groupe topolo-
gique connexe, les remarques précédentes conduisent a la défi-
nition des groupes revétements de A. On sait que II(A, a) est
alors abélien. S1 (A, p) est un revétement quelconque de A, le
groupe des automorphismes de A’ qui se projettent sur les trans-
lations 4 gauche du groupe A est simplement transitif et permet de
définir sur A’ une structure de groupe topologique, aprés avoir
choisi comme élément neulre un point quelconque se projetant
sur l'élément neutre de A. Les groupes topologiques ainsi
obtenus sont les groupes revétements de A.
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Cororrame 2. — Si A est sinplement connexe, toute application
continue fde A dans B est la projection d’une application f’
de A dans un revétement quelconque de B.

(B, ¢) étant un revétement de B, soit ' ensemble des classes
d’homotopie modulo @ € A des applications f' de A dans B’ telles
que f'(a)="¥'; soit H 'ensemble des classes d’homotopie modulo
a des applications f de A dans B telles que f(a)=5b=¢q(¥').
Désignons les classes correspondant a f et /' par f et f'. Si A est
simplement connexe, 'application f”—» gof' est une application
biunivoque de H' sur H, en vertu du corollaire précédent et du
théoréme 2. Si I'on suppose seulement que A est connexe par
arcs, c’est une application biunivoque de ' dans H, d’apres le
corollaire de la proposition 3. En particulier, si A est la sphére 57
de dimension r > 1, on obtient le théoréme de Hurewics :

Les groupes d’homotopie, correspondant a la dimension r >1,
de B au point & et d’'un revétement quelconque B/, en un
point b’ se projetant sur b, sont isomorphes.

En vertu du corollaire 2 ci-dessus et du corollaire 2 du
théoréme 2, on a la proposition suivante :

Prorosition 5. — Si A est simplement connexe, toute appli-
cation de A dans un espace B qui admet R* comme revétement
universel est inessentielle.

Par exemple, I'espace B peut étre un espace localement euclidien
ou non euclidien hyperbolique, en particulier le tore T7 ou une
surface quelconque a 'exception de la sphére 52 et du plan pro-
jectif.

De la proposition 4 et du corollaire 2 du théoréme 2 on déduit
encore la proposition suivante :

Prorosition 9. — Si B admet R” comme revétement universel,
la condition nécessaire et suffisante pour qu'une application f

de A dans B soit inessenlielle est que l’homomorphismef'
associé a f applique II(A, a) sur 'élément neutre de lI(B, f(a))
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Prorositiox 6. — Soit B une variété admettant la sphére S»
comme revétlement a 7 feuillets (¢’est-a-dire ensemble des points
de S” qui se projettent sur un point B est formé de r points) et
soil A une pseudo-variété close, simplement connexe et de
dimension n. Il existe une infinité de classes d’applications de A
dans B. Si B est orientable, la condition nécessaire et suffisante
pour que deux applications continues de A dans B soient
homotopes est qu’elles aient le méme degré d’application;
I'ensemble des degrés des applications de A dans B est I'en-
senible des multiples de r. ' '

Soit A un espace simplement connexe et B une variété
admettant (S”, p) comme revétement a r feuillets. En désignant
par f la classe d’homotopie de f, I'application f/ —}pof’, ou f’ est
une application continue de A dans S”, est une application ; de
Pensemble des classes d’applications de A dans S sur I'ensemble
des classes d’applications de A dans B. Si B est orientable, Pappli-
cation p est biunivoque, de sorte que chaque classe d’applications
de A dans B est alors caractérisée par la classe correspondanle
dapplications de A dans S*. En cffet, s1 pof'=pof’, on
a f"=fof', ot I est un auwtomorphisme du revétement (5%, p),
c¢'est-a~-dire un homéomorphisme de S” sur lui-méme tel que p=poh.
L’orientabilité de B entraine que le degré d’application de 2 est
égal & 1. En vertu du théoveme de 1. Topf (1), A4 est done homo-
tope a Papplication identique el par suite f":f"’. En particulier,
si A est une pseudovariété de dimension 7, close et simplement
connexe (donc orientable), la classe de f' est caractérisée par le
degré d' de /7, el inversement a tout entier rationnel d', corres-
pond une classe d’applications (théoréme de Hopf). Si d est le
degré de f=pof’, on a d=rd'; car le degré de p est égal a r.
On en déduit la proposition 6 pour le cas ou B est orientable.

Si B estnon orientable, il existe des automorphismes 4 de (57, p)
de degré égal & —1. Si A esl toujours une pseudo-variéié de
dimension n, close el simplement connexe, on voit que toute
classe d’applications de A dans B correspond par p a deux classes
d’applications de A dans 57 caractérisées par deux degrés opposés,

(1) Arexaxprovr-Horvr, Topologie I (Berlin, Springer), p. 512, théoréme III.
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exception faite de la classe d’applications inessentielles qui
correspond a une seule classe, de degré o. Ceci montre quil
existe encore une infinité de classes d’applications de A dans B.
La classe de f est caractérisée par la valeur absolue du degré
d’une application f’ quelconque de A dans 5%, dont la projec-

tion pof’ est f.

Prorosition 7. — Si l'application f de A dans B est la pro-
jection d’une application f’ du revétement (A, p, ') de A dans
le revétement (B/, g, ') de B, toute déformation de f est la
projection d’une déformation de f.

Il suffit d’appliquer le théoréme 2 a la déformation (fiop), e,
st ( fi).e1 est la déformation donnée de f.

Remarquons qu’a une déformation de f/ ne correspond pas
forcément par projection une déformation de f. Par exemple,
st A et B sont des variétes orientables admettant S comme revé-
tement universel, le degré de Vapplication f détermine l¢ degré,
et par suite la classe, de toute application f/ de S* dans S* dont la
projection est f. Mais nous ne pouvons pas en conclure que le
degré de f détermine la classe de f.

4. Caractérisation des classes d’applications dans un espace
localement euclidien ou localement non euclidien hyperbolique.
— Désignons encore par f'l’hov.nomorphisme du groupe de Poin-
caré II(A, a) dans le groupe de Poincaré Il(B,f(a)) associé a
une application continue f de A dans B.

Prorositioy 8. — Soient S et fi deux applications homotopes
de A dans B et soient f et f} les homomorphismes associés
de II{A, a) dans H(B,f(a)) et H(I.B,f,(a)) respectivement.
A toute déformation de f a f, esL associé un isomorphisme 2

de H(B, f(a)) sur H(B, Ji (u)) tel quef} = /Lof.

Soit ( fi )1 une déformation de f a f,. L’application ¢ - f;(a)
définit un chemin [ (appelé chemin de déformation) reliant f(a)
a fi(a). Soit ¢ un chemin ferm¢ d’origine «. L’image de ¢ par f
est le chemin ¢/= foc; I'image de ¢ par /| est le chemin¢| = foc.
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Soit z un chemin fermé quelconque d’origine f(a). L’appli-
cation z — [='z! détermine un isomorphisme A de II(B, f(a))
sur H(B, fl(a)> que nous appellerons isomorphisme intérieur (*)
associé au chemin /. Montrons que les chemins ¢ et [-'¢'l sont
de méme classe. En effet, soit ¢, = f,oc et soit [, le chemin log,,
ou ¢, est Papplication affine de (o, 1] sur (¢, 1). La famille de
chemins ({;'¢) {;),; définit bien une déformation de I-1c'l a ¢,
laissant fixe I'origine fi(a). Il en résulteﬁ = /zof.

La proposition précédente admet une réciproque dans le cas
ou B est un espace localement euclidien complet ou localement
non euclidien hyperbolique complet. Rappelons qu’un espace est
dit localement euclidien complet lorsqu’il admet 'espace numé-
rique R” comme revétement universel, le groupe d’automorphismes
de ce revétement étant un groupe de déplacements euclidiens
de R*. De méme B est dit localement hyperbolique complet,
lorsqu’il admet comme revétement universel U'espace hyperbolique
(représenté en général par l'intérienr d’une boule), le groupe
d’automorphismes de ce revétement étant un groupe de dépla-
cements hyperboliques.

Tukoréme 3. — Soit B un espace localement euclidien complet
ou localement non-euclidien hyperbolique complet et soit A un
espace connexe et localement simplement connexe. Pour que
deux applications f et f; de A dans B soient homotopes, il faut

et il suffit qu’il existe un isomorphisme intérieur A deII(B f(a})
sur II(B f,(a)) tel quon ait £ = /Aof, ou fet f; désignent
les homomorphismes de I1(A, @) surI(B, f(a)) et (B, fi (a))

associés a fela fy.

D’aprés la proposition 8, la condition énoncée est nécessaire.
Montrons qu’elle est suffisante. Soient (;X, p) et (ﬁ, g) les reveé-
tements universels de A et B. L’application f est la projection
d’une application déterminée f de A dans B telle que fA(a’) =¥,
oudepi(a), ¥eqg-(b)etb—=[f(a). L’applicalionffait corres—

1) Le mot intérieur se rap orte au "I‘OUPOTdC formé par Pensemble des
P D
classes de chemins dans B.
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s de (A, p) un automorphisme g’

o

pondre & toul automorphisme
de (B, ¢) tel que fog = g'of. En effet, soit a’= g(a') et soit g’
Vautomorphisme de (B, ¢) qui applique &' sur b'=f(a"). Soit ¢'
un chemin dans A reliant @’ au point 2. Soit ¢’ le chemin goc'.
Les images pal‘f'de ¢ et ¢, c’est-a-dire les chemins foc’ et ﬁ)c",
outla méme projection dans B et par suite g/ofoc' = foc'= fogoc'.
Donc on a g’(f'(x’)) :f(g(x’)), quel que soit z' € A; c’est-a-
dire fog = g'of. La correspondance g — g’ est un homomor-
phisme f du groupe d’automorphismes G de (A, p) dans le groupe

d’antomorphismes G’ de (ﬁ, q).

Soit f; une deuxiéme application de A dans B, vérifiant la
condition énoncée dans le théoréme 3. En choisissant convena-
blement V'application f; de A dans B, de projection fi, I'homo-
morphisme j=1 associé & ﬁ sera identique a j= L’isomorphisme
intérieur A est associé & un chemin ! reliant b= f(a) a b= f(«a).
Le chemin / est la projection d’un chemin ! reliant b'a &) € ¢~ (b)
et Uapplication f; estla projection d'une applicationﬁ deA dans B
telle que ﬁ(a’) == b,. Soit ¥ un chemin dans A, d’origine « ot

d’extrémité o' —= g(a’), et soit y sa projection pov

7', qui est un

chemin fermé d’origine @. Par hypothése les chemins fjoy
et {1(foy)!, qui sont des chemins fermés d’origine b, sont de

méme classe. Donc les chemins fioy et {1 (foy'}(g'ol'), doc méme
origine & et dont les projections par ¢ sont respectivement f,oy

el =1 (foy)l, ont aussila méme extrémité o;. On a donc b/ :f\, (a")
et b= g'(b}). Or, par définition automorphisme g = /1(g) est
Pautomorphisme de (ﬁ, q) qui applique &, sur b]. Comme cet
automorphisme est unique, on a g\ =g'. Donc les homomor-
phismes;’etﬁ sont identiques.

Supposons maintenant que B soit Pespace mumérique R» et
que G’ soit un groupe de déplacements euclidiens. Soit /: Vappli-

cation de A dans B telle que, pour tout z' € A, on ait
Fula'y= (1= 07"+ (72,

I'addition considérée étant P'addition des vecteurs dans Pespace
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vectoriel R7. Soit g € G et g'= f(g). En tenant compte des rela-

lionst/\'og = g’of'et ﬁ 0g = g’ofi, on a
Slgw)) =a—0f(g@)) +thi(g@)) =0—0g (F@)) +tg'( Fua)).

En remarquant que ¢’ est une transformation affine, on a fina-
lement £, (g(.z;’ )) = g’(f,(z’)), est-a-dire fog = g'of,. L7appli-
cation f, est donc compatible avec les relations d’équivalence
définies dans A et B {une classe d’équivalence dans X, par
exemple, élant une classe d’intransitivité de G). Par passage aux
quotients (*), on déduit done de f, une application continue f,
de A dans B. Comme la famille (ji'),elest.une déformation de f'éj?,
la famille ( f7),e) sera une déformation de /' a fi, ce qui démontre
le théoreme 3 pour le cas ou B est localement euclidien complet.

Dans le cas o0 B est I’espace hyperbolique et ¢/ un groupe de
déplacements hyperboliques, la démonstration précédente est
encore valable, a condition de prendre pour ﬁ(x') le point du
segment de droile joignant F(&) el fi(a) tel que le rapport des
distances non-euclidiennes de f(x’) afi(xYeta fi(2') soitdgalat.

On sait que toute variété triangulable a 2 dimensions, a l'excep-
tion de la sphére S2 et du plan projectif, peut étre munie d’une
métrique riemannienne & courbure constante nulle ou négative et

(1) Nous utilisons le lemme suivant, facile a démontrer.

Leume. — Soient E et F deux espaces topologiques, r une relation d’équi-
valence dans E et s une relation d’équivalence dans F. Si f' est une appli-
cation continue de E dans F, compatible avec r et s (C'est-a-dire toute classe sui-
vant r est appliquée dans une classe suivant sy, U’application f de E/r dans /s
qui est déduile de f' par passage aux quotients, c’'est-a-dire qui fait corres-
pondre a une classe x suivant r la classe y suivant s contenant f'(x), est une
application continue de Efr dans F[s. Si (fi)te1est une déformation de f' telle
que f{ soit compatible avec r et s quel que soit tE1 et si r est une relation
d’équivalence ouverte, la famille { fiyrel, ot fr est ’application déduite
de f+ par passage aux quotients, est une déformation de f.

Pour démontrer la deuxiéme partie du lemme, remarquons qu’a toute appli-
cation continue 3" de E > I dans F correspond par passage aux quotients unec
application continue 3 de E/r >< I dans F/s (en supposant ¢’ compatible avee
les relations d’¢quivalence r < i el s, ¢ ¢tant la rclation d'équivalence définie
par Uideutit¢ dans I). On utilise ici I’homéomorphisme canonique de (E><I)/r>i
sur E/r > 1 (voir Bovriakt, Top. 1, § 9, prop. 3 et rectifications a ZTop. I).
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telle que espace de Riemann ainsi obtenu soit complet. Donc Ie
théoréme 3 s’applique lorsque B est une variété triangulable
quelconque de dimension 2, & 'exception de la sphére et du plan
projectif.

L’applicationfcorrespondant a f n’étant pas déterminée d’unc
facon unique, on voit facilement que 'homomorphisme fn’est
déterminé qu’a un automorphisme intéricur prés du groupe G'.
Les groupes H(A, a) et I{B, b) sont d’ailleurs isomorphes aux
groupes opposés de G et G’ respectivement. A Pensemble des
homomorphismes /zof, ou & est un isomorphisme intéricur quel-
conque de II(B, &) sur (B, &,), correspond précisément unc
classe d’homomorphismes I"of de G dans G/, ou I' est le groupe
des automorphismes intérieurs de G'. En gardant les hypothéses
du théoreme 3, le résultat énoncé par ce théoréme peut encore
s’exprimer de la facon suivaate :

Cororratre. — Toute classe d’applications continues de A dans B
est caractérisée par une famille d’homomorphismes I"of de G
dans G', on G el G’ sont les groupes d’automorphismes des
revélements universels de A et de B et ouI” est le groupe des
automorphismes intérieurs de G'.

En particulier, la classe des applicalions inessentielles corres-
pond & ’bomomorphisme fqui applique G sur I'¢lément neatre
de G'. Si G’ est abélien, chaque classe d’applications est caracté-
risée par un homomorphisme 7 bien déterminé.

Ce qui précéde conduit a poser la question suivante :

Etant donné un hornomorphisme/:'de G dans G/, existe-t-il une

application continue f de A dans B telle quefsoit un homo-
morphisme associé a /' ?

On peut répondre par Paffirmative dans le cas particulier on A
et B sont les tores T7 et T». Les revétements universels de T et T~
sont alors les espaces numériques R et R7, leurs groupes d’auto-
morphismes G et G’ sont des groupes de translations. Nous
pouvons supposer que G est engendré par les »r translations
définies par les vecteurs unitaires ¢;, on i =1, ..., r, de la base
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canonique de R, et que G’ est engendré par les n translations
définies par les vecteurs unitaires e;, oit j =1, ..., n, de la base

canonique de R”. Un homomorphisme arbitraire f de G dans G’
est défini par

n
= C . .
f?e,-):Za,-,-e’j (¢=1,...,r et a;; entier).

Jj=1

Or il existe une application linéaire homogéne bien déterminée f
de R” dans R”» transformant les vecteurs e; de la méme facon

que /. L’application f est compatible avec les relations d’équiva-
lence définies par G et G’ dans R” et R”, Par passage aux quotients

on obtient une application continue f de T" dans T” telle que _}7
soit un homomorphisme de G dans GG associé a f.

Remarque. — Lorsqu’on a choisi des bases de G et G/, les
éléments de chaque base étant rangés dans un ordre correspondant
a une orientation donnée de T* ou de T” respectivement, la classe
d’homotopie de f est déterminée d’une facon biunivoque par une
matrice (a;;) 4 éléments entiers arbitraires, a rlignes et n colonnes.
Dans le cas ou r — n, on voit facilement que le degré de 'appli-
cation f est le déterminant de la matrice. Ainsi lorsque f est une
application d’un cercle orienté dans un cercle orienté, la classe
de f est caractérisée par un seul nombre a, qui n’est autre que le
degré de /.

ProrosiTion 9. — A étant un espace connexe et localement
simplement connexe dont le groupe de Poincaré est fini (ou
plus généralement admet un systéme de générateurs dont
chacun est d'ordre fini) et B étant un espace localement
euclidien ou non-euclidien hyperbolique complet, toute appli-
cation continue f de A dans B est inessentielle.

En effet, un homomorphisme f de G dans G’ associé a f
applique tout élément d’ordre fini de G sur un ¢lément d’ordre fini
de G'. Or I'¢lément neutre de ' est le seul élément d’ordre fini
de G'. En effet, soit s une transformation de B appartenant & G' et
supposons s d’ordre fini. Le sous-groupe H engendré par s laisse
invariant ’ensemble fini M des points transformés par H d’un
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point donné m eB. Alors s laisse invariant au moins un point.
Si B est Pespace euclidien et G’ un groupe de déplacements
euclidiens, s laisse invariant le centre de gravité de M; si B est le
modele projectif de l'espace hyperbolique (c’est-a-dire B est
Pintérieur d’une boule et G’ est un groupe projectif laissant
invariant cette boule) s laisse invariant I'enveloppe convexe de M
et admet bien un point invariant, d’aprés le théoréme du point
fixe de Brouwer. Un automorphisme d’un revétement qui admet
un point fixe est nécessairement la transformation identique.
Il en résulte que f(G) se réduit a 'élément neutre de G' et par
suite f est inessentielle, en vertu du corollaire du théoréme 3. En
remarquant que ’homomorphisme f associé a f applique II(A, a)
sur I’élément neutre de II(B, f(a)), on pourrait aussi appliquer
la proposition 5. La proposition g est donc encore valable en
supposant seulement que B admet R* comme revétement universel
et qu’aucun automorphisme de ce revétement n’est d’ordre fini, a
'exception de la transformation identique.

Corortame. — Toute application continue d’un espace loca-
lement sphérique complet dans un espace localement euclidien
ou non euclidien hyperbolique complet est inessentielle (1).

5. Appendice. — Les théorémes 1 et 2 admettent des appli-
cations variées du genre du théoréme de Wazewski (2) qui
s’énonce de la fagon suivante :

Soit (a;;) une matrice sur le corps des nombres réels, complexes
ou des quaternions, a n colonnes et r lignes, de rang r et dont
Ies éléments sont des fonctions continues de t € K, ou K est un
pavé fermé ou ouvert. On peut compléter la matrice par

(") Aprés avoir terminé la rédaction de ce mémoire, j’ai remarqué que le
théoréme 3 généralise des résultats de H. Hopf [Zum Clifford-Kleinschen
Raumproblem (Math. Annalen, 95, 1926, p. 333-339, voir § 4)] caractérisant la
classe de I'application identique d’un espace localement euclidien ou hyperbo-
lique B et montrant que toute application dans B d’une variété simplement
connexe est inessentielle.

(*) T. Wazewski, Sur les matrices dont les éléments sont des fonctions
continues (Comp. math., 11, 1935, p. 63-68).
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P’adjonction de n — r lignes dont les éléments sont également
des fonctions continues de ¢ € K et telles que la matrice obtenue
soit de rang n quel que soit t € K.

D’aprés B. Eckmann (1), ce théoréme est aussi valable si K est
un espace métrigue compact contractile en un point. De méme il
est valable lorsque K est un complexe quelconque contractile en
un point. Soit V,,, Uespace des matrices carrées a n lignes et de
rang n. Soit V,, . Pespace des matrices a n colonnes et r lignes
et de rang r. L'espace V,,, est un espace fibré dont I'espace de
base est V,, ,, une fibre étant 'ensemble des matrices dont les r
premiéres lignes sont données. D’aprés le corollaire 1 du théo-
réme 1, si K est un complexe contractile en un point, toute appli-
cation continue de K dans V,, ; est la projection d'une application
continue de K dans V,, ,,, ce qui démontre le théoréme.

Voici un résultat analogue :

Soit K un complexe contractile en un point et soit (L}),c une
famille continue de variétés linéaires a p dimensions de I'espace
euclidien R~. Il existe aussi une famille continue de repéres
formés d’un point O, € L? et de p vecteurs unilaires deux a
deux orthogonaux et situés dans L7,

L’espace de tous les repéres du type indiqué est, en eflet, un
espace fibré ayant pour espace de base Uespace des variélés
linéaires de dimension p, une fibre étant I'ensemble des repéres
situés dans une méme variélé linéaire. On applique encore le
corollaire 1 du théoréme 1.

Remarquons enfin qu’a la variété linéaire L7 de la famille
continue considérée on peut associer d’une facon continue une
orientailion, en supposant sculement gque K est un espace quel-
conque contractile en un point. On peut, en effet, appliquer le
corollaire 1 du théoréme 2 au revétement de l'espace des variétés
linéaires formé par l'espace des variéiés linéaires orientées.

(') Loc, cit., p. 160. Je ne fais que reproduire le principe de la démonstration
dEckmann.
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6. Appendice : Caractérisation des classes d’applications d’un
compleze dans un espace asphérique.

Le probléme posé a la suite du corollaire du théoréme 3 est
résolu par le théoréme suivant de Hurewicz (*) :

Tutorime pE Hurewicz. — Soit A un espace métrique compact
connexe et localement connexe et soit B un espace asphé-
rique connexe el localement connexe en toute dimension.
A une application continue f de A dans B faisons correspondre

la classe des homomorphismes kof de Il (A, @) dansTI (B, ), ouf
est Phomomorphisme associé a fde II (A, a) dans IL[B, f(a)]et
h un isomorphisme intérieur quelconque de M[B, f(a)] sur
(B, b). On obtient ainsi une correspondance biunivoque entre
les classes d’applications continues de A dans B et les classes
d’homomorphismes continus de I (A, a) dans II (B, b).

A T'aide de la métrique dans A, Hurewicz définit une métrique
dans L (A, @) et par suite la notion d’homomorphisme continu
de (A, @) dans (B, d), ce dernier groupe étant muni de la
topologie discréte. Un espace B est dit asphérique lorsque toute
application dans B de la sphére S, pour n2 2, est inessentielle.
L’article cité contient simplement 'idée de la démonstration de
ce théoréme. Il contient une démonstration plus explicite s’appli-
quant au cas ou A est un complexe fini, B étant seulement supposé
connexe par arcs et asphérique. On a alors une correspondance
biunivogue entre les classes d’'applications continues de A dans
B et les clusses d’homomorphismes de (A, a) dans 1 (B, b).

Remarquons que les hypothéses du théoréme 3 ne sont pas des
conséquences des hypothéses de Hurewicz. L’espace B de notre
¢noncé est un espace asphérique particulier et satisfait aux hypo-
théses de Hurewicz; mais T'espace A esL seulement supposé
connexe et localement simplement counexe. ’idée de la démons-

(') Beitrdge sur Topologie der deformationen VI (Proc. Koninkl. Akad. v.
Wetensch., Amsterdam, t. 39, 1936, p. 215-224). Ce théoréme étant publi¢ dans un
périodique pratiquement inaccessible pour moi dans les conditions actuelles, je
Pai remarqué seulement au moment de la correction des épreunves du présent
article auquel j’ai ajouté alors cet appendice.
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tration du théoréme 3 permet de modifier le raisonnement de,
Hurewicz et conduit & démontrer le théoréme suivant, ou les
hypothéses différent aussi de celles de Hurewicz :

Tatorime 4. — Soit A un complexe simplicial (fint ou infini)
de dimension n et soit B un espace connexe et localement simple-
ment connexe tel que toute application dans B d’une sphére S7,
pour 1+ << p<n, soit inessentielle. Soient G et G'les groupes

d’automorphismes des revétements universels A. et B de A et B.
A une application continue f de A dans B faisons correspondre

la classe d’homomorphismes 1’07 de G dans G/, on I" est le

groupe des automorphismes intérieurs de G’ et 7 un homomor-
phisme associé a f. On obtient ainsi une correspondance biuni-
voque entre les classes d’applications continues de A dans B et
les classes d’homomorphismes de G dans G/,

En reprenant les notations de la démonstration du théoréme 3,
solent f et f; deux applicalions continues de A dans B corres-

pondant a4 une méme classe d’homomorphismes I', . Monirons
que f et fi sont homotopes. On peut trouver deux applications

continues / et f; de A dans B qui se projettent respectivement
suivant f et /i et telles que les homomorphismes associés soient

identiques a 7 Considérons sur A la subdivision simpliciale qui
se projette sur la subdivision simpliciale de A. Dans chaque
classe de sommets de A équivalents suivant G choisissons un
sommet e} et relions f(ef) et ﬁ(e?) par un chemin ¢;. Si
ej=g(e}), ov ge€G, relions les points f(e}’) et fi (e}) par le
chemin ¢;= g'oc;, ou g'=F(g). Posons f?(ej") =¢;{t). La
famille (f{,o)tel définit une déformation de la restriction defA
i Pensemble A° des sommets de A. Dans chaque classe d’aréies
de A équivalentes suivant G choisissons une aréte e}. Si e} et e},
sont les sommets de e, il existe une application continve ¢! de

e} =<1 dans B telle que

Moyt [P iol Nt { 2 a1
o (el < {o})=/(e}) ol (e} < {1}) = fi(e/),

Si(ed, ) =10,  ot(eh, ) =71(ed),
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parce que toute application continue dans B du bord de e} < I est
inessentielle. Si ej = g(e/), nous associons a e; > I I'applica-
tion 2‘\9].‘ telle qu'on g[o!(x, t)] = gl-j[g(x), t] pour tout z € e}
et ¢ el. La réunion des applications {9\} définit une application
continue 9’\1 de A1x<T dans B qui détermine une déformation
continue de la restriction de }‘ a A1, réunion des sommets et des
arétes de A. Par récurrence on définit finalement une application
continue /q\a de A ><1I dans B déterminant une déformation con-

tinue (f:)eer de 7 a f; telle que f, soit compatible avec G et G'.
Par passage aux quotients on obtient une déformation continue

(fo)eerde fa fi.
Montrons d’autre part que tout homomorphisme f de G dans G/
est associé a une application continue de A dans B. On détermine

facilement une application 7 de A dans B compatible avec G et G/
telle que / soit 'homomorphisme associé éf. Dans chaque classe
de sommets de A équivalents suivant G on choisitencore un som-
met e et on lui fait correspondre un point arbitraire }f(e?)
Au sommet e} = g(e}), ou g € G, on fait correspondre le point

CHEFIV I

ou g'==f(g). Dans chaque classe d’arétes de A on choisit une
aréte e!, dc sommets e} et ej. 1l existe dans B un chemin reliant
;’2(62) a ﬂ(ez), ¢’est-a-dire une application continue /! de ¢!
dans B telle que 7! (el) =73(e}) et fi(e}) =s0(el). A laréte
ej=g(e}) on fait correspondre I'application }j' telle qu’on ait
JA’j'-og :g’o}}. La réunion des applications 7; définit une appli-
cation f1 de At dans B compatible avec G et G'. De la méme
maniére on pourra étendre f'i a la réunion A? des simplexes de
dimension 2 de A. Par.récurrence on définit ainsi une applica-
Lion}” de A dans B compatible avec G et G’ et telle que I'homo-

morphisme associ¢ de G dans G’ soit 7 Ici il suffit d’atlleurs de
supposer que touteapplicationdans B d’une sphére 57, ou 1< p <n,

est inessentielle. Par passage aux quotients on déduit de f une
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application f de A dans B telle que 7 soit un homomorphisme

associé a f.

Remarque. — En appliquant le théoréme de Zorn, on voit
facilement que le théoréme 4 est aussi valable avec les hypothéses
suivantes : A est un complexe simplicial de dimension infinie;
B est un espace connexe, localement connexe et asphérique.

(Manuscrit recu le 3 février 1944.)

Extrait du «Bulletin de la Société Mathémati que
de France» 72 (1944), pp. 27~ 54.
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SUR LA THEORIE DES ESPACES FIBRES;

Par Cnartes EHRESMANN.
( Strasbourg.)

Introduction. — Je rappellerai la définition d’une structure
d’espace fibré a groupe structural topologique G. Je définirai
une relation d’ordre dans l'ensemble des structures d’espace
fibré qu’on peut considérer sur un espace donné. Le probléme de
la. recherche des structures subordonnédes a une structure
d’espace fibré donné est ramené 4 la recherche d’une section d’un
espace fibré associé. On peut donner de nombreuses applications
de ce probléme. Jétudierai principalement les conditions d’exis-
tence, sur une variété différentiable réelle V,,, d’ane forme diffé-
rentielle extérieure de degré 2 et de rang 21 en tout point de Vy,.
L’existence d’une telle forme différentielle est équivalente &
Pexistence, dans Pespace vectoriel tangent & V,, au point @, d’une
structure d’espace vectoriel complexe de dimension n dépendant
d’une fagon continue de z. Nous dirons que V., est muni d’une
structure presque complexe lorsqu’on a défini, d’une facon conti-
nue par rapport 4 z, une structure d’espace vectoriel complexe
dans I'espace tangent en x. L’existence sur V,, d’une structure
presque complexe est nécessaire, mais probablement non suffisante,
pour qu'on puisse définir sur V,, une structure analytique com-
plexe, subordonnée a la structure différentiable réelle. On obtient
ainsi des conditions nécessaires pour qu’on puisse définir sur V,,
une structure analytique complexe, et c¢’est ce dernier probléme
qui esta l'origine du présent travail (*). En particulier la sphére S,

(1) Jai posé ce probléme pour la premiére fois dans une conférence faite au
séminaire Bourbaki & Paris (janvier 1947) et j’ai indiqué alors les résultats
exposés ici au n° 8. Dans une conférence faite 3 IInstitut des Hautes Ktudes
de Belgique le 3o avril 1947, j’ai traité le méme probléme en indiquant tous mes
résultats actuels, & 'exception de celui concernant la sphere S,,
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n'admet pas de structure presque complexe. Par contre, la
sphére S;, et plus généralement toute variété diflérentiable
orientable a six dimensions dont le groupe d’homologie de
dimension 3 est nul, admet une structure presque complexe.

Pour finir je considérerai un probléme analogue concernant
les variétés analytiques complexes V,,, a 2n dimensions com-
plexes, ce qui conduit & une notion de variété presque quater-
nionienne.

Les nombres placés entre crochets renvoient & I'index biblio-
graphique; celui-ci n’est pas une liste compléte des publications
concernant les questions traitées.

4. Définition d'une structure compatible avec un pseudo-
groupe de transformations (!). — Soient M un espace topologique,
et ® un ensemble d’ensembles ouverts de M tel que toule réunion
et toute intersection finie d’ensembles de @ appartienncnt a ®.
Soit T un ensemble d’homéomorphismes vérifiant les axiomes
suivants :

1° Tout homéomorphisme f &I est défini dans un ensemble
Ue®etlonaf(U)ed.

2° Soit U la réunion d'une famille d’ensembles U; appartenant
a @. Pour qu'un homéomorphisme f défini dans U appartienne
aT, il faut et il suffit que sa restriction a U; appartienne a T

3° Pour tout Ue®, lapplication identique de U appartient
aT.SifeTl, Vapplication réciproque f~' appartient 4 I'. S1 f et f
sont deux homéomorphismes appartenant a T, tels que le com-
posé ff' soit défini, alors ff' appartient a I

L’ensemble I' vérifiant ces axiomes sera appelé pseudo-groupe
de transformations.

Exzemple. — Les homéomorphismes différentiables dont chacun
transforme un ouvert de R” en un ouvert de R” forment un pseudo-
groupe de transformations dans R~.

Soit E un deuxiéme espace topologique. Nous appellerons carte

(') Nous reprenons ici, en les précisant, les notions introduites pour la pre-
miére fois par O. VesLEx ct J. H. C. Wniteneap dans The foundations of diffe-
rential geometry, Cambridge Tracts, 1932.
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locale de E par rapport 3 M un homéomorphisme d’un ouvert U
de M sur un ouvert U’ de E. A deux cartes locales f; et f» corres-
pond un homéomorphisme 44, appelé changement de carte locale
(ou de coordonnées locales), tel que fy(2) = f2(2) soit équiva-
lent & 2= ¢4, (). Un ensemble de cartes locales de E par rapport
a M est appelé atlas de E par rapport 4 M si les ouverts corres-
pondant aux cartes dans E forment un recouvrement de E. Un
atlas A sera dit compatible avec le pseudo-groupe I' défini dans M
lorsque tous les changements de cartes locales correspondants
appartiennent & I'. Tout atlas A compatible avec I est contenu

dans un atlas complet (ou maximal) A bien déterminé, compa-

tible avec T'. Nous dirons qu’un atlas complet & de E par rapport
a M compatible avec I' définit sur E une structure compatible

avec T. Les cartes locales de X sont appelées cartes admissibles
de la structure.

Par exemple [4], on définit ainsi les structures de variétés
différentiables réelles ou complexes, localement cuclidiennes,
localement homogénes de Lie, etc. Nous allons donner également
sous cette forme la définition d’une structure d’espace fibré.

2. Définition d’un espace fibré 4 groupe structural G. — Soient
E, B, F trois espaces topologiques et G un groupe d’automor-
phismes de F. Nous supposons G muni d’une topologie telle que,
si s€G, yeF, sy désignant le transformé de y par s, I'applica-
tion (s, ¥)-»sy soit une application continue de G < F sur F.
Soit ® Pensemble des ouverts de B >< F de la forme U < F, on U
est un ouvert quelconque de B. Considérons dans B >< F le pseudo-
groupe I' formé des automorphismes de U< F de la forme
(z, y) > (=, s2y), x€U, yeF, ou z->s, est une application
continue de U dans G. Un atlas complet X de E sur B > F compa-
tible avec ce pseudo-groupe T définit alors sur E une structure
d’espace fibré a groupe structural G (considéré comme groupe
topologique) [10, 6, 2]. Nous supposerons que les ouverts qui
correspondent dans B =< F aux cartes de A forment un recouvre-
ment de B < F.

Soit f un homéomorphisme de U < F dans E formant une carte
locale admissible. L’application y — f(#z, y), ou z€ U, yeT,
définit un homéomorphisme % de F sur un sous-espace I, de E.
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Soit H I'ensemble des homéomorphismes % de I dans E corres-
pondant ainsi aux cartes locales admissibles (appartenant a A).
Le sous-espace F, ne dépend que de x et s’appelle une fibre de
Pespace fibré E. Les fibres forment une partition de E, et P'espace
quotient de E par cette partition peut étre identifié d’une
facon naturelle avec B, appelé espace de base de I'espace fibré.
L’ensemble des éléments i de H tels que A(F)=F, est 'en-
semble H,=/%,G, ou /i, désigne un élément quelconque de H,.
La structure d’espace fibré définie par 1'atlas complet  pourra
étre désignée par le symbole E (B, F, G, H).

3. Espaces fibrés associés [2]. — Etant donnés deux espaces topo-
logiques B et F, et un groupe topologique G d’automorphismes
de T, tout espace fibré E(B, F, G, H) peut éire obtenu de la
maniére suivante :

On se donne un recouvrement (U;),e; de B par des ouverts.

Pour tout couple (¢, j)el><1on se donne une fonction conti-
nue z s ou zeU;nUj, seG, telle que s =s¥s! pour
zeU;n U;n Uy et s/sY=élément unité de G. Considérons
Vespace somme 5 :2U,~ =< F, et soit r la relation d’équivalence
iel

définie dans S par 'ensemble des automorphismes (z, y) (=, siy),
zeU;n U;, yeF. L'espace quotient S/r est un espace fibré
E(B, F, G, H). Soit f;larestriction a U; < F de 'application cano-
nique de S sur S/r=—=E. Désignons par %} ’homéomorphisme
y—filz, y), oa z€U;, y€F. On a H,=2,G et Al = hs].
Cette construction est encore valable lorsque les U; sont les
cellules fermées d’une subdivision cellulaire de B.

L’espace fibré E(B, F, G, H) étant supposé construit de la
maniére précédente, soit o une représentation continue de G sur
un groupe d’automorphismes G’ d'un espace topologique F'. Soit

S’:ZUix F', et soit 7’ la relation d’équivalence définie dans S'
iel

par ensemble des automorphismes (z, y') [z, o(s])y'),ouy eF'.

L’espace quotient S/r' est un espace fibré E'(B, ', G/, H') que

nous appellerons associé a E(B, F, G, H). Il est parfaitement

déterminé lorsque F', G’ et ¢ sont donnés.
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En particulier, soit ¢ la représentation de G sur le groupe Gy
des translations a gauche de G, telle que ¢(s) soitla relation ¢ — st,

se G, teG. Soit S’:ZUi > G, et soit r' la relation d’équivalence
- i€l
définie dans S’ par Pensemble des automorphismes

(z,t)>(x,5%¢), zeUinlU;, teG.

L’application de S’ sur H qui fait correspondre a (z, £) e U;< G
I'élément A,¢ de H, est compatible avec la relation d’équiva-
lence 7'. Ceci permet d’identifier d’une facon canonique S/r’ a H.
On a ainsi défini sur H une topologie et une structure d’espace
fibré. H(B, G, Gy, H") que nous appellerons espace fibré
principal associé a E(B, F, G, H). L’application (k, y) A (y),
ou heH, y eF, est continue,

4. Structures d’espaces fibrés subordonnées [3]. — Nous dirons
que la structure E(B, F, G/, H') est subordonnée a la structure
E(B, F, G, H) lorsque H' cH et que I'application canonique
de H' dans H est continue. Ceci implique que les fibres sont les
mémes pour les deux structures, que G’ est un sous-groupe
de G, et que P'application canonique de G’ dans G est continue.
Nous considérons surtout le cas ot G’ est un sous-groupe -de G,
munit de la topologie induite. Alors H' est un sous-espace de H,
c’est-a-dire la topologie de H' est induite par celle de H.

Le produit topologique B >< F sera considéré comme un espace
fibré, de groupe structural réduit a la transformation identique
de F. Un espace fibré E(B, F, G, H), dont le groupe structural est
réduit a la transformation identique, est isomorphe 4 B < F. La
recherche d’une structure de produit topologique subordonnée a
E(B, F, G, H) revient donc a la recherche d’une section de'espace
fibré associé principal H(B, G, Gy, I"). On en déduil facilement
le résultat suivant [2,5] :

Si B est un complexe contractile en un point, Uespace
Jibré E(B, F, G, H) admet une structure subordonnée isomorphe
au produit topologique B >< I, '

5. Recherche des structures subordonnées, — Probleme. —
Etant donnée une structure d’espace fibré E(B, F, G; H), déter-
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miner toutes les structures subordonnées E(B, I', G/,II') telles
que G’ soit un sous-groupe donné de G, muni de la topologie
induite par celle de G.

Considérons P'espace fibré principal H(B, G, Gy, H") associé a
E(B.F, G, ), etsoit (G') larelation d’équivalence définie dans H,
dont les classes d’équivalence sont les ensembles G/, ou /i € H.
Si eH,, on a hG' clII,. Soit K Pespace homogéne G/G' des
classes sG’ de G et soit Gg le groupe de transformations de cet
espace homogeéne, a t€G correspondant la transforma-
tion sG'—¢(sG'). L’espace quotient H/(G') est muni d’une
structure d’espace fibré H/(G') (B, K, Gg, Hg) dont les fibres
sont les ensembles K,=1I,/(G'). Cest P'espace fibré associé
a E(B, F, G, H) correspondant & la représentation de G sur Gy.
Pour que l'ensemble H* des restrictions a G’ des homéomor-
phismes A" €H* détermine sur H une structure d’espace
fibré H[H/(CG), G, G}, H'], il faut et il suffit que la condition
suivante soit satisfaite : (2). L’ensemble Gy des restrictions a G/
des translations a gauche de G détermine sur G une structure
d’espace fibré G(K, G/, G}, Gy).

La condition () est vérifiée en parliculier lorsque G est un
groupe de Lie, G’ un sous-groupe fermé de G.

Etant donnée une structure subordonnée E(B, F, G/, II'), I'appli-
cation z->H, ou 'on considére H), comme élément de H/(G'),
définit une section de Vespace fibré H/(G') (B, IF, Gg, Hy). Réci-
proquement, lorsque la condition () est vérifiée, toute section de
cet espace fibré est projection d’un sous-espace H' de H, qui définit
une structure subordonnée E (B, F, G';, H'). Les structures subor-
données se répartissent alors en classes d’homotopie correspondant

aux classes d’homotopie des sections de H/(G') (B, K, G, Hy).

Remarque. — Supposons G non connexe, mais localement
connexe. Soit G, la composante connexe de I'unité de G. L’espace
tibee H/(G") (B, K, Gg, Hg), ou K=G/(G') est un espace
discret, est alors un revétement de B. En général il n’admet pas
de section. Mais si B’ est une composante connexe de H/(Gy),
Pespace E admet un revétement E' muni d’une structure
E(B, I, G,, Hy). En particulier, si G est discret, E admet un
revétement isomorphe a B’ < T\
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6. Premiséres applications [4]. — Dans les cas suivants, il existe
une classe et une seule de structures subordonnées a E(B, I, G, H),
en supposant que B soit un complexe.

1° G =groupe de Lie connexe; G'= sous-groupe clos maxi-
mal [8]. Alors G/G’ est homéomorphe a un espace numérique R™.

2° F =espace numérique réel, complexe ou quaternionien;
G = groupe linéaire homogéne correspondant; G'= sous-groupe
laissant invariant une forme quadratique ou une forme d’Hermite
définie positive. :

L’existence d’une structure subordonnée de groupe G’ équivaut
a Pexistence d’un champ de formes quadratiques ou d’Hermite,
c’esl-a-dire d’une fonction continue qui a x € B associe une forme
quadratique ou d’Hermite dans F,.

3° F=R2" ou I = C2# (R =droite numérique réelle, C=droite
numérique complexe); G = groupe linéaire homogéne qui laisse
invariant la forme extérieure =y A\ Zo -4~ ... - Zan_1 A\ Zan ;
G'=sous-groupe qui laisse invariant 2} 4z~ ... + i , respecti-
VeMent &yZy - ZsZg-t ...+ ZonZan; G peut alors étre identifié
avec le groupe unitaire complexe ou quaternionien.

7. Conditions d’existence d’une section d’un espace fibré
E(B, I', G, H). — Faisons les hypothéses suivantes :

B est un complexe de dimension n. En désignant par 7;(F) le
groupe d’homotopie de F pour la dimension ¢, nous supposons :

n;(F)=o, pour < r; 7 (F) # o,

Si r=1, 7 (F) est supposé abélien. G est un groupe d’opéra-
teurs pour . (F). Il existe donc un espace fibré associé dont la
fibre est 7. (I"), muni de la topologic discréte. C’est donc un
revétement de B. Nous le supposerons isomorphe au produit
topologique de B par =, (F). Celte condition est vérifiée en parti-
culier lorsque G est connexe.

On peut définir alors une classe de cohomologie caractéris-
tique W, de B relativement a l'espace fibré, analogue aux
classes de Stiefel-Whitney. Pour qu’il existe une section sur le
squelette K, , de dimension r+1 de B, il faut et il suffit
que W, y=o0. Si de plus 7;(FF) =0 pour /4 >j>r, la condi-
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tion W,_; =0 est nécessaire et suffisante pour qu’il existe une
section sur tout ’espace de base B.

8. Conditions d’existence, sur une variété différentiable V.,,
d’'une structure presque complexe ou d’une forme différentielle
extérieure de degré 2 et en tout point de rang 2n. — Soit V.,
une variété différentiable de dimension 2n. L’espace des vecteurs
tangents est un espace fibré E(V.,, R*>7, L, H), ou L est le groupe
linéaire homogéne dans R?:. Une structure d’espace vectoriel
complexe, prolongeant la structure vectorielle réelle, sera déter-
minée sur R*” par une transformation linéaire I, z -> iz, oux € R?",
sans droite fixe passant par zéro, et telle que (ix) = — z. En dési-
gnant par Zy, ..., Zi., les coordonnées canoniques de xz e R*1,-
soit I, la transformation

’ ’ ;
Ly = — L2, Ly =Ly vouy Lopg = Loy, Lop= TLay-—1.

R#” muni de la structure complexe correspondante sera identifié
avec I'espace numérique complexe C* de coordonnées canoniques

B = Xy ULy oy B = Lap—t = (Tay.

Soit L' le groupe linéaire homogéne complexe de Cm Clest le
sous-groupe de L qui laisse invariant I;. L’espace homogeéne
K =L/L’ est donc l'espace des structures complexes sur R2”
prolongeant la structure vectorielle réelle. La recherche d’une
structure E(V,,, C#, L', H') subordonnée & E(V,,, R, L, H)
revient & la recherche d’une section de l'espace fibré associé
H/(L")(Vi., K, Lg, Hg). Une telle section définit sur V., une
structure qu’on peut appeler presque complexe. Comme L' est
connexe, elle détermine une orientation sur V.,. L’existence
d’une telle structure presque complexe est une condition néces-
saire pour qu’'il existe sur V,, une structure analytique complexe
subordonnée a la structure différentiable réelle (2).

Soit Q le sous-groupe connexe de L laissant invariant la forme
quadratique F=z{+ 2} +... 4 2]

2n

etsoit Q' le sous-groupe de L'

(*) Etant données deux structures définies sur E par deux atlas complets 3
et A’ de L par rapport & un espace M, compatibles avec deux pseudo-groupes
dans M, la premicre sera dite subordonnée a la seconde lorsque A < &',
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laissant invariant la forme d’Hermite ® = 2, 54 -~ 5y &3 ... - 5p Bn-
En vertu des résultats du n° 6, le probléme posé se raméne au
suivant :

Eiant donnée une structure E(Va,, B2, Q, Hy), ou I, cH,
el par suite une orientation sur Vs,, déterminer les structures
subordonnées E(V,,, C?, ', H'), ce qui revient & déterminer les
sections de l'espace fibré associ¢ E'(Va,, L'y, Qr, Hr), ou I'y,
désigne Pespace homogeéne Q/Q'. Une telle section définit sur V,,
une structure qu'on peut appeler presque hermitienne, subordon-
née a la structure riemannienne déterminée par E(V.,,, R*», &, H,).

I'(z) est isomorphe a une composante connexe (3) de I'espace des
structures complexes sur R2%, compatibles avec la forme quadra-
tique F, c’est-a-dire définies par les transformations 1 telles
que F(z, iz) = 0. T'(», est aussi isomorphe a une composante con-
nexe de 'espace des formes bilinéaires alternées § (z, y) =F (¢z,y),
qu’on peut appeler échangeable avec F. On en déduit le résultat
suivant :

Pour qu’il existe sur Vi, une structure presque complexe
ou presque hermitienne, il faut et il suffit qu’il existe sur V,
une forme différentielle extérieure de degré 2 et en tout point
de rang an.

9. Topologie de I',,;. — L’espace T',,, est encore 1somorphe a
une composante connexe de l'espace des génératrices linéaires
de dimension n du céne quadratique z}-+ 2;-+...+ 2}, =0
de 'espace G27. J'en ai déterminé les bases d’homologie & l'aide
d'une subdivion en cellules [1] :

T, est homéomorphe a S,;

I'(;, est homéomorphe a 'espace projectif complexe P;(C);

I, est homéomorphe a la quadrique complexe Q; & six dimen-
sions complexes. Or Q, est homéomorphe a S; >< P;(C);

7 (Ti4)) = o, ma (L2) est eyclique infini, 7; (I';) = 7: (Se) >< 7 (S4),
pour I >>2;

(*) Il y a deux composantes connexes correspondant aux deux orientations
de R
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I, admet toujours une structure fibrée multiple du type
Sunca >0 3 85< 5, 3¢ S5 c'est-a-dire Pespace de base est Sap, s,
la fibre est un espace fibré de base S., ,, etc. Les groupes
d’homologie de I',,) sont ceux de ce produit de sphéres.

On a toujours 7y(F()) =m(S:). Donc l'espace V., admet,
relativement & E'| une classe caractéristique W,. Ainsi W,=o
est une condition nécessaire d’existence sur Vs, d’une structure
presque complexe ou encore d’une forme différentielle extérieure
de degré 2 et de rang 2n. Cette condition est aussi suffisante
pour une variété Vq. Elle est vérifice en particulier pour la
sphére S,. Remarquons que, pour toute variélé orientable V,, la
classe W, est nulle. C'est une simple conséquence du résultat di
a H. Whitney, d’aprés lequel sur une telle variété la classe carac-
téristique de Stiefel-Whitney de dimension 3 est nulle [11].

Pour >3, me(L,) est cyclique infini. Si W3 = o, l'espace
fibré E(V.,, T, Qr, Hr) admet une section sur le squelette de
dimension 6. Pour qu’une telle section puisse s’étendre au sque-
lette de dimension 7, il faut et il suffit qu’une certaine classe de
cohomologie caractéristique de dimension 7 soit nulle. Celte
classe dépend de la classe d’homotopie de la section donnée sur
le squeletic de dimension 6. Si le groupe d’homologie de la
dimension 2 de V.. est nul, cetie classe caractéristique de
dimension 7 est unique.

10. Etude particuliére du cas de la sphére S,,. — Supposons
S, subdivisé en deux hémisphéres B., et B, dont I'intersection
est une sphére S,,_,. L’espace fibré principal H(S,,, Q, 2,, H"),
associé a Uespace tibré E(S,,, R*», Q, H) des vecteurs tangents
a 8., peutétreidentifi¢ avec'espace quolientde By, < Q& + B}, < Q
parunerelation d’équivalence définie par une application continue &
de S.,_y dans Q [7]. Soit F I'espace homogéne /G, ou G est un
sous-groupe fermé de . Soit ¢ la projection canonique de £
sur Q/G', et posons ¢'=gqgo. Pour que Pespace fibré associé
E'(S.u, F, Q, Hp) admette une section, 1l faut il suffit que 'appli-
cation de S,,—, dans I = Q/( soit homotope a zéro.

L’application o est celle qui fait correspondre a z €Sy, le
produit des deux symétries dans R?* par rapport & un diamétre
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fixe de S., 4, et par rapport au diamétre passant par x. Soit ¢’
lapplicalion correspondante de S,,_; dans &/Q'=T,,. Pour qu’il
existe sur S., une structure presque complexe ou une forme exté-
rieure de degré 2 et de rang an, il faut et il suffit que ¢’ soit
homotope a zéro. Il en est bien ainsi pour n =23, car n;(I';;) =o.

Pour n = 2, I'application ¢’ n’est pas homotope a zéro. En effet,
le groupe & correspondant est homéomorphe au produit S; < Py,
P, = espace projectif réel a trois dimensions. Toute application
de S; dans Q est donc caractérisée par un couple d’entiers (a, b).
Pour I'application o, ce couple est (1, 1). L’application corres-
pondante ¢’ de S, sur I'\sj= S, n’est donc pas homotope a zéro.
Donc sur S, il n'existe pas de forme différentielle extérieure
de degré o et de rang 4; ou encore il n'existe sur S,
aucune structure presque complexe, et a fortiort aucune struc-

ture complexe.

Cas n—= 4. — Soit Qy la variélé des génératrices a une dimen-
sion du céne défini dans C® par i+ z)+... 4+ 2z, =o0. I'\4 est
homéomorphe a4 Qg, qui est elle-méme homéomorphe a la variété
des plans orientés de R® passant par 'origine. A ¢ correspond une
application ¢’ de S; dans I'(4, et une application ¢” de S; dans Q.
L’application ¢” n’est pas homotope a zéro, sinon 1l existerait sur Sy
un champ d’éléments plans orientés, et par suite aussi un champ
de vectears unitaires. Il existe bien un automorphisme de £ qui
induit un homéomorphisme de I'y;y sur Q, mais les deux espaces
fibrés associés a Sg, de fibres Q, et I'4), ne semblent pas étre iso-

morphes.
Remarque. — Pour tout n, la variélé des plans orientés de R~,
passant par lorigine, est homéomorphe a la variété Q,_. des

génératrices du cone x; -+ 2} +...+ 2, = 0. Ses groupes d’homo-
topie, pour les dimensions > 2, sont ceux de la variété V, . des
couples de vecteurs unitaires et orthogonaux dans R, Q, ., est
simplement connexe et m.(Q, »)=m:(S:) pour n>4, et
72 ( Q1) = w2 (Sy) < 77:2(32). Le probléeme de Dexistence d’un
champ d’¢léments plans tangents & une variété V, conduit donc
également & une classe caractéristique, de dimension 3, qui est
d’ailleurs nulle dans le cas d’une variété orientable V,, d’apreés le
résultat indiqué de Whitney.
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11. Conditions d’existence, sur une variété analytique com-
plexe V., d'une forme différentielle extérieure complexe de
degré 2 et de rang 2 en tout point. — Soit Q' le groupe linéaire
complexe de G2” qui laisse invariant la forme d’Hermite

O = 3,81+ 2254, ..-+ 2, Fep-

Soit Q" le sous-groupe qui laisse invariant la transformation J, :

T — Y ) . . P
By = 32, 53 =21y -0y Bap = ZBan, Fan = B2n—1.

L’espace homogéne Q'/Q" est I'espace des structures vectorielles
quaternioniennes sur 2%, compatibles avec la forme d’Hermite @;
c’est encore l'espace des formes extérieures de degré 2, de
rang 2 n, et échangeables avec ®. C’est un espace muni d’une
structure fibrée multiple de type Sz, 5 ><...>< S 3< 85 >< 5.

V., est I'espace de base d’un espace fibré de groupe struc-
tural Q'. Le probléme posé dans le titre de ce paragraphe revient
a chercher une structure suborbonnée de groupe structural &’.
On arrive d’abord a une classe caractéristique W, pour la dimen-
sion 2. Wy==0 est la condition nécessaire et suffisante pour qu’il
existe une structure subordonnée de groupe structural Q, groupe
unimodulaire laissant invariant ®. Supposons celte condition
vérifiée. On est amené afors a étudier I’existence d’une section
d’un espace fibré associé dont la fibre est 'espace homogéne
Q' /Q" = K. L’espace K, admet une structure fibrée multiple
de type Suu—i>< ... >< 8y >< 8;. Clest un des espaces riemanniens
symétriques étudiés par E. Cartan. Le probléme posé conduit
a une classe caractéristique de dimension 6.

Les condilions d’existence sur Vs, d’une forme différentielle
extérieure de degré 2 et de rang 27 sont aussi celles de 'existence
d’une structure presque quaternionienne, en convenant d’appeler
ainsi une section de U'espace fibré de base V., et ayant pour fibre
Pespace des structures quaternioniennes prolongeant la structure
complexe de G2, Cet espace est espace quotient L//L”, ou L estle
sous-groupe de L/ qui laisse invariant J,. Remarquons que, si 'on
voulait définir la notion de structure de variété quaternionienne
par analogie avec le cas réel ou complexe, on obtiendrait seulement
une classe de variétés localement affines.
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Par exemple, toute variét¢ analytique complexe V, (4 4 dimen-
sions réelles), dont le groupe de Betti pour la dimension 2 est nul,
admet une structure presque quaternonienne. L'espace projectif
complexe P,,(C) n’en admet pas.
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SUR LES VARIETES PRESQUE COMPLEXES

CHARLES EARESMANN

1. Introduction. Etant donnée une variété topologique V.., de dimension
2n, existe-t-il sur V2, une structure analytique complexe? Plus abordable parait la
question suivante: Etant donnée une variété différentiable V.., existe-t-il sur
V. une structure analytique complexe subordonnée & sa structure différentiable?
Soit T(V2n) Pespace des vecteurs tangents & Vs, et T', Uespace vectoriel tangent
enx € Vg,. T(Vs,) est un espace fibré de base Ve, et de fibres T, isomorphes
a Pespace vectoriel R*. Une structure presque complexe sur V,, sera définie par
la donnée dans T, d’une structure vectorielle complexe subordonnée 4 sa structure
vectorielle réelle et dépendant d’une fagon continue de z. Toute structure
analytique complexe subordonnée 3 la structure différentiable de V', détermine
sur Vs, une structure presque complexe, mais en général une structure presque
complexe ne dérive pas d’une structure analytique complexe et on ignore si une
variété presque complexe (c’est-a-dire, une variété munie d’une structure presque
complexe) admet aussi une structure analytique complexe. La recherche des
structures presque complexes sur Vi, est un probléme de la théorie des espaces
fibrés. Je rappellerai, en les complétant, les résultats que j’ai exposés au Colloque
de Topologie Algébrique de Paris (1947) et j'indiquerai quelques résultats de
Wen-tsiin Wu; mais je ne pourrai pas exposer les méthodes de H. Hopf, qui a
abordé la méme question d’un point de vue un peu différent. Les nombres entre
crochets renvoient 4 la bibliographie.

2. Structures fibrées subordonnées i une structure fibrée vectorielle [2].
Soit E(B, F, G, H) un espace fibré de base B, de fibres isomorphes 4 F, de groupe
structural topologique G. Nous supposons F' muni d’une structure admettant G
comme groupe d’automorphismes. Par les homéomorphismes distingués, dont
Pensemble est H, cette structure est transportée sur une structure bien déter-
minée dans chaque fibre F, . H est alors 'ensemble des isomorphismes de F sur
les fibres. Il est muni d’une structure fibrée H(B, G, G, H) et s’appelle espace
fibré principal associé. Etant donné un sous-groupe G’ de G, muni de la topologie
induite, une structure fibrée E(B, IV, G/, H’) est dite subordonnée 3 E(B, F, G, H)
lorsque H’ C H. Toute structure E(B, F, G, H') détermine canoniquement une
structure E(B, F, G, H) a laquelle elle est subordonnée. Supposons que les
classes s’ déterminent une structure fibrée sur G. Les structures E(B, F, G', H")
subordonnées & une structure donnée E(B, F, G, H) correspondent alors d’une
facon biunivoque aux sections de Uespace fibré associé 4 E(B, F, G, H) par I’'homo-
morphisme ¢ de G sur le groupe de transformations de ’espace homogéne
G/@', défini par o(s)(tG') = s(tG’). C'est 'espace H/G' des classes hG’, ol
h € @; sa base est B et ses fibres sont isomorphes & G/G’. Les structures sub-
ordonnées E(B, F, G', H') se répartissent en classes d’homotopie correspondant
aux classes d’homotopie des sections; les structures d’une méme classe sont iso-
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morphes. 81 £’ désigne une structure sur F admettant G’ comme groupe d’auto-
morphismes, I’espace H/G' peut s’appeler V'espace des structures isomorphes
4 &’ et subordonnées aux structures données sur les fibres F ., .

Soit R» (resp. C*, @) I'espace numérique réel (resp. complexe, quaternionien),
L, (resp. L, , L) le groupe linéaire homogene de R* (resp. C*, Q*), O, (resp.
0. , 07) le groupe orthogonal dans R (resp. unitaire dans C~, unitaire quater-
nionien dans Q*), L} (resp. OF) la composante connexe de 'unité de L, (resp.
0.,). Une structure E(B, F, (, H) sera appelée structure fibrée vectorielle réelle
(resp. réelle orientée, complexe, qualernionienne, euclidienne, euclidienne orientée,
hermitienne, hermitienne quaternionienne) si G est L, (vesp. L%, L., Lu, O.,
0%, 0, ,07), F étant suivant les cas R", C* ou Q*. Comme L,/0, (resp. Lt/0%
L./0, , L% /0% est homéomorphe & un espace numérique, toute structure fibrée
vectorielle réelle (resp. réelle orientée, complexe, quaternionienne) admet des
structures euclidiennes (resp. euclidiennes orientées, hermitiennes, hermitiennes

A

quaternioniennes) subordonnées et celles-ci appartiennent toutes & une méme

classe. En identifiant R™ & C»et C* 4 Q,sin = 2m,onaL,C L7, , LncC L.,
’ ’ N .

0,.< 05, , OnC O, , et le probleme d’existence de structures subordonnées se

pose pour des structures du type suivant:
E(B, R**, Lz, , H), E(B, R*, Oz, *)
E(B, R™, L;., ), E(B, R~ 05, )
E(B,C* Ly, -), E(B,C*0,, )
E(B,Q™ Ly, -), E(B,Q", On, *).

D’apres la remarque précédente, on peut toujours se ramener au cas de structures
figurant dans la deuxiéme colonne ci-dessus. L’espace T'(V:.) associé & une
variété différentiable V3, est muni d’une structure fibrée vectorielle réelle, dont
les structures subordonnées s’appellent respectivement: structure vectorielle tan-
gente orientée, presque complexe, presque quaternionienne, riemannienne, presque
hermitienne, presque hermitienne quaternionienne.

3. Les structures vectorielles complexes sur R, . Soit (&, -+, €,) la base
canonique de C* et identifions C* & R?* en identifiant (e, €1, -+, €, 1€n) &
la base eanonique de R?". Alors L, est le sous-groupe de Ls, qui laisse invariante
la transformation I, définie par Iyz = 4z, ol z € C* Une structure vectorielle
complexe sur R?*, subordonnée & la structure vectorielle réelle, est définie par
une transformation linéaire I de R*" telle que I* = —1, ¢’est-a-dire, I(Iz) = —=x
pour z € R?; le produit du nombre complexe a + bi par x sera (¢ + bi)x.
Les vecteurs x,et Ir sont linéairement indépendants et déterminent un plan
invariant par I. R* admet des bases de la forme (e1, fe1, - - - , e, Lea); Porienta-
tion correspondante de R?" ne dépend que de I; c’est Uorientation associée a I.
L’espace des structures vectorielles complexes sur R** est Ls./ L., dont la
composante connexe L,/ L., est espace des structures complexes dont ’orienta-
tion associée est aussi associée & I .
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Considérons R?* comme 'espace des vecteurs réels de C?". La transformation
I se prolonge & C?* et admet les valeurs propres =:. L’ensemble des vecteurs
propres correspondant 4 —7 forme un sous-espace X, de dimension n. L’enserble
des vecteurs propres correspondant & 4 est X, , imaginaire conjugué de X, , et
lona X, N X, = 0. Inversement tout sous-espace X,de C**telque X, N X, =0
détermine une transformation I. On peut définir X, par n formes linéaires sur
C?* dont les restrictions & R?» sont des formes linéaires & valeurs complexes ne
g’annulant simultanément que pour le veeteur 0.

Posons F(x,z) = 21 + 41 + -+ + 2% + 45,00 (@1, Y1, ~+*, Ta, Ya) sODE
les coordonnées canoniques de z € R*. 0,,/0), est l'espace des transformations
I laissant invariante la forme quadratique F(z, z), condition équivalente &
F(z, Iz) = 0 ou I € OF, . L’espace X, associé & I est alors une génératrice du
cone défini dans C** par F(z, ) = 0. Done 07,/0, , que nous désignons par
T, , s'identifie & I'une des composantes connexes de ’espace des génératrices X,
de ce cone.

Comme A € Ls, se prolonge a C?*, Vespace fibré T'(V2,) admet un espace
fibré associé T°(V:,) dont les fibres 7', sont isomorphes & C** et qui admet T (V34)
comme sous-espace. Un élément de T; s’appelle vecteur complexe tangent & Vs,
en z, un sous-espace X, de T, s’appelle p-6lément complexe tangent en x.

Une structure presque complexe sur Vs, est done déterminée par un champ de
transformations linéaires I, définies dans 7', et telles que I* = —1, ou par un
champ de n-éléments complexes X, tels qu’en chaque point z € V., on ait
X, N X, = z. Au voisinage de z elle est définie encore par n formes de Pfaff
sur Vs, , & valeurs complexes et ne s’annulant simultanément pour aucun vecteur
réel non nul. Il lui correspond une orientation bien déterminée de V3:,. Une
structure presque hermitienne subordonnée & une structure riemannienne est
définie par un champ de transformations orthogonales I ou par un champ de
n-éléments isotropes.

4. Formes différentielles extérieures quadratiques sur Vi,. A une trans-
formation I dans R?" telle que F(z, Iz) = 0 est associée la forme bilinéaire al-
ternée ¥ (z, ") = F(Iz, ") derang 2n, et laforme ®(z,z") = F(z, z') — ¥ (z,z),
qui est une forme d’Hermite définie positive par rapport & la structure
complexe définie par I. A toute structure presque hermitienne sur V3, est done
associée une forme différentielle extérieure quadratique € de rang 2n; orienta-
tion associée est définie par @, forme de degré 2n non nulle en chaque point.
Réciproquement toute forme différentielle extérieure quadratique 2 partout de
rang 2n sur Vg, est associée de cette facon & des structures presque hermitiennes,
qui sont toutes de méme classe et qui correspondent & 'orientation définie par
Q" Ceci résulte du fait que Ls./0, est homéomorphe & un espace numérique,
L., désignant le sous-groupe de L., qui laisse invariante la forme ¥o(z, z') =
Tyl — Y+ o+ TaYn — Taln-

Done Vexistence d’une structure presque complexe sur la variété orientée
V1. est équivalente & 'existence d’une forme différentielle extérieure quadratique
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Q telle que Q" soit non nulle partout et définisse 'orientation donnée. Appelons
variété presque kihlerienne une variété presque hermitienne dont la forme extérieure
associée @ est fermée, c’est-d-dire, d2 = 0. Appelons variété symplectique une
variété Vs, munie d’une forme fermée Q telle que 2" # 0 en chaque point. Une
variété symplectique admet toujours une structure presque kihlerienne su-
bordonnée et posseéde des propriétés topologiques plus particuli¢res qu’une variété
presque complexe quelconque. En particulier, si elle est compacte, ses nombres
de Betti de dimension paire sont différents de 0, car @* ~ Qpour 0 < k < n
(remarque que je dois 4 G. de Rham).

5. Topologie de V’espace T', = 03,/0, . T; est un point. T'; est homéomorphe
a 8;. I'; est homéomorphe & ’espace projectif complexe P;(C). Ty est homéo-
morphe 4 la quadrique complexe Q¢(C) 4 6 dimensions complexes. Quel que soit
n > 1, T, admet une structure fibrée de base S,z et de fibre I',_; . On en déduit
les premiers groupes d’homotopie de T, . 72(T's) =2 w2(T'2), cyclique infini, pour
n 2 2. Pour 7 > 2, on a m(T3) = 7:(S7). Comme Q¢(C) admet une structure
fibrée [3] de base Ss et de fibre P;(C), pour laquelle il existe une section!, on a
W{(F4) E Wi(SG) X ‘Ir,(Ps(C))

Pourn = 4, 0n a 7;(T,) = 0,8 2 < ¢ < 6, et me(T',) est cyclique infini. Ces
propriétés de I', servent & démontrer les résultats du §6.

6. Conditions d’existence de structures presque complexes.? Etant donné
E(B, R**, Oy, , H), le premier obstacle & V’existence d’une structure fibrée
hermitienne subordonnée c’est-a-dire d’une section de ’espace fibré associé de
fibres isomorphes & T',, est une classe de cohomologie W? de B a coefficients
entiers. Pour qu’il existe une section sur le squelette de dimension 3 de B, qui est
supposé étre un complexe, 7l faut et il suffit gue W3 = 0. La classe W? est identique
a la classe caractéristique de Stiefel-Whitney, premier obstacle & existence d’'un
champ associant & tout £ € B une suite de 2n — 2 vecteurs indépendants de la
fibre RZ". La variété de Stiefel Vi, 2n_2 €st en effet un espace fibré de base T'»
et de fibre W, ., variété des suites orthonormées de n — 1 vecteurs unitaires
de l'espace hermitien C*. Il en résulte un isomorphisme canonique de m3(T,)
sur mo(Van, 2n—2) et 'identification des deux premiers obstacles considérés.

S: W3 =0, ¢l ya un deuriéme obstacle de dimension 4 pourn = 2, de dimension
8 pour n = 3, de dimension 7 pourn > 3.Sin = 3, W? = 0 entraine donc W*° = 0,
ott W* est la classe de Stiefel-Whitney de dimension 5. En tenant compte d’un
isomorphisme canonique de w¢(Ts) sur me(Vaa,2n—g), O 7 > 3, on voit que
le deuxiéme obstacle est identique & la classe W' de Stiefel-Whitney, premier obs-
tacle & l'existence d’un champ de 2n — 6 vecteurs. Une condition nécessaire
pour Vexistence d'une structure fibrée hermitienne subordonnée est évidem-
ment que toutes les classes W*t de Stiefel-Whitney soient nulles.

1 Qs(C) n’est pas homéomorphe 3 Ss X P3(C), contrairement A ce que j’ai affirmé dans [2].
20n tronvera des résultats concernant les structures presque quaternioniennes dans
{2] et [9].
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En particulier soit E = T(V2,), muni de la structure fibrée tangente orientée
de la variété orientée V,, . La classe W2 de Vs, est le premier obstacle & ’existence
d’une structure presque complexe sur Ve, . La condition W3 = 0 est nécessazre et
suffisante pour Uexistence d’une structure presque complere sur une variété orientée
Ve . Si de plus le groupe de cohomologie de dimension 2 de Vg est nul, toutes les
structures presque complexes sur Ve et correspondant 4 une orientation donnée
forment une seule classe. A chagque orientation de la sphére Sg correspondent ainsi
des structures presque complexes, appartenant toutes & une méme classe d’homotopie.
Mais il faudrait sans doute des méthodes nouvelles pour décider si Ss admet
aussi des structures analytiques complexes. ‘

Chacun des parallélismes classiques dans ’espace projectif réel P; correspond
[3] sur Q¢(C) & une structure fibrée dont les fibres sont des génératrices isomorphes
4 P3(C). En supposant que S¢ soit la partie réelle de Q¢(C), cette structure fibrée
définit justement une structure presque hermitienne sur S¢. Celle-ci pourra
aussi étre définie & aide des octaves de Cayley. Elle ne dérive pas d’une struc-
ture analytique complexe.

Par une méthode s’appliquant aux sphéres Sz, , j’al montré que S; n’admet
aucune structure presque complexe, résultat obtenu d’une maniére différente par
H. Hopf. Si S:. est presque complexe, Sani1 est parallélisable (Kirchhoff, [5]), ce
qui enlraine le fail que Si. n'admet aucune structure presque complexe.

D’aprés Whitney [7], 1a classe W3 d’une variété orientée V, est nulle. Mais
Wen-tsiin Wu a montré que pour tout n > 2, il existe des variétés orientées
V2, dont la classe W2 n’est pas nulle.

7. Quelques résultats de Wen-tsiin Wu. Par I’étude approfondie des variétés
de Grassmann réelles et complexes, Wen-tsiin Wu a obtenu les relations sui-
vantes entre les classes caractéristiques d’une structure fibrée vectorielle réelle
orientée F et celles d’une structure fibrée vectorielle complexe subordonnée ¥':
Relations de Wu: W5, t) = Co(F', £); Wa(F, t) = Co(F, t); P(F,t) = CEF', ) U
CF, i), P&, 1) = @, ) UG, it); XF) = (—1)C>(F").

Dans ces formules on a posé: Wa(F, 1) = D2 Wik, WG, t) = 2 We(5)t,
ou W5(F) (resp. Ws(F)) sont les classes (resp. classes duales) de Stiefel-Whitney
réduites modulo 2. P(F,t) = 2 (—1)*P#(F)t%, P(F,t) = 2 P*(F)t*, ol P*(F)
(resp. P#*(5)) sont les classes (resp. classes duales) de Pontrjagin. C(F/, ¢) =
D OGN CF, 1) = 2 CH(F)t*, ot C%*(F') (resp. C*(F')) sont les classes
(resp. classes duales) de Chern de §’; ces deux polyndmes réduits modulo 2
sont désignés par Co(F', t) et Co(F', t). X2(F) est la classe caractéristique d’Euler-
Poincaré. On trouvera la définition précise de ces classes dans la theése de Wu.

TrEorREME DE Wu. Les classes d’isomorphie des structures presque complexes
sur une variété orientée V, correspondent d’une facon biunivoque aux classes de
cohomologie C* sur V4 telles que:

Wi(Ve) = C3; PA(V) + 2X4Vy) = U ¢,
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ot C3 désigne la classe déduite de C? par réduction modulo 2, PA(V,) la classe de
Pontrjagin, et X*(Vy) la classe d’Euler-Poincaré. C? sera la classe de Chern de
la structure presque complexe correspondante.

Les relations de Wu entrainent que Sy n’admet pas de structure presque
complexe, Ce résullat est valable pour toule variété Vy, dont Uanneau de cohomologie
est isomorphe d celui de Sy, et dont la classe de Pontrjagin P* est nulle.

8. Les sous-variétés d’une variété presque complexe V,,. Un p-6lément
X, de V3, sera dit complexe lorsqu’il est invariant par la transformation I définie
dans Pespace tangent T', qui contient X, ; il sera dit réel lorsqu’il rencontre son
transformé par I au point x seulement. Une sous-variété V, de 1., sera
dite presque complexe (resp. réelle) lorsque les p-€léments tangents a 'V,
sont complexes (resp. réels). Une sous-variété presque complexe est munie d’une
structure presque complexe induite; celle-ci dérive d’une structure analytique
complexe si Vs, est analytique complexe.

Soit V, une sous-variété réelle de V., . L’espace fibré T'(V,) admet un iso-
morphisme sur Uespace fibré N(V,) des vecteurs normaux & V, , les points de
V. restant fixés. Réciproquement si cette condition est vérifiée pour une sous-
variété V, d’une variété quelconque V,,, il existe dans un voisinage de V,
une structure presque complexe telle que V, soit une sous-variété réelle. Kn
particulier, le voisinage de la diagonale A de V., X V., admet une structure presque
complexe telle que A soit une sous-variélé réelle. Il admel méme une siructure
analytique complexe telle que A soit une sous-variélé analytique réelle.
~ La position d’une sous-variété réelle V, dépend de la structure de T(V,).
L’espace fibré T¢(V,) admet un isomorphisme canonique dans T(V,,) muni de
la structure fibrée complexe. Si V, est déformable en un point de Vo, , T¢(V,)
est isomorphe & V, X C*. Pour toute variété V,, Wu a démontré la relation
suivante: C(V,, 1) = P(V,, 1),ou C(V,,t) désigne le “polynéme de Chern” de
T(V,) et P(V,, t) le “polynéme de Pontrjagin” de T(V,) définis au §7. Si
V. est une sous-variété réelle de Vs, , C(V, , 1) est la trace sur V. de C (V3. ©),
polynéme de Chern de T(V,,) muni de la structure fibrée complexe.

Pour n = 2, la relation de Wu donne C(V,, 1) = 1, ce qui montre que pour
toute variété Vo Vespace T° (V) est isomorphe @ Vo X C2.

Soit V, une sous-variété réelle de I’espace projectif complexe P,(C). D’apres
la relation de Wu, la trace sur V, de C#+2(P,(C)) est nulle; il en résulte que les
cycles de dimension 4k + 2 de V,, sont ~ 0 dans P,(C). Par contre pour toutk < n
les cycles de dimension 2k d’une sous-variété complexe ne sont pas tous ~ 0 dans
P.(C); ce résultat est valable aussi pour toule sous-variété presque complexe d’une
variété presque kdhlerienne.

Les notions et les résultats précédents s’étendent aux variétés plongées (V, , )
dans Vi, , ol f est une application différentiable régulidre de V, dans V,, . Si
Vs, est muni d’une forme différentielle extérieure Q telle que @* £ 0 en chaque
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point, les variétés intégrales de Q sont des variétés plongées réelles pour une certaine
structure presque complexe de Va, .

9. Probleme d’équivalence de deux structures presque complexes. Etant
données deux variétés presque complexes Vs, et Vs, , une équivalence de 'une 3
Pautre est un homéomorphisme différentiable de Vs, sur V., dont le prolonge-
ment & T(V,,) est un isomorphisme de T(V3,) sur T(V3.) par rapport aux struc-
tures fibrées vectorielles complexes. Si f est une application différentiable régu-
litre d’une variété W., dans Vi., & la structure presque complexe sur Vs,
correspond une structure presque complexe sur W, , appelée image réciproque
par f de la premigre. Si celle-ci est définie localement par n formes de Pfaff com-
plexes w;, + -+, w,, SOn image réciproque est définie par les formes f*(wx). Le
probléme d’équivalence locale de deux structures presque complexes peut étre
traité par les méthodes de E. Cartan et il vient d’étre étudié pour n = 2 par
Paulette Libermann [6].

Pour qu’une structure presque complexe sur Vs, dérive d’une structure ana-
lytique complexe, il faut et il suffit qu’elle soit partout localement équivalente®
4 la structure complexe naturelle sur C*, qui est définie par les formes
dz;, dzz, - -+, dzn . Soit g une équivalence d’un ensemble ouvert de V.. & un
ensemble ouvert de C». Les formes dg, = ¢*(dz.) sont alors des combinaisons
linéaires indépendantes des formes w,, d’olt on déduit les relations: dwn =
> on A wn, ot wy sont des formes de Pfaff complexes sur Vs, . Ces équations,
indiquées par G. de Rham, sont des conditions nécessaires pour que la structure
presque complexe dérive d’une structure complexe. Dans le cas ol les compo-
santes réelles et imaginaires des formes w;, sont des formes de Pfaff analytiques
sur Vs, , ces conditions sont aussi suffisantes. En-général, on aura:

don = D wn A 0t + 2 Ghim@r A G

On peut dire que les formes D _aum & A &n définissent la torsion de la structure
presque complexe; les aun sont les composantes de son fenseur hermitien de
torsion.

Remarquons que les formules intégrales de Chern [1] donnant les classes de
Chern s’étendent au cas des structures presque complexes.
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(Dai « Rendiconti di Matematica e delle sue applico-
zioni », Serie "V, Vol. X, Fage. 1-2, Roma 1951)

/30/

Sur la théorie des variétés feuilletées

par CHARLES EHRESMANN (a4 Strasbourg)

Le présent travail est le développement de VPexposé que j’ai
fait au Congres de Rome (26-28 avril 1950).

La théorie des variétés feuilletées est une généralisation de Vé-
tude globale des courbes définies par une équation différentielle, La
notion de structure feuilletée est aussi une généralisation naturelle,
d’une facon plus précise une localisation de la notion de structure
fibrée. Les résultats obtenus par Reeb et par moi-méme ne sont
publiés jusqu’ici que d’une facon sommaire. Reeb a présenté sur
la théorie des variétés feuilletées, & Strasbourg en 1948, une thése
de doctorat qui paraitra prochainement. Je vais exposer quelques
résultats qui ne figurent pas dans cette theése (1).

Apres avoir défini la notion de variété feuilletée, j’indique quel-
ques exemples et j’introduis la notion de feuilletage du deuxieme
ordre. Je démontre ensuite un théoreme de la théorie des espaces
fibrés. Comme application de ce théoreme j’étudie les propriétés to-
pologiques d’une feuille, qui dépendent de la position de la feaille
au point de vue de P'homotopie et de P'homologie. J’étends enfin
les résultats aux variétés intégrales de certains systémes différentiels
d’un type trés général.

J’ai terminé mon exposé fait au Congres de Rome par des in-
dications succinctes sur la structure du voisinage d’une feuille. L’es-
pace des vecteurs normaux a une feuille a des propriétés caracté-
ristiques: il admet un groupe structural discret ou, ce qui revient
au méme, une connexion infinitésimale intégrable. Dans le cas d’une
feuille stable, la structure feuilletée de son voisinage est compléte-
ment caractérisée par une représentation du groupe fondamental de
la feuille sur un groupe d’automorphismes différentiables d’ une sec-

() G. ReuB, Sur certaines propriétés topologiques des variélés feuilletées (Thase,
Strasbourg, 1948).
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tion d’un voisinage tubulaire de la feuille. Lorsque toutes les
feuilles voisines d’une feuille stable sont compactes (ce qui a tou-
jours lieu d’apres Reeb pour une feuille compacte a groupe fonda-
mental fini), ce groupe est équivalent & un groupe fini de rotations
euclidiennes d’ une boule. Ceei donne une idée précise de la structure
du voisinage d’une telle feuille. Ces derniers résultats seront exposés

dans un article faisant suite au présent travail.

1. La notion de variété feuilletée.

Soit ¥V, une variété différentiable et soit. @, un champ de
p-6léments (%), c¢’est-a-dire une fonction continue qui fait correspon-
dre & tout point z de V, un p-élément X d’origine x. Au voisinage
de chaque point de V, le champ &, peut &étre défini par un syste-
me de Pfaff:

w,=0, w,=0,...,00.p=0,

olt les w; désignent n—p formes de Pfaff définies dans un voisinage de
x et linéairement indépendantes en chaque point de ce voisinage. Le
champ @, est dit complétement intégrable lorsque tout point x de
Vv, admet un voisinage W tel que @, soit défini dans W par
Ay, =0, dy,=0,...,d¥Ya_p =10, 00 Y, Ys,y...,Yu-psOnt n—p
fonctions numériques différentiables définies dans W . A ces fone-
tions on peut adjoindre alors p fonctions yu_py1,...,yn telles que
les n fonctions y,,¥,,-..,¥s forment un systéme de coordonnées
locales différentiables dans un voisinage ouvert W’ de w, ot W C W.
Un tel systéme de coordonnées locales sera appelé distingué. Il re-
présente W' sur un ensemble ouvert W, de R" de telle fagon que
les éléments de P, correspondent aux p éléments de W, paralieles
3 la variété linéaire y, ==y, =...=Yu_.p, = 0.

Une waridté différentiable plongée dans V, est définie par la
donnée d’une variété différentiable V, et d’une application différen-
tiable fde V, dans V,, cette application étant de rang p en chaque

(2) Un p-6lément ou élément de contact de dimension p est le conple d’un point
xz de ¥V _ et d’un sous-espace linéaire de dimension p, passant par &, de l’espace
linéaire tangent & V, en x; le point x sera appelé origine du p-élément. Si ¥,
est & fois différentiable, ensemble des p-éléments de ¥V, est une variété &k — 1
fois différentiable.
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point de V,. L’ensemble f(V,) est le support de la variété plongée.
S est un homéomorphisme local de V, dans V,, c'est-a-dire tout
point de V, admet un voisinage tel que la restriction de f a ce
voisinage soit un homéomorphisme sur un sous-espace de V,. Etant
donné un homéomorphisme local f de V, dans V, et une strueture
différentiable sur V., il existe au plus une structure différentiable
sur V, pour laquelle f soit différentiable et de rang p en chaque point.

Soient (V,,/) et (V,,f) deux vaviétés différentiables plongées
dans V.. Un isomorphisme de (V,,[f) sur (17,,,?) est un homéomor-
phisme ¢ de ¥V, sur T’l, tel que f= f@: ceci entraine que ¢ est
différentiable et de rang p en chaque point.

Lorsque s est biunivoque, la variét¢ plongée (V,,f) est dite
simple. L’application f transporte alors sur W, = f(V,) une strue-
ture de variété différentiable telle que Dapplication canonique g de
W, dans V, soit différentiable et partout de rang p. L’application
S, restreinte & W,, est un isomorphisme de (V,,f) sur (W,,g).
Une variété plongée (W, ,g), o W, est un sous-ensemble de V, et
g, 'application canonique de W, dans V,, est appelée sous-variété
de V,; on la désigne simplement par W, .

Lorsque V, n’est pas compact, Uadhérence de la variété plongée
(Vp,/) est Padhérence (ensemble des valeurs d’adbérence) de f sui-
vant le filtre des complémentaires des parties relativement compactes
de V,. La variété plongée (V,,f) est dite propre lorsque son adhé-
rence ne contient aueun point de f(V,). Pour qu’une sous-variété
de V,, soit propre, il faut et il suffit que sa topologie soit la topo-
logie induite par celle de V,,.

Etant donné sur V,, un champ D, de p-éléments, une variété
intégrale de @, est une sous-varidté V, de V,, telle que le p-élément
tangent & V, enx €V, soit I"élément de D, associé & x. Une va-
riété intégrale V, est dite complete lorsqu’elle est connexe et iden-
tique &4 toute variété intégrale connexe qui la contient, Si P, est
complétement intégrable, par chaque point de V, il passe une variété
intégrale compléte et une seule.

DEFINITION. — Une variété feuilletée différentiable est une vao-
riété différentiable V, munie d’ un champ complétement intégrable P, de
p éléments. Nous dirons que D, définit sur V, une structure feuilletée
différentiable ouw un feuilletage différentiable. Les variétés intégrales
complétes de D, sont appelées les feuilles de celte structure.

Sur la variété feunilletée V, on peut considérer la topologie T,
telle qu’ un systéme fondamental de voisinages de x € ¥, relativement
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a T, soit formé par Pensemble des voisinages de z relativement a
une variété intégrale quelconque de @D, passant par x. Les feuilles
sont alors les composantes connexes de V,, relativement a T, .

La notion de variété feuilletée admet une généralisation (3) qui ne
fait intervenir aucune structure différentiable. Considérons sur Ves-
pace numérique R" d’une part sa topologie naturelle 5, d’autre
part la topologie —C/-,, définie de la maniere suivante: Un systéme
fondamental de voisinages de u € R* relativement -a @,, est formé par
I’ensemble des voisinages de u relativement a la variété linéaire
passant par u et définie par wu, = const.,, ot k=1,2,...,n—pet
Olt (8, ,Uyeenuyty) désigne le systéme de coordonnées canonique dans
R». Etant donnée une varidté topologique V, , une structure de variété
Jeuilletée sur V, est définie par la donnée @’ une topologie T, sur V,
satisfaisant & la condition swivante: Tout point x de V, admet un
voisinage owvert distingué U, relativement & la topologie primitive
T de V,, tel qu’il existe une application f de U sur un ensemble ou-
vert U’ de R" qui soit un homéomorphisme, d’une part relativement
aux topologies induites sur U et U' par T et T, dautre part relati-
vement aux topologies induites sur U et U’ par T, et 5,, . Les com-
posantes connexes de V,, relativement a la topologie T, sont appe-
lées les feuilles de la structure. Si V,, est muni de plus d’une struc-
ture k fois différentiable (respectivement analytique) et si I’homéo-
morphisme f considéré ci-dessus est k fois différentinble (respective-
ment analytique) et de rang = partout, la structure feuilletée est
dite k fois différentiable (resp. analytique). Dans ce cas elle peut
étre définie comme précédemment par un champ complétement in-
tégrable @, ,k — 1 fois différentiable (resp. analytique). Les feuilles
sont alors des sous-variétés k fois différentiables (resp. analytiques).

Un homéomorphisme local ¢ d’une variété W, dans une va-
riété feuilletée V, détermine sur W, une structure feuilletée, image
réciproque par ¢ de celle de V,,, satisfaisant 3 la condition suivan-
te: Tout ensemble ouvert U de W, tel que la restriction de ¢ a U
soit un homéomorphisme sur un ensemble ouvert distingué de V,, est
un ensemble ouvert distingué de W,. Cette structure feuilletée est
autant de fois différentiable que celle de V.

Les variétés feunilletées que nous aurons & considérer seront
toujours différentiables.

(3) G. REEB, FVariétés feuilletées, feuilles voisines (Comptes Rendns Ac. Se.
Paris, 294, 1947, p, 1613).
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2. Exemples de variétés feuilletées.

a) Soit f une application différentiable partout de rang n — p
d’une variété V, sur une variété V,_,. Les composantes connexes
des images réciproques par f des points de V,_, sont les feuilles
d’ane structure feuilletée sur V,. On démontre facilement :

PROPOSITION: 8i f est deux fois différentiable et partout de
rang n—p et 8 V, est compact (ou bien f~1(x) compact connexe
quel que soit x €V, ), les ensembles [—1(x) sont les fibres d’une
structure fibrde différentiable sur V.

Vu—p est Pespace quotient de V, par la relation d’équivalence
S(®)=f(y). Sous D'hypothése de la proposition, tout point x de
V,.—p admet un voisinage U tel que f~!(U) soit homéomorphe 3
U> f~1{x), par un homéomorphisme différentiable appliquant
S7H&E) sur (@'} >< -1 (x), pour tout z'€ U. Ceci caractérise une
structure fibrée différentiable (%),

Remarquons qu’une structure fibrée est toujours subordonuée
4 une structure feuilletée, celle dont les feuilles sont les composantes
connexes des fibres; mais les feuilles d’une structure feuilletée ne
sont pas nécessairement les fibres d’une structure fibrée.

b) I’exemple suivant d’une structure feuilletée sur la sphere
85 est dft 3 Reeb (%)
Dans Despace R3, désignons par r la distance d’un point a

Paxe O,. Considérons dans le cylindre de révolution défini par
2

1 — 2’
une constante arbitraire. Cette famille définit une structure fenil-
letée & Vintérieur du ecylindre. Par identification des points (v, ¥y, 2)
et (z,y,2-+-1) on déduit du cylindre un tore plein; le fenilletage
du cylindre est Pimage réciproque d’un feuilletage de Vintérieur du
tore plein.

}g 1 la famille de surfaces définies par 2z 4-a = a étant

Prenons deux exemplaires du tore plein, munis du feuilletage
considéré. La sphére §; peut s’obtenir & partir de I'espace somme

(4) C. EHrRESMANN, Comptes Rendus Ac. Sc. Paris, 224, 1947, p. 1611.
(5) C. EHRESMANN et G. Rues, Comptes Rendus Ac. Sc, Paris, 218, 1914,
p- 965.
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des deux tores pleins en identifiant les deux bords par un homéo-
morphisme transformant les méridiens de ’an en paralléles de Usutre,

Les images des feuilles considérées a Vintérieur des deux tores
plus. le tore image des deux bords définissent sur S; une structure
feuilletée. La feuille exceptionnelle homéomorphe au tore est I’adhé-
rence des autres feuilles, qui sont toutes non compactes. Cette
strueture feuilletée ne peut pas étre associée comme celle de ’exemple
précédent a une application continue de §; dans un espace séparé.

Par recollement de deux tores pleins on peut obtenir également
les espaces lenticulaires ainsi que §,><8,. On peut donec définir
sur ces espaces, ainsi que sur 8,>< 8, des structures feuilletées
analogues,

3. Feuilletages dn second ordre de V.

Soit V; Pensemble des p-éléments de V,,. Si V, est k fois dif-
férentiable, V, est muni d’une structure de variété k — 1 fois
différentiable. Etant donné un systeme de. coordonnées locales

P
(@, 2y ,...,2) dans V, , les p-éléments définis par da; = 3 p;;da; ,
=1

t=p-+1,...,n, forment un ensemble ouvert de V; dans lequel
(w, y @y, ..., %, p;) forme un systéme de coordonnées locales admis-
sibles. V;, est également muni d’une structure fibrée, de base V, .
La fibre qui se projette sur x€ V, est l’ensemble des p-éléments
d’origine x; c’est une variété isomorphe a la variété de Grassmann
R, _,p (variété des p-éléments d’origine O de E").

Si V, est deux fois différentiable, I’ensemble des p-éléments de
V; est une variété (V,). La projection canonique de V; sur V, est
différentiable ; son prolongement anx vecteurs applique un p-élément
sur un ¢-élément. Nous dirons qwun p-élément X' de V, prolonge
un p-élément X de V, si X’ se projette sur X. L’ensemble des
p-éléments prolongés de V,, ¢’est-d-dire des éléments de (V;) qui
prolongent les éléments de V,, est une sous-variété V,A de (V,) .

Si (V,,f) est une variété deux fois différentiable plongée dans
V., le prolongement de f aux vecteurs fait correspondre a Pespace
tangent 2 V, en x un p-élément X de V,, d'ovigine f(x), appelé
p-élément tangent a la variété plongée en . L’application g (z —» X)
est une application différentiable qui plonge V, dans V,. Nous
dirons que la variété plongée (V,, g) est prolongement de (V,,f). Le
n élément X' tangent & (V,,g) en x prolonge X et s’appelle p-élément
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du second ordre tangent & la variété plongée (V,,f) en . L’ensem-
ble des p-éléments du second ordre de V,, est une variété V,c (V).
Un champ de p-éléments du second ordre est une fonction continue
qui fait correspondre 3 tout X € V;, un p-élément du second ordre
prolongeant X .

PROPOSITION. Sur toute wariété deux fois différentiable V,
il existe un champ de p-éléments du second ordre.

La variété Vi est en effet un espace tibré de base V, . La fibre
qui se projette sur X € V; est Pensemble des éléments du second
qui prolongent X . C’est un espace homéomorphe & un espace
numérique.

En effet, si X est défini par le systéme de coordonnées locales
(@, ;@9,...,2,,pi), un élément du second ordre qui se projette sur

X est défini par da; =:j2p'1p,~j dz;,dp; =k§1pijk dxy, ot Pip = Pirj,
c’est-a-dire par la famille des nombres pg, ot i=p-41,...,7;
J=1,2,...,p; j>k. La théorie des espaces fibrés montre alors
que Pespace fibré V; sur V; admet une section, laquelle définit
un champ du second ordre. ‘

La proposition résulte aussi de Vexistence sur V, d’une métri-
gue riemannienne différentiable: Les p-éléments géodésiques du se-
cond ordre forment un champ du second ordre. ‘

DERINITION. — Un feuillelage du second ordre sur une variété
deux fois différenticble V, est défini par la donnée sur V, d'un champ
complétement intégrable D, de p-éléments du sccond ordre.

Htant donné une variété plonugée (V,,¢) dans V;, soit z la
projection canonique de V;, sur V, et soit f==mg. Pour que Ila
variété plongée (V,, g) prolonge (V,, f), il faut et il suftit que tout
p-élément tangent & (V,,g) soit un p-élément prolongé de V,. Une
variété intégrale dans V), d’un champ de péléments du second
ordre sur V, est le prolongement d’une variété plongée dans V,,
appelée également waridté intégrale du champ du second ordre. Les
Sewilles du feuilletage du second ordre défini par @, sont les va.
riétés intégrales complétes de P, , considérées comme variétés plon-
gées dans V, . I existe une feuille et une senle tangente a un p-é1é-
ment donné de V,,.

ExeMPLE : Les variétés totalement géodésiques de dimension p
d’un espace de Riemann a courbure constante sont les feunilles d’un
feuilietage du second ordre. On sait que la condition nécessaire et
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suftisante pour que le champ des p-éléments géodésiques du second
ordre d’un espace de Riemann soit complétement intégrable est
que la métrique riemannienne soit & courbure constante. Plus
généralement, les variétés géodésiques d’un espace localement pro-
jectif sont les feuilles d’un feuilletage du second ordre.

Une variété trois fois différentiable admet tonjours un feuille-
tage du second ordre dont les feuilles sont a wune dimension; il
serait intéressant de savoir si elle en admet aussi un dont les
feuilles soient de dimension p > 1

On définirait d’une fagon amalogue la notion de champ de
p-éléments d’ordre h et la notion de feunilletage d’ordre A .

4. Un théoreme de la théorie des espaces fibrés.

Admettons la notion d’espace fibré a groupe structural topolo-
gique G sous la forme exposée dans(®); mais rappelons simplement
les notations et la terminologie.

Considérons un espace fibré de symbole E (B, FF, G, H). La
structure fibrée sur E est caractérisée par un ensemble de cartes
locales de B>< I’ dans . B est Pespace de base. L’espace F est
supposé muni d’une structure admettant G comme groupe d’auto-
morphismes. @ est supposé muni d’une topologie compatible avec
sa structure de groupe et telle que le transformé de y€ F par
8€ G soit une fonction continue de (s, y). H est ’ensemble des ho-
méomorphismes distingués de F sur les fibres de F. Ces homéo-
morphismes seront appelés les isomorphismes de F sur les fibres.
Nous supposerons en effet la fibre k() munie de la structure dé-
duite de celle de F par k€ H. On obtient ainsi une structure bien
déterminée sur chaque fibre, car P’ensemble des isomorphismnes de
F sur h(F) est Pensemble b G. L’ensemble H se trouve muni d’nne
structure fibrée de symbole H (B, G, G,, E); c’est Vespace fibiré
principal associé & Vespace fibré donné; on pourra Pappeler aussi
Pespace des isomorphismes de F sur les fibres de E. Le groupe
structural @, de cet espace est le groupe des translations a gauche
(8 —~as) de G . Les fibres sont les ensembles £ G. A he H corres-
pond d'une fagon biunivoque J’isomorphisme heH de G sur b @

(8) C. EurEsMANN, Sur la théorie des espaces fibrés (Colloque de Topologie
algébrique, C. N. R. 8, Paris 1947, p. 3-15).

162



défini par s-—>hs. Clest un isomorphisme relatif aux structures
suivantes: Sur @ la structure invariante par G, peut étre définie
par le groupe des translations a droite de G. Sur une fibre H, de
H la structure correspondante est donnée par la loi de composition
(h,8)—hs, ot h€ H, et 8¢ G, qui définit G comme groupe d’opé.
rateurs simplement transitif dans H,. En supposant k quelconque
dans H, la loi de composition (h,s)->hs est continue et définit
G comme groupe d’opérateurs dans H, les tibres étant les classes
dintransitivité. L'application k — h est un isomorphisme canonique
de H sur H qui permet d’identifier ces deux espaces. I’application
thy,y)—=hy, o hy désigne le transformé de y€ F par he H, est
une application continue de H >< F sur E. Il lui correspond dans
H >< F la relation d’équivalence (hs, s 1y)co(h,y) et il en résuite
un isomorphisme canonique de E sur lespace quotient de H>< F
par cette relation d’équivalence, ce qui permet d’identifier E & cet
espace quotient.

Etant donnés deux espaces fibrés de symboles E (B, ', G, H)
et (B, F,G,H'), cest-a-dire de fibres isomorphes, tout isomor-
phisme d’une fibre du premier sur une tibre du second est de la
torme A’ h=1, ot k€ H, h'€¢ H'. L’ensemble H' H-! de ces isomor-
phismes est un espace fibré H” de base B >< B'; la fibre qui se
projette sur (xr,a')€ B>< B’ est l’ensemble des isomorphismes de
F, sur F, ; les tibres sont isomorphes & @, le groupe structural
étant le groupe des similitndes de @, ¢’est-a-dire des transformations
s—asbh, o 8,a,b€ G. A Papplication (h,h)—>h"h-1de H>< H’
sur H” est associée Ja relation d’équivalence (h,h')co (ks k' s) et
par suite un isomorphisme canonique de H' sur Pespace quotient
de H>< H' par cette relation d’équivalence. Celle-ci détinit sur
H >< H’' une structure d’espace fibré principal, de base H'' et de
fibres isomorphes & G¢. Si l'on pose M h~1="h" on a h'=h""h et
Papplication (h,h”) — k" h est une application continue de H >< H"
sur H'. )

Une représentation, ou d’une facon plus explicite une (F, G)-
représentation, de E(B,F,G,H) dans E' (B, F,G,H') est une
application continue/:p de E dans E’' telle que h— @k soit une
application continue ¢ de H dans H'. La condition ¢ h € H' signitie
que la restriction de ¢ a chaque fibre de E est un isomorphisme

sur une fibre de E'. L’application ¢ est une représentation de
H(B,G®,G,, H) dans H' (B, G,G,, H), ce qui signifie ici que
~ : ~ P .

@ est une application continue de H dans H' telle que ¢ (h) 8 = @ (hs),
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équation équivalente & (¢ h)s = ¢ (h 8). Réciprogquement soit 8 une
représentation de H dans H'. 1’application continue (h,y)—=(6(h),y)
de H>< F dans H' >< F donne par passage aux quotients une appli-
cation continue ¢ de E dans E', définie par ¢ (hy)=06(h)y. On
a ¢oh=20("), ce qui montre que ¢ est une rg\présenta.tion de
EB,F,G,H) dans E'(B,F,G,H') et que 8 =¢.

Un isomorphisme de E(B,F,G ,H) samv K (B, F,G,H') est
une représentation ¢ qui soit en méme temps un homéomorphisme
de E sur E'.

Soit ¢ une représentation de E(B,F,G,H)dans E(B',F,G,H’).
Par passage aux espaces quotients on en déduit une application
coutinue f de B dans B’, appelée projection de @ . Pour que ¢ soit
un isomorphisme, il faut et il suffit que f soit un homéomorphisme,

On a le théoréme fondamental suivant (7):

THEOREME 1. — Soit ¢ une représentation de Uespace [fibré
EB,F,G,H) dans E'(B,F,G,H') et soit  lu projection de ¢.
Etant donnée une déformation (fy) de f, o t parcourt Uintervalle
I=10,1], il existe une déformation (@) de @ telle que @; soit une
représentation de E dans E’' se projetant sur f;.

On peut démontrer ce théoreme en le ramenant an théoreme
ordinaire du reléevement des homotopies. Montrons en effet que les
représentations @ correspondent canoniquement i certaines applica-
tions continues de B dans l’espace fibré H".

Soit @, la restriction de @ & la fibre F, de E. L’application
& — @, est une application continue ¢’ de B dans H" = H' H-!.
Eu effet, 'application h — (b, ¢ k) est une représentation de H dans
H><H', ¢’est-a-dire une application continue telle que hs—(hs,phs).
L’application ¢’ s’en déduit par passage aux quotients. Soit z la
projection canonique de H” sur B>< B’ et f I'application x —= (z, £()).
On a f=n¢'. Réciproquement soit v une application continue de
B dans H” telle que f=mt. Soit @ la projection SUI/'\B de heH.

L’application h — 1 (x) h est alors une représentation ¢ de H dans
H' correspondant i une représentation ¢ de E dans FE’ et se proje-
tant sur /. De plus on a @, =t (x) et par suite v = ¢’

(1) C. EHRESMANN, Sur les variétés plongées dans une variete différentiable
(Comptes Rendus Ac, Sc. Paris, 226, 1948, p. 1879),
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A Ia déformation (f;) correspondant la déformation (f) de f'—,
dapres le théoréme du relévement des homotopies (8) il existe une dé-
formation (¢]) de ¢’ telle que f; = n ;. 11 lui correspond canoni-
quement une déformation (¢;) de ¢ telle que @, se projette sur f;.
En effet, soit ¢, la représentation h— ¢} (z) b de H dans H'. Comme

~

Papplication (h,t) — @f () b est continue, (p,) définit une déforma-
tion de ¢. Or & ¢, correspond la représentation ¢; de E dans E',

déduite par passage aux quotients de 'application (h ,y) — (@: (h), ¥)
de H >< F dans H'>< F. La famille (¢,) est une déformation de ¢ par-

ce qu’elle est la projection d’une déformation (%) de (h,y)—> (@ (h),¥y).

Introduisons les motations suivantes: Iespace B >< E’ est d’une
fagon naturelle un espace fibré de symbole B>< E' (B>< B, F, &,
B>< H'). Soit f*(B’) le sous-espace de B >< B’ formé par Vensem-
ble des couples (z, /(%)) . Soit f*(E’) le sous-espace de B >< E' formé
par Vensemble des points se projetant sur s*(B’); ¢’est un espace
tibré de symbole f*(E') (f*(B'), F, G ,r*(H'), espace fibré prin-
¢ipal associé étant f* (H’') conformément au méme principe de no-
tation. L’espace de base de f*(F’') peut aussi étre identifié a B par
Phoméomorphisme s de B sur f*(B’) défini par x— (x,f(x). La
restriction & /* (E') de 'application canonique de B>< E’' sur E'
est une représentation ' de f*(E') dans B (B, F,G,H’) qui se
projette sur f. La représentation ¢ de E(B, F, G, H) dans B'(B,F, G, H')
détermine un isomorphisme ¢ de EB,F,G,H) sur f™* (E"), dé-
fini par E(z) = (x, @ (2)), ou x est la projection sur B de z€ E. On
a ainsi une décomposition canonique de ¢ donnée par ¢ = /" @.

Le théoreme 1 admet le corollaire suivant:

COROLLAIRE 1. — QSoit f une application continue de B dans
B', espace de base de B (B, F,G,H'), et soit (f;) une déformation
de f. Alors il exriste un isomorphisme @, de f*(E') sur fi* (E') se
projetant 3ur Vapplication identique de B et tel que (¢;) définisse une
déformation (et par suite wune isotopie) de lapplication canonique de
J*(EB"Y dans B >< E'.

En particulier, si f est homotope & wune application constante,
JS*(B') est isomorphe & espace produit B>< F.

(8) Voir par exemple: C. EHRESMANN, Sur les applications conlinues d’un
espace dans un espace fibré (Bull, Soc. Math. France, 1944, p. 27-54).
(¥) Voir le lemme de p. 46 de (¥).
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Ce corollaire correspond au cas particulier suivant du théoreme 1:
¢ est Papplication canonique de f* (E') dans B >< E'; la projection
de @ est 'homéomorphisme f, en considérant B comme espace de
base de r*(E'). A la déformation (fy) correspond lisotopie (ﬁ). Il
existe done une déformation (¢,) de ¢ telle que ¢, soit une repré-
seutation de f*(F') daus B > F' se prejetant sur 7, Alors ¢ est
un isomorphisme de s* (E') sur fF#F (E') qui se projette sur lappii-
cation identique de B. Le corollaire ainsi démontré entraine d’ail-
leurs le théorémme 1. La famille (/f ¢) est en effet une déformation
(/") de la représentation canonique /' de f*(¥') dans E'. En utili-
sant la décomposition canonique ¢ = s’ ¢ d’une représentation o de
E(B,F,G,H)dans E' (B, F, G, H'), telle que [ soit la projection
de o, la famille (o)) = (f/) o fournit la déformation cherchée de o .

Remarque. Les unotaticns étant celles du théoréme 1, soit vy
Papplication continue de B >< I dans B' détinissant la déformation
(f1). L'espace E >< I étant considéré comme un espace fibré de base
B> 1, le théoreme 1} signifie qu’il existe une représentation 6 de
E><1T dans B', se projetant sur y et définissant une déformation
() de 9. Or 6 admet la décomposition canonique 6 =y’ 0, ol
6 est un isomorphisme de X >< I sur y*(B') se projetant sur Pap-
plication identique de B >< 1. Le théoréme 1 est donc aussi équi-
valent au corollaire suivant:

COROLLAIRE 2. — Q8oit £” un espace fibvé de base B><I et
soit E Uespace fibré g* (E"), od g désigne Papplication x — (x,0) de
B dans B><1I. Il eriste alors un isomorphisme de E ><1 sur E”,
8¢ projetant sur DVapplication identique de B ><I.

La démonstration précédente suppose que l'espace fibré E” est
a groupe structural topologique G. Mais énoncé est encore valable
pour une structure fibrée A groupe structural G non muni d’une
topologie. .

Remarque, Etant donnés deux espaces fibrés K (B, ¥, G, H) et
E'(B', F,G,H) a groupe structural topologique G, une application
continue ¢ de E dans F' telle que la restriction de ¢ a cbaque
fibre de E soit un isomorphisme sur une fibre de I sera appelée
une représentation fuible de E dans E'. Clest upe représentation
concernant les structures fibrées sous-jacentes pour lesquelies on
ferait abstraction de la structure topologique de G, et par suite
aussi de celle de H et de H'. I’application h — @ h est alors une
application quelconque de H dans H'.
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Si F est loealement compact et si la structure topologique de
G est celle de la convergence compacte, toute représentation faible
de E dans B’ est une représentation au sens initial (!9). En particulier
il en est ainsi lorsque G est un groupe de Lie opérant sur F de
telle facon que Vapplication (8,y)— 8y soit différentiable.

Le probléme d’existence d’une représentation ¢ de E (B, F, G, H)
dans E' (B, F,G,H’) peut étre abordé de la maniére suivante:
Considérons Pespace H” =—= H' H-! et soit & la projection canonique
de H” sur B>< B'. En composant sz avec Uapplication canonique de
B>< B’ sur B, on obtient une projection cancnique z, de H” sur
B; en composant sz avec Papplication canonique de B>< B’ sur B,
on obtient une projection canonique n; de H” sur B'. A la projec-
tion =z, correspond une structure fibrée sur H”, de base B, de
fibres isomorphes & H’, les isomorphismes de H' sur les fibres étant
les applications A’ — h'h~—1, qui correspondent d’une fagon biunivoque
a he€ H. Comme H” est I’espace quotient de H >< H' par la relation
d’équivalence (h,h')co(hs,h’ s), on voit d’ailleurs que Pespace fibré
principal associé a la structure fibrée considérée sur H” est isomorphe
& H. Lexistence d'une représentation @ est fquivalente a Dexistence
d’une application continue ¢ de B dans H" telle que n, ¢’ seit Uap-
plication identique de B : la projection de ¢ sera alors f=ai¢'. En
d’autres termes, les représentations ¢ correspondent d'ume fagon bi-
univoque aux sections de Uespace fibré H" de base B.

Si B est un complexe et si les groupes d’homotopie =, (H') sont
nuls pour r << dim B, on sait qu’il existe une section ¢’ dans H”
au-dessus de B. Si =z, (H') est nul pour » << dim B, les sections ¢’,
et par suite les représentations ¢, forment une seule classe; c’est-
a-dire deux sections ¢, et @; peuvent étre déformées lune dans
Pautre par une déformation (¢;) telle que =z, ¢} soit Dlapplication
identique de B. Il en résulte, en tenant compte aussi du théoréme 1,
que Jlensemble des applications f= n ¢' de B dans B’ forme
une classe d’homotopie bien déterminée, qu’on peut appeler la classe
d’homotopie caractéristique de la structure fibrée E(B,F,G,H) par
rapport & la structure fibrée E' (B, F, G, H'). Pour quw’il existe un
tsomorphisme de E (B, F, G, H) sur f*(E') se projetant sur DVappli-
cation identique de B, il faut et il suffit que f appartienne a la classe
caractéristique de E (B, F, G, H) par rapport & E' (B, F,G,H')-

(1) Cette propriété est une conséqunence de la proposition 9, p. 21 de BOUr-
BaK1, Topologie générale, chap. X.
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La classe caractéristique d’une structure isomorphe & B>< F est la
classe de 'application constante de B dans B'. Ceci démontre en
particulier le théoréme de Steenrod-Whitney, qui correspond au cas
suivant: B’ est la variété de Grassmann R,_,,; l'espace E' est
Vespace M, _.,, des couples (v, Xp), oit  est nn vecteur d’origine O
de R" et X, un p-élément d’origine O de K" contenant z. La struc-
ture fibrée sur K’ est associée a Papplication (x, X,;)— X,. Une
fibre est Pensemble des (r, X,) correspondant & un élément donné
X, . Les tibres sont des espaces vectoriels isomorphes & R?P . L’espace
H' des isomorphismes de R? sur les fibres est Pespace V,, des
suites de p vecteurs indépendants de R*. Les groupes d’homotopie
7, (Vap) sont nuls pour r <n—p. Donc si dim B<n—p, toute
structure fibrée de base B, de fibres isomorphes a RP, le groupe
structural étant le groupe linéaire homogéne L, de RP (ou encore le
groupe orthogonal de Er), correspond a une classe d’homotopie caracté-
ristique de B dans R, _,, et est isomorphe a f*(M,_,,) pourvu que
f appartienne & cette classe caractéristiqgue. C’est ’énoncé dn théoréme
de Steenrod-Whitney (11), qui s’étend aussi aun cas des structures fi-
brées ayant pour groupe structural le groupe linéaire complexe L; de
l’espace numérique complexe CP ou encore le groupe linéaire qua-
ternionien Ly de I’espace numérique quaternionien K» (ou K désigne
le corps des quaternions); la variété de Grasmann R, _,, doit étre
remplacée alors par la variété de Grassmann complexe C,_,, ou
quaternionienne K, . De plus, dans le cas complexe il faut avoir
dimn B=Z2(n—p) et dans le cas quaternionien dim B="4(n —p)-4 2.

Si f appartient a 1a classe d’homotopie caractéristique, les images
réciproques par f des classes de cohomologie de B’ sont des inva-
riants de la structure fibrée sur B; on les appelle les closses (de
cohomologie) caractéristiques.

5. Quelqnes propriétés d’une feuille d’une variété fenilletée (12).

Du theéoreme 1 on déduit facilement le théoreme suivant:

THEOREME 2. — Etant donné sur V, une structure feuilletée
différentiable, définie par un champ complétement intégrable @, , toute
Seuille V, déformable sur V, en un point est parallélisable et espace
des vecteurs normaux a V, est isomorphe a Vo >< R"~P,

(11) N, STEENROD, Classification of sphere bundles (Annals of Math., 45, 1944,
p. 994-311).
(12) Voir (7).
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En particulier, toute feunille compacte d’une structure feuilletée
différentiable sur la sphére §; est homéomorphe a un tore, seule
surface compacte parallélisable.

Désignons par T (V,) P’espace des vecteurs tangents a V,. Le
sous-espace de T (V,) formé des vecteurs. tangents & V,, et contenus
dans un élément quelconque X du champ @, est un espace fibré
E(V,, RP, L,, H). La fibre correspondant a x € V,, est le sous-espace
vectoriel de ’espace tangent & V, en x correspondant au p-élément
du champ @, . Le groupe structural est donc le groupe L, de RP.
L’application canonique f de V, dans V, admet un prolongement f’
3 PVensemble T'(V,) des vecteurs tangents a Vp. L’espace T'(V,) est
un espace fibré de base V, et de groupe structural L, et f’ est une
représentation de T'(V,) dans E. A f’ correspond canoniquement
un isomorphisme de 7 (V,) sur f*(E). Si (f;) est une déformation
de /', f*(E) est isomorphe a f*(#), d’aprés le corollaire 1 du tbéo-
réme 1. En particulier si f, est une application constante, f{(E)
est isomorphe 3 V,>< EP. Donc si f est homotope & une application
constante, T(V,) est isomorphe d V, >< RP, ce qui signifie que V,
est parallélisable.

I.e méme raisonnement sg’applique a Uespace N (V,) des vecteurs
normaunx a V,, relativement a une métrique riemannienne sur V,;
on sait qu’une telle métrique existe toujours. I’espace tibré E est
a2 remplacer par Pespace fibré E, des vecteurs de 7'(V,) qui sont
normaux & un élément quelconque dn champ P, .

Le théoreme 2 montre que tonte feuille d’une strocture feuille-
tée différentiable sur la spheére S, est parallélisable, donc en parti-
culier (13) toute fibre d’une structure fibrée différentiable sur §,,.

On pourrait énoncer d’autres propriétés de 7'(V,) et de N (V,),
dont les structures ne dépendent que de la classe d’homotopie de
/. Bornons-nous & étendre le théoréme 2 aux variétés transversa-
les d’un champ.

Soit #,_, un champ de (n — p)-éléments sur V, . Une variété
transversale du champ P,., est une variété différentiable plongée
(Vu,f) dans V, telle que le p-élément tangent & la variété plongée
en u €V, (qui est un p-élément d’origine f(u)) soit supplémentaire a
I’élément do champ @,_, en f(u); C’est-a-dire I’intersection des deux
¢léments se réduait & f(u). Soit P, le champ des p-éléments totale-

(13) FELDBAU avait déja démontré que si les tibres d'une fibration de S, sont
homéomorphes 4 une sphére S ., celle-ci est parallélisable.

169



ment orthogonaux & ceux de @,_,. Considérons encore les deux
espaces fibrés F et FE, définis plus haut. Soit z la projection de
T(V,) sur E qni fait correspondre & tout vecteur tangent a V, en
x sa projection orthogonale sur 1’élément de @, en x. Si (V,,f) est
une variété transversale de @, _, et si f' est le prolongement de f
aux vecteurs, Papplication z f’ est une représentation de 71'(V,) dans
E, se projetant sur f. Il lui correspond un isomorphisme de T'(V,)
sur f*(E), se projetant sur l’application identique de V.

Soit Ny(V,) l'espace des vecteurs normaux 3 la variété plongée
(Vp,f), cest-a-dire le sous-espace de V,>< T'(V,) formé des couples
(w,v), w€ V,, v étant un vecteur d’origine f(u) et perpendiculaire au
p-6lément tangent & la variété plongée en u. Si (V,,f) est une va.
riété transversale de @,_,, on voit encore que N;(V,) est isomorphe
a f*(#,). Du théoréme 1 on déduit donc le théoréme suivant:

THREOREME 2'. — Soit (V,,[f) une variété transversale du champ
D, défini sur V,. 8i [ est homotope & une application constante,
V, est parallélisable et l'espace des vecteurs normaux a (V,,[f) est
isomorphe & V,>< R"P .

La considération des classes caractéristiques des structures fi-
brées I'(V,), Ne(V,), E et E, conduit & des propriétés d’homologie
d’une feuille ou d’une variété transversale d’un champ. Les classes
caractéristiques de T (V,) sont les images réciproques par f de cel-
les de E('4). La méme remarque s’applique & N,(V,) et £, .

Pour simplifier, supposons que P, soit un champ d’éléments
orientés, et soit (V,,f) une variété transversale compacte du champ
totalement orthogonal @,_,. On peut considérer alors les classes
caractéristiques de Stiefel-Whitney. En particulier £ admet une classe
Wy, classe de cohomologie de V,,. La classe f*(W,) est la classe
d'Euler-Poincaré. Si I}, est le cycle fondamentsl de dimension p
sur V,, on a:

<f'*(“’p)7 Fp>=< ‘pr‘f(rp)>-
Or < f*(W,), I, > est la caractéristique d’Euler-Poincaré
1 (Vp) de V. 8i f(I;) a un multiple entier homologue a 0 dans

V., Péquation précédente montre que y (V)= 0. Ceci démontre le
théoréme (14):

(1) C. EHRESMANN, Sur les sections d’un champ (Comptes Rendus Ac. Sc.
Paris, 224, 1947, p. 444), Voir aussi (5).
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THEOREME 3. — Soit (V,, f) une variéte transversale d’ un champ
D, _p tel que le champ totalement orthogonal P, soit orientable. Si le
cyele f(Vy) a un multiple entier homologue & 0 dans V., la caracté-
ristique d’ Euler-Poincaré de V, est nulle. Les caractéristiques d’ Euler-
Poincaré de deux variétés transversales homologues sont égales.

De méme si W, est la classe de Stiefel-Whitney de E pour la
dimension r <p, f*(W,) sera celle de V,. En particulier si W, est
nul, par exemple si le groupe de cohomologie de V, pour la dimen-
sion r et pour le domaine de coefficients convenable est nul, la classe
correspondante de V, est nulle.

La théorie des obstacles dans les espaces fibrés conduit encore
au résultat suivant:

Soit H;(V,,n;_;1({p)) le groupe de cohomologie de dimension ¢
de V,, le domaine de coefficients étant s;_; (£2,), groupe d’homotopie
de dimension ¢—1 du groupe orthogonal £, dans Rr. 8i
Hi(Vy,71(82p,) =0 pour 0 <i<<p, toute wvariété transversale
(Voo f) du champ D, _, est parallélisable.

6. Sur les variétés intégrales de certains systémes différentiels.

Indiquons d’abord quelques propriétés des variétés plongées dans
une variété différentiable.

Soit V,, Despace des p-éléments de V,. Soit E l'espace des cou-
ples formés d’un vecteur tangent a V, et d’un p-élément contenant
ce vecteur. I’espace E est un espace fibré de base V;, les élé-
ments d’une fibre étant les couples correspondant & un p-élément
fixe, le groupe structural étant L,. Soit (V,,f) une variété différen-
tiable plongée dans V, et appelons encore f’ le prolongement de f
aux vecteurs. /' est une représentation de T'(V,) dans F se projetant
sur une application ¢ de V, dans V, .. De plus g se projette sur f.
La représentation f’ admet la décomposition canonique f' = g"j—",
‘o0l f' est un isomorphisme de T(V,) sur g*(E).

Supposons que f soit homotope & une application constante f,:
alors ¢ est homotope & une application ¢, de V, dans une fibre de
V, et T(V,) est isomorphe & ¢f(E). La fibre de V, peut étre iden-
tifiée & la variété de Grassman R, ,,, le sous-espace de E qui se
projette sur cette fibre, & M, _,,. L’isomorphie des espaces T (V) et
g7 (E) entraine alors les conséquences suivantes :
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1. 8i n < 2p, la structure de 7'(V,) a des propriétés particuliéres:
la classe d’homotopie caractéristique, qui est une classe d’appliea-
tions deV, dans E,_,,, ot #' > 2p, contient une application de
V, dans R, _,,. En particulier certaines classes caractérigtiques
sont nulles.

2. 8i n=>2p + 1, la classe d"homotopie de g ne dépend que de la
structure différentiable de V,, ; en particulier, si V, est parallélisable,
g est homotope a wune application constante. D’ailleurs 8i ¢ est
homotope & une application constante, V, est parallélisable, quel
que so0it n.

En vertu du théoréme 1, la structure fibrée de Ny(V,) dépend
seulement de la classe d’homotopie de g ; elle est isomorphe a celle de
Ve >< B*=P si g est homotope & une application constante.

C Sia> 2p + 1, la classe d’homotopie de g ne dépend que de la
classe d’homotopiec de f. ‘

Ceci résulte du théoréme suivant (1%), qui se démontre de la
méme maniére que le théoréme de Steenrod-Whitney :

THEOREME 4. — Soit f une application continue dans V,, d’un
complexe A . Si dim A <In—p, tout espace fibré de base A, de fi-
bres isomorphes a RP et de groupe structural L, admet une représen-
tation f' dans E, se projetant sur wune application g de A dans V,
telle que f soit projection de g . En supposant dim A < n— p, soient
g et g, deux applications de A dans V., se projetant sur f. Pour
qu’'tl existe un isomorphisme de g¢*(E) sur gf (E) se projetant sur
Vapplication identique de A, il jaut et il suffit qu’il existe une défor-
mation (g;) de g a g, telle que f soit projection de g;.

Remarque. Si f est une application de la variété différentiable V,
dans V,, pour quil existe dans la classe d’homotopie de f une
application différentiable f; partout de rang p, il faut qu’il existe
une repregentation f’ de T (V,) dans FE, se projetant sur f. Il se-
rait intéressant de savoir si cette condition est aussi suffisante
lorsque = > p. D’aprés Whitney, si n =2 p, / peut toujours étre
approché par une application différentiable f, partout de rang p.

Considérons maintenant les variétés intégrales d’un systéme
différentiel défini par un sous-espace ¥ de V. Une variété intégrale
de ¥ est une variété différentiable plongée dans V,, définie par
(Vy,f), telle que Papplication g associée & f applique V, dans ¥.

(*5) Voir (7).
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Nous supposons que la restriction & ¥ de la projection de 7V, sar
V,. détermine sur ¥ une structure fibrée, de base V,; les fibres
sont isemorphes & un sous-espace F de la variété de Grassmann
R, _,p,. Le sous-espace de I qui se projette sur ¥ est un espace
fibré E' (¥, Rr, L,,.) Soit (V,,f) une variété intégrale de ¥. L’es-
pace fibré T'(V,) est isomorphe & ¢* (E'). Si f est homotope & une
application constante f, ,g est homotope a une application g, de 17,
dans une fibre F, de Y. La classe d’homotopie caractéristique de
T (V,) est donc une classe d’applications de.V,dans R,_, , contenant
une application de V, dans F. Ceci entraine, en général, que
certaines classes caractéristiques de 7'(V,) sont nulles. En particulier,
8i F est contractile en un point par déformation dans R,,*p,p, Vp
ést parallélisable.

Par exemple, on se trouve dans ce cas, lorsque ¥ est ’ensemble
des éléments supplémentaires d’un champ @,_, . De méme, lorsque
¥ est défini par la donnée d’une forme différentielle quadratique
réductible en chaque point & w?--...-| Wk — @k e w?,
ot n=>=2p, les éléments de ¥ étant les p-6léments sur lesquels
cette forme quadratique s’annule ou se réduit a une forme définie
positive.

On peut étudier de ce point de vue les variétés plongées dans
une variété complexe ou presque complexe (16) V,,. L’espace tangent
d’une telle variété est muni d’une structure complexe par la donnée
d’une transformation linéaire I telle que I? = — 1. 1D’une part on
peut considérer les variétés plongées « presque complexes» (Vy,, /)
dans V,, dont les éléments tangents sont complexes, ce qui conduit
&4 des résultats relatifs aux classes caractéristiques de Chern (17),
D’autre part il est intéressant de considérer les variétés plongées
(Vwu,f) quon pourrait appeler réelles: chaque élément tangent est
supplémentaire & son transformé par I. Si f est homotope & une
application constante, les classes caractéristiques de Stiefel-Whitney
de V, vérifient certaines relations particuliéres. Si on appeile espace
tangent complexe & V, en ueV, l’espabe vectoriel complexe déter-
miné canoniquement & partir de Pespace vectoriel tangent par ex-
tension du corps R au corps C, Vespace de tous les vecteurs com-
plexes tangents & V, est alors isomorphe a V,>< C®.

(16) Voir (6) et C. EHrRESMANN, Sur les variétés presque complexes (Séminaire
Bourbaki 1950, & paraitre dans Proc. Congr. Int. Math. 1950).

(17 CHERN 8. 8., Characieristic classes of Hermitian manifolds (Aunals of Math.,
47, 1946, p. 85-121).
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Bruxelles 1950, CBRM.

/28/

Les connexions infinitésimales dans un espace fibré
différentiable

par Charles Ennresyaxy (Strasbourg)

INTRODUCTION

Dans une série de mémoires célebres, M. Elie Cartan a
développé une théorie d’espaces munis de « connexions infini-
tésimales » dont les exemples les plus connus sont les espaces &
connexion euclidienne, affine, projective ou conforme.

La notion d’espace a connexion de Cartan est une généra-
lisation de la notion d’espace homogene de Lie, en désignant
ainsi un espace F muni d’un groupe de transformations de
Lie opérant transitivement dans I'. Etant donné une variété
différentiable B, M. E. Cartan suppose «attaché» a chaque
point de B un espace homogéne « tangent » isomorphe a F et
il définit un « raccord » entre deux « espaces tangents infini-
ment voisins ». Pour formuler les définitions de telle facon
qu’elles aient un sens du point de vue global, on est conduit
4 introduire les notions de la théorie des espaces fibrés. La
notion de connexion de Carfan se rattache alors & une notion
générale de connexion infinitésimale dans un espace fibré dif-
férentiable.

Aprés 'exposé sommaire des notions indispensables con-
cernant les espaces fibrés différentiables, j’inlroduis la notion
de connexion infinitésimale et celle de groupe d holonomic.
J’étudie spéeialement le cas des connexions infinitésimales infé-
grables. Un exemple important d'une connexion infinjlésimale
intégrable est fourni par la structure feuilletée d’un voisinage
tubulaire d’une feuille stable d’une variété feuilletée différen-
tiable. On obtient ainsi une caractérisation de la structure de
I’ensemble des feuilles voisines d’une feuille stable. Je donne
ensuite deux définitions équivalentes de la notion de connexion
infinitésimale dans un espace fibré @ groupe structural de Lie
et je montre l'existence d'une telle connexion. In imposant
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30 CHARLES FHRESMANN

A 'espace certiines conditions supplémentaires qui permellent
de considérer les fibres comme des espaces homogeénes tan-
gents & espace de base B, on arrive & la notion de connezxion
de Cartan sur une variété différentiable B. Les conditions sup-
plémentaires ne sont pas toujours vérifices; mais lorsqu’elles
le sont, il existe toujours une connexion de Carlan. Etant
donné un espace & connexion de Cartan, on peut définir la
notion de développement de Vespace sur un de ses espaces
homogeénes tangents, ce ui conduit aux invariants différen-
tiels d'une variété différentiable plongée dans 'espace. A 1'aide
de la notion de développement, j'inlroduis la nolion d’espace
complet relativement & une connexion de Cartan, ce qui géné-
ralise la notion d'espace de Riemann complet. Etant donné
deux espaces complets simplement connexes; tout isomor-
phisme local e prolonge en un isomorphisme global (*). En’
particulier le revétement simplement connexe d’un espace
complet localenmient homogeéne (¢’esi-a-dire & connexion de
Cartan intégrabley est un espace homogéne de Lie. J'aborde
enfin le probléeme d’existence d’une connexion de Carlan de
tvpe donné sur une variété B donnce.

Les nombres enfre crochets renvoient & 'index bibliogra-
phique. On n'v {rouvera évidemment pas la liste des innom-
brables travaux (de H. Weyl, Veblen, Schouten, Siruik, Bom-
piani, ectc.) sc¢ rapportant aux espaces munis de connexions
infinitésimales; de M. E. Cartan, je me bornerai & citer trois
articles.

1. La nNoriox P ESPACT FIBRE DIFFERENTIABLE

Elant donndes deux variétés différentiables B et I', consi-
dérons les varidtés difféventiables BXF et UXT, ot U est
un ensemble ouvert quelconque de B. Soit I' le pseudogroupe
de transformations [9] formé par 'ensemble des automor-
phismes différentiables  des produits U XF, définis par
(e, y) —> (r, tir,yry, o 2 € U, vy €F, ¢ étant une application
diftérentiable de U X I dans F telle que le rang de Vapplica-
tion s,, définie par v — t (&, ¥), soit partout égal & dim F.

(*) C'est en vue de la démonstration de ce théoréme que j'ai donné
poutr la premiére fois' sous la forme indiquée ici la définilion d'un
espace i connexion de Cartan, mais sans utiliser la terminologic actuelle
de la théorie des espaces fibrés. La notion d’espace des repéres utilisée
dans ma définition initiale m’a conduit justement A introduire plus
tard la notion générale d’espace fibré principal associé 4 un espace fibré
donné, et depuis 1942 j’ai exposé & diverses reprises et sous la méme
forme les questions abordées ici; le présent travail reproduit a quelqucs
additions prés le texie polveopié d'un exposé fait au Séminaire Bourbaki
(mars 1950).
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LES CONNEXIONS INFINITESIMALES 31

Deérisrrion. — Une structure fibrée différentiable sar Uen-
semble E, de base B et de fibres isomorphes a T, est définic
par une famille () d’applications biunivoques d’ensembles
U, X F dans E satisfaisant aux conditions suivantes :

1" A tout couple d'indices (i, j) correspond ¢; €1 tel que
fi(x, ¥v) =f;(x/, ¥) soit équivalent & (x',y) =v;(x,Vv), c’est-
a-dire X =x, ¥ =t,(x, v). Nous supposons que f; ¢t f; ne sont
identiques que si i=j.

2° Les ensembles (U, XX F) recouvrent E; les ensembles
L, recouvrent B. )

3" La famille (f;) ecst compléte, c’est-a-dire identigue a
toute famnille qui la contient et qui vérifie I° et 2°.

E, muni de cette structure, est appelé espace fibré diffé-
rentiable ot désigné par 1L(B, I7).

Remarquons qu'une famille (f) incompléte, vérifiant seu-
fement 1° et 2°, détermine une famille compléte unique et par
suite une structure fibrée différentiable.

La réunion de la famille (f,) est une application f de l'es-
pace somme (U, X F) sur E, qu'on peut identifier & 1'espace
quotient associé & f. Cet espace quotient est séparé, puisque B
est séparé. Comme ¢; est un homéomorphisme différentiable,
I famille (f;) détermine aussi sur F une structure de variéfé
différentiable, telle que f; soit un homéomorphisme différen-
tiable. La projection p de E sur B, définie par p(fi(x, v)) =«x.
est wlors différentiable, de rang parlout égal & dim B. L appli-
cation h,'  définie par h,'(y) ==f.(2,y) est un homdéomor-
phisme différentiable de F sur une sous-variét¢ différentiable
F, de E; les sous-variéiés IF, sont les fibres.

On définit de méme la notion de structurc fibrée p fois
différentiable ou analytique. Le pseudogroupe I' peut aussi étre
restreinl en imposant la condition que s, appartienne 4 un
groupe G d'automorphismes de F. Si G est un groupe topolo-
gique d’automorphismes, on peul imposer la condition sup-
plémentaire que s, soit fonetion continue de r. On a ainsi la
notion d'espace fibré différentiable & groupe structural G.

Proposition. — Soient E et B deux variétés deux fois dif-
[érentiables. B étant connexe, et soit p une applicalion deux
fois différentiable de ¥ sur B, cn foutl point de rang égal &
dim B. Si I est compaci ou bien si p~'(x) est compacl connexe
quel que soit x € B, les ensembles p7'(x) sont les fibres d ane
structure fibrée différentiable [8].

Les ensembles p~' (2) sont des variétés deux fois différen-
tiables plongées dans E, qui est ainsi munie d'une sfracture
feuilletée différentiable [13, 14]. 1 existe sur & un champ diffé-
rentiabile transversal C d'éléments de contact de dimension n =
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32 CHARLES EHRESMANN

dim B, 1'élément de C en z€ p~'(x) étant supplémentaire de
Pélément tangent & p™'(2) en z. La proposition résulte alors
du lemme suivant :

Leswie. — Si I est compact ou si p~'(x) est compact con-
nexe quel que soit X € B, tout chemin différentiable a de B,
d'origine x et d’extréinité x’', est la projection par p d'une
courbe intégrale de C, d'origine z€p™(x) et d’extrémité
7z ep i(x'y, le point z étanl arbitraire dans p~'(x). L’ appllca—
tion z—> 7' est un homéomorphisme différentiable de p7'(x)
sur pTi(x).

LES ESPACES FIBRES DIFFERENTIABLES A GROUPE STRUCTURAL
pr Lie

Soit G un groupe d’automorphismes de F et supposons
qu’il soit muni d’une structure deux fois différentiable telle
que l'application (s, y) —> sy soit deux fois différentiable, sy
désignant le transformé de yE€F par s €G. Le groupe G est
ainsi muni d’une structure de groupe de Lie. Restreignons I’
au pseudogroupe I'(G) des automorphismes deux fois (hftoren-
tinbles tels que s, € G.

Une structure fibrée & groupe structural de Lie G sera par
définition une structure fibrée associée & I'(G). L’application
x —> s, est alors deux fois différentiable; réciproquement toute
application deux fois différentiable de U dans G détermine un
automorphisme de U X F appartenant & T(G).

Soit H 'ensemble des homéomorphismes h,’ de F sur F_,
correspondant a la famille (f) qui définit sur E une structure
fibrée différentiable & groupe structural de Lie G. On a h,/ =
h/s;/ . Le sous-ensemble de IT correspondant & un point ¥
donn¢ de B est H,==h,” G. Soit {; Papplication (x, s)—>h,’
de U, ><G dans I1. La relation h,' s="hd s équivaut a a2’ =z,
Done la famille (f,) définit sur H une structure fibrée
dlfferentlable & groupe structural G, , groupe des translations
a gauche de G. L’espace fibré E & nroupe structural G sera
désigné par E(B, F, G, H). L’ensemble H muni de sa structure
fi]n'ée & groupe structural G, est appelé espace fibré principai
associé a LE(B,F, G, H); son symbole est H(B, G, G,, H). A
h € H correspond 'application h £ H de G sur Ia fibre H, — hG,
définie par s—> hs. ,

Lapplication (h, ) — hs est une application deux fois
différentiable de H > G sur H, qui définit G comme groupe
d’opérateurs dans H, les fibres I, ¢tant les classes d’intransi-
fivité. L’application partielle h—>hs que nous appellerons
translation par s, est un automorphlsme deux fois différen-
tiable de H, mais en général cet automorphisme n’est pas un
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LES CONNEXIONS INFINITESIMALES 33

automorphisme de la structure H(B, G, G, H). Si h< H, et
heEH,, ona hm'h'=s¢€G. L'application (h, k') — h™'h’ est
aussi deux fois différentiable. L’application (h, y) —> hy est
une application deux fois différentiable de H X F sur K. La
relation d’équivalence associée a cette application esi (hs,
s7'y)~ (I, y). L’espace quotient de H X F par cette relation
d’¢quivalence peut étre identifi¢ canoniquement a E.

On peul considérer sur F une structure admettunt G
comme groupe d’automorphismes. Par un homéomorphisme
quelconque h appartenant a H,, cette structure se transporte
sur F,. Chaque fibre T, est alors munie d'une structure addi-
tionnelle bien détermince. La structure qu’on peut choisir sur
F n’est pas unique; mais deux structures sur F «ui admettent
le méme groupe d’isomorphismes G sont équivalentes du point
de vue qui nous intéresse ici. Il sera commode de supposer
données sur chaque fibre de E(B, I', G, H) une structure addi-
tionnelle, mais seul le groupe structural G intervient d'une
maniéré effective dans les problémes ((ui se posent. Par exemple
sur G une structure invariante par G, peut étre définie par
le groupe des translations & droite de G ou par la loi de compo-
sition & droite (f,s)—>ts, ou t€G, s€G, s étant considéré
comme opérateur. Cetle siructure se iransporte par h £H sur
les fibres H, de 1'espace fibré principal associé H(B, G, Gy, H:.
On oblient ainsi sur H, la structure définie par la loi de compo-
sition (I, s) — hs, ot h€H,, s€G, qui permet de consi-
dérer G comme groupe d’opérateur simplement transitif dans

H..

Remarque. — 11 convient d'appeler espoce fibré principul
tout espace fibré E(B, G, G, H) dont les fibres sont homéo-
morphes au groupe & et dont le groupe structural est le groupe
des translations & gauche de G un tel espace fibré est en effet
isomorphe canoniquement & son espace fibré principal asso-
cié; on peut identifier 2 €17 & 'élément unique h < I tel que
I(e)y=z, ott e désigne I'élément neutre de G celte identification
est un isomorphisme au sens défini plus loin.

Etant donnés deux espaces fibrés EiB.F, G H) et I(B,
I, G, 1Y) de fibres isomorphes, tout isomorphisme d’une fibre
de E(B,F,G. ID sur une fibre de (B, F, G . H est de la
forme NI Llensemble WH™ de ces isomorphismes est un
espace fibré de base BYX B/, de fibré G, le groupe structural
élant le groupe des similitudes de G, définies par s —> ¢ s b, ot
a, b, s, sont des éléments de G. 1 s'identifie & Uespace quotient
de HXN par la relation d'¢quivalence (he B~ chs, B
Lapplication {(h, 'Y —> 'Ict est deux fois diftérentiable. En
particulier, H est Uespace des isomorphismes de | osur les
fibres de BB I, G 1D, Eo composant la projection canonique
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de HH ' sur BB avee la projection canonique de B X B
sur B.oon remarvque que WH™ est aussi un espace fibré de base
B et de fibres isomorphes & 1, le groupe structural élant le
groupe des translations dans I; espace fibré principal asso-
cié est iromorphe & . Remarquons encore que 1'espace HH™,
espace des isomorphismes d'une fibre de E(B, F, G, II) sur
une fibre du méme espace, est un  groupoide par rapport a la
composition de ces iromorphismes. Le sous-espace de HH™?
qui se projette sur la diagonale de B X B est 'espace fibré des
automorphismes des fibres de E(B, I, G, ID); il admet une sec-
tion constituée par les automorphismes identiques des fibres.

Un isomorphisme de EB, F, G 1 sur (B, F, G, 1) est
un  homéomorphisme 0 de E sur E', deux fois différentiable
et tel que i — Bh soit une application 4 de H sur H' (ou tel
que la restriction de § & une {ibre soit un isomorphisme sur
une fibre . Cette application § est caractérisée par les pro-
priétés suivantes : elle est deux fois différentiable; 6(hs) —
50105 elle se projette sur un homéomorphisme deux fois diffé-
rentiable de B sur B'. Plus généralement, une représentation
de E:B.F.G.H' dans E'"B', F, G, I, est une application 6§ de
E dans F/, deux fois différentiable et telle que h —> §h soit une
application de I dans H'. Cette application § est une représen-
tation de I dans H'. en supposant H et H' munis de leurs
structures d'espaces fibrés principaux. Réciproquement toute
représentation § de H dans H’ correspond de cette facon & une
représentation de E(B.F,G . H) dans V(B F,G, H). Une
représentation § de H dans H' correspond & une section deux
fois différentiable de l'espace IMH™'. considéré comme espace
fibré de base B. Une telle représentation n’existe donc pas tou-
jours. Cecti démontre cependant Uexistence d’une représentation
dans le cas ott les groupes d homolopie de B’ sont nuls pour les
dinensions tnférieures @ dim B, en tenant compte de la propo-
sition indiquée plus loin concernant les sections différentiables.

Espaces [ibrés associés el structures subordonnées [9]. Ces
notions se précisent d’'une maniére naturelle lorsque le groupe
structural est un groupe de Lie G. Etant donné un homomor-
phisme < de G sur un groupe de Lie (7, considéré comme groupe
d’automorphismes. d'une variété deux fois différentiable I, a
'espace fibré E/B.F. G, H) est associé canoniquement par o
un espace fibré /B, F/O G0 On a un homomorphisme o
de I sur IV, c'est-d-dire une application deux fois différen-
tiable, se projetant sur Vapplication identique de B et tel que

wlhs =< lh.2!s,. 1" <identifie & Pespace des classes IG7, ou
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" est le novau de I'homomorphisme <. E' est L'espace quo-
tient de H > F par la relation d’équivalence

(h,y') ~ (hs,=(s7)¥") .

Si G, est un sous-groupe fermé de G, 'espace H G, des
classes hG, est un espace fibré associé¢ de base B, de fibres iso-
morphes & Uespace homogeéne G/G,. Les structures subordon-
nées a K(B, IF, G, H), de symbole E(B, I, G;, H,j, ot H; est une
sous-variété deux fois différentiable de H, correspondent aux
sections deux fois différentiables de V'espace fibré H/G, ainsi
défini. Toute structure fibrée de symbole E(B, F, G, H;) est
canoniquement subordonnée & une structure fibrée bien déter-
minée de symbole E(B, I, G, H). Une représentation de (B,
F, Gy, ;) dans E'(B,F, G, ') sera par définition une repré-
sentation de E(B, ¥, G, H) dans E'(B", F, G, H').

La proposition suivante intervient dans la démonstration
de plusieurs des propositions ultérieures :

Prorosrrion. — Toute section d'un espace fibré p fois dif-
férentiable peut étre approchée par une section p fois différen-
liable de méme clusse (c¢’est-a-dire homotope par une défor-
mation ui maintient chaque point dans une fibre fixe).

La proposition a été démontrée par Steenrod [15]: on peut
la démontrer aussi en utilisant une subdivision simpliciale de
B et en appliquant les lemmes 3¢ et 4a de S. Eilenberg : Sin-
gular homology in differentiable manifolds (Annals of Math..
1947, p. 675).

CoRoLLAIRE. Si E(B, F) est un espace fibré p fois diffé-
rentiable, tout relévement dans £ d'une application p fois dif-
férentiable de A dans B peut étre approché par un relévement
p fois différentiable dans .

Un relévement d'une application f de A dans B est une
application /" de A dans E telle que f==p/f’. oll p est la projec-
tion de E sur B. Si ACB, un reldvement de A est 'image de
A par un relévement de 'applicalion canonique de A dans B.

Dans le cas différentiable, le théoréme du relévement des
homotopics peut s'énoncer ainsi :

ProrosiTioN, Si Papplication différentiable £ de A dans
B est projection d’unce application différentiable ' de A dans
E(B, 1), toute déformation différentiuble de £ est projection
d’unc déformation différentiable de .

Etant donné I'espace fibré E(B.F, G, H), & groupe struc-
tural de Lie, el une application deux fois différentiable f de A
dans B, 1'espace fibré f*(1), sous-espace de \ X E se proje-
tant sur 'ensemble représentatif de f dans A\ X B, est un espace
fibré de base A et de groupe structural de Lie Gz on dit qu'il
est induit par f.
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Proprosition. — Si f est homotope & fy, *(E) et f*(E;
sont isomorphes.

CoroLLAIRE. — Si B est contractible en un point, E(B, F,
G, H) est isomorphe @ BXF.

3. LA NOTION DE GONNEXION INFINITESIMALE
DANS UN ESPACE FIBRE DIFFERENTIABLE |8, 11]

Soit E(B, F) un espace fibré deux fois différentiable, la
dimension de B étant n. Il existe sur X un champ transversal
différentinble C de n-éléments (), c’'est-d-dire un champ de
n-éléments supplémentaires aux éléments de conlact tangents
aux fibres.

DEFInITION. ~— U'ne connexion infinitésimale dans E(B, F)
est définie par un champ transversal différentiable C vérifiant
la condition suivante : {¢) Tout chemin différentiable a de B,
d’origine x et d’extrémité x', est la projection d’une courbe
intégrale &' du champ G, d’origine z€ F, et d’extrémité 2/ € Iy,
le point z étant arbitraire dans F,.

Remarque. — Plus généralement, le champ de n-éléments
pourrait étre remplacé par un champ de cones élémentaires.

ProrosiTion. — Si I est compact, {out champ transversal
différentiable C vérifie la condition (c).

Cette proposition se raméne au lemme énoncé plus haut,
en remarquant que 'ensemble des composantes connexes des
fibres de I détermine sur E une structure fibrée différentiable
avant pour base un revétement de B.

Etant donnée une connexion infinitésimale C dans E(B,
F), Papplication 2/ —> z, associée d’apreés la condition (¢) au
chemin a de B, est un homéomorphisme différentiable ¢, de
F.. sur F,. Si ga, désigne le composé des deux chemins a et a,
on a ¢,, =¢9,9, . Le groupoide des chemins différentiables
de B est ainsi représenté sur un groupoide d’homéomorphismes
différentiables d’une fibre sur une autre. En particulier, fe
groupoide des chemins fermés en x est représenté sur un
groupe @, d’automorphismes de ¥, appelé groupe d holonomie

(*y Un n-dlément d’origine z (ou élément de contact de dimen-
sion n) d’une variété différentiable E est le couple d'un point z de E
et d'un sous-espace linéaire de dimension n et passant par z de I'espace
linéaire tangent & E en z. Si E est h fois différentiable, 'ensemble F/
des n-éléments de E est une variété K — 1 fois différentiable, qui admet
d’ailleurs une struclure d’espace fibré différentiable de base E. L’en-
semble des n-éléments transversaux A une fibre de I au point z est un
sous-expace de E/ homéomorphe A un espace numérique, ce qui entraine
Pexistence du champ transversal C.
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de la connexion C en x. L'arc « détermine un isomorphisme
du groupe &, sur ®,..

Prorosition. — L'espace fibré L(B, F) admet une struc-
ture fibrée subordonnée a groupe structural ®,. -

Dirizvmion. — La connexion infinitésimale C est dite inté-
grable lorsque le champ C est complétement intégrable.

Soit C une connexion intégrable. Elle détermine un homno-
morphisme du groupe de Poincaré Il, de B en x sur le groupe
d’holonomie ®,. L’espace fibré E(B, F) admet par suite une
structure fibréc subordonnée a groupce stractural discret ®,.
La projection p de E sar B définit chaque variété intégrale
compleéte de C comme un revétement de B. Soit T le noyau de
I’homomorphisme de 11, sur @,. Soit B’ le revétement de B cor-
respondant a IV : les points de B’ sonl les classes de chemins
Ma, ot a est un chemin d’origine x. Si f est la projection de
B sur B, c’est-a-dire l'application qui fait correspondre a la
classe e Vextrémité de a, Uespace fibré t*(E), de base B' et
de fibre F, est un revétement de E dont la projection cano-
nique sur kF est une représentalion ' se projetant sur f.

E — f* (E)

o
vl P (pf =1p)
B—B

f

J#(E) est munie d'une connexion infinitésimale intégrable,
image réciproque par [/ de G, dont le groupe d’holonomie est
réduit & Uidentité. Donc [*(E) est isomorphe & B X F. lLes
variétés intégrales completes de C sont les images par f des
variétés B X {y}.

L’espace E, muni de sa stracture fibrée et de la structure
feuilletée définic par C, est délerininé & un isomorphisme prés
par la donnée de B, de F et de la représentation de 11, sur le
groupe d’holonomie ®,. A chaque chemin « fermé en x corres-
pond un automorphisme ¢, € @, et un automorphisme ¢, du
revélement B/ de B, défini par ¢, (IWW)=1Val, otr | est un che-
min d'origine x. L’application {,—> ¢, est un isomorphisme ¢
du groupe des automorphismes du revétement B’ sur le groupe
®,. I se déduit de B X F en identifiant les couples (u, y) et
(tu, L{)y), ot u€P, vy I, { =automorphisme du revéte-
ment B’
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APPLICATION A L'ETUDE DE LA STRUCTURE D' UNE VARIETE FEUIL-
LETEE AU VOISINAGE D’ UNE FEUILLE

Considérons sur une variété V une structure feuilletée deux
fois différentiable (définie par un champ différentiable et com-
pletement intégrable de n-éléments). Une feuille B (ou variété
intégrable complete) sera dite stable lorsqu’elle satisfait aux
conditions suivantes : 1. B admet un voisinage tubulaire saturé
E (c’est un voisinage qui est réunion de feuilles et qui admet
une structure. fibrée différentiable, de base B et dont les fibres,
homéomorphes & une boule, sont transversales par rapport
aux feuilles). 2. Si F, est la fibre de E passant par x € B, les
traces sur F, des voisinages tubulaires saturés de B forment un
systéme fondamental de voisinages de 2 relativement & F..
Lorsque B est compact, ’ensemble de ces deux conditions équi-
vaut & la condition suivante : Tout voisinage de B contient un
voisinage saturé.

Soit donc E un voisinage tubulaire saturé d'une feuille
stable. La structure feuilletée sur I définit une connexion
infinitésimale intégrable relativement & la structure fibrée
transversale de E. Donc elle ne dépend que de la représentation
du groupe de Poincaré de B sur le groupe d’holonomie.

Si le groupe de Poincaré d’une feuille compacte B est fini,
B est toujours stable (théoréme de Reeb [13]); la structure du
voisinage tubulaire feuilleté de B peut alors étre précisé en
remarquant que le groupe d’holonomie est dans ce cas équi-
valent, au moins au voisinage de z € B, & un groupe fini de
rotations euclidiennes d’une boule autour de son centre. Ce
dernier résultat est valable chaque fois que le groupe d’holo-
nomie est fini. Par exemple, il en sera ainsi lorsque B est une
feuille compacte stable ayant un voisinage saturé dont toutes
les feuilles sont compactes. Le groupe d’holonomie opére alors
dans une boule de telle facon que chaque point n’admette
qu'un nombre fini de fransformés. D’aprés D. Montgomery,
le groupe d’holonomie est donc fini.

L’espace des vecteurs normaux a une feuille B est un
espace fibré différentiable N (B) ayant pour groupe structural
le groupe linéaire homogeéne. La structure feuilletée détermine
sur N(B) une connexion infinitésimale intégrable, compatible
avec la structure vectorielle des fibres (voir la définition du
paragraphe suivant). C’est une propriété caractéristique de
N(B); c’est-a-dire, on a la proposition suivante :

Proposition. — Pour gu’une variété différentiable B plon-
gée dans une variété V admette un voisinage feuilleté ayant B
comme feuille, il faut et il suffit que Uespace fibré N (B) admette
une structure fibrée subordonnée & groupe structural discret,
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ou, ce qui revient au méme, admette une connexion infinité-
simale intégrable, compatible avec la structure vectorielle des
fibres.

On donne facilement des exemples de variétés plongées
dans une variété V qui ne vérifient pas cette condition.

4. LA NOTION DI CONNEXION INFINITESTMALE DANS UN ESPACE FIBRE
A GROUPE STRUCTURAL DE Lik

DiirmziTion. — Soit E(B, F, G, H) un espace fibré a groupe
structural de Lie G. Une connezion infinitésimale dans E(B, F,
G, H) sera définic par un chammp transversal C wérifiant la
condition (c) et tel que I"’homéomorphisme o, associé au che-
min a de B soit un isomorphisme de F.. sur I,.

Soit (y,) une famille de poinls de F telle que le sous-
groupe de G qui la laisse invariante soit réduit & la transfor-
mation identique. Soit R, la famille (sy;), transformée de (y)
par s € G, et soit R, la famille (hy,), transformée de (y,) par
he . Nous dirons que R, et R, forment deux ensembles de
repéres dans F et E respectivement. L’ensemble des repéres R,
est un sous-espace du produit d'une famille d’espaces iden-
tiques a E. On peut identifier I & ce sous-espace par 'appli-
cation h—> R,, qui est un homéomorphisme. D’ailleurs si
(y) est la famille de tous les points de I, chaque point étant
confondu avec son indice, R, est identique & h par définition.

On peut toujours prendre dans I un repére initial formé
par une famille finie (*) de points y,.. Une connexion infinité-
simale C dans E(B,F, G, H) fait alors correspondre au che-
min ¢ de B un chemin différentiable de V'espace des reperes
(identifié & H), d’origine R,= (hy;}, ou h esl un élément
arbitraire de H,. On voit ainsi qu’au champ C correspond dans
H(B, G, G,, ) un champ différentiable transversal G, qui sera
évidemment invariant par les translations h — hs.

ProrosiTion. — Dans espace H(B, G, G, H), il existe {ou-

jours un champ différentiable transversal G, invariant par toute
translation h— hs. Un tel champ vérific toujours la condi-
tion (c) et définit donc une connexion infinitésimale dans
H(B, G, Gy, HH). Par FPapplication (h,v)—hy, ot h¢cH,
vEF, on en déduit une connexion infinitésimale dans E(B, TF,
G, H) et, d’une maniére analogue, dans tout cspace f{ibré
associé,

(*) Le groupe G est homéomorphe A 1'espace des repéres dans I'
Comme on peut prendre des repéres formés d’'un nombre fini de points,
on voit que la topologie de G est celle de Ta convergence compacte de G,
considéré comme groupe d’automorphismes de T.
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La construction du champ C peut se faire par récurrence
en utilisant une subdivision simpliciale de B et en remarquant

que la donnée de 1'élément de C au point z € H, détermine par

translation les éléments de G en tous les points de H,. Mais il
est préférable de ramener le probléme & la construction d’un
champ de n-éléments dans 'espace HH™'.

L’application différentiable (h, ') — WWh™' de H X} H sur
HI' se prolonge aux vecteurs (h, h' - dh'); le vecteur image
de (h, K+ dh') sera noté (K - di)h™*. En particulier, il
convient de dire que le vecteur (h—+ dh)h™', ou h € H,, est un

déplacement infinitésimal de la fibre F,. L ’origine x de ce vec-

teur est l'automorphisme identique de F,. Soit A 'ensemble
des automorphismes identiques des fibres de E; c’est un rele-
vement dans HH™ de la diagonale A de B >} B. L’application
(h, W - dh") —> (h' 4 dRh') ™" fait correspondre au champ C

un champ C de n-éléments de HH™". La restriction de G a A est

un champ C; c¢’est la fonction qui associe & tout point z¢€ A
le n-élément X, défini par I'ensemble des vecteurs (h—-dh)h™",
ou he H, et ot h-dh appartient & 1'élément du champ C
associé au point h. Nous dirons qu’un tel vecteur (h -+ dh)h™
est un déplacement infinitésimal appartenant a la connexion
infinitésimale considérée. Par la projection de HH™ sur B X B
il se projette sur le vecteur (z, x4+ dz). La connexion infini-
tésimale associe ainsi & chaque vecteur -+ dz de B un dépla-
cement infinitésimal C(x -} dx) de la fibre ¥,. Elle est parfai-
tement déterminée et pourrait étre définie par la fonction

X+ dx — C(x-dx), c¢’est-d-dire par le champ C. Ce champ

détermine, -en effet, le champ E, ce qui résulte de 1’équation
(W —4-dhyh™' = [ (R - dh)Y W] [Wh] |

ou le second membre est le produit d’un déplacement infini-

tésimal et d'un isomorphisme, qui est défini par l'extension

aux vecteurs de la loi de composition (produit d’isomor-
phismes) déji considérée plus haut sur HH™. D’autre part, le

champ C détermine le champ C, car il n'y a qu'un vecteur
h'~4-dh' d’origine h' tel que (h'-dh')h™' soit un vecteur
donné.

Une connexion infinitésimale sur E(B, IF, G, H) est donc

déterminée par un champ C défini par une fonction différen-

tiable qui associe & chaque point 2 de A un n-élément X, de
HH~' dont la projection sur B X B est 1'élément engendré par
les vecteurs (z, z - dz). L’existence d’une connexion infini-
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tésimale résulte alors du fait que 1'ensemble des éléments X,
vérifiant cette derniére condition forme un espace homéo-
morphe & un espace numérique.

Deuxicme définition d'une connexion infinitésimale

Faisons correspondre au vecteur h - dh, tangent en h a
la fibre h(F) de H, le vectenr w(h - dh) =h7'(h -+ dh), tan-
gent en ¢ & (. La relation h™(h -+ dh)=h,""(h, -~ dh,) défi-
nit une relation d'équipollence (ou parallélisme) dans l'espace
fibré T'(H) des vecteurs tangents aux fibres de 1. Soit T(G)
I'espace des vecteurs tangents & G et =oit T,(G) Despace des
vecteurs tangents A Gen e, Pour h = dh € T/ (H) et s - dse (G
ona:

w(his-Fdsy)y==s"(s -+ ds)

s

w((h-4-dh)s)=s""th> (h4-dls.

Le vecteur w((h -+ dhis) se déduit done de woh—-dh
par une transformation du groupe adjoint linéaive. L’appli-
cation w est une représentation de T'(H) dans T, (G). Cetie
représentation est invariante lorsqu’on fait subir simultané.
ment & H la translation par s et & T.G) la transformation
N —> s\

Considérons dans H(B, (,}.(}.’,, 1Y un champ transversal
différentiable €, invariant par les translations I —> hs. Soit
h— dh === (I 4= dh) la projection du vecteur I - dh, tangent
en It & H, par T'applieation linéaire projetant 1'espace tangent
en To & I sur Vespace tangent en h i la fibre h(F) de telle facon
que 1'élément du champ C en h soit projeté sur le point k. Au
champ C est associde ainsi une projection différentiuble = de
T(H), espace des vecteurs tangenls a . sur T'iH) . Faisons
corvespondre au vecteur h—=dh le vectear :

w(h == dhy = h="ch L dhy .

Liapplication w, qui est 'application composée wrm, est une

application différentiable de Tl dans T.0GY vérifiant les
conditions snivantes :

st 10 La restriction de w aux vecteurs - dh d'ovigine h
fixe est linéaire, c'est-a-dire w est une forme diffé-
renlielle linéaire vectorielle sur H.

wh(s - ds)) = s (s +ds) .

3. with=dins) = s wth - dhos .

[

Réciproguement toule application différentiable o de T
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dans T.(G) qui posséde les trois propriétés (c') délermine une
connegion infinitésimale dans H, le champ G étant défini par

w(h-+dh) =0.

5. Espaces A conxexioN pE Camrtan [9, 6, 11]

Considérons le cas particulier suivant :

(¢1) G est transitif dans F, c’est-d-dire I est ’espace homo-
géne G/G', ol G' est le sous-groupe fermé du groupe de
Lie G laissant invariant un point o € F.

(¢;) dimF —=dim B—n.

(e;) L’espace fibré E(B, F, G, H) admet une section deux fois
différentiable que nous identifions 4 B.

Soit H' le sous-espace de H formé par 1'ensemble des iso-
morphismes de I' sur I, appliquant o sur z, ot 2 €B (consi-
déré comme section). H' est un espace fibré H'(B, G/, G',, H');
c’est Pespace fibré principal associé & une structure fibrée
E(B, F, G, H'), subordonnée 4 E(B, F, G, H). La donnée d’une
structure fibrée E(B, F, G, H) entraine inversement celle d’'une
structure E(B, F, G, H) telle que H' CH; celle-ci vérifie (¢;), la
section A laquelle sera identifié B étant définie par 1'applica-
tion x—> h/(0), ' € H,.

I.’espace F, sera dit tangent & B en x lorsque les vecteurs
tangents & B en z peuvent étre identifiés aux vecteurs tangents
& F, en z, dans le sens précis suivant : Soit T(B) l'espace des
vecteurs tangents a B; c’est un espace fibré T(B, R*, L,, H),
ou L, est le groupe linéaire homogeéne de l'espace numérique
R". Soit T'(B) I’espace des vecteurs tangents & F, en x € B. C'est
l'espace fibré associé & L(B,F, G, H’), quotient de H' X R,
par la relation d’équivalence associée & Vapplication (I, o -
dy) — h'(o--dy), ou WEH et o+ dy€cR,", désignant par
R,* D'espace tangent & I' en o, que nous identifions d’ail-
leurs & R*. 17(B) est aussi I’espace fibré associé & E(B, F, G/, I}
par ’homomorphisme < de G' sur L/, groupe linéaire d’iso-
tropie de 1'espace homogéne I' au point o, ol ¢ fait corres-
pondre & s' € G la transformation linéaire 0 -}~ dy —> s’ (0 - dv) .
Donc T7(B) a une structure fibrée de svmbole T'(B, R*, L/, H,).
Lorsqu’on peut identifier T(B) a4 T/(B) par un isomorphisme
se projetant sur la transformation identique de B, par rapport
a cette identification 1'espace F, sera dit tangent & B en x et
I'espace fibré E(B, F, G/, H') sera dit soudé 4-B. Pour que cette
soudure soit possible, il faut que 1'espace fibré T (B, R", L,, H,}
admette une structure subordonnée A groupe structural L,/. On
est ainsi conduit & un probléme de classes caractéristiques.
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La connexion infinitésimale définie dans H par P’applica-
tion  vérifiant les conditions (¢') sera déja déterminée, en
vertu de ces conditions, par la restriction de » & 1’espace T (H'}
des vecteurs tangenls & H'.

DeriNtTION. — Une connexion de Cartan de type F sur B
est définie par la donnée d'un espace fibré E(B, F, G/, Il') satis-
faisant aux conditions (c,) ef (c,) et d’une application diffé-
rentiable o de T(H") dans T.(G), cette application vérifiant les
conditions suivantes, ot W - dh/€ T(H') et &' - ds' € T(G) :

1. La restriction de w aux vecteurs W -Fdh d’origine W
fize est linéaire.

2. w(h/(s 4+ ds) ) =" (s 4-ds).
3. o((h+dh)¢) =90 b4 dh/)s"
4. o +=dlV)=0 entraine di/=0.

En tenant compte de la condition dim F'=dim B, les con-
ditions 1 et 2 signifient que w est une représentation de 1'es-
pace fibré T(H') dans T,(G). Cette représentation définit un
isomorphisme de T(H’) sur H' > T,(G), donc un parallélisme
dans la variété H',

Prorosition. — Une connexion de Cartan sur B détermine
un isomorphisme de T(B) sur T'(B), c¢'est-d-dire une soudure
de E(B, I, G, II") 4 B.

B est supposé identifié a Ia section définie par «— h' (o),
REH,. Au vecteur h'--dh tangent & H’' corrvespond
w(W - di'), qui se projelte, par la projection canonique de
G sur F, sur un vecteur o dy tangent & F. D’autre part.
R/ -~ dh' se projette sur un vecteur z - dx tangent & B. L'ap-
plication z -+ dx—> (0o -+ dy), qui ne change pas en rem-
placant h/=Fdh’ par (W -=dh)s-+h (s ds), est 1'isomor-
phisme cherché.

ProrosiTioN. — Etant donné un espace fibré E(B, F, G/, 1"
soudé a B, il existe une connexion de Cartan sur B correspon-
dant ¢ E(B,F, G/ ).~

La connexion de Cartan n’est qu'une connexion infinité-
simale d’un type particulier dans 'espace fibré E(B,F, G, H),

ot H'C H. Elle sera encore détermince par un champ € asso-

ciant & chaque z€ A un n-élément X, de HH™'. L’ensemble
des éléments X, admissibles est plus restreint que dans la
démonstration du paragraphe précédent. Mais en tenant compte
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de la soudure de E(B, F, G, H') 4 B, I'ensemble des éléments X,

admissibles au point z correspond d’une facon biunivoque 2
I'ensemble des automorphismes linéaires de 1’espace vectoriel
R*™" qui laissent invariants chaque point d’un sous-espace
vectoriel R” ainsi que chaque classe de R"* modulo R”, le
nombre 7 étant la dimension de G'. Cet ensemble est encore
un espace homéomorphe 4 un espace numérique, d’ou l'exis-
tence .d'une connexion de Cartan.

Remarque. — Une connexion de Cartan correspond & un
parallélisme global d un type particulier dans H'. Ainsi le trans-
port par parallélisme de Levi-Civith sur un espace de Rie-
mann B correspond & un parallélisme dans ’espace des repéres
formés par les suites de n vecteurs orthonormés. Un espace
fibré principal n’est pas toujours une variété parallélisable;
mais lorsque c’est 1’espace des repéres H' d’'un espace fibré
soudé a B, il est toujours parallélisable d'aprés la proposition
précédente.

L’espace homogéne F==G/G' admet une connexion de
Cartan naturelle. F X F est un espace fibré a groupe struc-
tural G, les fibres étant les ensembles {z} X} F. Soit B la dia-
gonale de F > F et considérons-la comme espace de base
de FXF. Chaque fibre admet alors une identification
naturelle & B par l'application (z,y) — (v,v). H est 'en-
semble des isomorphismes (0, y) — (&, sy) de F, sur les fibres.
H’ est Vensemble des isomorphismes (o, y) — (s(0),sy). H’
peut étre identifié canoniquement a G, en faisant correspondre
cet isomorphisme & s€G. Dans F X F, espace des couples
(x, ¥), on a la connexion intégrable naturelle déterminée par
le champ de n-éléments défini par dr=0. Cetle connexion est
aussi déterminée par la fonction © telle que w(s-tds) =
s7'(s~-ds), G étant supposé identifi¢ & H', s+ ds€ T(G).

Dans la définition d'une connexion de Cartan sur B on
peut remplacer la condition dim F =dim B par la condition
dim F > dim B; on obtient alors une structure de Cartan au
sens large. L’espace fibré E(B, F, G, ') relatif & une telle
structure est dans ce cas soudé a B par un isomorphisme de
T(B) sur un sous-espace de T/ (B) qui permet d’identifier 1’es-
pace tangent & B en z & un sous-ecspace de 1’espace tangent a
F. en z. Les deux propositions du présent paragraphe seront
encore valables, mais © ne définit plus un isomorphisme de
T(H) sur H' X< T, (G).

La notion d’isomorphisme concernant deux espaces fibrés
munis de connexions infinitésimales résulte immédiatement
des définitions posées. Considérons deux variélés B el B, munies
de connexions de Cartan, les espaces fibrés soudés & B et B, étant
E(B,F, G, H) et K (B, F,G H/). Les isomorphismes de la
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premiére structure sur la seconde correspondent aux homéo-
morphismes z deux fois différentiables de H’ sur H, vérifiant
1’équation

wlh! = dh" ::To(fp('h’ A dlW

oll w el w définissent les deux connexions.

6. DIFFERENTIATION INTRINSEQUE
PAR RAPPORT A UNE CONNEXION INFINITESIMALY
r DEVELOPPEMENT D UN ESPACE A CONNEXION DE CARTAN

Dans 1'espace fibré deux fois différentiable E(B, I), consi-
dérons une connexion infinitésimale définie par un champ
transversal €. Soit « une application différentinble réguliére
d’un intervalle T de la droite numérique dans B et soit b un
relevemenl! différentiable de o dans E. Lapplication a définit
un chemin régulier dans B ou le mouvement d'un point
z==qa(l); de méme b définil un chemin régulier dans E ou le
mouvement d'un point z=="0b(t). L.’ensemble des courbes inté-
grales de G qui se projettent sur « détermine un isomorphisme
g, de la fibre F, sur la fibre ', ot o,=a(t,)). La fonction
t —> =, sera le mouvement d’entrafnemeni de la fibre I, & par-
tir de su position F, et correspondant au chemin «. Soil
z=b( le point de ¥V, qui est appliqué par =, sur
z==">b(1). Le point z décrit un chemin b, appelé développement
de b dans la fibre F ;on o z,= b)) = b(/,). Appelons witesse
intrinséque du point z & 'instant {, la vitesse de z & instant /.
La vitesse —Z% de z=0(f) a Uinstant ¢ est Ia vifesse dans E ou
la vitesse extrinséque de z. La vitesse du point 2=1z2,(z,) est
la witesse d’entrainenent du peint z & Pinstant ¢,. Posons
2, -+ Dz =0, di) s Ta fonetion

fy - dt —> Dz =b({, -+ dl) — b ()
s'appellera différentielle intrinséque de la fonction b; Ia vitesse
T sy Dz .
intrinséque de z 4 l'instant { se noler:\—&t— . L’espace tangent
i E en z, est la somme, directe de 'espace tangent & IV, en 1,
et du sous-espace définissant 1'élément du champ C en z,. Les
composantes suivant ces deux sous-espaces de la vitesse extrin-
séque & Uinstant £, sont la vitesse intrinséque et la vitesse d’en-
trainement. Pour un vecteur quelconque d’origine z, ces
composantes peuvent s’appeler composante intrinséque et com-
posante d’entrainement. Etant donné une application différen-
tiable f dans E d’une variété différentiable quelconque. en com-
posant la différentielle df avec la projection de chaque vecteur
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de E sur sa composante intrinséque, on obtient la différentielle
intrinséque Df.

Considérons une connexion infinitésimale dans l'espace
fibré E(B, F, G, H), déterminée par un champ C dans H ou
par une fonction w. Soit b un chemin régulier dans H et posons
h=>b(t). Soit a sa projection dans B et posons x=a({). Un

-1

relevement quelconque de «a est un chemin décrit par h=hs ,
oil s€ G est une fonction de {. On a h= hs et par suite :

h - dh = (h - dh)s - h(s+ds) ,

w(h - dh) = s~ w(h - dh)s 4 s (s ds) .

Pour que h décrive une courbe intégrale de C, il faut et il suffit
que s décrive un chemin b’ de G qui soit solution de 1’équation

w4 dh)=s"(sds) ; (1)

¢’est-a-dire application t — (b(t), b/(¢)) est une courbe inté-
grale de (1) dans H X G. Soit s=¢({) la solution de (1) telle
que o(t,) = e. La solution b’ la plus générale est alors donnée
par s==s,c(t). La courbe intégrale la plus générale se proje-
tant sur a est décrite par le point

h=he()s, = b ({) e (£)s,"" .

Le mouvement d’entrainement ‘est défini par l'isomorphisme ¢,
qui applique hys,™ sur he™(f)s,™', donc en particulier hyo (¢)
sur h. Par suite le développement b de b dans la fibre h,G est
le chemin décrit par le point hys (t). La composante intrinséque
du vecteur h -+ dh est hw (h -} dh), ¢’est-a-direon a : h 4+ Dh =
how(h -+ dh). Le chemin b défini par s =s,s(t) est appelé un
développement de b dans G.

Considérons maintenant la connexion associée dans
E(B,F, G, H). L’application (h, y) — hy de I XF sur E per-
met de définir un point quelconque z de E par z=hy, h€ H,
y € F. Nous dirons que v est le point coordonnée de z par rap-
port au repére h. Si y==%(t) décrit le chemin A dans F et h le
chemin b dans H, le point z=hy décrit un chemin [ dans E
et A est appelé le chemin relalif au repére mobile h décrit par z.
L’élément du champ C en hy est I’image de I’élément du champ
C en h par I'application h —> hy. La composante intrinsé¢que de
(h—4dh)y est (h~Dh)y ou hw(h—+4 dh)y. Comme z - dz==
(h+dh)y-h(y - dy), la composante intrinséque de z 4 dz
est

z+Dz=ho(h-+-dh)y 4+ h(y+dy) = hlo(h4dh)y +dy].

Par rapport au repére mobile h ce vecteur est défini par le
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vecteur w(h+dh)y+dy, tangent & F en y. La fonction
t-+dt — Dy, ot y-+Dy=w(h-4-dh)y -} dy, est appelée la
différentielle covariante de v==0x(t) relativement au repére
mobile h=>5b(#).

Dans tout espace fibré associé & E(B, F, G, 1I) on a de la
méme facon une différentiation intrinséque et une différen-
tiation covariante. Un espace fibré associé par un homomor-
phisme de G sur un groupe linéaire de R est un espace de ten-
seurs sur B. La différentiation intrinséque ou covariante
s’exprime alors a 1’aide de coordonnées cartésiennes; en parti-
culier, on obtient ainsi la différentiation covariante classique

\

dans les espaces a connexion affine.

Dans le cas d’un espace & connexion de Cartan, le déve-
loppement peut s’appliquer en particulier o une courbe de la
variété de base B, qui est identifiée & une section de 'espace
fibré E(B, F, G, H) soudé a B. La connexion de Cartan définie
par une représentation w de T(Il') dans T.(G) correspond 3
une connexion infinitésimale dans Uespace fibré E(B, F, G, H),
ot H'CH. En remarquant que H=H'G, on obtient le prolon-
gement de w & T(H). Posons h=~h's" ou R ==hs, K I,
s€G, h-dWeT(H), h--dheT(H). On trouve ainsi comme
plus haut :

w(h'+dh)y = wl(h -+ dh)s 4 s7' (s 4 ds)
wlh-+dh) =so (W 4 dh")s™ — (s-ds)s™ .

Le champ C définissant la connexion dans H est défini par
w{h—4-dh) =0, équation équivalente a

w(W - dh'y = s (s - ds) . (1)

Celte équation définit un champ dans H' X G et C est I'image
de ce champ par 'application (h/, s) —> h/s™". Etant donné un
chemin b dans H/, posons W =0b(1). Soit s = ~(t) la solulion
de (17) telle que o (t,) ==¢, R/ étant remplacé par b(¢). Le déve-
loppement de b dans la fibre h/G est le chemin b déerit par
hos ().

L’application canonique ¢ de H sur E, définie par
h—> h(o), fait correspondre & H’ la section de E(B, F, G, H)
qu’on a identifiée & B. La restriction de 4 & I’ s’identifie & la
projection canonique de'H’ sur B. Au champ C correspond par
4 le champ C dans E. Le chemin b dans W’ se projette par ¢
sur le chemin a dans B. Le chemin b se projette sur le chemin
a dans la fibre F, . Ce chemin a est le développement de a
dans cette fibre: a(t) = hya(t) (o). Soit encore b’ un déve-
loppement de b dans G, défini par s=s,6(¢). La projection
canonique de b’ dans F est le chemin ¢ défini par = s,¢ (¢) (0).
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Ce chemin o' est un développement de a dans F. Le dévelop-
pement a dans I, se déduit de o' par 'isomorphisme hy's,™",
c¢’est-a-dire : a= hys,”'d.

L’isomorphisme de T (B) sur T'(B) qui réalise la soudure
de E(B,F,G,H) & B est simplement défini par x4 der—>
z+Dzx, oo o+ dxcT(B) et o -} Dz est la composante
intrinséque de x-dx. Soit z-der= (K +dh') (o), ou
h —+-dh ¢ T(H). Alors on a: z--Dax=HRw(h' 4 dh') (o).

Si la fonction B - dh —> w(h - dNW) est plusieurs fois
différentiable, le développement dans F, des chemins de B
d’origine x fait correspondre canoniquement 4 un élément de
contact de dimension quelconque et d’ordre supéricur un élé-
ment analogue dans F.. La connexion de Cartan détermine
alors un isomorphisme canonique de Uespace des éléments de
contact d’ordre supéricur de B en x sur ['espace des éléments
analogues de F.. Les espaces F, peuvent étre dits tangenls
d’ordre supérieur a B en x.

Si Pespace fibré H’ est k fois différentiable, une connexion
de Cartan sur B peut étre approchée par une connexion de
Cartan k-—1 fois différentiable. L’existence d'une telle con-
nexion. est donc simplement équivalente & I'exislence d’un iso-
morphisme de T(B) sur T'(B) se projetant sur l'application
identique de B. '

Les invariants différentiels de 1’espace 4 connexion de Car-
tan B sont les invariants différentiels des éléments de contact
développés dans l'espace homogeéne F,. Comme F, est iso-
morphe & I, chaque élément de contact d’ordre supérieur de B
correspond a‘un élément de contact développé dans F et déter-
miné & un automorphisme prés de F.

Dans le cas d’un espace a connexion de Cartan, la notion
de développement peul encore se préciser de la maniére sui-
vante :

Soit E(B, I', G, H) un espace fibré muni d’une connexion
infinitésimale C et soit f une application différentiable régu-
liere d'une variété V dans B. Appelons f*(B) 1'espace représen-
tatif de f dans V XX B. L’espace fibré f*(I), dont la base peut
étre identifiée a f¥(B) ou a V, est muni d’'une connexion f*(C),
image réciproque de la connexion C. Si C définit sur B une
connexion de Cartan, f*(C) définit sur f*(B) ou sur V une
connexion de Cartan au sens large.

Supposons de nouveau que la connexion de Cartan C sur
B soit définie par la forme différentielle vectorielle w sur H’.

Soit f une application de V dans H’' se projetant sur J.

Soit f; une application de V dans G telle que (f, )71) définisse
une variété intégrale de (1’) dans l'espace H' > G. L’appli-

cation f, admel une projection f,, application de V dans
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F =G/G’. On dira que f, est le développement de f. Les espaces
fibrés f*(H') et f,*(G), qui sont des espaces fibrés principaux
de base f#(B) et f,*(F) et de fibres isomorphes & G/, se corres-
pondent par l'isomorphisme (v, f(v)s’) — (v, fi(v)s’),vEV.
Cet isomorphisme se projette sur P'application (v,f(v)) —
(v, f(v)) de f#(B) sur f,*(F), ou sur P'application identique
de V. Il correspond & la variété intégrale de (1'), définie par
les applications (v, f(v)s') — f(v)s' et (v, f(v)s') - > f,(v)¥,
qui plongent f*(H’) dans H' X G. Cette variété intégrale peut
étre appelée variélé intégrale saturée déduite de la variété inté-
grale donnée. L’isomorphisme de f*(H’) sur f,*(G) établit un
isomorphisme pour les deux connexions de Cartan définies sur
f#(B) et £,%(F) comme images réciproques des connexions de
Cartan sur B et I'. Plus généralement, sans supposer que f soit
projection d’une application f, nous pouvons donner la défi-
nition suivante : '

Une application f, de V dans F est appelée développement
de Uapplication f de ¥V dans B lorsqu’il existe un isomorphisme
de £*(B) sur £,*(F), munis des connexions de Cartan images
réciproques de C par f et f,, cet isomorphisme appliquant
(v, f(v)) sur (v,f,(v)). Un tel isomorphisme sera défini par
un isomorphisme de f*(H') sur £*(G) correspondant a une
solution de (1').

7. Cas D’UNE CONNEXION DE CARTAN INTEGRABLE

Le champ C ou l'équation (1’) sont alors complétement
intégrables. L’espace B est localement développable sur F;
¢’est un espace localement homogeéne de Lie, localement iso-
morphe & F [4].

Si le groupe d holonomie est réduit & 1'identité, les variétés
intégrales du champ complétement intégrable C dans E défi-
nissent une projection de la section B de E sur une fibre F,.
Cette projection, qui définit le développement de B dans F,,
est un homéomorphisme local étalant B sur F,, clest-a-dire
une application de B dans F, dont la restriction & un voisi-
nage suffisamment petit de chaque point de B est un homéo-
morphisme. Dans le cas général, en remplacant B par un revé-
tement convenable B’ (voir § 3), on obtient de la méme facon
le développement de B/ dans F, défini par un homéomorphisme
local étalant B’ sur F.

Rappelons que la condition d’intégrabilité de la connexion
de Cartan peut s’exprimer de la facon suivante : Prenons une
base dans l'espace vectoriel tangent 4 G en e. Soient
(MW -4dr'), ot i==1, ..., r, les coordonnées de w(h'--dh')
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par rapport & cetle base. Sie; (s ds) désignent les coordonnées
de s7'(s—ds), on a:

Y
do, = Z Coni oy /\ o -
i<k
Nous pouvons poser :

ﬁ ™~
dw, =— Z Cos oy A 0y Q.
i<k :
ot les £, s'appellent les formes de courbure de la connexion.
L’équation (1’) est alors équivalente au systéme de Pfaff

o (s 4= ds) = w,(W - dh') . "
Pour que celui-ci soit completement intégrable, il faut et
il suffit que les formes de courbure Q; soient nulles.

Remarque. — La recherche du groupe d'holonomie d’une
connexion non intégrable revient & la recherche de certaines
solutions du systtme de Pfaff qu’on obtient en écrivant que

w(h--dh), ou heH, appartient & une sous-algebre de 1'al-
gébre de Lie de G.

8. Espaces A coxNexioNn DE CARTAN COMPLETS

Soit B un espace muni d'une connexion de Cartan corres-
pondant & 1’espace homogeéne F=G/G’. Toul chemin de B
admet un développement sur F, & cause de I'homogénéité de I.
L’espace B sera dit complet si inversement tout chemin de F
admet un développement sur B, correspondant a un choix arbi-
traire du repeére initial h, (c’est-a-dire si tout chemin dans G
admet un développement sur H' d’origine hy').

Pour certains types de connexions de Cartan (par exemple
pour les connexions euclidiennes ou affines), cette condition
est équivalente & des conditions en apparence plus simples.

Remarquons que la condition est toujours vérifiée si B a
un revétement universel compact.

Prorosrrion. — Si U'espace B est complet, & connexion de

N
Cartan intégrable, son revétement universel B est isomorphe
au revétement universel de F [4].
Cette proposition, qui résulte de Vexistence du dévelop-

pement de B sur FF, admel Ia généralisation suivante :

Prorosrtion. — Soient B et B deux espaces & connexion de

Cartan analytiques. Si B et B sont complets et simplement con-
nexes, tout isomorphisme d’un voisinage de x €B sur un voi-
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sinage de x € B admet un prolongement définissant un isomor-
phisme global de B sur B [5, 6].

9. LE PROBLEME D EXISTENCE D UNE CONNEXION DE CARTAN
DE TYPE DONNE SUR UNE VARIETE DONNEE B

Reprenant les notations du § 5, soit F 1'espace homogéne
de Lie G/G’ et soit dim F = dim B ==n. Pour qu’il existe sur B
une connexion de Cartan de type I, il faut et il suffit qu’il
existe un espace fibré E(B, F, G, H') soudé a -B. Etant donné
un tel espace fibré, 1’espace fibré T'(B), associé A E(B, ', G/, H')
par ’homomorphisme ¢ de G sur L/, admet un isomorphisme
o sur T(B) se projetant sur la transformation identique de B. La
structure fibrée tangente & B, de symbole T (B, R*, L,, H,) admet
donc une structure subordonnée de symbole T (B, R*, L,/ H,),
ot H,CH,. A 'homomorphisme ¢ est associé par « un homo-
morphisme ¢ de H’ sur H;, ces espaces étant supposés munis
de leurs structures d’espaces fibrés principaux a groupe struc-
tural G' et 1/, respectivement; c’est-a-dire on a: o(h's') =
o(h)g(s'), ot W€ H et s € G/. H' sera appelé une extension de
H, associ¢ & Phomomorphisme ¢. L’isomorphisme o, c’est-
a-dire la soudure de E(B, F, G/, H') a B, est déterminé par e¢.
La détermination de H' et par suite de l'espace fibré E(B, F,
G/, H') soudé & B se fait donc en deux étapes :

Probléme 1. — Détermination de H,, c’est-d-dire d’une
structure subordonnée & T (B, R*, L,, H,) & groupe structural L,/

Probléeme 2. — Détermination d'une extension H’ de H,
associée A o.

On sait que le probléme 1 revient & la délermination d’une
section de H,/L,’, considéré comme espace fibré de base B et
de fibre L,/L,’. 11 conduit en général & des obstacles, si les
groupes d’homotopie de L,/L,’ ne sont pas nuls pour les dimen-
sions inférieures & n. 1l peut admettre plusieurs solutions non
équivalentes.

Le probléme 2 conduit également 2 des obstacles dans le
cas général. Etant donné H, et ¢, la détermination de 1'exten-
sion H' peut se faire par récurrence sur les squelettes de dimen-
sions successives croissantes d’une subdivision simpliciale de
B; mais on rencontre un premier obstacle pour la plus petite
dimension r telle que le groupe d’homotopie de dimension
r—1 du noyau N de ¢ soit différent de 0. Par exemple, 1’ex-
tension H’ existe et est unique, & un isomorphisme prés, lorsque
N est homéomorphe & un espace numérique.

De méme on peut trouver une extension H’ lorsque G’ est
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une extension inessentielle du novau N par L., c¢’est-a-dire
lorsque G/ admet un sous-groupe G” qui soil un relévement
de L,/ dans G'. Il exisle alors un isomorphisme 7 de L,
sur G” tel que oL soil I'upplication identique de L,/. A 1'espace
T(B, R*,L/, H,} est associé par ¢ un espace fibré E(B, F, G”,
H.)), ot H. est isomorphe & H,. La structure E(B,F, G, H,)
est subordonnée & une structure bien délerminée de svmbole
E(B, F, G, l). H est une extension de I, associée & ¢ et ]'es-
pace fibré E(B, ¥, G/, ') est soudé canoniquement 4 B. Remar-
quons que H’ est isomorphe & espace quotient de H, X G/ par
la relation d’'équivalence

(M, &)~ (hoh, VO s’y ot iy € Hy, 8 € G/ 0 e L

Cependant H, pourrait admeltre aussi des extensions associées
4 ¢z qui ne s obtiennent pas par le procédé indigue.

T

10. QUELQUES EXEMPLES

a) La fibration classique de la sphére S,,_, en cercles déter-
mine sur S,, ; une structure d’espace fibré principal dont le
groupe structural est le groupe des rotations O, du cercle S,.
Si ¢ est ’homomorphisme canonique sar O, d’un groupe revé-
tement de O,, S,, , n'admet aucune extension associée a ¢, car
une telle extension serail un revétement de S, ;.

Cependant je ne connais aucun exemple ou le probleme 2
n’admet pas de solulion, en supposant que ¢ soit I’homomor-
phisme naturel du groupe d’isotropie & d’un espace homo-
géne de Lie sur son groupe linéaire d'isolropie en un point
donneé.

b) F est 'espace R", G esl le groupe affine. Une connexion
de type T est appelée connexion affine sur B. L'espace fibré
E(B,F, G, H) soudé & B n’est autre que T(B, R", L,, II) et il
existe toujours des connexions affines sur B. 5i I est toujours
R", mais si G est le groupe des déplacements euclidiens, L, est
le groupe orthogonal O,. Une connexion de type F est alors
appelée une connexion euclidienne. Dans ce cas le probléme 1
a toujours une solution, déterminée & un isomorphisme pres.
L’espace fibré T(B, R*, L./, H,) est I’espace E(B, F, G',}¥') cher-
ché. Tl existe donc toujours des connexions euclidiennes sur B.
D’ailleurs & toute mélrique riemannienne sur B on peut asso-
cier une connexion euclidienne canonique.

¢) Soit F Vespace projectif réel P, et soit G le groupe pro-
jectif de P,. Une connexion de tvpe F sur B est appelée une
connexion projective. L,’ se réduit & L,. Le novau N-de 1'ho-
momorphisme de G’ sur L, est homéomorphe & l'espace des
hypérplans de P, ne passant pas par 'origine o, ¢’est-d-dire 2
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R". Si nous identifions R" au complémentaire d’'un hyperplan
dans P,, les transformations linéaires de R" se prolongent a4 P,
ce qui permet d’identifier L, & un sous-groupe de G. Il existe
donc un espace fibré E(B, F, G/, H') soudé a B; il est déterminé
a un isomorphisme prés. Il admet d’ailleurs une structure
subordonnée E(B, P,, L,, H,), caractérisée par le choix continu
dans chaque fibre, c’est-d-dire dans chaque espace projectif
tangent & B, d’'un hyperplan ne contenant pas le point de
contact. On peut dire que E se déduit de T(B) en complétant
chaque espace linéaire tangent par son hyperplan & Vinfini.
Sur toute variété B il existe donc des connexions projectives;
elles appartiennent 4 une méme classe d’homotopie.

d) Soit F la sphére S, ou l'espace R" complété par un
point & l'infini et soit G le groupe conforme de S", c’est-a-dire
le groupe qui transforme entre elles les sphéres de dimension
n—1. Une connexion de type I sur B est appelée une con-
nexion conforme. Le groupe linéaire d’isotropie L, en o est
le groupe &, des similitudes laissant fixe le poinl o. Le pro-
bléme 1 admet une solution déterminée & un isomorphisme prés.
Ceci résulte de l'existence d’une solution du probléeme 1, déter-
minée & un isomorphisme pres, lorsque L,/ est le groupe ortho-
gonal O,, en remarquant de plus que O, est sous-groupe du
groupe G, et que S,/0, est homéomorphe & la droite numérigue.
Le groupe &, peut étre identifié au sous-groupe de G' qui laisse
fixe le point & l'infini. Le noyau de ¢, dont les éléments corres-
pondent d’une fagon biunivoque & 'espace G'/ &,, c’est-d-dire
au complémentaire de o dans S,, est homéomorphe 4 R*. 1l
existe donc & un isomorphisme prés un espace fibré E(B, S,,
G/, H") soudé a B. On peut dire que E se déduit de T(B) en
complétant par un point & Uinfini chaque espace linéaire tan-
gent & B. Sur toute variété B il existe ainsi des connexions
conformes; elles appartiennent 4 une méme classe d’homo-
topie.

¢) Si F est I’espace numérique complexe G et G le groupe
affine complexe, G est le groupe linéaire homogéne complexe
L/,, de C*. Le probléme 1 est alors le probléme de la détermi-
nation d une structure presque complexe [9] sur la variété dif-
férentiable B de dimension 2 n. Ce probléme n’admet pas tou-
jours de solution. Mais 2 toule structure presque complexe
correspondent, des connexions affines complexes sur B.

Si F est I'espace projectif complexe P,(C) et G le groupe
projectif complexe, le probleme 1 revient encore a la détermi-
nation d’une structure presque complexe sur B. A une telle
structure correspond alors une solution du probléme 2, déter-
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minée a4 un isomorphisme prés, c'esl-a-dire un espace fibré
soudé a B avant pour fibres des espaces projectifs complexes.

11. REMARQUE SUR LES CONNEXIONS D ELEMENTS DE CONTACT

Les connexions d'éléments de contact, considérées par
M. L. Cartan et d’auires auteurs, rentrent dans le schéma
exposé ici. Soit B’ la variété des ¢léments de contact de dimen-
sion p de B; c’est un espace fibré de base B. De méme, soit I’
la variété des éléments de contact de dimension p de 1'espace
homogeéne F=G/G’. Supposons que G opére transitivement
dans F/, qui sera isomorphe & G/G”, G” étant un sous-groupe
de G'. Alors une connexion d'¢léments de contacl de type F
sur B est par définition une connexion de Cartan ordinaire de
type I’ sur B/. On introduit en général la condition supplé-
mentaire suivante : Soit E(B/, F/, G” H’) l'espace fibré soudé
a B’. Si W -} dh' est un vecleur langent & H' el se projelant sur
un point de B, le vecteur w(h’ - dh'), qui en général devrail
étre tangent & G, est méme tangent 4 G’. Par suile un chemin
de B’ ui se projette sur un point de B se développe sur un
chemin de F' qui se projeite sur un point de F.

On pourrait de méme considérer des connexions d'élé-
ments du second ordre de tvpe F, en supposant que G opeére
encore transitivement dans l'espace des. éléments de contact
du second ordre de F.

Index bibliographique

[11 E. Carrax, La théorie des groupes et les recherches récenles de
géométric différenticlle (Proc. Intern. Malh. Congress, Toronto.
I. pp. 85-94).

[2] — Les groupes d'holonomie des espaces généralisés (Acta Malh..
48, 1926).
[3] — L’extension du caleul fensoriel aur géomélries non . affines

(Annals of Math., 38, 1937).

[4] Ch. Euresmaxx, Sur les espaces localemeni homogénes (Enseigne-
ment math., 1936, p. 317).

[6] — Sur la notion d’espace complel en. géomélrie différentielle
(Comples rendus, Paris, 202, 1936, p. 2033).

[6]1 — Sur les arcs analyliques d’un espace de Carfan (Comples rendus,
1938, p. 1433).

[7] — Sur les espaces fibrés associés & une wvariélé différentiable
(Comptes rendus, 216, 1943, p. 628).

[8] — Sur les espaces fibrés différentiables (Comples rendus, 1947,
p. 1611).

[9] — Sur la théorie des espaces fibrés (Colloque de Topologie algé-
brique, C. N. R. S., Paris, 1947, pp. 3-15).

[10] — Sur les variétés plongées dans une variélé différenliable (Comples

rendus, 226, 1948, p. 1879).

204



LES CONNEXIONS INFINITESIMALES 55

[11] — Sur la notion de connexion infinitésimale dans un espace fibré
et sur les espaces & connexion de Cartan (Nachrichten Oest.
Math. Ges., décembre 1949, p. 22).

[12] 8. ErLEnsERG, Singular homology in differentiable manifolds (Annals
of Math., 1947).

[13] G. Rees, Variétés feuilletées, feuilles voisines (Comptes rendus,
Paris, 224, 1947, p. 1613).

[14] — Sur certaines propriétés topologiques des variétés feuilletées,
thése, Strasbourg, 1948.

[15] N. E. Steexrob, Topological methods for the construction of tensor
functions (Annals of Math., 43, 1942, pp. 116-131).

Remarque sur les notations. — Un vecteur tangent en z & une variété
différentiable E est noté z -} dz; le symbole dx désigne un vecteur
libre de 1’espace affine tangent en z. Si f est une application diffé-
rentiable de I dans E/, le prolongement de f aux vecteurs tangents
est encore désigné par f. Soit (z + dz, ¥ -+ dy) un vecteur tangent
d la variété produit E X F et soit f une application différentiable de
EXF. On a:

J(x A di, ¥ - dyy= f(x + dx, ¥) 4 (o, v A dy)
En particulier si f(x, y) se note ry, on a:

(x4 doy(y fdy)==a(y -+ dy)4 (x4 dx)y .
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/32/

LES PROLONGEMENTS D’ UNE VARIETE
DIFFERENTIABLE

PAR CHARLES EHRESMANN

Cet exposé est une introduction & la Géométrie différentielle,
adaptée & I’étude des problémes de nature locale ou globale. L’élé-
ment fondamental de la Géométrie différentielle est le jet infinitési-
mal d’ordre r. On en déduit la définition des prolongements d’une
variété différentiable, c¢’est-d-dire des espaces d’éléments infinitésimaux
quelconques associés a une variété différentiable. Cette notion de
prolongement conduit & une théorie générale des structures infinitési-
males, théorie intimement liée & celle des pseudogroupes de Lie.

1. - Notions préliminaires.

Etant donnée une application f d’un ensemble U sur un en-
semble f(U), appelons U la source et f(U) le but de f. Un pseudo-
groupe de transformations défini dans un ensemble F est un ensemble
de transformations I" vérifiant les axiomes suivants :

1. — Tout fe I est une application biunivoque dont la source
et le but sont des parties de F. L’ensemble P des sources et des
buts des éléments de I' est ’ensemble des ensembles ouverts d’une
topologie T sur E.

2. — Boit U=UU; et U;€ @ . Pour qu’une application biuni-

voque f de source U sur une partie f(U) de E appartienne a I', il
faut et il suffit que la restriction de f & U;, pour chaque indice i,
appartienne a I,

3. — Pour tout U€ @, Papplication identique de U appartient
a I'. Si feI', Vapplication inverse f—! appartient & I". Si feI" et
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S eIl et si de plus Dapplication composée f’f est définie, on a
frel.

D’apres 3% I est un groupoide pour 1a loi de composition
(fsSY—~S'f, & condition de considérer que f’f est défini seulement
dans le cas ol le but de f est identique & la source de f’.

En supposant E muni de la topologie T, appelons carte locale
de E sur-un ensemble E’ une application biunivoque f dont la source
appartient & @ et dont le but est une partie de £’. Au couple de
deux cartes locales f, et f, de E sur E' est associée ’application
@y, telle que f, (x) = f, (') soit équivalent & &' = @, (x); “appelons
@y, le changement de cartes locales associé A (f,,f,). La source et
Ie but de g, sont les images réciproques par f, et par f, de l'in-
tersection des buts de f, et de f,. Appelons atlas de E sur E' un
ensemble A4 de cartes locales f; de E sur E’ dont les buts recou-
vrent E’'. Si les changements de cartes locales, associés a tous les
couples d’éléments (f;, f;) d’éléments de A4, appartiennent & I, nous
dirons que A est un atlas compatible avec I'. 8i de plus tout atlas
de E sur E’ compatible avec I' et contenant A est identique a A,
nous dirons que A est un atlas complet compatible avee I'. On mon-
tre que fout atlas A compatible avec I' est contenu dans un atlas com-
plet A unique compatible avec I'.

Nous dirons qu’un atlas complet A de E sur E’, compatible
avec I, définit sur K’ une structure associée @ I'. Un atlas incom.
plet compatible avec I' détermine déja une structure associée & I
unique. La clasge des structures associées & I est une espéce de
structures locales, notion que Von peut définir d’une facon générale.
Les buts des éléments de A forment un ensemble P de parties de
B’ engendrant une topologie T'; Pensemble &’ des ouverts de T’
est P’ensemble des réunions quelconques d’éléments de @;. Soit § la
structure définie par 4. Etant donné U’ € &', ’ensemble des éléments
de 4 dont le but est contenu dans U’ définit sur U’ une structure
associée a I', dite structure induite par . Appelons sous-espace di-
stingué de E' tout ensemble U’ ¢ @ muni de la structure induite
sur U’ par §. Appelons autemorphisme local de E’' tout isomorphis-
me &’ un sous-espace distingué de E' sur un sous-espace distingué
de E'. I’ensemble I"' des automorphismes locaux de B’ est un pseu-
dogroupe de transformations. Toute structure associée a I"’, donnée
sur E”, détermine aussi une structure associée a I,

8i I, est un sous-pseudogroupe de [, toute structure associée
a I', détermine une structure associée & I, la premidre est dite su-
bordonnée a la deuxiéme. Si A, et A sont les atlas complets corre-
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spondants, on a 4, c A. On est conduit ainsi d’une part au problé-
me d’existence de structures subordonnées & une structure donnée,
d’autre part au probléme d’dquivalence de deux structures &, et &] su-
bordonnées & &, un isomorphisme d’équivalence de &, sur &] étant un
automorphisme de § réalisant un isomorphisme de J&; sur J;.

Appelons antomorphisme local d'ordre r de Pespace numérique
R* tout homéomorphisme r fois continiment différentiable d’un
ouvert de R" sur un ouvert de R", partout de rang n. Soit A le
pseudogroupe formé par ces automorphismes. Une structure de variété
r fois differentiable, ou de r-varieté, est définie par un atlas complet
(ou incomplet) A de R° sur wn ensemble V,, compatible avec le pseu-
dogroupe Ay . Généralement on supposera de plus que la topologie
déterminée par A sur V,, est séparée (axiome de HAUSDORFF), Cette
définition, ginsi que les suivantes, s’applique aussi aux variétés {u-
définiment différentiables (I'= A}]), aux varidtés analytiques réelles
(F'= A4, c A5, ensemble des automorphismes locaux analytiques
réels de R"), aux variétes algébriques réelles abstraites (I'= Ay c Ay,
ensemble des automorphismes locaux algébriques réels de R"*, partout
de rang n), aux varidtds rationnelles réelles « abstraites» (I = A;‘,'-c
c Ax, ensemble des automorphismes locaux birationnels de R",
partout de rang n). En remplagant R" par I'espace numérique com-
plexe €, on définit de méme les wariétés analytiques complexes
(I'= Ay c A3, , ensemble des automorphismes locaux analytiques
complexes de C", partout de rang n), les waridtés algébriques com-
plexes ot les variétés rationnelles complexes au sens abstrait. Pour ces
différents types de structures on est conduit an probleme d’existen-
ce et au probléme d’équivalence de structures subordonnées.

2. - Calecul des jets.

Soient V, et V,, deux r-variétés, f une applieation d’un voi-
sinage dex€ V,, dans V,, . Considérons deux cartes locales admissibles
g et g, de V, et V, telles que w =g (w),fla)=9g, (v),ucR",
veRm. Boit gT la restriction de g & un voisinage U de u tel gue
f: g;‘lfg— goit défini. Nous dirons que f est une r-application an
point x lorsque Vapplication f de U dans R™ admet dans un voisi-
nage du point w des dérivées partielles continues de chaque espadce
jusqu’d Vordre r, par rapport aux eoordonnées canoniques dans E™.
Soit Cr (V,, V) Pensemble des applications pointées (f, »), ou f est
une r-application au point € V,, ayant pour but une partie de V,,.
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Deux éléments (f, ) et (f',x) de O (V., V,,) seront dits de méme
r-clagse lorsque f(x) = f' (x) et lorsque le couple de cartes locales
(g9,9,) associe & f et f' deux applications 7 et ' dont les dérivées
partielles de méme espéce d’ordre < r» prennent la méme valeur en
u . Ces définitions sont indépendantes du couple de cartes locales
choisies.

DEFINITION: Une r-classe X de C (Vy, Vy) sera applée jet infini-
tésimal d’ordre v ou rjet de V, dans V; le point x sera appelé la
source de X, Vimage de X par un des éléments de X sera appelé le
but de X . Soit Jg(V,, V,) ensemble des r-jets de V, dans V,,
de source x et soit J7(V,, V,,) la réunion UVJ;(VW, V) Le rjet

xeVy,

déterminé par (f, )€ Uy (Vy,, V) se notera J, f; la fonction x - jy f,
qui est définie dans un ensemble ouvert de V,, se notera j"f et
s’appellera r-flot de f.

Les éléments (f,®)€ Oy (Vi, Vi) €t (9,5 (@) € Chzy (Vi y V) ad-
mettent le composé (gf, )€ Cp(Vyu, Vy), ol V, est une troisidme
r-variété. Cette loi de composition entraine par passage aux quotients
une loi de composition entre r-jets, une deuxiéme entre r-applications et
r-jets, une troisiéme entre r-jets et r-applications pointdes.

@S = (g ) 1) = 9 (G F) = (i) 0) (S5 2) .

Le rjet de D’application identique de V,, pointée en z€ V,,
est le rjet neutre en x. Un r-jet stable en x est un rjet de V,, dans
Vi de source et de but . Un rjet d’isotropie en x est un r-jet
stable en x et inversible, ¢’est-a-dire de rang », rang habituel en x d’un
élément du rjet. Les »-jets d’isotropie en x forment un groupe
Ly (Vi , @), groupe d’isotropie infinitésimale en x, qui est isomorphe
au groupe Ly (R",0) que nous désignerons par L.

Pour XeJ"(V,, V,,), soit a(X) la source de X, 8(X) son but,
y(X) le couple (« (X),B8(X)). Ainsi «,f,y définissent trois appli-
cations canoniques de J " (V,,V,) sur V,,V, et V,><V, . Le
rjet X détermine aussi un kjet y,(X), ot 0<<k<"r. En par-
ticulier y, s’identifie avec y, en identitiant JY(V,, V,,) avee Vi,>< V,,.
L’application y, de J" (V. , V,,,) sur J*(V,, V,,) est compatible avec
la loi de composition entre jets. L’ensemble I77(V,) des élements in-
versibles de J"(V,, V,) est un groupoide et y, en définit une re-
présentation sur II*(V,).
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Soit Ly, . ’ensemble des éléments de J" (R, R™) dont la source
et le but sont 'origine commune 0 de R” et de R™. Tout X€ Lj,,
est le r-jet de source 0 d’une application bien déterminée de la
forme :

, _
wi = 2 i W, @, e 2 @G, B B
J1S]e 1=je=jy

ol les x; désignent les coordonnées canoniques dans R" et les a;
celles dans K™ . Les coefficients a;,...,a;, . ;. seront considérés
comme les coordonnées canoniques de X et ce systéme de coordonnées
détermine sur L;,,, une structure de variété analytique réelle iso-
morphe & un espace numérique. En particulier L., s’identifie cano-
niquement 4 Pespace des applications linéaires homogénes de R*
dans R™ ou & lespace des suites de n vecteurs d’origine 0 dans
R™. Le groupe L est une sous-variété analytique réelle de Ly .
et I &’identifie canoniquement an groupe linéaire homogéne L, de
R". Le produit L', >< L) est un groupe d’opérateurs sur L, ., :
(sy8)y =28ys 1, ol €L, ,s €L, et y€L,, ..

La restriction de y, & L, est une représentation canonique de
Lj, sur Lfﬁ, dont le noyau est un groupe résoluble homéomorphe a
un espace numérique. En particulier pour k== — 1, ce noyau est
isomorphe & un groupe additif R4. Le groupe L, s’identifie cano-
niguement 4 un sous-groupe de L, ; c’esi-a-dire L;, est une extension
inessentielle de I, .

Appelons pT-vitesse dans V,, d’origine # un élément de J*(E»*,V,)
de source 0 et de but a; soit 7,(V,) Pensemble de ces p'-vitesses
dans V, . Appelons pr-covitesse de V, d’origine  un élément de
J"(V,., RP) de source z et de but 0. Pour p=¢ =1 on définit
ainsi les vitesses et les covitesses de V, , appelées aussi veeteurs
et covecteurs. Appelons repére d’ordre v de V, une wu"-vitesse de
rang n de V. L’ensemble H"(V,) de ces reperes d’ordre » sera ap-
pelé prolongement principal d’ordre r de V . Appelons cerepere d’or-
dre »r de V,, une n"-covitesse de rang n de V, et goit H™* (V,) Ven-
semble de ces corepéres; chaque corepere est 1’inverse d’un repere.

Poar x € RP, soit ¢, la translation dans R" amenant x en 0 et
soit d" x le corepere dans R? défini par j,(¢,). Si f est une r-appli-
cation de V,, dans RP, appelons différenticlle d’ordre » de f en « la
p" - covitesse d,f=4d"x (jof), o & = f{x). De méme pour
Xedr(V,,RP) posons d" X =(d"x) X, ot o = f(X). Ainsi d"x
est aussi la différentielle d’ordre » de P'application identique de R?

211



6 CHARLES EHRESMANN - Les prolongements d’une variété ece.

au point x. Désignons par d” f la fonction x—d, f. I! lui corre-
spond VPapplication suivante de T, (V,) dans Ly,: X —(d, /) X, o
X est une ¢"-vitesse d’origine . '

Pour x€ R, soit 9"« le repere d’ordre » inverse du corepere
d" x: 9 w=y} (t;"). Soit f une r-application de R” dans V,. Appe-
lons vitesse d’ordre » de f en x la p’-vitesse ¥, f=f ¢ x. Pour
XedJ"(RP, V,) nous posons aussi " X=X z.

Pour XeJr(R*,R™), x = a(X),a = f(X), appelons dérivée
d’ordre r de X I’élément de L;,, défini par d" X/d" v = d" o' X 9"z =
=d X% o =a"2 9" X. Etant donné (f,x)€ O, (R", R™), appelons
dérivée d’ordre r de f en x Vélément fo=d o' S v =d" a2’ 9, f=
=dyf% x, o0 2 = f(x). On a:

dpf=fodx, 9, f=0O2)fz,
d* (X' X)jdr x = (" X'/d" ') (d" X/dr @), on X' €Jr(R™, RF),
v=a(X),d=fX) =aX),

@S)s = go fzs du(g f) = gu do f, OU (9,2 € O (R™ , B7).

.

3. - Structure des prolongements d’une variété différentiable.

Soit f une r-application d’un ouvert U de V, dans V,,; c’est
a-dire (f, x) € Cy(V,, V,,) pour tout x€ U. L’application X~ FX,
o X¢ T;(Vn) d’origine x € U, est appelée prolongement de f a
Ty (Vy.); nous la désignerons encore par f. Si f est biunivoque, on
a aussi le prolongement de fa Tp* (Vu): X~ f(X)= X (f', f (@),
ot X€ T}* (V,) d’origine .

Identifions T (R") avec R" >< Ly, par Vapplication X ~ (z, d" X),
ou X¢ T;(R") et = a(X); Papplication inverse s’écrit (r,y)—
~ (0% y, ot xER",y€ Ly, .

Le pseudogroupe A, admet un prolongement a T (R". Le pro-
longement de @€ A, s%6crit: X—~¢ X, ou:

@, 9)~ (@@, Pu¥), Pt L.

L’atlas A de R* sur V, définissant la structure de r-variété de
V. admet un prolongement formant un atlas 4’ de T, (R") ou
R">< L, , sur T, (V.. La carte locale g€ A admet le prolongement
X—~g X ou encore (¥,y)~hyy,y€Luy, en désignant par h, le re-
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pere g #* x€ H"(V,). Le changement de cartes locales correspondant
a (g, ) séerit: (@, y)—~ (@ (x), pry). Latlas 4" de B" >< L}, sur
T, (Vy) est donc compatible avec le prolongement de A ; il est com-
plet par rapport & ce pseundogroupe et définit sur T (V,) une struc-
ture de prolomgement de V,. Le prolongement de A, est un sous-
pseudogroupe du pseudogroupe associé a L, dans R" >< Lj;,,, formé
par Vensemble des transformations :

(®,yy = (@ @) ;8,¥), s, € L,, s, fonction continue de x.

Un atlas compatible avec ce psendogroupe détermine par défini-
tion une structure fibrée de base V,, de fibre isomorphe 2 L,';,,,
muni du groupe structural L, . La stracture de prolongement de
T;(V,,) est ainsi subordonnée a4 une structure fibrée de symbole
To(Va)(Vay Livpy Ly H (Vy)). A la carte locale g est assoeié 1iso-
morphisme y — h, y (que nous identifions avec h,) de L, sur la fi-
bre de T,',(Vn) se projetant sur x€ V,. D’une fagon générale,
he Hr(V,) peut s’identifier avec 1’isomorphisme: y—hy. Alors
Hr (V,) est Vespace fibré principal associé a la structure fibrée sur
T,’,(V,,). La carte locale g€ A admet le prolongement: (x,s)~h,s,
s€ Ly, . On obtient ainsi un prolongement de 4 formant un atlas A”
de R">< I, sur H"(V,), associé & latlas A’. Le changement de
cartes locales correspondant & (g,g(p"l) est: (x,8)—~(p(®),Pz?).
I’atlas A” détermine sur H"(V,) une structure de prolongement,
sabordonnée A une structare fibrée principale de groupe L;, et les
structures fibrées ainsi déterminées sur T,',(V,.) et H"(V,) sont bien
des structures fibrées associées.

DEFINITION: Un prolongement d’ordre v de V, 68t un espace
fibré associé au prolongement principal Hr (V).

Si L;, est un groupe d’opérateurs sur Pespace F, il existe donc
un prolongement de V, de fibres isomorphes & F, et ce prolonge-
ment de symbole E(V,, F, L,, H" (V,)) est déterminé & un isomor-
phisme preés. A Patlas A” correspond un atlas de R"><F sur E,
complet par rapport au prelongement de A, formé par Pensemble des
transformations (z,¥)—~ (p (®), pny ), ol z€R" ,ye F,p€ Ag. Cet
atlas s’appellera prolongement de A. Il définit sur E une structure
appelée structure de prolongement d’ordre v de V.

Toute pr-vitesse détermine une pi-vitesse. Ceci définit une re-
présentation y de Hr(V,) sur H!(V,) telle que yx(h8)=yx(h) % (9)
ot he H7(V,),s€ L, , x désignant aussi la représentation canonigque
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de L sur Ly. Soit K le noyau de cette dernieére représentation.
Hr (V) est une extension de H1!(V,) associée & y. Appelons b K
une classe snivant K. L’espace H7(V,)/K des classes suivant K
s’identifie avec H!(V,). Comme K est homéomorphe & un espace
numérique, H?! (V,) admet toujours une extension associée 3 y et
cette extension est déterminée & un isomorphisme pres concernant
la structure fibrée. Done la structure d’espace fibré principal de HT(V )
est déterminée a un isomorphisme prés par celle de H' (V). Mais il
n’en résulte pas que les structures de prolongements d’ordre » de
V. sont également déterminées par la structure de H! (V).

4. - Exemples de prolongements d’ordre 7.

Ainsi que T (Vy), Vespace T, (V,) est un prolongement d’or-
dre r de V,. On obtient d’autres prolongements en considérant cer-
tains espaces quotients de 75 (Vi) ou T5* (Vy).

Le groupe L, est un groupe d’opérateurs sur T (V,),le trans-
formé de Y € T (V,) par s€ L, est ¥s. La classe d’intransitivité Y/,
est applée élément de contact d’ordre r de Y. I’ensemble Py (V,) des
éléments de contact d’ordre » et de dimension p est un polongement
Q’ordre r, de fibre P, , = espace des classes &’ intransitivité de Ly,
relativement au groupe L.

Le groupe L;; opeére aussi sur T;*(Vn). La classe d’intransiti-
vité L, Z de Z¢ T;*(V,,) peut s’appeler élément d’enveloppe de Z.
I’espace P;*(Vn) des éléments d’enveloppe est aussi un prolonge-
ment d’ordre r de V,. Les espaces P,',(Vn) et P;*(V,,) ne sont pas
des variétés, mais ils adinettent des sous-espaces fibrés qui sont des
variétés et qui sont aussi des prolongements d’ordre » de V,,.

Soient V, et V,, deux #-variétés dont les structures sont défi-
nies par deux atlas A et A,. L’espace J"(Vy, V,,) admet trois strue-
tures fibrées correspondant aux trois projections a,8,y. La struc-
ture . fibrée correspondant a yp admet pour symbole J7(V,,V,)
(Viu>< Vy Ly y 1oy >< Ly H" (V) >< H"(V,,,)) . Le produit 4 >< 4,
admet un prolongement formant un atlas de J7(R">< RE™) ou
R" >< R™ >< Ly, . sur J"(V,,, V,,), définissant sar J"(V,, V,,) une
structure de prolongement du couple (V, , V,,). La stucture fibrée cor-
respondant 3 « admet pour symbole: J"(Vu, V,.) (Vi, T (V) ,
Ly, H" (V,)); elle contient une structure de prolongement d’ordre r
de V,. La structurve fibrée correspondant a f admet pour symbole:
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I (Vs Vi) (Vs Tis™ (V)5 Ly , H* (V,)); elle contient une structure
de prolongement d’ordre r de V,,.

Une section de J*(Vy, V,,) relativement a la projection « peut
g’appeler un flot d'ordre r de V,, dans V,,; une section de J"(V,, V)
relativement & la projection § peut s&’appeler un champ derdre »
de V, dans V,,. On peut définir les singularités des jets. L’étude
de Pensemble des jets singuliers de J*(V, , V,) conduit & une théo-
rie des singularités d’un flot ou d’un champ, ce qui permet d’abor-
der aussi Pétude des singularités d’une application de V, dans
Va . En particulier on retrouve ainsi le classes caractéristiques de
STIETFEL-WHITNEY ou celles de CHERN.

Références: C. EHRESMANN, Comptes Rendus Acad. Sciences Paris, 233, 1951,
p. 598, 177 et 1081; 234, 1952, p. 587, 1028 et 1424,
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Extrait du « Colloque Intern. Géomémie Différentielles
Strasbourg 1953, C.N.R.S., pp. 97- 110.

/40/

INTRODUCTION A LA THEORIE
DES STRUCTURES INFINITESIMALES
ET DES PSEUDO-GROUPES DE LIE

par Charles EHRESMANNM (STRASBOURG)

Cet exposé constitue seulement une introduction a I'étude des structures
infinitésimales, dont j‘aurais voulu développer aussi les applications. Depuis
1951, j'ai exposé ces notions et leurs applications dans mes cours de Strasbourg
et de Rio de Janeiro, ainsi que dans des séries de conférences données par
exemple d Bologne, Pise, Rome, Southampton, Leeds, Manchester, Louvain,
mais je n'ai publié sur ce sujet que des exposés trop sommaires.*.

Au Colloque International de Géométrie différentielle de Strasbourg j'ai
indiqué briévement les applications suivantes (qui seront développées dans un
auvtre article) :

La notion de systéme d'équations aux dérivées partielles est généralisée
par la donnée d'une partie ¢ de J' (Vy» Vi): ou d'une variété plongée ou ex-
traite de J" (V,. V). On peut définir le prolongement d'un tel systéme. On est
conduit & la notion de pseudogroupe de transformations complet d’ordre r,
qui, dans le cas analytique, donne la notion de pseudogroupe de Lie : son
groupoide associé est alors une sous-variété analytique de IT" (V,). Définition
des structures infinitésimales pures (notion généralisant celle d’objet géomé-
trique) et des structures infinitésimales régulieres. Le pseudo-groupe des auto-
morphismes locaux d'une telle structure est complet d’'ordre r. Sa détermination
conduit au probléme d’équivalence de Cartan généralisé. Tout pseudogroupe
de Lie complet d'ordre r a un prolongement formant un pseudogroupe de Lie
complet du 1¢7 ordre. Définition des pseudogroupes de Lie de type fini k :
le groupoide associé d’ordre k est isomorphe au groupoide associé d’ordre k-1.
LES GROUPES DE LIE sont de type fini. Définition des transformations infini-
tésimales. Un pseudogroupe de transformations de type fini sur une variété
compacte simplement connexe se dédvit par localisation d’'un GROUPE de
transformations de Lie défini sur V,.

(*) Références : |. Les prolongements d'une variété différentiabie (Atti del IV Congresso
U. M. |. Taormina 1951). — 2. Les prolongements d'une variété différentiable (Comptes rendus
Acad. Sciences : 235, 1951, p. 598,777, 1081 ; 234, 1952, p. 1028, 1424). — 3. Structures locales
et structures infinitésimales (Comptes rendus : 234, 1952 p. 587). — 4. Structures locales
(Conférence polycopiée & Rome 1952, A paraditre dans Annali di Matematica 1953). —
S. Notes polycopiées, cours de Rio de Janeiro 1952,
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l. Lanotion de jet local. — Etant donné une application fd’'un ensemble U
sur un ensemble f (U), appelons U la source et f (U) fe but de f. Etant donnés
trois ensembles E, £’ et £, soit f une application de source A C E et de but
B C E’ ef soit f' une application de source B' C E' et de but C ¢ E". Nous
désignons par f' f I'application x — f* ( f(x})dont la source est I'ensemble A’
des éiéments x tels que f' (f (x) ) soit défini.

Soient E et E' deux espaces topologiques et considérons les applications
continues ayant pour source un sous-espace de E et pour but un sous-espace
de E'. Soit C,(E, E') I'ensemble des applications continues pointées (f, x) ou f
est une application continue ayant pour source un voisinage quelconque de x
et pour but un sous-espace de E'. Deux éléments (f, x) et (f’,x) de C,(E, E)
sont dits de méme classe locale en x lorsque les retrictions de f et de f" & un
voisinage de x sont identiques. La relation ainsi définie est une relation d'équi-
valence dans C (E, E'). Une classe d’équivalence pour cette relation sera
appelée un jet local de E dans E’, de source x et de but f ( x), o (f, x) est un
élément quelconque de la classe. Le jet local de (f, x) sera désigné par j,
Son J* (E, E') I'ensemble des jets locaux de E dans E'. La source de X €
J*(E, E’) sera désigné par o (X), son but par B (X). Le symbole ]" désignera

aussi I'application (f, x) — j2f de C (E, E") sur® (E,E),oUC(E FE) = EC" (E, E).

Si f est une application continue ayant pour source un ensemble ouvert
U de E et pour but-un sous- espace de E’, I'application x — j *fde U dans J"
(E. E) peut &tre desngnée par j*f. On peut considérer j*f comme une carte
Iocale de E dans J (E E'). L'ensemble de ces cartes locales est un atlas # de E
sur J* (E, E'), compatible avec le pseudo-groupe de transformations formé par
Iensemble des opphccmons ndenﬂques des ensembles ouverts de E. En effet,
ix o= j % f est équivalent & x =- x pour x appartenant & un ensemble ouvert
de E. Cet atlas # transporte sur P (E, E’) une topologie engendrée par, les buts
des cartes j M f, appelés ENSEMBLES OUVERTS ELEMENTAIRES de INE, B
L’ESPACE J> (E, E') EST UN ESPACE ETALE SUR E PAR L APPLICATION o,
dont la restriction au but de jf est 'homéomorphisme inverse de j™f. L’ qppll-
cation 3 est une application continue de J)‘( E') dans E’. L’ cpphccnon f
admet la DECOMPOSITION CANONIQUE f - (3 (j™f). L'espace » (E, E)
n'est pas séparé. Un ensemble ouvert séparé de j (E. '), ou encore la restric-
tion de 3 & un tel ensemble, est la notion qu'on peut appeler APPLICATION
CONTINUE MULTIFORME de E dans E'.

Soit E" un troisiéme espace topolognque Etant donnés X € J (E E")
et X'€ J (E' E”), on peut définir un composé X' X lorsque B (X) = « (X').
Si(f.x) € Xet(f,x)€ X ob x' - f(x), 'application pointée (f'f, x) appar-
tient @ C (E E") Le jet (f f) ne dépend que de X et X' et sera par définition
le composé X' X. On peut le considérer aussi comme étant le composé de f

et de ;"f
GaE ) =(§% G F) = F (G ), ol x'= f(x)

En particulier, si I'on desngne por j)Me jet local de source x de I'applica-
tion identique de E, ona : jX f=fj2. La loi de composition (X, X") —X'X
est continue par rapport aux 1opolog|es considérées.
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L'associativité de la composition d’applications entraine I'associativité
de la composition de jets locaux : Si X' X et X" X' existent, les composés
(X" X'y X et (X" X"} X existent et sont égaux.

jX est unité & gauche et unité a droite, c'est-a-dire :

N7 <,
Jx,Qif)=J:f,oux=f(x)
G flik=guf,

J% Jx =%

Le jet X ¢ JX(E. E’) est inversible lorsqu’il existe X' € 9" (E', E) tel que
X' X = j:“ef XX = j:, ol x = & (X), x’ = 3 (X) ; cette condition est équiva-
fente @ l'existence d'une application pointée (f, x), appartenant @ X et teile
que f soit yn homéomorphisme'd'un voisinage de x sur un veisinage de f (x).

L'ensemble des éléments inversibles de J™ (E, E) est un groupoide 1.'C\"(E).
Le sous-ensemble des jets inversibles de source et de but x est un groupe TI\;(E),
qu'on peut appeler GROUPE D'ISOTROPIE LOCALE de E en x, relativement a
la structure topologique T de E.

Soit T" un pseudogroupe de transformations défini dans E et contenu dans
le pseudogroupe I, des automorphismes locaux de E ; la topologie sous-
jacente a I' peut &tre moins fine que G . L'ensemble des_ jets locaux j:‘f, ou
P €T, est un SOUS-GROUPOIDE J* (T") de TL™ (E) == J* (Ix). Lintersection
de J™(T") et de TU(E) est un groupe 12(1"), GROUPE D'ISOTROPIE LOCALE
en x de la structure locale définie par I". Remarquons que J* (T") est un ensemble
ouvert de T * (E), qui est lui-méme ouvert dans J * (E, E).

Etant donné une partie § de J " (E, E'), une SOLUTION ou INTEGRALE
de @ estune application continue  fde source U, ouvert de E, telle que jl‘(f €¢
pour tout x € U. Les solutions de ? correspondent d'une fagon bi-univoque aux
ensembles ouverts élémentaires contenus dans ¢ .

Soit § un sous-groupoide ouvert de e (E) tel que la projection de ¢
par o soit E, c'est-a-dire contenant I’ensemble des unités de T(* (E). Alors
I’ensemble des solutions de g est un pseudogroupe de transformations T" défini
dans E et admettant & comme topologie sous-jacente. On a ¢ = 1" ().
Mais I pourrait contenir un sous-pseudogroupe '’ dont la topologie sous-
jacente est moins fine que T et tel que J* (T') = J™(I") = ¢ . Nous dirons
que T" se déduit de I"' par localisation. En particulier "' pourrait &tre un
groupe d'automorphismes de E.

Soit " un pseudogroupe d’automorphismes locaux de E et T’ un pseudo-
groupe d’automorphismes locaux de E'. LE GROUPOIDE J™ (T") = ™ (")
EST UN GROUPOIDE D'OPERATEURS SUR I* (E, E') SUIVANT LA LOI
DE COMPOSITION

(s, X)—s'Xs™" ou X € JMEE'),s €JMT) s eJMT).
DE MEME I (T') ET J* (T') SONT DES GROUPOIDES D'OPERATEURS
SUR J (E, E).
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Si @ est un ensemble ouvert de 1™ (E, E') invariant par J*(T') x ” (T,
I'ensemble des solutions de ¢ est invariant par I'xT .

Supposons, pour simplifier, que G est la topologie sous-jacente a T .
Soit E un espace topologique et & un atlas complet de E sur E compatible
avec [ et tel que tout g € b soit un homéomorphisme d’'un ouvert de E sur
un ouvert de E. Soit J» (f) 'ensemble des jets j:g$ g €db . Un élément, h
de J* (#) sera appelé REPERE LOCAL au point 3 (h) de E, relativement a la
structure définie pardb .

L'ensemble J» (db) est un ensemble ouvert de §* (E, E) ayant les propriétés
caractéristiques suivantes : :

1. Tout élément de J (do) est inversible.
2.Sihe INH).he INH)et@ (h) =B (), onah K e JMT).
3. 4 (%) est invariant par 1™ (T'). '

L'ensemble des éléments h' h™', o h € J)\(Zﬁé), he 3 (o) et o (h) ==
o (h') est le sous-groupoide ouvert M) de T (E) dont les solutions forment
fe psevdogroupe des automorphismes locaux de E relativement & la structure
définie par f .

Réciproquement, étant donné un ensemble ouvert de ;° (E, E) vérifiant les
trois propriétés précédentes, I'ensemble de ses solutions est un atlas complet &b
de E sur E compatible avec I".

Si f est un atlas incomplet, 1™ (f) est un ensemble ouvert de J* (E, E)
caractérisé par les propriétés 1) et 2).

Une classe d'intransitivité d'un élément inversible X de I (E, E) relati-
vement a J” (T') (cest-g-dire I'ensemble des éléments X s', ou's € J*(I'))
peut s'appeler GERME DE STRUCTURE SUR E ASSOCIE AT . Par passage au
quotient on déduit de J* (E, E) I'espace des germes de structure associé a I .
C'est un espace G (E.T") étalé sur E. Une structure sur E associée a T’ corres-
pond & un relévement de E dans G (E, T")

Supposons que la topologie B’ de E' soit aussi la topologie sous-jacente
au pseudo-groupe T . Soit E' un espace topologique et soit &’ un atlas compiet
de E’sur E’' compatible avec T'" et tel que tout g’ € &' soit un homéomorphisme
d'un ouvert de E' sur un ouvert de £'. ALORS A TOUT ENSEMBLE OUVERT
$ DE J* (E, E') INVARIANT PAR J™(T) x J* (T’). CORRESPOND UN
ENSEMBLE OUVERT ¢' DE J* (E, E) INVARIANT PAR J*(T) x J*(T¥). L'en-
semble ¢’ estI'ensemble des élémentsh’ Xh ™, oUX € ¢ ,h € J» (), h'e PR).

Par exemple, soit A le pseudo-groupe des automorphismes locaux r
fois continiment différentiables, partout de rangn, de I'espace numérique R™,
Soit f une application continve ayant pour source un voisinage de x € R"
et pour but un sous-espace de R™. On dira que f est une application r fois
différentiable (ou r - APPLICATION) au point x lorsque f admet dans un voisi-
nage de x des dérivées partielles continues de chaque espéce jusqu’a l'ordre r,
par rapport aux coordonnées canoniques définies dans R". Si f est une r-appli-
cation au point x, le jet iocal j2f sera dit r fois différentiable. Soit JMYR™, R™)
I’ensemble des jets [ocaux r fois différentiables de R” dans R™. C’est un en-
semble ouvert de 1™ (R", R™) invariant par J» (AL) x J* (AL).
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Soit V,, une variété r fois différentiable (ou r-variété) dont la structure est
définie par un atlas complet # de R" sur V, compatible avec A}, . Soit de méme
V, une r- vcméte donf la structure est deﬂme par un atlas complet :ﬂ; compcmble
uvec/\ Soit J* ““(Va, Va) 'ensemble des jets locaux h* Xh™", ot h € J (:ﬁ:
h' € J’(lﬂn) X € J"‘"(R" R" ; c’est-a-dire h est un repére local de V, a la
source de X, h' est un repére local de V, au but de X. Un ]et local appurtenant
arr {(Va» V) sera dit r fois dlfferenhable Four que Y € J (Vas Vi) soit r fois
différentiable, il faut et il suffit que h'"'Y h, élément de J* (R", R™ soit r fois
différentiable. Si J) f est r fois différentiable, I'application f sera appelée
r-APPLICATION AU POINT x.

Lensembie J*T(V,, V.) est un ensemble ouvert de I (V,, V) mvurmnt
par T (V) x T (V,), ob T " (V,) est le groupoide associé alt(An)
par & ; c'est-d-dire T*" (V,) est I'ensemble des éléments h, h™ ob he R
et h, € J* (A). Une solution de 17 (V,, Vn) sera qppeiee r-APPLICATION
de V dans V,. Les solutions de TCM"(V.) sont des r-applications et forment le

pseudogroupe AL (V) des outomorphlsmes locaux de V,.

On démontre facilement que LE COMPOSE DE DEUX JETS LOCAUX
r FOIS DIFFERENTIABLES EST r FOIS DIFFERENTIABLE : le compose de
X € I (V, V) et X e JN T (V,, V) est élément de J M7 (V,, V), ob
Vp est aussi une r-variété.

Supposons V, muni sumplement d’une structure de variété topologique a n
dimensions, c’est-d-dire associée au pseudogroupe A, de tous les automor-
phismes locaux de R". Comme A ! est transitif dons R", UN GERME DE r-VA.
RIETE sur V, sera ccracterlse por un ensemble h I} "(AL), o0 h est un élément
inversible de J» (R", V.) ayant pour source longlne 0 de R".

Les considérations précédentes s'appliquent de méme en remplagant A |
par un sous-pseudogroupe arbitraire de /A . On obtient ainsi les notions rela-
tives aux variétés indéfiniment différentiables (cas r == oc), aux variétés analy-
tiques réelles ou complexes, aux variétés localement algébriques (1) réelles
ou complexes, aux variétés localement rationnelles réelies ou complexes.

Il estimportant de remarquer que dans le cas analytique I'espace J“(V,, Vi)
des ]ets qnalythues de V, dans V. est un sous- espuce ouvert et SEPARE
de J* (V,, V,). La composante connexe de X € J“ (V,,V,) est le PROLONGE-
MENT ANALYTIQUE COMPLET du jet analytique X.

2. La notion de jet infinitésimal. — Soit C_(R", R") I'ensemble des
r-applications pointées (f, x), ob fest une r- cppllcahon av pomt %x € R"dans R™
Deux éléments (f, x) et (f', x) de C(R", R") sont dits de méme r-classe lorsque
les dérivées partielles de méme espece de f et de f" admettent les mémes valeurs
au point x, pour toutes les dérivées pqrhelles d’ordre < r. On définit ainsi
une relation d'équivalence dans C[ (R", R"). Une classe d'équivalence pour
cette relation sera appelée JET INFINITESIMAL D'ORDRE r, ou r-JET, de R"
dans R Le r-jet de (f, x) sera noté j f. Le point x sera appelé source du jet
et le point f (x), but du jet. Soit J" (R", R") I’ensemble des jets infinitésimaux

- (1) Appelées variétés algébriques abstraites dans (1).
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d'ordre r de R" dans R™ La source de X ¢ J*(R", R") sera désignée par o (X),
son but par B (X). Ceci définit deux applications canoniques o et B de
JT (R", R™) sur R™ et R™.

Posons C"(R", R™) :‘:XLEJRnC:(R”. R™. ensemble des r-applications pointées
de R" dans R™. Dans C"(R", R") considérons les deux relations d’équivalence
dont les classes d'équivalence sont : 1° les jets locaux, 2° les r-jefs. La premiére
de ces relations entraine la seconde. On a ainsi une application canonique "
de JMT(R", R™ sur J"(R”, R™) : " (j2f) = jCf. Ceci permet d’identifier canonique-
ment un r-jet & une classe de jets locaux. On pourra poser j" = | |} ce qui
revient a considérer j" comme un opérateur opérant sur J" (R", R") et sur
C"(R"R" :j"(f, x) = jif. A

Etant donné (f, x) € CL(R", R") et (f,x) € C_, (R R%), si x' =f (x)
posons (f', X’} (f, x) = (f'f, x). Cette loi de composition est compatible non seule-
ment avec la premiére, mais aussi avec la deuxiéme des relations d’équiva-
lence précédentes. En effet, les dérivées partielles de f' f au point x d’ordre < r
s'expriment sous forme de polynémes en fonction des dérivées partielles
d’ordre < r des composantes canoniques de f et f' aux points x et x'. Par
passage aux quotients on définit les lois de composition exprimées par les
formules :

(R )G =32 (f)
o fIGef)=4ctfr),
G e =L fYGA ) = £ QL) =Gr ), x) =)t (FF).

Pour que le composé de X € JT(R", R%) et X' € J"(R", RP) soit défini,
il faut et il suffit que B (X) = o (X’). Ces lois de compositions sont associatives
et 'opérateur j" est compatible avec elles :

SIS E)=g7(E) " (8) =¥ (B)=j"(¥) ¥,
ou
LeJM(RVR™), B> (R™RP) .

Le groupoide TL™ " (R") x TU™ " (R") est un groupoide d’opérateurs sur
JMT(R", R™ et sur J" (R, R™) et I'application j" est invariante par rapport & ce
groupoide :

(s,s/8) — s" & 57",
(S,SI;X) — s’ X5 y

J(s'8s")=s"j (%) s,
ou

s ETTM(R"), s €L (R™), 8eJ™"(R%R™), XEJT(R" R™).
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Cela veut dire que le groupoide d'opérateurs TUM"(R") x TU™ ™ (R™) laisse
invariante la relation d’équivalence associée a " dans J*" (R", R, dont les
classes d’équivalence s’identifient canoniquement aux éléments J© (R", R™).

A cefte relation d'équivalence est associée une relation d'équivalence
dans J)"P(Vn, V,), invariante pour fe groupoide TT.’“"(VH) x TU™ T (V). o0
V, et V,, sont deux r-variétés. Cette relation d’équivalence est définie de la
maniére suivante : Deux éléments & et &, de J*"(V,, V,) seront dits de méme

r-classe lorsqu'ils ont méme source et méme but et lorsque
TSR = T (h g b)),

ol h est un repére local de V, au point & (§) = o (&) et h’ un repére local
de V, au point @ (3) = (3 (3,). Si cefte condition est vérifiée pour un couple
donné de repéres locaux (h, h'), elle est vérifiée pour tout couple de repéres
locaux aux points o (%) et 3 (%).

On en déduit la relation d’équivalence suivante dans C"(V,, V,), ensembie
des r-applications pointées de V, dans Vp, : Deux éléments (f, x) et (f'. x') de
C"(V,, V) seront dits de méme r-classe lorsque jXf et j }.f’ sont de méme r-classe,
ce qui suppose en particulier x' = x et f (x) == ' (x). Cette condition s’exprime
aussi par I’équation

Jr(h/-1f~h) ==J-r(h:—1fwh)’

oU h est un repére local de V;, au point x et h’ un repére local de Vi, au point f (x).
UNE CLASSE D'EQUIVALENCE DE C" (V,, V,) POUR CETTE RELATION
SERA APPELEE JET INFINITESIMAL D’ORDRE r OU r-JET DE V, DANS V,,

Le r-jet de (f, x) est noté j.f. L’ensemble des r-jets de V,, dans V,, est désigné
par J"(V,, V). Si X = jLf, le point x est appelé source de X, le point f (x) but
de X. La source de X est désignée par o (X), le but par B (X) ; ceci définit
deux applications canoniques o et 3 de 1" (V,, V,) sur V, et sur V,,

L'application (f, x) — j f admet la décomposition canonique (f, x) — jif
— jxf. Nous considérons |~ comme un opérateur opérant sur C"(V,, V,) et sur
(Vo Vi) s ,

I x) =g G f) =i f
r

ce qui conduit & poser |"j* = i

Dans C" (V,, V,) considérons les trois relations d’équivalence dont les
classes d’équivalence sont : 1° les jets locaux, 2° les r-jets, 3° les k-jets, oU k < r.
La premiére de ces relations d’équivalence entraine la deuxiéme, la deuxiéme
entraine la troisiéme. Ceci définit les applications canoniques suivantes :

(fx)— 2 f —jof—jkf,

C™(V,, Vi ) = IM TV, Vi ) = JT(V, LV )= IRV, V).

n’'m

Le k-jet canoniquement associé au r-jet X sera encore désigné par j* X,
c'est-a-dire nous considérons jk comme opérant sur C"(V,, V. ), J"(V,,V,)
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et J'(V. .V ), o0 k<r.Ona:

JkJr‘_ r JkJA_Jk ;J‘ J
En particulier, j X s'identifie au couple (ﬁ (X), B (X)) et [°définit Pappli-
cation canonique de J" (M, Vo) sur V>V

Soit Vj une troisiéme r-variété. Soit

(f,x) € Cr(Vn,Vm),(f’,x')EZC"(Vm,\/p ).
La loi de composition :

(Fox ) (fx)={f"fx), si x'= f(x),

est compatible avec les relations d'équivalence considérées. Les lois de compo-
sition qu’on en déduit par passage aux quotients sont donc compatibles avec
les projections canoniques précédentes. On a :

(e PR = (%R =0 fIU ) =f '( F1=0x N Ex) =% F)

JEOXX) = (M X X) = (X)X =X (X)),
ou X€J(Vn,Vm),X€J"V,V).
Desngnons par j; le r]et de source x de Icpphcanon identique de V,.

On a alors j f = f |l et jfest unité a gauche et & droite pour Iu composmon
des r-jets. Le jet X € J"(V, V. ) est inversible lorsqu'il existe X "€ 1" (V. V)
tel que X' X = jret X X" = = jor 00U x = x(X), x'" - B(X). Pour que X soit
inversible il faut et il suffit que n = m et que le rang de X soit égal a n. Le rang
du jetjifestlerangdujet h'™ f) h. o0 h est un repére local de V,, au point x
et h' un repére local de V,,au point f (x). Or h' ™" (j° f) h est le jet du premier
ordre d'une application Imecure dont le rang est 'invariant cherché.

Nous appellerons repére d'ordre r de V_ au point x tout r-jet inversible
de R"dans V, de but x. Sauf indication comrmre il sera sOus- -entendu que les
repéres consnderes seront tous de source 0. L'ensemble H" (V,) des repéres
d'ordre r de V,, de source 0 sera appelé prolongement prmc;pal d’ordre r
de V,. L'inverse d'un repére d'ordre r au point x sera appelé corepére d'ordre r
au pomt X. L ensemble des corepéres d'ordre r et de source x de V, sera dési-
gné par H™(V,).

L'ensemble des éléments inversibles de 1" (V,, V,) est un groupoide TT(V,).
Le sous-ensemble des éléments de T (V) de source et de but donné x est un
groupe Ly (Vs, x), appelé groupe d’ |sotrople infinitésimale d'ordre r de V, au
point x. En particulier, le groupe L}, (R", 0) sera désigné par L} Si h estun repere
d’ordre r de V, au point x (de source 0), I'applicationy == hy h™, ou y € LI,
est un isomorphisme de L} sur L}(V,, x) ; I'ensemble d’ |somorph|smes qu ‘on
obtient ainsi est une clqsse modulo Ie groupe des automorphismes intérieurs
de L],

Soit Ly, ,I'ensemble des éléments de J* (R, R™) ayant pour source et pour
but I'origine commune 0 de R" et de R™ Tout y € L estle r-jet de source 0
d’'une application bien déterminée de la forme :

X X X
=§ L -+§ a.. . X. . +§ a.. . J1 2t e
Q'J XJ 1Jidz JixJ2+ 1oz "

Wdzde
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ob les x; sont les coordonnées canoniques dans R", les u; les coordonnées

conomques dans R, les coefficients a, 5, efant symetrlques par rapport
aux indices j, j,... j,. Ceﬂe opphcahon serd oppelee le représentant polynomial
de y. En considérant les a e ou ]1 < j, € e po comme Ies coordonnees

réelle lsomorphe a un espace numerlque. En particulier L}, ,peut s'identifier
canoniquement a {’espace L, ,des applications linéaires homogénes de R’
dans R" et par suvite aussi @ I'espace des suvites de n vecteurs d’ orlg{me 0 dans R™
Ainsi L. | s'identifie canoniquement @ R™ : a I'élément y de L. ,correspond
d'abord son représentant linéaire, puis ie vecteur transformé du vecteur unité
de R par cette transformation linéaire. Le rang de y € L nest le rang de la
matrice (a'J Le groupe L est une sous-variété analytique de L[ et L1 s'iden-
tifie canoniquement au groupe linéaire homogeéne L,. Dans le cas r — oo, le
représentant polynomial devient une série formelle a valeur vectorielle (ou
une suite de m séries formelles ordinaires). L:ns’iden?iﬂe a I'ensemble (1) de
ces séries formelles.

L'opérateur j* définit un homomorphisme de L% sur LY, dont le noyau est
un groupe résoluble homeomorphe aun espace numérique ; si k == r — 1,
ce noyau est isomorphe a un groupe additif R% Le groupe L" est une extension
inessentielle du groupe L, puisque celui-ci peut s'identifier & un sous-groupe
de L. Ce sous-groupe est I'ensemble des éléments LT dont le représentant
polynomial est linéaire ; il n'est pas invariant dans L.

Désignons par y le représentant polynomial de y € L . Le représentant
polynomial de j¥y s'obtient en supprimant dans y les termes de degré > k.
Siy' € L}y lereprésentant polynomial de y’ y s'obtient en supprimant dans ¥’ 7
les termes de degré > k,si r > k. Dans certains cas, on peut définir un composé
de y et y' appartenant a Lp w oU € > k. Soient r’ et k' les plus grands entiers
tels que ]r"y = 0 et ;k‘y - 0 (c’est-a-dire les coordonnées conomques de ces
jets sont nulles). Si IZ est le plus petit des nombres k' r et r’ k, le )et; ' ¥)
ne depend que de y' et y et définit un composé que nous désignerons encore
par y' y. Son représentant polynomial s'obtient en supprimant dans ¥’ y les
termes de degré > (.

Le produit Ly, x L] est un groupe d'opérateurs analytiques sur Ly,
(sis)y=s'ysh, oUs€L] s'€EL,yEL" |
De méme L et L sont des groupes d'opérateurs sur L |
(s,y)—ys™ ', (s,y)— sYy.
Soit h € H"(V,) et K’ E H™ (V,)-

L’application y — h' y h™' est une application biunivoque de L, nsur l'en-
semble 15 ,(V,, V,,) des éléments de J" (V,, V,) de source x =- 3 (h) et de but

x'" = 3 (h"). En supposant donné (x, x'), on obtient ainsi une classe d’appli-
cations biunivoques de L, sur J (v v} ce sera une classe d'équivalence par

(1) L. Schwartz m'a communiqué qu'il a démontré que toute série formelle est bien le
jet d'ordre oo d'une applilcation.
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rapport au groupe d'opérateurs L x L. (Si G est un groupe d’'opérateurs sur
I'ensemble F, il est aussi groupe d'opérateurs sur I'ensemble des applications
de F dans F' et une classe d'intransitivité dans cet ensemble s'appellera classe
d’équivalence par rapport & G.) Toute structure sur L, .invariante par L}, x L},
se fransporte alors canoniquement sur JX x- (V,, V) . Par exemple,sir =1,
on obtient ainsi une structure d'espace vectoriei.

Appelons p"-VITESSE (ou vitesse de dimension p et d’ordre r) de V" d’ori-
gine x tout élément de I (R”, V) de source 0 et de but x; soit Tj (Va) I'ensemble
de ces p"-vitesses dans V,. Appelons p'-COVITESSE de V, d’origine x tout
élément de 1" (Vn, RP) de source x et de but 0 ; soit TE*(V,) I'ensemble des p™-covi-
tesses de V.. Pour p = r == 1, on définit ainsi les VITESSES et COVITESSES
sur V, appelés aussi VECTEURS et COVECTEURS.

Soit Tp «(V,) I'ensemble des p’-vitesses d'origine x,T, X(V,,) I'ensemble des
p’-covitesses d’origine x et Hj (V,) I'ensemble des repéres d'origine x. Av
repére h € HY (V,) correspond I'application biunivoque y —hy de Lj ;sur
T%,x(Vy), 00y € LG, . Pour x donné on obtient ainsi un ensemble d’applications
biunivoques de Ly, psur Tp)x (Va) formant une classe d’ equnvqlence par rapport
dau groupe L opérant (& gauche) sur Ly . Toute structure sur Ly, vaarlunte
par Lg se transporte alors d’'une maniére canomque sur Tplx (Vn) De méme
I'ensemble des apphcahons biunivoques y — yh™' de L, nsur Tp%(Va),

y € Lpneth € Hy(V,), forme une classe d’équivalence par rapport au groupe Ln
operqnf (a droitej sur Lp,n, d’ol transport canonique sur Tp,x(Vn) des structures
de Lp,ninvariantes par LT, En particulier Tplx (Vo) et Tos (V,) sont munis de
structures d’espaces vecforaels

Le jet Z € J"(V,, V) définit I'application suivante de Tp.x(Vn) dans Tp)x(Vey :
X— ZX,0uXE Tp"’x(Vn).

Il définit de méme I'application suivante de Ty % (Vn) dans Tolx (V.):
Y—YZ ,ou0 Y€ Tp”"‘x(vm).

En choisisant deux reperes h et h’ & la source et au but de Z, on raméne
la prem|ere oppllcchon & une représentation y —zy de L, pdcms Lmp OU
y € L, petz € Lm o la deuxiéme opp||cot|on est ramenée de méme a une repré-
sentation y'— y' z de Ly,mdans Lgn, o0 y' €L, nDans le cas r = 1, les appli-
cations considérées sont toutes linéaires homogeénes.

Toute r-application f de V, dans ¥, a un PROLONGEMENT X— fX appli-
quant T5(Va) dans T§(Vn). Dans le cas r -+ 1, la restriction de cette application
a Tp, (Vn) est linéaire.

Le groupe Lj opére sur Tp (Va) :
(s,X)—=Xs', ob s€L;, XET(V,).

La classe d'intransitivité XLp s’appellera p'™-élément de contact de V,
d'origine x.
Le groupe Lp opére aussi sur Tp" (Vo) :

(sY)—sY, oUs EL;,YET;"(Vn).
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La classe Lp Y s'appellera p"-élément d’enveloppe.

Soit Z un élément de J* (V,, Vim), h un repére & la source de Z et h’ un repére
av but de Z. A I'élément Z est associé canoniquement un n"-élément de contact
d'origine B (Z) et un m"-élément d’enveloppe d’origine & (Z) : ce sont les
classes Z h L et Lph'™" Z. L'ensemble des repéres d'ordre r au point x € V,
est I'élément de contact fondamental d'ordre r, ou I'élément de structure infini-
tésimale d'ordre r de V, au point x. Si f est une r-application de V, dans V,
le couple (f, Vp) peut s’appeler variété plongée dans V,. L'application f
se prolonge aussi a 'ensemble des éléments de contact de Vy, ; les images de ces
éléments sont les éléments de contact de la variété plongée. La théorie du
contact des variétés plongées est I'étude de la relation d’incidence entre éléments
de contact définie de la maniére suivante : Etant donnés X€ T (V,) et X'€ T (Vn).
on dira que X est contenu dans X' lorsque X = X'y, ot y€ L§,p; dans ce
cas, I'élément de contact XL sera dit contenu dans X'Lg. On définit de méme
une relation d'incidence entre covitesses ou éléments d’enveloppe.

On est amené aussi & considérer les classes de jets locaux analogues aux
éléments de contact et aux éiéments d’enveloppe. Une classe XJ:(A;) ol
X € IM (R, V,) et o (X) = 0, pourrait s’appeler GERME DE r-VARIETE
PLONGEE. Dans I'ensemble de ces germes on peut introduire une topologie
analogue & celle de I'espace des germes de structure considérés au para-
graphe 1. Une r-variété plongée correspond a un ensemble ouvert séparé de
cet espace de germes de r-variété plongée. La classe J§ (An) Y, o0 Y € J°
(v, RE) et 3 (Y) = O, pourrait s’appeler GERME DE FEUILLETAGE dans Vh.
L'espace de ces germes, défini encore comme plus haut, sera un espace étalé
sur V,. Un relévement de V, dans cet espace est un FEUILLETAGE r FOIS
DIFFERENTIABLE avec singularités admises. On définit facilement une relation
d’équivalence plus forte : Y ~ Y’ lorsque I'intersection de f ' (0) et ' (0)
est un voisinage de x relativement aux sous-espaces f'0 etf'(0) ,ouYet Y
sont des éléments de JM"(V,, ") de méme source x et de but 0, {Af = Y, jAf* = Y',
Les classes d'équivalence ainsi définies peuvent s’appeler GERMES DE VARIETE
EXTRAITE. On définit encore I'espace topologique de ces germes ; les ensembles
ouverts séparés de cet espace sont les r-variétés extraites de V,. Un feuilletage
r fois différentiable de V, définit sur V, un ensemble de r-variétésextraites,
appelées les feuilles du feuilletage.

La classe d'intransitivité de y € L,  par rapport & L x L; sera appelée
classe d'équivalence de y. Un probléme fondamentai de la géométrie diffé.
rentielle locale consiste a chercher un représentant canonique dans chaque
classe d'équivalence, plus généralement & chercher les invariants et covariants
de y par rapport & L, x L, ou par rapport & certains sous-groupes.

L'élément y de Ly nest dit REGULIER lorsque le rang de la matrice (aij)
est égal au plus petit des nombres m et n. L'ensemble des éléments réguliers
forme une seule classe d'équivalence, ayant pour représentant canonique I'appli
cation x'; = x;, pour i € msi m < n, ou bien I'applicationx’ = x,; pour
i< netx; =opourj>nsing m,

Etant donné y € L., soient p et q les plus petits entiers tels que y admette
les décompositions : y = y, z = 2’ y,, ob Z est un élément REGULIER de Lo,
2’ un élément REGULIER de L . v, € Lnp:¥2 € Lgn.Alorsonap s n,q<m
et y admet la décompositiony = 2’ y' z, 00 y' € Lg,p. Si z,désigne le r-jet de
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I'application canonique de R" sur RP et z;le r-jet de I'application canonique
de R% dans R", Y est équivalent a z', y' z,; on peut dire que y est équivalent
au sens large d y' € Lqp Appelons p le rang d'ordre r a la source et q le rang
d’ordre r au but de y. Pour k < r, les rangs d'ordre k & la source et au but
de y sont ceux de j*y. Ces nombres sont des fonctions croissantes de k.

Considérons k éléments y,, y,,.... ¥, de Lmn, On peut identifier la suite
Yo Yareer Y@ Un élément de Ly, , Soit z un éiément de Loim . Le composé
Z(¥y+ Ypooor Vi) s€ra un élément de L n et pourra s’appeler composé de y,, y,,....Y«
suivant z. Cefte notion générchse la notion de combinaison linéaire de vecteurs.
En particulier I'élément y de Ly ns'identifie & une suite de m éléments (,, ¥, ... ¥n)
de Ly n(ce sont les composantes de y ; mais cette notion n'est pas invariante
par rapport & Ly,). Tout élément z de L, , détermine un compose Z{Y,s Yorooe Vi)
On est conduit alors & la notion de sous-espace de L,,,, engendré par un en-
semble donné d'éléments de L,,,. Le rang d’ ordre r a la source de y est le
nombre minimum d’éléments regullers de Ly,. engendrant un sous-espace
contenant y,, Y,, ...y Y :

Les mémes considérations conduisent & la notion de prolongement d’'une
loi de composition. Une loi de composition r fois différentiable (x, x’) — xx’
déﬁme dans V,, se prolonge a )’ (Va, V). Etant donnés deux éléments X et X’
de 17 (V,, Vm) fels que o (X) = o (X’) = v, on posera :

XX'= 0 (FF), ob X=j5f, X'= jrf,

en désignant ici par ff’ I’ application x — f (u) f’ (u). En pamcuher si G est un
groupe r fois différentiable, Tp (G) sera un groupe. Si G opére sur une r-variété

,,, la loi de _composition externe étant r fois différentiable, le groupe T (G)
opére sur T (Va).

De cette fagon, on définit des structures clgébriques sur Lmn invariantes
par L mais non par L,. Une structure d’ qlgebre sur R" se prolonge ainsi en
une structure d'algébre sur Ly, invariante par Lr. Remarquons que Ie produit
yy' de deux éléments de LA est nul dans La,n; mais on peut définir yy' comme
un élément de L,,f,, On deﬂnn de méme le produit de k éléments de L, ncomme
étant un élément de Lan Plus généralement dans un polyndme homogene de
degré k, & coefficients pris dans le corps de base de I'algébre considérée surR",
on peut substituer aux variables des éléments de L, .n et on obtient ainsi un
élément de Loy Le représentant polynomial de celui-ci s’obtient par composition
des représentants linéaires des éléments donnés.

La géoméme différentielle locale revient essentiellement a ['étude de
I'espace Lm,n muni du groupe d’opérateurs L x L7, ou de groupes d’ operateurs
qui sont des sous-groupes de celui-ci. Les sous-groupes de L} et L intervien-
dront lorsqu’on remplqce/\n et A\ par des sous-pseudogroupes T' et T''.
Désignons pur.l (T')le groupmde formé par I’ensembie des jets j,¥, o0 YET .
Le groupe i (T'), intersection de J" (T") avec L;, sera appelé groupe d'isotropie
mﬁmtéslmale d’ordre r au point 0 relativement & T' , que nous supposons tran-
sitif pour simplifier. On aura a étudier les strucfures sur Ln ., Invariantes par
J5{T) x 4¢(T’) ; ces structures se transporteront canoniquement sur Jx, x(Vn, Vi),
si Vo et Vm sont munies de structures associées a T' et T' respective-
ment. En particulier, Ly, , pourrait avoir un sous-espace invariant par J5(I")
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Jo (T"). Ceci déterminerait dans §" (V. Vi) une classe de r-jets distingués.
Plus généralement cette classe de r-jets distingués sera définie dans J° (V,, V)
forsque V, et Vi, sont munies de structures que nous appellerons structures
infinitésimales réguliéres (4) & groupe structural 15 (T') et J5 (T ) respectivement.
Par exemple, dans le cas des variétés analytiques complexes (T =AL, T' =A%)
on obtient la classe des r-jets analytiques complexes, contenue dans J™ (V,, Vi)
cette notion s’applique aussi aux variétés presque complexes d’ordre r (varié-
tés munies d'une structure infinitésimale réguliére & groupe structural J5(A5) ;
elles sont équivalentes en chaque point jusqu'a 'ordre r & des variétés anaiy-
tiques complexes). Ayant distingué un sous-espace invariant de li"non est con-
duit & considérer aussi les relations d'équivalence invariantes sur ce sous-
espace, ainsi que les espaces quotients correspondants. La notion générale de
covariants différentiels de structures infinitésimales se raméne a celle de cova-
riants par rapport & des représentations de Jo(T') x Jo(T’) comme groupe
d’opérateurs. Dans les géométries qu'on peut appeter non holonomes, les sous-
groupes de Ly et L, qui interviennent ne sont pas associés a des pseudogroupes
de transformation T et T’

Remarquons que Lq ,admet aussi L, x L', comme groupe d'opérateurs,
lorsque k < retk < r’. En particulier L x L7 est un groupe d'opérateurs
sur L. Il en est de méme de J} (A% ) x J3(A% ). L'opérateur j" est invariani
par rapport au groupe d'opérateurs Ly x L% et Lmn= jr(L::n).

D’une fagon générale, on est amené a considérer les sous-espaces de L.,
invariants par LS x L% ou un de ses sous-groupes. Sur un tel sous-espace
distingué on aura & considérer les structures invariantes, en particulier les
relations d’équivalence invariantes et les espaces quotients correspondants.
Ces derniers espaces peuvent étre considérés comme des généralisations des
espaces de jets. Nous en verrons des exemples dans I'étude des structures
feuilletées, des structures de variété produit ou des structures de prolongement
d'une r-variété,

Par exemple dans RP*9, identifié & RP X RY, le produit A% A'q engendre
un pseudogroupe que nous pouvons désigner également par A% X Aq. Consi-
dérons les applications pointées (f, x) de RP x R% dans R™, o0 x = (u,v) € RPx R%,
telles que f admette des dérivées partieiles continues de toute espéce satisfai-
sant aux conditions suivantes : elles sont d’ordre < k par rapport aux coordon-
nées u; de u, d'ordre<{ par rapport aux coordonnées v;j de v, d'ordre< r par
rapport & I'ensembie de ces coordonnées. Dans I'ensemble de ces applications
pointées on a la relation d'équivalence dont chaque classe correspond & un
systeme donné de valeurs des dérivées considérées au point x. Cette relation
est invariante par A% xAg. Les classes d'¢quivalence sont des jets généra-
lisés, qu'on pourrait noter j:fi"'f. Comme précédemment on définit des jets
de ce type de Vpiqdans Vp, ol Vp, est une r-variété et ob Vp.q est muni
d’une structure de produit local, localement isomorphe a RP x R (c’est-a-
dire définie par un atlas de RP X RI sur V,.q compatible avec AXx Af,).
L’ensemble des jets de ce type de RPX RY dans R™, de source et de but 0,
est un espace quotient de L%, .. Pour m = 1, c’est 'algébre quotient de L{7.q
par l'idéal engendré par les produits de coordonnées qui sont de degré > k
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par rapport aux u;, de degré>| par rapport aux v; et de degré >r par
rapport a l'ensemble des u; et v;. Ceci rejoint le point de vue exposé par
A. Weil. Mais les espaces de jets, de source donnée, ne sont pas toujours
munis de structures d'algébres.

Pour les notions de pseudogroupe de transformations et de structures associées d un
pseudogroupe, voir (4). La notion de germe de structure se définit pour toutes espéces de
structures jocales. La notion de germe de sous-espace s'étend aussi aux structures locales
quelconques (Voir P. Dedecker, Comptes Rendus, Paris, 1953, 236, p. 771). On trouvera la
définition générale des structures de prolongements et des structures infinitésimales dans

1), 2) et (3).
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Extrait des « Proceedings Intem. Congress Amsterdam »,
Vol. I (1954}, pp. 478-479

/42/

SUR LES STRUCTURES INFINITESIMALES REGULIERES
CHARLES EHRESMANN

Utilisons les notions et notations introduites dans une série de publications
récentes (Voir références dans Colloque International Géométrie différentielle,
Strasbourg 1953, p. 97).

Les structures qui font 'objet de la Géométrie différentielle peuvent étre
définies en partant de la notion de prolongement d’une variété différentiable V..
Supposons V,, de classe » et posons » = k& - . Soit @ un sous-groupoide de
IT*(V,), espace des k-jets inversibles de ¥, dans V. Un prolongement d’ordre %
et de classe [ de ¥, relativement a @, est une variété E munie d’une projection
psur V, et admettant @ comme groupoide d’opérateurs: Le composé z de 0 e @
et z € E est défini si a(f) = p(2) et on a p(0z) = B(6), olt () = source de 0,
B(0) = but de 8; les applications p et (8, z) — 0z sont de classe /. Soit ¥ 'en-
semble des jets jL(z — 0 ,(%), ot x — B, est un relévement local de classe I de V,
dans @; c’est-a-dire «(0,) = x. Transitivité des prolongements: Tout prolonge-
ment d’ordre / de E, relativement a ¥, est un prolongement d’ordre » de V,, re-
lativement a4 @* (prolongement d’ordre ! de @).

Une structure infinitésimale pure d’ordre k est une section ¢ d’un prolonge-
ment £ d’ordre £ de V. Si E = H*({V,)/G, ot H¥(V,) = espace des repéres
d’ordre k, G = sous-groupe fermé de L, la structure o est appelée réguliére ou
G-structure. Il lui correspond dans H*(V,) un sous-espace H’, espace des re-
peres distingués, qui est un espace fibré principal & groupe G. On définit les
notions de prolongement d’une structure infinitésimale et de covariant différentiel.

Soit G un sous-groupe de L. A toute G-structure ¢ on peut associer au
moins une connexion affine. Si ¢’ est le prolongement du 1t ordre de ¢, on peut
définir la forsion d’un élément de o’. Celle-ci est nulle si I'élément correspond
par un repére du 2¢ ordre a la G-structure trivialé sur R™. Si la torsion est iden-
tiquement nulle, on peut associer 4 ¢ une connexion affine sans torsion. Au
Congres de Géométrie différentielle (Italie 1953) j’ai donné une caractérisation
des groupes G tels que la torsion soit un covariant représenté par le tenseur de
torsion d'une connexion affine associée, plus particuliérement tels qu’a toute
G-structure on puisse associer d’une maniére covariante une conunexion affine
déterminée.

11, RUE DE L’OBSERVATOIRE,
STRASBOURG, FRANCE.
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SUR LES PSEUDOGROUPES DE TRANSFORMATIONS DE LIE
CHARLES EHRESMANN

Voir la définition d’un pseudogroupe de transformations dans: ,,Sur la
théorie des espaces fibrés” (Colloque Topologie algébrique, Paris 1947) et
,Structures locales” (Annali di Mat. 1954).

La notion de pseudogroupe de transformations est fondamentale en géo-
métrie. Elle est équivalente a celle de pseadogroupe d’automorphismes locaux
d'une structure locale.

Soient V,, et V,, deux variétés de classe = 7, I"(V,, V,,) Uespace des r-jets
de V, dans V,,, et II"(VV,,) le groupoide des »-jets inversibles de ¥, dans V. Un
systéme différentiel @, est une variété extraite de I7(V,, ,,,). On définit Uespace
@, ;, des germes de solutions et les prolongements successifs de @,: @, 4, D, ,,,

-, D, ol @ est la limite projective de la suite @, « D, .1« D o< ...
Une solution (généralement multiforme) correspond & un ouvert de D, . Le
systéme @, est complétement intégrable si @, , se projette sur @,. Systéme de
Mayer-Lie: @, est une variété telle que son application canonique dans I"-1(V,,
V,,) soit localement biunivoque. Il est complétement intégrable si @, se pro-
jette sur @,. Dans ce cas D, 4 correspond & un champ complétement intégrable
d’éléments de contact dans @,, dont les variétés intégrales correspondent aux
solutions de @,.

Un pseudogroupe de Lie I est 'ensemble des solutions uniformes d’un sous-
groupoide I7(I') de I1"(V,), muni d’une structure de sous-variété. [ sera dit de
type fini v s I"(I') est un systéme de Mayer-Lie. Le théoréme de stabilité de
Reeb entraine: Supposons V,, compact et simplement connexe, I' de type fini v,
I"(I") connexe ou admettant une composante connexe transitive dans V. Alors I'
se déduit par localisation d’un groupe de transformations de Lie. On définit une
notion d’espace complet permettant de généraliser ce théoréme.

Sur un pseudogroupe I' on définit diverses topologies:

I. Les ensembles de solutions des ouverts de I*(I") forment une base d’une
topologie sur I

II. Soit K un compact de V,, W un ouvert de I7(I'). Soit (K, W) I'en-
semble des ¢ e I" tels que: 1) la source U de ¢ contient K; 2) j7g reléve U dans
W. Les ensembles (K, W) forment une base d’une topologie .7 ,. L’ensemble
des .7, engendre une topologie 7.

I11. Dans II remplagons 2) par 2’): 7 reléve K dans 7. Les ensembles
Q(K, 17") engendrent une topologie généralisant celle de la convergence com-
pacte.

Ces topologies servent & définir les notions de noyau et de germe de pseudo-
groupe.

11, RUE DE L’OBSERVATOIRE,
STRASBOURG, FRANCE.



Dagli Atti del V Congresso dell’ Unione
Matematica Italiana, Pavia - Torino 1956
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SUR LES CONNEXIONS D'ORDRE SUPERIEUR
PAR CHARLES EHRESMANN (A PaRIS)

Les notions exposées dans trois Notes (1) conduisent & une
généralisation de la théorie des connexions infinitésimales dans un
espace fibré (?).

Soit (B, F, G, H) un espace fibré de classe €7, & groupe
structural & ; soit p la projection de K sur B et soit ® = H H!
le groupoide principal associé. Soit @ le prolongement non holo-
nome d’ordre r de & . Soit B la base de @, c¢’est-a-dire I'ensemble
des unités de @ . Si z est Pisomorphisme identique de la fibre
F,=p—1(x), identifions B avec B par z—x. Soit a (6) Punité a
droite de O € d, b (0) Vunité & gauche; a estla projection verticale
b la projection horizontale de @ sur B ou B,

Un déplacement infinitésimal d’ordre » de F, est une vitesse
verticale { ’ordre r et d’origine x dans D ; cest-a-dire al est Ia
vitesse nulle réduite & x. Un élément de connexion dovdre v en
z€DB est un élément X de f"(B, D), espace des jets non holonomes
d’ordre r de B dal/l\s D, vérifiant les conditions suivantes: a(X) =«
f(X)= 'i’, a X =j» = jet d’ordre r et de source x de la rétraction
de B sur #; b X =j” = jet d’ordre » et de source x de application
identique de B. X correspond d’une fagon biunivoque i un élément
de conctact non holonome wertical dans @ au point x. L’élément
A~l=0p X, oll p est la symétrie 6 -6~ dans @, est un coélément

N
de connexion; il vérifie les conditions a X 7'=jr b X ~1=j" et

(1) C. Enresmany, Comptes Rendus Acad. Sciences, Paris, 239, 1954, p. 1762;
240, 1953, p. 377 et p. 1755.

(*) C. EHRESMANN, Les counexions infinitésimales (Colloque de Topologie,
Bruxelles, 1950).
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2 CHARLES EHRESMANN - Sur les connexions d’ordre supérieur.

correspond A un élément de contact horizontal dans @ en 2. Lélé-
ment X fait correspondre & toute vitesse & d’ordre » dans B d’ori-
gine x le déplacement infinitésimal X & de F,.

Soit 6" Pespace des éléments de connexion d’ordre r sur B,
O (resp. ") le sous-espace des éléments semiholonomes (resp. holo-
nomes). {jf (resp. Q" ou ) est un espace fibré admettant @~
(resp. @ ou @) comme groupoide principal associé; ses fibres sont
isomorphes a T., (@) (vesp. Ty, (G) ou T,.(@)), espace des vitesses
non_holonomes (resp. semiholonomes ou holonomes) de G, d’ordre
¥, de dimension » et d’origine ¢ (élément unité). Ces fibres étant
homéomorphes a un espace numérique, @r (resp. (}“ on Q) admet
toujours une section. Une telle section définit une connexion infini-
tésimale ordre v sur K, ainsi que sur tout espace fibré agsocié a
@ . Lopérateur j% applique Q" sur QF,

Soit ZET”(V,,, B), de but ze¢ H tel que x=p(z), V, étant
une variété quelconque. La différentielle absolue de Z par rapport &
X est X' Z défini par (X' p Z) «Z, composé obtenu par prolonge-
ment de Ia loi de composition (f,2z)~-0z. Ona: X—1Z¢ T"(V,,,Fm),
de but z. En partficulier 7 peut étre le jet d’ordre » d’un relévement
local o de B dans F et X1 Z est alors la différentielle absolue de
o par rapport a X . L’élément de contact d’ordre » d’une section
locale de K au point z est ainsi développé sur un élément de con-
tact non holonome de F, au point z. Soit k€ H se projetant sur x.
Alors X7'jj, est un jet non holonome d’ordre » de H sur H,, de
source et de but A, En composant avec k™1, on obtient le jet
R X7 de H sur G, de but e, auquel on peut associer canoni-
quement un jet d’ordre » de H sur T,(G}, espace tangent a @
en ¢, Par prolongement de la loi de composition (6,2)--02, on
définit X z€ I (B ; B), de source w et de but z et tel que p Xz =j".
On obtient ainsgi un ehamp d’éléments de contact horizontauxr d’ordre
r, le long de la fibre F, . En particulier, une connexion correspond
a4 un champ d’éléments de contact horizontanx d’ordre » sur H,
invariant par le groupe G opérant sur .

Prolongement d’une connexion: Soit ¢ une connexion définie par
un relévement différentiable de B dans (:;’ De X = (' (2) on déduit
J(X)€ . Par prolongement de (X, 6) -~ X 0, on définit (jl €)' (X).
Cest un élément X'= O’ (x) € Q"ﬂ”, appelé prolongement du 1 ordre
de X relativement a . Le relévement ¢’ de /5 dans (:)J"‘H définit
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CHARLES RHRESMANN - Sur lesconnevions d’ordre supérieur. 3

le prolongement de . Par itération on définit le prolongement
d’ordre k. Les éléments du prolongement d’ordre & d’une connexion
du 1 ordre sont semi-holonomes.

Courbure d’une connexion du 1 ordre: Soit ¢ une connexion du
17 ordre et (' son premier prolongement, Soit X; un élément de
connexion holonome du 2¢ ordre au point x tel que j’ (X)=0C(x).
Par prolongement de la loi de composition de @ on détinit (C'(x))~1 Xy;
¢’est un élément Y de fz(B, G,), de source x et de but 'a\c', unité
du groupe @, des automorphismes de F,. On a j#(Y)= jet de
Papplication constante sur z. De ¥ on déduit un jet semiholonome
Z d’ordre 2 de T,(B) dans T (G,) tel que 7(Z) soit le jet de I'ap-

plication constante de B sar #. On peut considérer Z comme un
élément de 7' (G,) X Ty (B)* O T, (B)*. Par antisymétrisation on en
déduit un élément R, de T (Gy) X (I (BY* N Ty (B)*). Cet élément
R, est indépendant de X, et s’appelle le tenseur de courbure de C
au point x; c’est un covariant de O’ (x). R, = 0 exprime que C' ()
est holonome. 8i R, =0 pour tout «, la connexion C est intégrable.

Dans le cas d’un espace fibré soudé (®) 4 B, on définit de
méme un tenseur de torsion, covariant de C(x).

Plus généralement, un éiément de connexion d’ordre r est défini
par un élément de connexion d’ordre ! relativement & 6", ol
r==k -+ 1. Un tel élément détermine aussi un élément de connexion
d’ordre r du type précédent.
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CATEGORIES TOPOLOGIQUES
ET CATEGORIES DIFFERENTIABLES

PAR

Charles EHRESMANN (Paris)

Pour les définitions d’une catégorie, d’un groupoide, d’un
foncteur et d’une catégorie d’opérateurs, nous renvoyons a un
article antérieur [1] dont nous utiliserons les notations.

REMARQUE PRELIMINAIRE :

La notion de structure de variété différentiable définie habi-
tuellement sur un ensemble peut étre définie de la méme maniere
sur une classe quelconque. Soit /A" le pseudo-groupe des automor-
phismes locaux de classe r de I’espace somme X R* des espaces
numériques R”, n entier positif quelconque. Soit C une classe
quelconque. Un atlas complet de £ R® compatible avec A" définit
une structure de variété différentiable de classe r. On définit de
méme la notion de structure de variété topologique ou de variété
analytique sur C. Les variétés considérées ne sont pas nécessairement
connexes ni séparées. Il convient de définir aussi la notion de
structure topologique sur une classe quelconque C par la donnée
d’une classe de sous-classes (appelées ouverts) vérifiant les mémes
axiomes que la famille des ouverts d’une topologie sur un ensemble.
Dans les exemples que nous rencontrerons il existe une base
d’ouverts formée par des ensembles.

LE GROUPOIDE DES ELEMENTS INVERSIBLES D’UNE CATEGORIE DIF-
FERENTIABLE :

Définition 1. Une catégorie différentiable de classe r est une

237 137



catégorie D munie d’une structure de variété différentiable de classe r
telle que les conditions suivantes soient vérifiées :

1) Les fonctions o et B qui associent a f€ @ [unité a droite
a(f) et l'unité a gauche B(f) sont différentiables de classe r et de
rang localement constant.

2) La loi de composition (g, ) — gf est différentiable de classe r.

De 1) il résulte que la classe 4 des unités de @ est une sous-
variété de classe r de @; c’est méme une sous-variété. propre;
c’est-a-dire sa topologie est la topologie induite par @ sur 4. Les
applications a et B définissent sur @ deux structures de variétés
feuilletées différentiables de classe r. Tout élément fy de @ admet un
voisinage ouvert U muni d’un systéme de coordonnées locales
adapté au feuilletage correspondant a « de la forme (x,y)—f,
ol x = a(f), y€ U, U’ C R*, n étant la dimension des feuilles au
voisinage de f. L’ensemble a(U) auquel appartient x est un voisinage
ouvert de a( fo) dans 4, si le rang de « en fo est égal a la dimension
de 4; sinon a(U) est une sous-variété propre de 4. Si /o €4, on
pourra supposer que Un 4 est défini par y = 0. On a des systémes
de coordonnées locales analogues correspondant au feuilletage
défini par g. ‘

La classe des couples composables (g, ) est une sous-variété ¢
de classe r de @ x @. Un systéme de coordonnées locales admis-
sible au voisinage d’un tel couple (g,f) dans ¢ est formé par
(y',y,x), ou (¥,x) est un systéme de coordonnées locales de f
et (¥, x’) un systéme de coordonnées locales de g, avec x” == B(f).
Le composé gf est représenté par (y”, x), ol y” = (¥, y, X),
@ étant une fonction différentiable de classe » de (¥, ¥, x); ceci est
la signification de I’axiome 2).

-Si fp est inversible, ’application g— gfo est une application
biunivoque différentiable de classe r de a=1(xg) sur a~1(xg) de
déterminant jacobien différent de O en tout point, parce que
g—>(gfo)fe! = g(fofgh) = g est l'application identique de Ia
feuille a=1(xg). A 'aide de coordonnées locales admissibles, fo est
représenté par (o, Xo0), f5 par (g, Xo) €t f51 fo par (0, xo); ¢’est-a-dire
®(¥gs Y0, X0) = 0. Le déterminant jacobien de ¢ par rapport & y’
étant différent de 0, I’équation ¢(y’,y,x) = 0 détermine y’ en
fonction différentiable de classe r de (y,x) dans un voisinage U
de -78‘ Le couple (¥, x"), olt x’ = B(f), correspond a un élément f*
tel que /"f = a(f). On montre de la méme fagon qu’a tout f
appartenant a un voisinage U, de fo on peut faire correspondre
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un €lément f” voisin de f3! tel que ff” = B(f). Si f appartient
au voisinage Un Uy, on lui fait correspondre ainsi deux éléments
foet f7 tels que ff = a(f) et ff” =p(f). 1l en résulte :
(SN =F"=f )=/ Par conséquent f" = f = f~. Ceci
démontre le théoréme suivant :

Théoréme | : La classe des éléments inversibles dans une
catégorie différentiable D de classe r est un groupoide 11 ouvert dans
D. L’application f— 1 de Il sur 11 est un isomorphisme de classe
r de la variété différentiable I1.

Une catégoriec différentiabie de classe r dont tous les éléments
sont inversibles est appelée groupoide différentiable de classe r.
Pour un tel groupoide I’application f— f~1 est un isomorphisme
de sa structure différentiable de classe r.

On obtient un théoréme analogue au théoréme 1 pour certaines
catégories topologiques, en posant la définition suivante :

Définition 2. Une catégorie topologique est une catégorie D
munie d’une structure topologique telle que les conditions suivantes
soient vérifiées :

1. Les fonctions a et §§ sont continues.

2. La loi de composition (g,f)—> gf est continue, sur la sous-
clusse de @ x D formée par les couples (g, f) composables.

Un groupoide topologique est une caiégorie topologique @
dont tous les éléments sont inversibles et telle que [I'application
f—>f~1 soit continue. (Ce qui entraine qu’elle est un homéomor-
phisme de @ sur @). Une catégorie topologique D sera dite réguliére
si sa structure topologique est une structure de variété topologique
et si au voisinage de chaque élément de D les feuilletages définis par
a et B sont des structures de variétés feuilletées.

Théoréme 2 : Si @ est une catégorie topologique réguliére, la
classe des éléments inversibles de © est un groupoide topologique
régulier ouvert dans ©.

Dans une catégorie topologique réguliere @, la classe des
unités est une sous-variété propre. On peut utiliser, comme dans
le cas des catégories différentiables, les systémes de coordonnées
locales adaptées aux feuilletages définis par a et f. Soit fo un
élément inversible de @, représenté par (yo,xo) dans un systéme
de coordonnées locales; f;1 sera représenté par (y,.x;) dans un
autre systéme de coordonnées locales; x¢ = f(fo). Il existe un
voisinage U de fy et un voisinage U, de f3! tel que I'application
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(g.f)— gf soit définie par :

5 2,%) = (9(y', 9, %), %),
si f€ U de coordonnées (y,x) et g€ U; de coordonnées (y’,x°),
x’ = B({f). L’application y’— @(»’, yo, xo0) est un homéomorphisme
@(fo) d’'un ouvert W de R” sur un ouvert W’ de R™ qui applique
Yo sur @(yg,vo,xo0) = 0. Soit ¢(f) l'application y’'—@(y’,y,x)
que nous pouvons supposer définie sur W. Soit B une boule de
centre 0 dans R"; soit B, la boule topologique appliquée par
®(fo) sur BY. Dans U, il existe un voisinage V de fy tel que pour
S€ V Pimage par ¢(f) du bord de la boule B, ne contienne pas 0O,
a cause de la convergence uniforme de ¢ sur un compact de 1’espace
des triplets (y’,y,x). De l'invariance du degré topologique par
déformation, il résulte qu’il existe dans B, un point y’ qui est
appliqué par ¢(f) sur 0. Soit f* I’élément de @ de coordonnées
(y,x)oux = p(f). Onaff=a(f)= x. On démontre de méme
qu’il existe un voisinage V1 de j tel qu’a tout f€ V5 corresponde
un f~ vérifiant la condition ff”" = F(f). Pour tout f€ V n V1 on
a donc deux éléments f” et f~ tels que [ f = a(f) et ff” = B(f).
Il en résulte :
SN =1 =r=s.

Donc f* est I’élément inverse unique /-1 de f. L’application f- 1
est continue, car on peut choisir le voisinage V de fo tel que /!
correspondant & €} appartiecnne a un voisinage donné de f;'
représenté par Bn x U(xg), ot U(xy) est un voisinage de x; = B( fo)
dans 4. Ceci achéve la démonstration du théoréme 2.

En particulier, soit @ une catégorie topologique ayant une
seule unité e, la structure topologique de @ étant celle d’une variété
topologique. L’ensemble des ¢léments inversibles de @ forme alors
un groupe topologique G ouvert dans @. Si la catégorie @ est
de plus différentiable, G est un groupe de Lie. Inversement on est
conduit au probléme de complétion d’un groupe topologique ou
d’un groupe de Lie G, c’est-a-dire au probléme de construire les
catégories topologiques ou différentiables dont les éléments inver-
sibles forment G.

ESPACE FIBRE SUR UNE CATEGORIE TOPOLOGIQUE :
Définition 3. Etant dowmnées une catégorie topologique @ et
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une classe &y munie d’une structure topologique, ® est appelée
catégorie d’opérateurs topologique sur ©o lorsqu’on a donné une loi
de composition (f,z)—fz, fED, z€ Sy — définissant @ comme
catégorie d’opérateurs a gauche ou a droite sur Sy et vérifiant de
plus les conditions suivantes .

1) Si p(z) désigne I'unité de D composable avec z, Iapplication
p de Gy sur A, classe des unités de D, est continue.

2y L’application (f,z)— fz est continue sur la sous-classe de
@ x Gy formée par les couples (f,z) composables.

D sera appelde catégorie d’opérateurs différentiable de classe
rosur Gq, si D est une catégorie d’opérateurs topologique sur &g
vérifiant encore les conditions suivantes : D est une catégorie diffé-
rentiable de classe r ; ©g est munie d’une structure de variété
différentiable de classe r; p est différentiable de classe r; le rang de
p au point z € Sy est égal a la dimension de A au point p(z); la loi
de composition (f,z) — fz est différentiable de classe r sur la sous-
variété de & x g formée par les couples composables (f,z).

Une classe &y munie d’une catégorie d’opérateurs topologique
peut aussi étre appelée [3] espace fibré sur ®@. Si @ est une catégorie
réguliere ou différentiable de classe r, Gy est aussi un espace fibré
sur le groupoide topologique I/ des éléments inversibles de @.

Les couples composables (f,z), f€D, z€Cy, forment une
catégorie topologique © dont la classe des unités peut s’identifier
avec S, en identifiant (p(z2),z) avec z. Si @ est un groupoide topo-
logique, © est aussi un groupoide topologique.

D’aprés la terminologie proposée dans [!], une classe o
munie d’un groupoide d’opérateurs /7 est appelée espece de struc-
tures sur /7. Si &y est muni d’une catégorie d’opérateurs @, c’est
une espéce de structures sur le sous-groupoide I/ des éléments
inversibles de @. On pourra aussi dire que &y est une espéce de
structures sur @ admettant & comme catégorie d’homomorphismes;
le groupoide des isomorphismes est composé alors des couples
(f.2)€E®, ou fEII Si @ opére a gauche (resp. a droite) sur Sy,
on peut dire que Gy est une espéce de structures covariante (resp.
contravariante) sur @. Un élément z de &g est appelé une structure
sur ’unité p(z) de @, ou bien sur ’objet correspondant, lorsqu’on
s’est donné une classe d’objets correspondant d’une fagon
biunivoque & la classe des unités. Dans le cas covariant, le couple
(f.z) est composable si a(f) = p(z) et I'on a p(fz) = B(f). Dans
le cas contravariant, le couple ( f,z) est composable si p(f) = p(2)
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et I’'on a p(fz) = a(f). Un couple composable (f,z) est un homo-
morphisme de z vers fz. Pour la définition générale d’une catégorie
d’homomorphismes, voir [1].

CATEGORIES TOPOLOGIQUES TRIVIALES OU LOCALEMENT TRIVIALES :

Soit @ une catégorie dont le groupoide /7 des éléments inver-
sibles est transitif, c’est-a-dire opére transitivement dans la classe
A de ses unités. Soit @, la sous-catégorie formée par les f tels que
a(f) = B(f) = e. Pour chaque unité x € 4 soit /, un élément de
IT tel que a(ly) = e, B(l) = x. La classe des éléments /, et des
éléments de @, forme un systéme de générateurs de @ : tout élément
f de @ est de la forme [/, yl71, ou y€D, Lapplication
(x",x,p) — lz: yIY est un foncteur biunivoque, c¢’est-d-dire une
équivalence, de la catégorie 4 x 4 x D, sur ®, la multiplication
dans 4 x A x @, étant définie par :

(D (x7,x, ) (X", %, ) = (X", x,p'y).

Du point de vue algébrique la structure d’une catégorie @ dont le
groupoide I des éléments inversibles est transitif est donc déterminée
par @, et A.

Si Il n’est pas transitif, soit A; une classe d’intransitivité
quelconque de A relativement a I/ et soit e; un éiément choisi
dans 4;. Pour toute unité x soit I, un élément de /7 tel que a(x) = ey,
f(x) = x, en supposant x €A Soit P, e, la classe des éléments
fde @tels que a(f) = e;, f(f) = ¢;. Tout £ € @ se met d’une manicre
unique sous la forme /[, yI31, ol x = a(f)€ 4;, x" = B(f)€ 4,
y€ (Dej, ¢;- Soit @0 la sous-catégorie pleine de @ ayant pour unités
les éléments e;. L’application /4 y /31— (x’, x, p) est un foncteur
biunivoque de @ sur la sous-catégorie 4 de 4 x 4 x D0 formée
par les triplets (x’,x,y) tels que x€4;, x"€4;, y€ cbej,gi. Posons
Aj@' = A]‘ X Ai X @gj, ei; alors 4 = (%;)Aﬂ

La multiplication dans 4 x 4 x @° est encore définie
par (1).

Un groupoide topologique I7 est dit localement transitif si
les classes d’intransitivité 4; sont des ouverts dans 4. Soit @ une
catégorie topologique dont le groupoide /7 des éléments inversibles
est un groupoide topologique localement transitif. S’il existe un
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relévement continu o de A dans 77 tel que : ao(x) = ¢;, Bo(X) = x,
x €4, le foncteur biunivoque o(x")yo(x)~! — (x’,x,y) est un
homéomorphisme; il définit une équivalence topologique de @
sur 4. On dira que la catégorie topologique @ est triviale. @9 est
une catégorie topologique dont les unités sont isolées et invariantes
par rapport au groupoide /0 des éléments inversibles de @9;
c’est-a-dire II° est la réunion des groupes I7,. Si @;,; désigne la
classe des f€ @ tels que a(f) € 4, B(f) € 4, Dj; est homéomorphe
ad; x A4; X Qh%,%.

Un groupoide topologique I1 sera dit localement trivial lorsque
pour tout xo € A il existe un relévement continu o d’un voisinage
ouvert U(xo) dans II tel que ac(x) = xo, Bo(x) = x, x € U(x). Les
classes d’intransitivité 4; de A sont alors des ouverts dans A.
Si xo € 4;, il existe alors aussi un relévement continu ¢ de U(xy)
dans /7 tel que ag(x) = e;, fo(x) = x, x € U(xo). En effet, soit
lo €11 tel que a(lo) = es, B(lo) = xo. Le relévement o défini par
o(x) = o(x)lo posséde la propriété voulue. Ftant donnés deux
relévements continus g, et ¢, d’un ouvert U de 4 dans I7 vérifiant
les conditions ap,(x) = ag,(x) = e;, fo,(x) = Box) =x,x€EU,
on a : g,(x) = 0,(x)s**(x), ol s* est une application continue
de U dans le groupe topologique /7.

Soit &y un espace fibré sur un groupoide topologique transitif
et localement trivial /Z. Si p désigne la projection de &y sur 4,
soit F = p~1(e). Nous avons la famille des cartes locales suivantes
de 4 x Fdans Gy : (x,¥)— 0(x)y, x € U (ouvert dans 4), y€F,
o un relévement continu de U/ dans ITtel que ag(x) = e, Bo(x) = x.
Cette famille de cartes locales est un atlas de A4 x F sur €
compatible avec le pseudo-groupe d’automorphismes locaux de
A x F engendré par les transformations : (x,y) — (x,s(x)y), ou
s est une application continue de U dans I7,. Donc &y est un espace
fibré localement trivial de base A, de fibres isomorphes a F, de
groupe structural (*) topologique IT,. Dans le cas ou II est un
groupoide d’opérateurs différentiable de classe r sur &g, on a sur
Go une structure fibrée différentiable de classe r, de base 4, de
fibres isomorphes a F, de groupe structural 77,, qui est alors un
groupe de Lie. Il suffit de prendre les cartes locales correspondant
aux relévements o différentiables de classe r.

(*) Ici le groupe structural I], est un groupe structural d’opérareurs
sur F; le groupe structural considéré habituellement est le groupe de trans-
formations correspondant de F.
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Etant donné un espace topologique F admettant //, comme
groupe d’opérateurs topologique, on construit un espace fibré
©o bien déterminé sur le groupoide transitif et localement trivial 1T
par le procédé d’élargissement d’une espéce de structures (voir [1],
page 57). Un élément de &y sera une classe de couples (4,y)11,,
he€ll ah) =e, yvEF, le composé (h,y)s étant (hs, s~1y) pour
s€ll, Les cartes (x,y) — (o(x),y) 11, définissent alors sur &
une structure fibrée localement triviale sur 77, c’est-a-dire de base 4,
de fibres isomorphes a I7 et de groupe structural I7,.

Une catégorie topologique @ dont le groupoide 1l des éléments
inversibles est un groupoide topologique localement trivial est dite
localement triviale. Considérons les cartes locales de 4 X 4 x @O
dans @ de la forme : (x',x,y) — o’ (x)y o(x)", x€U, x' €U, U
ouvert dans 4;, U’ ouvert dans 4;, y € (ng, e;» 1a catégorie P9 étant
comme plus haut la réunion des @e].,ei, o un relévement continu
de U dans /7, ¢’ un relévement continu de U’ dans 7, ap(x) = e;,
Bo(x) = x, ap’(x) = e;, fo’(x’) = x’. La source d’une telle carte
est U X U X D, o Les changements de cartes sont de la forme
(X7, %, ¥) > (X, x,8(x)ys(x)"1), ol s est une application continue
de U dans I1,, s* une application continue de U’ dans /. Ceci
montre que D;; est un espace fibré localement trivial de base
Ay X Aj, de fibres isomorphe a @ej, e, € de groupe structural
I, x . Dailleurs @;; admet [I; x II; comme groupoide
d’opérateurs topologique, ou II; est le sous-groupoide de I7 formé
par les éléments f tels que a(f) € 4; (et par suite f(f) € 4;); la loi
de composition est :

(f,8,2) —gzfY, z€ Dy, fE€I;, g€1;.

Soit @, ; tresp. D;,4) la classe des z€ @ tels que a(z) €4,
B(z) = x (resp. a(z) = x, B(z) € 4;). 1I; opere sur la classe des
classes @, ; telles que x € 4;; Il; opére sur la classe des classes
D; . telles que x € 4;. Le transformé de @, ; par g € [1; est gPy 4,
ol a(g) = x; le transformé de @; , par fE€Il; est D; .1 ol
a(f) = x. Il en résulte que D;,; est aussi un espace fibré localement
trivial sur I1; (resp. sur I1}), de base A; (resp. 4y), de fibres isomorphes
a Py e, (resp.De i ;), de groupe structural I1,, (resp. I, j). En particulier,
si 11 est transitif, @ ou I7 sont des espaces fibrés sur /7, la projection
correspondante sur la base A4 étant soit «, soit f.
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APPLICATIONS COVARIANTES

Etant donnés deux espaces fibrés €p et & sur /7 localement
trivial, considérons une application covariante ¢ de Gy dans &,
qui soit continue; rappelons [} que ¢(fz) = fo(z), si z€ Gy,
f €I tels que fz soit défini. Si /7 est de plus transitif, ’application
covariante ¢ est déja complétement déterminée par sa restriction ¢,
de F dans F’, fibre de G sur e. Toute application continue ¢, de F
dans F’' permutable avec 11, détermine une application covariante
continue ¢ de ©, dans &g, en posant ¢(hy) = ho.y), h€ I,
alh) = e.

Plus généralement, si € est un espace fibré sur 77 et € un
espace fibré sur un groupoide topologique localement trivial 777,
soit v un foncteur continu de 77 dans II”. Une application covariante
continue relativement a vy de &, dans € est une application
continue ¢ de o dans & telle que ¢(fz) = y(f) ¢ (z) . On définit
de méme les applications covariantes de classe r. Si I1 est transitif,
@ est encore complétement déterminée par sa restriction ¢, a F.

Remarquons qu’on définit de méme la notion d’application
covariante de €y dans € lorsque €y et & sont des espaces fibrés
sur des catégories topologiques @ et @',

CATEGORIE INDUITE, ESPACE FIBRE INDUIT

Soit @ une catégorie, 4 la classe de ses unités, g une application
d’une classe B dans 4. Soit ¢*(®) la classe des triplets (u’,f,u)
u€ B, u €B, fE€D tels que a(f) = q(u), f(f) = qu’). Cette classe
g*¥(D) est une catégorie pour la multiplication suivante :

", fou) ', fou) = ", f fu).

Cette catégorie sera appelée catégorie induite par . Ses unités sont
les triplets (u,e,u), ou e = g(u). Elles correspondent d’une fagon
biunivoque aux éléments u de B qui forme ainsi une classe d’objets
pour ¢*(®). Identifions u avec 'unité correspondante (u,e,u),
c’est-a-dire B avec la classe des unités de ¢*(®). L’application 4
qui applique (u’, f,u) sur f est un foncteur de ¢*(®) dans @, dont
la restriction aux unités est g; I'image de ¢*(P) par ¢ est la sous-
catégorie pleine de @ correspondant & ¢(B); la restriction de ¢
a la sousclasse de ¢*(®) formée par les triplets (u’, f,u) tels que
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u et u’ soient donnés est biunivoque. Si I/ est le groupoide des
éléments inversibles de @, g*(/]) est le groupoide des éléments
inversibles de g* (D). Si II est transitif, g*(/]) est transitif.

Si II est un groupoide topologique localement tranmsitif et si q
est continu, le groupoide gq*(I1) est localement transitif. Si @ est
une catégorie topologique triviale (resp. localement triviale), q étant
encore continu, q*(®@) est une catégorie topologique triviale (resp.
localement triviale).

En effet, dans le cas localement trivial, il suffit de construire
les relévements locaux continus de B dans ¢*(//) de la facon
suivante; soit ¢ un relévement continu dans /7 d’un voisinage.
U(x) de x0€4 tel que aoc(x) = xo, fo(x) = x, x € U(xg). Soit
uo € B tel que g(uo) = xo et soit ¥ (up) un voisinage de uo tel que
q(V(uo)) € U(xg). L’application u— (u,0(q{u)),up) est alors un
relévement local continu o de V(uo) dans g*(I7) tel que ao(u) = uo,
Bo(u) = u, u € V(uo).

Si &y est un espace fibré sur une catégorie (topologique) @,
on définit Pespace fibré induit q*(©q) sur la catégorie induite q*(P);
c’est la classe des couples (u,z), u € B, z € & tels que q(u) = p(2),
ou p est la projection de &g sur 4. La catégorie g*(®) opére sur
q*(€y) suivant la loi de composition :

(H',f,ll) (H,Z) = (u’,fz).

Si @ est une catégorie localement triviale dont le groupoide II des
éléments inversibles est transitif, q*(Co) est un espace fibré locale-
ment trivial de base B, de fibres isomorphes a F, de groupe structural
topologique IT,. Si de plus €y est un espace fibré différentigble de
classe v sur @ et si q est différentiable de classe r, q*(D) est une
catégorie différentiable de classe r et q*(©y) est un espace fibré
différentiable de classe r.

Si v est un foncteur d’une catégorie @ dans une catégorie @,
soit g la restriction de v a la classe 4 des unités de @. Alors v
admet la decomposztlon canonique v = yoy’, ol y’ est le foncteur
de @ dans v, (@) qui applique £€ D sur (B(f), w(f). a(f)) et Yo
le foncteur défini ci-dessus qui applique (8Cf), (), a(f)) sur p(f).

Si €y est un espace fibré sur @, €, un espace fibré sur @’
@ une application covariante de € sur € relativement a y, il y a
de méme une décomposition canoniqzie @ = @,¢, OU @, est une
application covanante de G dans y, (C ) et @, une application
covariante de y, (C o) dans €/ relatlvement a yo.
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SOUS-CATEGORIES LOCALEMENT TRIVIALES :

Soit /7 un groupoide transitif et localement trivial. Soit H la
classe des h € IT tels que a(h) = e, ou e est un élément fixe de 4.
Comme II opére sur H, (f,h)— fh, H est un espace fibré sur II,
c’est-a-dire de base A, de fibres isomorphes a /I, de groupe
structural I/, opérant sur I/, comme groupe des translations a
gauche. H est appelé espace fibré principal sur II; les autres espaces
fibrés sur I sont les espaces fibrés associés a H.

Soit G un sous-groupe de /1, Soit H/G la classe des classes
hG. IT opére sur H/G, le transformé de AG par f€ Il est (fh)G,
si fh est défini. Donc H|G est un espace fibré sur I, de fibres
isomorphes a [lespace homogéne I1./G, de groupe structural IT,
opérant sur cet espace homogéne.

Soit I1¢ le groupoide correspondant des couples composables
(f.hG); la classe de ses unités est identifiée avec H/G. Ce groupoide
opére sur H de la fagon suivante : le transformé de h € H par
(f,hG) est fh. On voit que H est un espace fibré principal sur Ilg,
de base H|G de fibres isomorphes a G, de groupe structural G
opérant a gauche sur G. On démontre la proposition : Pour que
1l ¢ soit un groupoide localement trivial, il faut et il suffit que 11,
soit un espace fibré localement trivial sur I1,/G, ayant pour fibres
les classes sG,s € 1l,, condition équivalente a I’existence d’un
relévement continu dans /7, d’un voisinage de G dans /71,/G.

Soit 17" un sous-groupoide de /7 et supposons que I’ soit
encore transitif sur A4 et /I; = G. Soit H’ I’espace fibré principal
sur I1’ formé par les éléments k' € I1” tels que a(h’) = e. H' est
réunion des classes #'G, #’ € H’. Soit ¢ I'application de 4 dans
H|G qui fait correspondre a x€4 la classe h,G, ou h,€ H
B(h,) == x. Si H' est localement trivial (et par suite aussi I77), il
existe au voisinage de xo €4 un relevement continu x—>/h, et
par suite lapplication o sera continue, c’est-a-dire définit un
relevement continu de A dans H/G. H’ s’identifie naturellement
a I'espace fibré induit ¢*(H), ou H est considéré comme espace
fibré sur H/G. On a de méme 11’ = o*({lg).

Réciproquement, si /1, est un espace fibré localement trivial
sur 11,/G, a tout relévement continu ¢ de 4 dans H/G correspond
I’espace fibré o*(H) qui s’identifie & un sous-espace fibré H’ de
H et H’ est un espace fibré principal 4 groupe structural G. De
plus o*(/l¢) s’identifie avec un sous-groupoide I1” de /7 vérifiant
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les conditions : 71" est transitif dans 4 et localement trivial. Le
probléme de la restriction du groupe structural des espaces fibrés [?]
est donc équivalent au probléme de la recherche des sous-groupoides
localement triviaux de Il qui soient transitifs dans A. A deux
relévements homotopes de A dans H|G correspondent deux sous-
groupoides topologiques isomorphes.

Soient @ une catégorie topologique localement triviale, I7 le
groupoide des éléments inversibles, [/; le groupoide des ¢éléments
inversibles dont les unités forment la classe d’intransitivité 4; de
A, @0 la sous-catégorie pleine de @ ayant pour unités les éléments
ey, 0l e; est un élément déterminé choisi dans 4;. Soit @ une sous- -
catégorie topologique localement triviale telle que A; soit encore
classe d’intransitivité de 4 relativement a /7, groupoide des éléments
inversibles de @’. Soit @'? la sous-catégorie @'n PO Le groupoide
170 (resp. [1'9) des éléments inversibles de @0 (resp. @'9) est la
réunion des groupes [/, (resp. He’i). 17@.’ est un sous-groupoide
localement trivial de 71; dont la trace sur Ue,; est I/ % 11 correspond
a un relévement continu de 4; dans H;/Il,,, ou H; est la classe des
h €11 tels que a(h) = e;. La sous-catégorie @’ est alors compléte-
ment déterminée par la donnée de @0 et des sous-groupoides /7.
Tout élément f de @' se met sous la forme h;yh;t, ol hy EH’
YEDO a(hy) = a(y) = e, a(hy) = p(y) == e;. Pour \déterminer une
sous-catégorie P du type considéré il suffit de se donner arbitrairement
une sous-catégorie @0 de DO ayant les mémes unités que DO et,
pour chaque i, un sous-groupoide f]; de Il; induit par un relévement
continu o; de A; dans Hy/ll,, 11, = ®°n 11,

Etant donnée une catégorie PO contenant D% comme sous-
catégorie avec les mémes unités ey, on peut toujours définir une
catégorie D, uppelée élargissement de @, admettant ® comme
sous-catégorie ayant les mémes unités et telle que ®° soit la sous-
catégorie pleine de 7 correspondant aux unités e;. Si © est localement
wrivial, il en est de méme pour ®. Soit I1” la classe des couples
(f.f), fEI, fE€ tels qu'il existe p€P® ou a(y) =e; ,
B(y) = e; . Soit 11§ la classe des couples (s',s), s" € Hej, sell,,
I, opére sur @Y de la maniére suivante : le transformé de y par
(s,s) est s”ys~1. Comme /1] est sous-groupoide de /1", le procédé
d’élargissement d’une espéce de structures fournit une classe 7
admettant /7” comme groupoide d’opérateurs. Un élément de @
est une classe de triplets (f, ».f), f€Il, f'€ll, y¢€ D,
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a(f) = a(y) = e, a(f) = B(y) = ¢;, par la relation d’équivalence
(s 3. /) ~(f's;5 L ys, fs), ol 5" € Hej, s€Il,. La multiplication
dans @ se déduit par passage au quotient de la multiplication des
teiplets : (f7, v, 7 3.0) = (f", ¥’ ., f). La catégorie @ s’identifie &
une sous-catégorie de @, en identifiant avec f*yf~1 I’élément de @
déterminé par (f7,y,f), ot y € @O 1l s’agit ici du procédé d’élar-
gissement d’une catégorie de morphismes (voir [1], page 59).
Soient @ et @’ deux catégories topologiques localement triviales
et ¢ un foncteur continu de @ dans @’. Supposons le groupoide
correspondant /7 transitif dans 4. Soit ¢° la restriction de ¢ a @9,
sous-catégorie compléte de @ ayant pour unité ¢ € A. La restriction
de ¢ & 11, est une représentation continue de [/, dans I7.’, ol
e’ = ¢(e). Soit H la classe des éléments 4 de 17 tels que a(h) = e, H’
la classe des éiéments h’ de 17’ tels que a(h’) = e¢’. La restriction
de ¢ & H est une représentation continue de H dans H’ telle que
p(hs) = @(h) ¢%(s), ou s€Il,. Dans H X H’ considérons la
relation d’équivalence ¢ définie par (h,h") ~ (hs,h ¢%(s)) mod g
et soit M la classe quotient. M est un espace fibré associé a4 H,
de base 4, de fibres isomorphes & H’, le transformé de (4,4") mod o
par 0 € I7 étant (0h,h’) mod p. Le foncteur ¢ définit une application
continue de H dans H x H’:h— (h,¢(h)). Cette application est
compatible avec les deux relations d’équivalence o et pj, ou ¢
est défini par h ~ hs (mod ¢1). Par passage aux quotients on
obtient une application continue ¢ de A dans M, qui est un
relevement continu de 4 dans Pespace fibré M. Réciproquement
soit o un relévement continu de A dans M, et soit ¢° un foncteur
continu de @9 dans @', oit ¢°(e) = e¢’. On en déduit une application
¢ de H dans H’ telle que o(8(h) = (h,¢(h)) mod o. En prenant
un systeme de coordonnées locales admissibles dans M, correspon-
dant a un relévement local continu de 4 dans H, on voit que ¢ est

continu. On en déduit un foncteur continu, désigné encore par ¢,
de @ dans @', défini par :

plhyyh™) = e(h)e®(¥)g(h)~L, ol hh € H, y € PO,

Si @, &', 0,90 sont différentiables de classe r, le foncteur ¢ est de
plus différentiable de classe r.

Comme précédemment, on étend facilement ce résultat au
cas ol /7 n’est plus transitif dans 4.
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N.d.E. Cet article a paru dans "Colloque de Géométrie
Différentielle Globale'", Bruxelles 1959, CBRM. Le texte
avait été imprimé sans tenir compte des corrections d'é-
preuves j nous avons effectué ici ces corrections, 3 1'ex-
ception de la suivante :

Page 149, remplacer les lignes =-11 et -10 par:
continu de ®° dans @', tels que

ale) = (e, ') mod p, ¢°(e) = e'.
On en déduit une application ¢ de H dans H' telle que
o(Bh) = (h,@(h) modp, et ¢ (s) = ¢°(s) pourse TI°

En prenant...
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CAHIERS DE TOPOLOGIE X

ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE
Septembre 1966

/101/
PROPRIETES INFINITESIMALES DES CATEGORIES DIFFERENTIABLES

par Charles EHRESMANN

Le texte suivant est extrait d'une conférence donnée & la «Tagung
tiber Differentialgeometrie» de Berlin (12-17 Septembre 1966). La confé-
rence débutait par un rappel sur les catégories structurées (& 1'aide de la
méthode des «Esquisses» [ 6]), sur le prolongement local d'une catégorie
topologique [ 1] et sur les catégories différentiables. Nous ne publions
ici que les résultats de cette conférence ne figurant pas déja dans l'article

[21 supposé connu.

NOTATIONS. Toutes les variétés r-différentiables considérées sont sup-
posées banachiques. Soit C' la catégorie des applications r- différentia-
bles relative A I'univers )Ho et soit 3" son foncteur projection canonique
vers la catégorie pleine d'applications M associée a UHO. Soit S( é') la
~

sous-catégorie de (7 formée des submersions. Si A est une r-variété,
nous désignons par A la classe de tous les r-germes de A, par £ ler-
getme de A en x € 87(A), par T(A) l'espace des vecteurs tangents &
A désignons par A /U la sous-variété de A définie par UC B"(A). Nous
notons k un entier inférieur a r.

Soient (]k", Ak") et (]k", Ak") respectivement les catégories
(r—k )-différentiables des k- jets et des k- jets non holonomes relatives a
C" [2], et a’ et BT leurs applications source et but. Si X est un k-
jet d'une application constante et si B7(X)=#%, on posera X = x sans
préciser la source de X, qui résultera du contexte.

Nous désignerons par (C*, A) une catégorie r-différentiable, par

T(A) la topologie sous-jacente & A, par
a=(A 0, A) b=(A,,B,4) et K=(A, Kk, AxA)

les applications r- différentiables définies par les applications source, but
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2 C. EHRESMANN

et loi de composition de C°.

1. Especes de structures r-différentiables.

Soit p un foncteur fidele d'une catégorie H vers M et soit X' une
sous-catégorie de H. On appelle espéce de structures p(H')- structurée
{31 un triplet 77 = ({C*, s),s’, k') tel que :

1)(C*, s) est une catégorie p((}(' , Xy, H) - structurée et s’ EHO;

2)n =(C*,E,K') est une espéce de structures [0], od E =
=p(s'); ;:)it g la projection canonique de E dans C;

3) Il existe _q- €s, st , un produit fibré s xs' de (a,:]_) dans
p (chap. TV [0]) et un K" €s". H.s 4 s’ tels que p(K')=«', ou
a eso.}(.s et p(a)= (C(;,a, C). (Il en résulte p(_q.) = gq)

On appelle application covariante p( H')- structurée un quadruplet
(n,, d, o, 7,) tel quef3]:

1) urs ((C; sx.), S} K'i) est une espéce de structures p(]‘(' )-
structurée, pour 1 = ] et 2.

2)P = (c;.s, ), D, (Cy. 51)) est un foncteur p - structuré;

3) sy, Hosy et (0,.(C5,8.C1), p(9),7,) est une appli-
cation covariante (Chap. II[0]).

Une espéce de structures 6'(5(@'))- structurée est appelée espéce
de structures r-différentiable, une application covariante 5'(5(&'))—
structurée, application covariante r-différentiable [2] .

Soit ('272 , D, 9, ’nx) une application covariante r- différentiable.
Supposons que ® soit une restriction du foncteur r- différentiable cano-
nique [ 2] jk"k de’ (]‘k"'H‘, Akrthy vers la catégorie r -différentiable

sous-jacente a (JRUTHR pAkLrHR

), ot k’'< k. Une structure z de 7 1
est appelée élément infinitésimal (ou objet géométrique) d'ordre £k et ¢(z)

est dit ¢ - covariant différentiel de z (voir[4]).

2. Catégories prolongées.
Soit (C*,7(A)) la catégorie topologique sous-jacente 2 (C*,A).
Nous désignons par S(C*',T(A)) la catégorie de ses sections locales

{11, par ]A(C',T(A)) son prolongement local [1]. Soit §"(C*, A)
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PROPRIETES INFINITESIMALES DES CATEGORIES DIFFERENTIABLES 3

la sous-catégorie de S(C*,T(A)) formée des sections r-différentiables
(i. e. des sections locales (u',s,u) telles que (A,s, Ao/u) soit r-
différentiable) et JM7(C*, A) la sous-catégorie de J(C*,T(A)) cot-
respondante. Soit (Ck., Ak) la catégorie (r—k )- différentiable prolon-
gement d'ordre & de (C*, A)[2].

THEOREME. C*® est isomorphe a la catégorie quotient de ])\"(C', A)

par la relation d'équivalence :

jz‘s ~ ji\s' si, et seulement si, j: s = 7': s’.

THEOREME. ((A.J%:7)°, AR-"/A [*:7) est une catégorie (r~k)-diffé-
rentiable ]ﬁ , la loi de composition étant :
(Y, X)»YoX=K(Y,X)

si, et seulement si, a’(X)=a"(Y) e a¥Y=bX.

En effet, comme a et b sont des submersions, il existe un produit
fibré naturalisé ((,‘§ a, v). (% b,v ) dans J®T si a(y)=pB(x). Si
a’(X)=a'(Y), a¥ = bX,

Br(X)=4% e B7(Y)=7,
alors { Y, X ) est I'unique élément tel que
v (Y, X=X e v Y, X)=Y.
La catégorie (r—k }- différentiable ]5 a déja été considérée dans

[2]1. Par suite, dans Ck.,ona YeX=(YbX)oX.

Soit V(Ao) la sous-variété de T(A) formée des vecteurs verti-

caux attachés 2 A_, i.e. des X € T(A) tels que B(X)=¢ on e €C;

et aX = e.

THEOREME. (( C;., Al/C,;.), V(Ao), K') est une espéce de structures

(r~1)- différentiable pour la loi de composition K’ :
(Z, X)»(ZbXoX)of?, oa [=p72Z),
si, et seulement si, ['(X)=aZ.

Soit f €C, e=a(f) et e’ = B(f). On appelle k- élément purement
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4 C. EHRESMANN

horizontal en [ un X ei.;k".é tel que aX = ¢ et bX = e’ (en dési-
gnant par e le jet constant sur e'). Un k- élément purement horizontal en
f de (C*, A), o C* est la catégorie duale de C*, est appelé k- élé-
ment purement vertical en f de (C*, A). Un k-élément purement vertical
de (C*, A) en e € Co' est[ 5] un élément de k- connexion sur (C*, A} .

Soit V* la sous-variété de A%+’ formée des k- éléments purement
verticaux de (C*, A). Soit C'* la classe des Z € C* tels que bZ soit

inversible.

THEOREME. ((C*,A), Vk, K’{‘,) est une espéce de structures (r—tk)-
différentiable pour la loi de composition Ki", :
pa— ——~—
(X, g)»Xog si, et seulement si, ["(aX) = [(g).
(( C'k., Ak/C'k), Vk, KV) est une espéce de structures (r—k )- diffé-
rentiable pour la loi de composition kY
(Z, X)»(Zo X)(bZ)"1 si, et seulement si, a’(z)=a’(X).
De plus (C'*®,C*) est un couple de catégories d'opérateurs [ 0] sur
87 kvh) relativement & (xV, k%)

Soit Qk la classe des éléments de k- connexion sur (C*,A) .,
THEOREME. On a Q"C(]f‘),y et ((CE®, Ak/C{;'),Ak"/Qk, K' ) est
une espéce de structures (r—k)- différentiable pour la loi de composition
k' définie par:

(Z,X)+(ZX)z" = k(¥ (Z, X),27)

si, et seulement si, a"(Z)=a'(X) et B7(Z)=%.

On aalors(ZX)z ™t =(Z o Xo-z—_i)(bZ)—x.
3. Germes infinitésimaux de catégorie différentiable.

Si fe€C, laclasse {5(f),/, a(f)} admet une base de voisinages
dans 7(A) formée de sous-noyaux [ 1] r- différentiables de (C*, A) .
Un tel sous-noyau est entiérement déterminé par la donnée de la restric-

tion K/ U de K a une sous-variété ouverte U de A 4« A contenant

[/1={(e, el (e, e'), (f.e) (e, I},
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PROPRIETES INFINITESIMALES DES CATEGORIES DIFFERENTIABLES 5

ot e = a(f) et e' = 3(f). Nous appelons germe local de (C*, A) en [,
noté ]'}(C’,A),le jet local [ 4] j)t/]K/U de K/U autourde [/}. Le

k- germe de (C*,A) en [ sera par définition 1'élément
THC A)= (it o) Ko it e oy Kaigy, oy Ko if e KD (TR
Soit 3"#( 8" la catégorie des foncteurs r-différentiables pointés,
dont les éléments sont les triplets Fi = (Fi’ (f;., /i)) tels que
[i€Co ;= F ) et Fx‘:((éi" ;‘i)' Fp (€ AY)
est un foncteur 7- différentiable. Il existe une catégorie quotient ]kff( 8"

de la catégorie 3‘-[’( 8”) par la relation d'équivalence Tyt

2
recua =ik, A, R(CLAD=ikC;, A,

i*F =ikF,, pour x=f a(f)et B([), ov F,=(A,F,A).

x 2

F, ~F si, et seulement si, /1 = /2 =/, f’lz f'2 =/,

La classe de ses unités est identifiée & la classe des k- germes de caté-
gories r-différgntiables. L'élément 13£ mod 1, 6]}‘?( 8") est identifié &
'élément de (J*:7)3 qui le détermine, et appelé k- germe de F; en f,
noté jf F..

THEOREME. (J*F(87), (AR ")/ J*F(87)) est une catégorie (r—k)~
différentiable. 4

THEOREME. T(A) définit une sous- catégorie (r—1)-différentiable T(C ", A)
de JX et (T(C*,A), T(A)Y) est une catégorie double (r~1)- diffé-

rentiable, oii + est la loi de composition :

(Y',Y)>Y' +Y si, et seulement si, BT(Y)=B(Y").

~

L'étude du 1- germe de (C*, A) en [ est ramenée a celle de la sous-
catégorie double (r-1)-différentiable de (T(C*, A), T(A)") définie
par Te(A)UTe,(A)UT/(A).

Par récurrence, ce résultat se généralise en définissant sur la
classe Tk(A) des k- vitesses non holonomes de A une structure de caté-
gorie 2 k ~uple (r—k )- différentiable.

Soit fe€C, e=a(f), e = B(f). Supposons donné un élément de
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6 C. EHRESMANN

k-connexion X de (C*,A) en e et un élément de k-connexion X’ de

(C*,A) en e'. Pour tout Z eT’;(A), on a
Z' =(X'0Z ) o Zo (XaZ) eT}(e'Ae),

ot e'Ae = A/e’'.C.e. Dans ce cas, 1'étude du k-germe de (C*,A) en
[ est ramenée & celle du k£-germe en [ de (C/', A/C/), ol

/= e, C.eve'.C,e'ue'.C.,e.

Supposons k& =]. Par restriction de la loi de composition de T(C*,A),
on voit que P = T, (e'Ae’) X Te(eAe) opére sur T/(e’Ae) relativement
a la loi

((Z',Z),Y)+Z'oYoZ=Z"0f+Y+[o0Z.

THEOREME. T/(e'Ae) admet pour facteurs topologiques T, et T,, oz
T, est formé des o Z tels que Z €T (eAe) et T, des Z'of oa Z'€
T, (e'Ae'), et le sous-espace engendré par T et T, admet un supplé-
mentaire topologique T,. L'espace P admet pour facteur topologique I'es-
pace P formé des (Z',Z) tels que (z2',Z)f=1{.

En particulier, 1'étude de T,.(e’Ae) revient a celle de Te(eAe)
et de T, lorsque [ vérifie la condition :

(0) Pour tout Z' ¢ Te.(e'Ae'), il existe Z €T, (eAe) tel que
Z'of=FfoZ.

En effet, on a alors T1 = T2 . Si [ est inversible, f vérifie (0) et T3: {7}.

4. Prolongements d'especes de structures différentiables.

Soit M =((C*,A),A’, k') une espéce de structures r-différen-
tiable. Soit Gk('r)) la sous-variété de A**" formée des § E/‘i'.]k"./‘ao
tels que ¢5 = a’(S), od g désigne la projection canonique r-différen-
tiable de A’ dans A . Nous notons K' I'application r-différentiable de
A 4 A’ dans A définie par k',

THEOREME. 1% = (]f‘, Ak"/;i'.]k", kk) est une espéce de structures

(r—k)-différentiable pour la loi de composition Kk

(X,Z)»XoZ=K{X,Z)

si, et seulement si, qZ =aX et a'(X)=a'(Z).
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La catégorie des hypermorphismes associée est isomorphe a ]i*A’ .

. T~ Lk
(X,Z) estl'unique Y €A 4 A".J*" tel que v.Y=Xe v.Y=
=Z, ol ((j:a, v), (j:q, v")) est le produit fibré naturalisé canonique
dans JR:" et = B7(x), & = B"(Z).

THEOREME. 71'f =((C'*®, a%/C'®), G*(n), k%) est une espece de
structures (r—+k )-différentiable pour la loi de composition PR
(X,5)»XS=(XoS)(bx)™
si, et seulement si, a"(X)=a’(S).
1! espéce de structures (r— 1 }-différentiable 7' admet une sous-
espéce de structures (r— 1)- différentiable
(T(C*,A).T(A"), k"),
notée T(m).
THEOREME. ’7’)"}c =(( crke, Ak/C'k), Ak"/;t'.]k", K"k) est une espéce
de structures (r~k )-différentiable pour la loi de composition Pl
(X,5)+Xq50S
si, et seulement si, a'(X)=48°(S).

Ces théorémes, ainsi que ceux du n° 2, se généralisent en rem-
plagant partout les prolongements holonomes par des prolongements non-
holonomes.

Supposons [ €C, e = a(f) et e' = B(f). Soit

A~ -
M=jmeT(A).J "7 (A)

un germe d'ordre I en f de champ de vecteurs vertical sur A, i.e. tel que

aM=j}a, ob alf) =all)eT(A,).
Soit X = j;. UGA.]"'.;\O tel que B7(3) = f et b2 =é'.
THEOREME. Au couple (M, ) est canoniquement associé un élément
v(M,5) de T,(A) tel que bu(M,S)=e".

En effet, pour ¢t > 0 assez petit, soit exp tm 1'automorphisme local

de A, défini au voisinage de [ par
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8 C. EHRESMANN
exp tm(f') = G/.(t).

ol G/, est l'unique courbe intégrale du champ m d'origine /', Posons

o,= (exp tm)o j;comme bo, =a (o ),l'application bcrt est un automor-

phisme local de A _, de sorte qu'il existe un et un seul x, €C5 tel que

bat(xt) =e'. Le I-jet en 0 de l'application ¢ - Ut(xt) dépend seule-

ment de M et de 3, et c'est le vecteur v(M,3) cherché.

Soit § =7, s €G (n). Soit vs=Sav(M,S) €T, A" Le com-
posé U(M,E)ous est défini dans T(7m); c'est un vecteur £(M,3)S
d'origine fs(e) tel que qQ(M, S)S = ¢’ . Ce vecteur sera appelé dérivée
de Lie de S relativement 3 (M, ) et I'application

S+ &M, 2)s, on SeGiHm) et a’'(S)=é,

est dite dérivée de Lie relativement a (M, 3 ), notée £(M,3).

M pourra par exemple étre le 1- germe de champ vertical en f déduit
d'un 1-germe N = j:. n en e’ de champ de vecteurs vertical le long de

P - -—
A, (ie. NeT(A).JVT ™04 ), an(e”)=e" on e” €a(n)).
Ceci signifie que
M=jl"m on m(f =n(,3(/’))o7;.
Sif=e etsi 3= j:(A,,, +A_), on posera EM.3HYy=28(m).

EXEMPLE. Soit V une variété r- différentiable et X un - germe de champ
de vecteurs sur V en x. Soit (C*, A) le groupoide (r~1 )-différentiable
des ]-jets d'automorphismes locaux de V (ce groupoide est le prolonge-
ment d'ordre 1 de ((V X V)J' ,VXV), ot (VX V)'L est le groupoide des
couples associé 2 8'(V)). Au germe de champ X est canoniquement asso-
cié un ]-germe M de champ de vecteurs vertical en £ sur A. Soit 7=
=((C*,A), A", k') I'espéce de structures { r—1 }-différentiable canonique
telle que A’ soit une variété de tenseurs sur V. Un ]-germe en x de
champ de tenseurs sur V s'identifie & un élément S de 61(77). La déri-
vée de Lie SE(M) (S) de S relativement 3 M est la dérivée de Lie au

sens usuel de § relativement & X.
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/103/

Sur les catégories différentiables

CHARLES EHRESMANN

Le but de cette conférence était de donner un apergu d’ensemble sur le rdle
des catégories et plus particuliérement des catégories différentiables en Géo-
métrie différentielle.

La théorie des catégories offre un cadre algébrique naturel pour la Géo-
métrie différentielle (et en fait pour toutes les Mathématiques). Les vrais outils
utilisés en Géométrie différentielle sont les notions de catégories topologiques
et catégories différentiables (généralisant les groupes topologiques et les groupes
de Lie). Ainsi, considérons un espace fibré localement trivial E, de base B,
de fibre type F, de groupe structural topologique (resp. différentiable) G. 1l lui
est associé ’espace fibré principal H des isomorphismes de la fibre type F sur
les fibres F; de E, ou xeB. Il détermine aussi un groupoide, 3 savoir le
groupoide P des isomorphismes de F; sur F;., ou x et x’ sont des éléments de B.
Si ’on identifie. F avec une certaine fibre Fy alors H est la sous-classe de P formée
des éléments ayant pour source isomorphisme identique de F,. Ce groupoide
P est canoniquement muni d’une structure de groupoide topologique (resp.
différentiable) [2]. Si I’on se donne plus généralement un demi-groupe topolo-
gique (resp. différentiable) d’applications continues de F dans F, admettant G
pour sous-groupe, on en déduit une classe C d’homomorphismes de fibres sur
fibres; C est muni d’une structure de catégorie topologique (resp. différentiable)
dont P détermine un sous-groupoide topologique (resp. différentiable). De cette
fagon, si E est un espace fibré vectoriel, on obtient la catégorie topologique
(resp. différentiable) des homomorphismes linéaires entre fibres.

1. - Notations et terminologie [1].

Rappelons la définition d’une catégorie avec les notations que nous utili-
serons. Une catégorie C* est un couple d’un ensemble C et d’une application »
(loi de composition): (g,f)— g f d’une partie C*'% C" de Cx C dans C vérifiant
les conditions suivantes: Il existe deux rétractions o et 8 (source et but) de C
sur une partic Cy de C telles que:

D) B(f) f=f=S of) pour tout fe C;

2) (&) C" % C" équivaut A a(g) = B(f) et entraine (g f) = a(f) et
Bg-f)=B(g). '

3) Si(h, £./)e CXCXC, a(h)=P(g) et eg) = B(f), alors h-(g-f) = (h-g)-f.
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2 C. Ehresmann

On montre que C, est 'ensemble des wnités de C° c’est-a-dire des ec C
tels que gre=g si (g,e)e C"%xC" et e-g' =g lorsque (¢,g)e C**C". Si AcC
et BcC, on pose

A'B=x((AXB)NC'%C").

On appelle inverse de fe C un f~le C vérifiant - f1=p(f) et 1 f= of);
cet inverse, lorsqu’il existe, est unique. Un groupoide est une catégorie dont tout
élément est inversible. Si C* est une catégorie, I’ensemble des éléments inversibles
forme un sous-groupoide de C°, noté C..

Si C° et K* sont deux catégories, on appelle foncteur de C° vers K* un triplet
(K',F,C")=F, ou F: f—F(f) est une surjection de C sur une partie de K
ayant les propriétés: '

D F(Cc Ky;
2) Si g f est défini, F(g)- F(f) est défini et égal & F(g f).

2. - Catégories différentiables [2-3].

Définition. Une catégorie r-différentiable est un couple (C°, 4) d’'une caté-
gorie C* et d’une variété r-différentiable 4 (de dimension finie ou infinie) sur C
(ici A désigne un atlas complet sur C, dont les cartes ont pour sources des ouverts
d’un espace vectoriel topologique localement convexe), remplissant les conditions
suivantes:

1) C; définit une sous-variété A, de 4 et « et f définissent des submersions
r-différentiables a et b de A4 sur A,; il s’ensuit que A4, est une sous-variété propre
fermée de A et que C % C*® définit une sous-variété propre fermée A% A4 de la
variété produit A x A.

2) » définit une application r-différentiable ¥ de 4 % 4 dans A4, ol » est
la loi de composition de C°.

Un groupoide r-différentiable est une catégorie r-différentiable (C°, 4) véri-
fiant de plus:

3) C* est un groupoide et I’application f'— ! définit une application
r-différentiable de 4 dans 4.

Par renforcement de I’axiome 1, on obtient:

a) Les catégories réguliérement r-différentiables, dans lesquelles I’application
[8, «: f—(B(f), o)) définit une subimmersion de 4 dans 4, X 4,.

b) Les catégories localement triviales qui sont les catégories réguliérement
r-différentiables telles que C; définisse un ouvert de la topologie 7(4) sous-
jacente & A et que [B, o] définisse une application ouverte de 7(A4) vers T(A4, X 4,).
Cette derniére condition équivaut a la suivante: Pour toute unité e de C°, il existe
un voisinage ouvert U, de e dans 7(4,) et une application r-différentiable s de
la sous-variété 4/U. de A4 définie par U, vers A telle que, pour tout x € U,
on ait

a(s(x)=x, P(s(x))=e et s)=e.
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Sur les catégories différentiables 3

Remarquons que le groupoide P des isomorphismes entre fibres d’un espace
fibré localement trivial est localement trivial en ce sens.

Théoréme. Si (C°, A) est une catégorie r-différentiable et si A est une variété
banachique, C, deéfinit une sous-variété ouverte A, de A et (C, A) est un grou-
poide r-différentiable [3].

Ce théoréme s’étend auw cas d’une catégorie r~différentiable (C*, A) telle que
le théoréme des fonctions implicites soit vérifié pour les applications différentia-
bles d’un ouvert de 7(4) dans t(A4).

3. - Catégories structurées [4].

Soit A la catégorie des applications associée 4 un univers .#,. Notons p un
foncteur fidéle d’une catégorie H® vers .4 tel que la restriction p, de pa H_ soit
bien fidéle (i.e. tel qu’un inversible de H® appliqué par p sur une unité soit une
unité de H'). Un élément # de H est désigné par le triplet (B(h), p(h), a(h)), o
p(h) est la surjection définissant Papplication p(h). Si p(h) est I'injection cano-
nique dans M d’une partie M’ de M, on pose k= (B(h), ¢, a(h)).

Définition. On appelle catégorie p-structurée un couple (C°,s), ou C° est
une catégorie, s une p-structure sur C (i.e. une unité de H" appliquée par p sur
Papplication identique de C} vérifiant les axiomes suivants:

1) 11 existe une p-structure s, sur C, telle que
i=(s,t,8)EH, a={5,«,s)eH et b=1{(s,p0,5)€H.

2) II existe un produit fibré s%s du couple (g, b) dans H' tel que
plsks) = C"xC" et que les projections canoniques correspondantes soient

vtz(s,.gi,s*s), pour i=1 et 2,

ol v, et v, sont les projections canoniques de I'ensemble produit fibré C*% C”
vers ses facteurs C.
3) On a k=(s,%,s%s)e H.

En termes intuitifs: les applications (C, ¢, Cp), «, B et » qui définissent la
catégorie C" sont « relevées » dans H relativement a p.

a -
S k
S, > Sx§
b
v2
.
C
C- [y ‘K C‘*C'

On raffine la notion de catégorie p-structurée en exigeant de plus que a et b,
ou k, appartiennent & des sous-classes données de H.
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4 C. Ehresmann

Exemple. Soit 6 le foncteur d’oubli vers .# de la catégorie 27 des appli-
cations r-différentiables; une catégorie r-différentiable est une catégorie &7-struc-
turée telle que a et b soient des submersions.

On établit des théorémes généraux sur les catégories p-structurées (sous-
catégories p-structurées, existence de catégories p-structurées quotients et quasi-
quotients, projection des catégories p-structurées dans les groupoides ou
les groupes p-structurés, complétion p-structurée, ...) [S], lorsque p est un
foncteur d’homomorphismes saturé a limites projectives (au moins finies) ad-
mettant « assez » de p-sous-structures (i.e. si p est —étalant ou —engendrant [5]).
Malheureusement ces résultats ne s’appliquent pas si p ne remplit pas ces con-
ditions (en particulier si p = ). Un moyen de contourner cette difficulté est
de prolonger p en un foncteur p ayant ces propriétés, et de considérer les caté-
gories p-structurées (au lieu des catégories p-structurées). En effet, on montre
qu’il existe toujours des foncteurs d’homomorphismes saturés, prolongements
de p en un foncteur & noyaux, en un foncteur —-étalant ou en un foncteur a
limites projectives, et Ton construit effectivement [6] de tels prolongements
universels (maximaux ou minimaux). Les catégories p-structurées remplissent
les hypothéses des théorémes généraux. En prenant p = §7, on obtient un
«bon » assouplissement de la notion de catégorie différentiable. Nous ne déve-
lopperons pas ici ce point de vue plus « algébrique ».

Remarque. 11 existe une autre fagon de «structurer » une catégorie, appliquée
surtout aux « grandes » catégories (telles que la catégorie ¥, des homomor-
phismes entre groupes abéliens): Une catégorie p-dominée est un couple d’une
catégorie C" et d’un foncteur F de C*x C* (ot C* est la catégorie duale de C°)
vers H® tel que p- F soit le foncteur Hom relatif & C°. Comme cas particulier,
signalons les catégories préadditives, qui sont les catégories p-dominées par le
foncteur d’oubli p de ¥, vers .

4., - Catégories topologiques [7].

Si p est le foncteur d’oubli vers # de la catégorie 7 des applications con-
tinues entre espaces topologiques, une catégorie p-structurée est appelée caté-
gorie topologique.

Soit (C*, T) une catégorie topologique, T, la topologie 7/C, induite par T
sur C;.

Définition. On appelle section locale de (C*, T) un triplet (U’, 5, U), ot U et U’
sont des ouverts de Ty, ol (7, s, T/U)eT et ou

as(x)=x et Ps(x)elU’ pour tout xe U.

Théoréme. Les sections locales de (C*, T) forment une catégorie S® pour la
loi de composition.
W, s, U)eU',s, U)y=U"s"U), ot s" = x[s’'Ps, s]
(ie. s"(x) = s'(Bs(x))"s(x) pour tout xeU).
Si T, est localement compacte, S* devient une catégorie topologique lors-
qu’on la munit d’une topologie qui se déduit de la topologie compacte-ouverte
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Sur les catégories différentiables 5

sur I’ensemble des applications continues d’un ouvert de 7T dans 7. Si T, n’est
pas localement compacte, ce résultat se généralise (bien qu’il n’existe plus de
topologie satisfaisante sur S), en remplagant la topologie compacte-ouverte par
la quasi-topologie de la convergence locale; on trouve de cette maniére une
catégorie quasi-topologique [7].

5. - Prolongement des catégories différentiables [3].

Soit (C*, A) une catégorie r-différentiable et (C", T') la catégorie topologique
sous-jacente, olt 7= 7(4). Soit S$7® la sous-catégorie de la catégorie S° des
sections locales de (C°, T) formée des sections locales (U’, s, U) telles que s
définisse une application r-différentiable de Ay/U vers 4, ot A,/U est la sous-
variété de A définie par U. Soit S7® la catégorie des sections r-différentiables
pointées, dont les éléments sont les couples (,x), ou 5= (U',s U)es,
xe U, la loi de composition étant 5/, x") e (5, x) = (§'e 5, X) si, et seulement si,
a(§') = (5) et x' = Bs(x).

Théoréme. Pour tout entier 1<r, il existe une catégorie quotient de S7* par la
relation d’équivalence:

G, x)~ G, x") si, et seulement si,
x=Xx" et si (4,s, A/U) et (4,5, Ay/U’) ont méme I-jet en x.

Cette catégorie devient une catégorie (r —I)-différentiable (C*, A)'* si elle est
munie de la structure de variété (r — )-différentiable induite par la variété des
jets d’ordre 1 de A, dans A.

La catégorie (C°, A)!® est appelée prolongement d’ordre | de (C°, A). Par
récurrence, on définit les prolongements d’ordre / non holonomes et semi-holo-
nomes (C°, A)'® et (C°, A)’*. On montre [3] que (C°, A)** s’identifie & une sous-
catégorie (r —/)-différentiable de (C*, A)’® et (C°, A)l® 4 une sous-catégorie
(r —)- différentiable de (C*, 4)7e.

Exemple. Soit ¥” I'ensemble des germes de variétés r-différentiables (relatives
a l'univers J#,); soit (¥ x¥7)° le groupoide des couples associé¢ (dont la loi
de composition est (", ) o (¥, ») = (", »)). Soit 4, la variété r-différentiable
universelle sur 7~ (dont les ouverts « élémentaires » 4 s’identifient aux variétés
r-différentiables 4, ot 4 est I'ensemble des germes de ). (¥ x¥)°, 4,-X A,
est une catégorie r-différentiable. Par prolongement, on obtient la catégorie
(r —I)-différentiable J%" des Il-jets (resp. J'" des I-jets non holonomes, resp.
Ju7 des I-jets semi-holonomes) d’applications r-différentiables [3].

Une autre fagon de prolonger la catégorie r-différentiable (C°, 4) est la sui-
vante. Sur la classe 4-J5" des [jets Ze Jb" dont le but Z est le germe de 4
en ze C, on définit une structure de catégorie, dont la loi de composition - est:

(Z',2)—~2Z" si, et seulement si, aZ'=bZ, ot Z'=k[Z',Z] (ce qui
signifie que Z'= jLf", ob f'(W) =f"(W') f(u'), si Z=jLf, Z'=jLf" et si u est
assez voisin de u).
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6 C. Ehresmann

Théorcme. La catégorie THC", A) des vitesses d’ordre 1 tangentes a A définit
une sous-catégorie de A-J47. Si l=1, cette catégorie devient une catégorie dif-
férentiable double, la deuxiéme loi de composition étant I'addition des vecteurs
de méme origine [3].

(Une catégorie différentiable double est un triplet (C*, C°, 4), ol (C", A)
ct (C*, 4) sont des catégories différentiables et (C°, C°) une catégorie double,
i.c. une catégoric p ;-structurée, p_» étant le foncteur d’oubli vers .# de la caté-
gorie.# des foncteurs).

Ces résultats se généralisent au cas des noyaux de catégories r-différentiables,
notion obtenue en « localisant » celle de catégorie r-différentiable.

6. - Espéces de structures différentiables [3].

Si (C°, A) et (K°, A") sont deux catégories r-différentiables, on appelle foncreur
r-différentiable un triplet ((K°, 4. q.(C", A)), ol (K", ¢, C") est un foncteur et
(A’, g, A) unc application r-différentiable. Nous allons définir des foncteurs
r-différentiables particuliers, les foncteurs d’hypermorphismes, pour lesquels il
existe une notion de prolongement.

Rappelons qu'une espéce de structures est un triplet n = (C", E,x"), ou C*
est une catégorie, E un ensemble et »' une application (f, z) — fz d’une partie
C'%E de CxFE dans E vérifiant les conditions suivantes:

1) Si f'-f et f'(fz) sont définis, (f'-f)z est défini et égal & f'(fZ);
2) Si fz est défini, «(f)z et B(f)fz sont définis;

3) Pour tout zeE, il existe une et une scule unité e telle que ez soit défini,
et 'on a ez = z;

4) Pour tout fe C, il existe ze E tel que fz soit défini;
5) Si e=z(f) et si ez est défini, fz est défini.

Ces axiomes entrainent P’existence d’une surjection =z de E sur Cj, associant
4 z I'unique unité e telle que ez soit défini. La classe C'% £ est le produit
fibré de («, 7). Si ces axiomes sont vérifiés, on appelle aussi C* une catégorie
d’opérateurs sur E relativement a x'. Cette notion généralise les groupes d’opé-
rateurs sur un ensemble. Si on laisse tomber les axiomes 4 et 5, on trouve un
systéme de structures au-dessus de C°.

A Tespéce de structures = (C, E, "), on associe le foncteur d’hypermor-
phismes (C*, g, (C'%E)): sa source est la catégorie des hypermorphismes asso-
ciée a 7, c’est-a-dire la catégorie sur C’" % E dont la loi de composition est:

(f,2)(f,2)=(f""f,z) si, et seulement si, z’' = fz;
la surjection g applique (f, z) sur f.

Définition. Une espéce de structures r-différentiable est un triplet n =
=((C", 4), A’,«") vérifiant les conditions suivantes:
1) (C°, A) est une catégorie r-différentiable et 4’ une variété r-différen-
tiable.
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Sur les catégories différentiables 7

2) n=(C',E, %), ol E est I’ensemble A" sous-jacent & A’, est une espéce
de structures; soit & la projection canonique de E sur C,.

3) Il = (4,, n, A) est une submersion.

4) Les axiomes précédents entrainent qu’il existe une sous-variété propre
fermée A% A" de Ax A" qui est le produit fibré dans &7 de (a, /l). Alors on
demande que k' == (4’, %', A% A") soit une application r-différentiable.

On dit que n est réguliérement r-différentiable si elle vérifie de plus:

5) (C", 4) est une catégorie réguliérement r-différentiable et, pour tout
f€ C, la surjection z — fz de w=Y(e) dans m~Y(¢’), ol e=a(f) et ¢'=p(f), définit
une submersion de A'/x"Y(e) vers A'/a~Y(e").

Théoréme. Si n est une espéce de structures réguliérement r-différentiable,
(H', A% A", ot H= C"%E, est une catégorie réguliérement r-différentiable et
G=((C,A),q,(H", A% A")) un foncteur r-différentiable.

On appelle g le foncteur d’hypermorphismes r-différentiable associé a 7.

La théorie des prolongements des catégories r-différentiables s’étend aux
espéces de structures réguliérement différentiables. En particulier, on trouve un
théoréme de transitivité des prolongements [3] de telles espéces de structures.
Le théoréme de transitivité des prolongements des variétés différentiables s’ob-
tient dans le cas particulier ol 7 est un prolongement de A4,, c’est-a-dire o C”
est une sous-catégorie (ou le plus souvent un sous-groupoide) de Ay Jbr- A,
La donnée d’une telle sous-catégorie C* revient a munir 4, d’une structure
généralisant la notion de G-structure.

Définition. On appelle application covariante r-différentiable un quadruplet
(my, D, @, ) vérifiant les conditions:

1) n=(C",A4),4,%) et g, =((C], 4y), Ay, %;) sont des espéces de struc-
tures r-différentiables.

2) (31, D, ¢, n) est une application covariante (i.e. @ est un foncteur de C”
vers C; et ¢ une application de 4’ dans 4, tels que ¢(fz) = D(f)¢(z) pour tout
(f,2)e C"% A).

3) ¢ définit une application r-différentiable de 4 vers A, et ¢ une appli-
cation r-différentiable de 4’ vers 4.

Théoréme. Les applications covariantes entre espéces de structures régulicre-
ment r-différentiables forment une catégorie équivalente @ la sous-catégorie pleine
de la catégorie longitudinale des quatuors de foncteurs r-différentiables ayant
pour objets les foncteurs d’hypermorphismes r-différentiables.

Exemple. On retrouve la notion de covariant différentiel lorsqu’on considére
les applications covariantes r-différentiables (7, @, ¢, %), olt 7 et », sont des pro-
longements des variétés A4, et 4,, respectivement (en général A, = A,).
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8 C. Ehresmann

7. - Especes de morphismes différentiables.

De méme que la notion d’ensemble muni d’un groupe d’opérateurs se géné-
ralise en celle d’espéce de structures, la notion de groupe muni d’un groupe
d’opérateurs donne naissance a celle d’espéce de morphismes.

Rappelons [1] qu'une espéce de morphismes est un triplet (C°, E*, x"), ou
(C*, E, %) est une espéce de structures et E* une catégorie telle que n~(e) définisse
une sous-catégorie E, de E” pour tout e € C, et que, pour tout f€ C, la surjection
z— fz définisse un foncteur de E7 4, vers Eg ). A une telle espéce de morphismes,
on associe la catégorie produit croisé C* X E", dont les éléments sont les triplets
(z,f,u), ou *

feC, uekE,, = zeE et oz) = fu,

la loi de composition étant [1]:

@ fu) @ fiu)y=" [z f,u)
si, et seulement si, u’ = f(z).

Définition. Une espéce de morphismes r-différentiable est un triplet p =
= ((C", 4),(E", 4), ') vérifiant les axiomes suivants:
1) ((C', 4), A, ") est une espéce de structures r-différentiable, notée u.
2) (E°, A’) est une catégorie r-différentiable.
3) (C°, E*, %) est une espéce de morphismes.
Ces conditions entrainent que, pour toute unité e de C, le couple (£,, 4'/E,)
est une sous-catégorie r-différentiable de (E°, 4').
Soit u = ((C’, A),(E*, 4), x’) une espéce de morphismes r-différentiable.
Théoréme. Si u est une espéce de structures réguliérement r-différentiable, il
existe une catégorie r-différentiable (H*, A), oit H* = C* % E" et oil A est une sous-
variété propre de A’ x Ax A'. La surjection (z, f, u) — f définit un foncteur r-dif-
férentiable & de (H+, A) vers (C°, A).
Définition. On appelle homomorphisme croisé r-différentiable, ou 1-cocycle de u,
une application r-différentiable /1 de 4 vers A’ telle que:

1) W(Cp)c E; et mh(f)=B(f) pour tout fe€C;
2) Si f’'-f est défini, on a A(f'-f)=h(f") K.

Théoréme. Si u est régulicrement r-différentiable, il existe une bijection g de
I’ensemble des 1-cocycles de u sur I’ensemble des foncteurs r-différentiables sections
de 7.

En effet, g associe & 4 le foncteur 2 défini par la surjection

= (W) 1, k() -

On définit une relation d’équivalence sur I’ensemble des l-cocycles de u:
h~h' si, et seulement si, il existe une équivalence naturelle (g(h"), ¢, g(h)) telle
que ¢ définisse une application r-différentiable de A4, vers A’. Dans ce cas,
(g(1), t, g(h)) est appelée équivalence croisée r-différentiable.
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Définition. Une classe d’équivalence de 1-cocycles de u est appelée classe de
cohomologie d’ordre r.

Par passage aux r-jets, on définit la notion de 1-cocycle infinitésimal d’ordre r;
I'ensemble des 1-cocycles infinitésimaux d’ordre r est muni d’une relation d’é-
quivalence, déduite par passage au quotient de la relation servant a définir les
classes de l-cohomologie. Les classes d’équivalence correspondantes sont les
classes infinitésimales de 1-cohomologie. Les dérivées de Lie sont des 1-cocycles
infinitésimaux particuliers [3].

8. - Espéces de structures bifibrées [8].

Les espéces de structures différentiables sont une généralisation des espaces
fibrés localement triviaux. Les espéces de morphismes conduisent a la généra-
lisation suivante:

Définition. Une espéce de structures r-différentiable bifibrée est un quadruplet
(u, A", %", 27) vérifiant les conditions suivantes:
1 p=((C", A),(E", 4'),»") est une espéce de morphismes r-différentiable;
2) ((C', A), A", #") est une espéce de structures r-différentiable;

3) ((E', A"), A", %}) est une espéce de structures r-différentiable et I'on a
f(zx) =(fz)(fx) si le premier membre est défini, ou z€E, fe C et xe 4"

Désignons par E. et E, respectivement les fibres au-dessus de ee C; des
espéces de structures (C', E, »') et (C",E",%"), ol E"= A"

Théoréme. 1) ne==((E,, A'|E,), A"|E,, %,|E, % E,) est une espece de struc-
tures r-différentiable et, si fee'-C-e, le quadruplet D(f) = (e, Py, T1, 1e) €St
une application covariante r-différentiable, o

(Pf(x> = fx et (Df(z) =fz.

2) Si p est régulierement r-différentiable, ((17', A), A", %') est une espéce
de structures r-différentiable, oir (H*, A) est la catégorie produit croisé r-diffé-
rentiable de p et ot ' est défini par:

(@, f, w), x) = 2'(fx)
si, et seulement si, (u, x)e E'xE".

3) Si n, est réguliérement r-différentiable pour tout e€ C, et si H' est la
catégorie somme des catégories des hypermorphismes H, associées d v,, on ob-
tient une espéce de morphismes r-différentiable ((C', A), (H®, 4y), xi), ol A, est
une sous-variété de A'% A" et ou x; est Iapplication:

(f, (z, %) = (/z, )

si, et seulement si, (z, x)EE % E" et (f,z)e C"%E.
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10 C. Ehresmann

La premiére partic de ce théoréme signifie que, sous-jacente & une espéce
de structures r-différentiable bifibrée, on a une espéce de structures dominée
par des applications covariantes r-différentiables [1], 4 savoir (C*, D).
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/116/
CATEGORIES IN DIFFERENTIAL GEOMETRY

by Charles EHRESMANN

The r-(differentiable) manifolds considered here may be supposed
finite dimensional, or modelled on Banach spaces (or even on non-normed

spaces, as shown in [1]). » and [ are integers, and 0< / < r €,

1. The basic categories in Differential Geometry are [2]:

- The category CL7 of (resp. G" of pointed) /-differentiable maps
between 7-manifolds (associated to a universe ).

- The category ]l' n M of local jets, which is the quotient category of
G’." by the equivalence: ( f, x)~(f", x") iff x = x’ and if there existneigh-
borhoods of x and f(x) on which f and f' have the same restriction. The
class of (f, x) is denoted by jz‘f.

Lr of I-jets, which is the quotient category of the

- The category ]|
category ]l' n )‘by the equivalence: 7;2\f ~ ]'x).\f' iff x = x' and if there are
admissible charts relative to which [ and [’ have the same m-th homoge-
neous differential at x, for each m < /. The class of 7:f is denoted by

]'if. The objects of ]l" are the germs of r-manifolds.

2, Let V and V' be two r-manifolds. The set of /-jets from germs
of V' to germs of V is canonically equipped [ 3] with a structure of an
(r-1)-manifold J'(V, V'),

If V' is fixed, then we get a functor ]l(-, v') from C"(=C" ")
to ! This functor preserves submersions and pull-backs of pairs with
one term a submersion.

In particular, the functor ]l(-, R) admits as a sub-functor the /-th
velocity functor ! (where TH(V) is formed by the jets jé 0, and Tl is

the tangent functor T.

5. Anr-differentiable category K is a category internal in C7 (i.e.
a realization in (7 of the sketch of categories), whose map «source» is a
submersion. It may be considered (initial definition [4]) as a pair (K, V),
where K is a category and V anr-manifold on the set of morphisms of K,

such that:
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- the maps source and target of K define r-differentiable maps & and
b from V onto a submanifold V., of V;

- a is a submersion (initially & was also one [4]);

- the law of composition of K defines an r-differentiable map from the
pull-back of (a, b) to V.

If V' isanr-manifold, by applying the functor 70, V') we deduce
from X an (7-/)-differentiable .category JUK, V) on JHV, V') we de-
note by o its law of composition [2]. So, the functor J'(-, V') «extends»
into a functor from the category F(C7) of r-differentiable functors to the
category F(C™1y. .

In the same way we extend the functors T’. The tangent category
T(K) admits the structure of an ( -/ )-differentiable double category, the

second law being the addition of vectors [27.

4. EXAMPLES.

1o An r-differentiable groupoid ( K, V) is said locally trivial [4] if
[b,a] is a submersion from V to Vo XV, . In fact, this notion is equi-
valent to that of a differentiable principal fibre-bundle.

20 By «gluing together» the (r-[)-manifolds ]I(V, v'), for all r-ma-
nifolds V and V' associated to the universe 11, we obtain a «big» (r-1)-
manifold V7. Then (J47, Vl7) isan(r-1)-differentiable category [2],
denoted by ﬂl". Its manifold of objects is the «universal» (r-/)-manifold
of germs of r-manifolds.

JYV, V) (resp. The invertible jets of J/(V, V))defines an (7-1)-
differentiable subcategory §/( V) (resp. locally trivial subgroupoid G'(V) )
of ﬂl". The notions of a locally trivial subgroupoid of GL(V) and of a re-

gular infinitesimal structure [3] on V are equivalent.

5. Let X be an r-differentiable category (K, V). The jets X of
JH(V,V,) such that aX (= ]l(a, Vo )(X)) is an identity form an (7-/)-
submanifold V! of J/(V,V,) and there exists [2] an(r-I)-differentiable
category X! on Vl, called the I-th prolongation of K, whose law is:

(X', X) = (X'.bX)oX iff aX'=5bX.

The [-th non bolonomic prolongation R:l of K is defined by itera-
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tion, putting K° = X and Rm+l = (Km)1
In particular, 5(1" and GI(V) give rise to the (r-[ )-differentiable
categories of non holonomic jets ?jl" and GH(V) , which admit the (7-1)-

différentiable subcategoriés gl" and Gi( V) of semi-holonomic l-jets.

6. The next basic notion is that of an r-differentiable species of
structures [4, 2, 6], or generalized r-fibre-bundle (or, in a more recent ter-
minology, presheave internal in ') over an r-differentiable category X.

Usual r-differentiable fibre-bundles are obtained when XK is a lo-
cally trivial r-differentiable groupoid.

1f X is 6/tv), Gltv) or Gl(V), we get respectively the holo-
nomic, non holonomic or semi-bholonomic I-th prolongations of the r-mani-
fold V. Their sections are the infinitesimal structures on V.

One proves a theorem of transitivity of prolongations [2, 3].

A categorical study of these notions, of differential covariants
or invariants and of higher-order connections (5] in (generalized) fibre-

bundles may be found in [2, 6].

1. A. BASTIANI, Journal d'Analyse Math. XIII, Jérusalem (1964).

2. C. EHRESMANN, Cabiers Topo. et Géo, diff. VI (1964) et IX (1967).

3. C. EHRESMANN, C. R. A, §. Paris 233 ¢(1951), 234 (1952), 239 (1954), 240 (1955).
4. C. EHRESMANN, Coll. Géo. diff. globale, Bruxelies (1958).

5. C. EHRESMANN, Atti 5 Congresso Un. Mat, [taliana (1956).

6. C. EHRESMANN, Atti Conv. di Geo. Diff., Bologne (1967).

Extrait de: Cahiers de Topologie et
Géométrie Différentielle XIV- 2 (1973)
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CARTAN (KLIE). — LES SYSTEMES DIFFERENTIELS EXTERIEURS ET LEURS
APPLICATIONS GEOMETRIQUES. Paris, Hermann (Actualités scientifiques et
industrielles, n° 994), 1945, 1 vol. 25 > 16¢m de 214 pages.

La théorie des formes différentielles extérieures et des systémes
différentiels extérieurs joue un réle prépondérant dans 'ceuvre de
M. E. Cartan. Elle a été principalement créée par Dillustre
géométre, dans des Mémoires parus aux environs de 19oo, et elle
lui fournit la technique la plus efficace et Ia plus originale pour
traiter les problémes de géométrie différentielle, ou pour exposer
la théorie des groupes de Lie ou sa propre théorie des « groupes
continus infinis ». Cette technique semble encore insuffisamment
connue; en particulier, dans nos Universités, elle ne trouve pas
la place que lui assignerait sa simplicité et sa puissance. Le
besoin d’un exposé didactique de toute cette théorie s’est donc fait
sentir depuis longtemps et le magnifique ouvrage de M. E. Cartan
sera accueilli avec le plus grand empressement. C’est la reproduc-
tion, largement remanide et complétée, d’un cours professé par
I'Auteur a la Faculié des Sciences de Paris, en 1936-1937.

Le livre débute par un Chapitre substantiel d’Algebre. La notion
de forme extérieure est déduite de la notion de forme multilinéaire
alternée & n variables, c’est-a-dire définie dans lespace vec-
toriel R*. Une étude particuliére des formes quadratiques exté-
rieures conduit a la notion de rang d’une telle forme et a la
réduction d’une forme de rang 2p & l'expression canonique
[(UtU02] + [0 U*] +. ..+ [U2»—1U%]. A toute forme extérieure
correspond un systéme d’équaltions linéaires, appelé systéme asso-
cié. Il définit un sous-espace associé¢ H de dimension n — r dans R”,
ou encore, dans le dual de R”, un sous-espace associé H' de dimen-
sion r. Ces deux sous-espaces ont une signification indépendante
du choix des coordonnées dans R”. Le sous-espace H pourrait étre
défini comme étant Uensemble des vecteurs de R? dont le produit
intérieur avec la forme extérieure donnée est nul. H' est ’ensemble

CARTAN. 1
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des formes linéaires qui s’annulent sur H, ou encore I'ensemble
des produits intérieurs de la forme extérieurc donnée par un
(p —1)-vecteur quelconque. Le nombre r, appelé rang de la
forme, indique le nombre minimum de formes linéaires permet-
tant d’exprimer la forme donnée, et ces formes lindaires appar-
tiennent forcément au sous-espace associé H'. En particulier, pour
qu'une forme de degré p soit mondme, c’est-a-dire produit
extérieur de p formes linéaires, il faut et il suffit qu’elle soit de
rang p. Ceci permet d’écrire les équations quadratiques que
doivent vérifier les « coordonnées grassmanniennes » d’une forme
mondme, ou, en passant au point de vue dual, les coordonnées
grassmanniennes d’un sous-espace vectoriel 4 p dimensions
de R™.

Un systéme d’équations extérieures est un sysléme oblenu en
« égalant » & zéro un certain nombre de formes extérieures a
n variables. Un sous-espace a4 p dimensions de R” est solution du
systéme si les formes données s’annulent identiquement sur lui,
c’est-a-dire si les formes induites sur ce sous-espace sont nulles.
Plus généralement un p-vecteur, qui n’est pas nécessairement
décomposable en produit extérieur de p-vecteurs, pourrait étre
appelé solution du probléme s’il est solution des formes de degré p
(qui peuvent étre considérées comme des formes linéaires sur
Vespace des p-vecteurs) appartenant a l'idéal engendré par le
systéme des formes données dans I’algébre extérieure des formes
a n variables, ou, ce ‘qui revient au méme, si les produits inté-
rieurs du p-vecteur par lesformes données de degré ¢, pour ¢ < p,
sont nuls. Pour que deux systémes d’équations extérieures aient
les mémes solutions, au sens général précédent, il faut et il suffit
que les deux systémes de formes engendrent le méme idéal dans
I'algébre extérieure. Les deux systémes sont alors dit algébrique-
ment équivalents. Etant donné un systéme d’équations extérieures,
on peut lui associer le sous-espace H de R” formé par ’ensemble
des vecteurs de R* dont le produit intériear avec une forme quel-
conque du systéme appartienne a 'idéal engendré par ces formes.
L’Auteur le définit par un systéme d'équations linéaires, dit
systéme associé (mais dépendant de la base choisic dans R").
Si le rang du systéme associé est r, il existe un systéme algébri-
quement équivalent au systéme donné et qui s’exprime a I'aide de
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r formes hinéaires indépendantes s’annulant sur le sous-espace
associé H (%),

La notion de forme extérieure condait immédiatementa celle de
forme diftérenticlle extérieure de degré p, définie dans un domaine
de R*. Aprés Pintroduction de cette notion, le deuxiéme Chapitre
étudie la diffé¢rentiation extérieure qui associe & une forme diffé-
rentielle extérieure w de degré p, une forme dw de degré p + 1.
Les propriétés essentielles et méme caractéristiques pour le sym- .
bole d sont la formule donnant la différentielle extérieure du
produit extérieur de deux formes et la formule d(dw) = o0, qui
exprime le théoréme de Poincaré. Un peu plus loin, on trouvera
une démonstration élégante de la réciproque de ce théoréme, qui
affirme que dw == o0 entraine & == dw. Les formes différentielles
extérieures sont des éléments d’intégrales multiples et la différen-
tielle extérieure dw tire sa signification essentielle de la formule

de Stokes ‘/l_:m :fdm, ot D désigne la frontiére d’un domaine D
D

vérifiant certaines conditions de régularité.

Le troisi¢éme Chapitre aborde 1'étude des systémes différentiels
extérieurs. Tandis que, dans ses travaux originaux sur ce sujet,
PAuteur s’est borné aux systémes différentiels linéaires (ou
systémes de Pfafl), il étudie ici le cas général, considéré par
Kihler, d’un systéme obtenu en annulant plusieurs formes diffé-
rentielles extérieures de degré quelconque. Une variété intégrale
du systéme est une variété différentiable plongée dans R telle que
les formes différentielles induites, déduites des formes du systéme,
soient nulles. Ayant fait la remarque essentielle que toute variété -
intégrale est encore variété intégrale du systéme différentiel fermé
obtenu en adjoignant au systéme des formes données I’ensemble
de leurs différentielles extérieures, on associera a tout systéme
différentiel le systéme fermé correspondant. En particulier, pour
qu'un systéme de Pfaff soit complétement intégrable, il faut et il
suffit que le systéme fermé correspondant appartienne a I'idéal
engendré par le systéme donné. Ce théoréme de Frobenius est
démontré ici d’une fagon trés élégante. La principale notion intro-

(1) J’ai présenté tous ces résultats d’Algébre sous une forme qui différe un
peu de ’exposé du livre. Pour la notion de produit intérieur voir N.BoURBAKI,
Algébre, Paris, Hermann, 1g42, Chapitre ITI.

[8%]
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duite dans ce Ghapitre est celle de systéme caractéristique d’un
systéme différentiel extérieur. G'est le systéme associé (au sens
du Chapitre I) au systéme différentiel fermé correspondant. Une
notion vraiment invariante serait celle de champ caractéristique
d’éléments intégraux de dimension n — r, déterminé justement
par le systéme caractéristique. Le rang r du systéme caracté-
ristique est appelé la classe du systéme donné. Le systéme carac-
téristique est complétement intégrable, ses variétés intégrales de
dimension n-—r sont appelées variétés caractéristiques (au
sens de Cauchy). Si les variétés caractéristiques sont définies
par y4 = const., y»=—const., ..., y,=const., le éystéme donndé
est algébriquement équivalent a un systéme qui s’exprime en
fonction des y; et des formes linéaires dy;. Les variéiés carac-
téristiques menées par les différents points d’une variété intégrale
engendrent une nouvelle variété intégrale. Ce qlii. précéde est
tout de suite illustré par deux applications : la réduction d’une
équation de Pfaff a 'expression canonique

dl — Y, dXt— Y, dX2—, . .—Y, dXr = o,

et Vintégration d'une équation aux dérivées partielles du premier
ordre.

Le Chapitre suivant commence par 'étude détaillée des éléments
plans intégraux d’un systéme d’équations extérieures. Les notions
essentielles sont ici les suivantes : élément polaire d’un élément
intégral, le caractére s; d’ordre ¢ du systéme, élément intégral
ordinaire et élément intégral régulier, enfin le genre du systéme.
En supposant le systéme donné analytique réel,I’Auteur démontre
son théoréme fondamental d’existence : Il existe au moins une
variété intégrale analytique V, tangente & un élément intégral
ordinaire donné (E,), et contenant une variété intégrale
donnée V,_, tangente & Uélément intégral régulier (E,—.),
contenu dans (E,),. Ce théoréme, qui estramené au théoréme de
Cauchy-Kowalewski, est précisé ensuile par I’évaluation du degré
de généralité des variétés inlégrales ordinaires, qui sont celles
dont Vexistence est démontrée par le théoréme. Il peut y avoir
d’autres variétés intégrales de dimension p, dites variétés inté-
grales singuliéres : I'élément intégral tangent générique a
p dimensions n’est pas ordinaire. Une nouvelle notion de variété
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caractéristique s'introduil ici : ¢’est une variéié intégrale V, dont’
les éléments tangents & ¢ dimensions ne sont pas réguliers. Pour
une telle variété intégrale V, le probléme de Cauchy (recherche
des variétés intégrales V,.; contenant V,) n’est pas simplement

résolu par le théoréme d’existence précédent, Toutes ces notions
sont appliquées & quelques exemples : équations aux dérivées
particlles du premier ou du deuxiéme ordre, & une fonction
inconnue et deux ou trois variables.

Dans le cinquiéme Chapitre, on s’intéresse unigqnement aux
variétés de dimension p représentables par des équations
=Mz, 22, ..., 2?); c’est-a-dire que le systéme différentiel
est considéré comme étant & n — p fonctions inconnues 5 et a
p variables indépendantes imposées zi. Un tel systéme est dit en
involution s’il existe des éléments intégraux ordinaires & p dimen-

sions et si les formes dxt, dz?, ..., dz? sont lindairement indé-
pendantes sur un élément générique de cette espéce. Alors
Pexistence des solutions ordinaires z*= ¢*(z', x?, ..., xP) est

assurée par le théoréme général d’existence. L’Auteur indique des
critéres qui permettent de reconnaitre effectivement si un systéme
donné est en involution. Il étudie plus particuliérement [e cas ou
p = 2 etle casou la solution générale dépend de s, fonctions arbi-
traires d’une variable. Une premiére application de la théorie des
systémes en involution sera la démonstration d’un théoréme de
J. A. Schouten et van der Kulk.

Est-ce que toute solution d'un systéme différentiel donné, a
variables indépendantes imposées z‘, peutl étre obtenue comme
solution non singuliére d'un systéme en involution déduit du
systéme donné ? Pour répondre a cette question, ’Auteur introduit
au Chapitre suivant la:notion de prolongement d'un systéme diffé-
rentiel. C'est le systéme obtenu par l'introduction de nouvelles

variables ¢} en posant dz*:E t dxi. Dans le cas de deux

variables indépendantes, il est démontré que par des prolonge-
ments successifs, on peut, sous certaines conditions, déduire d’un
systéme différentiel donné un systéme en involution. Mais le pro-
bléme général posé dans ce Chapitre n’est pas encore compléte-
ment résolu.

La deuxi¢me partie de I’Ouvrage donne de nombreuses appli-
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cations de la théorie générale & des problémes de géoméirie diffé-
rentielle euclidienne. Elle débute par un exposé succinct et qui
devrait devenir classique de la méthode du repére mobile en
géométrie euclidienne et des théorémes fondamentaux de la
théorie des surfaces. La puissance des méthodes de I'’Auteur est
amplement prouvée par le fait que 19 problémes importants se
trouvent traités en moins de go pages, el certains de ces problémes
seraient difficilement abordables par des méthodes plus anciennes.
L’étude de chaque probléme comprend la discussion de Vexistence
des solutions, de leur degré de généralité, la détermination des
solutions singuliéres et des variétés caractéristiques.

Remarquons renfin que toutes les questions abordées dans
I’Ouvrage sont des probléemes de caractére local, dont certains
pourront conduire cependant a des questions intéressantes de
caractére global.

Cuaries Enresmany.

(Extrait du Bulletin des Sciences mathématiques,
2¢ série, t. LXX, juillet-aout 1946.)
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RAPPORT SOMMAIRE SUR
LES TRAVAUX DE M. A. LICHNEROWICZ

PAR M. CHARLES EHRESMANN
DE LA FACULTE DES SCIENCES DE PARIS

La liste des travaux de M. LicHNEROWICZ comprend plus de
70 publications, dodt les numéros 33 & 70 appartiennent & la pé-
riode prise en considération pour Pattribution du prix Fusini.

Ses recherchies ont été consacrées principalement & la géométrie
différentielle. Développant une activité étonnante, il a apporté des
contributions remarquables, de caractére local ainsi que de caractere
global, dans des directions ol 8’est particuliérement manifesté I’essor
de la Géométrie différentielle au cours de la derniére décade:
théorie des espaces fibrés, relations entre courbure et nombres de
BETT1, formes harmoniques, variétés lkihleriennes et pseudokih-
leriennes, groupes d’holonomie.

Mais ce sont les théories -relativistes de la gravitation et de
Vélactromagnétisme qui ont été la prineipale source d’inspiration de
ses recherches, Bien que ces théories soient du domaine de la Phy-
sique Mathématique, du point de vue purement mathématique elles
appartiennent & la Géométrie différentielle et on =sait le rble pré.
pondérant gu’elles ont joué dans P’évolution de la Géométrie diffé-
rentielle moderne, en servant de stimulant pour Yétude des struc-
tures d’espaces de RIEMANN et de leurs généralisations. M. LiCcHNE-
ROWICZ y a consacré toute une série de travaux, commengant pav
sa These qui date de 1939. En particulier entre Janvier 1946 et
Décembre 1953 il a publié plusieurs Notes (dont deux en collabo-
ration avec Madame Foures), puis surtout son Cours polycopié de
1953 professé au College de France. Ce Cours a paru récemment
sous forme imprimée comme premiére partie d’un remarquable traité
des « Théories relativistes de la gravitation et de I’électromagnétis-
me », dont la deuxidme partie est consacrée aux théories unitaires.
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L’auteur y a incorporé et développé ses propres contributions an-
ciennes et récentes, & l’ensemble de ces théories.

La premiére partie du volume est un exposé clair et élégant
de la théorie de la relativité générale d’EINSTEIN. En se bornant
a la gravitation, celle-ci se réduit essentiellement & la théorie d’une
métrique riemannienne du type hyperbolique donnée sur une va-
riété V, & 4 dimensions et vérifiant les équations A’EINSTEIN :

1
Raﬂ——z‘gaﬂRleaﬁ7 (¢, $=0,1,2,3),

ou R,z est le tenseur de Riccr de la métrique définie par le ten-
seur symétrique g.z, R la courbure scalaire définie par contraction
du tenseur R,z et T,z le tenseur d’énergie. La variété V, munie
de la structure indiquée est appelée un espace-temps ou un modsale
d’univers; le tenseur ¢,; en définit le champ de gravitation ; celui-
ci est dit extérieur dans la région ol le tenseur d’énergie est nul;
il est dit intérieur dans la région ou le tenseur d’énergie est dif-
férent de 0.

M. LicENEROW1CZ reprend le probléme fondamental de CAUCHY
relatif anx équations d’EINSTEIN, probléme déja résolu dans sa
These. 11 s’agit de 'étude locale des conditions initiales qu’on peut
imposer & un champ de gravitation aux points d’une sous-variété
V, & trois dimensions de la variété V, pour que, dans le voisinage
de cette sous-variété, il existe une solution et une seule des é-
quations ’EINSTEIN vérifiant ces conditions initiales. Cette étude
met en évidence d’une part des sous-variétés exceptionnelles pour
le probléme de CAUOHY, & savoir les variétés caractéristiques ou
fronts d’onde dn champ, d’autre part les bicaractéristiques du champ,
qui sont les géodésiques de longueur nulle de la métrique rieman-
nienne. Elle fournit aussi les conditions de raccord (déja considérées
par SOHWARZSCHILD) entre un champ extérieur et un champ inté-
rieur, & travers une hypersurface de séparation V. On en déduit
les conditions d’existence d’un prolongement d’un champ extérieur
vers lintérieur, ou d’un champ intérieur vers lextérieur, a travers
une hypersurface de séparation V,;. Dans le premier cas la condi-
tion essentielle est que V, soit engendré par des géodésiques du
champ extérieur; dans le deuxiéme cas, que V, soit engendré par
des lignes de courant et que la pression s’annule sur V,, en sup-
posant, pour simplifier ’énoncé, que les conditions de fluide par-
fait soient véritiées dans le domaine intérieur.
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Un des chapitres les plus intéressants est consacré a Vétude
globale d’un modéle d’univers dont le champ de gravitation est
partout du type extérieur. Il donne des eonditions suffisantes pour
quwun tel modsle d’univers soit localement eunclidien partout. Sous
quelles hypothdses un modéle d’univers partout du type extérieur
est-il localement euclidien 2 Ce probléme fondamental semble avoir
6t6 formulé pour la premisre fois par Luvi-CiviTA. 11 a été étudié
par M. LICHNEROWICZ dans sa These déja, puis également par
SERINT, RACINE, EINSTEIN et PAULI. Sans hypothéses de nature
globale on ne peut pas affirmer le caractére localement eunclidien
d&’un moddle d’univers partout du type extérieur. Les hypothéses
introduites par les autenrs cités étaient trés restrictives. Dans ses
résnitats vécents, M. LicHENEROWIOZ démontre le caractére locale-
ment euclidien sous des hypotheses assez générales qu’on peut for-
muler ainsi:

1) Le champ de gravitation est supposé stationnaire ; ¢’est-a-
dire le modele d’univers ¥V, admet un groupe & un parametre d’i-
sométries dont les orbites sont des lignes de temps formant une
fibration de V,. L’espace quotient de V, par cette fibration est alors
une variété W, munie d’une métrique riemannienne définie positive.

2) I’espace W, est un espace compact. Cette condition 2)
peut étre remplacée par la condition 2)': L’espace W est un espace
riemannien complet et 4 comportement asymptotique euclidien.

En ce qui concerne les théories unitaires de la gravitation et
de Vélectromagnétisme, M. LICHNEROWICZ & obtenu en 1953 un
résultat essentiel, en démontrant la compatibilité du systeme dif-
férentiel de la théorie unitaire d’BINSTEIN-SCHRODINGER. Un mo-
dele d’univers dans cette théorie est une variété A 4 dimensions
munie d’un champ de tenseurs g.s, non symétriques. Le systéme
différentiel imposé 3 ce champ fait intervenir de plus une connexion
affine. M™ TONNELAT et M. HLAVATY ont montré que ce systéme
différentiel détermine algébriquement la connexion en fonction des
gap ©t de leurs dérivées premieres. M. LicENEROWICZ a résolu en-
suite le probléme local de CAUCHY pour ce systéme différentiel et
il a montré que cette théorie unitaire présente la méme cohérence
mathématique locale que Pancienne théorie de la relativité générale
@’EINSTEIN. L’analyse du probléme de CAvUoHY conduit encore 2
des variétés caractéristiques, correspondant & un certain tenseur
symétrique l,; que M. LICHNEROWICZ interpréte comme étant le
tenseur gravitationnel, au lieu du tenseur gymétrique déduit du
tenseur g,;.
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Pour 'étude globale d’un modele d’univers M. LICHNEROWICZ
utilise un raisonnement concernant le laplacien d’une fonection sur
un espace de RIEMANN et ce raisonnement trouve aussi des appli-
cations importantes dans la théorie, due & M. BOCHNER, des rela-
tions entre courbure et nombres de BErTI d’'un espace de RIEMANN,
Les contributions de M. LiocENEROWIO0Z & cette théorie sont exposées
en particulier dans sa conférence faite an Congrés International de
Harvard en 1950. Signalons seulement les résultats suivants :

1) Si une variété orientable V, peut étre localement plongée
dans P’espace euclidien H,;; (ou dans un espace & courbure con-
stante positive) de fagcon que tous ses points soient elliptiques,
alors ses deux premiers nombres de BETTI sont nuls.

2) Etant donné un espace de RIEMANN & courbure de Riccr
partout positive, son polynome de POINCARE est divisible par
(t+ 1, o b, désigne son premier nombre de BETTI.

Enfin dans le cadre des méthodes si fécondes .de CHERN, M.
LICHNEROWIOZ a généralisé pour les variétés de BERWALD (c’est-
a-dire pour une classe de variétés de FINSLER) le calcul de la ca-
ractéristique ’EULER-POINCARE en fonction des formes de cour-
bure.

Plusieurs des publications récentes de M. LICHNEROWICZ se
rapportent 4 la théorie des formes harmoniques sur les variétés
riemanniennes ou pseudokiihleriennes. Les opérateurs classiques L
et A de la théorie des variétés kiihleriennes sont généralisés en
agsociant & toute forme extérieure F de degré k, donnée sur une
variété riemannienne, une série d'opérateurs M; opérant sur les
formes extérieures ¢ de degré —=h. Si F est & dérivée covariante
nulle, par rapport & la métrique riemannienne, ces opérateurs sont
permutables avec opérateur classique A et transforment par suite
toute forme harmonigue en une forme harmounique. L’application de
ces opérateurs conduit notamment aux résultats suivants:

Si une variété riemannienne compacte orientable V,, admet ¢
champs indépendants de vecteurs paralléles (par rapport & la mé-
trique riemannienue), son polynéme de POINCARE est divisible par
(¢t -+ 1)2, le quotient étant le polyndme de POINCARE de lanneau
d’homologie des formes exprimables & I’aide de certaines coordonnées
distinguées.

Sur une variété riemannienne localement réductible, toute for-
me harmonique est somme de formes harmonique pures, les formes
pures étant définies par rapport aux coordonnées distinguées asso-
ciées & la structure de produit local.
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Etant donnée sur la variété riemannienne V,, une forme exté-
rieure quadratique £ de rang 2r<Cm, a dérivée covariante nulle,
on a les résultats suivants (complétant ceux de H. GUGGENHEIMER)
concernant les nombres de BETTI b, de V,,:

" b0, pour 0<<p=<"r; bpa=<<b,, pour p<"r.

Si Pon exprime F localement en fonction de 2r variables distin-
guées, soit ¢y, le nombre de formes harmoniques indépendantes de
degré p s’exprimant localement i Paide de ces variables distinguées.
Alors ¢4y est pair,

M. LicHNEROWICZ appelle variété pseudokihlerienne une va-
riété riemannienne V,, munie d’une forme quadratique extérieure
£ de rang 2w partout, échangeable avec la métrique riemannienne
et 4 dérivée covariante nulle. La structure ainsi définie équivaut a
la donnée d’une structure presque hermitjenne dont la forme qua-
dratique extérieure associée Q2 est fermée et dont la structure pres-
que complexe sous-jacente est sans torsion. Si cette structure pres-
que complexe dérive d’une structure complexe, on a une structure
kihlerienne. D’aprés des résultats non publiés de SPENOER, il sem-
ble qu’il en soit toujours ainsi sous certaines conditions de diffé-
rentiabilité. Quoi qu’il en soit, les résultats précédents montrent
que les variétés pseudokihleriennes ont les propriétés classiques
des variétés kihleriennes (démontrées par HoDGE, ECKMANN-GUG-
GENHEIMER). :

La théorie du groupe d’holonomie d’une connexion, due 3 ELIE
CARTAN, 8 fait récemment des progres importants sous linfluence
de la théorie des espaces fibrés. On doit &8 M. LIOENEROWCZ des
résultats intéressants concernant les groupes d’holonomie des espa-
ces riemanniens ou hermitiens. En collaboration avec ARMAND Bo-
REL, il a montré que le groupe d’holonomie homogéne d’une variété
riemannienne V, en un point # est un groupe de LIE vy, , dontla
composante connexe de I’élément unité est un sous-groupe compact
du groupe orthogonal O, ; ce sous-groupe est le groupe d’holonomie
homogeéne restreint o, correspondant aux lacets homotopes & 0.
Citons encore les résultats suivants : '

Soit o, le groupe d’holonomie homogeéne restreint d’une variété
pseudokiihlerienne V,,. Pour que o soit équivalent & un sous-groupe
du groupe unitaire unimodulaire 8U,,, il faut et il suffit que la
courbure de Ricor de V,, soit nulle. Le groupe d’holonomie restreint
o, d’une variété pseudokiihlerienne i courbure de Rioocr différente
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de 0 admet un centre non discret. Enfin tout espace riemannien
homogeéne G/H, ou G est un groupe compact et dont la courbure
de Rrccr est nulle, est localement euclidien.

Dans sa conférence du Colloque de Géométrie différentielle de
Strasbourg en 1951, M. LICHNEROWICZ a fait une étude approfondie
des espaces homogénes kihleriens, dont je me borne & citer les
résultats suivants:

8i un espace homogéne kihlerien W,,= G/H, ot n > 1, est
4 courbure de Riccr non nulle et si le groupe linéaire connexe
d’igsotropie est irrédnctible par rapport an corps des réels, alors
W, est un espace hermitien symétrique irréductible. !

8i @ a un centre non discret, Pespace homogeéne kahlemen est
réductible et admet. une partie localement unitaire.

Si un espace homogéne kiihlerien a groupe G compaect n’est
pas localement unitaire, son groupe connexe d’isotropie admet un
centre non discret. :

Tout espace homogéne kihlerien G/H, oit G est semi-simple
compact et H connexe, est produit d’espaces homogénes kiihleriens
pour lesquels d’une part G est simple, de centre réduit a Vunité,
et d’auntre part H est centralisateur connexe de la composante con-
nexe de 1’unité dans le centre de H .

Oet exposé sommaire de 'oeuvre de M. LicHNEROWCZ est for-
cément trés incomplet et ne donme gu’un apercu trés superficiel
des résnltats qu’il a obtenus dans tant de domaines. Cette ceuvre
constitue certainement une contribution importante & la Géométrie
différentielle et elle a déja exercé umne influence marguante sur les
recherches en cours et en particulier sur les nombreux éléves qui
ont travaillé sous la direction de M. LioHNEROwWICZ. Elle remplit
donc parfaitement les conditions posées pour Vattribution du prix
FuBINI.
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/1/

GEOMUTRIE. — Les invariants intégraux et la topologie de U'espace projectif
réglé. Note de M. Enarsmany, présentée par M. Elie Cartan.

M. Cartan a montré (') que, dans un espace homogéne a groupe fonda-
mental clos, la détermination des invariants intégraux fournit des rensei-
gnements précis sur la topologie de cet espace. On peut appliquer ces idées
a I'étude de la variété formée par les droites, ou plus généralement par les
plans ou hyperplans a4 £ dimensiouns, de l'espace projectif complexe a
n dimensions complexes.

Le groupe G projectif unimodulaire de la forme d’Hermite

By A XgLg e oo+ X Tin o

transforme transitivement la variété des droites de 'espace projectif (#,,

Ty, ..., Xysy). L'espace des droites, qui admet G comme groupe fonda-
mental clos, est symétrique, car le sous-groupe g qui laisse invariante la
droite origine (w,=. . .==ux,,, = o) est le plus grand sous-groupe invariant
pour I'involution
2, =a,, X'y =7 Xy, Ay = — . R Ey T Ty
En remplagant x,, ., ..., .., pavy,, ..., ¥, le sous-groupe g s’écrit
A R S

Py T g\ T Qe X,

B AV b= by,

(') Annales de la Soc. pol. de Math., 8, 1929, p. 181-225.
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Les transformations infinitésimales qui changent de signe pour I'involu-
tion considérée sont
doy=............ T ey W3y
OFy=............ — Wi Y @) Yy,
a‘.yl =\ x, + W} L,
oy, = W'y~ W7y,

I3

Elles transforment la droite origine en la droite d*équations

Yy & wia,=o.

Les quantités w et ;} peuvent étre considérées comme les coordonnées
des droites infiniment voisines de la droite origine. Lorsque les x et les y
sont transformés par 2, les variables ! et w’ sont transformées suivant un
groupe linéaire v qui opére en définitive de la facon suivante :

Les o sont multipliées d’abord par un méme facteur ¢® et ensuite w; est

transformé comme le produit a;y;, ou les 2 et les v subissent des transfor-
mations hermiliennes unimodulaires.

Un invariant intégral dans 'espace des droites correspond & une forme
extérieure en | et ;} a coefficients constants et invariante par le groupe y.
Le raisonnement fait par M. Cartan a propos de 'espace projectif ponctuel
donne le résultat suivant : ‘

1l 0’y a que des invariants intégraux d’ordre pair. Le nombre d’invariants
intégraux linéairement indépendants d’ordre 2 s est égal 4la valeur moyenne
du carré du module du caractéce du groupe linéaire v, suivant lequel sont
transformés les produits extérieurs [wiw:. .. w}].

Pour trouver cette valeur moyenne, nous réduisons vy, en groupes
linéaires irréductibles. Un tel groupe irréductible sera équivalent au pro-
duit de deux représentations linéairesirréductibles d’ordre s respectivement
des deux groupes hermitiens unimodulaires dont P'un opére sir les @ et
I'autre sur les y. D’aprés M. H. Weyl (*), une représéntation’ linéaire
irréductible du premier groupe, de poids dominant «, A, -+ oty Ag, est associé
4 un certain schéma de deux lignes que nous désignons par (a, ;) avec
a +a,=Fs et a,2a,20. Une représentation linéaire irréductible du

(') Math. Zeitschrift, 23, 1925, p. 287,
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deuxiéme groupe, de poids dominant
Brpi 4 Bapts o+ Bppp, S ool p<Tqg et BikBat. - Bp=5s.

correspond A un autre schéma ((3). Pour que le produit de ces deux repré-
sentations figure dans la réduction de v,, il faut et il suffit que I'on passe
du schéma («,, «,) au schéma (3) par I'échange des lignes et des colonnes.
A chaque schéma (a,, a,) avec au plus ¢ colonnes correspond alors un
groupe irréductible et un seul contenu dans v,, la variable dominante étant

[y, v g0 .. o),
Dou:

Treortme. — La valeur moyenne du carré du module du caractére de vy, est
égalkau nombre de schémas (o, a,) avee g2 o, 20,20 et oy + oy =5.

A chaque groupe irréductible obtenu correspond une forme extérieure
invariante d'ordre 25 que nous désignons par Q(«,, «,) et qui fournit une
intégrale de différentielle exacte. Cette intégrale est nulle lorsqu’on 1'étend
a une variéié fondamentale de Schubert [ @,, a,] & s dimensions complexes,
sauf si la variété a pour symbole [ «,, 2, + 1] . Les formes  n’étant définies
qu’a un facteur constant prés, on peut supposer que fﬂ(a., «,) étendue
a oy, a,+ 1] soit égale a 1.

D’aprés les théorémes démontrés par M. de Rham ('), on peut conclure :
Dans P'espace complexe des droites, les nombres de Betti relatifs aux
dimensions impaires sont nuls. Unebase de ’homologie avec division pour
les cycles de dimension 2s est fournie par les variétés fondamentales de
Schubert{a,, a,] avec a, + a;=s+1.

Les résultats précédents se généralisent facilement quand on considére
la variété des hyperplans a 4 dimensions de I’espace projectif complexe a
n dimensions.

() Journ. de Math. pures et appl., 10, 1931, p. 115-200.
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/2/

TOPOLOGIE. — Sur la topologie de certaines variétés algébriques. Note
de M. C. Euresmany, présentée par M. Llie Cartan.

La méthode que nous résumons dans cette Note revient surtoat a appli-
quer le lemme suivant :

Lesmus. — Etant donné un complexe K et dans K un sous-complexe L, si
K — L est homéomorphe a une cellule oucerte, toute chaine sur K, de dimen-
sion inféricure a celle de K, peut étre dé formée d’une fagon continue en une
chaine sur L.. Pendant cette déformation, les points situés sur L. peuvent étre
marntenus fixes.

Dans les applications K et L sont des suhdivisions de variétés algé-
briques.

Variété des droites d'un espace projectif complexc. — [p] désigne un
espace 4 p dimensions contenu dans l'espace projectif complexe [r].
[Py q) ot 0Sp<g<n est le symbole de Schubert pour la variété des
droites situées dans un [¢] et rencontrant un [ p], 'espace [p]étant contenu
tout entier dans [g]. La variéié de toutes les droites de [r], de symbole
[7— 1, n],estunevariétéa 2n — 2 dimensions complexes représentée par une
variété algébrique sans singularités dans un espace projectifa [n(rn -+1)] — 1
dimensions. [p, ¢] est représenté par une variété algébrique a p+qg—1
dimensions complexes. Supposons donnée dans [n] une suite d’espaces,
avec un espace pour chaque dimension :

(1) Lol IC 21T .. CIp1C-. - Clrn—1]C[n]

et considérons toutes les variétés [ p, g]détinies pour ces espaces. Il existe (')
une subdivision de [n—1, n] formant un complexe régulier orientable K
et telle que les variétés [ p, g]soient recouvertes par des sous-complexes
de K. A chaque variété [ p, ¢] correspond alors un cycle orienté que nous
désignons encore par | p, g].

Sil'on enléve de [ p, ¢] les deux variétés [p—1, g] et [p, g—1], on en
fait une cellule ouverte. En effet, unedroitede [ p, g|—[p—1,9]—[p, g—1]
est définie par un point M de [ p]—[p—1] et un point M’ de

[9—1)—[g—2],

(') Voir B. L. Vax per Waeroen, Top. Begriindung der Kalkiils der abzihlender
Geometrie (Math. Ann., 102, 1929, p. 360), et S. Lerscusrz, Topology, Chap. VIII.
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ol [g—1] est un espace & ¢ —1 dimensions contenu dans g et conte-
nant [ p—1], tandis que [g — 2] est I'intersection de [¢ — 1] avec[g —1].
La variété des droites MM’ est le produit des deux cellules ouvertes

(pl—{p 1] et [g—1])—{g--2].

(est done une cellule ouverte dont la frontiére est formée par [p—1, ¢]
et [ p, g —1]. La frontiére se réduit 4 une seule variélési p—oou p=¢g—1.
Ainsi [0, ¢]—[o0,¢g—1] et [¢g—1,9]—{qg—=2,¢] sont des cellules
ouvertes. *

En appliquant le lemme énoncé, on démontre par récurrence le théoréme :

Tatorkme. — Sur la variété [n—1, n), tout cycle T, peut étre déformé
d'une fagon continue en une combinaison linéaire de cycles [ p, q] de dimen-
ston <r.

Les cycles algébriques | p, ¢] étant de dimension paire, tout cycle I', de
dimension impaire sera homologue & o. Tout cycle I', de dimension paire
sera homologue a une combinaison linéaire des cycles [ p, ¢] de dimen-
sion r. Les cycles [ p, ¢] de dimension r sont linéairement indépendants,
car la matrice des nombres d’intersection de ces cycles [p, ¢] avec les
cycles [n— ¢, n — p], de dimension complémentaire, est égale i la matrice
unité. Donc :

Takowkne. — Les cycles[ p, q] de dimensionr forment unc base d”homologie.
pour la dimension r. 1l n'y a pas de cocfficients de torsion. Les nombres de
Bettd pour les dimensions impaires sont nuls.

Variété des [k] d’un espace projectif complexe [n]. — Nous consi-
dérons toutes les variétés fondamentales de Schubert (*) de symboles
[ @y, @, ..., a], les espaces [a;] étant pris parmi ceux de la suite (1). On
peut généraliser pour ces variétés les raisonnements précédents, et lon-
obtienl ainsi le théoréme :

TukoriME. — Les cycles [ aq, a4, . .., a,} de dimension r forment une base
d’homologie pour la dimension r. Il n’y a pas de coefficients de torsion.
Les nombres de Betti pour les dimensions impaires sont nuls.

Variétés réelles. — Sur la variélé des droites réelles ou des [/£] réels d’un
espace projectif [n], toute chaine C, peut encore étre déformée en une
chaine contenue dans un certain nombre de variétés fondamentales de
dimensions <r. Toutes ces variétés fondamentales {a,, 4, ..., ], ou les

(Y) Voir C. Seere, Mehrdimensionale Riume (lincyké. Math. Wiss., U, T,
P- 794)-

291



154 ACADEMIE DES SCIENCES.

éléments considérés sonl réels, ne définissent plus des cycles orientés, mais
des cvcles (mod 2). Les cycles (mod 2) correspondant aux [a,, @, ..., 2]
de dimensions r sont encore indépendants (mod 2) et forment une base
d’homologie (mod 2).

Pour I'étude des cycles orientés, limitons-nous aux variétés de droites.

On peut démontrer que la variété [p, ¢] est orientable si p et g sont pairs,
sinon elle est non orientable. 1l y a exception pour [¢— 1, 4] qui est orien-
table si ¢ est impair et non orientable si ¢ est pair. Ces renseignements
suffisent pour déterminer les nombres de Betti et les coefficients de torsion
de la variété réelle [n — 1, n]. On trouve un certain nombre de coefficients
de torsion tous égaux & 2, et les seuls nombres de Betti différents de o
correspondent aux dimensions 4m et sont égaux a 1.
* La variété des droites réelles | n — 1, n ] est toujours doublement connexe;
sa variété de recouvrement simplement connexe est la variété des droites
orientées qui est homéomorphe a la variété des points complexes d'une
quadrique a n-—1 dimensions complexes. La méthode indiquée ici
s’applique 4 I’étude d’une telle quadrique. Elle s’applique encore & d’autres
variétés, par exemple a la variété des espaces | 4] situés sur une quadrique
ou 4 la variété des éléments linéaires d’un espace projectif.
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GEOMETRIE. — Un théoréme relatif aux espaces localement projectifs

et sa généralisation. Note de M. G. Enrgsmany, présentée par
M. Elie Cartan.

Définition. — Un espace localement projectif est une variété topologique
sur laquelle est défini un systéme de courbes, appelées géodésiques, tel
qu’il existe une représentation topologique d’un voisinage de chaque point
sur un voisinage de l'espace projectif, les segments de géodésiques ayant
pour images les segments de droites.

Nous cherchons 4 représenter un espace localement projectif I, sur I'es-
pace projectif, ou mieux sur 'espace sphérique. Les transformations
linéaires et homogénes de n + 1 variables définissent un groupe, que nous
appelons le groupe projectif de I'espace sphérique, quand on considére
comme transformation identique celles qui sont définies par la matrice
unité multipliée par un facteur positif. Le raisonnement qui est résumé ici
utilise essentiellement le fait que P'espace sphérique est simplement con-
nexe, et le lemme suivant, conséquence immédiate du théoréme fonda-
mental de la géométrie projective :

Lemue. — Si deux domaines de Uespace projectif (ou de Uespace sphérigue)
sont en correspondance topologique, les segments de drottes ayant pour images
des segments de droites, il existe une transformation projective bien déter-
minée qui réalise cette correspondance.

Toute courbe OM de I'espace E, peut étre recouverte par une chaine de
voisinages dont chacun admet une représentation géodésique sur I'espace
sphérique. Quand la représentation d’un voisinage de O est fixée, celle de
toute la chaine est bien déterminée. Donc toute courbe de l'espace E,,
ainsi qu’un voisinage ouvert de cette courbe, admet un développement bien
déterminé sur I'espace sphérique. La condition nécessaire et suffisante pour
qu'on obtienne toute courbe de V'espace sphérique comme image d’une
courbe de E, est que E, soit un espace clos a groupe de Poincaré fini. L'es-
pace universel de recouvrement de E, est alors équivalent a I'espace sphé-
rique. E, peut étre défini & partir de l'espace sphérique par un groupe fini
de transformations projectives sans points invariants. Comme un tel groupe
fini peut étre considéré comme orthogonal, on arrive au théoréme :

Tutonime. — Les espaces localement projectif's clos et a groupe de Poincaré
fini sont équivalents aux espaces localement sphériques (espaces de Riemann
a courbure constante positive). ‘
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Le raisonnement précédent (') s’applique & I’étude des espaces localement
homogeénes dont la structure est caractérisée par un pseudo-groupe de
Lie (*). Voici les principales étapes de cette étude.

Soit E, un espace localement homogéne que nous supposerons localement
équivalent a un espace homogéne de Lie H,.

I. I.’espace universel de recouvrement de H, fournit un espace homogéne

H, simplement connexe.

IT. Une transformation topologique entre deux domaines d'un H,, qui
change toute traunsformation infinitésimale en une autre transformation

infinitésimale du groupe de structure de H,, est réalisée par une automor-
phie de tout I'espace H..

III. Toute courbe de E,, ainsi qu’un voisinage ouvert de cette courbe,
admet une représentation bien déterminée sur H,, la représentation conser-
vant la structure locale.

IV. SiH, est clos, tout E, clos et &4 groupe de Poincaré fini admet H,
comme espace universel de recouvrement et se trouve caractérisé par un
groupe fini d’automorphies de H, sans points invariants dans H,. Si H, est
ouvert, tout E, clos a un groupe de Poincaré infini.

Remarquons qu’il n’existe pas toujours un espace homogéne de Lie qui
soit localement équivalent & un espace localement homogéne donné. Ceci
résulte du fait qu'il y a des groupes de Lie simplement connexes G admet-
tant des soms-groupes continus g qui sont ouverts dans G. L'’ensemble de
deux tels groupes () G et g définit toujours un pseudo-groupe dans un
certain domaine, mais il n’existe pas de groupe global qui soit localement
semblable & ce pseudo-groupe. En d’autres termes, le deuxiéme théoréme
de Lie peut affirmer seulement 'existence d’un pseudo-groupe engendré
par un systéme donné de transformations infinitésimales. Par contre, il
existe toujours, comme il a été démontré par M. E. Cartan (*), un groupe
complet satisfaisant aux conditions du troisiéme théoréme de Lie.

(') Adapté du raisonnement de M. E. CantaN, Lecons sur la Géométrie des espaces
de Riemann, Chap. 111 (Paris, 1928).

(#) Voir O. Vesren and J. H. C. Wuirengav, The Foundations of differential Geo-
metry (Gambridge Tracts, n° 29, 1932), Chap. VI et VI et J. H. C. Warreneap.
Locally homogencous Spaces, etc. (Ann. of Math., 33, 1932, p. 681-687),

(3) E. Canrax, La Théorie des zroupes finis et continus et I Analysis situs (Mémo-
rial Sc. math., fasc. XLII, Paris, 1930, p. 25).

(*) Comptes rendus, 190, 1930, p. 914-916 et 1003-1007.
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/1/

GEOMETRIE. — Sur la notion d'espace complet en géométrie différentielle.
Note de M. Cuaries Enrpsmany, présentée par M. Elie Cartan.

Dans une théorie de géométrie différentielle, il importe de définir ce
qu'il faut entendre par espace complet, lorsqu’on veut aborder I'étude des
propriétés globales d’un espace. La notion d’espace complet dépendra des
objets géométriques fondamentaux (élément linéaire, élément d’aire,
connexion affine, etc.) qui définissent la géométrie différentielle considérée.
D’une fagon générale, on pourraitconsidérer comme complet un espace qut
n’est pas prolongeable, c¢’est-a-dire qui n’est pas isomorphe a un domaine
d’un espace de méme structurelocale, ce domaine ayant au moins un point
frontiére. Mais la classe des espaces non prolongeables est trop vaste pour
que leur étude conduise 4 des théorémes simples. Dans le cas d'un espace
de Riemann, I'espace est dit complet ou normal si toule ligne divergente a
une longueur infinie (*). Je me propose d’étendre cette notion d’espace
normal au cas des'espaces généralisés de M. E. Cartan (*) et d'indiquer un
théoréme fondamental pour la classe des espaces normaux ainsi définis.

Du point de vue global, un espace généralisé de M. E. Cartan peut étre

(*y Voir H. Hoer, W. Rixow, Comment. Math. Helvet., 3, 1931, p. 209-225.
(*) Voir La méthode du repére mobile, elc. (Actualités scient. et ind., fasc. 194,

1935, p. 54-65).
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défini de la fagon suivante : soient E une variété analytique a n dimensions,
H un espace homogéne de Lie &4 » dimensions, G le groupe de Lie opérant
dans H et g le sous-groupe qui laisse invariant un point O de H. A chaque
point & de E nous supposons associé un espace H. isomorphe a H, le
point & étant supposé commun 4 E et H,. Un isomorphisme de H sur H,
peut étre considéré comme un repére dans H,.. Si cet isomorphisme met en
correspondance les points 2 et O, on a un repére d’origine @, qui sera
désigné par R.. S étant une transformation de G, on désignera par R, S le
repére qui se déduit de R, par la transformation S relativement a R..
L’espace E sera un espace généralisé par rapport & H lorsque tout point x,
admet dans E un voisinage V(x,) tel qu'aux poinis « de V(x,) on ait
associé une famille de repéres R, et tel qu’a I'ensemble de deux repéres R,
et R, 4. de cette famille on ait associé une transformation infinitésimale
S(x, dr) :Zeixi, ou e;=p(x, dzr),

i=1

les fonctions p;(®, dx) étant analytiques en @ et linéaires en da; de plus les

fonctions p(x, dx our =1, ..., n, sont linéairement indépendantes
P ? bl p b b b p

par rapport 4 dx, en supposant que g soit engendré par les transformations
infinitésimales lelles que ¢,=...=¢,=o0. La famille de repéres R, sera

appelée une famille analytique de repéres. On obtient une famille équiva-
lente en remplacant le repére R, par R, S,, otiu est un point de la variété g,
ce point étant une fonction analytique de @ dans V(x,). Les transforma-
tions infinitésimales associées & cette deuxiéme famille de repéres seront
S.'S(@, dx)S, 4. dont les paramétres sont

ee—=o(x, dz, u, du),

ol les n premiéres fonctions @, ne dépendent pas de du, tandis que les
r— n derpniéres sont linéairement indépendantes par rapport & du. Deux
familles analytiques de repéres associées & deux domaines V(ax,) et V(a@,)
doivent étre équivalentes dans tout domaine commun & V(x,) et V(x,).

Soient w;(%, d%) les paramétres de la “transformation infinitésimale
87" Szaz. Lie systéme d’équations différentielles

wi(iv di) :Pi(-'l’, dl‘),

ol x est supposé étre une fonction analytique d’un paramétre ¢, permet
d’associer & tout arc analytique de E d’origine @, un arc analytique de H
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d’origine O. Il résulte de I'’homogénéité de H que ce résultat est valable
pour un arc analytique arbitraire de E, et pas seulement pour un élément
d’arc suffisamment petit.

D’une maniére analogue, un élément d’arc analytique d’origine O peut
étre développé suivant un élément d’arc d’origine x,. Mais cette propriété
n’a pas forcément lieu pour un arc analytique quelconque lorsque E ne
satisfail pas & des conditions d’ordre global. Au pgint de vue local la
théorie des courbes est la mére dans les espaces E et H. Pour que la
théorie des courbes soit encore la méme du point de vue global, il faut et il
suffit que E satisfasse & la condition suivante : tout arc analytique de H peut
se développer suivant un arc analytique de E ayant pour origine un point x
quelconque. Un espace E satisfaisant & cette condition sera dit normal.
Cette condition généralise la condition de normalité pour les espaces de
Riemann. Si H’ est un espace homogéne localement isomorphe a H,
Pespace E peut aussi étre considéré comme un espace généralisé par rap-
port a H'. Si E est normal par rapport 4 H, il est aussi normal par rapport
a H'. Un espace normal est non prolongeable, mais un espace généralisé non
prolongeable n’est pas forcément normal,

La notion d’isomorphic entre deux espaces généralisés E et E' ne pré-
sente pas de difficultés. Deux espaces E et E' sont dits localement isomorphes
lorsqu'il existe un domaine de E qui est isomorphe & un domaine de E’. On
a le théoréme suivant : :

Etant donné deuwx espaces généralisés normaux et localement isomorphes,
s'tls sont tous les deux simplement connexes, ils sont globalement isomorphes.

Ce théoréme, dont la démonstration sera donnée dans un autre article,
généralise un théoréme analogue relatif aux espaces de Riemann (*). Tout
espace de recouvrement d'un espace normal est également un espace
normal. Par suite si E et E’ sont deux espaces normaux localement iso-
morphes, leurs espaces de recouvrement simplement connexes sont globa-
lement isomorphes.

(1) Voir W. Rivow, Math. Zeitschrift, 35, 1932, p. 514.
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/10/

GEOMETRIE. — Sur les arcs analytiques d’un espace de Cartan. Note
de M. Cuarces Euresmann, présentée par M. Elie Cartan.

Dans une variété analytique, peut-on joindre deux points arbitraires par
un arc analytique? On sait qu’il en est ainsi lorsque la variété est une
variété analytique d'un espace euclidien ('). Le but de cette Note est de
montrer que la réponse est encore affirmative pour les principaux espaces
qu’on étudie en géométrie différentielle. On a le théoréme :

Dans un espace de Cartan analytique on peut faire passer un arc analy-
tique par un nombre fint de points arbitraires, donnés dans un certain ordre.

-Pour le cas particulier d'une variété a connexion affine analytique, ce
théoréme a été démontré par M. T. Y. Thomas (), mais sa démonstration

. Waitney, Ann. of Math., 38, 1937, p. 809-818.

(") H
(®) Ann. of Math., 38, 1937, p. 120-130.

298



1434 ACADEMIE DES SCIENCES.

se généralise sans difficulté. Soient G un groupe de Lie, H un espace
homogéne transformé transitivement par G, g le sous-groupe de G laissant
fixe le point 0. Une structure d’espace de Cartan analytique (*), (*)
implique les données suivantes : 1° Une variété analytique E; 2° une cor-
respondance associant & tout point 2 de E un espace H, isomorphe a H
ainsi qu’un point de H, qu’on identifie avec z; 3° pour tout x, une famille
d’isomorphismes de H sur H, qui représentent o sur x et qui sont de la
forme & =£,u, ou £, est un isomorphisme particulier de la famille et u un
élément arbitraire de g. On peut convenir d’appeler ¢ un repére d’ori-
gine x; 4° les éléments £, quand x décrit E, engendrent une variété
analytique M telle que £u soit une fonction analytique de & et u (on sait
que g a une structure analytique intrinséque) et telle que le point @ cor-
respondant & £ soit une fonction analytique de £. Le point x sera appelé la
projection de £ sur E; 5° une fonction qui fait correspondre a tout- vec-
teur £ 4 df de M une transformation infinitésimale p (& + dt) de G, c’est-
a-dire un élément de 'espace vectoriel T tangent & G en ¢ (élément unité),
cette fonction p(& + dt) satisfaisant aux conditions suivantes : a. p(§ + d&)
est une fonction analytique du vecteur £+ 4% et définit -une application
linéaire réguliére de ’espace vectoriel tangent 3 M en & sur T

b, pli(u—+du)l= u'"i(ul—i— du}; c. plE+diyul=u'p(E+di)u.
La théorie d’un espace de Cartan repose sur I'équation
P(E+di)==0="(n + dn) (n==¢élément de G),‘

qui établit une correspondance entre arcs de M et arcs de G ainsi qu'une
correspondance, en vertu des conditions b et c, entre arcs de E et arcs de H.

'Si ’on veut s’appuyer sur la démonstration de M. T. Y. Thomas, le
théoréme énoncé résulte immédiatement de ce qui précéde, car la fonction
p(& +- d&) définit dans E une équipollence absolue, la condition d’équipol-
lence de deux vecteurs &+ d¢ et £+ dE étant p(E+ dE)=p(&+d¥").
Donc M est une variété a connexion affine analytique. En admettant que
deux points de M qui se projetient en a et b peuvent étre joints par un
arc analytique, la projection de cet arc sur E sera un arc analytique
joignant a et b.

La démonstration directe du théoréme présente de l'intérét, car elle

) E. Cartan, Ann. of Math., 38, 1937, p. 1-13.
) C. E

(
(* HRESMANN, Comptes rendus, 202, 1936, p. 2033-2035.
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conduit & définir au voisinage d’un arc analytique arbitraire un systéme de
coordonnées analytiques qu'on peut appeler coordonnées cylindriques nor-
males. Soient L. 'espace vectoriel tangent & g en 7 et K un espace vectoriel
tel que T soit la somme directe de K et L. Prenons.n vecteurs e,, ..., ¢,
formant une base de K. Soit £(0) l'intégrale de 1'équation
pE+ dE) :2 a;dfe;,
i=1

telle que §(0)=2¢,. La projection « de £(0) sera une fonction analytique
des guantités g;= @b, appelées coordonnées normales (*). Supposons que
les vecteurs e; et le repére E, soient des fonctions analytiques de z. Le
point x de coordonnées normales ¢, = o0, ¢, ..., ¢, sera une fonction ana-
lytique ¢(2, ¢s, - . ., ¢.)- Etant donné dans E un arc analytique C, on peut
déterminer %, et les vecteurs de base e; en fonctions analytiques de ¢ de
telle facon que la projection de &, décrive C, ¢ variant de o 4 1, et que
pE+dE) =¢, dt.- Considérant ¢, g2y .. .5 ¢. cOmme un systéme de coor-
données cartésiennes, la fonction = 9(, ¢, ..., g.) définit une applica-
tion analytiqtie localement biunivoque d’un voisinage du segment (o, 1) de
I’axe des 7 sur un voisinage de 'arc C, le segment (0, 1) étant appliqué sur
Parc C., Cette application définit un systéme de coordonnées cylindriques
normales au voisinage de C. Considérons alors dans E I'ensemble des ares
analytiques d’origine a. L’ensemble des points « qui sont atteints par
ces arcs forme d’aprés ce qui précéde un ensemble ouvert A. Soit m un
point de la frontiére de A. On peut encore suivre le raisonnement de
M. T. Y. Thomas et montrer qu'il existe un systéme de coordonnées
cylindriques normales recouvrant ¢ et m et par suite un arc analytique
joignant @ et m. Enfin existence d'un arc analytique passant par un
nombre fini de points donnés se démontre d’une fagon analogue en procé-
dant par récurrence.

Ce qui précéde permet de donner une démonstration simple du théo-
réme (*): :

Si deux espaces de Cartan analytiques sont complets (ou normauz) et sim-
plement connexes, tout isomorphisme local entre les deux: espaces se prolonge
en un isomorphisme global. '

En effet I'isomorphisme:local entre un voisinage de a et un voisinage
de o' fait correspondre alors & tout arc analytique C d’origine a un are
analytique déterminé C' d’origine a’, et & un systéme de coordonnées cylin-
driques normales autour de C un systéme de coordonnées cylindriques
normales autour de C’. On obtient ainsi un isomorphisme entre un voisi-
nage de C et un voisinage de . En faisant correspondre a I'extrémité d’un
arc C I'extrémité de 'arc correspondant C’, on montre que I’on établit un
1somorphisme global entre les deux espaces, 4 condition qu’ils soient sim-
plement connexes.
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/1Y

GEOMETRIE ET TOPOLOGIE. — Sur les congruences paratactiques et les
parallélismes dans les espaces projectifs. Note de M. C. Euaresmaxsw,
présentée par M. Elie Cartan.

Soient P, 'espace projectif réel & rn dimensions, H, 'espace projectif
complexe 4 n dimensions complexes engendré par P, et désignons par z, 2
deux points imaginaires conjugués de H,, c'est-a-dire homologues dans
P’anti-involution admettant P, comme lieu de ses points invariants. Pour
qu’il existe dans P, un champ de directions sans singularités, il faut et il
suffit que n soit impair. Dans ce cas, il existe méme des congruences de
droites contenant une droite et une seule passant par un point arbitraire;
une telle congruence forme un systéme de fibres rectilignes pour P,. Par
exemple, prenons dans H,,., deux variétés planes imaginaires conjuguées

H, et H, sans poinlts communs. Par tout point réel de P,,,, passe une
droite et une seule rencontrant H, et H,; I'ensemble de ces droites, qui
sont réelles, s’appelle une congruence paratactique et forme un systéme de
fibres rectilignes pour P,,.,. La variété des fibres est homéomorphe 4 H,;
mais on remarque que P,,,, n’est pas le produit de H, par une droite.
L’ensemble des H, sans points réels forme deux variétés connexes dis-
jointes. H, et H, sont de méme espéce (appartiennent 4 la méme variété
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connexe) ou d’espéce différente suivant que p est impair ou pair. Il y a
donc deux espéces de congruences paratactiques orientées. Si p est pair,
deux congruences paratactiques orientées contiennent au moins une droite
orientée commune ou un couple de droites orientées opposées suivant
qu’elles sont de méme espéce ou d’espéce différente. Si p est impair, en
général deux congruences paratactiques n'ont pas de droite non orientée
commune quand elles sont de méme espéce, et ont au moins une droite
orientée commune et un couple de droites orientées opposées quand elles
sont d’espéce différente.

Dans H,,_, considérons deux variétés H,,_, et H,,_, sans points communs.
H,,_, admet un systéme de fibres formé par des droites projectives com-
plexes; par exemple une anticongruence linéaire &, c’est-a-dire le systéme
des droites invariantes par une anti-involution J sans point double. Soit A
une droite de ;. La variété plane a trois dimensions contenant A, A est une
variété réelle Il. L'ensemble des variétés I forme un systéme de fibres planes
a trois dimensions pour P,;_,. La topologie de la variété des fibres, c’est-
a-dire de F,, s’étudie simplement. Considérons dans H,,_, des droites A,,
A,, ..., A, appartenant & &, telles que H,,_, soit la plus petite variété
plane qui les contienne toutes. Soit &; la variété des -droiles de F, qui
appartiennent a la plus petite variété plane contenant A,, A,, ..., A;. Dans
F . tout cycle est homologue 4 O ou a4 un multiple du cycle défini par F,.
Tout cycle dont la dimension est comprise entre 4(z—1) et 47 est défor-
mable en un cycle situé sur F,. Le polynéme de Poincaré de F, est
= ppptet 4 ' 41, En particulier &, est homéomorphe & la
sphére S, a quatre dimensions. On remarque que P,,_, n'est pas le produit
topologique de &, par I'espace projectif réel a trois dimensions. La sphére
S.i—« admettra un systéme de fibres sphériques & trois dimensions, la
variété des fibres étant encore &,. On constate que H,,_, a le méme anneau
d’homologie que le produit topologique de &, par la sphére S,, et il serait
intéressant de savoir si H,,_, est homéomorphe a ce produit topologique.

Considérons dans H,,_, une quadrique non dégénérée Q,,_, sans points
réels et invariante par l'anti-involution x> . Supposons que H,;_,
et H,, , soient ‘deux génératrices de Q,,.,. Soit = un point arbitraire
de H,,_,. Le plan tangent 4 Q,,_, en x coupe H,, , suivant une variété
plane X,,_, ne contenant pas . La correspondance 2 -» Xy, est une
antipolarité elliptique € dans H,,,. On peut trouver une anti-
involution &J définie dans H,,_, et telle que le point &' correspondant 4 «
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appartienne a X—Qk_g. Les droites 2 forment alors une famille ® de géné-

ratrices de Q,;_,. Par un point arbitraire y de xa’ passe une généra-
trice bien déterminée HY,_, de Q,,., rencontrant toutes les droites de ®.
Quatre génératrices HJ,_, déterminent sur toutes ces droites le méme
rapport anharmonique. Soit A le rapport anharmonique correspondant &
trois génératrices fixes et une génératrice variable et désignons celle-ci
par H},_,. Soient A la droite xa' et II la variété plane a trois dimensions
contenant A et A. Les variétés II forment dans P,,_, un systéme de fibres
planes; toute génératrice H},_, rencontre II Suivant une droite A;.
La famille de génératrices H},_, détermine dans P,,_, une famille S de
congruences paratactiques sans droites communes. Les droites de ces
congruences sont les droites réelles des fibres II..Pour les droites appar-
tenant & une méme fibre II, la famille $ détermine un parallélisme de
Clifford. La famille S définit un parallélisme pour l'ensemble des drottes
appartenant a I'ensemble des fibresII. Toute congruence paratactique admet
au moins une droite commune avec une congruence de la famille 8.
Considérons en particulier P, et H.. L’antipolarité & fait correspondre
a la droite A une droite A'. Les génératrices.a trois dimensions de Q, qui
passent par A, sont les variétés planes déterminées par 4, et A}, ou A’ est
quelconque. Etablissons entre A et X’ une anti-involution de premiére espéce
qui soit échangeable avec ’anti-involution de deuxiémeespéce A — A, définie

par H_g = H’. La famille G des génératrices contenant 4, et A}, forme alors
dans Q, un systéme de fibres planes a trois dimensions' complexes. La
famille § définit dans P, une famille de congruences paratactiques telle
que toute droite de P, appartient & une de ces congruences et une seule;
en d'autres termes G définit un parallélisme (') pour les droites de P.. La
variété des fibres du systéme & est homéomorphe 4 la sphére S,. On
remarque encore que Q, a le méme anneau d'homologie que le produit
topologique de H; par S,.

Ce qui précéde pose le probléme général de P'existence de systémes de
fibres planes dans les espaces projectifs réels ou complexes, probléme lié a
celui de I'existence de parallélismes.

(') La découverte de parallélismes dans P, est due & M. E. Cartan.
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/12/

GEOMETRIE ET TOPOLOGIE. — Sur la variété des génératrices planes
d’une quadrique réelle et sur la topologie du groupe orthogonal
a@ n wvariables. Note de M. CrparLes Eunesmany, présentée par

M. Elie Cartan.
Soit P, Pespace projectif 4 2n+1 dimensions dans lequel nous
considérons la quadrique Q,, d’équation
Il al— iy —. . —yi=o.
Soit P,,.,., le sous-espace projectif défini par les équations
oy = ¥ppa==...== YaT= O.
Soit Q,.., Pintersection de Q,, par P,..,..; Q,., sera défini par I'équation
i+l A — iyl —. . —yi=o.
En particulier Q, sera une quadrique homéomorphe & une sphére Q,
24 a4+ 2l yEimo.
Soit £, un pointde Q, et /, une tangente orientée passant par/,. Appelons O;
le point de P,,,, dont toutes les coordonnées sont nulles sauf y,. Le plan
(04, 14) coupe Q,., suivant deux génératrices g, et g, passant par ;. Soit g,
la génératrice qui pénéire dans 'angle déterminé par la droite orientée /,
et par la droite g,0, orientée d'une facon déterminée. Nous avons ainsi
une correspondance biunivoque et continue entre I'ensemble ({,,7,) et la
génératrice g,. Donc '

La vartété des éléments linéaires orientés de la sphére Q,, est homéomorphe
d la variété des génératrices g, de )

e
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Soit {, un élément plan orienté tangém a Q, et contenant /,. L’ensemble
(1,, 4, 1,) sera appelé un élément de direction composé. On définit de
méme un élément de direction composé (4, I,, &, ..., ), ou [; est un
élément plan orienté a i dimensions tangent & Q, et contenant les
éléments {; pour j <i. Par projection centrale de centre O, on fait corres-
pondre a /, un élément plan orienté [, contenant g, et tangenta Q,.,, c’est-
a-dire contenu dans la variété polaire de g, par rapport 2 Q,.,. Par projec-
tion centrale de centre O, on fait correspondre a [, deux génératrices g,
el g, & deux dimensions de Q,,,. Comme précédemment, une régle simple
permet de choisir d’une fagon déterminée 'une de ces deux génératrices,
soit g,, de sorle qu'on aura une correspondance biunivoque et continue
entre ['élément de direction composé (L, I, 1) et la génératrice g,. Par
récurrence on démontre alors facilement le théoréme suivant :

La variété V., ., des éléments de direction composés (1,,1,, ..., 1) de la
sphére Q, est homéomorphe i la variété des génératrices g, a p dimensions de
la quadrique Q,. . ‘

Soit g, ,., la figure formée de p -+ 1 vecteurs orthogonaux deux a deux
d’origine o dans I'espace euclidien a 7 + 1 dimensions. V,., ,., est égale-
ment homéomorphe 4 la variété formée par I'ensemble des éléments o, ...
Cette variété a été étudiée au point de vue topologique par M. E. Stiefel (*),
et joue un role fondamental dans la théorie des p-champs de directions sur
une variété différentiable. En particulier V., ., est la variété du groupe
orthogonal & n 1 variables.

La variété du groupe orthogohal réel a n—+1 variables est homéomorphe
a la variété des génératrices g, de la quadrique Q,,.

La variété des génératrices g, se compose bien de deux variétés connexes
comime la variété du groupe orthogonal. La propriété précédente devient
évidente sil’on remarque que la variété plane définie par

Ly X ...== X, =0

ne rencontre aucune des génératrices g,. Par suite les équations de g,
peuvent toujours se mettre sous la forme

yi=Zaxx: (hk=o0,1,...,n),

et, vérifiant identiquement l'équation de Q,,, définissent bien une trans-
formation orthogonale. La variété du groupe orthogonal connexe n’est autre
que la variété des semi-spineurs simples de composantes homogénes réelles £,

(') Commentarii Math. Helv., 8, 1v, 1935-36, p. 305-353.
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Eiio -+ By o1 2kSn+1. M. E. Cartan (*) a montré que c’est une
variété algébrique de 'espace projectif de dimension 2"—1 définie par un
certain nombre d’équations quadratiques. En particulier la variété du
groupe orthogonal connexe & quatre variables est représentée par la qua-
drique Q, elle-méme, ce qui montre que la variété simplement connexe
qui recouvre deux fois Q, est le produit topologique de deux sphéres
a trois dimensions. :

On connait le polynéme de Poincaré de la variété Vst uss du groupe
orthogonal connexe & » -1 variables (*). Dans ma These (*) j’ai étudié
d’une facon élémentaire la topologie de la variété des génératrices g,
de Q,,, c’est-a-dire la topologie de V,,A,y,,*,. Les résultats obtenus alors
peuvent s’énoncer maintenant de la facon suivante : Considérons dans
- Pespace euclidien E,., n+ 1 axes de coordonnées d’origine O et soit E; la
variété plane déterminée par les ¢ premiers axes de coordonnées. Consi-
dérons des entiers a,, a,, ..., a; tels que o < a, < a,< ... ap<n-1
et soit [0, a,, a,, ..., @] ’ensemble des variétés planes a £ dimensions
passant par O et admettant avec E, une intersection & 7 dimensions au
moins. Soit [[o, a,,a,, .. .,ak]] I’ensemble des rotations autour du point O
telles que leurs points fixes forment au moins une variété plane a k dimen-
sions appartenant 4 I’ensemble [0, a,, a,, ..., a].

Les variétés [[o, Ay, dey ..., a,,.]] découpent la variété Vo et en cellules
et forment les cycles de base pour ’homologie modulo 2. Il y a un certain
nombre de coefficients de torsion qui sont tous égauzx a 2.

(*)y Lecons sur la théorie des spineurs, Chap. V et VI, surtout § 123 (Paris, 1938).
(*) L. Posmaacin, Comptes rendus, 200, 1935, p. 1297-1280.
(*) Ann. of Math., 35, 1934, p. 396-443; Journ. de Math., 16, 1937, p. 6g-100.

+
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/13/

TOPOLOGIE. — Sur la topologie des groupes simples clos.
Note (') de M. Cnaries Enresmany, présentée par M. Elie Cartan.,

J’ai indiqué (*) pour la variété du groupe orthogonal & n variables une
subdivision en cellules dont on déduit, en particulier, les bases des groupes
d’homologie modulo 2. La méme méthode s'applique aussi bien aux
groupes simples clos des deux autres grandes classes de groupes simples (*).

Soit H,,, ,., 'hyperquadrique définie par I’équation
(1) Ty T+ BNy~ oo Ty Vo F oo — YpYp=0,
dans ’espace projectif complexe P, 1, 00 o, Z1y oo s Tay Yoy Yy -+ ¥
forment un systéme de coordonnées projectives complexes. En supposant
n>p,H,,, ,.. contient des génératrices planes dont la dimension complexe

maximum est p. Les équations d’une génératrice g, de dimension p peuvent
toujours s’écrire sous la forme

P
(2) xz:Zai,-y,- (i=o,1, ..., n).
/70

(1) Séance du 17 avril 193g.

(*) Comptes rendus, 208, 193g, p- 321-323.

(3) Une partie des résultats suivants ont déja éié obienus par d'autres méthodes.
Voir résumé et bibliographie dans E. Carran, Enseignement math., 35, 1936,
p. 196--200.
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En particulier si p=rn, les équations (2) définissent une transformation
linéaire laissant invariante la forme d’Hermite (%) = 2, %, + . . . + 2, &,.
Désignons par W, ,., la variété des génératrices planes g, de-H,.y ;..
La variété W, .ne1 €st done aussi la variété du groupe linéaire de la forme
d'Hermite (xx). En considérant H,., , comme l'intersection de H,, ..,
par la variété. définie par y,= o, on voit que par toute génératrice g, ,
de H,,, , passe une génératrice déterminée g, de H,., ., définissant une
transformation linéaire : unimodulaire laissant invariant (zx). Donc la
variété du groupe linéaire unimodulaire de la forme d’Hermite (x@) n’est
autre que la variété W, . De plus la variété W ., ., est le produit topo-
logique de W, , par le cercle. Dans 'espace vectoriel & n + 1 dimensions
sur le corps des nombres complexes, le carré scalaire d’un vecteur & étant
défini par (xZ), la variété W,., ,, peut aussi étre considérée comme la
variété des figures formées de p -+ 1 vecteurs unitaires orthogonaux.

En considérant H,., , comme une section plane de H,., .., les pro-
priétés topologiques de W, ,., peuvent se déduire de celles de W, ,.
Soit g} une génératrice donnée de H,.., ,.,. Désignons par [L] une variété
plane & £ dimensions et considérons une suite de variétés planes [p]=g",
fp—1], ..., 1], [o] telles que [p]|D[p—1] D... D[1] D[o]. Soit un
ensemble d’entiers a,, a,, ..., as tels que 0<a, < a, <. . <a<p et dési-
gnons par [(a,, a,, . . ., a;)] ’ensemble des génératrices g, qui coupent [a;]
suivantune variété a7 dimensions au moins. Parrécurrence pour lenombrep,
on démontre que la différence :

[(agy @y ooy ap ] — [(@y— 5, a4y ooy @)} — o= [y, gy ooy ap— 1)] — (g, @4, ..., ag, P,

ot 'on supprimera les symboles qui n’ont pas de sens, est une cellule
ouverte. Sip < n, les dimensions des variétés frontiéres de cette cellule
sont inférieures de deux unités au moins & la dimension de la cellule. On
en déduitle

TatoriMe. — Les variétés [(a,, a,, ..., ay)| forment dans la variété
W,y pvs une subdivision en cellules et définissent des cycles qui constituent
les bases des groupes d’homologie. Il 0’y a pas de coefficients de torsion. Tout-
cycle sur W, ., de dimension in férieure & 2(n — p)+ 1 est homotope ¢ o.
Lavariété W, ,., a les mémes invariants d' homologie et d’intersection que
le produit topologique des sphéres S*+', S, S2e—p+,

Ceci s’applique en particulier au cas o p=n—1, c'est-a-dire a la
variété du groupe linéaire unimodulaire de la forme d’Hermite ().
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Comme W, , ,., est le produit topologique de W, , , par S', le théoréme
est encore vrai pour p =n.

Considérons maintenant,  la place du corps des nombres complexes, le
corps des quaternions. Dans I’espace projectif quaternionien (*), 1'équa-
tion (1) définit une hyperquadrique dont les génératrices planes de dimen-
sion quaternionienne p forment une variété U,,, ,.,. On définira comme
précédemment les variétés{(a,, a., ..., a;)]. Ces variétés formeront les bases
d’homologie de la variété U, ., qui aura les mémes propriétés d’homologie
et d’intersection que le produit topologique S*+3 >< B*m1 5 [ > SHn—ri+s,
Il R’y a pas de coefficients de torsion, et tout eycle de dimension inférieure
a 4(n— p)+ 3 est homotope a zéro.

La variété U,., ,., est aussi la variété du groupe linéaire quaternionien
qui laisse invariante la forme d’Hermite quaternionienne (2z). Si l'on
écrit un quaternion A, + e, A, 4 €, A, -+ €, X, sous la forme

ho+ by (hy —edy) =t + e,

ce groupe devient le groupe linéaire complexe opérant sur les variables
complexes u,, ¢,, Uy, 9, ..., U, ¢, et laissant invariante la forme d'Hermite
(uu) + (#v) ainsi que la forme extérieure [u,¢,] +[usv]=+. . .= [#a04].
Clest le groupe général de la classe (C) des groupes simples clos.

La méme méthode fournit, dans le cas du corps des nombres réels, les
propriétés topologiques de la variété V,., .., des génératrices g, de la

quadrique
Zy Xy k-t i =0

mais ici les variétés [(a,, a., ..., a;)] forment les bases des groupes d’homo-
logie modulo 2. Le polynome de Poincaré correspondant a I’homologie

modulo 2 est {1+ ") (1+2"")...(1-2"*). En particulier on retrouve trés
simplement les théorémes de M. Stiefel (*) concernant la variété V,., ,,.

(*) Voir S. Wacns, Géométrie projective quaternionienne (Mémoires publiés par
I’Académie royale de Belgique, 1936).
(*) Commentarii Math. Hely., 8, v, 1935-1936, p. 305-353.
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/ 14/

TOPOLOGIE. — Sur les proprictés d’homotopie des espaces fibrés. Note
de MM. Caarces Euresmasy et Jacoves Fewbsav, présentée par

M. Elie Cartan.

Définition d’un espace fibré assocté a un groupe G d’automorphismes de la
Jibre. — Soit E un espace topologique connexe ('), R une relation
d’équivalence dans E, B=E/R l'espace quotient de E par R (ou espace de
base), p l'application canonique de E sur B, I, (appelée fibre) la classe
d’équivalence };(w) correspondant &4 x€B, F un espace topologique,
G un groupe d'automorphismes de I'. Associons & tout x€DB une
famille H, d’homéomorphismes de I, sur F telle que :

a. sih,eH,, onait ¥ ' € G;

b. & tout x€B corresponde un voisinage U, et un homéomorphisme

de })q(Ul.) sur le produit topologique U, ><F, cet homéomorphisme, qui

(') Poar la terminologie, voir N. Bouvrsaki, Kléments de mathématique, 1, Théorie
des Ensembles; W1, Topologie générale, Paris, 1939-1940.
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induit pour y€U, un homéomorphisme 4, de F, sur {y < F, étant tel
que I'application composée de /2, avec la projection canonique de U, < F
sur F appartienne 4 H,.

L’ensemble H des familles d’homéomorphismes H. définit sur E une
structure d'espace fibré associée au groupe G. On peut la désigner
par E(B, F, G, H).

Par exemple, le produit topologique B >< F définit une telle structure
d’espace fibré. Les fibres sont les ensembles {x}x‘F, et la famille H,
s'obtient en composant I’application canonique de {z|>< 1" sur F et les
automorphismies de I appartenant a G.

Le groupe G peut étre le groupe de tous les automorphismes de la
fibre F. Alors H, est la famille de tous les homéomorphismes de I, sur I,
et les conditions « et b se réduisent a la suivante: & tout # € B correspond

un voisinage U, tel qu'il existe un homéomorphisme de pl(U,,,.) sur U, ><F
qui applique, pour tout y € U, la fibre I', sur { y 1 < I'. 81 G se réduit a la
transformation identique dans I, H. se compose d'un seul élément et
Vespace E(B, F, G, H) est le produit topologique Bx<I*.

Lemue ve vivormartion. — Sotent K un complexe fint, ®,(K) une représen-
tation continue de K dans E, p@,(K)=¢,(K) la projection de cette repré-
sentation sur B. Toute dé formation continue ¢ 4 (K)de ¢,(K') dans Bestla
projection d’une déformation continue ®,(K) de ® (K) dans E (o<t<1).

On peut subdiviser K assez finement pour que, o/ désignant un simplexe
quelconque de la subdivision, a chaque et 4 chaque &” corresponde un
voisinage ouvert U, satisfaisant & la condition 6 et contenant ¢,(o”). Le
lemme se démontre ensuite par récurrence sur la dimension de K.

Groupes d'homotopre. — E étant connexe, il résulte des définitions que B
est connexe et que, si I n’est pas connexe, ses différentes composantes
connexes sont homéomorphes. Soit w,(I') le n* groupe d’homotopie de
P'une d’elles. Soient =,(E), 7,(B) les n* groupes d’homotopie (*)de E
et B. Soit «),(F,) le sous-groupe de =,(I",) formé des classes de représen-
tations de la sphére 8” dans une fibre I, qui sont homotopes a zéro dans E.
Soit =, (E) le sous-groupe de n,(E) formé des classes de représentations
de S dans E qui contiennent des représentations de 8" dans F,. Soit =, (B)
le sous-groupe de 7,(B) formé des classes de représentations de S” dans B

(2) Hurewice, Proceedings Akad. Amsterdam, 37, 1935, p. 112-119. On suppose
que tous ces groupes d’homotopie existent.
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qui sont projections de représentations de S” dans E. Lorsqu’on change ¥,
7, (E) est invariant et ©,(I7,) reste homologue & un sous-groupe fixe = (F)
de 7,(I") dans un isomorphisme de =,(F,) sur =, (F).

TreorEME. — On a les isomorphies suivantes :

(1) R R !
(2) w0 (a2

3) m) > Z G,
Sz, de plus, I est connexe, on a

(1) 7, (B) 2 7, (B).

Voici une esquisse de la démonstration de (1) : Toute représentation
o(85*")cF,, homotope & o dans E, est prolongeable 4 une représen-
tation ®(B")CE de la boule B" intérieure & S*~', coincidant avec ¢ sur,
S*'. Par projection, on en déduit une représentation {(S")CB. En
prenant tous les prolongements possibles ® de ¢, on associe & ¢ une famille
de ¢ qui forme un systéme de classes de 7,(B), el ce systéme de classes
est un élément du groupe quotient |7, (B)}/=,(B), qui ne dépend que de la
classe de ¢. On définit ainsi une application de «,_,(F) dans|=,.(B)]/=.(B).
Inversement, en utilisant le lemme de déformation, on montre qu'une
représentation U(S")C B peut toujours étre définie par projection d'une
représentation de B” dans E, la frontié¢re S*—' de B" étant représentée dans
une fibre. Donc =, (I") est appliqué sur [n,(B)]/=,(B). On vérifie que
cette application est un homomorphisme et que le noyau de cet homo-
morphisme se réduit & I'unité.

Applications. — a. Soit E un espace de recouvrement de B. L'espace E
est fibré sur B. Chaque fibre (ensemble de points recouvrant un pointde B)
est un espace discret. On retrouve le théoréme d’Hurewicz

1, (1) >~ 7, (B) (n>1).

b. Soit V" une variété admettant la sphére S™ comme espace de recougre-
ment universel (n >>1), et supposons que V" soit recouvert ¢ fois. On voit
alors que les classes de représentations de S™ dans V" sont caractérisées par
leur type d’homologie, c’est-a-dire par leur degré, et que 'ensemble de ces
degreés est formé des multiples de q.

c. Groupes d’homotopie des espaces projectifs complexes. — La sphére S+
est fibrée par des cercles S', la variété de base étant l'espace projectif P,
4 k dimensions complexes (*) (£ 21). Il résulte des théorémes d’isomorphie
que :

P T {Pyy=o0;

2° 7 (P 2w, (8 (cyclique infini);

3 Tal Py

T ST (n>2).
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/15/
TOPOLOGIE. — Espaces fibrés associés.
Note (') de M. Cuarres Euresmany, présentée par M. Elie Cartan.

Les résultats qui vont étre exposés sont dus a la collaboration de
I'auteur et de I'un de ses éléves; ils font suite 4 une Note antérieure (*).

I. Méthode de construction d’un espace fibré. — Tout espace fibré de
groupe structural G, de symbole E(B, I, G, H) (*), “peut étre obtenu de
la fagon suivante : soient B et I deux espaces topologiques, G un groupe
d’automorphismes de F, ® une famille d’ensembles ouverts de B formant

un recouvrement de B, S = X U ><F la somme topologique des produits
Uew _

topologiques U >< I considérés comme des espaces topologiques disjoints.
Soit R la relation d’équivalence dans S telle que deux points y, € U, < F
et y,€U,><F solent équivalents lorsque : 1° la projection canonique
de y, sur U, et celle de y, sur U, correspondent au méme point z€B;
2° la projection canonique y, de y, sur I se déduit de la projection
canonique ¥y, de y, sur I par une transformation #; . ()€ G dépendant
du couple(U,, U,)etdex € U, N U,, de telle facon que ¥, soit une fonction
continue de (¥, ); 3° ty, (2) = tr,y () ty,u,(x) pour z&U:nU,nU,.
L’espace quotient de S par R est un espace fibré E(B, F, G, H).

Soit p; la projection canonique de S sur E correspondant a R et soit p, la projection
canonique de S sur B, c'est-a-dire celle qui se réduit pour les points de U < F a la
projection canonique de U x F sur U. La projection canonique p de E sur B sera

-1

Papplication composée Pil;:~ Considérons une fibre F.—=p(z). ou z€B. Si 2€U.
Papplication réciproque de la restriction de p, & U< F est un homéomorphisme de I,
dans U< F; en le composant avec la projection canonique de U x F sur F, on
obtient un homéomorphisme 2,y de FosurF.SiUe®etzeU,ona ki, p—tpu(x)h,p-
A chaque fibre F, correspond donc une famille bien définie d’homéomorphismes de F.,
sur F; c'est la famille Hy== G A, ¢. L'ensemble H, somme des ensembles H.,., définit
une structure d’espace fibré E(B, F, G, H).

L. #fspace fibré principal associé a E(B, F, G, H). — Nous supposons que G
est une réalisation continue fidéle d'un groupe abstrait topologique G.

Soit U € ® et désignons par Hy la somme des ensembles H, correspondant
a tous les x € U. L'équation H,= G#h,, établit une correspondance

(1) Séance du 27 octobre 1941.
(%) Comptes rendus, 212, 1941, pp. 945-948.
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biunivoque g, entre les éléments de Hy et les couples («, 5), ou z € U,
s € G. Munissons Hy de la topologie image par ¢, de la topologie U < G.
Soit 8* la somme topologique Z H,, tous les espaces topologiques H étant

ted
considérés comme disjoints. Soit R* la relation d’équivalence dans S* telle
que deux éléments de 5" soient équivalents lorsqu’ils correspondent au
méme élément de H. Munissons H de la topologie d’espace quotient de S*
parR*. L'espace topologique R ainsi défini est un espace fibré H(B, G, G, H*)
que nous appelons espace fibré principal associé a E(B, F, G, H). Les fibres
sont les ensembles H,; elles sont homéomorphes a G. Etantdonné 4, € H,,
considérons I’homéomorphisme %, de H, sur G qui applique tout 4, € H,
—~ —

sur I'élément s' de G réalisé par la transformation %, A, de G. Soient H . la
famille des homeomorphlsmes K, et H* lasomme des familles H,.La trans-
formation £ /ll, ou K, k. € H,, est la transformation du groupe G, des
translations a droite de G qui applique s € G sur 55, ou o est I’élément

de G réalisé par hllz e G_. L’espace H est done bien muni de la structure
d’espace fibré H(B, G, G,, H*). H pourrait d’ailleurs aussi étre muni d’une

1

structure d'espace fibré 4 groupe structural ,, groupe des translations a
gauche de G. Si G n’est pas connexe, H n’est pas forcément connexe.

III. Construction de tous les espaces fibrés dont les espaces fibrés principaux
associés sont isomorphes a E*(B, G, Gy, H*). — Un isomorphisme de
E@B, F, G, H) sur E'(B/, I, G, H') est un homéomorphisme T de E
sur E’ tel que : 1° T transforme toute fibre F.. de E en une fibre F. - de E;
2° il existe un homéomorphisme © de I sur I’ tel que OHT —=1'. Il en
résulte 9GO = G'.

Soit E*(B (Jr,, H* ) un espace fibré, ou G est un groupe topologique
et G, le groupe des translations a droite dans G. Supposons qu’il soit cons-
truit par le procédé indiqué dans I, qui fera intervenir un recouvrement @
de B et des transformations 6, (@) €G,. Soit G une réalisation fidéle
de G dans un espace topologique F. On peut construire un espace
fibré E(B, F, G, H) dont 'espace fibré principal associé est isomorphe
aE*(B, G, G, H). A tout élément § de G, correspond un élément ¢ de G,
réalisation du méme élément de G. Soit tyu, (%) la transformation corres-
pondant & 6y (x). Les transformations fyy () de F, satisfaisant aux
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conditions. 2° et 3¢ de I, permettent de définir avec le recouvrement ¢ un
espace fibré de symbole E(B, F, G, H) dont I'espace fibré principal associé
est isomorphe a E*(B, G, G, H*).

Pour gue deux espaces fibrés E(B, F, G, H) et E'(B, F, G, H") soient
isomorphes, il faut et il suffit que leurs espaces fibrés principaux associés
sotent isomorphes.

IV. Espaces fibrés isomorphes ¢ un produit topologigue. — Nous dirons
que E(B, F, G, H) est isomorphe au produit topologique B < I lorsqu’il
est isomorphe a 'espace fibré 4 groupe structural G défini (*) par B >< F.
Pour que P'espace fibré principal associ¢ H (B, G, G,, H") soit isomorphe
a B> G, il faut et il suffit qu’il existe dans H un systéme continu de
représentants de B, c’est-a-dire une applicalion de B dans H telle que son
composé avec la projection canonique de H sur B se réduise 4 I'identité.
Donc, pour que E(B, F, G, H) soit isomorphe a B < F, il faut et il suffit
qu’tl existe dans H(B, G, G., H*) un systéme continu de représentants de B.

En particulier, st B est contractile en un point, tout espace fibré de base B
admet un systéme continu de représentants de B, d’aprés le lemme de
déformation de la Note citée (*). On a donc le théoréme :

Tout espace fibré E(B, F, G, H) dont I’espace de base B est contractile
en un point est isomorphe au produit topologique B < I (*).

V. Espace fibré des automorphismes de fibre associé a E(B, F, G, H).

Les transformations .h‘rh;:y ou ly, hl. € H, sont des automorphismes de F.. Leur
ensemble est un groupe A,, transformé de G par /,: /;;.Gh_r: A Soit A la somnme
des ensembles A.. Comme dans 1, on peut munir A d’une structure d’espace fibré
de symbole A(B, E, 6,,, H‘). A chaque h,€l,. correspond I'homéomorphisme
I, de A, sur uni applique a,€ A, sur I'élément de G correspondant & /zxa,jt;eG.
La transformation A % . est la transformation du groupe adjoint G:z de G définie
par G — (Ajz:) G(kl.icfl.)“l. H_ est ’ensemble des homéomorphismes A, .

Si G est abélien, A(B, G, G, H,) est isomorphe & B x G.

(*) Voir (?), p. 946.

(*) Généralisation, avec nouvelle démonstration, d’un théoréme du a J. Feldbau
| Comptes rendus, 208, 1939, p. 1622 (théoréme A)].
) p 939; P
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TOPOLOGIE. — Espaces [ibrés de structures compararables (').
Note de M. Cusrres Eunesmany,

Etant données sur un espace topologique I2 deux structures d’espaces
fibrés de symboles E(B, F, G, H) et E(B, I, G’, H"), correspondant au
méme systéme de fibres, nous dirons que E(B, I, ', H') définit une
structure pluy précise que E(B, ¥, G, H) lorsque H'CH. S’il en est ainsi,
le groupe structural G’ est un sous-groupe de G. Soit G, un groupe
d’automorphismes de F contenant G comme sous-groupe. Il existe une
structure d’espace fibré bien déterminée E(B, I, G,, H,) moins précise
que la-structure donnée LE(B, F, G, H) : Vensemble H, d’homéomor-
phismes des fibres F,, ot x&B, sur I est défini par Hi=G,H. Le
probléme étudié dans cette Note s’énonce de la facon suivante : Etant
donné un sous-groupe G' de G, trouver les espaces fibrés E(B, F, G', H") de
structure plus précise que E(B, F, G, H).

Soit H(B, G, G,, H*) I'espace fibré principal associé & E(B, F, G, H)
et considérons dans H la relation d'équivalence [G'] telle que la classe
d'équivalence de e H soit G’/ L'espace quotient H/{G'} est muni d’une
structure d’espace fibré de symbole H/[G'](B, K, G,, H,). La fibre K_, est
P'espace quotient de la fibre H, de H(B, G, G, H*) par la relation d’équi-
valence induite par [G']sur H,; I'espace K est I'espace des classes G's ot
s€G et ou G est le sous-groupe de G correspondant a G'; Uensemble H,
est 'ensemble des homéomorphismes e de K, sur K qui appliquent
G'h,ek., ou A,eH,, sur la classe G's €K, oi ¥&G correspond i
/:fr/;;eG, h.eH,; le groupe structural G, est la réalisation holomorphe
de G comme groupe d’automorphismes de K telle que la transformation
de G, qui correspond a seG applique G'seK sur G'sseK. Pour que les

(') Cette Note emploie les définitions et notations de deux Notes antérieures
i Comptes rendus, 212, 1941, pp. 945-948; 213, 1941, pp. 762-764).
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classes G's définissent dans G une structure d’espace tibré G(K, G/, G, .),
il faut et il suffit que G’ vérifie la condition suivante : () Il existe dans K
un voisinage V de G ek qui admet un systéme continu de représentants

dans G relativement & la projection canonique de G sur K. Lorsque la
condition («) est vérifiée, les classes G’'h, on A€ H, définissent dans H une
structure d’espace fibré H(H/[G'], G, G/, .). En particulier, il en est
ainsi lorsque G est un groupe de Lie a ~ dimensions et G’ un sous-groupe
fermé de G; I'espace K muni du groupe G, est alors un espace homogéne
de Lie.

Pour qu'une partie ' de H définisse un espace fibré E(B, F,G’, H') de
structure plus précise que E(B, F, G, H), il faut et il suffit que : (1) H’
soit réunion de classes d’équivalence suivant [G']; (2) la projection
canonique de H' dans H/[G'] soit un systéme continu de représentants
de B dans I'espace fibré H/[G'](B, K, G, Hy); (3) tout point de B admet
un voisinage W tel qu’il existe dans H’ un systéme continu de représen-
tants de W relativement & la projection canonique de H sur B. Lorsque
la condition (a) est vérifiée, la condition (3) est conséquence des deux
premiéres. Donc lorsque (@) est vérifié, les structures E(B, F, G', H') plus
précises que E(B, ¥, G, H) correspondent d’une facon biunivoque aux
systémes continus de représentants de B dans H[{G'] (B, K, G4, H,).

Considérons le produit topologique B < F comme un espace fibré dont les fibres
sont les sous-espaces { x| <X F, ol € B, et dont le groupe structural est réduit 4 la
transformation identique de F. Pour qu'un espace fibré E(B, F, G’, H') soilisomorphe
au produit topologique B x F, il faut et il suffit que.G’ soit réduit a la transformation
identique. Les structures E(B, F, G', H’), plus précises que E(B, F, G, H) et isomorphes
a B < F, correspendent donc d’une facon biunivoque aux systémes continus de
représentants de B dans H(B, G, Gy, H").

En supposant vérifiée la condition (2), les structures E(B, F, G'. H'), plus précises
que E(B, F, G, H) et a groupe structural donné G’, se répartissent en classes corres-
pondant aux classes des systémes continus de représentants de B dans ' [G'](B. K,
Gy Hp). deux tels systémes étant dits de méme classe lorsqu’il existe une isotopie de
I'un en I'autre telle que sa projection canonique sur B soit l'isotopie qui laisse fixes
tous les points-de B. Lorsque B est un complexe fini, deux structures E(B, F, G', H")
et E(B, F, G’, H") de méme classe sont telles qu’il existe une famille continue de
structures E(B, ¥, G', H}) plus précises que E(B, F, G, H) et une isotopie H,= o, (H'),
compatible avec la relation d'équivalence [ G'] et déformant H' en H”. Ceci résulte du
lemme suivant :

Lemue nisororie. — Solent E (B, F, G, ) un espace fibré, A un complexe fini,
9:(A) un homéomorphisme de A dans B définissant une isotopie lorsque t varie
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de v d 1, A, la réunion des fibres correspondant aux points de 9,(A). 1l existe une

isotopie définie dansE par Aj= ®.(A}) telle que la restriction de ®,a la fibre F, C A,
soit un homéomorphisme de ¥, sur une fibre ¥,. C A}, cet homéomorphisme étant

de la forme ]_L:_.v]lx, oti hy€ Hyy b€ Hy, le point &' € B se déduisant de x € B par

"homéomorphisme ¢, 29;

Eun particulier, si B est un com; lexe fini, toute famille d’automorphismes de B qui
définit une isotopie dans B se déduit par projection sur B d’une famille d’automor-
phismes de E(B, F, G. H) définissant uoe isotopie daps E.

i.e probléme de Pexistence de systémes continus de représentants de B
dans H[G'[(B, K, G, H,) peut ¢étre abordé par une méthode dont le
principe est du & E. Stiefel (*). En particulier, st B est un complexe de
dimension n et si les groupes d’homotopte de K sont nuls pour les dimen-
stons Sn—1, Ul existe des systémes continus de représentants de B dans
H G }(B, K, G, H,) et par sutte des structures plus précises que E(B, F, G, H)
a groupe structural (¥, St les groupes d’homotopie sont nuls pour les dimen-
stons <n, toutes ces structures plus précises sont de méme classe.

Par exemple, soit G un groupe de. Lie semi-simple non compact. La
théorie des espaces riemanniens symétriques de M. E. Cartan (*) montre
qu'il existe alors un sous-groupe compact G’ tel que K soit 'espace numé-
rique R¥ i & dimensions et tel que G, isomorphe au groupe adjoint de G,
laisse invariante une métrique riemannienne symétrique. Donc 1l existe
des structures plus précises que E(B, F, G, H) & groupe structural G’;
elles sont toutes de méme classe. De plus, chaque fibre K, étant munie
d’une méirique riemannienne symétrique invariante par le groupe d’auto-
morphismes de K, P'espace 71‘f’[G’](B, K, G;, H,) est contractile en un
systéme continu de représentants de B, chaque point de K, décrivant
pendant la déformation la géodésique unique qui le joint au point de ren-
contre de K, avec un systéme continn de représentants donné.

(*) Comment. Math. Helvet., 8, 1935, pp. 305-353.
(*) Voir par exemple L'Enseicnement Mathématique, 35. 14936, pp. 188 et 18g.

(Extrait des Comptes rendus des seances de I’ Académie des Sciences,
t: 284, p. 144157, séance du 26 jauvier 1942.)
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TOPOLOGIE. — Sur les espaces [fibrés associés @ une variété différentiable.

Note (') de M. CaanLes Enresmany.

Cette Note contient quelques applications immédiates de trois Notes anté-
rieures (*).

A toute variété différentiable V~ on peut associer un espace fibré appelé
variéié des vecteurs tangents & V", En effet, soit V" une variété numérique a n
dimensions (espace de Hausdorff tel que tout point admette un voisinage
ouvert homéomorphe & un pavé ouvert de l'espace numérique R”). Un homéo-
morphisme f d’un ouvert U de V" sur un ouvert U’ de R" définit une carte
locale (U’ f, U). Il existe un systéme A de cartes locales (U, f;, U)ex tel

que ‘ ' U;=V"; on peutl'appeler atlasde V. A deux carteslocales (U’, £, U)
iel
et (U}, f;, U;) correspond un changement de coordonnées locales Aj;, c’est-
a-dire un homéomorphisme de I'ouvert A;;= f,(U;nU)) sur A ;= f/;(U.nU)).
[’atlas A est dit différentiable lorsque tous les A;; correspondants sont diffé-
: ; q j p
rentiables. L’atlas différentiable maximal contenant A définit sur V*une struc-
ture de variété différentiable. Grace & un homéomorphisme naturel, V” peut
étre identifié avec l'espace quotient <2U;>/9, ou ED,' désigne 'espace
el i€l
somme des U; et ol ¢ est la relation d'équivalence « il existe k; tel
que u'== h;;(1) ». A hj;correspond un homéomorphisme %;; de 1'espace produit
A >< R®sur Aj;;>< R”, appelé prolongement de 4;; & ’espace des vecteurs liés
- . . .
(u, du> attachés aux points de A;; et défini par
— > —
u'=h;(u), du’:dh,,-(u, du); ueAy, due R,

La variété V* des vecteurs tangents a V" est par définition 'espace quotient

de 'espace somme Z(Ul > R") par la relation d’équivalence ¢ définie par
iel

(*) Séance du 3 mai 1943.

(%) a, b, ¢ (Comptes rendus, 212, 1941, pp. 945-948; 213, 1941, pp. 762-764; 214, 1942,
p- 144-147.) Les résultats de la présente Note ont fait I'objet d’'une communication a la
Société Mathématique de France (section de Clermont-Ferrand) le 16 avril 1942.
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’ensemble des fzﬁ. D’apres (') b, I, V» est un espace fibré de symbole
V+(V», R*, L, H), L étant le groupe linéaire homogéne de R*. La projection

~ . . . . . e .
de V= sur V" est I'application qui fait correspondre a la classe de (u, du> sui-
vant pv la classe de u suivant ¢, celle-ci étant considérée comme identifiée avec
un point  de V~. La fibre R} admet un homéomorphisme sur R* défini a4 un

automorphisme prés de l'espace vectoriel R", ce qui détermine sur R} une
structure d’espace vectoriel et permet de Pappeler espace vectoriel tangent

4 V7 en . Un élément de R étant désigné par (x, d:?:), on peut identifier
avec (x, 0). V* est ainsi identifié avec une section (*) de 'espace fibré V=, On
voit que V= est une variété i 2n dimensions, p —1 fois différentiable (resp.
analytique) lorsque V" est p fois différentiable (resp. analytique).

A toute représentation continue de L. sur un groupe continu Ly d’automor-
phismes d'un espace topologique F correspond, par la construction de (?) b,

1L, un espace fibré E(V~, F, Ly, H;) dit associé a V*.

Exemples. — 1° F = espace vectoriel des tenseurs sur R de type donné, Ly=— groupe
induit dans F par L, E == espace des lenseurs du type donné attachés aux points de V~.
Une section de E est appelée champ de tenseurs. 20 I — variété des sous-espaces vectoriels
non orientés ou orientés de dimension p de R?, Ly = extension de L a F, E = variété des
éléments de contact non orientés ou orientés de dimension p de V2. 3° I = variété des
formes quadratiques dans R* de signature donnée, Ly = exlension de L. & F, E = variété
des formes quadratiques de signature donnée attachées aux points de V*. Une section de E

est un champ de formes quadratiques, qui définit aussi une fanction de (x, c_ijv) appelée
forme diiférentielle quadratique sur V7, de la signature donnée. Remarquons que toutes les
variétés E ainsi définies sont p — 1 fois différentiables (resp. analytiques) si V” est p fols
différentiable (resp. analytique).

La structure V*(Vs R", L, H) contient-elle des structures plus pré-
cises, \vf“(V", R, L/, H'), ol L/ est un sous-groupe de L? Une telle structure
correspond 4 un parallélisme de vecteurs sur V" si L’ est I'élément unité de L,
a une orientation de V" si L/ est la composante connexe de 'unité de L. Si L’
est le groupe orthogonal Q de R", I'espace L/Q est homéomorphe & R+,
1 existe donc [ voir (*) ¢] une structure plus précise Vo(Vr, R, Q, H') et par suite
une forme différentielle quadratique définie positive sur V*. En effet, soit g<§>
une forme quadratique définie positive invariante par Q. La fonction

— > > > -
f(x, dac) = g(X), ou X correspond a (a:, rlx> dans un des isomorphismes de R},
sur R* appartenant & H', est une forme quadralique définie positive sur V-,

L’existence sur V*d’une forme quadratique f(x, (7.%) designature (p, n— p)

est équivalente 4 l'existence d’une structure plus précise Vr(Ve Re, I, HY),

() Section = systéme continu de représentants, voir (*) &, p. 764
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ou L est le groupe linéaire de R” laissant invariante la forme
S
g X):xf+. A ZE—ZE g — . — e

Or si Q' est le sous-groupe de L’ qui laisse invariant le sous-espace de R" défini
par x,,,=...=x.,=o0, l'espace L'[Q' est homéomorphe & R™. Par suite

Uexistence d’une forme f <x, d;:) est équivalente @ Uexistence sur V™ d'une
structure V*(Vr, R, Q') H"), qui est elle-méme équivalente & Uexistence sur V"
d’un champ d’élémenis de contact non orientés de dimensionp. Sip=1etn=4,
on obtient ainsi des conditions nécessaires pour la structure topologique d'un
univers possible en Relativité. Par exemple, la sphére S* et 1'espace pro-
jectif P* ne conviennent pas. Si I'univers V* est supposé compact et si 'on peut
définir par continuité une distinction entre passé et avenir en chaque point, la
caractéristique d'Euler-Poincaré de V* est nulle.

(Extrait des Comptes rendus des séances de I’ Académie des Sciences,
t. 216, p. 628-630, séance du 10 mai 1943.)
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TOPOLOGIE. — Sur les champs d’éléments de contact de dimension p comple-
tement intégrables dans une variété continuement différentiable V,. Note de
MM. Cuarces Euresmany et Grorees Rees.

Soit K un champ d’éléments de contact (') de dimension p dans V,. Une
variété intégrale élémentaire de K est une variété différentiable connexe V,
plongée dans V, et telle que 'élément de contact de V, en un point quelconque
x de V, coincide avec I'élément du champ en x. Le champ est dit complétement
intégrable lorsque les variétés intégrales élémentaires passant par un point
quelconque & de V,, forment unc base de filtre (*). L’ensemble de ces bases de
filtres, considérées comme des systémes fondamentaux de voisinages, définit
alors sur V, une nouvelle topologiec T. Un domaine de V, relativement & T est
appelé variéié intégrale de K, une composante connexe de V, relativement a T
est appelée variété intégrale compléte. Une variété intégrale W est élémentaire
si sa topologie est identique & la topologie induite sur W par la topologie ini-
tiale de V,. Toute variété intégrale compacte est compléle et élémentaire.
Un systéme de n — p formes de Pfafl définies sur V,, et linéairement indépen-
dantes en tout point de V, définit un champ d’éléments de contact de dimen-
sion p. Si V, est simplement connexe, tout champ d’éléments de dimension
n — 1 peut étre défini par une forme de Pfaff qui ne s’annule identiquement en
aucun point de V.

Turontme 1. — S le champ K est completement intégrable, V, étant Uespace
numériqgue R* ou la sphére S,, et si pet n—1 sont pairs, la caractéristique
d’Euler-Poincaré y (C,) d’une variété intégrale compacte est nulle.

En effet, soit C,_, la varié¢té des vecteurs unitaires normaux a C,. Clest un
espace fibré admettant C, pour espace de base, les fibres étant homéomorphes
43,_, . D’aprés un théoréme de Gysin (*), 1 (Cnt ) =x(C,). % (Snepi )= 2y (C,).
En faisant correspondre & chaque vecteur le vecteur équipollent d’origine O,
on définit une application fde C,_, dans S,,_, dont le degré est égal a 1/27%(C,.—,),
d’aprés H. Hopf (*). A toute déformation de C, on peut faire correspondre une
déformation de f; comme C, est réductible 4 un point, f est inessentielle.

Donc 1/2%(C,o)) =3 (C.)=o.

(') Voir C. ExresMann, Comptes rendus, 216, 1943, pp. 628-630.

(*) Voir N. Bourraki, Topologie générale, Chap. I, § 5 (Paris, 1940).

(*) Comm. math. helv., 14, 1941-1942, p. 113.

(*) Math. Annalen, 95, 1925, pp. 340-367. Voir également C. B. ALLENDOERFER, Amer.
Journ. Math., 62, 1940, p. 243-248.
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Thueorive 2. St K est un champ complitement intégrable d’éléments de
dimension n — 1 définissable par une forme de Pfaff w et si C,_, est une variété
intégrale compacte & groupe de Poincaré fini, toute variété intégrale suffisam-
ment voisine est homéomorphe ¢ C,_,. Si de plus V,, est compact, toutes les variétés
intégrales compleétes sont homéomorphes a C,,_, et constituent un systéme de fibres
de V,. SU 'V, est quelconque et si toutes les variétés intégrales complétes sont
compactes, celles-ci sont homéomorphes et constituent un systéme de fibres de V.

La démonstration fait intervenir des résultats de Bendixson sur les courbes
définies par des équations différentielles.

CoroLLaRE. — S 'V, est compact et a un groupe de Poincaré fini, K étant un
champ complétement intégrable d’éléments de dimension n— 1 définissable par
une forme de Pfaff w, il n'existe aucune variété intégrale compacte & groupe de
Porncaré fini et il existe au moins une variété intégrale non compacte.

Champs d’éléments plans (p = 2) complétement intégrables dans R* ou S;. —
Toute surface intégrale compacte est homéomorphe au tore. 1l existe effecti-
vement des champs complétement intégrables admettant le tore comme surface
intégrale. Par exemple, dans le tore euclidien plein considérons la forme

w=rdr-+ (1—r)dy,

r, distance au centre du cercle méridien correspondant; ¢, longitude; 9, lati-
tude. Cette forme est complétement intégrable et admet le tore r=1 comme
surface intégrale. En identifiant les bords de deux exemplaires de ce tore plein,
les méridiens de I'un étant identifiés avec les paralléles de 'autre, on oblient un
champ complétement intégrable sur S; admetiant un tore comme surface inté-
grale. Ce tore est adhérent & toutes les aulres surfaces intégrales complétes, et
celles-ci sont toutes élémentaires et non compactes.

Cet exemple mouire que, st une forme de Pfaff dans R® est complétement
mntégrable, elle n’est pas forcément de la forme AdU. Si une forme de Pfaif
complétement intégrable sur une variété compacte V, ne s’annule identi.
quement en aucun point de V,, elle n’est évidemment jamais de la forme AdU,
a cause de ’existence d'un maximum pour toute fonction numérique continue
définie sur un espace compact.

(Extrait des Comptes rendus des séances de I’ Académie des Sciences.
t. 218, p. 955-957, séance du 19 juin 1944.)
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TOPOLOGIE. — Sur les sections d’un champ d’éléments de contact dans une
variété différentiable. Note de M. Cuaries Enresmann, présentée par
M. Elie Cartan.

Soit ® un champ d'¢léments de contact de dimension n—p dans une
variété différentiable (*) V, de dimension n. Ftant donnée une variété
différentiable V,, nous dirons qu’une application différentiable f de V,dans V,
définit une section de ® lorsque f est partout de rang p et applique I'espace
vectoriel tangent en x &V, sur un élément de contact en f(x) qui coupe
P’élément du champ ® au seul point f(x).

Tuéowrime 1. — Soit (V,, f) une section de ®. Si 'V, est compact orientable et si
Uimage par f du cycle de base de dimension p a un multiple entier homologue d o
dans V,, la caractéristique d’ Euler-Poincaré de V , est nulle.

Dans une conférence faite au colloque de Topologie a Strasbourg le 4 mai 1946, jai
indiqué une démonstration de ce théoréme en supposant V, plongée dans un espace
numérique, ce qui est toujours possible d’aprés H. Whitney, et en utilisant les raisonne-
ments de deux Notes antérieures (?). Je vais montrer que c’est aussi une conséquence de la
théorie des classes caractéristiques de Stiefel-Whitney (*).

Soient E un espace fibré, B I'espace de base, F la fibre, G le groupe de struc-
ture, p la projection de E sur B. Supposons vérifiées les deux conditions
suivantes : a. Les groupes d’homotopie 7;(I') sont nuls pour les dimensions
i< r et de plus F est rsimple (*). 6. A toul élément du groupe d’homo-

topie =,.(F,), ou Frz;;(ac), x € B, correspond par continuité un élément
déterminé de . (I'); c’est-a-dire 'espace fibré de fibre w.(F), qui est assocté (*)
a E lorsqu’on considére G comme groupe d’opérateurs sur m.(F), est I'espace
produit B < =, (F). B étant supposé un complexe, la recherche d'une section de
I'espace fibré E conduit a la définition d’une classe de cohomologie caractéris-
tique W, de B relativement & E, a coefficients éléments de =.(F).

Soit f une application continue d’un complexe A dans B. Le sous-espace

(*y Jécrirai différentiable au lies de continiiment différentiable.

(%) C. Enresuann et G. Rees, Comptes rendus, 218, 1944, p. 995; G. Rees, Comptes
rendus, 220, 1945, p. 237, th. L.

() H. Wuirney, Lectures in Topology, p. 119 (Ann. Arbor, 1941).

(*) S. Ewensers, Lectures in Topology, p. 63 (Ann. Arbor, 1941).

(*) Comptes rendus, 213, 1941, p. 762.
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de A ><E, formé des couples (x, z) telsque p(z) = f(x), est un espace fibré E,
dont la fibre est toujours I et le groupe de structure G, tandis que son espace
de base est A. On voil qu’da W, correspond par / la classe caractéris-
tiqgue W, de A relativement a E,.

Application. — B=V .. Eest l'espace fibré dont chaque élément est une classe
de vecteurs tangents en x & V, modulo 'espace vectoriel définissant 'élément
du champ & en x, la classe des vecteurs contenus dans. cet élement étant
exclue; I est 'espace numérique R? moins l'origine; G est le groupe lindaire
homogéne dans R”; / définit la section (V,, /) du champ ®; E; est équivalent
a 'espace V" des vecteurs non nuls tangents a V. E satisfait & la condition (a)
pour r=p—1. Supposons vérifice la condition (). La classe caractéris-
tique W, de V, relativement 4 E correspond par f i la classe caractéristique W,
de V, relativement & V,’. Soit I', la classe d’homologie de base de V,.
Ona< W, I, >=<W,, f(I,) >, od <(,, I, > désigne le produit intérieur.
Or < W, T',>> est la caractéristique d’Euler-Poincaré ¢ (V,), dou le
théoréme 1. Si la condition ($) n’est pas vérifiée, on remplace V, par un certain
revétement a deux feuillets pour lequel elle sera vérifiée et 'on obtient le
méme résultat.

CoroLLare. — 8¢V, satisfait a la condition (b)), soit V, une variété compacte
non orientable telle qu’il existe une section (V,, [ de ®; alors y(V,)==o.

Remplagons E par 'espace fibré associé Et#~ formé parlessysiémesdep —r
vecteurs indépendants appartenant 4 une fibre de E. V|’ sera remplacé par V™7,
espace des systémes de p — r vecteurs indépendants tangenis & V. Si la condi-
tion () est vérifi¢e, V, a une classe caractéristique W, relativement a4 B,
qui correspond par f 4 la classe W,,, de Stiefel-Whitney de V,. On a la
formule fondamentale
(1) <W, 0, T >=<W., f(Tr)>

pour toute classe d’homologie T',., de V,,'. Sir=p—1our<p—1etrpair,
les classes caractéristiques sont & coefficients entiers, dans le cas contraire a
coefficients entiers modulo 2. Enoncons seulement la conséquence suivante de
la formule (1) :

TutortMe 2. — Soit (V,, f) une section du champ ®. Supposons la condrtion (b)
vérifice pour EP=1. 8¢ le groupe de cohomologie de V ,,, pour la dimension r -1 et
le domaine de coefficients convenable, est nul, la classe W ., de V, est nulle. Par
exemple, st V, est la sphére S,, toutes les classes caractéristiques de V , sont nulles.

Remarque. — Un champ ® dans V, n’admet pas toujours une section compacte.

(Extrait des Comptes rendus des séances de [’ Académie des Sciences,
t. 225, pp. 444-445, séance du 17 février 1947.)
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TOPOLOGIE. — Sur les espaces fibrés différentiables.

Note (*) de M. Cuarces Euresmany, présentée par M. Elie Cartan.

Etant données trois variétés différentiables E, B, I, une structure d’espace
fibré différentiable sur E est définie par un atlas différentiable (?) de E
sur B><F tel qu'une carte locale soit définie par un homéomorphisme
différentiable d’un ensemble ouvert de E sur un ensemble U < F, U étant un
ouvert de B, et que tout changement de coordonnées locales soit un homéo-
morphlsme dlﬁ"erentlable d’'un ensemble U ><F sur lui-méme de-la forme
==z, y'==t(x,y), xel, yel, y 'eF. Si z€E est représenté dans une
carte locale sur (x, y)€ U < F, 'application p telle que p(z)=a définit E
comme espace {ibré sur espace de base BB (en supposant que les ensembles U
correspondant aux cartes locales données recouvrent B). p est différentiable et
chaque fibre F, est une variété différentiable plongée dans E.

Proposimion 1. — Si E est compact, toute application différentiable p, en tout
pont de rang n, de E sur une variété B de dimension n détermine sur E une
structure d’espace fibré dyférentiable ().

Un champ & d’éléments de contact de dimension n (= dimension de B),
définl sur P'espace fibré différentiable E, sera dit sécant si les fibres F,
forment des sections (*) de ®. On voit facilement qu’il existe toujours des
champs sécants, mais seulement exceptionnellement des champs sécants
complétement intégrables.

Prorosition 2. — Soit ® un champ sécant complétement intégrable de Uespace
fibré différentiable E, a fibre compacte F. La projection p de E sur B définit cha-
cune des variétés intégrales complétes de ® comme revétement de B. Soit (B, f, 2')
le plus pett revétement pointé (* ) de (B, x) qui recouvre tous les revétements préceé-

(*) Séance du 2 juin 1947.

(*) D’une facon précise, par I'atlas maximal contenant I'atlas donné et satisfaisant aux
conditions imposées. Voir Comptes rendus, 216, 1943, pp. 628-630.

(*) M. Reeb, & qui j'ai signalé ce résultat, I'a appliqué dans Comptes rendus, 222,
1946, pp- 847-849, th. 1.

(*) Voir Comptes rendus, 224, 1947, PP 444-445.

(®) Pour la terminologie, voir 'C. EHRESMANN, Sur les applications continues, etc., (Bull.
Soc. Math. de France, 72, 1944, p. 38).
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dents, supposés pointés au-dessus de x € B. Soit p' la projection canonique de B' < F
sur B'. Il existe une application f' de B'><F sur E, telle que fop'= pof’, qui
définit B' >< I comme revétement de I et qui applique chaque ensemble B' ><{y |,
ot y €F, sur une variété intégrale compléte de .

En particulier, si B est compact, son groupe de Poincaré étant fini, toutes les
variétés intégrales complétes sont compactles. Si B est simplement connexe,
E est isomorphe & B >< . La proposition 2 s’étend aux variétés feuilletées
étudiées par M. Reeb (*).

CoroLLAIRE. — Avec les hypothéses de la proposition 2, les groupes d’homotopre
de B sont isomorphes a ceux de B >< F.

Remarque 1. — Plus généralement, un espace fibré E posséde cette derniére propriété
lorsque 'espace de base B admet un revétement (B’, f) tel que fsoit la projection pof;
d’une application continue f’ de B’ dans E. Un espace fibré E admet un revétement iso-
morphe & B’ < F lorsque B admet un revétement B’ contractile en un point. Dans ce cas
on obtient une méthode de construction de tous les espaces fibrés sur 'espace de base B.

Remarque 2. — On voit facilement que les hypothéses de la proposition 2 plus I’hypo-
these que E et p sont trois fois dillérentiables et ® deux fois différentiable forment les
conditions d’existence sur E d'un ds? tel qu'on ait le résultat que communique Lichné-
rowicz () : b;(B) =L b,(E), quel que soit 7, en désignant ainsi les nombres de Betti de B
et E pour la dimension /. Cette inégalité se démontre d’'une facon élémentaire dans le cas
suivant : E est un espace fibré compact sur un complexe B et le squelette K, de dimen-
sion r de B admet un revétement compact dans E; c'est-a-dire qu’il existe un espace
compact K, et une application f” de K| dans E dont la projection f= pof’ définit K| comme
revétement de K,. finduit un homomorphisme f* du groupe de cohomologie H;(B) dans
celui de K., pour i < r. Si le groupe des coefficients est le groupe additif des rationnels,
JS* est isomorphisme. En effet, soit W, & H;(B) et TY un cycle tel que (W, I} 2 o. Il
existe dans K, un cycle I" tel que f(I'")=iIY. Donc ( f*(W,), I'') = (W,, kI") = o,
c'est-a-dire f*(W,) £ 0. Comme f*= f"op", il en résulle que p* est aussi un isomorphisme
pour { < r. En particulier la condition est toujours vérifiée pour r —=1. Par exemple, la
condition est vérifiée pour r—n lorsque B est une variété¢ différentiable admettant un
revétement compact parallélisable, E étant un espace fibré associé (*) a B. Il en est ainsi
pour un espace compact localement euclidien, qui, d'aprés un théoréme de Bieberbach,
admet le tore comme revétement,

Prorositiox 3. — Soit @ un champ sécant quelconque de 'espace fibré différen-
tiable B, d fibre compacte . A chaque chemin différentiable reliant x ¢ x' dans B
correspond un homéomorphisme bien déterminé de ¥, sur ¥.. A [ensemble des
chemins fermés d'origine x correspond un groupe d automorphismes de F,,
qu'on peut prendre pour groupe de structure de E. Si @ est complétement
intégrable, on a une représentation du groupe de Poincaré de B en x surle
groupe d’automorphismes G de F...

(*) Comptes rendus, 22k, 1947, p. 1613.
(") Comptes rendus, 224, 1947, pp- 1413-1414.
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On peut dire que ® définit une structure d’espace fibré ¢ connexion infini-
tésimale. On rattache facilement & cetie notion les espaces généralisés de
M. E. Cartan(®).

(3). J’ai développé cette conception des espaces de Cartan a la fin d'une conférence
faite & Zurich en octobre 1942.

(Extrait des Comptes rendus.des séances de I’ Académie des Sciences,
t. 224, pp. 1611-1612, séance du g juin 1947.)
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/23/

TOPOLOGIE. — Sur les variétés plongées dans une variété différentiable.

Note de M. Cuarres Euresmany, présentée par M. Elie Cartan.

1. Un théoréme d’homotopie concernant les espaces fibrés. — Les résultats (')
que je me propose d'énoncer se déduisent principalement du théoréme
suivant (*).

Taeorime |. — Etant donnés deux espaces fibrés E(B, F, G, H) et E'(A, T,
G, H"), soit f une application continue de A dans B telle qu’il existe une applica-
tion continue [’ de E' dans E vérfiant la condition suivante : (v) La restriction
de [' « une fibre ¥, (ot u & A) est un homéorphisme de ¥, sur la Jibre F,. [ou
x=f(u)€B] de la forme hoh'—*, he H, ¥ €H'. Alors toute déformation ()
de f est la projection d'une déformation (f,) de f' telle que f, et f, vérifient la
condition .

Ce théoréme n’est qu’une légére généralisation du lemme d’rsotopie d’une Note
antérieure (), ol la déformation (f}) était supposée étre uneisotopie. L’espace
fibré E'(A, F, G, H') estisomorphe & 'espace fibré E, induit par I'application f,
défini dans une Note antérieure (*). Le théoréme 1 montre que la structure de
I’espace fibré I, ne dépend que de la classe d’homotopie de f.

2. Application aux sections d’un champ (*) et aux feuilles d’une variété
Sewdlletée (*).

Soit V, une variété dilférentiable munie d’un champ ®,_, d’¢léments de
contact de dimension n — p. On peut considérer I'espace fibré E des vecteurs
tangents a V,, et situés dans les éléments de @,_,, ainsi que l'espace fibré E, des
vecteurs normaux aux éléments de @,_, (en supposant V, muni d’une métrique
riemannienne ).

Taeoreme 2. — Soit (V,, ) une section du champ ®,_,. St [ est homotope a
une application constante, V , est parallélisable ; de méme, Uespace fibré E, (qu'on
pourrait appeler Uespace des vecteurs normaux d la section considérée) est alors
isomorphe & Uespace produit V, > R*7.

En particulier, st V, est muni d’une structure feuilletée définie par un champ

1y J'ai indiqué ces résultats dans une conférence faite a Ziirich le 24 février 1948.

(M

(?) Pour les notations, voir Comptes rendus, 212, 1941, p. 945-948.
(*) Comptes rendus, 214, 1942, p. 144-147.

(*) Comptes rendus, 22k, 1947, p. 444-445.

(*) G. Reee, Comptes rendus, 224, 1947, p. 1613-1614.
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complétement intégrable @, toute feuille V, contractile sur V, en un point est
parallélisable et Uespace des vecteurs normaux a 'V, est isomorphe a 'V, > R—r.

Remarques. — a. L’espace fibré des vecteurs normaux a une feuille V, d’une
variété feuilletée différentiable posséde toujours une propriété remarquable :
il admet une structure fibrée @ groupe structural discret et il existe un homomor-
phisme du groupe de Poincaré de V , sur ce groupe structural. Par exemple, 51V,
est simplement connexe, il est isomorphe a V,><R**. Ce résultal n’est pas
une conséquence du théoréme 1.

b. Si les éléments de conlact de dimension p orthogonaux aux éléments
de @, , peuvent étre orientés d’'une facon continue, la théorie des classes
caractéristiques conduit au résultat suivant : Er supposant que les groupes
d’homologie de V , se réduisent ¢ zéro pour les dimensions = p, toute section du
champ ®,_, est parallélisable.

3. Sur la variété V), des éléments de contact de dimension p de la variéé diffe-
rentiable V.

La variété V) est un espace fibré de base V,, la fibre étant la variété de
Grassmann G, ,; nous désignons par 7 la projection canonique de V/, sur V,,.
Soit E l'espace des couples formés d’un élément X, de V, et d’un vecteur
tangent a V, et contenu dans X,. L'espace E est un espace fibré dont V', est
I'espace de base, le groupe structural étant le groupe linéaire L, ou le groupe
orthogonal Q,.

Treoreme 3. — Soit g une application continue dans V, d’'un complexe A de
dimension d. St d =~ n — p, tout espace fibré de base A, de fibre R’ et de groupe
structural L, oi Q, est isomorphe & Uespace fibré K induit par une certaine appli-
cation fde A dans V', telle que g == 1o f. Si d 41 n— p, pour que deux appli-
cations f et f, telles que g==mo f =ro f, induisent des espaces fibrés isomorphes E;
et E,, il faut et il suffic quil existe une déformation (f.,) de f a f, telle
que g=r"of,.

Ce théoréme est a rapprocher du théoréme de Whitney-Steenrod (*) sur la classification
des espaces fibrés a groupe structural &,.

Etant donnée une application g d’une variété différentiable V, dans V,, pour qu'il
existe dans la classe d’homotopie de g une application différentiable partout de rang p, il
faut qu'il existe une application f de V, dans V) telle que g=mof et que E; soit
isomorphe a I'espace fibré des vecteurs tangents a V,. Il est possible que cette condition
soit aussi suffisante pour n > p. Si n> 2p, elle est toujours vérifiée et d’aprés Whitney
& peut étre approché par une application différentiable de rang p partout (7).

Par prolongement aux éléments de contact, toute application différen-
tiable g, partout de rang p, de V, dans V, donne une application f de V,

¢) SteeNroo, Annals of Math., 43, 1944.

(%)
(") Wmirney, Differentiable Manifolds (Annals of Math., 37, 1936).
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dans V’,. St f est homotope @ une application constante, V, est parallélisable.
En supposant n>>2p —+ 1, la classe d’homotopie de f ne dépend que de la classe
d’homotopie de g.

Supposons V, muni d’un parallélisme. Soit ¢ I'application par parallélisme
de V' sur G, ,, variété des éléments de V, attachés en un point O de V,. S
n>2p -1, la classe d’homotopie de ¢ f est un invariant de la structure diffe-
rentiable de V ,.

(Extrait des Comptes rendus des séances de I’ Académie des Sciences,
t. 226, p. 1879-1880, séance du 7 juin 1948.)



/24/

GEOMETRIE DIFFERENTIELLE. — Sur les formes différentielles extérieures de
degré 2. Note(*) de M. Cuarves Enresmany et M PavLerte LiBERMANK,
transmisc par M. Elie Cartan.

Soit V,, une variété n fois différentiable de dimension 2n. Sur V,, soit Q
une forme différentielle extérieure de degré 2, de rang 2n et n—1 fois
différentiable. Localement © peut se metire sous la forme

Wy A®y 4 0 ABat. .. Wp A\ Wy,

ol w; el o; désignent 2n formes de Pfaff linéairement indépendantes. La
forme Q sera dite complétement intégrable s’il existe au moins une variéié
intégrale (') de dimension n tangente & un élément de contact intégral (*)
arbitraire de dimension n. _

1. Pour que Q soit complétement intégrable, il faut et il suffit que tout élément
intégral de Q soit aussi élément intégral de dQ (7).

Cette condition est évidemment nécessaire, et dans le cas analytique elle est
suffisante d’aprés la théorie de M. E. Cartan (*). Mais en vertu d'un théoréme
de Lepage et Papy (*), cette condition est équivalenle & la suivante : ‘

2. Pour que Q soit complétement intégrable, il faut et il suffit que dQ=0/\Q.

Si cette condition est remplie, § est une forme de Pfaff bien déierminée,
d’aprés Lepage et Papy (*). Par différentiation extérieure on obtient df A\ Q=o,
ce qui entraine d = o, si n > 2. Localement on peut donc poser § = A" dA,
 étant une fonction numérique n —1 fois différentiable. On aalors d(A—*Q)=o.
Done Q@ = 21Q, avec dQ,= o. Localement il existe une forme de Pfaff 0,, telle
que Q, = d9,. On pourra la mettre sous la forme canonique

Oy = dy,+ T dys—+ ...+ Zndyn.

Au voisinage d'un point, ou dk =0, on pourra prendre y,=A. D’ou le
résultat suivant :

(*) Séance du g aout 1948.

(1) Par définition, la forme induite par & sur une variété intégrale ou un élément
intégral est nulle.

(*) d estle symbole de différentiation extérieure.

(?) Les systémes différentiels extérieurs, Paris, 1945.

(*) Tu.-H. Lerace, Sur certaines congruences de forme alternées (Bull. Soc. royale
des Sciences de Liége, 1946, p. 21-31); G. Papy, Sur la divisibilité des formes alternées, etc.,
(idem, 1947, voir p. 24, et le lemme p. 23).
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3. Pour n>2, toute forme € complétement intégrable, de rang 2n et
n—1 fois différentiable, est localement équivalente @ 'une des formes sutvantes :

a. dey A\ dyy+ ... +dx, \ dyn, st d2==o0 en tout point.
b, yldzs AN dys+ ...+ dxg A\ dyn), auw voisinage d’un point ou dQ 7 o.

L

Réciproquement toute forme équivalente a une des formes a et & est
complétement intégrable, ce qui démontre la proposition 1 en supposant Q
simplement n — 1 fois différentiable.

Le facteur intégrant local A~' est défini & un facteur constant prés, ainsi que
la forme Q,. Pour qu’il existe un facteur intégrant global, il faut et il suffit
que O soil homologue a o; cette condilion n’est pas toujours vérifiée. Tout
homéomorphisme local qui laisse & invariani reproduit Q, a un facteur cons-
tant preés.

Pour n = 2, une forme Q de rang 4 et deux fois différentiable est toujours
complétement intégrable, mais n’est pas toujours réductible a4 'une des formes
a et b. 11 lul correspond encore une forme de Pfaff bien déterminée 8, définie
par I'équation dQ =0/\Q. De plus on a d6/\Q = o. Les deux formes df et Q
peuvent étre dites en involution (*). Dans le cas général, on pourra déterminer
d’une fagon canonique 4 formes de Pfaff v, w,, ©,, ©, telles qu'on ait

Q== Aw, + 0, ATy,
df = k(s A — 0, AT,

§ = @, + ©s.

Le probléme d’¢quivalence pour Q est ainsi ramené au probléme d’équivalence
pour un systéme de 4 formes de Pfaff, quise résout facilement par les méthodes
de M. E. Cartan. La méthode précédente, suivanl une suggestion de M. Yen
Chih-ta, peut s’étendre & une forme générale de degré 2 et de rang 2 n.

(*) En chaque point leurs éléments intégraux forment deux complexes linéaires en
involution.

(Extrait des Comptes rendus des séances de |’ Académie des Sciences.
L. 227, p. 420-421, séance du 18 aolit 1948.)

GAUTHIER-VILLARS, IMPRIMEUR-LIBRAIRE DES COMPTES RENDUS DES SEANCES DE L'ACADIMIR DES SCIENGES.
130487-48 Paris. — Quai des Grands-Augustins. 53.
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/25/

THEORIE DES GROUPES. — Sur les extensions de groupes topologiques.
Note (*) de MM. L. Cacamr et Cuanries Enresmany, présentée par
M. Elie Cartan.

Définition 1. — B et I¥ étant deux groupes topologiques séparés, une
extension topologique de F par B est définie par la donnée d’un groupe topo-
logique E qui admet F comme sous-groupe distingué et d’un isomorphisme de
E/F sur B.

Une telle extension topologique, qui est toujours un espace séparé, sera
notée E(B, F). Elle sera dite fibrée si les classes a gauche suivant F définissent
dans E une structure d’espace fibré; le groupe structural de celui-ci est alors
le groupe des translations 4 gauche de .

1. Sur tout revétement connexe E d’un groupe topologique B connexe par
arcs, il existe (!) une structure d’extension E(B, I), telle que les classes
suivant F soient les fibres; cette structure, appelée aussi structure de groupe
revétement, est déterminée & un isomorphisme prés.

Si B est un groupe simplement connexe et I un groupe discret, toute
extension E(B, F') est isomorphe & 'extension trivciale B >< F. Il en résulte :

Provosition 1. — Soient B un groupe connexe et localement simplement connezxe,
= son groupe de Poincaré et ¥ un groupe discret : toute représentation f.de v dans
le centre de ¥ détermine une et une seule extension E(B, F), et toute exten-
sion E(B, F) correspond ¢ une et une seule représentation f. L'image f(n) estla
trace de ¥ sur la composante connexe de I'élément neutre dans E.

Remarquons que E/f(=) est isomorphe au groupe produit B >< F/f(r).

2. La théorie de la dualité des groupes abéliens localement compacts (?) et
la connaissance de leur structure (®) permettent de formuler les résultats
suivants :

Proposition 2. — Toute extension topologique abélienne d’un groupe abélien
compact par un groupe de la forme R* >< D (*), ou D estun groupe abélien discret

*

(*) Séance du 9 mai 1949.

(*) Cu. Enresmans, Bull. Soc. Math. France, 12, 1944, p. jo.
(2) A. WeiL, L'intégration dans les groupes topologiques, p. 99.
(*) J. Braconnier, Journ. Math. pures et appl., 27, 1948.

(*) R* : groupe topologique produit de n groupes isomorphes au groupe additif des
réels.

334



dont tous les éléments dufférents de zéro sont dordre infini, estisomorphe a l'exten-
ston triviale.

Provostrion 3. — Toute extension topologique abélienne de R" par un groupe
abélien localement compact est isomorphe a l'extension triviale.

Prorosimios 4. — Soit B=R"><K <D, F=R"><K/, ou D est un groupe
abélien discret, K et K/ deux groupes abéliens compacts connexes; st K == 8' ou
st K" ="T" (*), toute extension abélienne E (B, F) est isomorphe a lextension
triviale.

Remarques. — 1° Pour la validité de ces propositions il est essentiel de
demander que U'extension soit abélienne. 2° Toute extension d’un groupe loca-
lement compact par un groupe localement compact I'est aussi (°).

3. Les résultats de M. Elie Cartan (7) concernant la structure des groupes
de Lie compacts entrainent la

Provposirion 5. — Sozent K et K' deux groupes de Lie compacts connexes dont K.
simplement connexe; alors toute extension fibrée E (T >< K, T*>< K') est iso-
morphe a Uextension triviale.

Notons que si K n’est pas simplement connexe, on peut avoir des extensions
non triviales : en effet on sait que le groupe des rotations de S, est une exten-
sion non triviale du groupe S, par le groupe P, (groupe des rotations de R*).

La proposition 5 montre en particulier que toute extension fibrée E(T", T*)
est triviale ; il y a d’autre part des espaces fibrés par T* sur T" dont le groupe
structural est le groupe des iranslations & gauche de T* et qui ne sont pas
isomorphes au produit T"><T*. Il y a donc des espaces fibrés par un groupe
topologique I sur un groupe topologique B, sur lesquels il n’existe aucune
structure d’extension E(B, I') telle que les classes suivant F soient les fibres,
méme si le groupe structural est le groupe des translations 4 gauche de F.

4. Définition 2. — Si G, Gy, ..., G, sont n—-1 groupes topologiques
séparés, une n-extension topologique E,(G,, G,, ..., G,) est une extension
topologique par G, d'une (» — 1) — extensiontopologique E, , (G, Gy, ..., G,).
Si, pour tout £, G; est isomorphe 4 un méme groupe G, nous parlerons d’une
n-extension topologique E, (G) de G.

Notons que toute extension E(E.(G,, ..., G,), E(G,, ..., G))) admet une
structure de symbole E,.« (Go, ..., G, G, ..., G)).

(®) T! (resp. Q') : groupe topologique produit d'une famille de groupes isomorphes au
groupe des réels mod 1 (resp. au groupe additif des rationnels). S' : dual de Q!, ce dernier
pris avec la topologie discréte.

(%) N. ViLexgiy, Doklady U.R.S.S., 1948, p. 135; Math. Rev., 1948, p. 497.

(") Mémorial de mathématiques, 42, 1930, p. 42.
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Puisque toute extension d’un groupe soluble par un groupe soluble est elle-
méme soluble, on a le résultat suivant :

Prorosition 6. — Si G est un groupe topologique, les propositions suivantes sont
équivalentes :

(a) G admet une structure de (n — 1)-extension fibrée de R.

(&) G est un groupe de Lie soluble simplement connexe.

(¢) G est un groupe de Lie homéomorphe & R n’admettant pas de sous-groupes
localement isomorphes au groupe linéaire spécial réel @ deux variables.

La démonstration utilise (*), (*) et un théoreme d’Engel ('°).

St G est un groupe de Lie homéomorphe a R, le quotient de G par son
sous-groupe soluble maximal est donc un produit de groupes isomorphes au
groupe simple homéomorphe a R®.

Un groupe de Lie soluble connexe est évidemment une n-extension fibrée

E.(G,, ..., G,) ot chaque G; est isomorphe 8 Roua T.

(8) C. CuevaLrey, Lectures in Topology, 1941; Ann. of Math., 42, 1941.
(*) A. Mavrcev, Rec. Math. Moscou, 16, 1945, p. 181 et 19, 1946, p. 524.
(1°) 8. Lie-T. Encevr, Theorie der Transformationsgruppen, 1893, vol. 3; p. 757.

(Extrait des Comptes rendus des séances de I’ Académie des Sciences,
t, 228, p. 1551-1553, séance du 16 mai 1949.)

GAUTHIER-VILLARS IMPRIMEUR-LIBRAIRE DES COMPTES RENDUS DES SEANCES DE L’ACADENIE DRS SCIBNORS
132890-49 Paris. — Quai des Grands-Augusting, 55,
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/26/

GEOMETRIE DIFFERENTIELLE. — Sur le probléme d’équivalence des formes duffé-
rentielles extérieures quadratiques (‘) Note (*) de M. Cuarces Enresmanx

et M" PavLerte Lisermans, présentée par M. Elie Cartan.

1. Sur une variété deux fois différentiable V,,, soit Q une forme différen-
tielle extérieure quadratique de rang 2n en chaque point. Soit «, I'isomor-
phisme de 'espace vectoriel tangent en 2 sur son dual, défini par

(X)) =X | Qa,

ou X est un vecteur tangent en x et Q, la restriction de Q a Vespace tangent
en x. Le prolongement de «, & I'ensemble des p-vecteurs sera encore désigné
par a,. Si X est un champ de p-vecteurs sur V,,, la fonction z — a.(X(2))
définit un champ de p-vecteurs covariants, ¢’est-a-dire une forme différentielle
extérieure o(X). Inversement, & toute forme II de degré p correspond un
champ de p-vecteurs «=' (). Posons o' (Q)=T. A toute forme Il on peut
associer une forme II*, dite forme adjointe, définie par I*=0o~*(H) | Q*/n!.

On a
(=11, (IAMY =o' () § O,

o = N\ Q7 ot w est une forme de Pfaff
. Qn—1 ;Qp “~_ Qn—p Qe ‘7‘“
F=mmr F)“(n—m!’ <77!,>”

Par définition, la codifférentielle de 1l relativement a Q sera

Ol === (dm*))*.

(*) Séance du 3 octobre 194g.

(1) Cette Note fait suite 4 une Note antérieure ( Comptes rendus, 227, 1948, p. 420-431).
Notations : d est le symbole de différentiation extérieure, | le symbole du produit inté-
vieur (voir Boursaki, 4lgébre, Chap. III, Paris, Hermann, 1948).
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On a o¢ll = 0. On démontre les identités suivantes :

* Qn—2
(1) (09)'= 39 \ = d A
o
(2) < < nff A 9.> A Qr2t=o,
(3) 3Q=T | dQ.
) A @
(4) T o TERAGTY
) (acer)— 2ZILLY ) g,
n—p
v A (n—2)! \
(®) p! pl T {(p—Dl{n—p—1)! osk.

dQ == o0 entraine 6Q = o; mais ¢Q = o entraine dQ = o seulement pour n = 2.
D’aprés un théoréme de Lepage (?), il existe une forme de Pfaff bien
déterminée 0 telle que (dQ—06 A\ Q) A\ Q" ?==0 et la formule (2) montre
que § =2Qj(n—1). La formule (3) identifie 2Q avec le vecteur covariant de
courbure de 3, introduit par Lee (*).

2. Les notions précédentes permettent de retrouver rapidement les résultats
de Lee et de notre Note antérieure. Ainsi pour que £ admette le facteur inté-
grant %, il faut et il suffit que d(A Q)= o, c’est-a-dire dQ - (dir/i.) N\ Q=o.

Ceci est équivalent & ensemble des deux conditions

o

dn
594—(11—1)-)\—/:0 et dQ»-n /\Q—O
La condition d’existence d’un facteur intégrant pour Q est donc donnée par

I’ensemble des deux conditions

doQ —=o et dQ—-nai/\Q._o

Si

entraine la premiére, car elle donne d3Q N\ Q = o.

elle

3. En appliquant plusieurs fois les opéraleurs d et 8, on obtient un ensemble

(*) Tu.-H. Lepace, Sur certaines congruences de formes alternées (Bull. Soc. royale
des Sciences de Liége, 1946, p. 21-31).

(*) Hwa-Cnuone Leg, A kind of even-dimensional geometry and its applications to exte-
rior calculus (Am. Journal of Math., 1943, p. 433-438). Cet article, qui nous a été signalé
par M. Yen Chih-Ta aprés la parution de notre Note (), contient déja sous une autre
forme plusieurs résultats énoncés par nous.
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d’invariants de Q. Posons A = d8 - 8d. AIl est de méme degré que II. On a
(SdII)'=ddIF,  (AHY'= A(ID*).

Sin=¢,0onaAQ=o0.
Sin > 2, on démontre les identités

. gn~1 _ gn—s
(AQ)'= AT =d2 A 32 A sy
AN @\ @
A ) —=A T  _ — i .
( o) ey = (42 A a2 <p—z>!>+d“m/\ VY

AQ est toujours de rang inférieur & 2 n. Si 8Q=o, on a AQ*=3dQr=ddQr=o,
quel que soit p, et I'opérateur & ne donne pas de nouveaux invariants. Si
Q£ o, on obtient un ensemble d’invariants en général non nuls; par exemple,
A?(Q7), les formes de Pfaff 8A7(Q) et I? | d(Q,), des invariants scalaires du

type [(d3Q)? N\ Q*#]*. AT'aide de ces invariants on pourra, dans le cas général,
mettre  sous une forme canonique.

(Extrait des Comptes rendus des séances de I’ Académie des Sciences,
t. 229, p. 697-698, séance du 10 octobre 1949.)

GAUTHIER-VILLARS, IMPRIMEUR-LIBRAIRE DES COMPTES RENDUS DES SEANCES DE L’ACADEMIE DES SCIENCES.
134104-49 Paris. — Quai des Grands-Augustins, 55.

339



/31/

GEOMETRIE DIFFERENTIELLE. — Sur les structures presque hermitiennes isotropes.
Note (*) de M. Cusries Enresmany et M Pavrerte Lisermany, présentée

par M. Arnaud Denjoy.

Les structures presque hermitiennes « isotropes » sont localement équivalentes a
une structure d'espace hermitien elliptique, hyperbolique ou linéaire, ou & une
structure presque hermitienne sur S,.

Soit V,, une variétéréelle trois fois différentiable, de dimension 2n. Supposons
définie sur V,, une structure presque hermitienne (*). Localement cette structure
est définie par n formes de Pfaff w,, ..., w,, & valeurs complexes, formant avec

I'ensemble des formes conjuguées w,, .. ., w, un systéme de formes indépen-
dantes, la forme d’Hermite étant définie par ds? = ¥w; ;. La méme structure
peut étre déterminée par n formes de Pfaff ), ot w; = Zu;;w;, les u;; étant des
fonctions locales sur V,, définissant en chaque point une transformation uni-
taire Eufj'd,-k = Bjk. Aux n formes w; correspond en chaque point une base
duale de I'espace tangent, appelée repére unitaire.

On peut déterminer d'une fagcon unique des formes w;, linéaires en w; et w;
et vérifiant les équations (*) :
() j dmi:_‘;m//\ it A e A o+ EBiym; A o (i=1, ..., n),
( Wij 7 ;7= o, A+ Ayi=o, B+ Bri=o.

Les formes ;= XA ;,;w; /\ v, définissent la premiére torsion delastructure,
les formes I';)== sz,,.i;;,/\Ejk, la seconde torsion. La courbure est définie par

les formes Q;;= dw;;— Zwy/\ w4, qui vérifient les équations Qij—i—iji:o,

§ d(Qi+ T+ 2(Q;+T) A wji— Zo; A Qi—o,
'\ (/SZ[/+ EQU(/\ W — Zwik /\ Qk/: 0.

(2)

(*) Séance du 19 mars 1951.

(1) C. Euresmaxy, Sur lu théorie des espaces fibrés (Colloque Top. alg; C. N. R. S.,
Paris 1947); Sur les variétés presque complexes (Séminaire Bourbaki 1950, 4 paraitre
dans Proc. Congr. Intern. Math, 1950; P. LiBerMANN, Bull. Sciences, Acad. Roy.
Belgique, 1950.

(2) Pour le cas hermitien (vocr S. S. Cuery, Annals of Math., &7, 1946).
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Aux formes ; sont associées de méme les formes w;, Q;, T, Q

w’,\.,: Eu;iukjw/i+ Zu/i r[u;a-,

(3)

Q= Zuy ;k,-ﬁ,-i, Q=2 u;Q,, U= Xu,T,.
Les formes de courbure s’écrivent :
(4) Qij: EP\,'/[,,Z 81 /\ Wy ZHiﬂm wW; /\ Wy = Zﬁj,-,m;, /\ ;l;m avec P\ijlm: R}i,,lg.
On démontre que si I'une des torsions est nulle, Q;;=— YR, . W, /\ O,

Un automorphisme local d’équivalence de la structure considérée est un
automorphisme différentiable local /' de V,, qui transforme chaque repére uni-
taire en un repére unitaire. La structure sera dite &sotrope au point & (resp. loca-
lement homogéne) lorsqu’il existe un automorphisme d’équivalence transformant
un repére d’origine & en un repére arbutraire d’origine @ (resp. un point
arbitraire x en un point arbitraire 2’ appartenant 4 un voisinage de ).

TriorkME 1. — Une structure hermitienne isotrope en chaque pointest localement

homogéne et localement équivalente @ la structure d’espace hermitien elliptique

8 P ’
hyperbolique ou linéarre ( « flat » ).

On exprime que les A, B, R, H, sont indépendants du repeére en
chaque point. On peut se borner 4 des transformations diagonales et & des
transformations de la forme ) == u;;w;, 0, = u;w; et w,=w; pour k£14, J,
et 'on trouve
Ay, =o, Bi=o, Q=1 A\ wj, Qu=loy A o+ p20; A ©; (% et w réels).

Les équations (2) entrainent que A et w sont des constantes égales (cas
elliptique : x < o, cas hyperbolique : A >> 0, cas linéaire : . = o).

On peut considérer 'isotropie restreinte telle qu’un repére unitaire d’origine «
puisse étre transformé en un repére unitaire d’origine @ se déduisant du
premier par une lransformation unitaire unimodulaire.

Tutorime 2. — Une structure presque hermitienne isotrope d’'une fagon
restretnte en chaque pornt est ou bien isotrope ou bien localement isomorphe & une
structure presque hermitienne définie sur la sphere S,.

Le méme raisonnement conduit en effet aux structures isotropes déja consi-

dérées et en plus, dans le cas n =3, 4 une structure définie par des formes w;
telles qu’on ait :

dw, = ®;, \ @y -+ 0s A 0y + 0y A 0y — 2962 A Ws.

dws=©; A W+ s \ 0o+ @5 A 0y~ 2005 A\ wy,
. Aoy;= ©; A\ W34 0z A D+ ©y /\ 33— 200, A\ ©y,
) . ”
dwij== g \ 0g — 3po oy A\ w),
dwy=Zoy N\ o — 3060, \ w4 00 Zw; A w,
! ) _
| Sz o, Wi~ W= 0, 0o = const.
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Ou peut introduire de nouveaux repéres unitaires de facon que ¢ soit une
coustante réelle positive. En chaque point est alors déterminée une classe de
repéres unitaires modulo le groupe unitaire unimodulaire. A ces repéres
correspondent des formes de Pfaff w, dépendant de 8 paramétres auxiliaires et
vérifiant avec les formes associées w;, les équations (5), avec g==const., ¢ >o.
On remarque que ces équations sont les équations de structure du groupe
simple G, & 14 paramétres qui opére transitivemenl sur S, (*). La structure
considérée est donc localement équivalente a une structure presque hermitienne
sur S, admettant G, comme groupe d’automorphismes. Ce groupe ne peut laisser
invariante sur S, qu'une seule structure presque complexe. Celle-ci esl donc
isomorphe & la structure presque complexe définie a 'aide des octaves de
Cayley (*). Comme la deuxiéme torsion dans les formules (5) n’est pas nulle,
cette structure ne dérive pas d’une structure complexe.

Sur S, toute structure presque hermitienne localement homogene est équivalente
a une structure correspondant aux formules (5 avec g == const. (*).

(*) E. Carvax, Thése, Paris, p. 116,

(*)y Kircanorr, Comptes rendus, 225, 1947 p. 1258.

(*) Ceci résulte du fait que tout espace localement homogéne de Lie compact et simple-
ment connexe est équivalent & un espace homogene de Lie (C. EnrusMany, Enseignement
Math., 1936, p. 322) et du fait que G, est le seul groupe de Lie compact opérant transi-
tivement sur S, abstraction faite du groupe orthogonal (A. Borer, Bull. Am. Math. Soc.,
53, p. 386).

(Extrait des Comptes rendus des séances de I’ Académie des Sciences,
t. 232, p. 12811283, séance du 28 mars 1951.)

GAUTHIER-VILLARS, IMPRIMEUR-LIBRAIRE DES COMPTES RENDUS DES SEANCES DE L'ACADEMIE DES SCIENCES.
13G661-51 Paris. — Quai des Grands-Augustins, 55.
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/33/

GEOMETRIE DIFFERENTIELLE. — Les prolongements d’une variété différentiable.
L. Calcul des jets, prolongement principal. Note de M. Cnaries Ennesmany,

présentée par M. Arnaud Denjoy.

Cette Note fait suite & une Note (') antérieure el résume une conférence faite &
I'Institat d’Oberwolfach le 19 aotit 1951, Le jet comme élément fondamental de la
géométrie dillérenticlle, Prolongements d'ordre r d'une variété différentiable.
Ftrude des structures fibrées des prolongements, Celles-ci ne dépendent que de la
structure fibrde du prolongement principal du premier ordre.

Appelons automorphisme local d’ordre » de 'espace numérique R” tout
homéomorphisme r fois continttment différentiable d’un ouvert de R” dans R~,
partout de rang n. Soit A le pseudogroupe formé par ces automorphismes.
Une structure de r-variété sur V, est définie par un atlas A de V, sur R»
compatible (*) avec A, 51 V,, et V,, sont deux r-variétés, une application /
d’an voisinage de x €V, dans V,, est appelée r-application au point z si, a
Paide de coordonneées locales admissibles au voisinage de x et de f(@), elle
s'exprime par des fonctions f; admettant des dérivées partielles continues de
chaque espéce jusqu’a Uordre r. Soit C.(V,, V,) 'ensemble des fonctions
pointées ( f, @), o fest unc rapplication au pointze€ V,;soit C(V,, V,) la
reunion U C,(V,, V). Deux éléments ( f, x) el (g, ) de C(V,, V,) sont

xE vV,
dits de méme r-classe lorsque f{x)==g(2) et lorsque pour les fonclions f;
et g; correspondantes les dérivées partielles de méme espéced’ordre Z» ont
la méme valeur en .

Dermnvimion (). — Appelons r-jet de source @ une r-classe X de C(V,, V,),
but de X l'image de x par un des éléments de X. Soit J.(V,, V,)) lensemble des
r-jets de source x, ' (V,, V,)) la réunion U J (V. V.,). Le rjet déterminé par

rEV,

(Yy Comptes rendus, 216, 1043, p. 628. Voir aussi : G. Luresmass, Sur la théorie des
espaces fibrés (Collogue de Topologie alrébrique, C. N. R. 8., Paris. 1947).

(*) lLes déGnitions slappliquent aussi au cas r == %, au cas analytique réel ou complexe,
ainsi qu'au cas algébrique (A] estalorsa remplacer par le pseudogroupe des transformations
birationnelles de 'espace projectif complexe ou réel sur lui-méme, fétant une application
algébrique d’une variété algébrique sans singularités V, daps une autre).
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(/s @) € C(V,, V,.) se notera j,,f; la fonction x ., f, qui est définie dans un
vowinage de x et qui se notera j° f, est le r-flot de f. '

Les éléements (f, )& G (V,, V,,) et (g, f(2))€C'(V,, V,) admeltent le
composé (gf, x)€ C(V,, V). Cette composition eniraine par passage aux quo-
tients une loi de composition entre r-jets, une deuxiéme entre r-applications et
r-jels, une troisitme entre r-jets et r-applications pointées :

Il = U8 Urf) =8U%S) = UFng) (f, @)

Le r-jet de I'application identique de V, pointée en x €V, est le rjet neutre
en @ ; on peut Uidentifier & x. Un r-jet stable en x est un rjet de V, dans V, de
source et de but . Un r-jet d'isotropre en & est un r-jet stable en @ et inversible,
c¢’est-d-dire de rang n, rang habituelen @ d’un ¢lément du ~jet (nous définirons
aussi un ranyg d’ordre £<_r). Les rjets d'isotropie en & forment un groupe
L (V., @), groupe d'isotropic infinitésimale en x, qui est isomorphe au groupe
L7(R", 0) que nous noterons L. Le groupe L} s'identifie canoniquement au
groupe linéaire homogéne L, de R". Le groupe L] est une extension inessen-
tielle de L, par un groupe résoluble homéomorphe & un espace numeérique.
L est une cxtension de L™ par un groupe isomorphe au groupe additif R

Appelons p™-vitesse dans V,, d’origine @ un r-jet de R? dans V,, de source o
et de but z; soit T7(V,) Pensemble des p-vitesses dans V,. Appelons
p’-covitesse de 'V, d’origine o un r-jet de V, dans R” de source « el de but o;
soilt TV (V,) Uensemble des p™-covitesses de V,,. Pour p=r==1 on définit ainsi
les witesses et les covitesses de V,, appelées vecteurs et covecteurs. Soit L,
I'espace des p™-vitesses de R en o ou des n"-covitesses de R? en o. L/ est un
groupe d’opérateurs a gauche sur L, ,, &4 droile sur L7 .. Soit z, la translation
de R" amenant x€R" en o. L’ensemble T (R") s’identifie canoniquement
a R'>< L], par X — (2, £.X), oi X est une p’-vitesse d'origine x. T, (R")
s'identifie canoniquement a R">< L, . Appelons r-repére de V,, une n'-vitesse
de rang n de V,. L’ensemble H"(V,) de ces rrepéres est le prolongement

principal d’ordre r de V,,. Définition analogue du r-cobepére et de H(V,).

Pour une application f de V, dans R” on appelle différentielle d’ordre r
en x€V, la p--covitesse d, /= j (¢ [), t. désignant toujours la translation
dans R* amenant u en o. En particulier si f'est 'application identique de R7,
df se note d"x. La fonction & — d_ f se note d"f. Il lui correspond une appli-
cation de T,(V,) dans L. , définie par X — (4, /)X, ot X est une g"-vitesse
d’origine x.

Soit f une r-application de V, dans V,. Par composition, f définit une
application de T (V,) dans T} (V,,), appelée prolongement de f et désignée
encore par f. Le pseudogroupe A} se prolonge ainsi a T7(R") ou a T, (R").
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Le prolongement de o € A}, s’écrit :

(z, )= (9(2), 5y), ol zeR yel; ,
=70 (o 9tz ) = di(03").

L’élément ¢ de L7 est la dérivée d’ordre r de o en x. L’atlas A admet
un prolongement formant un atlas de T(V,) sur T,(R)=R,>< | D
compatible avec le prolongement de A},. Il détermine sur T’ (V,) une structure
fibrée de symbole T (V,, L} , L}, H(V,)). Pour h&H'(V,) Papplication
¥y — hy est un isomorphisme de L.  sur une fibre de cette structure fibrée.

)
s

L’espace fibré principal associé est H(V,), & groupe structural L), C’est une
extension (*) de H'(V,), associée & 'homomorphisme canonique de L sur L,.
Le noyau de celui-ci étant homéomorphe a R*, sa structure fibrée est déter-
minée 4 un isomorphisme prés par celle de H*(V,).

Derwirion. — Un prolongement d’ordre r de 'V, est un espace fibré associé an

prolongement principal H™ (V).
Ce qui précéde démontre :
TutorkME. — Les structures fibrées définies sur les prolongements d'ordrerde V,

sont déterminées, & un 1somorphisme prés, par la structure fibrée du prolongement
principal du premier ordre.

(3) C. Euresmann, Les connexions infinitésimales ( Colloque de Topologie, C. B.R. M.,
Bruxelles, 1g50).

(Extrait des Comptes rendus des séances de ' Académie des Sciences,
t. 233, p. 598-600, séance du 10 septembre 1951.)
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/34/

GEOMETRIE DIFFERENTIELLE. — Les prolongements d’'une variété différen-
tiable. 11. L'espace des jets d’ordre rde ¥V, dans V,,. Note (*) de M. Cuarres

Enresmasy, présentée par M. Arnaud Denjoy.

Cette Note fait suite 3 une Note antérieure ('). Etant donné deux r-variétés V,
et V,,, nous allons définir trois structures fibrées sur 'espace J7(V,, V,,) des r-jets
de V,dans V,, : la premiére de base V,x V,,, la deuxiéme de base V., la troisieme de
base V,,; les fibres sont respecuvement 1sommphes a Ly, Tr(V,,), T'XV,), munis
des groupes structuraux L7 < L7, L7, L},

my

Pour Xe€J'(V,, V,) soit «(X) la source de X, B(X) le but de X. o est
I'application canonique de J7(V,, Vm) sur V,, 3 l'application canonique
sur V,, et v = (o, ) I'application canonique sur V,>< V..

Pour XGJ (Re, V), posons o'X=X0z, ot x=u(X), dx=7(L").
Pour (f, )€ C'(R”, V,), posons o, f= fo'x. La p'-vitesse de V, d’origine
x'=f(X) [resp. f(x)] définie par 0"X (resp. 9 f) est appelée vitesse d’ordrer
de X (resp. /) en & ou a l'instant .

Pour Xe&l(V,, R”), la différentielle d’ordre r de X est &'X = (d'x")X,
ou x'=B(X), d'x'=/",(t.). Si X est inversible (de rang n=p), I’ X e H™*(V,)
est l'inverse de o"(X~*)eH"(V.); d"x est I'inverse de 0"z, o x € R*. Rappe-
lons la notation d), f=(d'2")(f, x), ou (f, )€ C(V,, k»), &' = f(x).

Soit XeJ (R, R’“) x=a(X), = 3(X). Appelons dérivée d’ordre r de X
Iélément (d"a’YX 0w =(d'X)d"x =(d"2')9"X; c'est un élément de L] ,
qu’on peut noter aussi & X/d"x. Pour (/, )€ C'(R*, R™), ladérivée d’ordre r
de fen x est I'élément f, de L) défini par Sro=(d"a") forx, ot &' = f(x).
Onad, f=f,dzx, d,.f= (0 ’)fL, ce qui justifie la notation fl=4d fld"x.
Si Xel (R, R™) et X' €J(R™, R?) admetientle composé X' X elJ'(R?, R#),

I'associativité de la composition des jets entraine

d"<>§’¥> _ <d_x> (."A) e=a(X), a'=p(X)=a(X').

drx dra' drx
Pour (f, z)e C'(R*, R™) et (g, 2y € C(R™, R"), ot &' = f(x), on a
(&Ne=ghifis sl =grdif;  0.gf)=g0Lf=(dL8) 7

(*) Séance du 24 septembre 1931.
(1) Comptes rendus, 233, 1951, p. 598.

346



Jr(R7, R™) s’idenlifie canoniquement & R*><R™>< L]  par l'application
X = (x, @, y)ou XelJ(R", R™), z=a(X),2'= 3(\), y=dX/dxel., .
Soit A7 >< A le pseudogroupe de transformations dans R">< R” formé par
Pensemble des transformations (,4) : (x, @) (9 (x), L(x')), oive N, e A,
(z, " Yye R >< R tel que (@) et Y (') soient définis. Le pseudogroupe A} >< A7,
se prolonge a J'(R", R™) : (¢, V) X=(j. ) X(/i,%"). La transforma-
tion X — (@, U)X correspond dans R”>< R >< L), , a la transformation

)

mn

m,n

(w0, &', vy = (2(x), b2, gy (gly™), o oiel,  dlell.

Soient V, et V,, deux r—variétés, A un atlas de'V, sur R”, A’ un atlas de V,,
sur R”. g€ A est un r-isomorphisme d’un ensemble ouvert de R* sur un ensemble
ouvert de V,. L’ensemble des couples (g, g'), ot gy€A, g'€A’, forme un
atlas A >< A’ de V,, < V,, sur R*>< R™. La carte (g, g’) admetle prolongement

&

suivant formant une carte locale de J*(V,, V,,) sur J'(R*, R™):
X = (g X(Jhme Y =hoyhi €3 (V, V),

ou XelR", R"), z=a(X), 2'=3(X), y =d'X/d"x = (d'z") X0z,

fo=0Lg=gd"xet(V,), hy=g drxeH(V,,).

En identifiant J*(R", R") a R7>< R >< L), ce prolongement de (g, £") s’écrit

myn?
aussi : (&, &', y) - hy#'. Lacarte(go', g'd™"), ot (o, L) € A<\, admet
le prolongement (o(2), (&), ¥)—> A (LY ' yol k', en tenant compte de
Péegalité a2,,(g o™ )=/.(2,)™". Aces deux cartes locales de J'(V,, V,,) corres-
pond le changement de carte suivant : (x, &', y) > (¢(x), ¥(2), Ly (el)™").

Il en résulte le théoréme :

Tuaeorinme 1. Sur Uespace V' (V,, V,.) le prolongement de I'ailas A > A’
détermine une structure fibrée de base NV, >V, de projection~, de fibres iso-
morphe,} a Lo de groupe structural L, >< L', admettant B"(V,) > H(V,)
comme espace fibré principal associé.

1 élément (hy, 1)y de W (V) >< H'(V,,) détermine Uisomorphisme y — I yh™*
de L., sur une fibre de cette structure fibrée. 11 faut remarquer aussi que (g, g')

admet le prolongement suivant formant une carte locale de H'(V,) > H"(V,,)
sur Vo< LD < V. o< L (&g 5, 27, 87) > (hys, he s, ouse ), sell .

»

Tatorime 2. — L’atlas A admet un prolongement formant un atlas de J°(V,,V,,)
sur /(R V.. et déterminant sur J°(V,,, V,.) une structure fibrée de base v,
de projection «, de fibres isomorphes a T, (V.,), de groupe structural L., admet-
tant H'(V,)) comme espace fibré principal associé. L’élément b de H'(V,) déter-
mine isomorphisine s — zh™' de T (V,) sur une fibre de cette siructure

/Zb"(”lf, e T‘:‘,("’m)'



Tucorimeg 2. — L'atlas A’ admet un prolongement formant un atlas
de J'(V,, V,,) sur J(V,, R™) et déterminant sur J°(V,, V,.) une structure fibrée
de base N ,,, de projection G, de fibres isomorphes a T, T(V,) de groupe structu-
ral L), admettant H'(V,)) comme espace fibré principal associé. 1. élement W
de H'(V,,) détermine Uisomorphisme ' — IV 2" de T,/ (V) sur une fibre de ceite
structure fibrée, 27 €T (V,).

m

Pour démonlrer le théoréme 2, onidentifie canoniquement U'espace J"(R*, V)
a R ><T;(V,,) par application X - (@, 0'X), ou X&J'(R*, V,,), z=a(X).
La carte g€ A admet le prolongement X —(0'X)A,', équivalent a
(x, 2) >zl s=0XeTy(V,), zh,'€J(V,, V,), ce qui définit une carte
locale de J7(V,, V,,)sur R">< T7(V,,). Le changement de carte g € \.admet le
prolongement (&, z) > (9 (x), z(e;)"").

Définition. — Une section de la structure fibrée de J'(V,, V,.) de base V,, sera
appelée un r-flot de NV, dans V,,; une section de lu structure fibrée de 3°(V,, V)
de base V,, sera appelée un r-champ de V,, dans V. Un Sflot dont les éléments sont
des pr-covitesses sera appelée une forme différentielle (*y d’ordre r sur V.

Dans une autre Note nous étudierons les singularités d'un flot ou d'un champ.

(?) 1l ne faut pas confondre cette notion avec celle de forme extérieure de degré p, qui
s’en déduit dans le cas rr —=1.

(Exwrait des Comptes rendus des séances de ' Académie des Sciences.,
t 233, p. 777-779, séance du 8 octobre 1931.)

GAUTHIER-VILLARS, IMPRIMEUR-LIBRAIRE DES COMPTES RENDUS DES SEANCES DE L'ACADEMIE DES SCIENCES
14055851 Paris. — Quai des Grands-Augustins, 53.
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/35/

GEOMETRIE DIFFERENTIELLE. — Les prolongements d'une variété différentiable.
HI. Transivvité des prolongements. Note de M. Cuanres Euresmany, pré-
sentée par M. Arnaud Denjoy.

Cette Note fait suite a deux Notes antérieures('). Latransitivité des prolongements
est exprimée par le théoreme 1. Un prolongement régulier admet une certaine
structure infinitésimale (*) dont le théoréme 2 donne une propriété.

Soient V, et V,, deux r-variétés, dont les struclures sont définies par deux
atlas A et A’ sur R” et R, Tout r-jet X €J(V,, V,,) détermine un #-jet
vi(X)eld V., V,), ot oZkr. L'application y,de J7(V,, V) sur J5(V,, V,)
est continue. En particulier v, est la projection v de J7(V,, V,.), sil'oniden-
tifie JO(V,, V,)a V, <V, c'est-a-dire v,( X) au couple («(X), 5(X)).

Le prolongement a J*(R*, R™) = R"><R" > L, , du pseudogroupe A/ >< A,
estun pseudogroupe de transformations / fois différentiables, en posantr=4£ 4 1.
Le prolongement & J*(V,, V,)de 'atlas A >< A’est compatible avec ce pseudo-
groupe et définit donc sur J*(V,, V) une structure fibrée | fois différentiable de
base V, > V,.

Soit f&€CL(V,, Vo), X==/7/. Le k-tlot j* / est une [-application d’un voisi-

nage de xe€ V, dans J*(V,, V) dont le /-jel en x ne dépend que de X; posons
¥ (X)==/.(j*/). Lapplication <, est un isomorphisme canonique de
J(Vo, Vo) sur un sous-espace de J/(V,, J*(V,, V,)). En particulier on
obtient ainsi un isomorphisme de T/(V,,) sur un sous-espace de T (T4(V,.)),
de T7"(V,) sur un sous-espace de J'(V,, T#(V,)); ceci permet d’identifier
2./ ad(df) ou f€CL(R", V,), et d.f a j.(d"f), ot f€C.(V,, R"). On
définit de méme un isomorphisme canonique de L) sur un sous-espace de
T! (L ), quipermet d'identifier /7 4 9',( /%), ot f& C (R*, R™)et f*la fonction
.y

Soit I un espace admettant L} comme groupe d’opérateurs, la loi de compo-
sition (s, ¥) —» 5) étant continue, s€ L, y €". L’homomorphisme canonique
de L, sur L}, composé avec (s, ) — sy, définit aussi L] comme groupe d’opé-

(1) Comptes rendus, 233, 1951, p. 598 et 773. Rectificatif : p. 399, (*); le cas algé-
brique correspond au pseudogroupe des automorphismes locaux algébriques de Pespace
numérique réel ou complexe.

(%) Notion qui sera définie d'une fagon générale dans une Note ultérieure.
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rateurs sur F. Soit E(V,,, F) le prolongement d’ordre £ de V, dont les fibres
sont isomorphes a F. Le prolongement & R">< F du pseudogroupe A, est
Pensemble des transformations

(1) (z, )~ (3(x), \;‘};))) reRn, J’Epv vEAL.

L’atlas A de V, sur R” admet un prolongement A(E) formant un atlas de E
sur R*>< 1" et compatible avec le prolongement de A]. Nous dirons que
E(V,,, 1) est un prolongement régulierd’ovdre b de V,,, siVapplication (s, ¥) -+ sy
est / fois différentiable. Comme x — 9% est / fois différentiable, les transfor-
mations (1) sont alors / fois différentiables et [atlas A(E) définit sur E une
structure fibrée [ fois différentiable de base V,,.

Tueorime 1. — St E(V,,, IV) est un prolongement régulier d’ordre k de V,,
tout prolongement d’ordre [ de E est un prolongement d’ordre r de V,, en
posant r=k 1.

Ce théoreme se démontre d’abord pour le prolongement T; (E). L’atlas A
admet un prolongement formant un atlas de T} (E) sur T, (R, < F) compa-
tible avec le prolongement de A7 & T, (R"><F). En identifiant T/ (R">< F) &
T (R < T(F)y=R'< L, T, (F)=R'><F ou F= Lflﬁf, =< T (F), le

prolongement de o € A’,, ou de (1), s’écrit :
(2) (z, 1, Y) — (9(x), ¢lu, Y,

on xR, uel ,, YET (F), Y'=g(j'.(3")(©@)u, Y), en désignant par g
Papplication (s, ¥) — sy ainsi que gon prolongement & T, (L;> F). Posons
z==(u, Y)€l’. L'é¢lément 2'== (g u, Y') dépend uniquement de (g, z) et
peut se noter ¢,.5. Pour L&A on a 4L .(¢..3)=(do), .2, ot &'=9¢(x).
La transformation (2) peat alors s’écrire {2, 2) - (¢(&), ¢,.2). Le prolon-
gement de A définit donc sur T (E) la structure fibrée associée au prolon-
gement principal H(V,), de fibres isomorphes a }'.

Pour un espace fibré associé a T,(E), le théoréme résulte des faits sulvants :

1° Un espace fibré associé & T, (R">< F) est de la forme R*>< F".

2¢ Etant donné deux espaces fibrés & et &' de fibres isomorphes & F et les
deux espaces fibrés associés &, et &, de fibres isomorphes a I, toute représen-
tation (resp. isomorphisme) de & dans &' est associée & une représentation
(resp. isomorphisme) de &, dans &.

Le prolongement de A} 4 R*>< ¥ définil sur R*>< F une structure locale dont
le groupe d'isotropie infinitésimale d’ordre / au point (@, y) est isomorphe au
sous-groupe de L qui laisse invariant y. L’atlas A(E) détermine sur E une
structure locale subordonnée & sa structure fibrée / fois différentiable. En €l
le groupe d’tsotropie infinitésimale d’ordre [ de cette structure locale est iso-
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morphe a celui de R*>< F au point (x, y) correspondant a & dans une carte
locale de A(E). Si L opére transitivement dans F, ces groupes d'isotropie
sont tous isomorphes au sous-groupe de L. laissant invarianl y,€F. On en
déduit :

Taeorine 2. — St E(V,, F) est un prolongement régulier d’ordre k de V , tel
que Lk opére transiticement dans I, tout prolongement d’ordre | de E admet une
structure fibrée subordonnée de base B dont le groupe structural est le sous-groupe
de L] lacssant incariant y, € F'; ce groupe peut méme étre réduit a sa projection
sur L, (tdentifié @ un sous-groupe de L)),

It en résulte, par exemple, que le prolongement principal H*('V,) est paral-
lélisable.

Soit E(B, F, G, H) un espace {ibré, p une relation d’équivalence dans F qui soit inva-
riante par G, K le sous-groupe de G qui laisse invariante chaque classe mod 5. Par les iso-
morphismes de F sur les fibres de E, p délermine une relation d’équivalence g dans E. Sig
est une relation d'équivalence ouverte, Lo est muni d’une structure fibrée associée
a BE(B; ¥, G, H), de fibres isomorphes ¢ Fjo, de groupe structural G/K. Nous dirons que
I'espace fibré E est une extension de 'espace fibré E/o, associée a I’homomorphisme cano-
nique de G sur G/K.

Un prolongement d’ordre » de V, n’est pas toujours un prolongement d'ordre { d'un pro-
longement d'ordre & de V., mais c’est foujours une extension d'un prolongement
d’ordre k, associée & 'homomorphisme canonique de L), sur L%, A chaque prolongement
de V, correspond une extension de méme espece d'un espace fibré quelconque a groupe
structural L, remarque qui permet d’étendre a ces extensions P'étude faite dans cette série
de Notes.

(Extrait des Comptes rendus des séances de I’ Académie des Sciences.,
t. 233, p. 1081-1083, seance du 5 novembre 1951.)

351



/36/

GEOMETRIE DIFFERENTIELLE. — Structures locales et structures infinitésimales.

Note de M. Cuanies Eunnsmann, présentée par M. Arnaud Denjoy.

Cette Note fait suite a trois Notes antérieures (!) et résume un exposé fait a la
Réunion des Mathématiciens du Rhin Supérienr a Bile le 15 décembre 1951.
Relations entre la notion d’espece de structures locales et celle de psendogroupe de
transformations. Définition d’une structure infinitésimale. Groupoide et pseudo-
groupe associés 4 une structure infinitésimale. Pseudogroupe de Lie.

L. Une espéce de structures locales cst une espéce (*) de structures («) pour
laquelle il existe une lor d'induction, c’est-a-dire une loi qui associe a toute
structure 5 d’espéce (o), donnée sur un ensemble I, un ensemble & de parties
de E et qui détermine sur tout ensemble U&® une structure d’espéce («)
appelée structure induite par 5 sur U, U'ensemble  muni de cette structure
induite étant appelé sous-espace distingué de E, de telle facon que les conditions
suivantes solent satisfaites :

1° ® est I'ensemble des ensembles ouverts d'une topologie sur E. On dira
que S est une structure locale par rapport & celte iopologie.

2° Transitivité des structures induites : Si U est un sous-espace distingué de E,
les sous-espaces distingués de U sont les sous-espaces distingués de E qui sont
contenus dans U.

3¢ Si M estla réunion d'une famille d’ensembles M; dont chacun est muni
d’une structure d’espéce {2) telle que M, et M, de la famille admettent M; N M;
comme sous-espace distingué & structure induite bien déterminée, il existe
sur M une structure d’espéce («) bien déterminée telle que chaque M; soit
sous-espace distingué de M.

I’ensemble des automorphismes locaux de E, c¢’est-a-dire des isomorphismes
d’un sous-espace dislingué sur un sous-espace distingué, est un pseudogroupe
de transformations I'. Inversement, étant donné un pseudogroupe de transfor-

2

(1) Comptes rendus, 233, 1951, p. 398, 777 et 1081.
(?) N. Boursaki, Théorie des Ensembles (fascicule de Résultats), Paris, (Hermann).
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mations I sur B, les structures définies (*) sur un ensemble quelconque E’ par
un atlas complet de E’ sur B compatible avec I forment une espéce de struc-
tures locales dite associée 4 T'. En particulier IV définit sur B une structure de
cette espéce, dont le pseudogroupe des automorphismes locaux est T".

Un atlas de E’ sur E compatible avec T' détermine sur E' d’une part,
d’aprés 3°, une structure d’espece («) localement isomorphe 4 celle de E, d’autre
part une structure de I'espéce associée a I' (¢nfrastructure de la premiére).

L'ensemble des automorphismes locaux de E qui laissent invariant un point z est un
sous-pseudogroupe I, Deux éléments s et s’ de I'; seront dits de méme classe en o lorsqu’ils
admettent une restriction commune s"€I',. Par passage au quotient on déduit de I, un
groupe appelé groupe d'isotropie locale en x.

1. Une structure infinitéstmale sur V, est définie par la donnée d’une struc-
ture de r-variété sur V,, complétée par une suite d’opérations du type suivant :
formation d’un prolongement, donnée d’une section ou d'une variété extraite (*)
d’un prolongement, donnée d'une extension d’espace fibré. Une section d’un
prolongement d’ordre r de V,, définira une structure infinitésimale pure d’ordrer,
notion équivalente & celle d’objet différentiel pur (*).

En particulier, appelons structure infinitésimale réguliére d’ordre r une struc-
ture fibrée subordonnée (®) a la structure fibrée du prolongement princi-
pal H'(V,), c'est-a-dire définie par un sous-espace fibré H(V,)de H(V,), a
groupe structural G, sous-groupe de L., la fibre H. ¢tantun ensemble hG de

n?

repéres d’ordre r. Dans un voisinage U de 2 € V, la structure peut étre définie
par un champ de repéres d’ordre r : & -» h,, ou par la forme différentielle
d’ordre r définie par = — A", telle que H,—=%,G ou H'=Gh]'; ou encore
par la forme différentielle @ sur G > U définie par (s, x) - sh7'.

Le probleme d’équivalence locale de ces structures n’est autre que le probléme
d’équivalence de E. Cartan (*) dans le cas r = 1, et il 8’y raméne aussi pour r
quelconque en utilisant les propriétés de transitivité des prolongements. Le
probléme d’existence global conduit & des « obstacles ».

Une structure infinitésimale d’ordre r sur V, est ausst une structure locale
par rapport a la topologie de V,,. SoitT le pseudogroupe de ses automorphismes

(*y C. Earrs¥any, Collogque de Topologie alg., C. N. R. S., Paris, 1947.

(*) Appelons variété extraite d'une variété I un sous-ensemble A tel que pour tout z€ A il
existe un voisinage W dans E et une A-application fde W dans R” telle que A n'W = f~(0),
oun k> o.

{*) St. Goras, Ann. Soc. Pol. Math., 1946, p. 7.

(%) Selecta, Paris, 193g, p. 113.
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locaux (r fois diflérentiables). Soit J"(I') le sous-ensemble de J'(V,, V,)
formé par l'ensemble des jets ji3 correspondant a tous les gelI'. J7(I") est le
groupoide associé a I'. 51T est 'ensemble de toutes les solutions (7} de J7(I'),
nous dirons que I' est un pseudogroupe complet d’ordre r.

A toute structure infinitésimale pure d’ordre r sur V,, détinie par une section o
d’un prolongement E(V,,), correspond un groupoide Il extrait de 3°(V,, V,);
c’est 'ensemble des X €J7(V,, V,) quisonlinversibles el tels que Xa(x) == o(2),
ou (@, x') est la projection canonique de X sur V,> V,; pour un élément z
de E se projelant sur x, le composé Xz est A/(h7'z) en posant X =A'A™*,
ou h, heH (V,). Le pseudogroupe I' des automorphismes locaux d’une telle
structure est complet, car c’est I'ensemble des solutions de If; on a J7(I') Il
St Il est transitif, c’est-a-dire se projette sur tout U'espace V,>< 'V, la structure
infinitésimale correspondante est réguliére, En effet, soit I1, 'ensemble des X eIl
ayant pour source Z,€ V, et soil /&, un repére d'ordre r en x,. Ml A, définit
alors une structure subordonnée a H'(V,), dont le groupe structural est iso-
morphe au sous-groupe de II se projetant sur (&,, &, ).

Un pseudogroupe I' complet d’ordre r pourra s’appeler pseudogroupe de Lie
(groupe « fini » ou « infini » dans la terminologie de Lie) lorsqueJ"(I') est un
groupoide (qu’on supposera en général analytique) extrait de J7(V,, V). Tout
pseudogroupe de Lie T est le groupe des automorphismes locaux d’une structure
infinitésimale (réguliére, si T est transitif).

(") A une partie ® de J7(V,, V,,) correspond localement un systéme d'équations aux
dérivées partielles; une solution de @ est une r-application ¢ dont les jets j,9 appar-
tiennent a @.

(Extrait des Comptes rendus des séances de I’ Académie des Sciences,
L. 234, p. 589-589g. séance du 4 février 1952.)
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/377

GEOMETRIE DIFFERENTIELLE. — Les prolongements d'une variété différentiable.
V. Eléments de contact et éléments d'enveloppe. Note (*) de M. Cuarres

Enresmany, présentée par M. Arnaud Denjoy.

Cette Note fait suite a quatre Notes antérieures ("). Groupoide associé a un espace
fibré, classes d’intransitivité, applications covariantes. Ces notions, que nous mettrons
a la base de la théorie des covariants différentiels d’une structure infinitésimale, sont
appliquées pour définir les éléments de contact et les enveloppes d'ordre r et pour
indiquer la structure des espaces formés par ces éléments.

1. Soit E(B, F, G, H) un espace fibré &4 groupe structural topologique G,
appelons groupoide associé le groupoide II == HH ' des 1somorphismes d’une
{ibre sur une fibre. Il est muni d’une structure fibrée de base B >< B, de fibre (5,
de groupe structural G >< G opérant sur G de la maniére suivante
(8, 8) t=1s"1s", 0u s, s, t€G. Soient p laprojection de E sur B, ]A) la projection
de H sur B, z et 3 les projections de Il sur B définies par o (// /z”‘):f)(/z),
IO :]A) (W), ot h, I € H. Il est un groupoide d’opérateurs pour E: le com-
posé 0z defell et z€li est délini lorsque p(z)=a(B); alors p(Uz)=75(0).
On a®(0z)=(0'6)z lorsque 'un de ces composés est détini. Les éléments
neutres a gauche et a droite de Il sont les automorphismes identiques des
fibres.

Appelons classe d'iniransiaieité de 3 €l relativement & 11 ensemble des
composés Bz, on 6 €ll. Deux points 2€ E et y € I¥ seront dits équivalents lors-
qu’il existe h€ H tel que z = Ay. La classe d’intransitivit¢ de z est 'ensemble
des points équivalents a un point y € IF. L’ensemble des points de I¥ équivalents
4 z est une classe d'intransitivité de ¥ relativement a .

Un sous-espace E’ de E sera dit dneariant (par IT) lorsqu’il est réunion de
classes d'intransitivité. It est alors I'ensemble des points équivalents & un point
quelconque d'un sous-espace F' de I, invariant par Gj ¢/ est muni d’une
structure fibrée E'| B, F', G/N, H/N| o N est le sous-groupe de G qui laisse

invariant chaque point de F'.

(") Séance du 25 février 1952,

(') Comptes rendus, 233, 1931, p. 308, 777 et 10811 23%, 1952, p. 53-.

/
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Soil ¢ une représenlation de (5 sur un groupe d’automorphismes G d’un
espace I et sott Ei:B, F, G, H) I'espace fibré associé a E(B, F, G, H) par o.
Désignons ausst par 2 la représentation associée de H sur H, ainsi que celle
de Il sur M, définie par o(K'A ) =c(Ae(h)"', ot h, #'€H. Une appli-
cation ¥ de E dans F sera appelée application covariante (rcsp. ineariante si G
est réduit a I'élément neutre) lorsque U6 = o (§){ quel que soit 6 €ll. L’applica-
tion covariante ¥ se projette sur 'application identique de B; il lui correspond
une application covariante ¥, de I dans I, c’est-i-dire telle que s = 9(s)dy,
ol s € G. Une classe d’intransitivité est appliquée par { sur une classe d’intran-
sitivité. Soit ¢ la relation d’equivalence dans F associée a {, et E la relation
d’équivalence dans E associée a < el supposons que ¢ soit une relation d’équi-
valence ouverte. Alors { admet la décomposition canonique § ="', ot ¢/ est
I'application covariante canonique de E sur E7, qui est muni (') d'une
structure fibrée associée E/;[B, Fie, G/K, H/K], K étant le noyau de o;
<" est un 1somorphisme de E/c sur un sous-espace invariant de I. Pour que les
classes mod g sur E soient les fibres d’une structure fibrée dont le pseudogroupe des
automorphismes locaux comprenne les automorphismes locaux de la  struc-
twre E(B, F, G, H), ¢ faut et il suffit que les classes mod ¢ sur F solent les fibres
d’une structure fibrée incariante par G (condition vérifiée en parliculier
lorsque G est un groupe de Lie transitif dans I et qu’une classe modp est
fermée).

2. Considérons deux r-varigtés V, et V. Soit [I"(V,) le groupoide associé
a H'(V,); c'est I'ensemble des éléments inversibles de J7°(V,, V,). Consi-
dérons J7(V,, V, )y muni de sa structure fibrée (*) de base V,><V,, de fibres
isomorphes & L), | de groupe structural L] >< L], associée & I'espace fibré prin-
cipal H(V,) < H"(V,,). Son groupoide associé est II'(V,)><II"(V,,). La
classe d’intransitivité de z€J’(V,, V,,) est 'ensemble des éléments A yh !,
ou heH(V,), AeH'(V,), y élant un élément de L), équivalent & a.
Appelons éléments d’équivalence de y ct de z les classes d’intransitivité de y
et de z.

Considérons aussi sur J/(V,, V,,) la structure fibrée de base V,, de fibres
isomorphes a T, (V,) de groupe structural L], associée a H"(V,). Le composé
deseLl et YT (V,)est Ys'. Le groupoide associé est II'(V,,), le composé
de z€J/(V,, V,)) et 6&ll"(V,) étant s0-'. La classe d’intransitivité de z,
relativement & [I'(V,), correspond dans T;(V,,)a la classe YL/, ou Y = zA.
Cette classe Y L. est appelée élément de contact de Y ou de z: nous dirons aussi
que c’est un n'-élément de contact dans V.

En considérant sur T/ (V,,) sa structure fibrée de base V,,, de fibres iso-
morphes a L, de groupe structural I/ , larelation d’équivalence Y ~ Y5~ cor-
respond dans L, alarelation d’équivalence y~vys™, quiestinvariante par L.,.

-
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Soit P, l'espace quotient de L] , par cette relation d’équivalence; c'est
Vespace des n'-éléments de contact d’origine O daus R™. Cet espace, sur
lequel opére L7, n'est pas séparé, mais chacune de ses classes d'intransitivité
est an espace homogéne de Lie. L'espace P7(V,.) des n™-éléments de contact
de V. est le prolongement d’ ordre r de N ., de fibres isomorphes P;,n. L’appli-
cationY — YL, est une application covariaute "de T? (V,) sur P7 (V). L’image
réciproque par ¢, d'une classe d’intransitivité de P7(V, ) est munie d’une struc-
ture fibrée associée a cette projection. Pour & r, les classes d'intransitivité
de P(V,,) sout des prolongements réguliers (*) de V, et 'application canonique L
de T4(V,) sur PX(V,) se réduit pour chacune d'elles & une lapplication,
ouk 4+ /=r. 51 festune r-applicationde V, dans V,,, le couple ( /, V,)s’appelle
r-variété plongée dans V,,, f(V,) son support, $“(j% /) son élément de contact
d'ordre k en . L’application *(j4 f)de V, dans Pﬁ(V,n) définit le prolongement
d'ordre k de la variété plongée. Si I'élément d'équivalence de j' f est fize, ce
prolongement sera une l-varicié plongée dans une classe d’intransitivité de P, (V )
Uélément de contact Y'(j, f) s'identifie canoniquement a ['élément de contact
d’ordre l en x du prolongement J*(j* ).

En considérant de méme suc J7(V,, V,.) la structure fibrée de base V,,, on
définiv Uélément d’enveloppe de Z€ J'(V,, V,,) ou d'un élément équivalent Z
de T7/(V,); c’est la classe L, Z, que nous appellerons aussi m™-élément d’ence-
loppe dans V,. L’ensemble P7’(V,) de ces éléments est le prolongement
d’ordre rde V, de fibres isomorphes a4 P/’ , ensemble des classes L] y (¢élément

d’enveloppe de y € L] ).

nyn/

(Extrait des Comptes rendus des séances de I’ Académie des Sciences,
t. 234, p. 1028-1030, séance du 3 mars 1952.)
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/38/

GEOMETRIE DIFFERENTIELLE. — Les prolongemenis d’une variété différentiable.
\'. Covariants différentiels et prolongements d’une structure infinitésimale. Note

de M. Cuanrres Enresmany, présentée par M. Arnaud Denjoy.

Cette Note fait suite 4 cing Noles (') antérieures. Définition de la notion de
covariant différentiel par rapport i une structure infinitésimale pure. Prolonge-
ments d'une structure nfinitésimale. Les prolongements successifs d’une connexion
afline soot des connexions affines générales d’ovdre r.

L. Soit V, une r-variété, H"(V,) son prolongement principal d’ordre r,
(V) le groupoide associé. Considérons deux prolongements E et E de V,
d’ordres k el k, ou kZr, k.
sur E el E. Soil L une application covariante de E dans E, c’est-a-dire b = 6¢,
ou Be&ll"(V,). Nous dirons que L(z) est un covariant différentiel de z€E.

H7(\,) est un groupoide d’opérateurs

A correspond une application covariante {, de 1" dans I, fibres types de K

o5 =5y, oisel].
oit & une structure infinitésimale pure définie par une section s de I,
Stz =0c(x). ot xze€\,, V'élément L(z) est un covariant différentiel de % au

el I

7

point x; la section L5 de F est un covariant différentiel de .

Supposons que 5 soit / fois différentiable, ou # 4 7==r. Soil s'(x) I’élément
de contact de /5. Nous dirons que s', prolongement d’ordre / de la section s,
définit le prolongement %' d’ordre / de 5. 9’ est une structure infinitésimale
pure d'ordre £ -+/ et ses covariants différentiels seront encore appelés
covariants difféerentiels de 9.

Si(f, V,) est une r-variété plongée dans V,,, ses covariants différentiels sont
ceux de ses éléments de contact. i

2. A la structure infinitésimale pure S est associé un groupoide 1I(%5),
groupoide des automorphismes infinitésimaux de $. C’est un sous-groupe de
H#('V,) et ses solutlions sont les automorphismes locaux de 5. Une application
covariante par rapport 4 % est définie par la condition 48 =6¢, ot H€lI( %),

(") Comptes rendus, 233, 1931, p. 398, 777 et 1081 234, 1952, p. 58 et 1028,
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4 étant une application d'un prolongement d’ordre £, de V, dans un prolonge-
ment d’ordre ky; k, ="k, ky—k. 31 5 est / fols différentiable, considérons le
prolongement &' d’ordre / de % et le groupoide associé [I(5"). Les applications
covariantes par rapport 4 ' sont encore dites covariantes par rapport & © et
Pon a ainsi la notion de covariant différentiel d’ordre =~ &+ [ par rapport a 5.

On a surtout considéré les applications covariantes dans un prolongement
tensorcel de 'V, (prolongement du premier ordre associé & une représentation
linéaire de L)).

Soit & une structure infinitésimale réguliére d’ordre ksur V,. Elle correspond
a un sous-espace tibré H(V,) de H*(V,), a groupe structural G, sous-groupe
de L. Un espace fibré E associ¢ 2 H(V,), correspondant 4 une représentation ¢
de G sur un groupe d’automorphismes de K, sera appelé prolongement de 'V,
relativement 4 3. Pour que E soit aussi un prolongement relativement a la
structure de r-variété de V,, il faut et il suffit que ¢ se prolonge a L% Lanotion
d’application covariante relativement & $ est définie pour les prolongements
relativement a %.

3. Le groupoide 1I*(V,) est muni d’une structure de Lvariété, ot r=~4—+ /.
Les trois structures fibrées sur I1%(V,), correspondant a la projection y sur
V, <V, et aux deux projections « et 3 sur V,, sont /fois différentiables. Soit E
un prolongement régulier d’ordre £ de V,, p la projection de E sur V,.. La loi
de composition (6, 3) - bz, ot 0€II*(V,) et z€E, se prolonge a 'ensemble
des couples (0, Z), o @& T [II"(V,)] et Ze T .(E) tels que pZ = 0.

Si G est un groupe de Lie opérant d’une maniére r-fols différentiable sur I,
T;(G) est un groupe opérant d’une manicre l-fois différentiable sur Vy(1°). Le
groupe TH(G)est I fors différentiable et, en général, c’est une extension non
triviale de G.

[r=1]

En particulier, posons L' =T (L"), L' =L} = L,. Le groupe L] est
canoniquement isomorphe a un sous-groupe de L.\, Posous aussi L= T/ (L%).

En supposant [k, soit H*(V,) 'ensemble des X& J|V,, (V)] tels
que 2 X soit le [-jet neatre de V, el que 3X soit le fjet canoniquement déduit
du 4-jet but de X, I1/(V,)) est un groupoide qui opére sar T/’J(E)

Sott H*(V,) Pensemble des YGTH HA (V)] tels que la projection de Y
sur V, soil la n*vitesse canoniquement déduite de la n'-vitesse origine de Y.
H7(V,)s’'identifie canoniquement & un sous-espace de H*/(V,), qul est 'espace
fibré principal associ¢ a H'(V, ) par élargissement de 1] a L#'. Le groupoide
associé a H (V) est TH/(V ).

Appelons connexion affine spéctale d’ordre k une conuexion inlinitésimale
dans H*(V,). C’est une structure inlinitésimale réguliere d’ordre 41
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définie (*) par un certain champ C de n'-éléments de contact dans HECV ).
Le prolongement d’ordre 1 de cette structure est une connexion infinitésimale
dans H**(V,). Appelons connexwion affine géneérale d’ordre r une connexion
infinitésimale dans H''(V,), espace fibré principal associé a H(V,) par élar-
gissement de L7 a LY. Par des prolongements successifs d’une connexion affine
spéciale on obtient une connexion affine générale d’ordre r; de cetle fagon on
n'obtient pas toutes les connexions de ce type.

(2) Voir la définition précise dans : C. KuresMaxy, Les connexions infinitésimales (Col-
loque Topologie, Bruxelles, 53-8 juin 1950).

Une étude générale des conpexions infinitésimales d'ordre r sera faite dans un autre
article.

(Extrait des Comptes rendus des séances de " Académie des Sciences,
t. 234, p. 1424-1425, séance du 31 mars.1gd2.)

GAVTHIER-VILLARS. IMPRIMEUR-LIBRAIRE DRS COMPTES RENDUS DES SEANCES DE L'ACADEMIE DES  $C ENCES.
141653~52 Paris, — OQuai des Grands-Augusting, 55.

360



/81/

GEOMETRIE DIFFERENTIELLE. — Eaxtension du calcul des jets aux jets non
holonomes. Note de M. Cuarres Euresmany, présentée par M. Arnaud
Denjoy.

Cette Note fait suite a six Notes antérieures (1). Définition des jets non holonomes
et semi-holonomes. Prolongements d’'un « systéme différentiel général ». Composition
de jets non holonomes. Prolongements « parfaits » d’une variété différentiable.

Soient V, et V,, deux variétés de classe > r. Sir= £/, lavariét¢ J*(V,, V,,)
des jets d’ordre # de V, dans V,, est de classe 2.7 ainsi que les projections «
et § [ou a(X) désigne la source du jet X, (3(X) son but]. Soit 5 un relévement
local de classe { de V,, dans J*(V,, V,,); c’est-a-dire x5 est Papplication iden-
tique d’un ouvert de V,,. Le jet ji.5 sera appelé jet non holonome de V,dans V,,.
L’ensemble de ces jets forme une sous-variété n' 3*(V,, V,,.) de J4(V,, J5(V,, V,.)).
La variété J7(V,, V,,) s'identifie canoniquement & une sous-variété de
t(IX(V,, V,), en identifiant j./ a j(j5f), ot j*f désigne le relévement
local @ — j% f d’une application fdeV, dans V,,.

On peut identifier =*J*(V,, V,) a la variété des éléments de contact de
dimension n et d’ordre [ de J4(V,,, V) qui se projettent réguliérement sur V,,.
Alors J°(V,, V,) s’identifie 4 une sous-variété d’éléments de contact d’ordre /
de J*(V,, V,.), c’est-a-dire & un «systéme de Pfaff généralisé » dont les variétés
intégrales sont les applications multiformes de classe » de V, dans V,. Si
k=r—1, ce systéme est défini localement par un systéme de Pfaff ordinaire.

Soit ® un espace extrait de J*(V,, V,.), c’est-a-dire un ouvert séparé de
I'espace des germes de sous-espaces de J*(V,, V,); on peut le considérer
comme un « systéme différentiel général ». Les /-jets des relévements locaux
de V, dans ® forment le prolongement non holonome ='®. Clest un espace
extrait de =’ J*(V,, V,,) ; son sous-espace extrait de J"(V,, V,,) est le prolonge-
ment holonome ® de @. Par récurrence on définit le prolongement non holo-
nome général & en posant @' =, &'=n'd~*. On peut identifier ='® a un
sous- espace de @".

(') Comptes rendus, 233, 1951, p. 598, 777, 1081; 234, 1952, p. 587, 1028, 1424; Voir
également : Les prolongements d’une variété différentiable (Atti del IV Congresso U. M. 1.
Taormina 1951). Introduction a la théorie des structures infinitésimales et des psendogroupes
de Lie (Colloque International de géométrie différentielle de Strasbourg, C. N. R. S. 1953).
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En partant de & = J'(V,, V,,) on obtient ainsi 5"(\-’,,, V,.), espace des jets
non holonomes généraux d’ordre r de V, dans V,,.. L’espace J"(V,, V,.) s'iden-
tifie 2 un sous-espace de J~"(V,,, V..). On définit encore la projection canonique
J5 de 5’( V., V) sur 5"(\"“,,, V), admettant pour restriction la projection
canonique de J(V,, V,,)sur J*(V,, V,.). De méme on définit les projections
= et 3 (source et but) de 5"(\',,, V,)sur V,et V,.

Si @ est un espace extrait de gf“(V,,, V..), soit %! d le sous-espace de =n'®
formé par l'ensemble des éléments jia, ou o est un relévement local de V,
dans ¢ vérifiant la condition supplémentaire ji(j*'+0)=a(a). Par récur-
rence on définit encore le prolongement @, en posant '= &, &'= 7! ",
En partant de ® = J*(V,, V,,) on obtient ainsi 'espace 3"(\",,, V,,) dont les
éléments seront appelés jets semi-holonomes d’ordre rde V, dans V,,.. J7(V,, V,,)
est un sous-espace de 5’(\/,,, V.); 1l contient J7(V,, V,,) etil est appliqué par
JEsur 5"(\7,,,\7,”). Un élément de J7(V,, V) sera aussi appelé jet holonome.
Si @ est un espace extrail de 3"(\7,,, V,.), on obtient le prolongement semi-
holonome @ qui sera extrait de :J—"(V,l, V).

La loi de composition entre jets holonomes s'étend aux jets non holonomes.
Soit V, une troisiéme variété de classe 2»r. Soit o un relévement local de
classe / de V, dans J*(V,, V,.); soit ¢’ un relévement local de classe {de V,,
dans J*(V,,, V,). Posons X:jf,.o‘ et X’:ji,,c’ en supposant z'= [(a(x)).
L’application u — o'(u') 5(u), ot #/=B(s(u)), est un relévement local 5" de
classe / de V, dans J*(V,, V,). Le jet j.¢" ne dépend que de X et de X' et nous
pouvons poser X'X =j;¢". Cette loi de composition permet de définir par
récurrence une loi de composition (X/X)—X'X, ou Xe&F(V,, V),
X' € (V,. V), B(N)=a(X'), XXe€I(V,, V,). Le composé de deux jets
semi-holonomes est semi-holonome. Par restriction aux jets holonomes, on
retrouve la loi de composition entre jets holonomes,

Un jet semi-holonome XeJ"(V,, W,) est inversible si le jet du premier
ordre jt(X) est inversible. L’ensemble des éléments inversibles de 3"(V”, V)
forme un groupoide I1"(V,), prolongement semi-holonome du groupoideII* (V,,).
Les ¢léments inversibles de source et de but z€ V,, forment un groupe E;(Vn),
1somorphe au groupe L =L (R, qui contient L. comme sous-groupe.

Le prolongement semi-holonome d’un sous-groupoide @ de IMmt(V,) est un
sous-groupoide ®—* de 1I"(V,). En particulier soit ® le groupoide associé a
une structure infinitésimale réguliére de groupe GCL, sur V, (appelée aussi
G-structure). Par prolongement semi-holonome il lui correspond un sous-
groupoide o1 e E’(Vn) et un sous-groupe de E’;(\",I). A la G-structure inté-
grable triviale sur R” correspond ainsi un sous-groupe G,., de L7: c’est une

extension du groupe G.
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Un élément de J7(R#, V,) de source O et de but = sera appel¢ vitesse semi-
holonome d’ordre r et d’origine . Soit T;(V,)’ensemble de ces vitesses semi-
holonomes. On définit de méme l'espace T7*(V,) des covitesses semi-holo-
nomes. Un élément inversible de T7(V,) ou de T;*(V,) sera appelé repére ou
corepére semi-holonome. L’espace TI’(V,,) des repéres semi-holonomes de V,
est un prolongement d’ordre r de V,, c’est-a-dire un espace fibré associé
a H7(V,), espace des repéres d’ordre r. De plus H"(Vn) est un espace fibré
principal de fibre L;. L’espace T;(V,), ainsi que T;*(V,,), est aussi un prolon-
gement d’ordre r de V,; mais de plus c’est un espace fibré associé a I'espace
fibré principal H(V,). Appelons prolongement parfaittout espace fibré associé
a H"(V,). Pour qu'un prolongement ordinaire soit parfait, il faut et il suffit
que la loi de composition (s, y) — sy, ous€ L, et y € F (fibre du prolongement),
s'étende a L. Si E,, E,, ..., E, est une suite d’espaces telle que E,=V,
et &, == prolongement du premier ordre de E, ,, I'espace E, est un prolonge-
ment parfait d’ordre r de V,,.

(Extrait des Comptes rendus des séances de I’ Académie des Sciences,
t. 239, p. 1762-1764, séance du 20 décembre 1954.)
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/43/

GEOMETRIE DIFFERENTIELLE. — dpplications de la notion de jet non holonome.

Note de M. Cuaries Eurssmany, présentée par M. Arnaud Denjoy.

Cette Note fait sutte & une Note antérieure (‘). Représentant tensoriel d'un jet semi-
holonome de R* dans R”. Prolongements non holonomes et semi-holonomes d’une
loi ‘de composition. Prolongements généralisés d’une variété. Transitivité des
protongements.

{. Représentant tensoriel d’un jet semi-holonome. — Soit L7, Pespace des jets

semi-holonomes d’ordre » de R” dans R™, de source O et de but O. Tout

”

élément y de L., admet un représentant tensoriel :

hin

o v [ . . :
i LAY SR A A R S oY y
Zioayel ,,,"n/:‘””@(’/- ,_,(1/‘/2“_/,,.1,:®41,/_®...®.1,/’

avec la convention habituelle de sommation par rapport aux indices j,
qui prennent les valeurs entiéres de 1 a n, tandis que i prend les valeurs de 1
a m. Par récurrence on voit qu'un relévement s d’un voisinage de o€R”

dans ;7""(R", R™) correspond a une suite de fonctions numériques
R . C g RO

(o, oy, ..., u, ;.. définies au voisinage de O. On a v =/ s lorsque s

vérifie pour z == o les conditions

o{0) == (o, @ oo oy i)

i i o L~ b oyl 4 T e
dut = drd, ddf, == aj,;, ', e A, = daeds

Les coefficients

dans L, ,. 51 ces coordonnées sont symétriques par rapport aux indices

inférieurs, le jet » est holonome. Le représentant tensoriel de j*y s’obtient en
supprimant les termes de degré ™ k. Soit y’ GN]:;/,,,. Pour » =2, le représentant
tensoriel de )")’EE'/‘,,“ s’obtient par substitution du représentant tensoriel de y
dans celui de y' et par suppression des termes de degré ™> 2. Cette régle n’est
plus valable pour r > 2. Elle est cependant valable pour r quelconque lors-
quey ouy’ estle jet d’ordre  d’une application linéaire. Ainsi le groupe L, <L,

forment un systéme de coordonnées canoniques

est un groupe d’opérateurs linéaires sur L, ,. Ce groupe laisse invariante la

(Y Comptes rendus, 239, 1957, p. 1762,
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k

m,ny

»
ey, n

décomposition de L, . en somme directe des sous-espaces M en désignant

”

ar M!_, ensemble des y €L, , dont les coordonnées sont nulles a 'exception
P m, n .)/ 1,0 p

des d,;, . L'espace MY, , s'identifie 4 I'espace des applications linéaires de R”

dans M%7, clest-a-dire 8 R*"®Q(R)*®. .. @ (R")", ou il y a & facteurs iden-
tiques a (R®)*, espace dual de R". Si m=n, M!

& . st un espace de tenseurs
sur R et L, opére sur L, comme sur la somme directe des espaces de

k—1
n

k
L

tenseurs M .. Soit M le noyau de ’homomorphisme j~* de L* sur L{~'; le

représentant tensoriel d’un élément de M est
— B 1 : .
al e a4 7 @i L 2R, .. Rait,

On peut aussi identifier M, a I'algébre de Lie de M.

n.n

Remarquons que les coordonnées canoniques de ¥’y sont des fonctions poly-
némes par rapport aux coordonnées canoniques de v et de ¥'. Donc les

r
m,n

coordonnées canoniques définissent sur L7, une structure analytique réelle
invariante par L], < I. L’espace L}, , muni de cette structure analytique est la
fibre type des prolongements T’,’I(me) et 3’(\7,,, V), de base V, et V, <V,

De méme .7 est un groupe analytique, qui est la fibre type de A" (V).
group yuque, q yp n,

2. Prolongements d’une loi de composition (*). — Soit ¢ une loi de composi-
tion (5, 5) > 3z, de classe r, ol z€E, 2 €FE’, 72€ E. Soit V, une variété de
classe r et soit Ze J(V,, E), Z'€ IV, EN, a(y=a(Z), z= 8(2D),
F=B(Z". Alors (Z', Z)€ J7(V,, E' < E). En posant

2. 7= (jo.e) (2, L)ye TV, E),
on définit un prolongement non holonome d'ordre r de la lot de composition .
Ona «(Z'.7)==2(Z). Par restriction aux jets semi-holonomes, on obtient un
prolongement semi-holonome de p; car le composé 7'.7Z de deux jets semi-

holonomes est semi-holonome. Le prolongement d’une loi de composition
associative est associatif. Si ¢ est défini seulement sur une partie Mde E'<E,

son prolongement est défini pour les couples (Z/,Z)€ 37(V,, M). Si G est un
groupe de Lie, T, (G) est un groupe de Lie, extension inessentielle de G. Si G
opére sur V,, :fv’,;(iG) opére sur T;(V,,).

3. Prolongements généralisés d une variété V,. — V, étant de classe 27, soit

® un sous-groupoide de ﬁ’(V)n). Appelons prolongement de V, relatif a ® une

(*) Les prolongements holonomes sont définis dans © Géométrie différentielle ( Colloque
Int. C. N. R. 8., 1953, p. 108).

365



variétée E munie d'une projection p sur V, et admettant & comme groupoide
d'opérateurs; c’est-a-dire on a une loi de composition (8, z2) > 0z, o O&g,
s€k, izgE, telle que §(0z)=(0"0)z et ez =z, si ces composés sont définis
et si e est une unité de ®. Nous supposonsde plus : 1° 85 est défim s1 2(6)=p(z);
2° p(Bz)=3(0); 3* les applications p et (§, z) — 0 z sont continues.
Supposons que p et (8, z) — Bz soient de classe h. Soit ® le prolongement
semi-holonome d’ordre A de ®. Un élément X de &, de source x = a(X), est
un élément de J*(V,, ®) tel que aX = j, ou ;" désigne le A — jet de source x
de Papplication identique de V, et o I'application canonique de ?/"(V,,, )
sur V, (cependant X vérifie encore des conditions supplémentaires).
Posons Z = (X(j'p)).j!, ot z€E tel que p(2)==x. On a Z€l"(E), de
source z. L’ensemble de ces jets semi-holonomes Z est un sous-groupoide ¥,

de TI*(E).

Turorime (transitivité des prolongements). — Tout prolongement E de

E relatif a W, est un prolongement de N, relatif a b,

En effet, le composé Xz sera détini par Xz = Zz, ou zeE se projetant sur z.

Le théoréme (*) de transitivité des prolongements au sens ordinaire en est
un corollaire, en remarquant que Z est holonome s1 X est holonome.

Soit E* un prolongement itéré d’ordre h de E; c’est-a-dire 1l exisle une suite
ke, B ..., E*, ou E°=E et E'= prolongement du premier ordre de E—*,
relatif a TI* (E**). Alors E est un prolongement de 'V, relatif ¢ ®". En particulier
s1 E est un prolongement de V, relatif a IT* (V,)), E* est un prolongement de V,,
relatif a ﬂ”‘“(V,,), c¢’est-a-dire un prolongement parfait d’ordre A4-1 de V,.

Ce qui précéde peut encore se généraliser en considérant des sous-grou-

poides de ﬁ’( V), groupoide des jets non holonomes inversibles.

(v Comptes rendus, 233, 19ht, p. r1o81.

tExtrait des Comptes rendus des séances de U’ Académie des Sciences.
1. 250, p. 397-39q, séance du 24 janvier 1455.)
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/447

GEOMETRIE DIFFERENTIELLE. — Les prolongements d'un espace fibré diffé-
rentiable. Note (*) de M. Cuarces Euresmaxy, présentée par M. Arnaud Denjoy.

Cette Note fait suite 3 deux Notes antérieures (*). Un espace muni d'un groupoide
d’opérateurs est considéré comme un espace fibré généralisé. Prolongement d'aun grou-
poide différentiable. Structure fibrée des prolongements d'un espace fibré diffé-
rentiable.

1. Une généralisation de la notion de structure fibrée. — Soit E un espace
muni d’un groupoide d’opérateurs @ vérifiant les axiomes suivants :

1° Etant donnés s€ E, 6 €®, O’ e®, chacun des composés 8/ (63) et (6'9)z est
deéfini si et seulement si 6’0 et 8z sont définis. Lorsqu’ils sont définis, on a
0 (03)=(0"0)3.

2° Sie est une unité de ® et si ez est défini, on a ez == z.

3° Tout s€E peut étre composé avec au moins un 6 €® et tout H € P peut
étre composé avec au moins un ;€ E.

Soit B P'ensemble des unités de @. Soit a(§) I'unité a droite, b(8) Punité a
gauche de 6 € ®. 1l existe alors une unité p(s) bien déterminée telle que p(z)s
soit défini. On a ainsi deux projections a et b de @ sur B et une projection p
de E sur B. Le composé 05 est défini si et seulement si a(8)=p(z) et alors
onab(8)=p(0z).

La structure ainsi définie par ® sur E sera appelée structure fibrée (généra-
lisée) associée a @, de base B et ayant comme fibres les images réciproques
par p des points de B. Soit K V'ensemble des 6 € ® tels que 03 =5 pour tout z
vérifiant la condition p(z) = a(0). K estun sous-groupoide distingué de ®,d'un
type particulier. Les classes K, qui coincident avec les classes Kf, forment le
groupoide quotient ®/K. C’est un groupoide d’opérateurs sur E qui sera
appelé groupoide principal de la structure fibrée considérée. Les structures
fibrées associées a ®/K seront dites associées a la structure fibrée considérée
sur E.

*

(*) Séance du 25 avril 1933.
(1) Comptes rendus, 239, 1954, p. 1762; 240, 1953, p. 397.
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S E et & sont munis de structures topologiques, il convient d’ajouter 'axiome
de continuité pour les fonctions § — 074, (07, 6)-» 00, (0, 5) > 05 et p. 1l en
résulte la continuité des applications a et b. En particulier on a un espace fibré
ordinaire a groupe structural topologique G lorsque B (supposé connexe)
admet, au voisinage de tout z € B, un reléevement local dans ¢ défini par une
fonction continue u — 6, o u appartient & un voisinage de x et §,€®, telle
que a i,y =wet b(H, =u. L'espace fibré principal associé¢ sera le sous-
espace H de @ K formé par les classes OK telles que a(8) == le groupe G sera
le sous-groupe de & K formé par les classes OK telles que a(0) =5b(8) = .

2. Les prolongements d’un espace fibré différentiable. — La structure fibrée
associée a @ sera dite de classe rlorsqueles fonctions 06—, (6/, 6)—~ 0’6, (0, 5)—> 03
et p sont de classe r. Alors a et b seront aussi de classe 7.

Soit Xe (B, d) tel que aX = = r-jet de I'application identique de B de
source @ = z(X) et tel que bX ell’(B); [ par définition le composé de X avec
une application f de classe r de ® dans un autre espace est /X =(j§ /)X, out
= 3(X)]. L’ensemble des X ainsi définis forme un groupoide @, appelé
prolongement non holonome d’ordre r de ®. Le composé X'X de deux éléments
de & est (X'5X).X, ce produit étant défini par prolongement non holonome
de la loi de composition de ®. Les unités de @ sont les éléments j, ou z€B.
L'inverse de X est s X(&X)*!, ou 7 désigne 'application 6 — 0~* de ® sur .

Soit j7 le r-jet de 'application identique de E de source z€E et supposons
x=p(z). Désignons par Xj’ le composé (Xj,p).j., obtenu par prolongement
non holonome de la loi de composition (4, z) — 6z. C’est un élément de TI"(E),
de source z et de but z'="8z. L’espace des couples (X, z), ou p(z)=a(X),
forme un groupoide pour la loi de composition (X', 3)(X, z)==(X'X, z).
L’application (X, z)— Xj, est une représentation continue de ce groupoide
sur un sous-groupoide ¥ de I7(E ).

Soit E’ un prolongement de E relatif a .81 zeE’ se projette sur €L le
composé (X 1)z est defini: il peut se noter Xz' et sera fonction continue
de (X, 5. Ceci définit @ comme groupoide d’opérateurs sur E' et démontre
le theoreme suivant, analogue au théoréme de transitivité des prolongements :

Treorene. — St E est un espace fibré de classe r associé & ©, tout prolongement

de L relatif ¥ est un espace fibré de base I3 associé a @,

Le prolongement semi-holonome & (resp. holonome @) de @ est le sous-
groupoide de ®, forme deléments de J7(B, &) [resp. J7(B, d)). L’applica-
tion (Xz) - Xj. fait correspondre i @ un sous-groupoide U de 1I7(E), et
a & un sous-groupoide W de II'(10). Ceci démontre :
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CoroLLAIRE 4. — Tout prolongement de E relatif a W (resp. W) est un espace

fibré de base B associé a @ (vesp. ¥7). En particulier tout prolongement ordinaire
d’ordre r de E [ c’est-a-dire relatif a II'(E)] est un espace fibré associé a @".

Soit E un espace fibré ordinaire de classe r a groupe structural de Lie G.
Soit @ le groupoide principal associé (groupoide des isomorphismes de fibre
sur fibre). Le sous-groupoide de ® formé par les éléments 8 tels que a(6) et
b(9) appartiennent & un voisinage de x € B est isomorphe au sous-groupoide
de @, = R"><R"><G formé par les éléments (u/, u, s)€ Ux<U><G, ou U est un
voisinage de 'origine de R*, n=dim B. La loi de composition du groupoide ®,
est (v, u,sY(', u, s)=@", u, s's), ou u,u’, '€R" et 5, s€G. Le prolon-
gement ®; s’identifie 8 R*><R"><L,><T( G), muni de la loi de composition :

(ur/’ W, ],/’ S’)(u', u, ¥, S) — (u//’ u, ‘}”}', S’]”.S),
ouy,yeL.; S, SeT,(G), considéré avec sa structure de groupe. Soit G le

sous-groupe de ®] formé par les éléments (o, o, ¥, S). C'est un groupe
isomorphe a L) ><T(G) avec la loi de composition (¥', $')(y, S)=(y"y,S'y.3).

Corortae 2. — Tout prolongement d'ordre r de E (ou relatif a W) est un
espace fibré de base B et de groupe structural G,

En remplacant L et T;(G) par L et T,(G), on définit de facon analogue
un groupe GJ. De méme, en utilisant des jets non holonomes, on définit un
groupe G.. Tout prolongement de E relatif a T(resp. ‘T’) sera un espace fibré
de base B et de groupe structural G/, (resp. G;)

(Extrait des Comptes rendus des séances de I’ Académie des Sciences.
t. 240, p. 1753-1737, séance du 2 mai 1955.)
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TOPOLOGIE. — Sur les espaces feuilletés - théoréme de stabilité. Note (*)
de MM. Cunarves Enresaaxy et Sum Weisnu, présentée par

M. Arnaud Denjoy.

Le théoreme de stabilite (1) de la théorie des nariétés feuilictées est étendu an cas
des espuces feuilleteés localement shaples ().

Définition. — Une structure feuilletée (ou feuilletage) (°) sur'E est définie
par un couple (T, T’) de deux topologies T et T' sur E vérifiant Paxiome
suivant : tout point & de I8 admet un voisinage U relativement & T" tel qu