Diagrammes d’espaces fibrés principaux et sphéres d’homologie

Horst IBISCH (Nantes)

Le but de ce travail est de généraliser la théorie de la classification homotopique des
espaces fibrés principaux aux espaces fibrés principaux doubles dont la structure est
beaucoup plus riche. Comme premiére application, nous obtenons une relation nouvelle
entre les spheres d’homologie entiere et les groupes d’homotopie encore peu connus de
certains groupes de transformations d’espaces euclidiens.

Les définitions fondamentales et les premiers résultats dans le domaine des espaces fibrés
principaux et leurs espaces classifiants sont dus 8 C. EHRESMANN a partir de 1934
([3],[4]). En particulier, on lui doit la décomposition cellulaire des variétés
Grassmanniennes, ouvrant 1’accés a leur anneau de cohomologie et aux classes
caractéristiques de STIEFEL-WHITNEY ([2],[7]). Il a également examin¢ les espaces
fibrés associés a des variétés munies de structures définies par des pseudo-groupes de
transformations, e.g. les structures différentiables, les structures presque complexes ou les
structures feuilletées ([5],[6].[7].[8]).

L. Espaces fibrés principaux doubles et leur classification homotopique.
Enoncé des résultats.
Définition. Soit K un groupe topologique, G et H des sous-groupes de K ; soit X un espace
topologique. On désigne par Cx(X ;G,H) la classe des triplets (1,®D,() sur X, oun est un G-
fibré principal sur X, C est un H-fibré principal sur X et @ : nxgK — {xyK est un K-
isomorphisme sur X. Les triplets (n,®D,) seront aussi appelés « espaces fibrés principaux
doubles ».

Plus explicitement, soit py: E(nN) — X un G-fibré principal localement trivial sur X et soit
pz : E({) - X un H-fibré principal localement trivial sur X. En formant les produits tordus
E(nN)xK et E({)xygK, on obtient deux K-fibrés principaux localement triviaux sur X :

T, : E(N)%XgK — X avec la projection T, [e.k] = py(e)
¢ : E({)*uK — X avec la projection Tg[e.k] = pz(e) .

On décrit facilement les trivialisations locales de ces K-fibrés principaux :
si §; : UxG - E(n)0U; est une trivialisation locale sur U; [1 X de n, alors

S dixcK
UxK - (UxG)xcK I (E(N)*cK)OU; O(E(n)0Ui)*cK
Lpri ! 1T,
u o= = U

est une trivialisation locale de E(n)xgK, avec &i(x,k) = [(x,16).k] , &' [(x,2).k] = (x,gK),
(0ixcK)((x,2).k) = [di(x,g),k]. En d’autres termes, un espace fibré principal « double » est un
isomorphisme ®

ExsK O EQ)xuK

X = X de K-fibrés principaux sur X.



Deux triplets (n,®,0) et (n',®',') sont « isomorphes sur X » s’il existe un G- isomorphisme
0 :N-nN'" etun H-isomorphisme T : { - {' sur X tel que le carré de K-isomorphismes

(0]
n XcK [h (xuK
loxgK 1™XgK
0}
n'xgK Ch (xp K

est commutatif. On note k(X ;G,H) I’ensemble des classes d’isomorphie sur X des espaces
fibrés principaux doubles sur X.

Exemple : Si K=G=H, kx(X ;K,K) = kx(X) est ’ensemble des classes d’isomorphie des K-
fibrés principaux sur X.

Théoréme 1.
Le foncteur kx( - ;G,H): Top — Ens est représentable. Il existe un espace classifiant

B(K;G,H) et une bijection naturelle
O

O:  [X:BEKGH)] - kk(X;G.H)
entre I’ensemble des classes d’homotopie des applications continues X — B(K;G,H) et
kx(X;G,H).

Plus précisément, il existe un fibré pricipal double universel (yg,®y,yn) de base B(K;G,H) et la
bijection [J associe a toute application continue f: X — B(K;G,H) le fibré principal double

induit (f7(yg), £7(®,),f (yn)).

Dans le cas K=G=H, B(K ;G,H) est équivalent a I’espace classifiant BK de J.W. MILNOR
[9] des K-fibrés principaux.

Remarque concernant I’Unicité.

II suit de la théorie générale des foncteurs représentables que I’espace classifiant B(K ;G,H)
est unique a équivalence d’homotopie pres.

Le fibré principal double universel associé est unique dans le sens suivant. Supposons donné
deux bijections naturelles

O: [X; B] Ukg(X;G,H) et [0 :[X;B'] Ukg(X;G,H)

et soient {(Y,P,yn)} = U[idg] et {(Ys',P",yu')} = [ [idg] les classes d’isomorphie des fibrés
principaux doubles universels associés a B et B'. Soit f: B - B' une équivalence d’homotopie
d’inverse homotopique f' : B' - B, dont I’existence est assuré par les propriétés générales des
foncteurs représentables. On a alors

ke(f;G.H) {(Ye",.®"yu)} = {(Yo, P yu)§ et k(f; GH) {(Yo, P.yw)} = {(Ys', P\yu)} -

Théoreme 2.



(1) II existe une suite exacte de groupes d’homotopie
¢
. = (BK;GH)) = 7i.(G) Ta(H) - 7ia(K) - ma(B(KGH)) — ...
.. = my(B(K;G,H)) .

L’homorphisme ¢ a la forme ¢(a b) =1ig5(a) —igy(b), ouig: G — Ketiy: H— K sont les
inclusions des sous-groupes G et H dans K.

(2) Siig: H — K est une équivalence d’homotopie pointée, iy : mi(H) — T4(K)

est un isomorphisme et la suite exacte dégénere en un isomorphisme mi(B(K ;G,H)) U m;.1(G)
pouri >1.

IL Construction de 1’espace classifiant B(K:G.H) et du fibré principal double universel.
L’application classifiante.

II.1.  Rappel : Le K-fibré principal universel &g de MILNOR.

Soit K un groupe topologique, soit Ex 1’ensemble des suites (to,ko,t;,ki,t2,kz,...) telles que
ki UK, t J[0,1]=1; t; # 0 pour un nombre fini de 1 [J N seulement et Xi>o t; = 1.
Dans Ex on définit la relation d’équivalence [

(to,ko,tl,kl,...) <g (to',ko’,tll,kl',.. ) O (1) ti = ti' pour 120
(2) pour tout i=0 on a soit ti= 0 soit k; =k’ .

On note Ex/[] = EK et I’on note (toko,tiki,...) la classe d’équivalence de la suite

(to,ko,t1,k1,...). On munit EK de la topologie initiale T des projections sur les coordonnées
notées

Ei : EK —» 1 (toko,tiky,...) >
ki: t;710,11=: W > K (toko,tik,...) — ki pouri>0 .
La topologie T est identique 4 la topologie finale des inclusions WX  EK. EK admet une
K-action libre et continue a droite
EKx K — EK définie par (toko,tik,... ) = (tokok,t1kik,...) .

La projection sur le quotient px : EK — EK/K = : BK est le fibré principal universel de
MILNOR, BK 1’espace classifiant. Les parties Vi* = px(W;) sont ouvertes dans BK et la
topologie quotient de BK coincide avec la topologie finale des inclusions Vi BK.

I1.2. Sous-groupes topologiques et sous-espaces classifiants.

Soit G un sous-groupe topologique de K. L’inclusion ig : EG  EK est continue et EG est
un sous-espace topologique de EK (il suffit de comparer les générateurs des topologies Tk
et Tg ; en particulier on a Wi{N EG = W;° pour i20). L’application composée px 0 ig se
factorise par pg et induit une application continue wg dans le diagramme commutatif

ig



EG — EK

} PG Ipx
(Q¢]
BG — BK

L’application continue mg est injective et 1’on observe que BG est un sous-espace de BK
(en particulier Vi*N BG = V;“ pour i>0 ). Dans EK on considére les K-sous-espaces
EK® = { (toko,tik1,...) O EK :ty =0,i>0} et

EK® = { (toko,tiky,...) O EK:t;=0, >0 }.

On munit les parties EK°Y/K = BK* et EK®'/K = BK®" de la topologie de sous-espaces de
BK, qui coincide avec la topologie quotient donnée par la division par K.

Soit G et H des sous-groupes topologiques de K. Alors BG* = BK®N BG et BH® =
BK®'N BH sont des sous-espaces de BK et I’on a les diagrammes d’inclusions

BG BH
0 0 0 0
BG™ BK BH® BK

[ [ [
BKOd BKeV

II.3. Construction de I’espace classifiant B(K:G.H).

Soit Q(EK ;EK|BG*, EK|BH®") I’espace des chemins continues

A: (I;{0},{1}) — (EK; EK|BG, EK|BH®), muni de la topologie de la convergence
compacte.

Définition. Soit A O Q(EK ;EK[BG®, EK[BH®). On dira que A est un chemin linéaire,
s’il existe des suites { t; [1[0,1], 120} et { k; I K, i=0} tels que

A(s) = ((1-s)toko, stiky, (1-s)toko, stsks,...) pours O [0,1], les éléments t; et k; étant
indépendants de s [1[0,1] .

On notera L(EK ; EK|BG*, EK|BH®) le sous-espace des chemins linéaires de

Q(EK ;EK|BG*, EK|BH®).

Dans Q(EK ; EK|BG®, EK|BH®") on définit une action continue de K a droite par
(wlk)(s) = w(s)Uk pour w1 Q, k K, s [J[0,1]. Cette action de K dans Q est libre, car
EK est un K-espace libre. L EK ; EK|BG®, EK|BH®") est un K-sous-espace de Q ; en
effet, si A est linéaire, A(s) = ((1-s)toko, stiki, (1-s)tzks, stsks,...), donc (ALk)(s) = A(s)0k
= ((1-s)tokok, stikik, ... ), donc Ak linéaire.

Définition. On définit
B(K;G,H) := L(EK ; EK|BG*, EK|BH®)/K
muni de la topologie quotient.

Comme nous I’affirmons dans le Théoréme 1, B(K;G,H) est I’espace classifiant associé au
foncteur kg ( - ; G,H). Pour tout espace topologique X il existe une bijection naturelle



0. [X;BK;GH)] 0O kk(X;GH)

entre I’ensemble des classes d’homotopie des applications continues X — B(K;G,H) et
I’ensemble kx(X ;G,H) des classes d’isomorphie sur X des espaces fibrés principaux
doubles sur X.

L’application quotient  qx : L(EK ; EK|BG®, EK|BH®") - B(K;G,H)
est un K-fibré principal localement trivial. On peut, par exemple, le montrer de la maniere
suivante :

Proposition. On munit le produit EK|BG* x EK|BH®" de I’action diagonale de K. Alors le
quotient

EK|BG* x EK|BH® - (EK|BG® x EK|BH®")/K
est un K-fibré principal localement trivial et I’application

f:  L(EK;EK[BG™, EK|BH®) - EK|BG*x EK|BH®
définie par I’évaluation f(A) = (A(0), A(1)) est un isomorphisme de K-espaces.

I1.4. L’espace fibré principal double universel sur B(K:G,H).
En appliquant le foncteur Q des chemins a la projection px : EK — BK du fibré¢ universel
&x de MILNOR on obtient I’application continue

Q(px): Q(EK :EK|BG*, EK|BH®) - Q(BK ;BG", BH®)
avec la restriction
Lpx := Q(px)| L(EK ;EK|BG*; EK|BH).

Soit £ : Q(BK ;BG™, BH®) — BG" x BH® ’application continue définie par la double

¢évaluation &(w) = (wX0), uX1)). Alors I’application composée € o Lpk se factorise par
I’action de K et définit 1’application continue p” dans le carré commututif suivant :

LpK
L(EK ; EK|BG*, EK|BH®") ~  Q(BK;BG* BHY)

L gk L€
B

p
B(K;G,H) - BG* x BH®

Explicitement, par définition, Lpg(A)(s) = px(A(s)) pour s [1[0,1] et

€0 Lpk(A) = (px(A(0)).pk(A(1))) = (px(A(0)UK), px(A(1)Uk)) = € 0 Lpk(ALK) .

Donc € o Lp induit I’application continue p®(qx(A)) = (pxkA(0), prkA(1)). On pose
p®=(po°, pi°), donc pi’[A] = px(A(i)) pouri=0,1. On regarde le
diagramme avec fibré induit

&
L(EK ;EK|BG*,EK|BH*") (-



! €0 1
(po®)*EKBG*® -  EK|BG™
I gk
) pK* I px
! po”
(M- B(K ;G,H) -~  BG™

€o(A) = A(0) est I’évaluation des chemins linéaires en 0, et px 0 €9(A) = px(A(0)) =
= po® 0 qk(M). Donc le carré extérieur est commutatif et par définition du fibré induit (pull-
back) il existe un morphisme de K-fibrés principaux eo(A) = ( qx(A), A(0)) sur B(K;G,H,).

En plus, en tenant compte du pull-back

(po")*EG™ EG™

Ve ) L p®
Po
B(K;G,H - BG™

et du K-isomorphisme canonique induit par la K-action dans EK

Mot (Po)*EG™ XK O (po")*(EKIBG™)
[([ALw).k] - ([A], ulk)
pour u [ EG®, on obtient, en posant Vg= Hg 0 ¢p, la

Proposition.  Les applications
Vo: L(EK;EK[BG™,EK[BH®) M- (po®)*EG™ xgK
vp:  L(EK;EKIBG™,EK|BH®) V- (p®)*EH® x4 K
sont des isomorphismes de K-fibrés principaux sur B(K ;G,H).
Explicitement, on peut écrire
VoA = [ (qx(\), u), a] ot u OEG™, a 0K tels que A(0) =ula
va(A) = [ (qx(A), v) , b] ou v OEH®,b OK tels que A(1)=vb .

Définition.
Le fibré principal double universel (Yg_ Py .yi) sur B(K :G.H) est défini par le diagramme

Vg Vu
(Po®)*EG™ xgK 8T L(EK:EK|BG™,EKBH") MF'- (p®)*EH® x4K

qu’on notera, en posant Vg0 Vi = @y,

CDV
E(Ys) *c K ¥ - E(yn) *u K .

1I.5. Définition de ’application classifiante
O: [X:BK:GH)] b ki(X:G.H).




Soit f: X - B(K;G,H) une application continue. Elle définit les applications continues {°
et £ par le diagramme

BGOd
{9 ) poB
f
X BN B(K ;G,H)
fH ! le
BHCV
et les fibrés principaux induits du diagramme
f*VG f*VH
P(pP)*BEGM xg K 8T PL(EK ;EK|BG®, EK|BH®) V'> *(p,®)*EH" %K
1= 1=
(f9*EG™ xgK (fH*EHY xy K
noté aussi
f*d,
E(f*ys) *g K (IS E(f*yy) xp K .

On définit L[f] = [ (f*(Yg), £*Dy, £*(yu)) ], [f] étant la classe d’homotopie de f. [] est bien
défini a cause du théoréme suivant.

II.6. Théoréme d’Homotopie.

Soit f: X xI - B(K ;G,H) une homotopie entre fy = f| X x {0} etf;=f]X x {1} ; et {°
et f1 les homotopies associées 4 f par le diagramme

BGOd
fG TpoB
f
XxI O B(K:GH)
fH lp1B
BH® .

Alors il existe un G-isomorphisme 0, un H-isomorphisme T et un K-isomorphisme p dans le
diagramme commutatif suivant

fo*VG fo*vy
(fO*EG™ xgK 8T fo*( L(EK ;EK|BG™, EK|BH®)) M- (f")*EH x4K



1 oxgK Ip L Tpx K
f]*VG f1*vy
O*EG x¢K 0O fi*(L(EK ; EK|BG*, EK|BH®)) O  (fi")*EH® x4K .

I1.7.  Définition de la fleche inverse [1: k(X :G.H) - [X:B(X.G.H)].

Lemme. Soit Y un espace topologique et soient Fo:Y — EK*et Fy: Y- EK® des
applications continues. On peut leur donner la forme

Fo(y) = (to(y)ko(y), 0 ,t2(y)ka(y), 0, ...) et
Fi(y) = (0.ti(y)ki().0 , ts(y)ks(y), 0, ...) pourylY.
Alors la formule

F(y,s) = ((1-s)to(y)ko(y) » sti(y)ki(y) , (1-s)t2(y)ka(y) , sta(y)ks(y) , ... )

définit une application continue F: Yx 1 — EK, notée dans la suite
F(y,s) = (1-s)Fo(y) + sFi(y) ~ pour (y,s) Y x1.-

Exemple. Pour A 0 L(EK ;EK|BG°,EK|BH®) , nous avons A(s) = (1-s)A(0) + sA(1) .

Supposons donné un fibré principal double (n,®P,{) sur X sous la forme suivante. Soit & un
K-fibré principal, N un G-fibré principal, { un H-fibré principal, tous de base X, et soient
b: & - UxgKet P: & - T xyK des K-isomorphismes de X et ® = o ¢ . On choisit
pour 1 et pour { des applications continues classifiantes {°: X - BG™ et f!: X - BH®;
il existe donc

un G-isomorphisme a%: n O )*(& et
un H-isomorphisme a: ¢ O EHY*(E).
On obtient alors deux morphismes composés de K-fibrés principaux
¢ axgK o
Fg: & - nxK [ () E™) %K - &M %K O &
! ! ! ! !
X = X = X N BG® O  BK"™
fG (.OGOd
1] axyK i
Fu: & - (xgK [ fH*En™) K - &K O &k
! ! ! ! !
X = X = X - BHY [ BK*®
fH u)Hev

ol P est défini par Iaction de K dans EK® : pour [u,k] O EG* xg K , ug™ [u,k] =
ulJk.On définit alors un morphisme F: E(§) x1 — EK par

F(y,s) = (1-s)Fs(y) + sFu(y) ~ pour (y,s) D E(§) x I

F induit un morphisme de K-espaces

N F . E(§) - L(EK;EK|BG", EK|BHeV)
par F(y)(s) =F(y,s) et ’application composée qxo F se factorise par ’action de K dans
E(&) et définit une application continue f dans le carré commutatif

E



E() O  L(EK;EK|BG"™, EK|BH)

I pe f Lqk
X B(K ;:G,H)

On montre ensuite que la classe d’homotopie [f] ne dépend pas des choix faits, c.a.d. des
choix de fG,, 1 aG, al g ¢, Y . L’application [(n, P, { )] - [f] ainsi obtenue, avec P =
Yoo, est’inverse [ de O, comme on voit facilement dans la suite.

II.8. [ estl’inverse a droite de [1: 1o [ =id.

11 suffit de vérifier que le carré de K-fibrés principaux sur f: X — B(K ;G,H) suivant est
commutatif

(I) GGng
& - nxgK [ ()€ x6 K = PH(po°)*(Ec™) %6 K X
L F L Fxgk Lf
€0 Hc
L(EK ;EK|BG*, EK[BH®) - (po®)* &|BG™ « (po2)*&c™ xg K B(K ;G,H)
En posant 0 : = foad: n - (pod)* £ on obtient le carré commutatif qui représente un
morphisme de fibrés principaux doubles sur f
¢ g
X n xg K 0O & BN (xg K
Lf 10 xg K | F L Txg K
Vg Vu
B(K ;G,H) v %6 K <0 L(EK; EK|BG°d, EK|BHeV) L yaxpK .

Ce morphisme induit un isomorphisme d’espaces fibrés principaux doubles sur X :

¢ 17
n xgK a7 & - { xg K
U ZxgK 0P 0 1 Tx»K
f’kVG f’kVH

*(ye) Xc K <0 L O £*(yn) xu K

11.9. [0 est’inverse a gauche de 0 : [ [ =1id.

Soit f: X — B(K;G,H) une application continue. La classe [][f] est donnée par le fibré
principal double induit par f a partir du fibré principal double universel (nous abrégeons
L(EK ;EK|BG* EK|BH®") par L) :

f*vg vy
PpP)*EG¥ %K <0 L 0. P(p,®)*EH® x4 K
1= 1=
(f*EG*'x6 K (FY*EH® x4 K



10

1= f*CDy 1=
E(f*ys) X K (T E(f*yu) xg K

avec les applications continues
BGOd
1 p()B
X B(K;G,H)
l plB
BHeV

Nous appliquons ensuite la construction générale de la fleche inverse [J décrite en I1.7. au
fibré principal double (f*yg, f*®y, f*y) : on pose d’abord & =f*L,n = (f9*E5™, T =
(f1*&4®" . On peut alors choisir f° et f' comme applications classifiantes pour n et {. Ce
choix particulier nous permet de poser a® = id | (f)*EG®, o =id O(f")*EH®" .

Avec ces données particuliéres, on obtient pour les morphismes

Fg: L - & et Fy: L - &  les formules

Fo(x,A) = A(0) et Fu(x,A) = A(1).

En effet, comme I’isomorphisme

vg: L M- (pOB)*EGOdXG K estdonnée par Vg(A) =] (qk, u),a] pour A(0) =uld,
uOEG*, a OK, on obtient le morphisme composé

Py fo Xg K UGOd
Fo: L O ()M xK D ExK O &Y™
! 1 ! !
fG Uhod
X = X IR BGY BK*

et le calcul suivant, avec (x,A) O f*L :
Foxd) = hoo (1% K)o prugin)

= u6™ o (° %6 K) (x, [(qx(), ), a])
= U™ [ (@k(N), u), a] = ulh =\(0).

Similairement pour Fy(x,A)=A(1).
D’apres I1.7 on forme ensuite
F (x,A) (s) = F((x,A),8) = (1-s)FG(x,A) + sFu(x,A) = (1-s)A(0) + sA(1) = A(s) pour s
[J 1, donc on obtient F (x,A)=A . Selon la construction générale 1’application continue
cherchée X — B(K ;G,H) s’obtient alors par le carré
F
E(f*L) [ L
! gk
X [ B(K;GH)
c.-a.-d. en factorisant qx O F par I’action de K dans E(f*L). La définition du fibré induit
£*L nous donne le carré similaire

f
E(ffL) @» L



11

! f 1k

X o BgK ;:G,H)

f(x,A)=A
£=

avec la projection canonique

autrement dit

donc f est induit par |f,
donc O [(f*yg, £*®y, fFyy)] =[f] et O [f] = [f] .

11.10. Actions de KXK et la suite exacte d’homotopie.

I.10.1. EK porte une action continue de KXK a droite notée

D,: EKxKxK - EK
définie par Dj(v;k,I) = Da((tovo, tivi,...) ; k1) = (tovok, tivil, thovok, t3vsl, ....) = vUk,]) .
Cette action n’est pas libre ! Mais elle définit une action a droite continue et libre

W : Q(EK ; EKIBG®, EKIBH") x KxK >  Q(EK ; EKIBG*, EKCBH®)

a I’aide le I’application continue
EXK XK D,
Q(EK ; EKIBG®, EKIBH)XIXKxK M.  EKXKxK . EK
(ws;kl) - (s);kl) - Da(axs); k) = axs)lk,])
€ étant 1’évaluation.
L(EK ;EKCBG®, EKOBH®) est un KxK — sous-espace (libre) de
Q(EK ; EKOBG* EKOBH®). L’application continue

Q : Q(EK ; EKIBG*, EKIBH®) - BG*xBH®

W - (px0 w(0), px0 (1))
(qui coincide avec I’application €0Q(pk) de 11.4)
se factorise par I’action de KxK dans Q et définit une application continue

Q(EK ;EKCBG*,EK[BH®)/ KxK .  BG*xBH®

La restriction de Q au KxK-sous-espace L(EK ; EKOBG*, EKCIBH®) se factorise alors
également par 1’action de KXK dans L et définit, cette fois-ci, une bijection continue

L/KxK - BG*xBH®
Nous avons déja remarqué dans I1.3, que I’application
f: L(EK ; EKOIBG®, EKIBH®) - EK[BG* x EK[OBH

définie par 1’évaluation f(A) = (A(0), A(1)) est un isomorphisme de K-espaces. On vérifie alors
facilement que, pour ’action naturelle de KxK dans EK(IBG*'x EKBH®, définie par (u,v)((k,])
= (ulk, vlD), I’application f est méme un KxK-isomorphisme.

Comme

px’xpx® 1 EKOBG® x EKOBH® - BG“x BH*
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est évidemment un KxK-fibré principal localement trivial, on transporte cette structure par f
dans L(EK ;EKCBG*,EKBH®) et I’on obtient la

10.2 Proposition :
Q : L(EK ; EKBG™; EKIBH®) - BG*xBH®
est une KXK-fibration principale localement triviale.
A I’aide des ouverts trivialisants V;%! 0 BG® pour i pair et V;""*" 0 BH®' pour j impair, on
obtient des trivialisation locales

@ ViOIx VxKxK - L(EK ; EKOBG®™, EKOBH®)OV,%* x ;™"
de cette fibration principale sous la forme explicite suivante :
®ij(pa(u), pu™ (V) s kI)(s) = (I-s)ug 'k +svhil

avecu = (togo, 0, t2g2, 0, ... ) O EG™0OV;%*
v = (0, t;hy, 0, tshs, ... ) O EH®OV,™

10.3 La projection Q:L — BG® x BH® se factorise par qx : L — B(K ;G,H)
I’application quotient associée a I’action de la diagonale AK [J KXK dans L. En regardant
I’effet de la division par I’action de AK aux trivialisations locales de Q ; on obtient le
Théoréme :
p®: B(K:;G,H) — BG*xBH®
est une fibration localement triviale de fibre K (mais pas necessairement une K-fibration
principale!) ; les trivialisations locales
Lpi,j . ViG’Od x VjH,ev xK . B(K ,G,H) DviG,odXVjH,ev
sont des fleches composées
idxv '
ViG,odXVjH,evxK BR ViG,odXVjH,evx(KxK/AK) BR B(K ,G,H) DviG,odXVjH,ev

ou @';; est I’application induite par ®;; sur les quotients et ou Vv : K - KxK/AK est la bijection
v(k) = [k,1] d’inverse v'[a,b] =ab™ .

10.4 Pour établir des suites exactes de groupes d’homotopie, on choisit des points de base de
fagon cohérente :

e = (106,0,0,...) DEG™ *6=pc(eg) OBG™

CH — (0,1 D]H,0,0,. . ) O EHeV *H = pHeV(CH) O BHeV

Ao O L défini par Ao(s) = (1-s)eg + sey = ((1-s)1g, sly, 0,0,...).

De plus, & I’aide de la restriction du KxK-isomorphisme ' : EKCBG**XEKBH® - L
a EG®XEH®, on obtient I’application continue ) : = qx 0 f' dans le carré commutatif

U]
EGxEH® R B(K ;G,H)
! pGodx pHeV ! PB
BGxBH® = BGYxBH .
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La représentation locale de ) est trés simple : a I’aide des trivialisations locales

®%: VOixG L EGUIV,E | pair, et CDjH: VjH’°VXH - BHeVEIVjH’ev et la trivialisation
locale W;; _de B(K ;G,H) on obtient la représentation locale );; de  par le diagramme
commutatif

q)ti cDjH
ViG,od XGXVjH’eVXH D—» (EGodeHev) DViG,odejH,ev
i W
LIJLJ
ViG,deij,erK D—> B(K ,G,H) DViG,deij,CV

sous la formule explicite ;;((x,y),(g,h)) = (x,y),gh'l). On notera U : GXH - K I’application
(gh) - gh™' , donc ;= id xp. En particulier, pour les points de base

*6 0 Vo™ et *5 O VI™, Woa((*6,*1).(g:h) = (*a.*n).gh™), Wo1 =id X
On obtient le diagramme commutatif

(pcOpn)+ 0
> THEG*YI (EHY) - (BG*)H@ (BH™) - 15,(G)t i.1(H) — 16,(EG*) 1. i(EH™)
pB* a:

.- Ty(B(K ;G,H)) - m(BGOd)ﬁ[ i(BHeV) - T(K) - 1,(B(K;GH) -...
d’ou la suite exacte

.~ TBEK GH) - M (G)I i1(H) - T.(K) - T (BK;GH) - ...
.= TH(G)XTH(H) - ™(K) - MHBEK ;GH) - 0 .

Comme G,H,K sont des groupes topologiques, les groupes d’homotopie T4(G), T4(H) et T4(K)
sont abéliens pour i=1 et ces structures de groupe abélien sont induites par les structures de
groupe de G,H,K. L’homomorphisme

= THG) I (H) - T§(K)

est donc de la forme M«(allb)=a—-Db pour i=1.
Pour i=0, H(G), TH(H) et TH(K) sont des groupes non-abéliens, en général, et I’application

M= : Th(G)xTH(H) - TH(K)
induite par [, est de la forme

u([f].[g]) = [fg"]
pour f: (S’ -1) = (K,1),g:(S°-1) = (K1), oufg": (S -1) - (K,1) est défini par
fo'(+1) = f(+1)g" (+1), avec la multiplication et I’inversion de K. En dimension 0, P« n’est
pas un homomorphisme, mais ker{ = : Th(G)*XTH(H) — TH(K) } est un groupe.

10.5 Si’inclusion iy : H U K est une équivalence d’homotopie pointée, I’homomorphisme
M= : TE(G) i(H) - 15(K) est un epimorphisme pour i=1 et
ker g« LJTE(G) ; de la suite exacte, on déduit alors I’isomorphisme

m( B(K ;G,H)) O 1. (G) pouri=2.

Dans le cas non-abélien, pour i = 1, il reste vrai que
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(B(K ;G,H)) O ker p= O 15(G)

et Th( B(K ;G,H)) est trivial. -

111, Groupes de transformation d’espaces euclidiens.

Soit m > n et soit K= H(R™)= H(m) le groupe des homéomorphismes de R™ muni de la
topologie de la convergence compacte. Soit G = H(R™ ,R" ) = H(m,n) le sous-groupe
topologique des homéomorphismes des pairs (R™, R") et soit H = H.(R™) = H.(m) le sous-
groupe topologique des homéomorphismes de R™ fixant I’origine.

Les théorémes 1 et 2 donnent alors I’isomorphisme
O

mir1(B(H(m) ; H(m,n), H.(m))) - mi(H(m,n)) pouri=> 0.

Pour le cas m=n+2, R.C. KIRBY et L.C.SIEBENMANN [10] ont montré que les groupes
d’homotopie m(H(n+2,n)) sont liés a des questions importantes de la topologie
géométrique : pour n#2, toute n-sous-variété topologique M" localement plate d’une
variété topologique Q""? admet un (micro-)fibré normal.

La raison en est que le groupe de transformations H(n+2,n) est homotopiquement proche du
groupe orthogonal O(n+2,n)E O(2)xO() :

mi(H(n+2,n)/O(n+2,n)) =0 pour i<n # 2.

Autrement dit, pour n#2, on connait les groupes d’homotopie

Z/2 i=0
n(H(n+2,n)) E { Z pour i=1 (n #£2)
0 2<i<n

Pour n=5 le premier groupe non connu est m4(H(5,3)) ; nous allons 1’examiner a I’aide de
I’isomorphisme de la partie II.

IV. Faisceaux de germes de 3-structures dans S° et spheres d’homologie dimension 3.

On considére le pseudo-groupe P(5,3) des transformations de la forme
]
f: (UUNRY) - (V,VNR?)
ou U,V sont des ouverts de R’.

P(5,3) opére sur I’atlas A(S’) des cartes locales topologiques de S’ et le quotient A(S*)/P(5,3)
admet une structure canonique de faisceau sur S°. On 1’appelle le faisceau F3(S’) des germes
de 3-structures sur S°. Soit I'(S’, F3(S”)) I’espace des sections continues de F3(S°). Le groupe
H(S’) des homéomorphismes de S agit dans I'(S”,F3(S°)). Le quotient

['(S°, F3(S”))/ H(S?) = S; (S°) sera appelé I"espace des classes d’équivalence des 3-structures
sur S°.

Théoréme 3.
L’ensemble H; des classes d’homéomorphie des 3-spheres homologiques est
canoniquement plongé dans Ss(S°).
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Ce théoréeme est une conséquence du célébre Théoreme de la Double Suspension des Sphéres
d’Homologie ([1] Corollary 3D(Double Suspension Theorem) p. 184), issu d’un résultat
fondamental de R.D. EDWARDS en théorie de décomposition des variétes.

Théoreme 4.

Il existe une injection J : S3(S°) — ns(B(H(5) ; H(5,3),H.(5))) .

Corollaire : Hy  10( H(5,3)).

La structure du groupe m4(H(5,3) apparait donc riche et importante pour la topologie
géométrique.
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