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PURETE DE LA MONADE DE
BATANIN, II

Jacques PENON

Résumé des deux parties. Nous montrons que la monade de Batanin B
a une propriété tres forte appelée “’pureté”. Dans une prochaine publication
nous verrons que cette propriété nous permet de donner un ensemble d’exem-
ples de ses algebres (appelées w-catégories faibles par M.Batanin). Avant de
le montrer nous caractérisons B avec un matériel syntaxique.

La premiere partie est parue en CTGDC, LXI-1 (2020), 57-110.

Abstract of the two parts. We prove that the Batanin’s monad B has a
very strong property called ”purity”. In a next publication we’ll see that this
property enables us to give a set of examples for its algebras (called weak
w-categories by M.Batanin). Before proving it, we characterize B with a
syntactic equipment.

The first part appeared in CTGDC, LXI-1 (2020), 57-110.

Keywords. Weak w-category. Globular set. Cartesian monad. Operad. Tree.
Syntax.
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(CARACTERISATION DE LA MONADE DE BATANIN)
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Introduction de la partie II

Avant de caractériser la monade de Batanin, on commence par re-présen-
ter la monade w des oco-catégories strictes, puis la monade [P des prolixes en
utilisant I’ outillage syntaxique de la premiere partie. Mais c’est surtout grace
aux arbres feuillus qu’on va pouvoir construire une monade B a partir de
P qui remplira toutes les conditions requises (c’est-a-dire, finalement, d’étre
pure) et qui s’avérera €tre la monade de Batanin.
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1. Monade associée a un langage relativement dimensionnel

Introduction : Toutes les monades construites dans la premiere par-
tie étaient sur la catégorie [Ens. Nous allons en construire maintenant de
nouvelles sur Ens/N en toute généralité, ce qui nous permettra dans les
prochaines sections de passer a des monades sur Glob (la catégorie des
“ensembles globulaires”). Certaines notations données dans cette section,
comme Op(a, (by,...,bn_1)) €t a{co, ..., c,_1} sont indispensables pour la
compréhension de la suite de cet article.

1.1 Variation des constantes dans le cas relativement dimensionnel

Conventions 1.1. : On se donne un langage relativement dimensionnel

(S, ar, §) (voir la définition dans la premiere partie, section 2 ) sans constante.
Pour chaque (C,dim) € |Ens/N|, on pose S(C) = S]]C puis on suit
les conventions données dans la premicre partie, section 3, ot I’on définit
ar : S(C) — N, A(C) et pour toute application f : C' — C’, une nouvelle
application A(f) : A(C') — A(C"). On tient compte encore de la remarque
qui fait suite a ces conventions.

On définit ensuite § = (3(s) : N — N),cg(c) en posant

S(up(s)) = d(s) et d(ui(c)) : N> ~ 1 — N, 0 — dim(c). On ob-
tient ainsi un nouveau langage relativement dimensionnel (S(C),ar,d). On
construit alors, comme on le fait a la section 2 de la partie 1, deux applica-
tions dim : A(C) = N et dim : A(C') — Mo(N).

Onnote U : Ens/N — Ens le foncteur d’oubli canonique.

Proposition 1.2. : Soit f: C — C' une fleche de Ens/N. Alors :
Va € AU(C), dimf(a) = dim(a) et dimf(a) = dim(a) .

Preuve : Par induction sur L(a).

Notations 1.3. : 1) Chaque fleche f : C — C' de Ens/N induit une
nouvelle fldche f : (AU(C), dim) — (AU(C’), dim). On construit ainsi un
endo-foncteur de Ens/N, noté A.

2) Choisissons un objet final I € |Ens/N|. Onnotera U(I) = {0,/n € N}.
Alors dim : U(I) — N est bijective et dim~'(n) = 0,.

3) Pour chaque a € AU(C), notons |a| = Ic(a) € AU(I).
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Proposition 1.4. : Soit C € |Ens/N].

1) Soitaussi a € AU(C), alors dim(|a|) = dim(a) et dim(|a]) = dim(a).
2) Soient maintenant a,a’ € AU(C). Si |a| = |d| et lyc(a) = lyc(d),
alors a =da'.

Preuve : Le (1) résulte de la proposition précédente et le (2) résulte de la
premiere partie, section 3.

1.2 L’opération Op

Notation 1.5. : Soient C € [Ens/N|, a € AU(I), n =1I(a) et (by,...,bn 1)
dans AU(C)™. On suppose que dim(a) = (dimb,, ...,dimb,_;). Dans ce
cas on note :

Op(a, (by, ..., by—1)) = op(a, (b, ..., br_1)) € AU(C).

Proposition 1.6. : Posons C' = C[JU(I) et ug: C — C, uy : U(I) = C
les injections canoniques. Alors :

INLQOp((I, (bo, ciny bn—l)) = OP(@1<CL>, (ﬂobo, ceey aObn—l))‘

Preuve : Posons a = 1,Op(a, (b,, ..., b,—1)) et
B = OP(t;(a), (tobo, ..., Uobp—1)). On montre que a = OP(a, (by, ..., br_1))
= B etque [a(a) = [s(B). On en déduit que o = f3.

Proposition 1.7. : Soient C € |Ens/N|, a € AU(I), n = l(a) et
(b, ..., by_1) dans AU(C)" tels que dim(a) = (dimb,, ..., dim b,_1).

1) Ona dim Op(a, (by,...,b,_1)) = dim(a) et

dim Op(a, (bo, -+, by—1)) = dim(by)...dim(b, ).

2) Pour toute fleche f (C — C'de Ens/N,ona:

FOD(a, (bos s bu1)) = OD(a, (Fbys s on1).

3)) [0p(@. (Bys s byt )| = OB, (1B s [B-1]):

b) lU(COp(a, (bo bnfl)) lUC(bO) lU@( )

4)3-) lOp(a7 (bow-wbn 1)) Z [n]l(b)

b) L.Op(a, (by, -, bu_1)) = L(a) — I(a @) + e L(b;)-

5)Sib e AU(C) alors Op(|b|, (b, ..., bp_1)) = OP(b, (by, ..., bu_1)).

Preuve : Le (1) résulte de la proposition précédente modulo la section 2

de la premiere partie.
Les (2), (3), (4) et (5) résultent de la section 3 de la premiere partie.
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Proposition 1.8. : Soient s € S tel que ar(s) =n > 1, (ay, ..., a,—1) dans
AU (C)" et (coy ..., cn1) € U(I)™ tels que Vj € [n], dim(a;) = dim(c¢;). On
pose § = 5(¢o(D),...,cn1(2)) € AU(L), alors :
1) dim(8) = (dima,, ..., dima,,_;),
2) Op($, (g, ey n-1)) = S(ap, ..., ap_1).

Preuve : Le (1) est immédiat. Le (2) résulte de la section 3 de la premiére
partie.

Proposition 1.9. : Soit C € |Ens/N].
1) Soit aussi a € AU(C) et n = dim(a) alors Op(0,(2), (a)) = a,
2) Soient o € AU(I), (o, ...,ap1) dans AU(I)?, (ao, ..., @, 1) dans
Mo(AU(C))? tels que dim(a) = (dimay, ..., dim e, 1) et Vj € [p],
dim(a;) = Mo(dim)(a;). Alors :
Op(oz, (Op(&o, d0>7 ey Op(an—la an—l)) =
Op(Op(a, (g, eey 1)), Gg---lp—1 ).

Preuve : Résulte de la section 3 de la premiere partie.

Proposition 1.10. : Soient s € Stelque n = ar(s) > 1, (..., ¥p1)
dans AU(D)" et (o, .., an—1) € Mo(AU(C))". On suppose que Vj € [n],
dim(cej) = Mo(dim)(a;). Alors :

s(Op(ag, @), .., Op(an-1,an-1)) = Op(s(ap, ..., ¥p_1), Gg...Gp—1).
Preuve : Résulte de la section 3 de la premiere partie.

Proposition 1.11. : Soient o € AU(I), n = l(a) et a,a’ € AU(C)" tels
que dim(a) = Mo(dim)(a) = Mo(dim)(a’). Alors on a I’'implication :

Op(a,a) = Op(a, @) = a=4a'.

Preuve : Résulte de la section 3 de la premiere partie.

1.3 La notation a{c,, ...,c,_1}

Notation 1.12. : Soient a € AU(I) et n = [(a). Soient aussi C dans
|Ens/N| et (c,, ..., cs—1) € U(C)". On suppose que
dim(a) = (dimc,, ..., dime,_1). Alors on note :

a{Coy .oy Cn1} = a[Coy .-y Cr1].
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Remarque 1.13. : Enfaitona a{c,, ...,c,—1} = Op(a, (¢,(D), ..., ch_1(2)))

Proposition 1.14. : Soient a € AU(I), n = l(a), (co,...,cn—1) € U(C)"
tel que dim(a) = (dimc,, ..., dime,_). Alors :

1) dim a{c,, ..., -1} = dim(a),

2) dim a{c,, ..., cp_1} = dim(a),

3) |a{coy ey Cno1}] = a,

4) lyc a{coy .oy Cno1} = (Coy-eey Cn—1),

5) pour toute fleche f: C — C' de Ens /N, on a

fla{co, .yen1}) = a{f(co), s fen-1)}-

Preuve : Pour le (1) et (2), on utilise la remarque précédente. Pour le
(3), si on pose Vj € [n], ¢; =lc(c;), on voit que |a{cy,...,cn1}| =
ald,....c, 1] = allyz(a)] = a. Le (4) et le (5) résultent de la section 3 de la

premiere partie.
Proposition 1.15. : Va € AU(C), |a[{lyc(a)} = a.
Preuve : Résulte de la section 3 de la premicre partie.

Proposition 1.16. : Soientn € N*, (a,, ..., a,—1) € AU(I)™ et (Co, ..., Cn1)
dans Mo(U(C))" tels que Vj € [n], dim(a;) = Mo(dim)(¢;) Alors :
1) Pour tout s € S tel que ar(s) =n,ona:

S(Oég{éo}, .y ozn_l{én_l}) = S(Oéo, .y Oén_1>{50...5n_1}.

2) Pour tout o € AU(I), I(a) = net dim(a) = (dimay, ...,dim a,,_),
ona:

Op(a, (ap{co}, -y n—1{Cn-1})) = Op(ev, (ao, ..., n—1)){Co.-.Cru1}.

Preuve : Le (1) résulte de la proposition 1.10 et le (2) de la proposition
1.9.

1.4 La monade A

Proposition 1.17. : Soit C € |Ens/N]|.

VA € A2U(C), puc(A) = Op(|A], Lavc)(4)).
2)a) Ve € U(C), dimnyc(c) = dim(c).

b) VA € A2U(C), dim puyc(A) = dim(A).
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Preuve : Sans difficulté.

Notations 1.18. : On peut donc noter 7c : C — A(C) et

pc @ A%(C) — A(C) les fleches de Ens/N telles que Unc = nuc et
Upc = pyc. me et uc sont clairement naturels en C. On note

n: Idg,sy — A etp: A*> — A les transformations naturelles obtenues.

Proposition 1.19. : 1) A = (A, n, 1) est une monade cartésienne sur Ens/N
et (U,Id4) : (Ens/N, A) — (Ens, A) est un morphisme de catégories mu-
nies de monades.

2) (Ens/N,U, A,n, u, L) est une monade concréte syntaxique (ol pour tout
C € |Ens/N|, L¢ = Lye).

Preuve : Le (1) résulte de la section 3 de la premiére partie. Le (2) résulte
de la section 1 de la premiere partie.

Proposition 1.20. : Soient C € [Ens/N|, a € AU(I), n = l(«).
1) Soit aussi (B, ..., B,-1) € A*U(C)" tels que
dim(a) = (dimB,, ...,dimB,,_1). Alors :

uc(Op(a, (Bo, ...y Buo1))) = Op(a, (pweBo, -, fue Bu-1))-

2) Soit maintenant (b, ..., b,—1) € AU(C)" tel que
dim(«) = (dimb,, ..., dimb,,_1) Alors :

puc(a{bo, ..., bn—1}) = Op(av, (by, ..., by—1)).

Preuve : Le (1) résulte de la proposition 1.9 et le (2) de la section 3 de la

premiere partie.

1.5 Arbres feuillus dans le cadre relativement dimensionnel

Les conventions suivantes sont un cas particulier des conventions 1.1 et
de celles de la section 5 de la premiere partie.

Conventions 1.21. : On se donne tout d’abord un langage (.S, ar) sans
constante, muni d’une structure relativement dimensionnelle

§ = (6(s) : N*"(®) — N),cs. A ce langage on rajoute deux nouveaux sym-
boles A et [0 ou ar(A) =1let ar(d) = 2. Posons S" = S U{A,O}.

-10 -
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On prolonge ensuite a (S’ ar) la structure relativement dimensionnelle de
(S,ar) en posant :

S(A)=Id:N—=N et §0):N* =N, (z,y) —~ 1+ Sup(x,y).

Comme dans la section 5 de la premiere partie, on le munit ensuite d’une
structure chargée en considérant I’application ch : S" — Z définie par :

ch(A)=—1, ch(O)=+1 et VseS, ch(s)=0.

Ensuite, pour chaque (C, dim) € |Ens/N|, on construit le nouveau langage
relativement dimentionnel (S’(C'), ar, §) comme aux conventions 1.1. On le
munit a son tour d’une structure chargée, comme on I’avait fait a la section
5 de la premiere partie, en posant :

Vo € 5, chug(o) = ch(o), Ve € C, ch.uy(c) = 0.

Apres les mémes abus de langage qu’aux conventions 1.1, on note pour sim-
plifier A(C) = Arb(S'(C),ar) puis A/(C)’ensemble des a € A(C) qui
sont feuillus pour (S’(C),ar,ch).

Notation 1.22. : L’application (C,dim) — (A/(C),dim) se prolonge en
un sous-foncteur de A. On le note A/.

Proposition 1.23. : Soit C € |Ens/N].

1)Ve € UC, ¢(2) € ATU(C).

Vs e S, (n=ar(s) > 1), Y(ag,...,an,_1) € ATU(C)",

$(agy -y an_1) € ATU(C).

3)Va € ATU(I), V(by,...,b,_1) € ATU(C)", n =I(a) et

dim(a) = (dimb,, ..., dimb,,_1) = Op(a, (b, ..., bp_1)) € ATU(C).

Preuve : Le (1) est immédiat. Pour le (2), voir la section 2 de la premiere
partie, et pour le (3) voir la section 5 de la premiére partie.

Proposition 1.24. : Soit a € AU(C), alors :
ae€ ATU(C) ssi |a| € ATU(D).

2) Lorsque a € A’U(C) on a I’equivalence :
a estirréductible ssi |a| est irréductible.

-11 -
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Preuve : Immédiat.

Proposition 1.25. : Soit a € A’U(C) tel que sym(a) = [J, alors il existe
un unique o € A/U(I) irréductible vérifiant L(a) > 1 et un unique
(A ..., an_1) dans ATU(C)™, tels que n = I(a),

dim(a) = (dim a,, ...,dim a,_1) et a = Op(«, (ag, ..., Gn_1))-

Preuve : Ecrivons la décomposition canonique a = op(f, (ag, ..., Gn_1))
(voir la définition dans la section 5 de la premiere partie). Pour chaque
j € [n], soit ¢; € U(I) tel que dim(c;) = dim(a;). On pose ensuite
a = e, ..., ¢n_1]. La fin de la preuve est sans difficulté.

Définition 1.26. : La décomposition a = Op(«, (ag, ..., a,—1)) est appelée
la décomposition canonique (relativement dimensionnelle) de a.

1.6 L’opération ©

Notations 1.27. : Soient a,b € A'U(I) tels que l(a) = p, I(b) = q et
n = p + q Ecrivons ly1(a) = (co, .., ¢p-1), lyn(b) = (¢, ..., ;). On sait
que a, b et a[b sontdans A'(1) etque I(aJb) = n. On pose alors :
/
q

a®b=(alb)co, ey Cpe15 Chy ey € 4]

Proposition 1.28. : 1) [(a ©® b) = l(a) + [(b) = I(alDD).
2) L(a ® b) = L(adb) + I(al2)).

3) lU]I<(Z ® b) = lUﬂ(a).lUﬂ(b).

4) dim(a ® b) = 1 + sup(dima, dimb).

5) dim(a ® b) = dim(a).dim(b).

6)a®be ATU(D).

7) a ® b est irréductible.

Preuve : Sans difficulté.

Proposition 1.29. : Soit a € A'U(I) tel que sym(a) = O et a est
irréductible. Alors il existe un unique couple (aj,ao) € A/U(I)? tel que
a=a; © agp.

Preuve : Existence : On a vu dans la section 5 de la premiere partie qu’il
existe un unique (by,by) dans A/(1)%> tel que a = by [J by. Posons
p=1(b1), g =1(by) alors p+q = l(a). Ecrivons lyi(a) = (Co, ..., Cprq—1)

-12 -
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et posons a3 = bi[co, ..., Cp1], ao = bo[cp, ..., Cprg—1]. On montre que
ay,ap € ATU(I) etque a = a; ® ay.
Unicitée : Résulte encore des sections 3 et 5 de la premiere partie.

1.7 La monade A/

Proposition 1.30. : Soit C € |Ens/N]|.

Ve e U(C), nue(c) € ATU(C).

2)VA € A2U(C), pycive(A) € AJU(C) (ot s : AY — A est la transfor-
mation naturelle canonique).

Preuve : Le (1) est immédiat. Pour le (2), on a
pucive(A) = Op(|A] Lasyc)(A)) ot Al € ATU(T) et
lAfU((C) (A) S MOAfU((C> C MOAU((C) Donc MUCZUC (A) S AfU(C)

Notations 1.31. : On peut alors définir les fleches 7. : C — A/(C) et
pe + A3(C) — A7(C) dans Ens/N, par restriction de 7c : C — A(C) et
pc : A%(C) — A(C). On vérifie que 7 et g sont naturels en C.

Proposition 1.32. : A" = (A’ 7/, /') est une monade sur Ens/N qui est
cartésienne.

Preuve : Le fait que A/ est une monade résulte de la section 3 de la
premiére partie. Sa cartésianité vient de ce que I’inclusion A/ — A est un
morphisme de monade qui est cartésien et A est cartésienne.

Proposition 1.33. : (Ens/N, U, A/, 7/, i/, 1) est une monade concréte syn-

taxique (ou pour tout C € |[Ens/N|, L. estla restriction ce L¢).

Preuve : Résulte de la section 1 de la premiere partie.

2. La monade w

Introduction : La monade des co-catégories strictes est bien connue
(voir [2],[4],[13] et [14]). Nous en donnons ici une présentation légerement
différente qui est en cohérence avec I’ensemble de ce travail. Bien que n’étant
pas syntaxique, elle se construit malgré tout avec des arbres et en utilise de
nombreuses propriétés. Le lien entre arbre et ensemble globulaire, qui appa-
rait ici avec I’application I" (notée (—)* dans [2]), va continuer a étre fort

utile dans les sections qui suivent, ainsi que les morphismes u*.

-13-
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2.1 L’ensemble globulaire Arb

e Habituellement on appelle ensemble globulaire un foncteur
GI? — Ens ou Gl désigne la catégorie qui a pour objets les entiers
naturels et ou les morphismes ...

do il dg
0 1 2 3 e
d di d;

... vérifient les équations Vk € [2], Vj € [n], d),,.d} = d},.d}.
Nous allons maintenant en donner une définition 1égerement différente plus
en adéquation avec les outils utilisés ici.

Notations et définitions 2.1. : 1) Un ensemble globulaire G estla donnée :
- d’un ensemble G,

- d’une application dim : G — N (Pour chaque n € N, notons :

G/n ={ce G/ dim(c) > n}),

- d’une famille de couples d’applications (9;,0) : G//p — G)pen,

vérifiant les propriétés suivantes :

(EG1) Ve e G,¥p e NVk € [2], dim(c) > p = dim 05(c) =p,

(EG2) Ve € G,Vp,q € N,Vk, k' € 2],

dim(c) >p>q = 8585'(0) = 0 (c).

2) Un morphisme g: G — G’ entre ensembles globulaires est une applica-
tion g: G — G’ telle que :

(MEG1) Ve € G, dim g(c) = dim(c),

(MEG2) Ve e G,Vp e NV € [2], dim(c) > p = 0kg(c) = g} (c).

3) Les ensembles globulaires et leurs morphismes forment une catégorie
notée Glob.

Proposition 2.2. : On a une équivalence de catégorie :
[GI?, Ens] ~ Glob.

Preuve : Elle est donnée par G — (][, G(n), dim, (OF)repz)nen) ol
dim(m,z) = m etpour m > n, O(m,z) = (n,G(d*,)(z)), la fleche

i . . dk ¥y dy
dr . :n — métant la composée n—=n+1——...——=m.

e Considérons maintenant le langage (S, ar), ou S =N et ar = Idy
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Notations 2.3. : - On note Arb = Arb(S, ar).
- Pour chaque a € Arb, on pose dim(a) = h(a) — 1.

Définition 2.4. : Pour chaque p € N, on définit 0, : Arb — Arb, par
induction sur p.

-Si p =0 alors, pour tout a € Arb, on pose Jy(a) = 0(D).

-Si p > 0 alors, pour tout a € Arb,

. Si a=0(@),onpose J,(a)=0(D).

. Si a=n(ag,...,a,_1), 00 n > 1, on pose

8p(a) = n(ﬁp_lao, ceey ap_l(ln_l).

Proposition 2.5. : Soit p € N et a € Arb.

1)-Si p > dim(a), alors 0,(a) = a.

- Si dim(a) > p, alors dimd,(a) = p.

2) dimd,(a) = inf(p, dim(a)).

3) Pour tout ¢ € N, si ¢ < p, alors 9,0,(a) = 0,(a).

Preuve : Le (1) se montre par induction sur p. La premiere partie se fait
sans difficulté. Pour la deuxiéme partie, lorsque p > Oet a = n(ao, ..., ay—1),
oun > 1, on commence par montrer, grace a I’hypothese d’induction, que
Vi € [n], dim 0p_1(a;) < p—1.Le (2) résulte du (1). Le (3) se montre par
induction sur q.

Corollaire 2.6. : (Arb, dim, (9,,99),en) est un ensemble globulaire, ot

pour tout p € Net k € [2], ) : Arb/p — Arb est la restriction de 0.

Proposition 2.7. : Soient a € Arbet p € N.

1) On suppose que 0,(a) = n(ay,...,al,_;),ou n > 1. Alors p > 0 et
il existe un unique (ag, ..., an,—1) € Ard" tel que a = n(ag,...,an—1) et
Vj € [n],

al = Op1(ay).

2)Si p>0et 0,(a) =0(2), alors a = 0(2).

Preuve : Dans le (1), on distingue les cas p > dim(a) et p < dim(a).
Le (2) est sans difficulté.
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2.2 Leslois o, sur Arb

Définition 2.8. : Soient p € N et (a!,a") € Arb®. On suppose que

dp(a*) = 9,(a). On construit a' o, a® par induction sur p (ou sur
L(a') + L(a")).

- Si inf(dima!,dima®) = 0: Soit k € [2] tel que dim(a*) = 0. Alors on
pose :

- Si inf(dima!,dima®) > 0:
..si p = 0:On peut écrire de fagon unique Vk € [2], a* = ni(af, ..., af, )
ou ny > 1. Alors on pose :

a' o, a’ = (ny + no)(ag, ..., an, 1, ag, ..., ay, 1)

.si p>0:Notons b=09,(a") =09,(a") . Alors b s’écrit

b = n(by,....,b,—1), o n > 1 (voir la remarque (R1)) et dans ce cas on
peut aussi écrire de fagon unique a* = n(af, ...,a*_,) (voir (R2)). Alors on
pose :

0

1 1 0 1 0
a o, a’ =n(agop_1aq, ..., 0y, 1 Op—1 Gp_1)

Remarque 2.9. : (R1) On ne peut avoir b = 0(&) (voir le (2) de la propo-
sition 2.7).

(R2) Résulte du (1) de la proposition 2.7.

Proposition 2.10. : Soient p € Net (a',a’) € Arb* tels que

0y(a") = B, (a”).

1) Si inf(dima',dima’) < p ona a'o,a’ = a'"* (o0 k € [2] esttel
que dim(a*) < p).

2) Ona dim(a' o, a®) = sup(dim a', dim a°).

3) Soit aussi ¢ € N

-Si ¢ <p, 9,(a' o, a’) = 9,(a*) = 9,(a").

-Si g > p, 9y(a' opa’) = 0y(a') o, 0y(a’).

Preuve : Par induction sur p.

Proposition 2.11. : Soient p € N et (a?,a',a’) € Ard?® tels que
dp(a?) = dp(a*) = 9,(a). Alors :

a’ op (a1 op ao) = (a2 op al) o al.
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Preuve : Par induction sur p.

Proposition 2.12. : Soient p,q € N,ot p > ¢ et (a"); jjep2 € Arpl?
tels que Vk € [2], 8p(ak1) d,(a*) et 9,(a'*) = 9,(a"). Alors :

10) 01 00)

0y (a” oy a 0 0, a).

(' oy a = (a'' oy a™) 0, (a'’ 04 a
Preuve : Par induction sur ¢. On distingue les cas inf j ) dim(a®*") = 0
et inf dim(a**") > 0 (o1 I’on étudie les sous-cas ¢ = 0 et ¢ > 0).

2.3 Le multi-foncteur é

Notation 2.13. : Donnons-nous une liste G = (G;);e,) d’ensembles glo-
bulaires. A partir de cette liste on construit un nouvel ensemble globulaire,
de la facon suivante :

Soit (G)jem+1) la nouvelle liste d’ensembles définie par G = [n + 1] et

Vj € [n], G, = G;. On pose alors G = [1cni1 G- On définit ensuite

dim : G — N par dim(0,7) =0 et dim(j +1,¢c) = dzm( )+ 1.
Pour chaque p € Net k € [2], 9} : G/p — G est défini par :

88(]70):(07])’ aé(]7c>:(0aj_1>

etsi p>0, 8k(j, c) = (7, 85_1(’3))-

(G, dim, (8p, d2)pen) est un ensemble globulaire que 1’on note €D

G;

j€ln]
( ou encore @(G)).

n —
®(G) est en fait solution d’un probleme universel que 1’on va préciser
maintenant.

Notations 2.14. : e Fixons laliste G = (G;);e[, d’ensembles globulaires
et notons U/ la catégorie qui a :

- Pour objets , les triplets (G, (w;)icnt1], (fi)icn)) ol

.. G est un ensemble globulaire,

.. (U)iem+1) estune famille d’objets de G (i.e.Vj € [n+1], dim(u;) = 0),
« (fi + Gi = G(ui41,ui))icpn) est une liste de morphismes d’ensembles
globulaires (ot plus généralement, pour u,v € G tels que
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dim(u) = dim(v) = 0, on note G(u,v) I’ensemble des ¢ € G/0 tels que
A(c) =u et 9§(c) = v que I’on munit des applications

dim' : G(u,v) = N, ¢ = dim(c) — 1 et 9F : G(u,v)/p = G(u,v),

¢ ().

- Pour fleches g : (G, (w), (fi)) — (G, (), (f!)), un morphisme d’en-
semble globulaire g : G — G’ tel que :

DHVien+1], glu;) = ul,

2)Vi € [n], gli-fi = fiou, gli : G(uig1,w;) = G(uj,,,u;) estlarestric-
tion de g.

) A pgrtir de laliste G , fixée prégédemment, on construit

G = (G, (Wi)iem+1: (0:)iem) 00 G = D) Gy wi = (0,4) et

o, G; — G(wiH, w;) est le morphisme d’ensembles globulaires donné par
oi(c) = (i+1,¢).

Proposition 2.15. : Ona G € || G est méme un objet initial dans .

Preuve : Soit G = (G, (u;), (f;)) € |U|. On construit g : ? — G, en
posant g(0,j) = u; etsi 7 >0, g(j,¢c) = fj_1(c).

Notation 2.16. : Soient maintenant (G;)jcn) et (G})jepn) deux listes de

n ensembles globulaires et (g; : G; — G)je[n une liste de morphismes
d’ensembles globulaires. Alors (B ; G, (w}), (07.9;)) € [U] et donc, comme

G est initial, il existe un unique morphisme d’ensemble globulaire ¢ :
@je[n} Gj — @je[n} G; tel que :

V)€ [n+1, glw) =,

VR

2) V€ [nl, glj.0; = 0}.9;.

g estnoté EBJ-GM g;j - @je[n] G; — @je[nl G;"

Proposition 2.17. : L’application Gn9 : Glob™ — Glob définie,
- sur les objets (Gy;)jem par ©((Gy)jem) = Djepn Gi»

- sur les fleches (g5 : Gj — G)jejn) par é((g])) = D}y 95» est foncto-
rielle.

Preuve : Immédiat.
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2.4 Ensemble globulaire associé a un arbre

Notation 2.18. : On construit une application Arb — |Glob| , notée I', par
induction sur la longueur des arbres (Dans [2], I’ensemble globulaire I'(a)

est noté a*). Soit a € Arb,

-Si a = 0(2), onpose I'(a) =Ty ou I'y désigne {0} vucomme
ensemble globulaire (dim(0) = 0et /0 = ©).

-Si a = n(ao, ...,an-1), 00 n>1,onpose I'(a) =D, ['(a)).

Notation 2.19. : Pour chaque % € [2] et p € N on construit des morphismes
d’ensembles globulaires df(a) : ['(9,(a)) — ['(a), par induction sur p (ou
sur L(a)):

-Si a = 0(2), onpose dy(a) = Idp,.

-Si a = n(ag, ..., an—1), 00 n > 1, alors,

.si p=0, d&(a) : Ty — I'(a) est défini par :

d5(a)(0) = (0,m) = w,,  db(a)(0) = (0,0) = wp.

-Si p> 0, onpose:
di(a) = Djcp Bo1(a5) : Bjepy Tp-1(a5) = Bjepy T(ay).

Proposition 2.20. : Soient a € Arb, k € [2] et p € N.
1) Si dim(a) < p alors J,(a) = a et di(a) = Idp).
2) Soient aussi g € N telque ¢ <p et k' € [2], alors
d¥(a) = d¥ (a).d*d,(a).

Preuve : (1) La premiere identité a déja été montrée. La seconde se
montre par induction sur p. Le (2) se montre aussi par induction sur p
(ou sur L(a)).

2.5 Les morphismes u*

Notation 2.21. : Etant donnés p € N et (a',a’) € Arb* tels que
dp(a') = 9,(a’) on va construire des morphismes d’ensembles globulaires
canoniques :
ul uO
T(a') "5 T(a' o, a®) "2 T(a®)
par induction sur p (ousur L(a') + L(a%)). Posons a = a' o, a°. Pendant

la construction on note simplement u' et u° les deux morphismes u}lj(a1 a0)
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et u , .

p(at,a®)
- Si inf(dim a!,dim a®) = 0, soit k € [2] tel que dim(a*) = 0, alors on
pose u* = df(a) et u'™* = Idr(,
- Si inf(dim a', dim a°) > 0,
..si p =0, alors on peut écrire Vk € [2], a* = ni(af, ...,af, ;) avec
ng > 1 et a=(ny+no)(ap,...,ay, _y,ag,...,a5,_,). Pour chaque j € N,
posons w) = (0,n1 + j) et w; = (0,7), et pour chaque k € [2], j € [ny]
et z € (af), of(x) = (n1+j+1,2) et oj(x) = (j + 1,z). On vérifie
que

Vk € [2],V) € [m], of : T(a}) — F( (wa w?) est un morphisme

a
d’ensemble globulaire et que (I'(a), (w¥), (o)) € [U]. 1l existe donc un
unique morphisme d’ensemble globulalre
u?: T(a*) = @ep,  Ta)) — T(a) tel que Vj € [ng+ 1],
uf(w;) = Wi et Vj € [nk] u*|;.0; = of (ot u¥|; est la restriction de u”

a D(a")(wjs,wj) = T(a) (Wi, w)))-
..si p > 0, on sait qu’il existe un unique n € N* tel que Vk € [2],
a® =n(ak,...,ak_)) etalors a = n(ato, 1al,...,al 0, 1a2_ ;). On pose

) Yn—1
alors :

uk:@u?: @F —>@F pla =TI(a).
Jj€m] j€n] j€n]
Sk ok
(ou uj = u(p—l)(ajl-,ag))'

Proposition 2.22. : Soient p € N et (a',a") € Arb? tels que
dp(a') = 9,(a’). Alors, si inf(dima',dima®) < p (soit k € [2] tel que
dim(a*) < p),ona u* =di(a) et u'F = Idp,) (o0 a=a'o,ad).

Preuve : Par induction sur p.

Proposition 2.23. : Soient p € N et (a',a’) € Arb? tels que
dp(a*) = 8,(a’). Notons b = 9,(a') = 9,(a’). Alors le carré suivant com-
mute et ¢’est une somme amalgamée dans Glob :
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Preuve : Pour la commutation du carré, on 1’obtient par induction sur p.
Pour la somme amalgamée, on montre successivement que :
- Pour tout k € [2], u* est injectif,
- V(2! 2%) € T(at) x T'(a%), ul(2!) = u’(z") = Jy e T(b),Vk € [2],
dy*(a*)(y) = 2",
- la famille T'(a') L I'(a' o, a") & ['(a®) est épimorphe dans Ens,
- notre carré vérifie la propriété universelle.
Les trois premieres étapes se montrent par induction sur p.

Proposition 2.24. : Soient p,q € N et (a',a’) € Arb* tels que
dp(a') = 9,(a”). Pour simplifier, on note a = a' o, a’ et

Vk € [2], uk = u’;(alyao). Alors :

D) Si ¢ <p, Vk,K € [2], di(a) = u".d¥(a"),

2)Si g =p, Vk € [2], d¥(a) = v*.d}(d"),

3)Si ¢ >p, Yk, K € [2], df(a)uf = u".df(a"), 00 uf =l 1 0

Preuve : par induction sur p.

Proposition 2.25. : Soient p € N et (a?,a',a’) € Arb® tels que

8};(@2) - ?p(al) = 8p(a0)..0n note Wj; = U5 i iy, Ujp) = u;(ai’ajopak),
Wik = Upaioyai ak) Alors :

1) u%21)0'ug1 = ug(m)-u%o’

2) u(()21)0 = ug(lo)'u(l)O’

3) ué(lo) = u%21)0'u%1~

Preuve : Par induction sur p.

Proposition 2.26. : Soient p,q € N, ot p > ¢ et (a¥); e € Arb?’

tels que V& € [2], 9,(a*') = 9,(a*) et 9,(a'*) = 9,(a’%). On note :
e = (a" 01 6 00 105, q00),

Op alO) Oq (a Op Q@) = (all Oq aOl) %p (a Oq @ u; = ui(a,/g’)?
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£ — € € — g 1 1 .
Ugge = Wy 1k qoys Wie = Wogrn g0y Alors le diagramme suivant commute :

1 0
aOl) ol F(a01)

Preuve : Par induction sur gq.

2.6 L’oco-catégorie stricte w(G)

Notations 2.27. : Soit G un ensemble globulaire. On note w(G) I’ensemble
des triplets (n,a,g) ot n € N, a € Ard, tel que dim(a) < n, et

g : I'(a) — G est un morphisme d’ensemble globulaire. On définit ensuite
I’application dim : w(G) — N en posant dim(n,a,g) = n. Pour chaque
peN et ke [2] on définit aussi une application 0% : w(G) = w(G) en
posant 9%(n,a, g) = (p,9,(a), g.di(a)).

Proposition 2.28. : (w(G), dim, (9,,0)),en) est un ensemble globulaire.

Preuve : Résulte essentiellement de la proposition 2.20.

Notations 2.29. : Lorsque « € w(G), on définit o € Arb et
Ja : I'(a) = G lafleche de Glob telle que o = (dim(a), a, ga)-

On va maintenant montrer que w(G) a canoniquement une structure
d’oco-catégorie stricte. Commencons donc par donner une définition “glo-
bale” des oco-catégories strictes (Pour le concept originel voir [8]) :

Définition 2.30. : On appelle co-catégorie stricte 1a donnée :
- d’un ensemble C,

- d’une application dim : C' — N,

- d’une application 72 : C' — C,

- d’une famille d’applications (6}’; 1 C = C)(hp)ej2)xNs
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- d’une autre famille d’applications (o, : ®C' — ),y ol on note
P

®C = {(x1,20) C*/ dim(x1) = dim(zo) > p et 05 (1) = 0, (o)}

P

Ces données doivent satisfaire les axiomes suivants :
(GD) Vk € [2],¥p € N,Vz € C, dim 81’5(95) =,

(GG)VEk, K € 2|,¥p,q e NV e C, g<p = ag;aj;’(x) = 05(.%),
(GR)Vk € [2],Vp,n e NVz € C, p>n =dim(z) = 0k(z) = "(x),
(CD) V¥p € N,V(x1,x0) € ®C, dim(x; 0, x9) = dim(x1) = dim(x),
p
(CG) Vp,q eN V($1,I0) e ®C,Vk € [ ]
p

q<p = 3%(551 op Tg) = (l’k),

q >p = 8 (5131 e} ﬁlj’o) (Il Op 8(’; .To),
Uni) Vp,n € N,Vz € C’ p<n= dzm( ) = o, (") (x) =z et

(

(1"7P.0y)(x) op & = x,

(As )Vp € N,V(zg, z1,70) € C3,

(2, 21), (21, 70) € ®C = T 0, (;1:1 o, Tg) = (xg 0, 1) 0, T,
(

(

(

Ech)Vp,q € N V($00>$017$107$11) eC' p>qetVkel2,
Th1, Tho) € @C et (1g, Tog) € ®C' =

T11 %p 5610) (95010 iUoo) (33110 51701) ($10 Oy 51700)-

Notations et définitions 2.31. : Sur w(G) on définit les lois suivantes :

- une application 2 : w(G) — w(G), en posant i(n,a,g) = (n+1,a,9),

- pour chaque p € N I’application o, : ®w(G) = G, (ay,ag) — a3 0, g
p

ou «; o, vy est défini de la fagon suivante :

Tout d’abord posons, pour chaque k € [2], ay = (ng, ag, gx). Alors, par hy-
pothese, n1 = ng, dy(a1) = Jp(ag) et on a I'identité gy.d}(ag) = go.dd(a1)
et donc, grace a la somme amalgamée donnée a la proposition 2.23, on ob-

tient I'unique morphisme d’ensemble globulaire gy : I'(a; 0, ap) = G qui

= 1_ 0 _ Nk ok
vérifie gjp.u” = g1 et gip.u” = gp (ouu —up(ahao)).

On peut alors poser «a; o, o = (1, a1 0, ag, gio) (OU 1 = ny = ny).

Proposition 2.32. : (w(G), dim, 2, (O}) (k. p)e2)xn, (0p)pen) est une
oo-catégorie stricte.

Preuve : Remarquons déja que (GD) et (C'D) sont immédiats. Ensuite
on obtient :
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G @) par la proposition 2.20,

)
G'R) par la proposition 2.5 et la proposition 2.20,
C'G) par la proposition 2.10 et la proposition 2.24,

(
(
(
(Uni) par la proposition 2.10 et la proposition 2.22,
(Ass) par la proposition 2.11 et la proposition 2.25,
(Ech) par la proposition 2.12 et la proposition 2.26.

2.7 oo-catégorie stricte libre

Donnons déja une version globale de la notion d’ oo-foncteur strict.

Définition 2.33. : C et C’ étant deux oo-catégories strictes, un oo-foncteur
strict ' : C — C' est la donnée d’une application F' : C' — C’ vérifiant les
conditions suivantes :

(FD)Vx € C, dimF(z) = dim(x),

(FG) Vx € C,Vp e N,Vk € [2], FOl(x) = O} F(x),

(FC)VYp € N,V(z1,20) € C;)C, F(xq 0y 1) = F(1) 0, F(xo).

Notations 2.34. : On note co-Cat la catégorie des oo-catégories strictes et
de leurs oco-foncteurs stricts. Notons aussi U : co-Cat — Glob le foncteur
d’oubli canonique.

2.7.1 Construction de g,

Notation 2.35. : Soit g : G — G’ un morphisme d’ensembles globulaires.
On construit une application g, : w(G) — w(G’) en posant

g*(na (l, 7) - (n7 (l, gfy)

Proposition 2.36. : 1) g, : w(G) — w(G’) est un co-foncteur strict.
2) Lapplication g — g, est fonctorielle (On note w I’endo-foncteur de
Glob obtenu).

Preuve : Sans difficulté.
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2.7.2 Construction de vc

Notation 2.37. : Soient maintenant C € |oo — Cat| et a € wU(C). On
construit ve(a) € C  tel que dim ve(a) = dim(a) par induction sur
dim(a). Ecrivons a = (m, a,) € wU(C).

-Si a =0(2), alors I'(a) = T'y. Posons vc(a) = "7(0).

-Si a = n(ag,...,an-1), 0t n > 1. Alors I'(a) = P}, I'(a;). Pour
chaque j € [n + 1], posons w; = (0,5) € I'(a). Notons aussi

C; = C(v(wjt1),7(w;)) et v|; larestrictionde v a

I'(a)(wjt1,w;j) = C;. On pose ensuite a; = (m — 1,a;,7|;.0;) € wU(C;)
Alors, par hypothése d’induction, vc,(a;) € C; et

dim ve, (o) = dim(a;) = m — 1. On vérifie que Vj € [n],

(ve,(a)),ve,, (Qg1)) € GSDC. On peut donc poser

ve(a) = e, (o) 0o t1ve, () ©¢ ... 0g Ln—10c, _, (Qp_1).

(ou ¢j : C; — C est’injection canonique. Signalons que
dim 1j(c) = dim(c)+1 etque t;(ci0,c0) = tj(c1) opt1 tj(co)). On vérifie
enfin que dim ve(a) = dim(a).

Proposition 2.38. : 1) v¢ : wU(C) — C est un oo-foncteur strict.
2) vc estnaturelen C.

Preuve : par induction sur la dimension des cellules de wU(C) ou C
est quelconque.

2.7.3 Construction de 7

Notation 2.39. : Pour chaque entier n € N, notons «, I’arbre 1"(0(9))
(Rappelons que 1 est un symbole fonctionnel d’arit¢é 1 du langage de
base).

Proposition 2.40. : Pour tout n € N,

T(an) = {gk(n)/k € [2],p € [n+ 1]} ol gi(n) est défini par induction
sur n par:

-si =0, g5(0) = g5(0) =0,

-si n >0 et,

. st p=0, 98(”) = (07 1)7 gé(n) = (070)7

Lsip>0, gi(n) = (1,95 ,(n—1)).
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Preuve : sans difficulté.

Notation 2.41. : Pour chaque G € |Glob|, on construit g : G — w(G) en
posant 7g(c) = (1, an, ge)) o n = dim(c) et gy : I'(a,) = G est
défini par g)(g(n)) = 0%(c). (On remarque que cette définition a bien un
sens, méme si g¥(n) = g¥(n) pour k # k). On vérifie que g, estun
morphisme d’ensemble globulaire.

Proposition 2.42. : 1) 7; : G — w(G) est un morphisme d’ensemble
globulaire.
2) ng estnaturelen G (Onnote 7 : Idg, — w cette transformation
naturelle).

Preuve : (1) On montre que pour n > p ona OJy(a,) = o, et

9ape) = 9(0)-dp(an)-
(2) On montre que pour g : G — G’ dans Glob et ¢ € G, ona

9-9c) = YG(gc)-
Proposition 2.43. : Soit C € |0o-Cat|. Alors on a vc.nycy = Idy(c).

Preuve : par induction sur la dimension des cellules de C.

2.74 Constructionde 1.,

Remarques 2.44. : Soient G € |Glob| et

co,c1 € G(0) = {¢ € G/dim(c) = 0}. On va construire un co-foncteur
strict Iicg.e) : wW(G(co, 1)) = w(G)(ngco, necr).

Soit (n,a,v) € w(G(cy,c1)). On constate que : I'(1a) = 6119F(a) =

{(0,0), (0, 1)} U{(1,2)/x € Ta} = {wo, w1} U{oo(z)/x € Ta}. En fait
oo : I'(a) = I'(1a)(wy, wp) est un isomorphisme d’ensemble globulaire. A
partirde 7 : I'(a) — G(cg,¢;) on construit I'application 7 : I'(1la) — G
en posant Vk € [2], (wg) = 1k et F.0o(z) = v(z) € G(co, 1) C G .
On vérifie que 7 : I'(1a) — G est un morphisme d’ensembles globulaires.

Notation 2.45. : On note 1,.) : w(G(co,c1)) = w(G) Tapplication
définie par L, c)(n,a,7) = (n+1,1a,7).
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Proposition 2.46. : 1) Vo € w(G(co, c1)), li,e) (@) € w(G)(ngco, necr).
2) Lco,er) s w(G(co,c1)) = w(G)(neco, nsc1) estun oo-foncteur strict.

3) On a Iidentité 1y c,)-NG(co.cr) = NG|, OU 7| estla restriction de 7g a
G(co, 1)) = w(G)(ngco, Nccr)-

4) Soit g : G — G’ un morphisme d’ensembles globulaires et

co, c1 € G(0). Alors on a I’identité :

Gx | '1(00701) - ]-(gco,gq) <g|)*

ol g| et g.| sontdes restrictionsde g et g,.
5) Soient C une oo-catégorie stricte et ¢y, c; € C'(0). Alors on a I’identité :

UC|~](CO,C1) = Uc
ou vc| estune restriction de vc et C = C(cg, ¢1).

Preuve : On le vérifie sans difficulté.

2.7.5 La propriété universelle

Théoreme 2.47. : Le foncteur d’oubli U : oco-Cat — Glob admet pour
adjoint a gauche le foncteur L (ot L(G) est w(G) muni de sa structure
d’oo-catégorie stricte et pour tout g : G — G', L(g) est g¢. considéré
comme oo-foncteur strict).

Preuve : Soient G € |Glob| et C € |oo-Cat|. On montre que 1’applica-
tion can : co-Cat(LG, C) — Glob(G,UC), donnée par
can(F) = U(F').ng, a pour inverse 1’application can’ : g — vc.g.. On voit
en effet facilement I’égalité can.can’ = Id etdonc que can est surjective.
Pour I'injectivité, on montre I’implication suivante : can(F) =g =
F = can/(g). Pour cela, F' étant fixé on vérifie, par induction sur la lon-
gueur de « et en faisant intervenir ce qui précede, que :
Va € w(G), F(a) = ve.g«(a).

Remarque 2.48. : L’adjonction...

L
oo — Cat L _Glob
U

... induit une monade (w,n, u) sur Glob,ou w et n ont déja été définies
etol u:w? — w estdonnée par pg = Uvpe).
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3. Lamonade P

Introduction : La monade P est une version non-réflexive de la monade
qui a été présentée dans [10] (Elle est explicitement définie dans [3] et [7])
. On la construit ici tout naturellement a 1’aide des outils introduits dans les
sections précédentes. Cette monade que 1’on rend concrete est syntaxique
et cartésienne(voir [3]) (On montre ce dernier résultat grace a la notion de
polarisation d’une opération - voir la notation 3.33). Cependant elle n’est
pas pure (voir la proposition 3.40). C’est pour combler cette lacune que nous

construirons la monade B a la section suivante.

3.1 Domaine et co-domaine d’un arbre
On se place maintenant dans un cas particulier des conventions 1.1.

Conventions 3.1. : On fixe maintenant le langage (Sp, ar) donné par :
Sp = {*,/p € N} u{O}.

ol ar(x,) = ar(dJ) = 2. On lui donne une structure relativement dimen-
sionnelle en considérant les applications 6(x,),d(0J) : N> — N définies
par

d(*p)(x,y) =sup(p+1,z,y) et 6(0)(z,y) = 1+sup(z,y). Ensuite, pour
chaque ensemble C' € |Ens| onnote A'(C) = Arb(Sp(C),ar) (pour la
distinguer de la notation A(C') qui sera utilisée dans la prochaine section).

Remarque 3.2. : On constate que le langage relativement dimensionnel
(Sp(C), ar, §) est croissant (voir la premiere partie, section 2).

Notations 3.3. : Fixons déja un ensemble globulaire

G = (G, dim, (0,,d))pen) etsoit a € A'(G).

On note I(a) = alJa. On voit que dim I(a) = 1+ dim(a) et donc

dim I"(a) = n + dim(a).

Soient maintenant p € N, k € [2]. On définit 9%(a) de la fagon suivante :
-Si p > dim(a), on pose 9%(a) =I"""(a) (ou n = dim(a)).

-Si p < dim(a), on définit 9% (a) par induction sur L(a).

. Si a=c(2), o0l ce G,alors onpose J%(a) = dk(c)(D).

.. S1 a = ay x4 agp, on pose :
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..pour ¢ > p, 0k(a) = O (ax),
..pour g < p, 0i(a) = d(a1) x4 O (ao),
.. Si a = a;0ag, on pose 9% (a) = I (ax).

Proposition 3.4. : Vp € N,Vk € [2],Va € A'(G), dim 9}(a) = p.
Preuve : Par induction sur L(a).

Proposition 3.5. : Soit g : G — G’ un morphisme d’ensemble globulaire.
Alors :

1) Va € A'(G), gl(a) =1g(a).

2) Ya € A'(G),¥p € N,Vk € [2], §8]’,f(a) = 8]’;@(@).

Preuve : Le (1) est immédiat. Pour le (2), par induction sur L(a).

[L(a)| = I(]al).
2)Va € A(G),Vp € N,Vk € [2], |0%(a)| = 9%(|al).

);

]
Proposition 3.7. : 1) VA € A?(G), uc(IA) = Iug(A).
2) YA € A%(G),VYp e N,Vk € [2], ugOi(A) = 0kpa(A).

Preuve : Le (1) est immédiat.Pour le (2), par induction sur L(A).

Corollaire 3.6. : 1) Va € A'(G

3.2 Arbres compatibles avec un ensemble globulaire

Notation 3.8. : G = (G, dim, (0,,9))pen) étant un ensemble globulaire
fixé, on va construire une nouvelle classe d’arbres notée A9(G). On la
construit par induction sur la longueur des arbres. Soit a € A'(G).

-Si a=¢(@),0u ce€ G,alors a € AY(G).

-Si a = ay *p agp, alors a € A9(G) ssi

ar,ap € AY(G), Yk € [2], dim(ay) = dim(a) et 9)(a1) = 9, (ao).

-Si a = a;0ag, alors a € A9(G) ssi aj,a9 € AY(G) et ay//ag (c.a.d.
dim(a;) = dim(ag) et, n étant cette dimension,

.81t n=0, a; = ap,

.si n>0, Vk e 2], 0 (a1) =% ,(ap)).

Proposition 3.9. : 1) Va € AY(G), I(a) € A9(G).
2) Vp € N,Vk € [2],Va € AY(G), p < dim(a) = 0F(a) € A¥(G).
3) Vp,q € N,Vk, k' € [2],Va € A’g G),
q <p<dim(a) = 0¥ (a) = 9%(a).

-29 -



J. PENON PURETE DE LA MONADE DE BATANIN

Preuve : Par induction sur L(a).

Corollaire 3.10. : (A(G),dim, (9}, 0))pen) est un ensemble globulaire.
On le note A"Y(G).

Proposition 3.11. : Soit g : G — G’ un morphisme d’ensemble globulaire.
Alors :

1) Ya € AY(G), g(a) € AY(G).

2) §: AYG) — A9(G’) estun morphisme d’ensemble globulaire.

Preuve : Pour le (1), par induction sur L(a). Le (2) est immédiat.

Proposition 3.12. : 1) VA € AYAY(G), pugic(A) € A%(G), ou

16+ AY(G) — A'(G) estI’injection canonique. On note

pg » A9AY(G) — AY(G) larestriction de pg.

2) ug : (A9)?*(G) — A(G) est un morphisme d’ensemble globulaire.

Preuve : Pour le (1), par induction sur L(A). Le (2) est immédiat.

Remarques 3.13. : 1) L'application ¢ — g : AY9(G) — A9(G') est
fonctorielle. On note A" 1’endo-foncteur de Glob obtenu.

2) L’application 7 : G — A"(G), restriction de 7 est un morphisme
d’ensemble globulaire G — AY(G). Etant naturelle en G, on obtient une
transformation naturelle 7' : Idg., — A"7.

3) De méme, pi;; est naturelle en G. On obtient une transformation naturelle
notée p' : (A9)? — A",

Proposition 3.14. : 1) (A", 7/, /') est une monade sur Glob.
2) (Glob, U, A", 1/, 1/, 1) est une monade concrete syntaxique, ol

Lg = Ligdim)-1c-

Preuve : Pour le (1) voir la section 3 de la premiere partie et pour le (2)
cela résulte de la section 1 de la premiere partie.

3.3 La classe A“(G)

Avant de définir cette classe d’arbres commencons par introduire le con-
cept de “globalisation totale” d’une oo-catégorie stricte (c’est essentielle-
ment le méme concept que dans [10], page 67).
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Notations et définitions 3.15. : 1) Soit C = (C, dim, 1, (9, d9)pen. (0p)pen)
une oo-catégorie stricte. On note T'0t(C) = C'[] 1. Par abus de notation on
écrit Tot(C) = C U {w}, ot w ¢ C.Onmunit Tot(C) des applications
suivantes :
-dim : Tot(C) — N = NU {oco} est défini par dim(z) = dim(z) si
z € C et dim(w) = oo. (Attention ! Il y a un risque de confusion avec la
notation donnée dans la partie 1, section 2).
-7:Tot(C) — Tot(C) estdonné par i(z) =(x) si z € C et i(z) =w
sinon.
- Pour tout (k,p) € [2] X N, 9% : Tot(C) — Tot(C) est défini par :
O(x) =0(x) si x€C, 9k(x) =w sinon.
-Pour tout p € N, 5, : Tot(C)* — Tot(C) est donné par :
20,8’ =x o, si x,2' € C et (z,2") € ®C et 16,2" = w sinon.

p

-0: Tot(C)* — Tot(C) est donné par :
z0z" =(z) si @ =2’ et 2002’ = w sinon.

2) On définit ensuite, pour chaque G € |Glob|, une application
dg : A(G) — Tot w(G) par induction sur la longueur d’un arbre. Soit
a € A(G).
-Si a =c¢(@),0u c € G,onpose dg(a) =ns(c) € w(G).
-Si a = ay *p ap, on pose dg(a) = dg(a1)o,0c(ap).
-Si a = a;0ag, on pose g (a) = dg(a1)Odg(ao).

R On est maintenant en mesure de construire la classe A“(G) (notée
T¢(D) dans [10], page 72).

Notation 3.16. : A°(G) est un sous-ensemble de A’(G) défini par induc-
tion sur la longueur des arbres de la fagon suivante. Soit a € A'(G).

-Si a =c¢(@),0u c € G, alors a € A°(G).

-Si a = ay *p ag, alors a € A°(G) ssi

ar,ap € A°(G), Vk € [2], dim(ax) = dim(a) et 9)(a1) = J,(ao).

-Si a = a;0ag, alors a € A°(G) ssi aj,a0 € AG), ai//ay et
5@(@1) = (5@(&0).

Remarque 3.17. : Ona A“(G) C AY(G).
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Proposition 3.18. : Soit a € A“(G), alors :
1) Vp e N,Vk € 2], p < dim(a) = 9}(a) € A(G),
2) dim dg(a) = dim(a), )
3) Vpe N,Vk € [2], p < dim(a) = 95dc(a) = 6% (a).
Preuve : On montre (1),(2) et (3) dans une méme induction sur L(a).

Corollaire 3.19. : 1) (A“(G),dim, (0;,9))pen) est un sous-ensemble glo-
bulaire de A"9(G).
2) Ya € A(G), ig(a) € w(G).

Notations 3.20. : Lensemble globulaire (A“(G),dim, (9}, 9°),en) est

p’=p
noté A“(G) ouencore P(G).On note aussi pg la restriction de dg a

P(G) = w(G).
Remarques 3.21. : pg ales propriétés suivantes. Soit a € A“(G),
1)-si a=c(9), pgla) = ns(c),
-8l a = ay *p Ao, pG(a) = pG(al) Op pG(aO)’
-si a = a:0ao, pg(a) = wpg(ar) = g (ao) (car pg(a1) = pe(ao)).
2) pg : P(G) — w(G) est un morphisme d’ensembles globulaires.
Proposition 3.22. : Soit ¢ : G — G’ un morphisme d’ensembles globu-
laires, alors
1) Va € A¢(G), g(a) € A%(G),
2)Va € A*(G), pg.g(a) = w(g).pe(a).
Preuve : Le (1) et le (2) se montrent successivement dans une méme
induction sur L(a).
Proposition 3.23. : 1) VA € A“A“(G), ugic(A) € A¢(G), ou
16 A(G) — A'(G) est I’injection canonique. On note
pe 2 ACA(G) — A°(G) larestriction de g : A'A'(G) — A(G).
2) g : P?(G) — P(G) est un morphisme d’ensembles globulaires.
Preuve : Le (1) résulte du lemme suivant :

Lemme 3.24. : Pour tout G € |Glob|, on a la commutation du diagramme
suivant :

1P(G) HU(G)

UPY(G) —< AUP(G) == A2U(G) 2% A'U(G)

ppmnt Léﬁ

wP(G) o0 W (G) w(G) ——Totw(G)

UG
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ol i : w(G) — Totw(G) est]” injection canonique.
Preuve : (du lemme) Par induction sur la longueur des arbres.

Remarques 3.25. : 1) Pour toute fleche g : G — G’ de Glob,

g : P(G) — P(G') estun morphisme d’ensembles globulaires.

2) Lapplication g — ¢ : P(G) — P(G’) est fonctorielle. On note P
I’endo-foncteur de Glob obtenu.

3) Dans Glob les morphismes pg : P(G) — w(G) sont naturels en G.
On note p: P — w la transformation naturelle obtenue.

4) L’application, encore notée 7, restriction de n;, : G — AY(G) a
G — A“(G) est un morphisme d’ensembles globulaires G — P(G). Etant
naturel en G, on en fait une transformation naturelle 7" : I'dg, — P.

5) De méme, pf; estnaturel en G. Onnote p' : P? — P la transformation
naturelle obtenue.

Proposition 3.26. : 1) P = (P, 7/, /) estune sous-monade de (A7, 17/, i)
sur Glob .
2)yp: (P,n,i1) — (w,n, 1) estun morphisme de monade.
3) (Glob,U,P, 1) est une monade concréte syntaxique, ot
L : UP(G) — N estlarestrictionde L : UAY(G) — N.

Preuve : Le (1) résulte de la section 3 de la premiére partie, le (2) essen-
tiellement du lemme 3.24 et le (3) de la section 1 de la premiére partie.

Voici encore un résultat utile sur P :

Proposition 3.27. : Soient m : G’ — G un morphisme injectif d’ensembles
globulaires et a € A(G) tel que [ligy(a) C m(G’). Alors il existe un
unique o’ € A°(G’) tel que m(da’) = a.

Preuve : Par induction sur L(a).

Corollaire 3.28. : Soient m : G’ — G un morphisme injectif d’ensembles
globulaires et a’ € A'(G') tel que m(a’) € A°(G). Alors o' € A°(G').
3.4 Polarisation

Rappelons que le concept de polarisation a été introduit pour montrer la
cartésianité de P. Il aura son pendant dans la section 5.
e Retournons brievement a la monade w .
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Notation et définition 3.29. : Lorsque « = (n,a,!r,) € w(I), on note
Pol(a) = (n,a,Idr,) € w(T'a). On dit que c’est la polarisation de o dans
w.

Proposition 3.30. : Soit p € N.

1) Vk € [2],Ya € w(I), p < dim(ar) = 0FPol(er) = w(dk(a)).Pol(df ).

2)V(aq, ap) € ®w(l) = Pol(a o, ag) = w(u')Pol(ay) o, w(u®)Pol(ag)
p

k pumm

k
up(ﬂl Q)

ou on note u
Preuve : Sans difficulté.
e Revenons maintenant a la monade P. Dorénavant on identifie P(G)
et A’(G) (qui est son ensemble sous-jacent). De plus, comme en 1.3, notons

0,,0ou n € N, les éléments d’un ensemble globulaire final T fixé.

Notations et définitions 3.31. : 1) Pour chaque a € P(I) et j € [la], on
définit Cell;(a) € I'(pr(a)) (voir la notation o dans 2.29), par induction sur
L(a).

-Si a=0,(9),ona l(a) =1 donc j=0,et p(a) =a, = 1"(0(=)). On
pose alors Cell;(a) = ¢g%(n) = g;.(n) € I'(a,) (voir la proposition 2.40).

-Si a=a; % ap, alors :

. si j <lI(a1), onpose Cellj(a) = u'Cellj(a1), ot u* = uf
.si l(ay) < j <l(a),onpose Cell;(a) =u"Cell;_, (ao).
-Si a = a10ag, alors :

.81 j <l(a1),onpose Cell;(a) = Cell;(ay),

.81 l(a1) < j <l(a),onpose Cell;(a) = Cell;_jq, (ao).

p1(a1),pr(ao))’

2) On note ensuite Cell(a) = (Celly(a), ..., Cell,—_1(a)), ot n =I(a).

Proposition 3.32. : Va € P(I),Vj € [la], dim Cellj(a) = dim(c;), ol
(C[)7 ceey Cn—l) = l][((l) .

Preuve : Par induction sur L(a).

Notation 3.33. : Soit a € P(I). On peut maintenant noter :
Pol(a) = a{Cell(a)}

(voir la notation a{—} au 1.12). Pol(a) est appelée la polarisation de a
dans P.
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Proposition 3.34. : Va € P(I),Vp € N, Vk € [2],
p < dim(a) = 0FPol(a) = di(pra)Pol(dka).
Preuve : Faisons le par induction sur L(a). Posons n = dim(a).

-Si a = 0,(2), on voit que dk(pﬂa)Pol(ﬁk )—gp( n)(2) = 05 Pol(a).
-Si a = a1 x4 ap, alors Pol(a ) = ulpol(al) *q WPol(ag).

. Si p < gq,ona 9FPol(a) = a*dFPol(ar) = uk dk (M) ol(dfa) =
dk (pﬂa)Pol((()k ).
(*1) En utilisant la proposition 2.24.
. Si p>gq,ona JFPol(a) = u'dsPol(ay) 4 1k Pol(ag) =
' d? (pra1)Pol (0far) x ~Odk(mao)Pol( da )
dk(pra) (W Pol (94 ar) +, 89P0l (kay)) = dk(pﬂa)Pol(@k ).
-Si a = a;0ay, alors Pol( ) = Pol(al)Dpol(ao) et p<n-—1.
.Si p=n—1, d(pa) = Id, d’ot la formule voulue.
. Si p<n—1, d5Pol(a) = I Pol(ar) = dﬁ(m)?ol(@ﬁak) =
d¥ (pra)Pol(dha).
Proposition 3.35. : Soit a € P(I). Notons brievement I'a = I'(pya). Alors
Pol(a) € Pl'a et pr,Pol(a) = Polpr(a).

1

Preuve : Par induction sur L(a).
-Si a = 0,(9), alors Pol(a) = ¢5(n)(&) € PTa. On a aussi I’identité
voulue.
-Si a = ay xp ag, Pol(a) = u'Pol(ay) *, 1°Pol(ag) , on Vk € [2],
w*Pol(ay) € PTa, dimu*Pol(a;) = dimPol(a) et dou'Pol(a,) =
1d0(pﬂa1)770l(80a1) = uodl(pHaO)Pol(alao) 81 0Pol(ay).
(x1) Grace ala prop051t10n précédente, (*2) voir la proposition 2.23.

On en déduit que Pol(a) € Pl'a et pr,Pol(a) =

pra!Pol(ay) o, prai’Pol(ag) = w(u)pra, Pol(ay) o, w(u®)pra,Pol(ag) =
w(u!) Polpy(ay) o, w(u®) Polpy(ag) = Pol(pr(ay) o, pr(ag)) = Polpi(a).
-Si a = a10ay, Pol(a) = Pol(ay)OPol(ay), ou Yk € [2],

Pol(ay) € PTay = Pla, 'Pol(al)//Pol(ao) et

pFa1P0l(CL1) POlp]I(CLl) Polpﬂ(ao) pFaOPOl<CL0)
(*3) par hypothese d’induction.
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On en déduit que Pol(a) € PT'a. De plus
praPol(a) = 1pra,Pol(ag) = 1 Polpi(ag) = Polpi(a).

Proposition 3.36. : Soit a € P(G). Ecrivons pg(a) = (n,a, g). Alors on
a:
Mo(g)(Cell(|a])) = lg(a).

Preuve : Cela revient a montrer que si lg(a) = (co, ..., Cn—1),0na
Vj € [m], g(Cell;(|al)) = ¢;. OnI’obtient par induction sur L(a).

Proposition 3.37. : La transformation naturelle p : P — w est cartésienne.

Preuve : 11 suffit de le montrer pour les fleches de la forme g : G — 1.
Notons v : P(G) — w(G) x P(I) le morphisme canonique. Montrons
w(I)

qu’il est bijectif.
surjectivité : Soit (a,a) € w(G) x P(I), ot a = (n,a,g). On pose
w(D)

a = gPol(a). On vérifie que a € P(G) etque v(a) = (a,a).
injectivité : Soit a € P(G). Posons pg(a) = a = (n,a, g). Alors
(@) = (a,af) et donc a = |a[{lg(a)} = |a{Mo(g)(Cellla])} =

glal{Celllal} = gPol(|a]) = a].
(*) voir la proposition précédente.

D’ou I'injectivité de .
Théoreme 3.38. (voir [3]) : P = (P, 7/, /) est une monade cartésienne.

Preuve: : Car p: P — w estun morphisme de monades cartésien et w
est cartésienne.

Remarque 3.39. Maintenant que nous avons montré que p : P — w
était cartésien, on voit que, pour tout a € P(I), Pol(a) € PI'(a) est
completement caractérisé par les deux identités suivantes :

|Pol(a)] =a et praPol(a) = Polpi(a).
(Pour I'a voir la notation 3.35).

Proposition 3.40. : P = (Glob, U, P, L), qui est une monade syntaxique
cartésienne, n’est pas pure.
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Preuve : Soient uy = (01(@) %0 100(2))030, (@) et u, = (100(2) %o
0:(2))00,(2) ou, rappelons le, par définition I(a) = ala. Clairement
ug, u, € P(I), dim(uy) = dim(u,) =2 et dim(uq) = (1,0,0,1),
dim(u,) = (0,0, 1,1). Pour chaque G € |Glob| etchaque a € P(G) tel
que dim(a) = 1, notons ug(a) = Op(ug, (a,da,dya,a)) et
ug(a) = Op(uy, (Ba,d}a, a,a)). On vérifie que uy(a),uy(a) € P(G) et
que,si a € P(I),ona uy % uq(a) et ug % ug(a), on % est la relation

d’antériorité pour P. On voit aussi que ug et u, sont primitifs pour P.
Pourtant, lorsque a = 10p(@), on a ug(a) = u,(a). Mais uq # u, et
L(uq) = L(u,) > 1, ce qui prouve que P n’est pas pure.

4. La monade B

Introduction : A partir de la monade [P et des arbres feuillus on
construit la monade B. On donne ici les différentes étapes qui aboutissent
a sa construction. La monade concréte B est syntaxique. Sa cartésianité
et sa pureté demandant plus de technicité seront montrées dans la prochaine
section.

4.1 Le morphisme 7

On se place maintenant dans un cas particulier des conventions 1.21.

Conventions 4.1. : On fixe, cette fois, le langage (Sg,ar) donné par :
Se = {*p/p € N} U{A,O}.

ol ar(x,) =ar(d) =2 et ar(A) = 1. On lui donne :
- une structure chargée, en considérant I’application ch : Sy — N définie
par :

ch(*,) =0, ch(A) = -1, ch(0) = +1.

- une structure relativement dimensionnelle, en considérant

8(xp),6(0) : N> — N définies par :

d(*p)(z,y) =sup(p+1,z,y) et §(0)(z,y) =1+ sup(z,y) mais aussi
0(A) =1Idy:N— N.
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Pour chaque C € |[Ens| onnote A(C) = Arb(Sg(C),ar) et A/(C)
I’ensemble des a € A(C') qui sont feuillus pour (Sg(C),ar,ch).

Remarques 4.2. : 1) Les restrictions de ar et 6 a Sp C Sy correspondent
a leurs homologues de 3.1.

2) Comme pour le langage (Sp(C'), ar, §) le langage relativement dimension-
nel (Sg(C), ar, ) est croissant (voir la premiere partie, section 2).

Notation 4.3. : On construit maintenant, pour tout C' € |Ens|, une appli-
cation m¢ : A(C) — A’(C) par induction sur la longueur des arbres. Soit
a€ A(C).

-Si a=c¢(@),ou ce€ C,onpose mc(a) = a.

-Si a = A(d), on pose mo(a) = me(d).

-Si a=ay %y ap ,onpose mc(a) = me(ar) *, me(ag).

-Si a = a;0ap , on pose mc(a) = me(ar)One(ap).

Remarque 4.4. : Clairement A'(C) C A(C) et la restriction de 7¢ a
A'(C) estI'identité.

Proposition 4.5. : Soit C' € |Ens|. Alors :

1) Ya € A(C), Inc(a) = l(a),

2) Va € A(C), lcﬂ'c(d) = lc(a),

3) mc estnaturel en C (Notons 7 : A — A’ la transformation naturelle
obtenue).

Preuve : Sans difficulté.

Proposition 4.6. : Soient C € |[Ens|, o € A(1) et n=[(a).
1) Soit aussi (ag, ..., an—1) € A(C)™. Alors :

moop(a, (ag, ..., an—1)) = op(m (), (Tcag, ..., Te@n_1).
2) Soit encore (cg, ..., c,—1) € C™. Alors :
mo(aleo, vy eno1]) = m(a)[co, ...y Ca1).
Preuve : Par induction sur L(a).

Proposition 4.7. : 7 : (A, n,u) — (A’,n, 1) est un morphisme de monade.
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Preuve : Pour I’identité 7.1 = p.72, on utilise la proposition précédente.

Proposition 4.8. : Soient maintenant (C,dim) € |[Ens/N| et a € A(C),

alors :

1) Va € A(C), dimme(a) = dim(a),
(

2) VYa € A(C), dimrg(a) = dim(a).

s}

Preuve : Sans difficulté.

Notations 4.9. : Notons A (resp. A’ ) I’endo-foncteur de Ens/N défini
sur les objets par A(C, dim) = (A(C), dim)

(resp. A'(C,dim) = (A'(C),dim) ) et sur les fleches f: C — C,

A(f) = f: A(C) = A(C") (méme chose pour A).

La proposition précédente montre que VC = (C, dim) € |Ens/N|,

e+ A(C) — A'(C) est un morphisme de Ens/N (noté mc). Etant
naturel en C, on en fait une transformation naturelle notée 7 : A — A'.

Proposition 4.10. : Soit C = (C,dim) € |Ens/N|, a € AU(I) et
n=I1(«a).

1) Soit aussi (ao, ..., an—1) € A(C)" tel que
dim(a) = (dim ay, ..., dim a,_1). Alors :

7cOp(ay, (ag, ..., an—1)) = Op(mi(a), (mcag, ..., Tctn_1).

2) Soitencore (cg, ...,c, 1) € O™ tel que dim(a) = (dim ¢y, ..., dim ¢,_1).
Alors :
mc(adco, ..., cn1}) = m(a){co, .. Cn1}

Preuve : Résulte de la proposition 4.6.

Proposition 4.11. : 7 : (A, n,u) — (A,n, 1) est un morphisme de mo-
nade.

Preuve : Sans difficulté.

Proposition 4.12. : Soient a,b € A’U(I). Alors m(a ® b) = my(a)Omp(b)
( pour la définition de a ® b voir notation 1.27).

Preuve : Résulte de la proposition 4.6.
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4.2 Les arbres 0%(a)

Notations 4.13. : Soient C € |Ens/N| et a € A/U(C) tel que

sym(a) = [. Ecrivons sa décomposition canonique (relativement dimen-
sionnelle) a = Op(«, (ag, ...,a,—1)) (voir définition 1.26). Comme « est
irréductible et que sym(a) = O, il s’écrit o = a1 ® ap, ol

ay, a9 € ATU(T). Posons p = I(ay), n = l(a) (donc I(cg) = n — p).
Comme dim(a;) = (dim ay, ...,dim a,_;) et

dim(ag) = (dim a,, ..., dim a,_; ) (voir proposition 1.28 ), on peut poser :

9" (a) = Op(ay, (ag, ...,a,1)) et 9°(a) = Op(ayg, (ap, ..., an_1)).

Remarque 4.14. : Lorsque C = [ et a est irréductible alors Vi € [2],
O%(a) = ay (et a = ).

Proposition 4.15. : 1) 0'(a),d°(a) € A/U(C). )
2) Pour tout f: C — C' dans Ens/N, f(0%a) = 9" f(a).

Preuve : Sans difficulté.

Proposition 4.16. : Comme sym(a) = sym(«) = [, on peut écrire a =
b1Dbg et a = 51‘:‘50, ou bl, bo S AU((C) et Bl;ﬁ[) € AU(H) Alors :
bl = Op(ﬁlu (a’OJ ) ap71>) et bO = Op(ﬁo; (apa L) anfl))-

Preuve : Notons b} = Op(f, (ag, ..., ap—1)) et

by, = Op(fo, (ap,...,an—1)).On montre que Vk € [2], |bx| = |b)| et
lo(br) = lc(b),). D ol les égalités by = b,

Corollaire 4.17. : Sous les mémes hypotheses et notations, soit k € [2].
Alors :
D) 1(0%a) = U(by),
2) lyc(9*a) = lyc(be),
3) L(0%a) = L(by) — l(aw).
Preuve : Sans difficulté.

Remarque 4.18. : Vk € [2], L(0%a) < L(a).
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Proposition 4.19. : Soit a € A’U(C) tel que sym(a) = [J. On pose

n = I(a) Soientaussi (by,...,b, 1) € A/U(C)" tel que

(dim by, ..., dim b,_;) = dim(a). Posons enfin & = Op(a, (by, ..., b,_1)) et
p=1(0"a). Alors :

9(a) = Op(D1a, (b, by 1)) et (&) = Op(0°a, (bys o, b 1)).

Preuve : On pose a' = Op(d'a, (by,...,b,—1)) et
a® = Op(8°a, (by, ...,b,—1)) et on montre que Vk € [2], |a*| = |0%(a)| et
luc(a®) = lyc(0Fa). Donc a* = 9% (a).

Corollaire 4.20. : Soient o € A'U(I) tel que sym(a) = O, n = I(a).
Soient aussi (co, ...,c,—1) € U(C)™ tel que

dim(a) = (dim cq, ..., dim ¢,_). Posons

a = afcg, ..., Cn_1}. Alors 9'(a) = ' (a){co, ...,cp-1} et

(a) = (a){cp, ..., cn1} o p=1(0"a).

Preuve : Sans difficulté.

Proposition 4.21. : Soit a € A’U(C) tel que a = a;0ag. Alors :
Vk € [2], nc0™(a) = mc(ar).
Preuve : Résulte des propositions 4.6,4.12 et 4.16.

Proposition 4.22. : Soit A € A”2U(C) tel que sym(A) = . Alors :

Vk € (2], pyc(0"A) = 0" e (A).

Preuve : On utilise la proposition 1.20.

4.3 Domaine et co-domaine d’un arbre feuillu

Notations et définitions 4.23. : Pour chaque p € N, posons

i, =0,(2)®0,(2).Ona i, € AfU(I) et dim i, = p+ 1. Soit maintenant
C dans |Ens/N| et a € A/U(C) tel que dim(a) = p. Alors

dim(i,) = (dim(a),dim(a)) et donc, on peut poser I(a) = Op(i,, (a,a)).
Ona I(a) € AJU(C) etdim I(a) = p + 1. On définit ensuite 1"(a)
par induction sur 7, en posant 1°(a) = aet 1"(a) = I(I"(a)). Alors
Vn € N, I"(a) € A’U(C) etdim I"(a) = n + p.
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Proposition 4.24. : Soit a € A’U(C), alors Vk € [2], 0*1(a) = a.
Preuve : Sans difficulté.

Notations et définitions 4.25. : Soient maintenant G € |Glob|, p € N
et k € [2]. Pour chaque a € A/U(G) on construit 0%(a) de la fagon
suivante :
Notons n = dim(a).
-Si n < p, onpose J(a) =1""(a).
-Si n > p, on définit 8’“(@) par induction sur L(a).
.Si a=c(@),0u ce€ U(G) on pose 0 (a) = df(c)(2).
. Si a = aj x4 ap, alors :
st p < q, 95(a) = Oy(ay),
st >q, OF(a) = 0% (ar) xq 95 (ap).
.. Si sym(a) = O, alors 9% (a) = 050" (a).

Proposition 4.26. : Soient G € |Glob| et a € A/U(G), k € [2] et
p e N

a) Pour tout k € [2] et p e N, 9i(a) € ATU(G),

b) dim 9} (a) = p.

2) Soient g : G — G’ un morphisme d’ensembles globulaires, alors :
a) g(I(a)) = 1g(a).

b) Vp e N, Vk € [2], §I}(a) = 0kg(a).

3)a) mygl(a) = Inyg(a),

b) Vp € N,Vk € [2], mycdsi(a) = dfmyc(a).

4) Soit A € A2U(G). Alors :

a) pucl(A) = luyc(A),

b) Vp € N,Vk € [2], pycdy(A) = Oy puc(A).

Preuve : Essentiellement, par induction sur la longueur des arbres.

4.4 Les monades A9 et A°

Notations et définitions 4.27. : Soit G € |Glob|. On construit les parties
AI(G) et A°(G) de A'U(G) par induction sur la longueur des arbres.
Soit a € A/U(G). On pose n = dim(a).

-Si a=c(@),ou cecU(G),alors a € AY(G) et a € AYG).

-Si a = ay*pap (danscecas p < n),alors a € A9(G) (resp.a € A°(G)),
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ssi ay,ag € AY(G) (resp. ar,ap € A%(G)), Vk € [2], dim(ax) = n et
(ar) = d,(ao).

-Si sym(a) =, alors a € AY(G) (resp. a € A(G)) ssi

0(a),d"(a) € AY(G) (resp.d'(a),d(a) € A%(G)), d*(a)//d"(a) et, pour
I’appartenance a2 A°(G), myg(a) € P(G).

Remarque 4.28. : Clairementona A(G) C A9(G).

Proposition 4.29. : 1) Va € A9(G) (resp. a € A(G)), I(a) € AY(G) (resp.
I(a) € A%(G)).

2) Vp € N\Vk € [2],Va € AI(G) (resp. a € A°(G)),

p < dim(a) = 9F(a) € AY(G) (resp. € A°(G)).

3) Vp,p' € N\Vk, k' € [2],Va € AY(G),

p<p <dim(a) = 950K (a) = 0¥(a).

Preuve : Le (1) est immédiat. Pour le (2) et le (3), par induction sur
L(a).
Corollaire 4.30. : (A%(G), dim, (0}, 9))pen) est un ensemble globulaire,
noté AY(G), et (A°(G),dim, (0}, 99)pen) est un sous-ensemble globulaire
de A9(G), noté A(G).

Proposition 4.31. : Soit g : G — G’ une fleche de Glob. Alors :

1) Va € A9(G) (resp. a € A°(G)), g(a) € AY(G') (resp. € A°(G')),

2) Les restrictions de ¢ a AY(G) — AY(G') eta A°(G) — A°(G’) sont
des morphismes d’ensembles globulaires.

Preuve : Pour le (1), par induction sur L(a). Le (2) est immédiat.

Proposition 4.32. : 1) Soit a € A/U(G). Alors on a les implications sui-
vantes :

a) a € A9G) = myg(a) € A9(G),
b) a € A%(G) = mygla) € A4G)
2) Les restrictions de mpg a AY(G) — AY(G) eta A°(G) — P(G) sont
des morphismes d’ensembles globulaires. On note chacun d’eux 7g .

Preuve : Pour le (1), par induction sur L(a).
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Proposition 4.33. : Soit m : G’ — G un morphisme injectif d’ensembles
globulaires.

1)Si o' € AU(G') esttel que m(a’) € AI(G) (resp. € A%(G)) alors

a' € AY(G’) (resp.€ A°(G)).

2)Si a € AY(G) (resp. € A°(G)) est tel que l{ygy(a) C m(UG'), alors il
existe un unique o’ € A9(G’) (resp.€ A°(G’)) tel que m(a') = a.

Preuve : Pour le (1) par induction sur L(a). Le (2) résulte du (1).

Proposition 4.34. : Soit a € AY9(G). Alors, pour tout k € [2] et p € N tel
que p < dim(a),ona:

L@S(a) < L(a).
Preuve : Par induction sur L(a).

Proposition 4.35. : 1) VA € UA%(G) (resp. € UA?(G) ),

wyic(A) € AI(G) (resp. € A°(G)) ou 1z désigne les inclusions de
AI(G) et A°(G) dans A’U(G). Onnote yg chacune des restrictions de
ppe 2 UA%(G) = UAY(G) eta UAZ(G) — UA(G).

2) ug : A%(G) — AI(G) et pg : A?(G) — A%(G) sont des morphismes
d’ensembles globulaires.

Preuve : Pour le (1), par induction sur L(a). Le (2) est immédiat.

Remarques 4.36. : 1) Les applications g — g de AY(G) — AY(G') et
de A°(G) — A°G’) sont fonctorielles. On note A9 et A° les deux
endo-foncteurs de Glob obtenus.

2) Les restrictions de 7y, : U(G) — ATU(G) a U(G) — A9(G) eta
U(G) — A°(G) sont des morphismes d’ensembles globulaires de

G — AYG) etde G — A%G). On note chacun d’eux 7). Les mor-
phismes 7 sont naturels en G. On obtient des transformations naturelles,
notées 7, de Idg, — A9 etde Idg., — A°

3) De méme les morphismes g de A%(G) — AY(G) etde

A?%(G) — A%(G) sont naturels en G. Onnote u chacune des transforma-
tions naturelles A9 — A9 et A2 — A°.

4) Les morphismes 7 de A(G) — A9(G) etde A°(G) — P(G) sont na-
turelsen G. Onnote 7 chacune des transformations naturelles A9 — A9
et A°— P.
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Proposition 4.37. : 1) (A%, n, 1) est une monade sur Glob.
2) (A°mn, ) estune sous-monade de (A9, 7, u).
3) m: A9 — A"Y et w: A° — P sont des morphismes de monades.

Preuve : Pour le (1) et le (2), cela résulte de la section 3 de la premiere
partie, et pour le (3), cela résulte de la proposition 4.11.

Proposition 4.38. : (Glob, U, A%, n, u, L) et (Glob,U, A% n, u, L) sontdes
monades concretes syntaxiques.

Preuve : Résulte de la section 1 de la premiere partie.

4.5 La monade B

Notations et définitions 4.39. : Soit G € |Glob|. On construit

A*(G) c A’U(G) par induction sur la longueur des arbres. Soit

a € A’U(G). On pose n = dim(a).

-Si a=c(@),on c € U(G),alors a € A*(G).

-Si a = a; x, a9 (dans ce cas p < n ), alors a € A’G) ssi
ar, a0 € A°(G), Vk e [2], dim(ay) =n et 9(ar) = 8} (ao).

-Si sym(a) = O, alors a € AYG) ssi 9%(a),d%a) € A*G) ,
' (a)//d°(a); de plus :

..si a estirréductible, 7 (a) € P(G),

..si a n’estpas irréductible, notons Op(a, (ag, ..., am—1)) la décomposition
canonique de a (voir la définition 1.26), on demande que « € A’(T),

Vj € [m],a; € A°(G) et afag,...,am—1} € APAYG).

Remarque 4.40. : On aurait aimé demander que «{ay, ..., G,,—1} soit dans
(A%)?(G), mais ce n’est pas encore possible car on n’a pas encore montré
que A®(G) a une structure d’ensemble globulaire (voir la proposition 4.46).

Proposition 4.41. : Ona A%(G) C A%(G).

Preuve : Par induction sur la longueur des arbres. Soit a € A®(G). Pour
montrer que 7g(a) € P(G) lorsque sym(a) = O et a n’est pas
irréductible, on procéde comme suit : Ecrivons Op(a, (ag, ..., am-1)) la
décomposition canonique de a. On a

mc(a) = Op(ma, (mgag, ..., Tcam-1)) = pc(m(a){rcao, ..., Tgam-1}) =
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pem(m(a){ag, ..., am-1}). Or a{ag,...,am-1} € A°A°(G) (par hypothese
d’induction) donc m(«){ag, ..., am_1} = maeg(afao, ..., am_1}) dans
UPAG) etalors 7ig(mr(a){ag, ..., am_1}) € UP*(G). Ainsi

nc(a) € P(G).

Proposition 4.42. : 1) Va € A*(G), 1(a) € A*(G).
2) Vp €N, Vk € [2],Va € A*(G), p < dim(a) = 95(a) € A(G).

Preuve : (1) Ona sym(I(a)) = 0O, Vk € [2], O*I(a) = a € A*(G) et
0'1(a)//9°1(a) De plus :
-si I(a) estirréductible, mgl(a) = Ing(a) € P(G),
-si I(a) n’est pas irréductible, comme Op(i,, (a,a)) estla décomposition
canonique de 1(a), ou i, € A*(I), a € AYG) et iy{a,a} =1(a(D))
dans A A¢(G) (car I(a(2)) est irréductible), on a toujours I(a) € A°(G).
(2) On le fait par induction sur L(a) (Lorsque sym(a) = [J, on remarque
que 0% (a) = 950" (a)).
Corollaire 4.43. : (A*(G), dim, (9},3%),en) est un sous-ensemble globu-

p’p

laire de A°(G). On le note B(G).

Proposition 4.44. : Soit g : G — G’ une fleche de Glob. Alors :
1) Va € A(G), g(a) € A*(G),
2) §: B(G) — B(G’) estun morphisme d’ensembles globulaires.

Preuve : Le (1) se fait par induction sur L(a). Lorsque sym(a) =[] ou
a n’est pas irréductible, écrivons Op(a, (ao, ..., am—1)) la décomposition
canonique de « alors celle de g(a) est Op(a, (gag, ..., Gam—1)), ol
a € A1), Vj € [m], g(a;) € AY(G) et
a{gao, ..., jam—1} = gla{ag, ...,am-1}) € A*A%(G) (les deux, par hy-
pothése d’induction). Donc g(a) € A®(G’). Les autres cas sont sans diffi-
culté. Le (2) est immédiat.

Proposition 4.45. : Soit m : G’ — G un morphisme injectif d’ensembles
globulaires.

1)Si o € AU(G') esttel que m(a’) € A*(G) alors o’ € A*(G').

2)Si a € A*(G) esttel que ley(a) C m(UG’). Alors il existe un unique
a € AYG') tel que m(a') = a.
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Preuve : Le (1) se fait par induction sur L(a’). Lorsque sym(a’) = O, out
a’ n’est pas irréductible, Ecrivons Op(a, (ag, ...,al,_;)) la décomposition
canonique de a'. Alors, comme Op(a, (Thay, ..., ma,, ) estla décompo-
sition canonique de m(a’), on en déduit que o € A°(I) et Vj € [m],
a; € A*(G') (par hypothése d’induction) et comme
m(a{d),...,a’, }) = of{mal, ..., ma,, Y}, onaaussiafa), .. a, |}
dans A A°(G) (par hypotheése d’induction).
Le (2) résulte du (1).

Proposition 4.46. : Soit a € A°(G), ou sym(a) = [J. On suppose que
Op(a, (ag, ..., am,—1)) estla décomposition canonique de a. Alors on a :
a e A1), Vj € [m], a; € A*(G) et a{ag,...,am-1} € A’B(G).

Preuve : Essentiellement car Igacgy(a{ao, ..., m-1}) = {ao, ..., am-1}
qui est contenu dans A°(G).

Proposition 4.47. : 1) VA € A°B(G), upgic(A4) € A°(G) (ou 15 est
I'inclusion de A%(G) dans A¢(G)). On note encore

pg : A’B(G) — A%(G) larestriction de pug : A°A°(G) — A%(G).

2) ug : B*(G) — B(G) est un morphisme d’ensembles globulaires.

Preuve : Le (1) se montre par induction sur L(A). Lorsque

sym(a) =0 et ppygic(A) n’est pas irréductible, écrivons A’ = ig(A) et
sa décomposition canonique Op(a, (Aj, ..., A),_;)). Alors

Op(a, (LucAp, -, tucA,_;)) estladécomposition canonique de g (A’),
ot a € A'I), Vj € [m], puc(A;) € A*(G) (par hypothese d’induc-
tion) et a{uvcAy, ..., pucAL,_1} = fvc(a{Ay, ..., AL, _1}) qui est dans
AP A(G).

Remarque 4.48. : Comme en 4.36, on obtient un endo-foncteur B de

Glob et des transformations naturelles 7 : Idg, — B et u: B> — B.

Proposition 4.49. : 1) B = (B,n, 1) est une sous-monade de (A, 7, i).
2) (Glob,U,B, L) estune monade concréte syntaxique.
3) m: B — P est un morphisme de monades.

Preuve : Le (1) résulte de la section 3 de la premiere partie, le (2) de
la section 1 de la premiere partie, et pour le (3), le morphisme 7 est la
restriction de son homologue de A — P.
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5. La monade de Batanin

Introduction : Le but de cette section est de montrer que B est la
monade de Batanin. Pour cela, nous allons montrer successivement que B
est cartésienne puis qu’elle est pure. La cartésianité de B se montre en
plusieures étapes apres avoir introduit les concepts de polarisation de niveau
1, comme on I’a fait pour P, puis de niveau 2.

5.1 Polarisation de niveau 1

Convention 5.1. : A partir de maintenant si M est un endo-foncteur de
Glob on écrira”a € M(G)” aulieude "a € UM (G)”.

Notations 5.2. : 1) Soit a € A°(T). On pose Pol(a) = a{Cellr(a)} (ot,
pour simplifier, on note 7 = 7y : A°(I) — P(I) etou Cell(—) est défini
au 3.31).

2) Lorsque G € |Glob|, on note b la transformation naturelle composée
suivante :

AL pPh o

3) Quand a € A°(I) on écrit b(a) aulieude by(a) (pour la notation «
voir au 2.29). o

Proposition 5.3. : Soit a € A°(I). Alors :
1) Pol(a) € A(T'b(a)).

2) Ty Pol(a) = Pol w(a).

3) |Pol(a)| = a.

Preuve : Immédiat.

Proposition 5.4. : Soit a € A(I).
1) On suppose que sym(a) = 0. Alors Vk € [2], 0*Pol(a) = Pold*(a).

2) Vpe N,Vk € [2], p < dim(a) = 95Pol(a) = db(ba)Poldk(a).
3)Ona Pol(a) € ATb(a) .

Preuve : (1) Ecrivons a = a,0ag. Alors
Ok Pol(a) = 0% (a{Cellr(a)}) = 8*(a){Cellr(az)} = *(a){Cellr(*(a)}
= Pol 9*(a).
(2) Par induction sur L(a). On s’inspire de la preuve de la proposition 3.34.
(3) Méme induction. On s’inspire ici de la proposition 3.35.
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Proposition 5.5. : La transformation naturelle b : A° — w est cartésienne.

Preuve : On le vérifie sur les fleches de la forme !¢ : G — 1. La encore,
on s’inspire de la preuve de la proposition 3.37.

Corollaire 5.6. : 1) A° est une monade cartésienne.
2) w: A° — P est cartésien.

Preuve : (1) car b est un morphisme de monade qui est cartésien et w
est une monade cartésienne.
(2) car p et b sont cartésiens.

Remarque 5.7. On voit, comme a la remarque 3.39, que pour tout
a € A°(I), Pol(a) € ATb(a) estcompleétement caractérisé par les deux
identités suivantes :

|Pol(a)| = a et bryayPol(a) = Polby(a).

puisque b: . A° — w est lui aussi cartésien.

5.2 Polarisation de niveau 2
5.2.1 Pour w

Notation 5.8. : Soit A € w?(I), on pose a = uy(A) € w(l). Comme
Pol(a) € wl'(a) et que w(!)Pol(a) = a = py(A), on en déduit, grace a la
cartésianité de y : w? = w, qu’il existe une unique cellule, notée

Pol*(A) € w’T(«) telle que :

w?(N Pol*(A) = A et puraPol*(A) = Pol(a) = Polur(A).
1

Remarques et notations 5.9. : 1) On a dimPol?(A) = dim(A) et
Pol%(A) = A.

2) Notons poly = gpyza : ['(A) — wl'(a) la fleche de Glob (ou la
notation g, est définie en 2.29). Alors, grice a (1;), on a I’identité :

g1 = (N(4) 24 wD() “5 w(I).

3) Pour tout ¢ € I'(A), pola(c) = ga(c) (grace a (I)). Notons enfin
d4(¢) = Gpota(e) : I'(galc)) = I'(a) lafleche de Glob.
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5.2.2 Pour A°

Notation 5.10. : Soit A € A°(I). Posons a = py(A) € A%(I). Comme
Pol(a) € ATb(a) et que A°(1)Pol(a) = a = ui(A), on en déduit, grace
a la cartésianité de p : A? — A (voir le corollaire 5.6), qu’il existe une
unique cellule, notée Pol?(A) € A?Tb(a), telle que :

AZ(Pol?(A) = A et prpayPol*(A) = Pol(a) = Poluz(A)

Proposition 5.11. : On a lidentité : by, Pol*(A) = Pol*b; (A).

Preuve : Soient U = Pol’bf(A) et V = bf,, Pol*(A). On remarque
qe ()(U) = B(A) = POV) et pryo(U) = Polbyp(A) =
pirp(a) (V). Onen déduit que U =V car p:w? — w est cartésien.

Remarque 5.12. : On a la composition des carrés cartésiens suivants dans
Glob :

2
bacTb(a wbp bTe(a)

A2Tb(a) 2280w ATh(a) —= w2Tb(a) A2Tb(a) = w2Tb(a)

AC2(!)l LMAC(!) le(!) = AC2(!)l loﬁ(!)

c2 c 2 c2 2
A“(T) o wA(D) v (I A“(I) ———w?(I)
car b est cartésienne (voir la proposition 5.5) et w commute aux

produits fibrés. De ce fait Pol?(A) peut étre caractérisé par les identités
suivantes :

AP(Pol?(A) = A et by Pol*(A) = Pol’b7(A).

Proposition 5.13. : On a I'identité Pol*(A) = 74 Pol(]A]) ou
va : I'b(|A]) = ATb(a) estlafleche de Glob définie, pour tout
c € T'b(|A]), par

va(c) = d(c)Polgg:/(c) ot B =0b3(A) et B =byg(A).
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Preuve : - Commengons par utiliser, dans le carré composé de la re-
marque précédente, la cartésianité du carré de droite. Comme
W2 Pol?b?(A) = b} (A) = w(br)bac1(A), il existe une unique cellule, notée
Ga € wATD(a) telle que w(bry))(Ga) = Pol?b7(A) et
wWA(1)(Ga) = baer(A). On constate que G4 = (dim(A),b(|A]), v4)-

(x1) Grace a la preuve de la proposition 5.5.

- Toujours dans la remarque 5.12, on utilise ensuite la cartésianité du carré
de gauche ou plut6t la cartésianité du carré suivant :

bAcTb(a)

A®Tb(a) —= wATb(a)
AC(!)L lwm
A(I) —— w(I)

Comme b aerp()Pol*(A) = Ga et A°(!)Pol?>(A) = | Al. Cela implique
que Pol*(A) ~ FaPol(|A]).

Proposition 5.14. : Notons, pour tout j € [lA], ¢/ = d2(4)Cellm(|A]).
Alors, on a les identités suivantes, ot m = [(A) et
(ao,...,am_l) = lAC]I(AZ: R
1) Pol(a) = Op(|A], (0°Pol(ay), ..., 0™ " Pol(am-1)))-
2) Pol*(A) = |A|{0"Pol(ap), ..., 0™ *Pol(am-1)}-
Preuve : (2) Ona Pol?(A) = Y4 Pol(|A]) =
ya(JA|{Cellgr|A], ..., Cell,,_17|A|}) =
|A[{~vaCellgm|A], ..., yaCell,,_1 7| A| } =
|A|{6°Pol(ay), ..., Sm_lpgl(am_l)}. .
(x1) Car v4Cell;m| Al = 67PolgsCell;m|A| = 8Pol(ay).
(*2) Voir proposition 3.36
() Ona Polur(A) = firpa)Pol*(A) =
HTb(a) (’A‘{(SOPOKCL()), ceey (5m_1730l(am,1)})

Op(JA], (0°Pol(ag), ..., 6™ ' Pol(am-1))).
(x3) Voir proposition 1.20.

3

Théoreme 5.15. : Soit a € B(I), alors Pol(a) € BT'b(a).
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Preuve : Par induction sur L(a). Lorsque sym(a) = et a n’est pas
irréductible, on note Op(«;, (a, ..., am—1)) la décomposition canonique de
a. Posons
A = afag, ..., am-1}. Alors A € BA(I) € A?(I), w(A) =a etonala
décomposition canonique 3
Pol(a) = Op(a, (0°Pol(ag), ..., 0™ *Pol(am-1))), ob a € B(I),

Vj € [m], 6'Pol(a;) € BTb(a) (car, par hypothése d’induction,

Pol(a;) € BTb(a;) ) et a{d®Pol(ag), ..., 0™ *Pol(am_1)} = Pol?(A)
dans BATb(a) (car Pol*(A) = 4Pol(a) ot Pol(a) € BI'b(a), par
hypothese d’induction). Les autres cas ont été essentiellement traités a la
proposition 5.4 (3). D’ou la conclusion voulue.

Corollaire 5.16. : 1) La transformation naturelle b : B — w est cartésienne.
2) m: B — P est cartésienne.
3) B est une monade cartésienne.

Preuve : On procede comme aux propositions 5.5 et 5.6.

5.3 Pureté de B

Remarque 5.17. : Au lieu de ”Pureté de B’ on aurait dii, plus correctement,
écrire "Pureté de (Glob, U, B, L) ”, qui est une monade concréte syntaxique
cartésienne.

Proposition 5.18. : Soient G € [Glob|, a € A/(I), m = I(a) et
(bo .., b_1) dans A7 (G)™ tels que dim(a) = (dim by, ..., dim b,,_1).
Si Op(a, (bg, ..., bm—1)) € B(G) alors Vj € [m],b; € B(G).

Preuve : Par induction sur L(a). Posons déja a = Op(a, (bg, ..., by—1)).
-Si a = 0,(9), c’est immédiat.
-Si a = a; *, ag, posons Vk € [2], my = l(ax), By = (bo, ..., by 1) €t
By = (b, ey byn—1). On voit que @ = Op(ay, By) *, Op(ag, By). Donc
Vk € [2], Op(ax, Bx) € B(G). Alors, grace a I’hypothése d’induction on
obtient la conclusion voulue.
- Si sym(a) = O alors, quand a est irréductible, Op(a, (bo, ..., bm—1)) est
la décomposition canonique de @ € B(G). Donc Vj € [m],
b; € B(G). Quand @ n’est pas irréductible, soit Op(«, (ag, ...,a,-1)) la
décomposition canonique de a. Alors la décomposition canonique de a est
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Op(a, (Op(ag, Bo), ..., Op(ay_1, B,—1))) ou B; = (b b—_,) avec

Gy 04
i=> L (a;). Donc, par hypothése d’induction Vj € [q],

Op(a;, B;) € B(G) et donc, a nouveau par hypothese d’induction, on a la
conclusion voulue.

Proposition 5.19. : Soit (a,b) € B(I)* et n = (a). Alors :
a<b < Fbe A", b=0p(a,b) et a{b} € B*(I).
B
Preuve : (<) Onpose B = a{b}. Alors B € B*(I), uz(B) = b et
|B| = a.
(=) Soit B € B*(I) telque pur(B) =b et |B| =a.Onpose b= lp(B).
Alors b= Op(a,b) et a{b} = B € B*(I).

Proposition 5.20. : Soit a € B(I).

1) Si sym(a) = %, et n = dim(a), alors on a I’équivalence suivante :
a est primitif ssi a = 0,,(2) x, 0,,(2).

2) Si sym(a) = [, alors on a I’équivalence suivante :

a est primitif ssi a est irréductible.

Preuve : Pour le (1) et le (2) ce sont essentiellement les mémes preuves
que leurs homologues dans les sections 3 et 5 de la premiere partie.

Théoreme 5.21. : (Glob, U, B, L) est pure.

Preuve : Soit a € B(I) tel que L(a) > 1. Posons n = dim(a).
-Si sym(a) = *,. On écrit a = a1 *, ap. Posons a = 0,(D) %, 0,(D).
Alors a = Op(a, (ai,ag)) et afar,ap} € B*1). Donc a < a ol « est
primitif. L’unicité est immédiate.
-Si sym(a) = 0. Soit Op(«, (ag, ..., am-1)) la décomposition canonique
de a. Alors a < a ou «a € B(I) est primitif. L’unicité résulte de la
proposition 1.25.

5.4 La catégorie ‘B

Notations 5.22. : w = (w,n, 1) étant la monade des oo-catégories strictes
sur Glob, posons, pour tout m € N, 0, = m(0,,) € w(l), pour tout
m,p € N tels que m > p, 0, = 0m 0, 0, et 07 = 0y, On pose ensuite :

Cp = {07"/(m,p) € N*,m > p}.
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Remarques 5.23. : C est un sous-ensemble globulaire de w(ll). (Cg,?),
ou 2 : Cp — w() est'injection canonique, peut étre vu comme une
collection sur w. On pointe cette collection en considérant la restriction de
m a I — Cg, dans Glob.

Notations 5.24. : Soit maintenant (C,7) une collection quelconque sur w.
On pose :

C = {(z1,m0) € Cx C) a1/]xo , w(x1) = 7(x0)}.

ou x/ Jxo signifie

1) dim(x;) = dim(zo) (notons m = dim(z;) = dim(zo) ) et
2) m=0 ousi m >0, Vk € [2], 0F _(x1) =% _,(0).
Cette définition differe 1égerement de z;//x, donnée dans 3.8).

Définition 5.25. :(Rappel - voir [1]) 1) Une contraction sur la collection
(C,7) est une application Cr : C — C (onnote [z1,z0] = Cr(x1,z0))
vérifiant les conditions suivantes :

(cl) dim[zy, o) = 1 +m (ot m = dim(z;) = dim(xy)),

(c2) Vk € 2], OF |21, 2] = x4,

(€3) m[x1, o] = 1w (1) = ww(z0).

2) Une collection contractile est un triplet (C,7,Cr) ou (C,m) est une
collection sur w et Cr une contraction sur (C, 7).

3) Un morphisme de collections contractiles ¢ : (C,m, Cr) — (C', 7', Cr')
est un morphisme de collections (c.a.d. une fleche de Glob/w(I) ) qui vérifie
en plus :

(1, 20) € C, [g(21), g(x0)] = glz1. o).

Proposition 5.26. : (B(I), by, Cr) est une collection contractile (oit
Cr(ay,ap) = a1 ® agp - voir notation 1.27).

Preuve : Remarquons déja que dans B(I),ona a1//ay < ay//ag
(car dim(a) =0 <= a = 0y(2) ). Prenons maintenant (a,,ao) € B(I),
alors [ay,a9] = a1 ® ag € B(I) (on le voit facilement car Vk € [2],
OFlay,a0) = ap et [ay,ae] est irréductible). Le fait que C7r est une

contraction se vérifie sans difficulté.

Notation 5.27. : Notons maintenant ‘B la catégorie qui a :
- pour objets, les données M = (M, Cr,¢) ou:
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. M= (M,n,u) estune monade sur Glob,

. m:M — (w,n, ) estun morphisme de monades qui est cartésien.

... Cr estune contraction sur la collection (M (I), ),

. ¢:Cp — M(I) estun morphisme de collections pointées sur w ( c.a.d.
que c est un morphisme dans Glob tel que m.c =1 et c.a| = nr, ou 7|
est larestrictionde 7y a I — Cp);

- pour fleches m : M — M’ , la donnée d’une transformation naturelle :
m: M — M’ telle que :

. m:M — M’ estun morphisme de monade,

. Tm =,

. my: (M(I), m, Cr) — (M'(I), 77, Cr’) est un morphisme de collections
contractiles,

. mp.c=c.

Proposition 5.28. : B = (B, b,Cr,c) estunobjetde B ou c: Cp — B(I)
est donné par ¢(0)') = 0,,,(D) xp 0,, (D) si m > p et c(0]) = 0,,(D).

Preuve : 1l reste seulement a vérifier que ¢ est un morphisme de collec-
tions pointées sur w ce qui se fait sans difficulté.

Notations 5.29. : Fixons maintenant M € |[*B| et soit G € |Glob|,

m,p € N tels que m > p. Pour chaque (z1,79) € M(G)* tel que
dim(z;) = dim(zo) = m et 9)(z1) = J,(x0), ona

w('ve) (e (1) op Nuc(ro)) = 070 = mi(c(0})). Alors, comme 7 est
cartésien, il existe une unique cellule, notée (z1,7¢) € M?*(G) tel que
Tme{T1, o) = Nue(T1) op Nuc(zo) et M(!ye) (w1, v0) = ¢(05). On pose
ensuite 1 0, xg = pig(r1,x0) € M(G).

Proposition 5.30. : 1) 7g(x; 0, z9) = me(21) 0p TG (20).

2) dim(xy o, o) = m.

3) Soit ¢ € N tel que g < m. Alors :

-si g < p, 05(x1, o) = NucOl (k) et 0k (1 0p xg) = (),

-si g > p, O (w1, xo) = (Ohay,0hxo) et O (w1 0px0) = OF (1) 0 05 (20).
4) Soit g : G — G’ un morphisme de Glob. Alors :

M?g(z1, o) = (Mg(x1), Mg(w0)) et Mg(z10,20) = Mg(x1)0, Mg(wo).
5) Soient X, Xy € M%(G) tels que dim(X;) = dim(Xy) =m > p et
AM(X1) = 9}(Xy), alors :

Mpg (X1, Xo) = (ueX1, 16 Xo) et pe(Xiop Xo) = pg(X1) o) pg(Xo).
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6) Soient p,m € N tels que p < m. Alors :
(M1(01), m(0mm)) = Mnp.c(07) et mu(0) 0 i(0m) = c(07).
Preuve : Sans difficulté.

Proposition 5.31. : Soient M, M’ € |B| et m : M — M’ une fleche de

B. Alors, pour tout G € |Glob|, tout (xq,z5) € M(G)? tel que

dim(z;) = dim(zo) =n > p et J)(x1) = J,(xo), ona:

mZ(x1, z0) = (mg(x1), mg(z0)) et mg(z1 o) x9) = mg (1) o) mg (o).
Preuve : Sans difficulté.

Proposition 5.32. : Soient G € |Glob| et aj, a9 € B(G) tels que
dim(ay) = dim(ag) = m > p et 9(a1) = J,(ap), alors :
<CL1, CLO> = 773@(&1) *p 7]3@((10) et aq Op ag = ay *p agp.

Preuve : Sans difficulté.

5.5 Matériel pour induction

Remarque 5.33. : Notre but est de montrer que B = (B,b,Cr,¢) estun
objet initial de ‘B. Or, étant donné un objet M de ‘B, pour construire
I’unique fleche w : B — M, il nous faudra faire une induction et pour
ce faire nous aurons besoin d’un certain matériel que nous allons préciser
maintenant.

Notation 5.34. : On commence par définir, trés généralement (c.a.d. dans
les mémes conventions qu’a la section 3 de la premiere partie), pour tout
C € |Ens|, une nouvelle “longueur” sur A?(C). Soit A € A?(C), alors :
-si A=a(@),0ou a € A(C),onpose L'(A) =L(a).

-si A=s(Ag,..., A1), 00 m = ar(s) > 1, alors

L'(A) = supjepn L' (4)).

Proposition 5.35. : Soit A € A%(C). Alors :
1) L/(A) < Luc(A),
2) On a I'implication suivante :

L/(A) = LMC(A) = A= nAC,uC(A),
3)si n=10(A) et (ag,...,a,_1) = lac(A), on a I’identité suivante :

L'(A) = sup L(ay).

J€[n]
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Preuve : Par induction sur L(A) .

Proposition 5.36. : Soient C € [Ens/N|, a € UA(I), n = I(a) et
(Ag, ..., A1) dans UA*(C)" tels que dim(a) = (dimA,, ...,dimA4,, ;).
Posons A = Op(a, (Ao, ..., Ap—1)). Alors :

L'(A) = sup L'(A;).

S
Preuve : Par induction sur L(«).
Proposition 5.37. : Soient G € |Glob| et A € UA%(G). Alors :
Wk € [2,¥p €N, p < dim(4) = L5(A) < L/(A).

Preuve : Par induction sur L(A). On commence par montrer que
L/O%(A) < L/(A) si sym(A) =0

Notation 5.38. : Soient G € |Glob| et n,m € N. On pose :
B|M(G) ={a € B(G)/ L(a) < n, dim(a) < m}.

Proposition 5.39. : 1) VG € |Glob|, Vn,m € N, B|"(G) € |Glob|.

2) Pour toute fleche ¢ : G — G’ de Glob, on a la factorisation

g : B|"™(G) — B|"(G') dans Glob. En faisant varier g on obtient un
sous-endofoncteur, noté B[, de B.

Preuve : Le (1) résulte de I'inégalité L% (a) < L(a).Le (2) estimmédiat.

Proposition 5.40. : Soit A € B?(G). On a I’implication suivante :
Si L/(A) <n et dim(A) <m alors A € B(B|")(G).

Preuve : Notons (ag, ..., a,-1) = lpg(A). Alors on voit que
Vj € [p], a; € B|"(G) etdonc A € BB|"(G) (On utilise la proposition
4.45 (2)).
Notation 5.41. : soient G € |Glob| et n,m € N. On pose :

B*"™(G) = {A € B*(G)/ Lug(A) < n, dim(A) < m}.
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Proposition 5.42. : 1) VG € |Glob|,Yn,m € N, B?|™(G) € |Glob|.

2) Pour toute fleche g : G — G’ de Glob, on a la factorisation

g : B*™(G) — B?|™(G') dans Glob. En faisant varier g on obtient un
sous-endofoncteur, noté B?|™, de B?.

Preuve : Sans difficulté.

Proposition 5.43. : Soit A € B3(G). On a I'implication suivante :
Si L'Bug(A) <n et dim(A) <m alors A € B(B*")(G).

Preuve : On procede comme a la proposition 5.40.

Proposition 5.44. : soient G € |Glob| et n,m € N. Alors :
1) ug se factorise par B%|™(G) — B|"™(G). On la note pg|™.
2) (B*7)(G) C (BI)*(G).

Preuve : Pour le (2), on utilise le fait que VA € B?|™(G),
L'(A) < Lug(A) et L(A) < Lug(A).

5.6 Construction de u

Remarque 5.45. : Soit M = (M, w, Cr,c) € |B|. Pour trouver la fleche

u : B — M, on construit, pour chaque G € |Glob|, une famille d’applica-
tions

(ully © B[i"(G) = M(G))mmnen2 qui doit satisfaire les conditions sui-
vantes :

(HO) Pour tout m,m’,n,n’ € N tels que m’ <m et n’ <n alors ul
est la restriction de u;;,

(H1) ult. : B|""(G) — M(G) est un morphisme de Glob,

(H2) ul. estnaturel en G (on note u!" : B|™ — M la transformation
naturelle obtenue),

(H3) Onalidentité 7.u" = b (ou b : B|" — w est larestriction de
b),

(H4) Onalidentité¢ pc.M (ung).uls.ing = ung-(ucly') (ou

im. - B2™(G) — (B|™)%(G) est I'injection canonique et G = B|™(G)).
Cette famille se construit par induction sur m + n.
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e casou n=1:
Soit a € B|7"(G). On peut écrire a = ¢(&) ou c¢ € U(G). Dans ce cas
on pose ujs(a) = ng(c) (ou n : Idge, — M). On vérifie facilement les
conditions de (HO0) a (H4).

e casou m=20:
On remarque que B|%(G) = B|{(G). Alors on peut poser u’; = ul;. les
conditions demandées sont donc encore vérifiées.

e casou m>0et n>1:
Soit a € B|'(G).
-Si L(a) +dim(a) < n+m alors a € B|" (G) ou m' = dim(a) et
n' = L(a). Alors on pose u”%(a) = u(a).
-Si L(a) + dim(a) =n+m alors L(a) =n et dim(a) = m.
. Si a = ay *, ay alors, pour tout k € [2], dim(ax) = m > p. On a aussi
dim ) g(ar) = m et ur g(ar) = dyul s(ao). On peut donc poser
Uni (@) = " 1g(a1) op up” 16 (ao).
. Si sym(a) =0
... Casou a estirréductible :
.... On commence par supposer que G = 1. Alors on peut écrire a = a; ®ag

ol ar,ap € B"YI) et (u™ '(ay),u™ *(ag)) € M(I). On peut donc po-

nl > Pnl

ser upi(a) = [uy " (a1), ugy (o).
.... On suppose maintenant G quelconque : Soit « = |a|. On vérifie que
mrul (o) = w(lg)bg(a). Alors, comme 7 est cartésien, il existe une unique
cellule, notée u!.(a), dans M(G) telle que mg.ultz(a) = bg(a) et
M(1g)uks(a) = uzi(a).
... Cas ou a n’est pas irréductible : Comme a est non-primitif et
L(la]) > 1, soit « la composante primitive de a et A € B*(G) la
décomposition primitive de a (voir les deux définitions dans la section 1 de
la premiére partie). On voit que A € (B|™ ,)*(G) et que
u™ =(A) € MB[;,(G), ou G = B|™ ,(G). On peut alors poser
une(a) = pe-Mug’ gu o (A).

e Pour la vérification des conditions de I’induction, on constate que
(HO) estimmédiat. Pour (H1), seul le cas ou L(a) = n,
dim(a) = m, sym(a) = O et a est non-irréductible, est un peu délicat.

On voit que pour ¢ < dim(a) = m alors par hypothése d’induction
ona Jfupt(a) = pe.Mu) gu™ ~05(A). Mais 95(A) € (B|}_;)*(G).
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On peut donc écrire, en posant G = B|?(G), pug.Mu™ . al 1@85(’4) =

MG-M;LZG'U;[L@@Z;(A) = Upg-6-0 (A) = upg-pg.04(A) = unG-aff- c(4) =
0 ( )-
Ung-

(H2) et (H3) se vérifient sans difficulté.
Pour (H4), soit A € (B%™)(G), on pose a = ug(A) et a = |A|. Alors
a < B(!g)(a). La encore, seul le cas ou n = L(a),

m = dim(a) = dim(A) et sym(a) = O, est un peu plus délicat.

-Si A estirréductible, on distingue alors les cas o v = B(!g)(a) (dans ce
cas a estprimitifetdonc A = npg(a) ou A = Bng(a))et o # B(lg)(a)

(dans ce cas A € (B 1)*(G) et, par définition,

ulle () = i MUl ygu™ | (A) = g Ml ™ (A), ou G = BI7(G)).

-Si A n’est pas 1rreduct1ble considérons g la composante primitive
de «. C’est aussi la composante primitive de a. Soient encore les uniques
cellules suivantes :

. Ag € B*(I) telle que B(!pr)(Ag) = g et up(Ag) =
. A€ B*G) telle que B*(!pg)(A) = Ay et upc(A) = A.

Posons enfin A’ = Bug(A).Ona B(!pg)(A") = ag et ug(A’) = a. Donc
A’ estla décomposition primitive de a. On voit que A € B|™ | B?|" (G),
qui estdans (B|™ ,)3(G), et que A est la décomposition primitive de A.

Onadonc u'y(A) = pg.-Mu™ 1G'u:_1@(“4) ou rappelons le
G = B|'"M(G) et G = B|"(G). D’un autre c6té L'(A) < n et
L(A) < n.

-Si L/(A) = n,alors A = npg(a) etdonc A vérifie (H4) (se voit
facilement).

-Si L(A) =n, alors A = Bng(a). Laencore A vérifie (H4).

On peut maintenant supposer que L'(A) < n —1 et L(A) <n -1
Dans ce cas A € (B|™,)%(G) = G et on a les identités suivantes (ol
G=DB",(G) et j:G— G est'injection canonique ) :
pic-Mup.us (A) = ,u@,.Muan.M@.Mu;”_lﬁ.uT_lé(A) =
MG-MMG-MQU%'Mu;n_lg'unm_lé<~'4) =

pi-Mpg M>uy o Mu™ - Mjup 5(A) =
pe-Mug’ e M(pclpy) upt1g(A) = pe-Mu? ygur' | (AY) = ujg(a) =
Ung- (keln') (A).
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e A partir de la famille (u])t;) on construit une application
ug : B(G) — M(G) de fagon évidente. On obtient ainsi un morphisme
u: B — M (se vérifie facilement). L'unicité de la fleche u se montre par
induction sur L(a) 4+ dim(a) (sans difficulté particuliere).
On a ainsi montré le théoréme suivant :

Théoreme 5.46. : B = (B,b,Cr,c) est un objet initial de B. ( Ce qui
prouve que B est ”la” monade de Batanin).

Remarque 5.47. : Finalement on a bien montré que la monade de Batanin,
qui n’est autre que B comme on vient de le voir,muni de U et de L, est une
monade concrete syntaxique cartésienne et surtout pure.
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Résumé. Nous comparons la bicatégorie des spans et celle des biensembles
(aussi appelés bimodules, distributeurs ou profoncteurs) dans le contexte des
groupoides. En particulier, nous construisons un pseudo-foncteur avec de
bonnes propriétés défini sur les spans et a valeurs dans les biensembles.
Nous en déduisons une application en théorie de la représentation axioma-
tique des groupes finis ; notamment, une nouvelle preuve et une amélioration
de I’'identification, due a Ganter et Nakaoka, des foncteurs a biensembles de
Bouc avec une sous-catégorie réflexive des foncteurs de Mackey globaux. A
ce but, nous démontrons aussi un résultat de monadicité tensorielle pour les
catégories de foncteurs linéaires.

Abstract. We compare the bicategory of spans with that of bisets (a.k.a. bi-
modules, distributors, profunctors) in the context of finite groupoids. We con-
struct in particular a well-behaved pseudo-functor from spans to bisets. This
yields an application to the axiomatic representation theory of finite groups,
namely a new proof and a strengthening of Ganter and Nakaoka’s identifica-
tion of Bouc’s category of biset functors as a reflective subcategory of global
Mackey functors. To this end, we also prove a tensor-monadicity result for
linear functor categories.

Keywords. Groupoid, span, Mackey functor, biset functor, tensor monadic-
ity.
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1. Introduction and results

The motivation behind this paper is to provide a new proof of a result of

Nakaoka [Nak16b] [Nakl16a] identifying the tensor category of biset func-

tors as a full tensor ideal subcategory of global Mackey functors (see Corol-

lary 1.6 below, where we state the result in question after some recollec-

tions). In our approach, Nakaoka’s theorem arises as a formal consequence

of a ‘higher’ result of independent interest, comparing two bicategories whose
objects are, in both cases, finite groupoids:

(1) The bicategory of spans, denoted Span. In this bicategory, a 1-morphism
H — G between groupoids H, G is a span of functors H < S — G,
and a 2-morphism is an equivalence class of diagrams

S/

of functors and natural isomorphisms. Horizontal composition is com-
puted by forming iso-comma squares. See details in Construction 5.2.
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(2) The bicategory of bisets, denoted Biset. Here a 1-morphism H — G is
a finite GG, H-biset (a.k.a. distributor, profunctor, bimodule, module, re-
lator), i.e. a finite-sets-valued functor H°? x G — set, and 2-morphisms
are simply natural transformations of such functors. Horizontal compo-
sition is computed by taking tensor products (coends) of functors. See
details in Construction 5.6.

This is our comparison result, whose proof can be found in Section 5:

1.1 Theorem (Comparison of spans and bisets). There is a pseudo-functor
R: Span — Biset we call realization, which is the identity on objects (i.e.

finite groupoids) and ‘realizes’ a span H Lssa from H to G as the
coend

seS
R(ba) = Gla—, —) @5 H(—,b—) = / Glas, —) x H(—,bs)

Ri(a) R*(b)

Moreover, every biset is (canonically) isomorphic to the realization of a
span.

1.2 Remark. We are only interested in finite groupoids, but everything can
be easily extended to arbitrary ones. The ingredients of Theorem 1.1 ap-
pear to be well-known to experts, such as the adjunctions Ry(u) 4 R*(u)
or the ‘moreover’ part, and indeed the component functors Ry ¢ between
Hom categories have been studied before in much detail; see e.g. [Bén00].
A closely related statement appears, without proof, as Claim 13 in [Hof12].
In fact a study of bisets (bimodules) between enriched categories in terms of
(co)spans is already carried out in [Str80], using the machinery of ‘fibrations
in bicategories’. Presumably, it should be possibly to unfold the layers of ab-
stractions in loc. cit. in order to derive Theorem 1.1 from the theory therein.
Our proof, by constrast, strives to remain as concrete as possible.

For our application to biset and Mackey functors, we don’t need the full
bicategorical strength of Theorem 1.1 but rather only its 1-categorical, lin-
earized shadow. Fix a commutative ring k and consider the 1-truncated and
k-linearized versions

Spy := k71 (Span) and  Bisy := k7 (Biset)
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of Span and Biset, obtained by identifying isomorphic 1-morphisms and by
freely extending the resulting Hom abelian monoids to k-modules (Termi-
nology 6.1-6.2). By construction, Sp, and Bisy are two k-linear additive
categories. This means their Hom sets are k-modules (in fact free of finite
type), their composition maps are k-bilinear, and they admit arbitrary finite
direct sums induced by the disjoint unions of groupoids.

The category of k-linear representations (i.e. the k-linear functor cate-
gory)

M = Rep Spy, := Fung(Spy, k-Mod)

is, by definition, the category of global Mackey functors over k.

1.3 Remark. There are several versions of global Mackey functors; we re-
fer to [Del19] for an overview. This one is defined for all finite groups and
comes equipped with both inflation and deflation maps, besides induction,
restriction and isomorphism maps. The present definition in terms of group-
oids has appeared in [Gan13] and was reformulated in [Nak 16b] in terms of a
certain 2-category S, which was later recognized in [Nak16a] to be biequiv-
alent to the 2-category of groupoids.

Similarly, the representation category
F := Rep Bisy := Fung(Bisg, k-Mod)

is easily recognized to be Bouc’s category of biset functors [BoulO] (see
Remark 6.8). Biset functors too can be understood as a variant of global
Mackey functors, similarly defined on all finite groups and equipped with
induction, restriction, inflation, deflation and isomorphism maps. Indeed,
they can be shown to be equivalent to Webb’s globally defined Mackey func-
tors [Web00, §8] for X and ) the class of all finite groups. It is thus natural
to compare the two notions, M and F.

After decategorifying and linearizing, Theorem 1.1 yields a full k-linear
functor

F :=knR: Sp, — Bisk

which is the identity on objects. In such a situation, it follows easily that
precomposition with /' induces a fully faithful functor

> F—M
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identifying F with a full reflexive k-linear subcategory of M. This is pre-
cisely the embedding of Nakaoka’s theorem we had mentioned at the begin-
ning, and for which we have just given a transparent construction.

* %k ok

There is more to this story. Both global Mackey functors and biset func-
tors form k-linear tensor categories, by which we mean symmetric monoidal
categories where the tensor functor — @ — is k-linear in both variables (sim-
ilarly below, by tensor functor we will mean a strong symmetric monoidal
k-linear functor.) It is therefore natural to compare their tensor structures via
the embedding F™.

To this end, we first notice that both tensor products arise by Day con-
volution (Construction 3.8) from tensor structures on Sp; and Bisy, both of
which are induced by the cartesian product of groupoids. Moreover, Sp, and
Bisy are easily seen to be rigid, in fact every object is its own tensor dual
(Terminology 3.5). In such a situation we can make use of the following
general abstract theorem:

1.4 Theorem. Let F': C — D be any k-linear tensor functor between two
essentially small k-linear tensor categories. Consider the diagram

RepC
R U

F* Free

Rep D E A-Mod

consisting of the following standard categorical constructions:

e RepC and Rep D are the k-linear categories of representations, as
above, equipped with the respective Day convolution tensor products;

o [ is the restriction functor along F' and F) denotes its left adjoint,
which is a tensor functor; it follows that F* is lax monoidal;

e A denotes the commutative monoid F*(1) in Rep C, whose multipli-
cation map is induced by the lax monoidal structure of F* and the
(unique) multiplication 1 ® 1 = 1 of the tensor unit object 1 =
D(1p,—) of Rep Dy
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e A-Mod denotes the category of left A-modules in RepC, equipped
with the tensor product — @4 — over A; we also have the forgetful
functor U and its left adjoint Free sending a C-representation M to
the free module A @ M

e and where, finally, E is the Eilenberg-Moore functor comparing the
adjunction Fy 4 F* with the adjunction Free 4 U, i.e. E is the unique
functor such that U o E = F* and E o F) >~ Free.

Then:

(1) If F is essentially surjective and the tensor categories C and D are rigid,
E is an equivalence of k-linear categories.

(2) If moreover F'is full, E is an equivalence of tensor categories. Also, the
Sfunctors F* and U are fully faithful and they identify their (equivalent)
source tensor categories with the full essential image Im(F*) = Im(U)
as a tensor ideal in Rep C (meaning: if M € RepC and N € Im(F*)
then M ® N € Im(F™)).

This theorem collects and improves a few more or less known categorical
results. It may be understood as a ‘tensor monadicity’ criterion for quotient
functors of k-linear rigid tensor categories. The proof can be found in Sec-
tion 3, together with quick recollections on all constructions involved. As
illustration, let us point out an easy special case:

1.5 Example. If C is a commutative k-algebra, it can be viewed as a rigid
tensor k-linear category C with a single object, whose endomorphism alge-
bra is C'. The multiplication of C' also provides the tensor product of maps
a ® b := ab, which defines a functor ®: C x C — C by commutativity. If
f: C — D is a surjective morphism of commutative k-algebras, it can be
viewed as a functor F': C — D satisfying all the hypotheses of the theo-
rem. In this case, A is just the ring D seen as a monoid object in the tensor
category of C'-modules. The theorem now simply says that the tensor cate-
gory of A-modules (M, p: A®c M — M), in the abstract Eilenberg-Moore
sense, inside the tensor category of C'-modules, identifies with the tensor
ideal subcategory of D-modules, in the usual sense.

* % %
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Now, in order to recover the results of [Nak16b] and [Nak16a] we simply
specialize Theorem 1.4 by taking F': C — D to be the k-linear tensor functor
Sp, — Bisy obtained from the realization pseudo-functor R of Theorem 1.1.
We get:

1.6 Corollary (Biset functors vs global Mackey functors). There is a canon-
ical equivalence of tensor categories between:

(1) The tensor category of biset functors F in the sense of Bouc [Boul0],
that is, representations of the category of bisets equipped with Day con-
volution.

(2) The category of global Mackey functors M which are modules over
the global Green functor A = Bisg(1, F'—), obtained by restricting the
Burnside biset functor along F': Sp, — Bisy, equipped with the tensor
product over A.

Moreover, both categories identify canonically with the reflexive full tensor
ideal of M of those global Mackey functors M satisfying the ‘deflative rela-
tion’

defgy o inf& y = idar(aym)

for every normal subgroup N of a group G.

Details on the corollary’s proof will be given in Section 6.

We would like to stress the similarity between the above corollary and
the much older, and better known, results relating the category Macky (G) of
Mackey functors for a fixed finite group G and the category coMacky (G) of
cohomological Mackey functors for GG. Indeed, this comparison can be ob-
tained by the very same method, as follows. Recall that by Lindner [Lin76]
we may define

Macky (G) = Rep Spi(G)

where Sp, (G) is the k-linear category of finite left G-sets and isomorphism
classes of spans of G-maps. Recall also that by Yoshida’s theorem [Yos83]
we may define

coMacky(G) = Rep Permy (G)

where Permy (G) denotes the category of finitely generated permutation kG-
modules.
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Implicit in Yoshida’s arguments, and made explicit e.g. by Panchadcharam-
Street [PS07], is the existence of a k-linear functor

Spi(G) — Permy(G)

sending a left G-set X to the permutation module k[X] and sending a span

X &5y of G-maps to x — > 1, B(s). This is easily seen to be
a tensor functor F’ satisfying all the hypotheses of Theorem 1.4. In this case
the theorem yields:

1.7 Corollary (Cohomological vs ordinary Mackey functors). For every fi-
nite group G, there is an equivalence of tensor categories between:

(1) The category Rep Permy(G) of representations of permutation modules.

(2) The category of modules over the fixed-points Green functor FPy (also
known as H°(—;K)) inside the tensor category Macky(G) of Mackey
functors for G, equipped with the tensor product over FPy.

Moreover, both categories identify canonically with the reflexive full tensor
ideal of those ordinary Mackey functors M for G which satisfy the ‘cohomo-
logical relation’

ind) oves) = [H : L] - idm)

for all subgroups L < H < G.

Details on this corollary’s proof will be given in Section 4.

1.8 Remark. Essentially the same way of comparing the various descriptions
of cohomological Mackey functors was already explained in [PS07, §10].
Our present exposition also makes explicit the identification of the associated
tensor structures.

1.9 Remark. This article is based on the second author’s PhD thesis. No-
tations and conventions have been adapted in order to agree with those of
the monograph [BD20] and the survey article [Dell19], where groupoids and
spans are similarly used in order to compare various kinds of Mackey (1-
and 2-)functors.

Acknowledgements. We are grateful to Paul Balmer and an anonymous ref-
eree for useful comments on the manuscript and to Steve Lack for pointing
out to us the relevance of [Str80].
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2. Preliminaries on coends and linear coends

In this article we make extensive use of coends and their calculation rules,
both in the basic set-theoretic setting and in the linear setting over a commu-
tative ring. Coends vastly generalize the familiar tensor products of modules
over rings to more general (possibly enriched) functors. Heuristically, they
are the universal procedure for identifying a left and a right action of the
same functorial variable.

2.1 Recollection (Coends; [ML98, IX.6]). Consider a functor H: C°? xC —
Set into sets for some (essentially small) category C. The coend of H is a set

denoted
ceC c
/ H(e,c)  orjust / H

which comes equipped with canonical maps H(z,z) — [ H (for all z €
Obj C) forming a dinatural transformation and satisfying a suitable universal
property among all such. For our purposes, it will suffice to know that it can
be computed by the following coequalizer in Set:

ceC
/ H(c,c) = coeq H H (e, C/)F H H(c,c)

(a: ¢/—c)eMor C

Thus an element of the coend is the equivalence class [z]. of some = €
H (e, c) for some object ¢ € C, for the equivalence relation generated by
setting [x|. = [2/]» whenever there is some morphism « € C(¢, ¢) and some
y € H(c,c) such that H(«,id)(y) = x and H(id, o)(y) = 2. (Note that
if C is a groupoid the latter condition directly yields an equivalence relation,
without the need to generate one.)

The canonical maps are the evident ones coming with the equalizer.

We will need the following well-known (and easily verified) formulas:

2.2 Lemma (Fubini; [ML98, IX.8]). The coend of a functor H : (Cy xCy)°P X
(C1 x Cq) — Set can be computed one variable at a time, in either order:

(61702)601 XCa c1€Cy c2€Co c2€Co c1€Cy
/ H~ / / H ~ / / H.
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The isomorphisms are the identity on representatives © € H(cq, ¢, c1, C2).

O]

2.3 Lemma (co-Yoneda). For every functor M : C — Set and every object
x € C, there is an isomorphism

/CE Cle,z) x M(c) ~ M(x)

natural in x, given by evaluation [ov,m|. — M («)(m) and with inverse
given by m — [id,, m],. O

* ok ok

In Section 5, the above set-theoretical coends will be used to horizontally
compose bisets. However, most of the time we will work linearly over some
base commutative ring k, and in particular we will need to use the k-enriched
version of coends. This requires replacing the ‘base’ Cartesian category of
sets with the tensor category of k-modules.

Fix the commutative ring k.

2.4 Notation. We denote by k-Mod the category of all k-modules and k-
linear maps. It is a complete and cocomplete abelian category. It is also
a tensor category, i.e. a symmetric monoidal category, by the usual tensor
product — ®, — over k.

2.5 Terminology. A k-linear category C is a category enriched on k-modules:
its Hom sets C(x,y) are equipped with the structure of a k-module and the
composition maps C(y, z) x C(x,y) — C(z, z) are k-bilinear. If C,D are
k-linear categories, a k-linear functor F': C — D is a functor F' from C to D
such that its component maps F' = F, ,: C(z,y) — D(z,y) are all k-linear.

2.6 Recollection (k-linear coends). By replacing Set with k-Mod and re-
quiring everything to be k-linear in Recollection 2.1, we get the notion of a
k-linear or k-enriched coend. Thus, concretely, for a k-linear category C and
a k-bilinear functor H : C°* x C — k-Mod (or equivalently a k-linear func-
tor H: C°? ®, C — k-Mod for the appropriate notion of tensor product of
k-categories), the k-linear coend of H, again denoted f “H or f g (¢, c),
is the k-module computed by the same coend diagram as in Recollection 2.1
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but now taken in k -Mod. Hence a general element of | “ H is now a finite
k-linear combination of classes [z], (for v € ObjC and x € H(c,c)).

We will occasionally refer to such simple elements [z], € [ H as gen-
erators. If H = F ®i G is an object-wise tensor product of two (or more)
functors, as will often be the case, we will write [z, y], rather than the cum-
bersome [z ® y|s.

2.7 Remark. The Fubini Lemma 2.2 and the co-Yoneda Lemma 2.3 also
hold for k-linear coends, as k-linear isomorphisms, with the same proofs.
As the latter formula uses the tensor structure of the base category, it must
be adapted and now takes the form of an isomorphism

ceC
/ Cle,—) @k M(c) ~ M (2.8)

of k-linear functors C — k-Mod. (This is the special case /' = Id¢ of a
k-linear left Kan extension as in Construction 3.2 below.)

3. Tensor-monadicity for functor categories

This section is dedicated to the proof of Theorem 1.4, and to recalling all the
relevant categorical constructions.

Fix throughout a commutative ring k. We will compute with k-linear
coends, as in Recollection 2.6.

3.1 Notation. Let C be a small k-linear category (one with only a set of
objects), or more generally, an essentially small one (one equivalent to a
small (sub-)category). Then we may consider its category of representations,
namely the category

Rep C := Fung(C, k-Mod)

of all k-linear functors into k-modules and natural transformations between
them. Note that Rep C is again a k-linear category and is abelian, complete
and cocomplete; its k-action, limits and colimits are taken in k -Mod, object-
wise on C.

3.2 Construction (Kan extensions). Let F': C — D be a k-linear functor be-
tween two essentially small k-linear categories. There is a restriction functor
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F*: RepD — RepC sending a k-linear functor M : D — k-Mod to MoF'.
Evidently, F™* is k-linear and exact. Since k-Mod is complete and cocom-
plete, /" admits both a left and a right adjoint:

RepC
Fy:=Lang </ E/lr* >Ranp =:F

RepD

This is guaranteed by the theory of Kan extensions ([ML98, X]), which
moreover provides explicit formulas for them. Recall e.g. that the left Kan
extension Fj can be computed at each M € Rep C by the following (k-linear)
coend:

F!(M):/IGDD(F:L-,—)&k M(z) : D—k-Mod

(see [ML98, X.7] as well as [Kel05, (4.25)] for the enriched version).

3.3 Construction (The Eilenberg-Moore adjunction). Recall (e.g. [MLI8,
VI]) that every adjunction L: A = B : R gives rise to a monad A on the cat-
egory A, that is a monoid A = (A, i, n) in the endofunctor category End(.A).
More precisely, as a functor we have A = R o L; its multiplication is the
natural transformation y = ReL: Ao A = RLRL —> RL = A, where
e: LR = Idp is the counit of the adjunction; and its unit map is the unit of
the adjunction, n: Id4 = RL = A.

As with any such monad, we may define its Eilenberg-Moore category
A-Mod 4, whose objects are left modules (a.k.a. algebras) in A over the
monad. More precisely, an object of A-Mod 4 is a pair (M, p) where M €
ObjA and p: AM — M is a map p: RL(M) — M in A satisfying the
usual associativity and unit axioms of a left action, expressed by commuta-
tive diagrams in A:

AAM 2 AN M - AN
Apl lp \ lp
AM —L M M

A morphism (M, p) — (M’ p') in A-Mod 4 is a morphism ¢: M — M’
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preserving the actions:
AM 22 a0

| b

M—*— M
There is an evident forgetful functor Uy: A-Mod 4 — A which simply for-
gets the actions p, as well as a left adjoint F), sending any object M € A
to the free module (AM, pup;: AAM — AM) and a morphism ¢ to Ap. The
adjunction (Fj, U,) induces on A the same monad A = RL = UpF). This
is in fact the final adjunction realizing A, in that there is a unique comparison
functor £ = E5: B — A-Mod 4

7N

B————A-Mody

such that Uy o E) = R and F), = E, o L. Concretely, F sends an object
N € Bto E(N) = (RN,Rey: ARN = RLRN — RN) and a map
©: N — N'to Re.

Note that if L and R are k-linear functors between k-linear categories,
then A-Mod 4 is also a k-linear category and the forgetful, free module and
comparison functors are all k-linear.

3.4 Proposition. Let F': C — D be a k-liner functor between two essentially
small k-linear categories. Suppose that I is essentially surjective. Then the
adjunction Fy: RepC = Rep D : F* of Construction 3.2 is monadic, that is
the comparison E: RepD = (F*F) -Modgepc is a ( k-linear) equivalence.

Proof. This is a consequence of the Beck monadicity theorem [ML98, VI.7].
In fact, F™* is an exact functor between two abelian categories and admits a
left adjoint. In this situation, the hypotheses of Beck monadicity reduce eas-
ily to F™* being faithful (see e.g. [CCZ15, Thm. 2.1]), and the latter follows
from the essential surjectivity of F. Indeed, if o: N = N'is a natural trans-
formation such that F*¢ = 0, then we have pp. = 0: NFc¢ — N'Fc for
every ¢ € C and therefore also o, = 0: Nd — N'd for all d € D, by way of
some isomorphism F'c =~ d and the naturality of (. U
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3.5 Terminology. By tensor category we always mean a symmetric monoidal
category ([ML98, XI]). We will write ® and 1 (possibly with some decora-
tion) for the tensor functor and the tensor unit object. A k-linear tensor cat-
egory is a category which is simultaneously a tensor category and a k-linear
category and whose tensor functor —® — is k-linear in both variables. A ten-
sor category C is rigid if every object X admits a fensor dual X", meaning
that there is a (k-linear) isomorphism C(X ® Y, Z) ~ C(Y, XV ® Z) natural
in Y, Z € C; in other words, the endofunctors X ® — and X" ® — on C are
adjoint. If C is rigid, then X +— XV extends canonically to an equivalence
C ~ C°P of k-linear tensor categories.

3.6 Construction (The tensor category A-Mody). Let A = (A, m,u) be a
monoid in a tensor category .4; thus we have a multiplication m: AQA — A
and unit u: 1 — A in C making the usual associativity and unit diagrams
commute. Then A :== A® (—): C — C is a monad on C with multiplica-
tion ;4 ® — and unit 7 ® —, and we may form the Eilenberg-Moore mod-
ule category A-Mody := A-Mod 4 and the adjunction Fy - Uy of Con-
struction 3.3. If A is commutative (meaning of course that m = mo where
0: A® A~ A® Ais the symmetry isomorphism of C) and .A admits suf-
ficiently many coequalizers, then A -Mod 4 inherits the structure of a tensor
category. Its tensor unit is the left A-module A, its tensor functor — ®4 — is
defined for all (M, p), (M’, p’) € A-Mod 4 by the coequalizer

id®
M@ASM ——— M & M —— M @, M (3.7)
poid
equipped with the evident induced left A-action. The unit, associativity and
symmetry isomorphisms for A -Mod 4 are induced by those of A.
Note that if the tensor category A is k-linear then evidently so is A -Mod 4.

3.8 Construction (The Day convolution product; [Day70]). Let C be an es-
sentially small k-linear tensor category. The representation category Rep C
inherits from C a k-linear tensor structure, called Day convolution, which
can be characterized as the unique (closed k-linear) tensor structure — ®¢ —
on Rep C which preserves colimits in both variables and which makes the
Yoneda embedding C°* — Rep C a tensor functor. The Day convolution of
M, N € RepC is computed by the (k-linear) coend

u,veC
MeeN = [ Cuw v, -) m MW @ N ).
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The unit object in Rep C is the functor 1 := C(1, —) corepresented by the
unit object of C. The left unitor, right unitor, associator and symmetry of
the Day convolution product are obtained by combining, in the evident way,
those of C with some canonical identifications of coends (see e.g. [Hug19,
Prop. 1.2.16] for details).

3.9 Lemma. If the tensor category C is rigid, the Day convolution product
of Rep C can be computed by either one of the two coends

veC
M®CN:/ MY ® —) &, N(v)

~ /UGCM(U) o N(u¥ ® —)

where " denotes the tensor-dual of an object x € C.

Proof. At each ¢ € C, we define the first isomorphism to be the following
composite:

(M ®c N)(c) = /We Clu®v,c) @k M(u) @ N(v) (3.8)

u,veC
/ C(u,v" ® c) @ M(u) @ N(v) C rigid

~
~

/UEC /uecc(“’“v ®¢) @, M(u) ®, N(v)  Fubini 2.2
_ /Uec (/uecc(u,vv ® ¢) O M(u)) @y N(v)

veC
~ / M((v' & c) @ N(v) co-Yoneda 2.8

The second-to-last isomorphism uses that @y preserves colimits of k-modules
in both variables. The second formula is proved similarly and will not be
needed.

If we trace a generator [f: u ® v — ¢, m,nl,, € (M ®¢ N)(c) all the
way, we see that it corresponds to [M (f)(m), n], where f is the map

id
u:u@]l—m@v@vvﬂ&w@vv:vv@c

which also uses the symmetry of C. U
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3.10 Construction (Lax right adjoints and projection map). Let us again con-
sider a general adjunction L: A = B : R with unit 7 and counit . Suppose
that .4 and B are tensor categories and that the left adjoint L is a tensor func-
tor. The right adjoint R inherits from L the structure of a lax tensor functor,
that is, an (‘external’) multiplication Ay, y~

n R(e®e)
RL(R(YY)® R(Y"))——R(LR(Y) ® LR(Y"))
(forall Y)Y’ € B) and a unit
L ]]-.A L> RL(]lA) — R(]]_B)

satisfying the same coherence constraints as for a tensor functor (i.e. the
‘strong’ case, when A and ¢ are invertible).

As all lax tensor functors, R preserves monoids: If Y = (Y, m,u) is a
monoid in B, then R(Y") inherits a monoid structure with multiplication and
unit

Ay,y Rm L Ru
RY®RY — RY®Y)—=RY and 1—— R1l——RY .

By applying this to the unique monoid structure (1,m: 1 ® 1 — 1,id;) on
the tensor unit of 13, we obtain a distinguished commutative monoid A :=
R(1) in A.

The lax structure on R also produces the projection map

id®n Ay, Lx

myx: RY)® X—SLR(Y)® RL(X)SSSRY @ LX) (3.11)

(for all X € A and Y € B) which in many contexts, but not always, is an
isomorphism called projection formula.

3.12 Lemma ([BDS15, Lem. 2.8]). In the situation of Construction 3.10, the
map

T A9 X PN RIAI® LX)~ R(1I® LX)~ RL(X)  (for X € A)

is always a morphism of monads on A, between the monad obtained from the
monoid A = R(1p) and the monad A = RL obtained from the adjunction
LR O
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3.13 Example. Consider a k-linear functor F': C — D and the induced ad-
junction F; - F™* as in Construction 3.2. Suppose now that C, D are k-linear
tensor categories and that [’ is a tensor functor. It is a well-known general
fact that the left adjoint Fi: RepC — RepD is naturally a tensor functor
with respect to the Day convolution products (see e.g. [Hug19, Prop. 1.3.5]).
Everything in Construction 3.10 can be appliedto L := Fy 4 F* =: R. In
particular F™* is a lax tensor functor. For future reference, its structure maps
are given at each ¢ € C by

te: (Trepe)(€) = C(1,¢)—E=D(F1, Fc) ~ D(1, Fc) = (F*Lgepp)(c)

and (in the rigid case, the only one we will need) by [n, n'[, — [n,n/],=Fu

ueC
et (F*N ¢ F*N')(¢) 22 / N(Fu¥ ® Fe)) @, N'F(u)
(3.14)
veD
—>/ N(v" @ Fe) @ N'(v)
= F (N @p N')(0)
for all N, N’ € Rep D (see [Hugl19, Cor. 1.3.6]).

3.15 Proposition (Projection formula). Let F': C — D be a k-linear tensor
functor between essentially small rigid k-linear tensor categories C and D.
Consider the induced adjunction L = Fy: RepC &= RepD : F* = R with
its tensor structure as in Example 3.13. Then the projection formula holds,
that is the canonical map

TN,M - F*(N) ®CM;>F*(N®DE(M))

of (3.11) is an isomorphism for all M € RepC and N € RepD.
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Proof. For every object ¢ € C, we compute as follows (explanations below):

(FNeeM@) = [ NER @ d)E M

12

/UECN(FUV(@FC)@M(U)

12

[ ([ e eyt ro) e

12

/veC ( deD D(Fv,d)® N(d' ® Fc)) ® M(v)

deD

12

N(d' ® Fc)® (/UECD(FU, d) ® M(v))
= F*(N @p FiM)(c)

This successively uses: Lemma 3.9 for the Day convolution over C; the ten-
sor structure of F'; the co-Yoneda isomorphism (2.8) (applied to the functor
N((=)Y ® Fec): D°° ~ D — k-Mod to compute the value N(Fv" ® Fc),
exploiting the fact that d — dY is a self-inverse equivalence D°° ~ D);
again the equivalence (—)": D°P ~ D; the Fubini Lemma 2.2 to exchange
the two coends; and finally, the definition of F} and Lemma 3.9 for the Day
convolution over D.

If we trace the fate of a generator [n,m], € (F*N ® M)(c) all the way,
forany n € N(F(v¥ ® ¢)), m € M(v) and v € C, we see that it maps
to [72, [idpy, M]y]a=py, Where n € N(FvY ® F) is the element matching n
under Fv¥ ® Fc ~ F(vY & c). This is easily seen to agree with the value of
[n, m],, under the canonical map 7y 57, again computed by a direct inspection
of the definitions. Thus 7y 5/ is invertible. U]

3.16 Corollary. If the tensor categories C and D are rigid, the canonical
morphism between monads on Rep C

7 A® (=) = F"(Irepp) ®c (=) —> "R =: A

is an isomorphism. In particular, it induces by precomposition an isomor-
phism
T A -MOdRepc ;> A -MOdRepc

of their module categories, identifying the two Eilenberg-Moore adjunctions.
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Proof. Immediate from Lemma 3.12 and Proposition 3.15. Concretely, the
isomorphism 7* sends an A-module (M, p) to the A-module (M, pr). O

3.17 Remark. The special case of the projection formula used in Corol-
lary 3.16 is actually easy to see directly, since the relevant map 7

ceC
A®c M :/ D(1,F(c' @ —)) @ M(c)
- /CECD(FC, F-)Y® M(c) = F*FM

is just induced by D(1, F(¢¥ ® —)) 2 D(1, F¢' ® F—) ~ D(F¢, F—), the
isomorphisms given by the tensor structure of /' and the tensor duality of D.

3.18 Lemma. If F': C — D is essentially surjective and full, then F* is a
fully faithful embedding RepD — RepC. An M: C — k-Mod belongs
to the (essential) image of F* if and only if it factors (up to isomorphism)
through F, uniquely if so.

Proof. This is well-known, see e.g. [Hug19, Prop. 1.3.2] for a detailed proof.
]

Proof of Theorem 1.4. We finally have at our disposal all the ingredients of
the theorem and its proof. Let F': C — D be a k-linear tensor functor be-
tween essentially small k-linear rigid tensor categories, and consider all the
constructions as listed in the theorem and recalled above. (Since F’ is es-
sentially surjective, if C is rigid then D is also automatically rigid, see e.g.
[Hugl9, Prop. 1.1.10] for a full proof.)

Consider the composite functor

FEa: RepD —2 A-Modgepe ——— A-Modpepc (3.19)

of the Eilenberg-Moore comparison functor £, and the identification 7* of
the categories of A-modules with that of A-modules, as in Corollary 3.16
(this uses rigidity). It sends N € RepD to F*N € Rep C equipped with the
A-action

p:=F()onm: A®c F*N ~ "R\ FF*N — F*N.

-81-



I. DELL’AMBROGIO AND J. HUGLO SPANS AND BISETS

If F'is essentially surjective, E, is an equivalence by Proposition 3.4 and
therefore so is F4; this proves part (1) of the theorem. If moreover F' is full,
the functors F™* and U are fully faithful by Lemma 3.18; this proves a third
of (2).

Under all these hypotheses, the remaining claims of part (2) on the tensor
structures follow from Proposition 3.20 below. This ends the proof of the
theorem. 0

3.20 Proposition. If F': C — D is full and essentially surjective and C and
D are rigid, then the equivalence E 4 of (3.19) is a (strong) tensor functor,
and the embeddings F* and U identify these tensor categories with the full
tensor ideal subcategory Im(F*) = Im(U) of Rep C.

Proof. For N, N' € D, let EA(N) = (F*N,p) and E4(N') = (F*N',p')
denote the two images in A -Mod. Recall, from Construction 3.6 and Exam-
ple 3.13, the coequalizer defining — ® 4 — and the lax multiplication Ay -
of F*:

id®p’
F*N ®¢ A®p F*N' — = F*N @¢ F*N' —“ s F*N @4 F*N'
po®id -
)\N’NIJ( - -
-7 AN NwTh = o nr
F*(N @p N')

We claim that, under the hypotheses, Ay - is invertible and so is the canon-
ical projection w to the coequalizer. In particular, we obtain the dotted iso-
morphisms ¢y /. Indeed, writing as in (3.14) (thanks to rigidity), Ay n
sends [n, n'], to [n,n]py, and the inverse map sends [n,n’], to [n,n],, for
any choice of u € C with F'u ~ v. To see why the latter works, assume
for simplicity that F' is surjective on objects (i.e. replace D with the equiv-
alent strict image of F'). Now choose u, € F~'(v) for each v € D. The
resulting map (n,n’), — (n,n’),,, call it 0, is well-defined on the classes
[n,n'],; indeed, every map ¢ € D(v,7) testifying of an ‘elementary’ rela-
tion (n,n'), ~ (7,7)7 lifts to some ¢ € C(u,, uy) by the fullness of F,
showing [n,n’|,, = [7,7].,, and we may lift any zig-zag of such maps by
the surjectivity of [ on objects. Clearly Ay n o 6 = id. Moreover for ev-
ery u € C we have F'(u) = F(up,), hence by the fullness of F' we may lift
idp,, to some map u — up, in C, which implies that 6 o Ay y = id as well.
Thus Ay nv is invertible (and 6 does not depend on the choices).
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As for w, it is a general fact, neither requiring rigidity nor the hypotheses
on F', that \ factors through it (see [Hug19, Lemma 1.4.2]); as A is invert-
ible and w is always an epimorphism, we conclude that w is also invertible.
Alternatively, the latter can also be checked directly in the rigid case.

Note that this does not mean that F'* is a strong tensor functor, because
the unit map F': C(1, —) — D(F1, F—) ~ D(1, F—) is still not necessarily
invertible. Still, the identity map F*(1gepp) — U o Ea(Lgepp) is invertible,
and is also the unique A-linear morphism A = F*(1gepp) — Ea(Llrepn)
extending along the unit map 1g.,c — A of the monoid A, as one checks im-
mediately. Moreover, the morphisms ¢y - are automatically A-equivariant,
since the fullness and essential surjectivity of F'imply that every M € RepC
can have at most a unique A-module structure ([Hug19, Cor. 1.3.11]).

Altogether, we see that the maps ¢y ys and the identity A — FE4(1)
belong to A -Modgep ¢ and equip E4 with a strong tensor structure; the com-
mutativity of the coherence diagrams follows from that for the lax structure
of ™.

Finally, let us verify that Im(F™*) = {M € RepC | AN s.t. M ~ F*N}
is a tensor ideal. Notice that for all M € RepC

M € Im(F*) <= theunitn: M — F*FM is invertible
<= theunit M ~1® M — A® M is invertible,

the first equivalence because F™* is the inclusion of a full reflexive sub-
category, the second because the equivalence £4 matches the two adjunc-
tions. We deduce for all M € Im(F*) and N € RepC that M @ N ~
(A M)® N ~A® (M ®N),sothat M @ N € Im(U) = Im(F*). Thus
Im(F™) is a tensor ideal in Rep C. O

3.21 Remark. A slightly weaker version of Theorem 1.4 is proved in [Hug19,
§1.4] by way of more explicit calculations. We do not know if the ridigity
hypothesis is necessary for £/4 to be an equivalence, nor if the fullness hy-
pothesis is necessary for £/4 to be a strong tensor functor (it is always a lax
one), as we have not looked for explicit counterexamples. On the other hand,
we don’t see any reason for the conclusions to hold otherwise, because the
projection formula of Proposition 3.15, in particular, may fail.
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4. Application: cohomological vs ordinary Mackey functors

In this section we derive Corollary 1.7 from the above abstract results. Al-
though this corollary is essentially well-known (see especially [PS07, §10]),
the present proof offers some insight because it immediately clarifies the re-
lation between ordinary and cohomological Mackey functors as tensor cate-
gories. Besides, it provides an easier and probably more familiar analogue
of our main application, Corollary 1.6.

Throughout this section, we fix a finite group G and a commutative
ring k.

4.1 Recollection (The span category of G-sets). Let G-set denote the cat-
egory of finite left G-sets. Then there is a category Sp, (G) whose objects
are the same as those of GG-set, and where a morphism X — Y is by defi-
nition an element of the Grothendieck group k ®7 Ko(G-set/X x Y') (with
addition induced by coproducts) of the slice category G-set/X x Y. In par-
ticular, every morphism can be written as a finite k-linear combination of

isomorphism classes [a, 3] of spans X <~ S % Yin G-set, where two

spans X < S LyandX £ 9 %y are isomorphic if there exists an
isomorphism ¢: S — S’ making the following diagram of G-sets commute:

BN

/ S/

-

A k-bilinear composition in Sp, (&) is induced by taking pull-backs in G-set:

S xy T ~
ay 6]
ﬂ 5\/‘T (4.2)
L Byt Y,

It follows that Sp, (G) is an essentially small k-linear category, where the
sum of two spans is induced by taking coproducts at the middle object .S.
Moreover, Sp,(G) is a k-linear rigid tensor category, with tensor product
® induced by the categorical product X x Y of G-set and with tensor unit
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1 = G/G the one-point G-set. Every G-set is actually its own tensor dual,
by virtue of the natural equivalence G-set/X x Y ~ G-set/Y x X of slice
categories. See details e.g. in [Bou97].

4.3 Recollection (The category of permutation modules). We write Permy (G)
for the category of finitely generated permutation kG-modules, that is, the
full subcategory of those (left) k(G-modules which admit a finite G-invariant
k-basis. Clearly this is an essentially small k-linear category. It is moreover
a k-linear tensor category, because it inherits the usual tensor product of
kG-modules (i.e. the tensor product ® = ®j over k endowed with diagonal
G-action). Indeed, the trivial module 1 = k is a permutation kG-module,
and if the kG-modules M and N admit G-invariant bases X C M and
Y C N, respectively, then {z®y | (z,y) € X x Y} is a G-invariant basis of
M ® N. As tensor category, Permy () is rigid: if M has invariant basis X,
its tensor-dual module MY = Homy (M, k) has an invariant basis given by
the usual k-linear dual basis XV := {z¥: y +— 0., | v € X}.

4.4 Definition (Mackey functors for G). The representation category
Macky(G) := Rep Spy(G)

(cf. Notation 3.1) is by definition the category of (k-linear) Mackey functors
for GG. Similarly, the category of cohomological Mackey functors for G is

coMacky (G) := Rep Permg(G) .

Both are complete and co-complete abelian k-linear tensor categories, with
tensor structure provided by Day convolution (Construction 3.8) extended
from the rigid tensor structures on their respective source categories Spy (G)
and Permy (G), as described in Recollection 4.1 and Recollection 4.3.

4.5 Remark. Usually, the tensor product in Macky (&) is denoted by M O N
and called box product; and coMacky (G) is defined as a full subcategory of
Macky (G) and only later identified (by Yoshida’s theorem) with the above
functor category.

4.6 Lemma (Yoshida’s functor). There is a well-defined k-linear tensor

functor
Yo: Sp,(G) — Permy(G)
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sending a left G-set X to the permutation kG-module k| X| and sending

aspan X < S 5y of G-maps to the kG-linear map k[ X| — Kk[Y],
T — Zsea,l(x) B(s). Moreover, Yo is essentially surjective and full.

Proof. One can verify that Yo is well-defined by straightforward computa-
tions, but here is a more conceptual way to see it. First note that there is a
functor Yo, : G-set — k-Mod which sends X to k[X] and simply extends
a G-map k-linearly. There is also a functor Yo*: (G-set)°® — k-Mod with
the same object-map but sending a G-map «: Y — X to the k-linear map
k[X] — Kk[Y] such that 2 — >~ 1,y forz € X. Since k[X UY] ~
k[X] @ k[Y], and since the identity

Yo*(7) Yo, (8) = Yo.(B) Yo*(7)

can be readily verified for an arbitrary pull-back square of G-sets (with no-
tations as in (4.2)), it follows by the universal property of the span category
([Lin76]; see also [BD20, App. A.5]) that there is a functor Yo: Sp(G) —
Permy (G) defined as Yo(X) = k[X] on G-sets and Yo([ov, 5]) = Yo,(53) o
Yo*(«) on spans of G-maps. (Here Sp(G) is the ‘plain’ span category, con-
structed as Sp, (G) but with Hom sets simply given by the sets of isomor-
phism classes Sp(G)(X,Y) = (G-set/X x Y')/~ of objects.) Our functor
Yo is then the evident k-linear extension of Yo.

A permutation kGG-module M is precisely one for which there exists an
isomorphism M ~ k[X] for some G-set X, hence Yo is essentially surjec-
tive. It is a little harder to see that Yo is full, but it suffices to verify it for
two standard orbits X = G/H and Y = G/ K, in which case it boils down
to the k-linear isomorphism

K[H\G/K] > Homya(K[G/H], KIG/K])

HxK — (gH — Z guxK)
[uleH/(HN*K)

as in [Yos83, Lemma 3.1]; see [Hug19, Prop. 2.1.10] for the remaining de-
tails. O

Proof of Corollary 1.7. As we have seen in Recollections 4.1 and 4.3, both
C := Spi(G) and D := Permy(G) are essentially small rigid k-linear tensor
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categories. Moreover, Yoshida’s functor /' := Yo of Lemma 4.6 1s a full and
essentially surjective k-linear tensor functor between them. Hence F': C —
D satisfies all the hypotheses of Theorem 1.4, from which we obtain most of
the claims of the corollary.

It remains only to clarify two points:

(1) The monoid A = F*(1) of RepC = Mackg(G) from the theorem is the
fixed-point Mackey functor FPy.

(2) A Mackey functor M is cohomological if and only if it satisfies the co-
homological relations ind}’ o res? = [H : L]id s for all subgroups
L<HC<LG.

Here for familiarity we have switched to the classical notations M (H) :=
M(G/H),ind] := M(|[G/L = G/L — G/H]) and res¥ := M(|G/H <
G/L = G/L]), where G/L — G/H is the quotient G-map for two nested
subgroups L. < H < G.

For (1) recall that, classically, FPy is the Mackey functor which assigns
to every orbit G/H the trivial kG-module k, whose restriction and conju-
gation maps are all identities, and whose induction maps ind¥ : k — k are
given by multiplication by the index [H : L]. It is a matter of straightforward
comparison to identify it with A = Permy(G)(k, Yo(—)) (if necessary, see
details in [Hug19, Lemma 2.2.15]).

For (2), the easiest way to see this is as in [TW95, Prop. 16.3] where, by
very easy explicit calculations, it is shown that a Mackey module over the
Green functor F'Py is the same thing as a Mackey functor satisfying also the
cohomological relations. U

4.7 Remark. Note that (2) amounts to saying that the kernel (on maps) of
Yoshida’s functor Yo is generated as a k-linear categorical ideal of Spy (G)
by the span-versions of the cohomological relations, namely (after comput-
ing the trivial pull-back) by

|G/H < G/L — G/H|—[H : Llidg/u forall L < H <G.

It is immediate to see that Yo kills these relations. To see that they actu-
ally generate the kernel of Yo, it suffices to inspect the standard presenta-
tion of Spy (G) in terms of restriction, conjugation and induction maps; the
necessary calculations are essentially a re-writing of the ones in [TW95,
Prop. 16.3] we mentioned above.
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5. The realization pseudo-functor

This section is dedicated to proving Theorem 1.1.

We retain the same standard notations and conventions for bicategories,
2-categories, pseudo-functors and allied notions as in [BD20, App.A] or
[Del19, §2]. We nonetheless provide here a few recollections for the reader’s
convenience. We denote by gpd the 2-category (= strict bicategory) of finite
groupoids, functors between them and (necessarily invertible) natural trans-
formations.

5.1 Terminology. Given two functors S % G & T between finite groupoids
and with common target (a ‘cospan’), we can build its iso-comma groupoid
a/b, whose objects are triples (s,t,v) with s € ObjS,t € ObjT and v €
G(a(s),b(t)). A morphism (s,t,v) — (s',t',7') is a pair (p, 1)) with ¢ €
S(s,s') and ¢ € T(t,t') and such that y'a(p) = b(1))y. It is part of the
iso-comma square

) (a/b)
1 \
R

which also comprises two evident forgetful functors p, ¢ and a tautological
natural isomorphism 7: ap = bg whose component at the object (s, ¢, ) is
the map . The iso-comma square is the universal (in a strict 2-categorical
sense) such invertible 2-cell sitting over the given cospan.

5.2 Construction (The bicategory Span). There exists a bicategory Span con-
sisting of the following data. Its objects are all the finite groupoids. A 1-cell
H — G'is a ‘span’ in gpd, that is a diagram

Heb s *.q

of functors between finite groupoids. A 2-cell from the span H Lssa
to the span H &5 % Gis the isomorphism class of a diagram in gpd of
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the following form:
b
/ ! x
H B | Aa G

b\ P %
(The orientation of the two 2-cells is merely a matter of convention.) Here,
two such diagrams are isomorphic if there exists a natural isomorphism be-
tween their 1-cell components f which identifies their 2-cells components

« and (. The horizontal composition of spans is defined by constructing an
iso-comma square in the middle:

The horizontal composition of 2-cells, as well as the coherent associativity
and unitality isomorphisms, are all induced by the universal property of iso-
comma squares in a straightforward way. The identity span of G is Idg =
(G = G = G). See [BD20, §5.1] for more details.

In the following, (—) and (—)°P denote, respectively, the operation of
formally reversing the direction of the 2-cells or of the 1-cells in a bicategory.

5.3 Construction (Canonical embeddings). There are two canonical pseudo-
functors (—),: gpd® < Span and (—)*: gpd®® < Span, embedding gpd
inside of Span in a way which is contravariant on 2-cells and on 1-cells,
respectively:

A PR
S e @ s = 5{& &>G
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b

s
VRN b

H s S +— p = H«H%G
7 I

(the above diagrams to be understood in gpd). Thus the embeddings map
functors a: S — G and b: S — H tospansa; = (S = S 5 G) and
b* = (H &8 = S), respectively, and natural isomorphisms a: o' = a
and 5: b = U to the depicted 2-cells. Note that these pseudo-functors are
not strict. Every 1-cell of Span is (isomorphic to) a composite a; o b*, and
similarly, every 2-cell [f, 3, a] is a combination of oy and 5*. See [BD20,
Cons. 5.1.18, Rem. 5.1.19, Prop. 5.1.32] for details.

The key tool for defining the realization pseudo-functor R is the univer-
sal property of its source, the span bicategory:

5.4 Theorem (Universal property of Span). Suppose we are given a bicate-
gory B, two pseudo-functors

Fi:gpd® — B and F*:gpd® — B

and, for every functor u: H — G between finite groupoids, an (internal)
adjunction Fy(u) 4 F*(u) in B, with specified unit and counit. Assume the
following holds:

(a) On objects, Fy and F* coincide: F\(G) = F*(G) for all G.

(b) The adjunctions satisfy base-change, a.k.a. the Beck-Chevalley condi-
tion, for all iso-comma squares (Terminology 5.1). In other words, for
every iso-comma square in gpd as on the left

(afb) L, Flaf) 5
. 2
=

S/ \T
A (27570

p
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the mate constructed on the right is an isomorphism F(q)F*(p) =
F*(b)Fi(a).

(c) Foreach 2-cell a: uw = v in gpd, the 2-cells Fi(«) and F*(«) of B are
each other’s mate under the adjunctions Fy(u) - F*(u) and F(v) -
F*(v) (after a necessary inversion). Similarly, the coherent structure
isomorphisms of Fy and F* are each other’s mates (in the only way
which makes sense).

Then the above data defines a pseudo-functor F : Span — B by the compos-
ite

F(H &S5 Q) = Fa) o F*(b)
for I-cells and by the pasting

F*b Fia

S SN TN
b/ fx FH |rs FS Ur«. FG
Za G = f% Ff ?!f\

, s 4. TS

S NS

for 2-cells. This F is, up to isomorphism, the unique pseudo-functor Span —
B such that F, ~ F o (—)yand F* ~ F o (—)*.

Fa’

gpd® -
(—)!l ~

Span- - - - 3B
o -

gpd°P F*

Proof. This is a special case, and a slight rephrasing which emphasizes
the symmetry of the present situation, of the more general [BD20, Theo-
rem 5.2.1]. Indeed, by hypotheses (a) and (b) we can apply loc. cit. with
G = J = gpd to the pseudo-functor F*. (To be precise, loc. cit. assumes that
the target bicategory is strict, so we should first replace B with a biequiva-
lent 2-category C; this has the effect that we can only obtain an isomorphism
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F* ~ F o (—)* rather than an equality; cf. [BD20, Theorem 5.3.7]). We
thus obtain an extension F : Span — B, constructed as in the theorem with
the only (possible) difference that, in the pasting defining the image of the
2-cell [f, B, a], the 2-cell Fi(a) must be replaced by the mate

Fi(a) == Fi(a)F*(d f)F(df)

ﬂ]—'*a

Fi(a)F*(a)F(d f) == F(d' f) ~ F(a)F(f)

of F*(a). This F is such that 7* ~ F o (—)* and is unique up to an
isomorphism of pseudo-functors for this property. By its construction, it is
uniquely determined (on the nose) by the pseudo-functor F*, the isomor-
phism F* ~ F o (—)*, and by taking mates with respect to the given adjunc-
tions Fi(u) - F*(u) for all u.

It remains to see that we also have F; ~ F o (—);, and that the dif-
ference in the definition of 2-cells is only apparent. These however are
straightforward consequences of the construction of F together with hypoth-
esis (c). O

We next recall our bicategory B of interest and proceed to introduce the
structure needed to apply the universal property of Span.

5.6 Construction (The bicategory Biset). There exists a bicategory Biset con-
sisting of the following data. Its objects are all finite groupoids. A 1-cell
U: H — G (a ‘finite left-G and right-H biset’, or ‘G, H-biset’ for short) is
a functor

U: H® x G — set

taking values in the category of finite sets. A 2-cell ¢: U = V is a natural
transformation U =- V. The horizontal composition of two composable
bisets V: K — H and U: H — G is given by the set-theoretical coend (see
Section 2)

heH
UoV:U®HV:=/ Ulh,—) x V(—,h): KPxG—G.

The identity 1-cell of a groupoid G is its Hom functor Idg = G(—, —): G°Px
G — set. The horizontal composition of 2-cells is induced on the quotient
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sets in the evident way. The coherent associativity and unitality constraints
are the standard (evident) identifications of coends. See e.g. [Bor94, §7.8]
for details.

5.7 Notation. Let u: H — G be any functor of finite groupoids. We will
write
Ra(u)
R*(u)

G(u—,—): H® x G — set
G(—,u—): G® x H — set

for the bisets H — G and G — H obtained by composing u with the Hom
functor of GG in the two possible ways.

5.8 Lemma. The assignments u — Ri(u) and u — R*(u) of Notation 5.7
extend canonically to two pseudo-functors

Ri: gpd®™ — Biset and R*: gpd®® — Biset
both of which act as the identity on objects (finite groupoids).

Proof. Let us specify this structure for R*. By definition, R* sends a group-
oid G to itself and (contravariantly) a functor u: H — G to the biset R*(u) =
G(—,u—): G — H. For a natural transformation a:: v = v, we naturally
define the (covariant!) image R*(a): R*(u) = R*(v) to be the natural iso-
morphism G(—,u—) = G(—,v—) induced by «, by sending an element £
to oo £. The assignment o — R*(«v) defines a functor for each pair (H, G),
as required. The structure isomorphisms of the pseudo-functor are given by
the identity map ung-: Idg+q) = G(—, —) = R*(Id¢) for each G as unitor,
and by the isomorphism fung-

heH

R*(v) o R*(u) = H(h,v—) x G(—,uh) — G(—,uv—) = R*(uow)

induced by composition, [, £, — u(()o&, for any two composable functors
K % H % @ this map is clearly well-defined with inverse given by & —
id, £]. The verification of the coherence axioms is straightforward and left
to the reader.
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Similarly for R,, a 2-cell a: u = v is sent (contravariantly) to the natural
map G(v—,—) = H(u—, —) given by precomposition with «, that is £
€ o a, and the structural isomorphism fung,

Ri(u) o Ry(v) = / G(uh, —) x H(v—,h) — G(uv—, =) = Ry(uov)

is again simply given by composition: [¢, (], — & o u((). O]

5.9 Lemma. For every u: H — G, there is an adjunction R,(u) < R*(u)
in the bicategory Biset, with the natural transformations

Ny Idg = R*(u) o Ry(u) eu: Ri(u) o R*(u) = Idg
¢ — [id, u(Q)] [§',&] — &€
providing the unit and counit, respectively.

Proof. 1t is straightforward to verify that these are well-defined maps satis-
fying the zig-zag equations of an adjunction. For the latter, at each object
(9,h) € G°® x H we may follow an element £ € R*(u)(g,h) = G(g,uh)
through the composite

R*(u) G(g,uh) > §
- ! |
Idy R*(u) H(h, h)xG(g, uh) [id, €]

oid | ! |

R*(u) Ri(u) R*(w) G(uh,uh)xG(uh,uh)xG(g,uh) [id, u(id), &]

aoc | | I

R*(u) Idg G(uh,uh)xG(g,uh) [id, u(id) o ¢]
I~ | |
R*(u) G(g,uh) idowu(id) o £ =

which is thus shown to be the identity map, as required. In the above display,
the middle column shows to which sets belong the representatives of the
coend elements displayed on the right-hand column, before quotienting. The
left and right unitors in Biset are induced by composition of maps, like ¢,
with inverse given by insertion of an identity map.

The verification of the other zig-zag equation is similar. 0
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5.10 Lemma. For the adjunctions R\(u) 4 R*(u) of Lemma 5.9, the mate
of every iso-comma square y as in (5.5) is an invertible 2-cell in Biset.

Proof. This is another direct computation, although rather more involved.
Unfolding the construction of the mate R*(): Ri(q) o R*(p) = R*(b) o
Ri(a), we obtain the following composite natural transformation on the left-
hand side (where, as before, we omit the associativity constraints of Biset):

Rulg) R*(p) T(y,t)x5(s, ) [, 0]
|~ | !
Ri(q) R*(p) 1ds T(y,t)xS(s,x)xS(s,s) [1,0,id]

idoidonu l I

Ri(q) R*(p) R*(a) Ri(a) T(y,t)xS(s,z)xG(as,as)xG(as,as) [r,0,id,id]

ido fungs oid H ~ l I
Ri(q) R*l(lap) Ri(a) T(y,t)x G(as,fx) x G(as, as) [T, a(f), id]
Ri(q) R*(bq) Ri(a) T(y,t)xG(as, bx) x G(as, as) [7,va(o),id]

id o funz;} oid H ~ l
Ri(q) R*(q) R*(b) Ri(a) T(y,t)xT(y,y)x Cj (as, by) x G(as, as) [7,id,va(0),id]

a‘oidoidu

Idr R*(b) Ri(a) T(y,t)x G(as,lby) xG(as,as) [7,va(0),id]
R*(b) Ri(a) G(as,bt)xG(as, as) [b(T)va(o),id]

At each object (s,t) € S°° x T, we can follow the trajectory of an arbitrary
element [, 0]; € (Ri(q) o R*(p))(s,t), as indicated on the right-hand side.
Here (1,0) € T(qi,t) x S(s,pi) for some object i = (z,y,7: a(z) —
b(y)) € (a/b), so that p(i) = z and ¢(i) = y. The structural isomorphism
fung~ and its inverse are as in the proof of Lemma 5.8 (again, given by
composition and insertion of an identity).

It remains to see that the resulting map above

1€(a/b) geG
/ T(qi,t) x S(s,pi) — / Glg,bt) x Glas,g)

[1,0]; — [b(T)ya(o), id]as
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is a bijection.

It is injective, because if [7/, o']; (for some i' = (2/,y,~")) is such that
we have [b(7")y'a(0’),id] = [b(7)va(o),id] in the target coend, then (using
that G is a groupoid) there exists a ¢: as — as’ in G such that b(7')y'a(o’) o
¢ = b(1)ya(o) and ¢ o id,s = id,s, and therefore

b(7)v'al0’) = b(r)ya(o).

The latter condition states precisely that the pair (7'7'7,0’0c™!) € T(y,y’) x
S(x,z') defines a map i — 4’ in a/b, showing that 7, o]; = [7/,0’]s in the
source coend.

To see the map is surjective, let ((,&) € G(g,bt) x G(as, g) represent
an arbitrary element of the target coend. Then ¢ := (s,t,(£: as — bt) is an
object of a/b and [id, id]; is an element of the source coend whose image is

[Céa id]as = [C? 5]9 D

5.11 Lemma. Consider the pseudo-functors R, and R* of Lemma 5.8. Their
2-cell images, as well as their structural isomorphisms, are mates under the
adjunctions of Lemma 5.9 (after inverting).

Proof. Once again, a direct inspection of all definitions yields the result.
Explicitly, for every 2-cell a: u = v: H — G in gpd we must verify that
the left-hand side composite natural transformation R*(u) = R*(v)

R*(u) G(g,uh) £

: l 1
Idy R*(u) H(h,h)xG(g,uh) lid, ]
o | 1

R*(v) R!H(U) R*(u) G(vh,vh) x G(vf, vh)xG(g,uh) lid, iId, €]
id o Ry (a) 0id —oan
R*(v) Ri(u) R*(u) G(vh,vh) x G(uh,vh) x G(g, uh) lid, %h,ﬂ

aoc | |

R*(v) ldg G(vh, vh) x G(g, vh) lid, aé]
= l |
R*(v) G(g,vh) ang
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is equal to R*(«x). For every object (g, h) € G° x H, we can follow the fate
of (a representative of) an element £ € G(g,uh) as on the right-hand side,
and the resulting map £ — ¢ is indeed the component of F*(«) at (g, h),
as defined.

Moreover, for any composable K % H % G we must verify that the
following composite R*(uv) = R*(v) o R*(u) is the inverse funz! of the
structure isomorphism of the pseudo-functor R*:

R*(uv) £
=| |
Idg R*(uv) lid, ]
noidu I
R*(v) Ri(v) R*(uv) [id,ild,f]
R*(v) Idy ﬁ!(v) R*(uv) [id, idI,id,f]
R*(v) R*(u) Ruhu) Ri(v) R*(uv) [id, id,iId7 id, ¢]
R*(v) R*(u) Ri(uv) R*(uwv) [id, id,id o id, £]
idoau I
R*(v) R*(u) Idg lid,id,id o ]
~| l
R*(v) R*(u) id o id, ¢]

At any (g,k) € G°° x K, this amounts to inserting a number of identity
maps and composing twice, as indicated in the right-hand colunn, and the
resulting map & — [id, £] is indeed the inverse of funyg,, as we have seen.

A similar verification, amounting to the counit ¢: R,(Idg) o R*(Idg) =
Ids and the left unitor in Biset agreeing, shows that the unitors of R, and R*
are mates. 0

Proof of Theorem 1.1. Apply Theorem 5.4 to the bicategory of bisets, B :=
Biset, the pseudo-functors F, := R, and F* := R* of Lemma 5.8, and the
adjunctions of Lemma 5.9. The hypotheses (a), (b) and (c) of the theorem
are satisfied by definition, by Lemma 5.10, and by Lemma 5.11 respectively.
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It remains to prove the ‘moreover’ part. Let U: H°® x G — set be
any biset. Then we can construct a span S(U) = (H <~ S(U) & G) and
an isomorphism RS(U) ~ U of bisets, as follows (cf. e.g. [Bén00, §6.4]).
The groupoid S(U) has object-set Obj S(U) = [}, pyemorxc U (R, 9), and a
morphism from « € U(h,g) to 2’ € U(R',¢’) is a pair (8,a) € H(h,h') x
G(g,4’) such that U(id, o) (z) = U(pB,id)(z’), with composition induced
from H and G. The functors ¢: S(U) — H and p: S(U) — G map an
objectz € U(h,g) C ObjS(U) toits ‘source’ h and ‘target’ g, respectively,
and a morphism (3, «) to 5 and . The component at (h,g) € H? x G of
the natural isomorphism RS(U) = U is the evaluation map

zeS(U)
(Ri(p) @0y R*(@)) (B g) = / Glpr, g) x H(h,qz) =5 Uh, )

sending [, 8], — U(B, «)(x), which is easily seen to be bijective and natu-
ral. ]

6. Application: biset functors vs global Mackey functors

In this section we derive Corollary 1.6 from our previous results. There is not
much left for us to do, in fact, besides recalling a few more details and putting
everything together. As before, fix a commutative ring k of coefficients.

6.1 Terminology. Let B be any bicategory. Its I-truncation or classifying
category 718 is the (ordinary) category with the same objects as B and with
morphisms the isomorphism classes of 1-morphisms of B. Any pseudo-
functor F: B — B’ induces a functor 71.F: 78 — 718 in the evident way,
by sending a class [f] to [F f].

6.2 Terminology. A category is semi-additive if it is enriched over commu-
tative monoids (i.e. every Hom set is equipped with an associative unital
sum operation for which composition is bilinear) and if it admits arbitrary
finite direct sums (a.k.a. biproducts) X; @ - - - & X, of its objects, including
a zero object (empty direct sum) 0. If C is any semi-additive category, we
may construct a k-linear additive category kC, its k-linearization, with the
same objects and with Hom k-modules given by first group-completing the
monoid and then extending scalars: kC(X,Y) := k®z Ko(C(X,Y')). There
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is an evident functor C — kC which is initial among functors to k-linear
additive categories. See e.g. [BD20, App. A.6].

6.3 Example. Similarly to Span, one may consider B = Span(G-set), the
bicategory of finite GG-sets, spans of maps in GG-set, composed by taking pull-
backs, and morphisms of spans. Its 1-truncation 7Span(G-set) is a well-
known semi-additive category, which already appeared as “Sp(G)” in the
proof of Lemma 4.6; the k-linearization of the latter is the category Sp, (G)
of Recollection 4.1. Next, we apply the same constructions to spans and
bisets of groupoids.

6.4 Lemma. Consider the bicategories Span and Biset of Constructions 5.2
and 5.6. The disjoint sums of groupoids induce on their 1-truncations 7,Span
and 1, Biset the structure of semi-additive categories (Terminology 6.2).

a/

Proof. The sum of any two (parallel) spans HL S S GandH 5 % G

is given by the span H <— S I_IS’ G and the zero spanby H <+ () — G.
For bisets, the sum of U, V: H°® x G — set is the object-wise coproduct
U UV, and the zero biset is the constant functor ): H°? x G — set. The
zero object is given in both cases by the empty groupoid, 0 = (). The direct
sum of two groupoids 1, G5 is given in Span and Biset, respectively (and
with notations as in Section 5) by

1)~ ( Ry(i1)
Gl Gl L G2 GQ and Gl : Gl L GQ Gg (65)

(11) (zz) R*(41) R* (12

i.e. by the canonical covariant and contravariant images of the two inclusions
11: G1 — G1 UGy < G4 iy in gpd. All verifications are straightforward.
(In fact, even before 1-truncating, (6.5) are direct sums in the bicate-
gorical sense; and the sum of 1-morphisms is actually a categorical direct
sum, so that the Hom categories are themselves semi-additive; cf. [BD20,
App. A.7] and [Del19, Prop. 3.15].) See [Hug19, § 4.3] for more details. [

6.6 Notation. As in the introduction, we write
Spy := k71 (Span) and  Bisy := kry(Biset)

for the k-linearization (Terminology 6.2) of the 1-truncation (Terminology 6.1)
of the bicategories of spans and bisets. The former makes sense by Lemma 6.4.
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Then
M :=RepSp, and F := RepBisg

are, respectively, the category of global Mackey functors and of biset func-
tors.

6.7 Lemma. Both Sp, and Bisy are rigid k-linear tensor categories, with
tensor products of objects and maps induced by the Cartesian product of
groupoids. In particular, we may equip M and F with the associated Day
convolutions.

Proof. The tensor product of two spans H Ls Y Gand H E 8% s

HxHEY x5 2% axq@

and the tensor product of two bisets U : H®P xG — setand U’: HP xG" —
set is

(H x H) x (G x G") ~ (HP x G) x (H" x G") LY set .
In both cases the unit object is the trivial group 1. The rest is similarly
straightforward. Again, consult [Hug19, §4.3] for details if necessary.! ]

6.8 Remark. The usual definition of the category of biset functors does not
mention groupoids, only groups; cf. [BoulO]. More precisely, loc. cit. de-
fines F := Rep Bisk(grp), where Bisk(grp) C Bisy is the full subcategory
whose objects are groups. However, the latter inclusion functor is easily seen
to be the additive hull of Bisy(grp) and therefore it induces an equivalence
Rep Bis, — Rep Bisy(grp) of functor categories, whence the agreement of
the two definitions of biset functors (cf. [Del19, Rem. 6.5]). The Day con-
volution of biset functors and of global Mackey functors are studied, respec-
tively, in [Boul0, Ch. 8] and [Nak16a].

6.9 Lemma. The pseudo-functor R: Span — Biset of Theorem 1.1 induces
an essentially surjective, full k-linear tensor functor kTR : Sp, — Bisy.

' And again, both rigid tensor structures should be mere shadows of rigid tensor struc-
tures on the bicategories Span and Biset, in a suitable sense, but we have not pursued this.
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Proof. It is immediate from (6.5) that the induced functor 7R : 7;Span —
71Biset is additive, i.e. preserves direct sums of objects and therefore also
the addition of maps (cf. [BD20, Rem. A.6.7] if necessary). In particular,
it extends uniquely to a k-linear functor k7R between the k-linearizations.
This is obviously surjective on objects, and it is full by the ‘moreover’ part
of Theorem 1.1.

It remains to see that k7R is symmetric monoidal. Indeed it is strictly
so through the identity maps 1 = 1 = R(1) and R(G) @ R(G") = G x G’ =
R(G ® G'), because there are easily-guessed isomorphisms of bisets (cf.
[Hugl9, Lem.4.3.11])

R(ab*) @ R(ab™) — R(amb* @ ajb’™)
showing that the functors ® o (k73R x kmyR) and kmyR o ® are equal. [

Proof of Corollary 1.6. By Lemmas 6.7 and 6.9, the categories C := Sp
and D := Bisy and the functor F' := kryR: C — D satisfy all the hypothe-
ses of Theorem 1.4. This proves most of the claims of the corollary.

It remains to show that a global Mackey functor is (isomorphic to the
restriction of) a biset functor if and only if it satisfies the deflative rela-
tion, defg /N © infg IN = idas(a/n), whenever N is a normal subgroup of
a group G. Here, for the sake of familiarity, we have used the classical nota-
tions def; y = M (|G = G — G/N]) and infg,y = M([G/N + G = G])
for the deflation and inflation maps of a functor M € M, where G — G /N
is the quotient map.

Equivalently, we must show that the kernel of the realization functor
F = km'R is generated, as a k-linear categorical ideal of Sp,, by the corre-
sponding differences of spans, i.e. (after computing the obvious iso-comma
square up to equivalence) by

|G/N < G - G/N]—|G/N =G/N =G/N] foral N QG.

While it is easy to see that these elements belong to the kernel (just com-
pute R([G/N + G — G/N]) ~ G/N(—, —)), it is a priori not obvious to
show that they generate it. This can be achieved by comparing two explicit
presentations of Sp, and Bisy, as done in the proof of [Del19, Thm. 6.9], to
which we refer. Alternatively, one may consult the — possibly less transpar-
ent but ultimately equivalent — calculations in [Ganl3, App. A] or [Nak16b,
§6]. O
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6.10 Remark. Not every global Mackey functor satisfies the deflative rela-
tions, for instance the tensor unit 1 = Sp, (1, —) does not; see [Nakl16b,
§5.4]. As deflative Mackey functors form a tensor ideal, if the unit were
deflative so would everyone.
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1. Etudes et théses

Christian Lair est né le 31 juillet 1945 a Wissignicourt (Aisne). Apres
des études secondaires au lycée Paul Langevin de Suresnes, il est rentré
en classes de Math.Sup. et Math.Spé. au Lycée Saint-Louis de 1963 a
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1965. 11 a été étudiant a la faculté des
sciences a Jussieu (université de Paris)
en 1965, ou, des 1969 il est devenu
I’un des assistants de Charles Ehres-
mann.

En 1970 il a soutenu a Paris une these
de 3¢me cycle intitulée Construction d’es-
quisses. Transformations naturelles géné-
ralisées [1].

Il a obtenu le doctorat d’Etat es-sciences
mathmatiques en 1977, le 30 juin, a
I’Université de Picardie (aujourd’hui Uni-
versité de Picardie Jules Verne), avec
une these intitulée L’esquissabilité des
structures algébriques, constituée d’une
série d’articles, ici en références de [5] a
[18], formant un texte de 460 pages. Le
jury de cette these était composé de : Andrée Ehresmann, Charles Ehres-
mann, Jean Bénabou, Luc Boasson, Jacques Dixmier, Gregory Max Kelly.
Il a fait toute sa carriere, d’enseignant et de chercheur, a I'université Paris
7 Denis Diderot, ou, comme conférencier ou comme organisateur, il a par-
ticipé a la tenue de nombreux séminaires. Il a pris sa retraite en 2010. II est
décédé le 25 septembre 2020 a Nanterre.

FIGURE 1: Christian Lair, a Jussieu,
dans la salle des profs du DAEU, en 2007

2. Relations et influences

Christian Lair a tenu dans la communauté catégoricienne en France un
role important, comme le montre immédiatement les relations et influences
que I’on peut relever a travers sa bibliographie donnée ici de [1] a [66]. 11
a environ 63 publications ou pré-publications, dont 23 articles en collabora-
tions avec les mathématiciens suivants : Francois Foltz [11], [12], [18], [23],
René Guitart [24], [25], [27], [28], Max Kelly [23], Laurent Coppey [32],
[33], [39], [43], Claude Henry [60], [63], Dominique Duval [48], [40], [S0]-
[53], [46]-[48], [56]-[58], [61], Jean-Claude Reynaud [57], [61], Catherine
Oriat [57], Hélene Kirchner [58], Jean-Guillaume Dumas [61].

Son influence s’est développée a travers les directions de travaux qu’il
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a entreprises. Il a été directeur de 5 theses, celles de Claude Henry (Sur
quelques problemes de plongement en algebre, 1983), Frangois Mouen (Sur
la caractérisation sémantique des catégories de structures, 1984), André Silga
(Sur les produits tensoriels extérieurs de structures algébriques, 1986), Mo-
nique Mathieu (Extensions de théories de Lawvere,1991), Florence Cury (La
suffisante complétude connexe, 1997, these soutenue a titre posthume). On
peut trouver ces theses sur le sitte NUMDAM dans la revue Diagrammes,
dont Christian Lair était I’un des co-fondateurs et co-directeurs.

Christian Lair a aussi collaboré a 4 autres theses :

Il a travaillé a propos de sa these de 3eme cycle avec Florence Cury
(Graphes multiplicatifs enrichis, 1976). Il a en 1987 dirigé le mémoire de
DEA de Pierre Ageron et Christian Even, puis a assuré la direction effective
de la these d’Ageron (Structure des logiques et logique des structures. Lo-
giques, catégorie, esquisses,1991), dont le directeur officiel était Jean-Yves
Girard. Apres la soutenance, Lair et Ageron ont poursuivi pendant plusieurs
années une collaboration qui a résulté en une série d’articles rédigés et signés
soit par I’un, soit par I’autre, dont plusieurs dans la revue Diagrammes.

Plus récemment, il a aussi collaboré pour leurs theses, et certainement
orienté celles-ci, avec Jean-Pierre Laffineur (Esquisses et difféologies, 2018)
et avec Alain Molinier (Théories du premier ordre vs esquisses d’Ehres-
mann, 2019).

Quand on regarde I’ensemble des travaux ci-dessus évoqués, on constate
qu’ils portent tous, comme déja les travaux de Christian au moment de ses
theses en 1970 et en 1977, sur la théorie des esquisses, son développement,
ses applications.

Nous allons en évoquer la nature maintenant, mais aussi nous renvoyons
aux conférences que Christian a enregistrées [65] [66]. On y appréciera la
clarté de I’exposition. On devra aussi se reporter en complément immédiat
aux theses dont il s’est occupé — indiquées ci-dessus.

3. La problématique des esquisses

Au départ il y a la notion d’esquisse introduite par Ehresmann, a savoir
un 0 = (C,P,Z) ou C est une catégorie (ou un graphe multiplicatif) munie
de la donnée d’une petite famille P de petits cones projectifs p, et d’une
petite famille 7 de petits cones inductifs 7. On appelle réalisation ou modele
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de o un foncteur M : C — K tel que pour tout p € P, Mp soit un cdne
limite projective, et, pour tout ¢ € Z, M+ soit un cone limite inductive. Les
morphismes entre modeles M et N sont les transformations naturelles ¢ :
M = N. On désigne par Mod(c) = M la catégorie de ces modeles quand
KC = Ens, catégorie qui est dite esquissée par o. Si de plus on dispose d’une
réalisation d’une esquisse o vers une esquisse ¢, soit un foncteur R : C — C’
envoyant les éléments de P dans P’, et ceux de Z dans 7, le foncteur

Mod(R) : Mod(o’) — Mod(co) : M" — M'o R

est dit esquissé par R.

Alors pour un “amateur d’esquisses” plusieurs problématiques interagis-
sent, suivant deux directions.

La problématique fondamentale ou "méthode” est de chercher systéma-
tiquement a rapporter les propriétés syntaxiques de o ou de R, aux propriétés
sémantiques de Mod (o) ou de Mod(R), er réciproquement.

Pour ce faire il faudra déployer la théorie des esquisses pour elle-méme,
avec pour clé la question des existences de limites et de colimites, et des pro-
priétés de commutations de ces limites entre elles ; et, partant, des théoremes
de complétions ou d’existence de structures libres.

Nous déclinerons ces deux directions en quelques problemes, et sans te-
nir compte ici des travaux sur ces questions d’autres chercheurs, nous poin-
tons dans la bibliographie de Christian Lair quelques articles y répondant.

1. Bien entendu, si une catégorie M est esquissable, elle peut I’étre
de plusieurs facons, et nous avons un probleme a la Morita : étant
données deux esquisses o et o', trouver des conditions syntaxiques
suffisantes pour que Mod(o) ~ Mod(¢”). En particulier, étant donnée
o esquissant M, trouver ¢’ esquissant aussi M, mais meilleure, par
exemple minimale, ou comportant des symétries dans M : [7], [13],
[14], [15].

2. Esquisser des “constructeurs syntaxiques” permettant par extension
d’obtenir des constructeurs dans M, par exemple des produits tenso-
riels : [11], [12], [18], ou les produits tensoriels sont “esquissés”, et
encore : [23].

3. Modifier une esquisse pour assouplir ou démultiplier les spécifications
des objets, qui sont alors changées, ce qui donne lieu a une nouvelle
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11.

12.

catégorie de modeles : [6], [16]. Egalement, notamment dans 1’étude
des structures non-algébriques, modifier les notions de morphismes
sans pour autant changer les objets, autrement dit il faut pouvoir es-
quisser indépendamment les objets et les esquisses : [25].

Pour un foncteur esquissé U = Mod(R) : Mod(¢’) — Mod(o)
déterminer si ce foncteur admet un adjoint L, un co-adjoint R : [19],
s’il est triplable (monadique) : [20], [33].

. Etant donné un foncteur esquissé U ayant un adjoint L, et M un

objet de Mod(o), déterminer des conditions syntaxiques pour que le
morphisme universel 7y, : M — UL(M) soit un monomorphisme
(probleme dit de plongement) : [21], [22].

. Construire un substitut a 1’adjoint qu’un foncteur esquissé n’a pas

en général (construction dite des diagrammes localement libres ou
DLL) : [24], [27].

. Préciser, par rapport aux descriptions logiques usuelles par formules

du 1°" ordre, quels types de théories sont esquissables : [28].

. Caractériser completement d’un point de vue sémantique les catégories

esquissables (notion de catégorie modelable ou accessible) : [36].

. Généraliser les esquisses : [38], [41], [42].
10.

Pour les différentes catégories esquissables, c’est-a-dire accessibles
d’apres [36], préciser la correspondance entre propriétés de 1I’esquisse
et propriétés de la catégorie des modeles : [44] a [47].

Donner des principes de combinaisons de catégories esquissables :
[60], [63].

Expliquer I’utilité des esquisses pour la spécification de données en
théorie de la programmation : [48], [50] a [53], [56] a [58], [61].
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