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GEOMETRIE DIFFERENTIELLE CATEGORIQUES

STRUCTURES DE CATEGORIE DE MODELES
A LA THOMAS ON SUR LA CATEGORIE

DES 2-CATEGORIES STRICTES
par Dimitri AR A

Résumé. Dans son article Théories homotopiques des 2-catégories, Jonathan
Chiche étudie les théories homotopiques sur 2-Cat, la catégorie des petites
2-catégories strictes, données par des classes d’équivalences faibles qu’il ap-
pelle localisateurs fondamentaux de 2-Cat. Ces localisateurs fondamentaux
de 2-Cat sont une généralisation 2-catégorique de la notion de localisateur
fondamental dégagée par Grothendieck dans Pursuing stacks. Dans ce texte,
nous déduisons des résultats de Jonathan Chiche et de résultats que nous
avons obtenus en collaboration avec Georges Maltsiniotis 1’existence, pour
essentiellement tout localisateur fondamental W de 2-Cat, d’une structure de
catégorie de modeles a la Thomason sur 2-Cat dont les équivalences faibles
sont les éléments de VV. Nous démontrons que les structures de catégorie de
modeles ainsi obtenues modélisent exactement les localisations de Bousfield
a gauche combinatoires de la théorie de I’homotopie classique des ensembles
simpliciaux.

Abstract. In his paper Théories homotopiques des 2-catégories, Jonathan
Chiche studies homotopy theories on 2-Cat, the category of small strict
2-categories, given by classes of weak equivalences which he calls basic lo-
calizers of 2-Cat. These basic localizers of 2-Cat are a 2-categorical general-
ization of the notion of a basic localizer introduced by Grothendieck in Pur-
suing stacks. In this paper, we deduce from the results of Jonathan Chiche
and results we have obtained with Georges Maltsiniotis that for essentially
every basic localizer W of 2-Cat, there exists a model category structure a la
Thomason on 2-Cat whose weak equivalences are given by VV. We show that
these model category structures model exactly combinatorial left Bousfield
localization of the classical homotopy theory of simplicial sets.

Keywords. 2-categories, basic localizers, model categories, simplicial sets,
Thomason model structures
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Introduction

Ce texte a été initialement écrit comme un appendice a I’article Théories
homotopiques des 2-catégories [4] de Jonathan Chiche. Sur une suggestion
du rapporteur, il a été promu en un article indépendant. Ainsi, méme si notre
texte se veut auto-contenu, nous encourageons le lecteur a lire op. cit., et
notamment son introduction, avant le présent article.

Rappelons le contexte dans lequel se place [4]. La topologie algébrique
moderne tend a remplacer les espaces topologiques par les objets plus com-
binatoires que sont les ensembles simpliciaux. Dans Pursuing stacks [9],
Grothendieck propose d’aller plus loin et de fonder la théorie de I’homoto-
pie sur la notion de petite catégorie. Il s’agit en quelque sorte de remonter
d’un cran supplémentaire dans la chaine de foncteurs

cat Y A L Top,

ou N est le foncteur nerf des petites catégories vers les ensembles simpli-
ciaux et | | est le foncteur de réalisation topologique. Cela est licite en vertu
d’un résultat de Quillen : si on note W la classe des foncteurs dont le nerf
est une équivalence d’homotopie faible simpliciale, alors le foncteur nerf
induit une équivalence de catégories

-~

Ho(Cat) — Ho(A)

entre la catégorie Cat localisée en WL et la catégorie homotopique usuelle
des ensembles simpliciaux. Grothendieck étudie donc Cat munie de la
classe W .11 se rend compte que les résultats qu’il obtient ne dépendent que
de quelques propriétés de la classe WL . 1l appelle localisateur fondamental
toute classe de foncteurs qui vérifie ces propriétés et continue son étude de
la théorie de I’homotopie de Cat dans ce cadre axiomatique. Il conjecture
que WY est le plus petit localisateur fondamental. Cette conjecture est dé-
montrée par Cisinski dans [6]. La théorie de I’homotopie de Grothendieck
est exposée dans [13].

Dans [4] (et dans sa these [3]), Jonathan Chiche pose les premieres bases
d’une théorie de I’homotopie a la Grothendieck de 2-Cat, la catégorie des
petites 2-catégories strictes. Notons W2 la classe des 2-foncteurs envoyés
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sur une équivalence d’homotopie faible simpliciale par n’importe quel fonc-
teur nerf raisonnable, disons le nerf géométrique N, : 2-Cat — A pour
fixer les idées. Jonathan Chiche montre dans [4] (le résultat apparait en fait
déja sous une forme moins générale dans [5]) que le foncteur V5 induit une
équivalence de catégories

-~

Ho(2-Cat) — Ho(A),

ot Ho(2-Cat) désigne la catégorie 2-Cat localisée en W2 . 11 définit par
ailleurs une notion de localisateur fondamental de 2-Cat, analogue 2-catégo-
rique de la notion de localisateur fondamental de Grothendieck. Il exhibe
une bijection entre les localisateurs fondamentaux de Cat et de 2-Cat com-
patible a la localisation. Il utilise cette bijection et le résultat de minimalité
de Cisinski pour montrer que W2 est le localisateur fondamental de 2-Cat
minimal.

Dans une direction complémentaire a 1’approche de Grothendieck,
Thomason a démontré dans [16] I’existence d’une structure de catégorie de
modeles sur Cat dont les équivalences faibles sont les éléments de WL . 11
résulte du théoreme de Quillen cité plus haut que cette catégorie de modeles
est équivalente, au sens de Quillen, avec la structure de catégorie de modeles
classique sur les ensembles simpliciaux.

La synthese de ces travaux de Grothendieck et de Thomason a été effec-
tué par Cisinski dans son livre [7]. Celui-ci démontre que pour tout locali-
sateur fondamental WV de Cat satisfaisant a une hypothese ensembliste ano-
dine, il existe une structure de catégorie de modeles a la Thomason sur Cat
dont les équivalences faibles sont les éléments de V. Il démontre de plus
que les structures de catégorie de modeles ainsi obtenues sur Cat modélisent
exactement les localisations de Bousfield a gauche combinatoires de la struc-
ture de catégorie de modeles classique sur les ensembles simpliciaux.

La généralisation 2-catégorique du théoreme de Thomason a été obte-
nue par I'auteur de ce texte et Georges Maltsiniotis dans [2]. Plus préci-
sément, nous y démontrons 1’existence d’une structure de catégorie de mo-
deles a la Thomason sur 2-Cat dont les équivalences faibles sont les éléments
de W2.. De plus, nous déduisons d’un résultat de Jonathan Chiche déja cité
que cette structure est équivalente, au sens de Quillen, avec la structure de
catégorie de modeles classique sur les ensembles simpliciaux. Il est a noter
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que le texte antérieur [17] traite également la question d’une généralisation
2-catégorique du théoreme de Thomason mais qu’il contient de sérieuses
erreurs (voir I’introduction de [2] pour plus de détails).

Le but du présent texte est de démontrer 1’analogue 2-catégorique du
théoreme de Cisinski sur les structures a la Thomason, généralisant ainsi
les résultats de [2] sur la structure a la Thomason 2-catégorique a un locali-
sateur fondamental de 2-Cat essentiellement quelconque. Plus précisément,
nous montrons 1’existence, pour tout localisateur fondamental W de 2-Cat
satisfaisant a une hypothese ensembliste anodine, d’une structure de catégo-
rie de modeles a la Thomason sur 2-Cat dont les équivalences faibles sont
les éléments de V. On obtient ainsi une famille de structures de catégorie
de modeles a la Thomason sur 2-Cat modélisant exactement les localisa-
tions de Bousfield a gauche combinatoires de la structure de catégorie de
modeles classique sur les ensembles simpliciaux. Nous donnons par ailleurs
des conditions sur un localisateur fondamental de 2-Cat pour que la struc-
ture a la Thomason associée, qui est toujours propre a gauche, soit propre a
droite.

Les ingrédients utilisés dans cet article sont de trois types. En plus des
résultats de [2], et en particulier I’existence d’une structure de catégorie de
modeles a la Thomason 2-catégorique pour W2 , les résultats présentés ici
dépendent de maniere cruciale de la minimalité du localisateur fondamen-
tal Wozo de 2-Cat, obtenue dans [4] (théoréeme 6.37). Cette minimalité résulte
du résultat analogue pour les localisateurs fondamentaux de Cat, démontré
par Cisinski dans [6], et d’une bijection entre les localisateurs fondamentaux
de 2-Cat et les localisateurs fondamentaux de Cat (théoreme 6.33 de [4]),
bijection qui joue également un role important dans ce texte. Enfin, nos
preuves dépendent de maniere essentielle de plusieurs résultats obtenus par
Cisinski dans son livre [7], et en particulier de la bijection entre les locali-
sateurs fondamentaux de Cat et les « A-localisateurs test » (théoreme 4.2.15
de op. cit.).

Notations et terminologie. Nous nous écarterons peu des notations et du
vocabulaire de [4]. On notera Cat la catégorie des petites catégories et 2-Cat
la catégorie des petites 2-catégories strictes et des 2-foncteurs stricts. On
supprimera systématiquement 1’adjectif « strict », les bicatégories ne jouant
aucun role dans ce texte, et les 2-foncteurs lax ou oplax ne jouant qu’un
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rOle caché. La catégorie des préfaisceaux sur une petite catégorie A sera
notée A. On notera A la catégorie des simplexes et en particulier A la caté-
gorie des ensembles simpliciaux. On notera IV le foncteur nerf Cat — A et
ia : A — Cat le foncteur associant a un ensemble simplicial sa catégorie des
éléments. La catégorie des foncteurs d’une catégorie C vers une catégorie D
sera notée Hom(C, D). On notera A, la catégorie correspondant a I’ensemble
ordonné {0 < 1}. On s’écartera légerement des notations de [4] en notant
Ny @ 2-Cat — A le foncteur nerf géométrique qui y est noté N ,. Enfin,
si I est une classe de fleches d’une catégorie C, on notera [(I) (resp. 7(I))
la classe des fleches de C ayant la propriété de relévement a gauche (resp. a
droite) par rapport a .

1. Rappels sur les localisateurs fondamentaux

Dans cette section, on rappelle brievement la définition des localisateurs
fondamentaux, introduits par Grothendieck dans [9], et de leur généralisation
2-catégorique, introduite par Chiche dans [4]. Nous renvoyons le lecteur a ce
dernier texte ou a la these [3] de Chiche pour plus de détails et références sur
les localisateurs fondamentaux.

Définition 1.1. Soit W une classe de fleches d’une catégorie C. On dit que
W est faiblement saturée si elle satisfait aux conditions suivantes :
(FS1) les identités des objets de C sont dans W ;
(FS2) laclasse WV satisfait a la propriété du 2 sur 3 ;
(FS3) toute fleche ¢ de C admettant une rétraction r telle que r: soit dans
W est elle-méme dans WV.

Remarque 1.2. La condition de faible saturation est une forme faible de la
notion de catégorie homotopique au sens de Dwyer, Hirschhorn, Kan et
Smith [8]. Plus précisément, si (C, V) est une catégorie homotopique au
sens de op. cit., alors la classe WV de fleches de C est faiblement saturée.

1.3. Siu: A — B est un foncteur et b est un objet de B, on notera A/b la
catégorie « comma », parfois notée u | b, dont les objets sont les couples
(a, f : u(a) — b), ol a est un objet de A et f une fleche de B, et dont les
fleches sont les morphismes de A faisant commuter les triangles évidents.
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On vérifie immédiatement que si

A\?B

est un triangle commutatif de Cat, alors pour tout objet ¢ de C, le foncteur u
induit un foncteur u/c : A/c — B/c donné sur les objets par

(a, ) = (u(a), f).

Définition 1.4 (Grothendieck). Un localisateur fondamental de Cat est une
classe WV de foncteurs satisfaisant aux conditions suivantes :
(LF1) la classe WV de fleches de Cat est faiblement saturée ;
(LF2) pour toute petite catégoric A admettant un objet final, 1’'unique
foncteur A — e, ou e est la catégorie finale, est dans W ;
(LF3) pour tout triangle commutatif

A\?B

dans Cat, si pour tout objet ¢ de C' le foncteur u/c appartient a WV,
alors le foncteur v appartient a V.

Exemples 1.5. L’exemple paradigmatique de localisateur fondamental de Cat
est la classe des foncteurs dont le nerf est une équivalence d’homotopie faible
simpliciale.

Plus généralement, si VV est la classe des équivalences faibles d’une lo-
calisation de Bousfield a gauche de la structure de catégorie de modeles clas-
sique sur les ensembles simpliciaux, alors la classe des foncteurs dont le nerf
est dans VWV est un localisateur fondamental de Cat. (Et par le théoreme 2.5,
di a Cisinski, on obtient ainsi tous les localisateurs fondamentaux de Cat, a
des restrictions ensemblistes pres.)

Passons maintenant a la généralisation 2-catégorique de la notion de lo-
calisateur fondamental de Cat.

1.6. Siu: A — B estun 2-foncteur et b est un objet de B, on notera A/b la
catégorie « comma » 2-catégorique définie de la maniere suivante :
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— les objets sont les couples (a, f : u(a) — b), ol a est un objet de A et
f une 1-fleche de B ;

— i (a, f) et (da’, f') sont deux objets, les 1-fleches de source (a, f) et de
but (o, f') sont les couples (g : a — a', = f'u(g) — f), ol g est une
1-fleche de A et a une 2-fleche de B ;

— si(g,a)et (g, a’) sontdeux 1-fleches de source (a, f) etdebut (a’, f'),
les 2-fleches de (g, o) vers (¢, o) sont les 2-fleches 3 : g — ¢’ de A
telles que

oo (f xu(f)) =a,
les compositions et identités étant définies de la maniere évidente. Cette caté-
gorie est notée A//"b dans [4], I’indice ¢, pour « colax », indiquant 1’orien-
tation des 2-fleches de B apparaissant dans la définition des 1-fleches. On
renvoie a la section 3 de op. cit. pour plus de détails. On vérifie, comme dans
le cas catégorique, que si
A—"—B

N7

est un triangle commutatif de 2-Cat et c est un objet de C, alors le 2-fonc-
teur v induit un 2-foncteur u/c : A/c — B/c.

On dira, suivant [4], qu’un objet z d’une 2-catégorie A admet un objet
final si pour tout objet a de A, la catégorie Hom 4 (a, z) des fleches de a vers z
admet un objet final.

Définition 1.7 (Chiche). Un localisateur fondamental de 2-Cat est une
classe W de 2-foncteurs satisfaisant aux conditions suivantes :
(LF51) laclasse W de fleches de 2-Cat est faiblement saturée ;
(LF52) pour toute petite 2-catégorie admettant un objet admettant un ob-
jet final, I’'unique foncteur A — e, ou e est la 2-catégorie finale,
estdans W,
(LF53) pour tout triangle commutatif

A———B

NS
C

dans 2-Cat, si pour tout objet ¢ de C' le 2-foncteur u/c appartient
a W, alors le 2-foncteur u appartient a W.
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1.8. Pour donner des exemples de localisateurs fondamentaux de 2-Cat, nous
aurons besoin d’un foncteur nerf 2-catégorique. Dans ce texte, nous privilé-
gierons le nerf géométrique Ny : 2-Cat — A. Rappelons brievement sa
définition. Si C' est une 2-catégorie, les n-simplexes de N»(C') sont donnés
par les 2-foncteurs Avn — C, ou ANn est la 2-catégorie définie de la maniere
suivante :

— ses objets sont les entiers 0, 1, ..., n;
— si ¢ et j sont deux objets, la catégorie des fleches de ¢ vers j est don-
née par I’ensemble des sous-ensembles de {i, ..., j} contenant i et j,

ordonné par 1’ordre opposé a I’inclusion,
les compositions et identités étant définies de la maniere évidente.

Exemples 1.9. Les exemples 1.5 de localisateurs fondamentaux de Cat se
généralisent en des exemples de localisateurs fondamentaux de 2-Cat en
remplacgant le nerf usuel par le nerf géométrique. De fait, en vertu du théo-
reme 2.6, dii a Chiche, les localisateurs fondamentaux de Cat sont en bijec-
tion canonique avec les localisateurs fondamentaux de 2-Cat.

Définition 1.10. Si W est un localisateur fondamental de Cat ou de 2-Cat,
on appellera W-équivalences ses éléments.

2. Localisateurs et accessibilité

Le but de ce texte est d’associer a tout localisateur fondamental VW
de 2-Cat « accessible au sens de Cisinski » une structure de catégorie de
modeles sur 2-Cat dont les équivalences faibles sont les éléments de W.
Commencons par définir cette notion d’accessibilité.

Définition 2.1. Si S est une classe de foncteurs (resp. de 2-foncteurs), on
appellera localisateur fondamental de Cat (resp. de 2-Cat) engendré par S
I’intersection de tous les localisateurs fondamentaux de Cat (resp. de 2-Cat)
contenant S. (On vérifie immédiatement qu’on obtient bien ainsi un locali-
sateur fondamental.) On dira qu’un localisateur fondamental de Cat (resp.
de 2-Cat) est accessible au sens de Cisinski s’il est engendré par un en-
semble.

Pour démontrer I’existence de la structure de catégorie de modeles an-
noncée, nous utiliserons la notion intermédiaire de A-localisateur (dans le
cas A = A).
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Définition 2.2 (Cisinski). Soit A une petite catégorie. Notons Mono la classe
des monomorphismes de la catégorie A des préfaisceaux sur A. Un A-locali-
sateur est une classe YV de fleches de A satisfaisant aux conditions sui-
vantes :

(LC1) laclasse WV satisfait a la propriété du deux sur trois ;

(LC2) on a ’inclusion r(Mono) C W;

(LC3) Ia classe Mono N WV est stable par image directe et composition

transfinie.

Si W est un A-localisateur, on appellera W-équivalences les éléments de WW.

Définition 2.3. Si S est une classe de fleches de A, on appellera A-locali-
sateur engendré par S I'intersection de tous les localisateurs contenant S.
(On vérifie immédiatement qu’on obtient bien ainsi un A-localisateur.) On
dira qu'un A-localisateur est accessible au sens de Cisinski s’il est engendré
par un ensemble.

Théoreme 2.4 (Cisinski). Soient A une petite catégorie et VW un A-locali-
sateur. Les conditions suivantes sont équivalentes : R
a) il existe une structure de catégorie de modeles combinatoire sur A
dont les équivalences faibles sont les éléments de WV et dont les cofi-
brations sont les monomorphismes ;
b) le localisateur VV est accessible au sens de Cisinski.

Démonstration. C’est une partie du théoreme 1.4.3 de [7]. O

Si W est un A-localisateur, on appellera la structure de catégorie de mo-
deles sur A donnée par le théoreme précédent la structure de catégorie de
modeles sur A associée a V.

On rappelle qu’on note ia : A — Cat le foncteur qui associe a tout
ensemble simplicial sa catégorie des éléments et N : Cat — A le foncteur
nerf.

Théoreme 2.5 (Cisinski). Le couple de foncteurs
iA:£—>Cat, N :Cat — A
induit une bijection

W= N1(W), Wi (W)
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entre la classe des A-localisateurs contenant les équivalences d’homotopie
faibles simpliciales et la classe des localisateurs fondamentaux de Cat. De
plus, cette bijection préserve I’accessibilité au sens de Cisinski.

Démonstration. En vertu du théoreme 4.2.15 de [7], D’application
W s iy (W) définit une bijection préservant I’accessibilité au sens de
Cisinski entre la classe des localisateurs fondamentaux de Cat dits mode-
lables par A et la classe des A-localisateurs dits test (voir pour ces deux
notions la définition 4.2.21 de op. cit.). Il résulte de la proposition 1.5.13
de [13] que tout localisateur fondamental de Cat est modelable par A, et du
corollaire 2.1.21 et de la proposition 3.4.25 de [7] que les A-localisateurs test
sont exactement les A-localisateurs contenant les équivalences d’homotopie
faibles simpliciales. Enfin, le fait que le foncteur N induit un inverse de cette
bijection est conséquence de la remarque 4.2.16 de [7] et de ’exemple 1.7.18
de [13]. O]

On rappelle qu’on note N, : 2-Cat — A le foncteur nerf géométrique
(voir le paragraphe 1.8).

Théoreme 2.6 (Chiche). Le couple de foncteurs
¢t : Cat — 2-Cat, iANs : 2-Cat — Cat
ou . désigne ’inclusion canonique, induit une bijection
W — Ny Lt (W), W= (W) =WnCat

entre la classe des localisateurs fondamentaux de Cat et la classe des loca-
lisateurs fondamentaux de 2-Cat. De plus, cette bijection préserve [’acces-
sibilité au sens de Cisinski.

Démonstration. Voir le théoreme 6.33 et les propositions 6.47 et 6.48 de [4].
(Rappelons que le foncteur qu’on note dans ce texte /Ny est noté Vi, dans
op. cit.) 0

Corollaire 2.7. Le couple de foncteurs

LA A — 2-Cat, Ny : 2-Cat — A
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induit une bijection
W Ny Y W), W =i W)

entre la classe des A-localisateurs contenant les équivalences d’homotopie
faibles simpliciales et la classe des localisateurs fondamentaux de 2-Cat. De
plus, cette bijection préserve I’accessibilité au sens de Cisinski.

Démonstration. Cela résulte immédiatement des deux théoremes précédents
une fois qu’on a remarqué que le premier d’entre eux entraine I’égalité

Ny iy PNTHW) = Ny Y (W)

pour tout A-localisateur VV contenant les équivalences d’homotopie faibles
simpliciales. O

2.8. Les deux théoremes et le corollaire précédents fournissent une « tri-
jection », qu’on appellera trijection de Chiche-Cisinski, entre les localisa-
teurs fondamentaux de Cat, les localisateurs fondamentaux de 2-Cat et les
A-localisateurs contenant les équivalences d’homotopie faibles simpliciales.
De plus, cette trijection préserve 1’accessibilité au sens de Cisinski.

Bien que ce ne soit pas strictement nécessaire pour obtenir les résultats
principaux de ce texte, nous allons consacrer la fin de cette section a compa-
rer la notion d’accessibilité au sens de Cisinski a une notion plus classique
d’accessibilité.

Définition 2.9. Une classe d’objets d’une catégorie accessible C est dite ac-
cessible si le foncteur d’inclusion de la sous-catégorie pleine correspondante
dans C est accessible, c’est-a-dire s’il existe un cardinal régulier s pour le-
quel ces deux catégories sont x-accessibles et le foncteur d’inclusion com-
mute aux limites inductives r-filtrantes. Une classe de fleches d’une catégo-
rie accessible C est dite accessible si elle est accessible considérée comme
classe d’objets de la catégorie des fleches Hom(A,C) de C.

Théoreme 2.10 (Smith). Soient C une catégorie localement présentable, VW
une classe de fleches de C et I un ensemble de fleches de C. On note Cof la
classe lr(1). Alors les conditions suivantes sont équivalentes :
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a) il existe une structure de catégorie de modeles combinatoire sur C dont
les équivalences faibles sont les éléments de VV et dont les cofibrations
sont les éléments de Cof ;

b) les conditions suivantes sont satisfaites :

(S1) la classe VV satisfait a la propriété du deux sur trois ;

(S2) on a linclusion r(I) C W;

(S3) la classe Cof N W est stable par image directe et composition
transfinie ;

(S84) la classe de fleches VV est accessible.

Démonstration. Voir par exemple le corollaire A.2.6.6 et la proposition
A.2.6.8 de [12] (en tenant compte du fait qu’une classe de fleches accessible
est stable par rétractes). Pour I’'implication ) = a), voir également [15]. [

Corollaire 2.11. Un A-localisateur est accessible au sens de Cisinski si et
seulement s’il est accessible en tant que classe de fleches de A.

Démonstration. Soit VW un A-localisateur. Fixons I un modele cellulaire
de A au sens de Cisinski, c’est-a-dire un ensemble [ tel que [r(]) soit la
classe des monomorphismes de A. Un tel ensemble existe toujours en vertu
par exemple de la proposition 1.2.27 de [7]. 1l résulte alors du théoreme de
Smith appliqué a W et [ et du théoreme 2.4 de Cisinski appliqué a W que
les trois conditions suivantes sont équivalentes :
a) la classe de fleches VV est accessible ; R
b) il existe une structure de catégorie de modeles sur A dont les équiva-
lences faibles sont les VV-équivalences et dont les cofibrations sont les
monomorphismes ;
¢) le localisateur WV est accessible au sens de Cisinski,
ce qui acheve la démonstration. 0

Proposition 2.12. La trijection de Chiche-Cisinski préserve I’accessibilité
au sens des classes de fleches (définition 2.9).

Démonstration. Les catégories ﬁ, Cat et 2-Cat étant accessibles, tout ad-
joint a gauche ou a droite entre ces catégories est accessible (voir la pro-
position 2.23 de [1]). On en déduit que les foncteurs NV, ia, ¢ et Ny sont
accessibles. Le résultat est alors conséquence du fait que 1’image réciproque
d’une classe de fleches accessible par un foncteur accessible est accessible
(voir la remarque 2.50 de op. cit.). U
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Corollaire 2.13. Un localisateur fondamental de Cat (resp. de 2-Cat) est
accessible au sens de Cisinski si et seulement s’il est accessible en tant que
classe de fleches de Cat (resp. de 2-Cat).

Démonstration. La trijection de Chiche-Cisinski préservant l’accessibili%
au sens de Cisinski et I’accessibilité en tant que classe de fleches, le résultat
est conséquence immédiate du fait que ces deux notions coincident pour les
A-localisateurs (corollaire 2.11).

2.14. Les deux notions d’accessibilité coincidant, nous parlerons maintenant
simplement de A-localisateurs (resp. de localisateurs fondamentaux de Cat,
resp. de localisateurs fondamentaux de 2-Cat) accessibles.

Remarque 2.15. 11 résulte de la proposition 1.4.28 de [7] (resp. de la propo-
sition 2.4.12 de [13], resp. de notre future proposition 4.5) que tout A-locali-
sateur (resp. tout localisateur fondamental de Cat, resp. tout localisateur fon-
damental de 2-Cat) est stable par limite inductive suffisamment filtrante. En
vertu du théoreme 6.17 de [1], I’axiome de grands cardinaux appelé « prin-
cipe de Vopénka » implique donc que tout A-localisateur (resp. tout locali-
sateur fondamental de Cat, resp. tout localisateur fondamental de 2-Cat) est
accessible.

3. La structure a la Thomason « classique » sur 2-Cat

3.1. On notera VW, la classe des 2-foncteurs (stricts) qui sont envoyés sur des
équivalences d’homotopie faibles simpliciales par le foncteur nerf
N, : 2-Cat — A. (Cette classe est notée W2, dans I'introduction du présent
article et dans [4].) On appellera W..-équivalences ses éléments, conformé-
ment a la terminologie introduite dans la définition 1.10.

3.2. On appellera structure de catégorie de modeles de Kan-Quillen la struc-
ture de catégorie de modeles sur A, introduite par Quillen dans [14], dont les
équivalences faibles sont les équivalences d’homotopie faibles et dont les
cofibrations sont les monomorphismes. On rappelle que cette structure de
catégorie de modeles est combinatoire et propre (voir par exemple le théo-
reme 2.1.42 de [7]), et qu’un ensemble de générateurs pour les cofibrations

est donné par
I ={i,:0A, = A, |n>0}
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ou 0A,, désigne le bord du n-simplexe A, dans A et i, : 0N, — A,
I’inclusion canonique.

3.3. On rappelle (voir [11]) qu’on a une adjonction
Sd:A= A Ex,

ou Sd est le foncteur de subdivision barycentrique et E'x est le foncteur de
Kan, et des transformations naturelles

an—>13, ﬁlﬁ%E[lf,

transposées 1’une de I’autre, qui sont des équivalences d’homotopie faibles
argument par argument.

3.4. Enfin, on rappelle que le foncteur Ny : 2-Cat — A admet un adjoint a
gauche, qu’on notera ¢, : A — 2-Cat (voir par exemple le paragraphe 5.10
de [2]).

Définition 3.5. Une cofibration de Thomason de 2-Cat est un 2-foncteur
élément de la classe Ir(coSd?(I)).

Théoreme 3.6 (Ara-Maltsiniotis). La catégorie 2-Cat admet une structure
de catégorie de modeles combinatoire propre dont les équivalences faibles
sont les Wy.-équivalences et dont les cofibrations sont les cofibrations de
Thomason.

Démonstration. C’est une partie du théoreme 6.27 de [2]. L]

On appellera structure de catégorie de modéles a la Thomason sur 2-Cat
la structure donnée par le théoréme précédent.

Théoreme 3.7 (Ara-Chiche-Maltsiniotis). Le couple de foncteurs adjoints
c9Sd? - A = 2-Cat Ex?N,

est une équivalence de Quillen, oi 2-Cat est munie de la structure de catégo-
rie de modeéles a la Thomason et A de la structure de catégorie de modéles
de Kan-Quillen.

Démonstration. C’est le corollaire 6.32 de [2]. ]
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Remarque 3.8. Le résultat précédent est partiellement attribué a Chiche car
il dépend de maniere essentielle du théoreme 7.9 de [5].

Corollaire 3.9. On a les inclusions
CQSdQ(WOO) C Wy et ExQNg(WOO) C Wq,

ou W, désigne la classe des équivalences d’homotopie faibles simpliciales.
De plus, les morphismes d’adjonction

coSA*Ex? Ny — ly e e 1z — E1?NycySd?

sont respectivement une VW..-équivalence naturelle et une équivalence d’ho-
motopie faible simpliciale naturelle.

Démonstration. Puisque tous les objets de la structure de Kan-Quillen sont
cofibrants, le foncteur de Quillen a gauche ¢, Sd? respecte les équivalences
faibles (pour les structures de catégorie de modeles du théoreme précédent).
Le foncteur N, respectant les équivalences faibles par définition, il en est
de méme du foncteur Ex* N, en vertu de Iexistence de 1’équivalence faible
naturelle 3 : 11 — Ex du paragraphe 3.3. Puisque (cSd?, Ex?N) est une
équivalence de Quillen donnée par des foncteurs qui respectent les équiva-
lences faibles, 1I’unité et la cotinité de cette adjonction sont des équivalences
faibles naturelles, ce qu’il fallait démontrer. L]

4. Structures a la Thomason et localisateurs fondamentaux
de 2-Cat

4.1. Si W est un localisateur fondamental de 2-Cat, on notera Wa le A-loca-
lisateur associé dans la trijection de Chiche-Cisinski (voir le paragraphe 2.8).
Ce A-localisateur est caractérisé par le fait qu’il contient les équivalences
d’homotopie faibles simpliciales et par I’égalité

W = Ny *(Wa).

Il résulte de I’existence de 1’équivalence faible naturelle 3 : 1 iz — Lo du
paragraphe 3.3 qu’on a également

W = Ny Y (Ex?) "' (Wa).

-97 -



ARA - STRUCTURES DE CATEGORIE DE MODELES...

Par ailleurs, le théoréeme 6.37 de [4] donne I’inclusion W,, C W qui jouera
un role important dans ce qui suit.

Nous utiliserons dans cette section le lemme de transfert classique sui-
vant :

Lemme 4.2. Soient M une catégorie de modéles a engendrement cofibrant
(au sens de la définition 11.1.1 de [10]) engendrée par I et J, N une caté-
gorie complete et cocomplete, et

F-MZ2N:G

un couple de foncteurs adjoints. Notons VW et Fib les classes des équiva-
lences faibles et des fibrations de M respectivement. On suppose les condi-
tions suivantes satisfaites :

a) F(I) et F(J) permettent I’argument du petit objet (au sens de la défi-

nition 10.5.15 de [10]) ;

b) on a linclusion G(lr(F(J))) C W.
Alors F(I) et F(J) engendrent une structure de catégorie de modéles sur M
dont les classes des équivalences faibles et des fibrations sont données par
G~Y(W) et GT(Fib) respectivement. En particulier, pour cette structure
de catégorie de modeéles sur N, I’adjonction (F,G) est une adjonction de
Quillen.

Démonstration. Voir par exemple le théoreme 11.3.2 de [10], la description
des fibrations résultant des égalités

r(Ir(F(J)) =r(F(J)) = G Yr(J)) = G '(Fib). O

On vérifie facilement qu’un foncteur de Quillen a gauche qui respecte
les équivalences faibles respecte également les carrés homotopiquement co-
cartésiens et que, si un tel foncteur est de plus une équivalence de Quillen
a gauche, alors il reflete les carrés homotopiquement cocartésiens. Nous au-
rons besoin de I’énoncé analogue pour les équivalences de Quillen a droite,
énoncé sans doute bien connu mais pour lequel nous n’avons pas réussi a
trouver de référence dans la littérature.

Lemme 4.3. Soit I une équivalence de Quillen a droite entre deux catégo-
ries de modeles. On suppose que F' préserve les équivalences faibles. Alors
F préserve et reflete les carrés homotopiquement cocartésiens.
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Démonstration. Notons [ la catégorie A; x A; (de sorte que si C est une
catégorie, Hom([1, C) est la catégorie des carrés commutatifs dans C), ™ la
sous-catégorie pleine de J contenant tous les objets de (I excepté (1, 1), et
i : I~ — [ le foncteur d’inclusion canonique. On rappelle que si M est une
catégorie de modeles, un carré commutatif de M vu comme un objet X de
Hom(O, M) est homotopiquement cocartésien si et seulement si, pour tout
objet Y de Hom([J, M), I’application canonique

Hompom(o,m) (X, Y) = HoMpom(- a0 (X, 7°Y)
induit une bijection
Homo(Hom(@,1)) (X, Y) — HoMEo Hom(,am)) (7 X, 37Y7),

ou Ho désigne le passage a la catégorie homotopique pour les équivalences
faibles argument par argument.

Soit maintenant F' : M — A une équivalence de Quillen a droite préser-
vant les équivalences faibles. Puisque le foncteur /' préserve les équivalences
faibles, il induit un carré commutatif

Ho(Hom(OJ, M)) —= Ho(Hom(—, M))
Ho(Hom (I, \V)) — Ho(Hom(—, \V))

Puisque les catégories ™ et [J sont des catégories de Reedy, il résulte du
fait que F' est une équivalence de Quillen et de la théorie des structures
de catégorie de modeles de Reedy (voir par exemple la proposition 15.4.1
de [10]) que les foncteurs verticaux du carré commutatif ci-dessus sont des
équivalences de catégories. Le résultat suit immédiatement. [

Revenons a nos localisateurs.

Lemme 4.4. Soit VW un localisateur fondamental de 2-Cat. On a les inclu-
sions

c2SA*(Wa) CW et Ex*Ny(W) C Wha.

-99 -



ARA - STRUCTURES DE CATEGORIE DE MODELES...

Démonstration. La seconde inclusion résulte du paragraphe 4.1. Montrons
la premiere. Puisque VWx contient les équivalences d’homotopie faibles sim-
pliciales, le corollaire 3.9 entraine que f est une VWa-équivalence si et seule-
ment si Ez?Nocy Sd?(f) en est une, ¢’est-a-dire si et seulement si cpSd?( f)
est une WW-équivalence, ce qui acheve la démonstration. [

Proposition 4.5. Tout localisateur fondamental de 2-Cat est stable par li-
mite inductive filtrante.

Démonstration. La proposition résulte de 1’énoncé analogue pour les loca-
lisateurs fondamentaux de Cat (voir la proposition 2.4.12 de [13]), de la
correspondance donnée par le théoreme 2.6 entre les localisateurs fonda-
mentaux de Cat et ceux de 2-Cat, et du fait que les foncteurs N et in com-
mutent aux limites inductives filtrantes (le premier en vertu par exemple de
la proposition 5.13 de [2] et le second car il admet un adjoint a droite). [

Théoreme 4.6. Soit VW un localisateur fondamental de 2-Cat accessible. La
catégorie 2-Cat admet une structure de catégorie de modeles combinatoire
propre a gauche dont les équivalences faibles sont les VV-équivalences, dont
les cofibrations sont les cofibrations de Thomason de 2-Cat et dont les fi-
brations sont les 2-foncteurs u tels que Ex®Ny(u) est une fibration de la
structure de catégorie de modeles sur A associée au A-localisateur Wa.

Démonstration. Nous allons appliquer le lemme 4.2 a I’adjonction
o Sd? : A = 2-Cat : Ez?N,,

ol A est munie de la structure de catégorie de modeles associée au A-locali-
sateur Wa. Soit J un ensemble engendrant les cofibrations triviales de cette
structure. Puisque la catégorie 2-Cat est localement présentable, il suffit de
vérifier qu’on a I’inclusion

NoEx?(Ir(cySd?(J))) C Wha,
ou encore, en vertu du paragraphe 4.1, qu’on a I’inclusion
Ir(caSd*(J)) C W.

Le lemme 4.4 entraine que la classe ¢ Sd?(J) est incluse dans WV et le théo-
reme 3.7 que cette méme classe est incluse dans la classe Cof des cofibrations
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de Thomason de 2-Cat. Pour conclure, en vertu de I’argument du petit objet,
il suffit donc de montrer que Cof M WV est stable par rétractes, composition
transfinie et image directe. La stabilité par rétractes est immédiate et celle
par composition transfinie résulte de la proposition 4.5. Montrons la stabilité
par image directe.

Considérons un carré cocartésien

A—5C

de 2-Cat ou 7 est une cofibration de Thomason de 2-Cat. Par propreté a
gauche de la structure a la Thomason sur 2-Cat (voir le théoreme 3.6), ce
carré est homotopiquement cocartésien pour cette méme structure. En vertu
du théoréme 3.7 et de son corollaire 3.9, le foncteur Ex? N, est une équiva-
lence de Quillen a droite respectant les équivalences faibles (pour les struc-
tures de catégorie de modeles du théoreme invoqué). La proposition 4.3 en-
traine donc que le carré

Ex2Ny(A) 222, poa ()

Ex2No (Z)J/ JExQNQ(i/)
E2?Ny(B) —— Ex2Ny(D)

ExZNQ(U)
est homotopiquement cocartésien pour la structure de Kan-Quillen. (On
pourrait se débarrasser des Ex? en utilisant I’équivalence faible naturelle /3
du paragraphe 3.3.) Il résulte du fait que VW contient les équivalences d’ho-
motopie faibles (et que les deux structures de catégorie de modeles sur A en
jeu ont mémes cofibrations) que ce carré est également homotopiquement
cocartésien pour la structure de catégorie de modeles associée a VWa.

Si maintenant i est de plus une WW-équivalence, alors Fx?N,(i) est une
Wa-équivalence et il en est donc de méme de Ex?N,(7'), ce qui prouve que
i’ est une W-équivalence et acheve de vérifier la stabilité de Cof N W par
image directe.

La propreté a gauche s’obtient en remplacant i par u et i’ par v dans
I’argument du paragraphe précédent. [
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Remarque 4.7. 1l résulte de la preuve du théoreme précédent que la structure
de catégorie de modeles obtenue est a engendrement cofibrant engendrée
par ¢ Sd?*(I) et coSd?(J), ou I est I’ensemble du paragraphe 3.2 et .J est un
ensemble engendrant les cofibrations triviales de la structure de catégorie de
modeles sur A associée au A-localisateur Wh.

On appellera la structure de catégorie de modeles sur 2-Cat donnée par
le théoreme précédent la structure de catégorie de modeles a la Thomason
associée a V.

Théoreme 4.8. Soit W un localisateur fondamental de 2-Cat accessible. Le
couple de foncteurs adjoints

coSd? A = 2-Cat : Ex?N,

est une équivalence de Quillen, ou 2-Cat est munie de la structure de ca-
tégorie de modeles a la Thomason associée a VW et A\ de la structure de
catégorie de modeéles associée au A-localisateur VW.

Démonstration. Le foncteur c,Sd? préserve les cofibrations par définition
et les équivalences faibles par le lemme 4.4. Le couple de foncteurs adjoints
(c25d?, Ex®Ny) est donc une adjonction de Quillen (cela résulte également
de la preuve du théoréme 4.6). Puisque le foncteur Ez2N, préserve égale-
ment les équivalences faibles, pour montrer que cette adjonction de Quillen
est une équivalence de Quillen, il suffit de vérifier que ’unité et la coiinité
de I’adjonction sont des équivalences faibles naturelles. Cela résulte immé-
diatement du corollaire 3.9 et de la minimalité de W... ]

Le degré de généralité naturel des arguments prouvant les théoremes 4.6
et 4.8 est donné dans lemme que nous allons maintenant énoncer. L’ ordre
bourbachique aurait voulu qu’on commence par démontrer ce lemme et
qu’on en déduise ces deux résultats (modulo la trijection de Chiche-Cisinski)
en ’appliquant a I’équivalence de Quillen du théoreme 3.7 et a la structure de
catégorie de modeles associée au A-localisateur YW . Nous y avons renoncé
pour des raisons d’exposition.

Lemme 4.9. Soient
F-MZ2N:G
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une équivalence de Quillen et M’ une catégorie de modeles a engendrement
cofibrant engendrée par I' et J' avec méme catégorie sous-jacente que M,
mémes cofibrations et Wy C Wy, o W et Wy désignent les classes
des équivalences faibles de M et M' respectivement. On suppose les condi-
tions suivantes satisfaites :

a) on a GWy) C Wy, ou Wy désigne la classe des équivalences

faibles de N ;

b) les sources et buts des fleches de J' sont cofibrants dans M ;

¢) la catégorie de modeles N est propre a gauche ;

d) la classe G=* (W) est stable par limite inductive filtrante.
Alors F(I') et F(J') engendrent une structure de catégorie de modeéles
propre a gauche N' sur la catégorie sous-jacente a N dont les classes
des équivalences faibles et des fibrations sont données par G=*(Wyy) et
G~ (Fiby ) respectivement, oi Fib g désigne la classe des fibrations de M'.
De plus, I’adjonction (F, G) induit une équivalence de Quillen

F:-MzZ2N:G.

Démonstration. La preuve est une adaptation immédiate des preuves des
théoremes 4.6 et 4.8. 0

5. Equivalences de Quillen avec Cat

5.1. Si W est un localisateur fondamental de Cat, on notera WWa le A-locali-
sateur associé dans la bijection donnée par le théoreme 2.5. Ce A-localisateur
est caractérisé par le fait qu’il contient les équivalences d’homotopie faibles
simpliciales et par I’égalité

W = N"1(Wa).
Comme dans le cas 2-catégorique, on a également
W = N"YEz?) 7' (Wa).

Notons que si W est un localisateur fondamental de 2-Cat, la trijection de
Chiche-Cisinski donne I’égalité (VW N Cat)a = Wa.
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Définition 5.2. Une cofibration de Thomason de Cat est un €lément de la
classe Ir(c Sd?(I)), ou ¢ : A — Cat désigne I’adjoint & gauche du foncteur
nerf V.

Théoreme 5.3 (Cisinski). Soit W un localisateur fondamental de Cat acces-
sible. La catégorie Cal admet une structure de catégorie de modeles combi-
natoire propre a gauche dont les équivalences faibles sont les VV-équiva-
lences, dont les cofibrations sont les cofibrations de Thomason de Cat et
dont les fibrations sont les foncteurs u tels que Ex*> N (u) est une fibration de
la structure de catégorie de modeles sur A associée au A-localisateur Wa.

Démonstration. Celarésulte de la preuve du théoreme 5.2.15 de [7], 1a struc-
ture de catégorie de modeles sur Cat en jeu y €tant obtenue en appliquant le
lemme de transfert a I’adjonction ¢ Sd? : A 2 Cat : Ex*N, ou A est munie
de la structure de catégorie de modeles associée au A-localisateur Wa. [

Remarque 5.4. 1l résulte également de la preuve du théoreme 5.2.15 de [7]
que I’adjonction cSd? : A = Cat : Ex?N est une équivalence de Quillen,
ou A est munie de la structure de catégorie de modeles associée a VWa.

Remarque 5.5. Le théoreme 5.3 et la remarque 5.4 résultent également du
lemme 4.9 appliqué a 1’équivalence de Quillen définie par Thomason
dans [16] et a la structure de catégorie de modeles associée au A-locali-
sateur W (en utilisant la bijection de Cisinski du théoreme 2.5).

On appellera la structure de catégorie de modeles sur Cat donnée par
le théoreme précédent la structure de catégorie de modeles a la Thomason
associée a WW.

Théoreme 5.6. Soit W un localisateur fondamental de 2-Cat accessible.
Alors Iadjonction
7 :2-Cat = Cat : 1

ou T désigne l’adjoint a gauche du foncteur 1, est une équivalence de Quillen,
ou 2-Cat (resp. Cat) est munie de la structure de catégorie de modeles a la
Thomason associée a VV (resp. a VW N Cat).

Démonstration. Les équivalences faibles et les fibrations de ces deux struc-
tures sont précisément les morphismes s’envoyant, via les foncteurs Ex? N,
et Ex?N respectivement, sur des équivalences faibles et des fibrations de la
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structure de catégorie de modeles associée au A-localisateur Wa (voir les
théoremes 4.6 et 5.3 pour les fibrations). Il résulte ainsi immédiatement de
I’isomorphisme Nyt >~ N que le foncteur ¢ préserve les équivalences faibles
et les fibrations, et donc que le couple (7, ¢) forme une adjonction de Quillen.

Puisque le foncteur ¢ préserve les équivalences faibles, pour conclure, il
suffit de voir que ¢ induit une équivalence sur les catégories homotopiques.
Cela résulte du théoreme 6.33 de [4]. ]

Remarque 5.7. On pourrait également déduire le théoréme précédent d’une
version « fonctorielle » du lemme 4.9 qu’on appliquerait au triangle d’équi-
valences de Quillen

chQ/ A\C/?SdQ

2-Cat ———Cat

ou A (resp. Cat, resp. 2-Cat) est munie de la structure de catégorie de mo-
deles de Kan-Quillen (resp. de Thomason [16], resp. du théoreme 3.6), et a
la structure de catégorie de modeles associée au A-localisateur VWa.

6. Propreté a droite

Définition 6.1. Soit C une classe de petites catégories (resp. de petites 2-caté-
gories). On appellera localisateur fondamental de Cat (resp. de 2-Cat) en-
gendré par C le localisateur fondamental engendré par la classe de fleches
{C — e | C € C}, ol e désigne la catégorie finale.

Théoreme 6.2 (Cisinski). Soit W un localisateur fondamental de Cat ac-
cessible. Les conditions suivantes sont équivalentes :
a) la structure de catégorie de modeles a la Thomason sur Cal associée
a W est propre ; R
b) la structure de catégorie de modéles sur A associée a VW est propre ;
c) W est engendré par un ensemble de catégories.

Démonstration. Dans [7], Cisinski définit une notion de localisateur fonda-
mental de Cat propre (définition 4.3.21). Il résulte du théoreme 4.3.24 de
op. cit. et de la proposition 1.5.13 de [13] qu’un localisateur fondamental W
de Cat est propre si et seulement s’il satisfait a la condition b) ci-dessus.
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Les équivalences avec les deux autres conditions résultent alors des théo-
remes 5.2.15 et 6.1.11 de [7]. OJ

Lemme 6.3. Soit VW un localisateur fondamental de 2-Cat. Les conditions
suivantes sont équivalentes :
a) W est engendré par une classe (resp. un ensemble) de petites 2-caté-
gories;
b) W est engendré par une classe (resp. un ensemble) de petites catégo-
ries;
c) le localisateur fondamental VW N Cat de Cat est engendré par une
classe (resp. un ensemble) de petites catégories.

Démonstration. Si VV est engendré par une classe C de petites 2-catégories,
alors, en vertu de la proposition 6.47 de [4], le localisateur fondamental
W N Cat de Cat est engendré par la classe de foncteurs

{ZANQ(C) — iANQ(G) | C e C}

Puisque ia No(e) ~ A admet un objet final, par définition des localisateurs
fondamentaux de Cat, le foncteur in No(e) — e est dans W N Cat. Par deux
sur trois, le localisateur fondamental YWNCat est donc engendré par la classe

de petites catégories
{iaNo(C) | C € C}.

Par ailleurs, il résulte de la proposition 6.48 de [4] que si le localisateur
fondamental YWNCat est engendré par une classe de petites catégories, le lo-
calisateur fondamental VV est également engendré par cette classe de petites
catégories, ce qui achéve la démonstration. [

Théoreme 6.4. Soit VV un localisateur fondamental de 2-Cat accessible. Les
conditions suivantes sont équivalentes :
a) la structure de catégorie de modeles a la Thomason sur 2-Cat associée
a W est propre ;
b) la structure de catégorie de modeles a la Thomason sur Cat associée
au localisateur fondamental VW 1 Cat de Cat est propre ;
¢) la structure de catégorie de modeles sur A associée au A-localisateur
W est propre ;
d) W est engendré par un ensemble de petites 2-catégories ;
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e) W est engendré par un ensemble de petites catégories.

Démonstration. L”équivalence entre les quatre dernieres conditions résulte
du théoreme 6.2 et du lemme précédent. Les implications ¢) = a) = b)
résultent du fait que les foncteurs

L 12 -~
Cat ——— 2-Cat L\ NN

sont des foncteurs de Quillen a droite (voir les théoremes 5.6 et 4.8) qui
préservent et refletent les équivalences faibles. 0
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GEOMETRIE DIFFERENTIELLE CATEGORIQUES

LOCALIFICATION PROCEDURE FOR
AFFINE SYSTEMS

by Sergey A. SOLOVYOV

Résumé. Motivé par le concept d’ensemble affine d’Y. Diers, cet article
étudie la notion de systeme affine, qui généralise les systemes topologiques
de S. Vickers. La catégorie des ensembles affines est isomorphe a une sous-
catégorie pleine coréflexive de la catégorie des systemes affines. Nous don-
nons une condition nécessaire et suffisante pour que la catégorie duale de la
variété d’algebres, sous-jacent les ensembles affines, soit isomorphe a une
sous-catégorie réflexive de la catégorie des systemes affines. Par conséquent,
nous arrivons a une reformulation de I’équivalence sobriété-spatialité pour
les ensembles affines, selon le modele de 1’équivalence entre les catégories
des espaces topologiques sobres et les “locales” spatiaux.

Abstract. Motivated by the concept of affine set of Y. Diers, this paper stud-
ies the notion of affine system, extending topological systems of S. Vickers.
The category of affine sets is isomorphic to a full coreflective subcategory of
the category of affine systems. We show the necessary and sufficient condi-
tion for the dual category of the variety of algebras, underlying affine sets, to
be isomorphic to a full reflective subcategory of the category of affine sys-
tems. As a consequence, we arrive at a restatement of the sobriety-spatiality
equivalence for affine sets, patterned after the equivalence between the cate-
gories of sober topological spaces and spatial locales.

Keywords. Adjoint situation, affine set, (co)reflective subcategory, sober
topological space, spatial locale, state property system, 7j topological space,
topological system, variety.

Mathematics Subject Classification (2010). 18A25, 18B15, 18B30, 18B99,
18C10.

1. Introduction

In [20], S. Vickers introduced the notion of topological system as a common
framework for both topological spaces and the underlying algebraic struc-
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tures of their topologies — locales. In particular, the category of locales (resp.
topological spaces) is isomorphic to a full (resp. co)reflective subcategory
of the category of topological systems, which provides the so-called system
localification (resp. spatialization) procedure.

In [9], Y. Diers has come out with the concept of algebraic or affine set,
which included topological spaces as a particular example. Based in the al-
ready available results of [ 19], this paper presents the notion of affine system,
which extends topological systems of S. Vickers, and also state property sys-
tems of D. Aerts [2], and shows that the category of affine sets is isomorphic
to a full coreflective subcategory of the category of affine systems, thereby
providing an affine analogue of the spatialization procedure for topological
systems. The important difference of the setting of this manuscript from the
setting of Y. Diers [9, 10, 11] is the buildup of both affine sets and systems
over an arbitrary category instead of the category of sets.

The main contribution of this paper is the necessary and sufficient con-
dition for the dual category of the variety of algebras, whose objects un-
derly the structure of affine sets, to be isomorphic to a full reflective subcate-
gory of the category of affine systems, thereby providing an affine analogue
of the localification procedure for topological systems. As a consequence,
one arrives at a restatement of the sobriety-spatiality equivalence for affine
sets, which is patterned after the equivalence between the categories of sober
topological spaces and spatial locales [14]. Moreover, the existence of the
localification procedure for affine systems induces their category to be es-
sentially algebraic. We also show a sufficient condition for the category of
separated affine sets to make a reflective subcategory of the category of affine
sets, extending the result that the category of 7j topological spaces makes a
reflective subcategory of the category of topological spaces.

All the category-theoretic notions of this paper (e.g., the concept of topo-
logical category) come from [1, 8].

2. Spatialization procedure for affine systems

This section introduces the notion of affine system and its respective spatial-
ization procedure, motivated by the above-mentioned spatialization proce-
dure for topological systems of S. Vickers.
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2.1 Algebraic preliminaries

In this subsection, we briefly recall the algebraic notions, which will be used
throughout the paper.

Definition 2.1. Let Q2 = (ny)xea be a family of cardinal numbers, which
is indexed by a (possibly, proper or empty) class A. An ()-algebra is a pair
A

(A, (wi)ren), which comprises a set A and a family of maps A™ 2504
(ny-ary primitive operations on A). An Q-homomorphism (A, (w{)rer) =
(B, (WP)aen) is amap A % B, which makes the diagram

commute for every A € A. Alg(Q) is the construct of Q-algebras and ()-
homomorphisms.

Definition 2.2. Let M (resp. &) be the class of 2-homomorphisms with
injective (resp. surjective) underlying maps. A variety of ()-algebras is a
full subcategory of Alg(2), which is closed under the formation of products,
M-subobjects (subalgebras), and E-quotients (homomorphic images). The
objects (resp. morphisms) of a variety are called algebras (resp. homomor-
phisms).

We provide some examples of varieties, which are relevant to this paper.

Example 2.3.

1. CSLat(\/) is the variety of \/-semilattices, i.e., partially ordered sets,
which have arbitrary suprema, and CSLat(/\) is the variety of A-
semilattices, 1.e., partially ordered sets, which have arbitrary infima.

2. Frm is the variety of frames, i.e., \/-semilattices A, with singled out
finite meets, and which additionally satisfy the distributivity condition
aN(VS)=V,glans)foreverya € Aandevery S C A[l4].
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3. CBAIlg is the variety of complete Boolean algebras, i.e., complete lat-
tices A such thata A (bV ¢) = (aAb)V (a Ac) forevery a, b, ¢ € A,

equipped with a unary operation A i> A such that a V a* = T4
and a A a* = L 4 for every a € A, where T 4 (resp. L 4) is the largest
(resp. smallest) element of A.

4. CSL is the variety of closure semilattices, i.e., /\-semilattices, with
the singled out bottom element.

2.2 Affine spaces

In this subsection, we provide an extension of the notion of affine set of
Y. Diers [9, 10, 11].

Definition 2.4. Given a functor X K B°?, where B is a variety of alge-
bras, AfSpc(T)) is the concrete category over X, whose objects (T-affine
spaces or T-spaces) are pairs (X, 7), where X is an X-object and T is a
B-subalgebra of T'X; and whose morphisms (T-affine morphisms or T-

morphisms) (X1, 1) ER (Xa, 7o) are X-morphisms X, ER Xy with the prop-
erty that (T ) («) € 1 for every o € T.

The following easy result will give rise to our main examples of 7'-spaces
and T'-morphisms.
Proposition 2.5. Given a variety B, every subcategory S of B’ induces a
functor Set x 8 2 B, Ps((X,, By) L7 (Xy, By)) = X U, e
where (Ps(f, )" () = p® oo f.

The case S = {B 2, B} provides a functor Set Ts, Ber, Pr(X; ER
X,) = BX1 225, BXe where (Pyf)®(a) = a o f. In particular, if B =
CBAlg, and S = {2 1—2> 2}, then one obtains the well-known contravariant
powerset functor Set LN CBAIlg”, which is given on a map X; EN X5 by

PXy L% pXy with (PF)P(S) = {z € X, | f(z) € S).
The following examples of the categories of the form AfSpe(7") will be
relevant to this paper.

Example 2.6.
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1. If B = Frm, then AfSpc(P,) is the category Top of topological
spaces.

2. If B = CSL, then AfSpc(P,) is the category Cls of closure spaces [4].
3. AfSpc(Pjg) is the category Af Set(B) of affine sets of Y. Diers.

4. If B = Frm, then AfSpc(Ps) is the category S-Top of variable-basis
lattice-valued topological spaces of S. E. Rodabaugh [17].

Later on in this manuscript, we will use the following convenient prop-
erty of the categories Af Spe(7').

Theorem 2.7. Given a functor X L B, the concrete category (Af Spe(T),
| —|) is topological over X.

Proof. Given a | — |-structured source S = (X N |(X:, 7i)|)ier, the initial
structure on X w.r.t. S is given by the subalgebra of 7°X, which is gen-
erated by the union | J,., (T'f;)”(7;). Given a | — |-structured sink S =

(I( X5, )] LN )icr, the final structure on X w.rt. S is the intersection

Nier(Tf))7 (7). -

As a consequence, one obtains the well-known result that all the cate-
gories of Example 2.6 are topological.

2.3 Affine systems

Following the ideas of [19], this subsection introduces the concept of affine
system as an analogue of topological systems of S. Vickers [20].

Definition 2.8. Given a functor X = B, Af Sys(T') is the comma cate-
gory (T' | 1ger), concrete over the product category X x B, whose ob-
Jects (T-affine systems or T-systems) are triples (X, k, B), which are made
by B?-morphisms TX = B; and whose morphisms (T-affine morphisms

or T-morphisms) (X1, k1, B1) e, (X, ko, Ba) are X x BP-morphisms
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(X1, By) el (X2, By), which make the diagram

X, TX,

BITBZ

commute.

Example 2.9.

1. If B = Frm, then AfSys(P,) is the category TopSys of topological
systems of S. Vickers.

2. If B = Set, then AfSys(Pp) is the category Chup of Chu spaces over
a set B of P.-H. Chu [6].

To provide another example of the categories of the form AfSys(7"), we
need one additional notion.

Definition 2.10. A T-system (X, r, B) is called separated provided that
TX 5 B is an epimorphism in B?. AfSys,(T) is the full subcategory
of AfSys(T') of separated T-systems.

We recall from, e.g., [5, pp. 393 — 394] that monomorphisms in every

variety B are necessarily injective (given a monomorphism B % B, the set
K = {(b1,b2) € B x B|@(b)) = p(be)} is a subalgebra of B x B such

T
that the respective projections B x B —< B satisfy ¢ o m = @ o my, and
L)

therefore, m = my).

Example 2.11. If B = CSL, then AfSys,(7,) is the category SP of state
property systems of D. Aerts [4].

The nature of the category AfSys(T') is quite different from the nature
of the category Af Spe(7).

Theorem 2.12 ([1]). A concrete category (C,| — |) over Z is essentially
algebraic iff the following conditions are satisfied:
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1. | — | creates isomorphisms;
2. | — | has a left adjoint;
3. Cis (Epi, Mono-Source)-factorizable.

The next result is a modification (in the formulation and, especially, in
the proof) of [18, Theorem 44].

Theorem 2.13. Suppose X is (Epi, Mono-Source)-factorizable, and X I
B preserves epimorphisms. Then the concrete category (AfSys(T),| — |)
is essentially algebraic over the ground category X x B.

Proof.

Ad (1). Given an X x B®-isomorphism (X1, B1) L% (Xs, ko, By)|, the
unique structure on (X7, B;), making (f, ¢) an isomorphism in AfSys(7'),
can be defined by k; = ¢t o ky o T'f.

Ad (2). Given some X x B”-object (X, B), the X x B°’-morphism
(X, B) Z2UXHBL (X e, TX + B)|, where TX 25 TX + B &2 Bis
the coproduct of 7X and B in B, is the required | — |-universal arrow.

Ad (3). Let S = ((X,~k,B) Yised, (X, ki, Bi))ier be a source in
AfSys(T'). By the assumption, there exists an (Epi, Mono-Source)-factori-

zation X L X, =X 5 Y ™ X, Since B is a variety, it is strongly com-
plete, and therefore, by [1, Corollary 15.17], B is an (ExtrEpi-Sink, Mono)-
category. Then B°? is an (Epi, ExtrtMono-Source)-category, and thus, there
exists an (Epi, ExtrMono-Source)-factorization B RN B, =B % C ¢—> B;,
and a unique B’-morphism 7Y % C such that the next diagram commutes

i

TX T TX,
TY

K ‘L Kj

5
B - B;.
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Thus, (X, B) 2% (X, k5, By) = (X, 5, B) <2 (v,0,0) 22

(X, ki, B;) is an (Epi, Mono-Source)-factorization of S. O

One gets that the categories of Example 2.9 are essentially algebraic.
We also recall from [1] that essentially algebraic categories have convenient
properties, e.g., their respective underlying functors detect colimits, and pre-
serve and create limits. Additionally, it is easy to see that items (1), (3) of
the proof of Theorem 2.13 hold in case of the category AfSys, (7) as well,
but not item (2), for which one can show the following.

Proposition 2.14. The forgetful functor AfSys,(T') Q X x B? does not
have in general a left adjoint.

Proof. An easy counterexample provides the case of the functor Set LicN

Set”. More precisely, if the underlying functor AfSys,(P») Il Set x

Set’” has a left adjoint, then there exists a | — |-universal arrow (&, 2) AELIN

|(X, k, B)|. In particular, one has the following commutative triangle

(2,2) —L2 (X, 5, B)|
o ()
(2,1,1)],

in which ! denotes the unique map, and ¢°? is any of the possible two maps.

Since X L) & 1s amap, X = &, and thus, since k°”? is a monomorphism,
B =1, i.e., one can assume that @/;"p is the identity map. Commutativity
of the above triangle gives then ¢ = 1), i.e., Set(1,2) = {¢°}, which is a
contradiction. ]

We recall now the concept of algebraic category of [1, Definition 23.19].

Definition 2.15. An essentially algebraic concrete category (C,| — |) over
Z is called algebraic provided that | — | preserves extremal epimorphisms.

The next result is a modification (both in the formulation and in the
proof) of [18, Corollary 48].
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Theorem 2.16. Suppose that X is (Epi, Mono-Source)-factorizable, X I
B? preserves epimorphisms, and, moreover, the following three equivalent
conditions hold:

1. B has the (Epi, Mono)-diagonalization property;
2. ExtrEpi(B) = Epi(B);
3. epimorphisms in B are surjective.

Then the concrete category (AfSys(T'),| — |) is algebraic over the ground
category X x B,

Proof. Equivalence of items (1), (2), (3) of the theorem is a consequence
of the facts that, first, B is an (ExtrEpi-Sink, Mono)-category (cf. the proof
of Theorem 2.13), and, second, monomorphisms in B are necessarily injec-

tive. Given now an extremal epimorphism (X1, k1, By) M (X2, ko, Bs)
in AfSys(7"), we show that f and ¢ are extremal epimorphisms in their re-
spective categories.

The assumptions of the theorem provide the (Epi, Mono)-factorization

£ e m,§
(Xla/ilaBl) % (X27K'27BQ) = (Xla/ilaBl) u> (X7 R, B) u) (XQ’

K2, By) constructed in the proof of Theorem 2.13. Then (m, £) is an isomor-
phism, and therefore, (f, ) is “essentially” the morphism (e, ¢), which is
an epimorphism in X x B°.

To show that f is extremal in X, let X i> Xy = X4 Lx I Xobea
(=, Mono)-factorization. The commutative diagram

Tf

TX1 TX2
k A
rXx
K1 K:=kK20Tm K2

B,
B1 7 B2
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gives the (-, Mono)-factorization (X7, k1, By) AELIN (X2, ko, B2) = (X7,

ks By) 2 (X, By) 2 (X, ke, By) in AESys(T). Tt follows that

(m, 14,) is an isomorphism, and therefore, m must be as well.

To show that ¢ is extremal in B, let B, % By, = By i> B £> B> be
a (—, Mono)-factorization. By assumption (1), there exists a B°’-morphism
T X, & B, which makes the following diagram commute

TX, 77 TX,
R Tix,
TX,

é
/ X
Bl 7 B2

and therefore providing the (—, Mono)-factorization (X1, k1, B1) M (Xo,

1 7 .
ke, Ba) = (X150, B) T (X0, A, k) 22 (X, k. By) in AfSys(T).
Then (1x,,) is an isomorphism, and thus, 1 is as well. O

We notice that while Frm does have non-surjective epimorphisms [15,
Proposition 2.4.1], CSL does not [18, Lemma 49].

2.4 Affine spatialization procedure

Following the results of [19], this subsection shows an affine analogue of the
topological system spatialization procedure of S. Vickers.

Theorem 2.17. AfSpc(T) 2 AfSys(T), E((X:,7) EN (X9, m)) =

(X1, e, 7) AELIN (X3, e, 13) is a full embedding, where e, is the inclu-
. . .. (TP .
sion 7; — TX;, and ©° is the restriction Ty ——= 1. E has a right-

adjoint-left-inverse AfSys(T) Spat, AfSpc(T), Spat((Xy, k1, B1) U,

-118 -



SOLOVYOV - LOCALIFICATION PROCEDURE FOR AFFINE SYSTEMS

(X2, k2, B2)) = (X1, K77 (By)) EN (X2, k' (Bs)). AfSpe(T) is isomorphic
to a full (regular mono)-coreflective subcategory of AfSys(T).

Proof. To show that Spat is a right adjoint to £, it is enough to verify that
every system (X, x, B) has an F-co-universal arrow, i.e., a 7-morphism
ESpat(X,k, B) = (X, k, B) with the property that for every T-morphism

E(X' ") AELIN (X, K, B), there exists a unique 7-morphism (X’,7') 2%

Spat(X, k, B) withe o Eg = (f, ¥).
. 0 o e=(1x,k)
Take a T-morphism (ESpat(X, k, B) = (X, e:j,p(B), KP(B))) —=

(X, K, B). Given a T-morphism E(X', 1) AEALIN (X, K, B), it follows that
(Tf)? o kP = e, 0 p°, which yields the desired 7-morphism (X', /) EN
(Spat(X, k, B) = (X, k°?(B))), whose uniqueness is clear.

For the last claim, it is enough to show that given a T-system (X, x, B),
the map B = k°(B) is a regular epimorphism in B. Let C' = {(b1, b2) €
B x B|k%(b) = k°(by)} (the kernel of k°7), and let C' ™ B be given by
mi(b1,be) = b; fori € {1,2}. (k°, k°P(B)) is a coequalizer of (7, m2). [

The analogue of Theorem 2.17 for the category Af Sys, (T') is even better.

Theorem 2.18. E and Spat restrict to AfSpe(T) < E,Af Sys,(T') and

AfSys (T) Spal - Af Spe(T), respectively, providing an equivalence be-

tween the categories AfSpe(T) and AfSys, (T) with Spat E = 1 AFSpe(T)-

Proof. By Theorem 2.17, Spat is a right-adjoint-left-inverse to E. To prove
the theorem, it is enough to show that for every separated 7-system (X, k,
B), the E-co-universal arrow ESpat(X, k, B) =lxn), (X, K, B) from the
proof of Theorem 2.17 is an isomorphism. The claim follows from the def-
inition of ¢, since B k°P(B) is always surjective, and it is injective by
the property of separated 7-systems. [

Corollary 2.19. The category AfSpe(T) is the amnestic modification of the
category AfSys,(T).

Proof. Follows from Theorem 2.18 and the definition of the amnestic modi-
fication of [1, Remark 5.34]. O]
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The following well-known results are consequences of Theorems 2.17
and 2.18, respectively.

Remark 2.20.

1. Top is isomorphic to a full (regular mono)-coreflective subcategory of
the category TopSys, which provides the system spatialization proce-
dure of S. Vickers.

2. The categories Cls and SP are equivalent [3, 4].

Moreover, from Corollary 2.19, one gets [4, Theorem 4], which states
that the category Cls is the amnestic modification of the category SP.

Remark 2.21. In [4, Proposition 8], D. Aerts et al. showed a construc-
tion of limits in the category SP. Theorem 2.18 allows for an easy gen-
eralization of this result to the category AfSys,(7) (employing the stan-
dard technique of limits in topological categories). Let I be a small cat-
egory such that X is I-complete. Let I Dy Af Sys,(7T') be a functor, and
let Di = (X; ki B;) for every i € Ob(I). If £ = (L % Xi)icon
is a limit of | — [SpatD in X, then £ = ((L,7) % (X;,7:))iconq is a
limit of SpatD in AfSpe(T), where 7, = k;*(B;), and 7 is the subal-
gebra of T'L generated by the union |J,; (T0;)”(7;). The limit of D in
AfSys,(T) is given then by £ = ((L, e, 1) KON (X5, ki, Bi) )icony in
which @fp(b) = (Kli 0] Tll)op(b)

3. Localification procedure for affine systems

This section provides a localification procedure for affine systems, motivated
by the above-mentioned localification procedure for topological systems of
S. Vickers.

Proposition 3.1. AfSys(7") Loc, gor, Loc((X1, k1, Br) (f’—@> (X, k2, By))=
By 5 B, is a functor:

Unlike the affine spatialization procedure, in which the functor in the op-
posite direction always exists, localification procedure is more demanding.
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Theorem 3.2. Given a functor X L B, the following are equivalent.

1. There exists an adjoint situation (n,¢) : T 4 Pt : B — X.

2. There exists a full embedding B —=— AfSys(T) such that Loc is a
left-adjoint-left-inverse to E. B? is then isomorphic to a full reflective
subcategory of AfSys(T).

Proof.
Ad (1) = (2). Define a functor B” £ AfSys(T) by E(B; % B,) =

(PtBy,ep,, B1) M (PtBy,ep,, By). Correctness of £ on morphisms
follows from commutativity of the diagram

TPtB, — % . TPtB,
631 l IEBQ
B, . Bs.

Moreover, E is clearly an embedding. To verify that F is full, we notice that

given a T-morphism (PtBy,ep,, B1) M (PtBsy,ep,, By), commutativity

of the diagram

TPtB, — 2 . B,

e |7 s

TPtBQ T> BQ

implies that e, o TPty = e, o T f, and thus, Pty = f. Given a T-system
(X, k, B), straightforward calculations show that (X, x, B) LN
((PtB,ep, B) = ELoc(X, k, B)) is an E-universal arrow for (X, k, B). It
is also easy to see that LocE = 1go».

Ad (2) = (1). Given an adjunction Loc 4 E : B — AfSys(7),
X 55 B is the composition of the left adjoint functors X — Af Spc(T) (the
indiscrete functor of, e.g., [1, Proposition 21.12 (2)], which exists by The-

orem 2.7), AfSpe(T) = AfSys(T) (the embedding of Theorem 2.17),

and AfSys(T') 225 B O
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The following well-known remark provides an example of the functor
Pt of Theorem 3.2 (1).

Remark 3.3. Every functor Set P53, B has a right adjoint B Dis, Set,
Pty(By % By) = B(By, B) 22% B(B,, B), where (Pty)(p) = p o .
Given a B-algebra A, the map A “—» (PpPtpA = B¥AD). defined by
(e°(a))(p) = p(a), provides a Pp-co-universal arrow for A.

As a consequence of Theorem 3.2 and Remark 3.3, one gets the follow-
ing well-known results.

Remark 3.4.

1. Loc (the dual of Frm) is isomorphic to a full reflective subcategory of
TopSys, which gives the system localification procedure of S. Vickers.

2. B is isomorphic to a full reflective subcategory of Af Sys(Pp).

The case of the category TopSys shows that in Theorem 3.2 (2), the cat-
egory B?, however being a reflective subcategory of AfSys(7"), can be nei-
ther epi- nor mono-reflective.

In[17], S. E. Rodabaugh considered functors of the form Set xS E> Loc
and their respective categories of affine spaces, using, however, a different
terminology (recall Example 2.6 (4)). The next result shows that Remark 3.3

(in general) can not be extended from the subcategory {B B, B} to the
whole B”.

Proposition 3.5. Consider a functor Set x B Ti=Pyer, B, and suppose

that there exists a B-algebra B, whose underlying set is finite with at least
two elements, e.g., has the cardinality n, n > 2. ThenT" has no right adjoint.

Proof. If T has a right adjoint, then 7T preserves coproducts. Given a sin-
gleton set 1, 7((1, B)[[(1,B)) = T((11, B x B)) = (B x B)*YY and
T(1,B) x T(1,B) = B! x B!, Since T((1,B)[](1,B)) = T(1,B) x
T(1,B), n* = Card((B x B)WY) = Card(B* x B') = n?, which is a
contradiction. 0
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. o . . P 0C
For instance, Proposition 3.5 implies that the functor Set x Loc —= Loc

has no right adjoint, i.e., Theorem 3.2 (2) is not applicable to the category
Loc-Top of Example 2.6 (4).

To conclude the section, we provide a result, which is a direct conse-
quence of Theorems 2.13, 3.2.

Proposition 3.6. Suppose that the category X is (Epi, Mono-Source)-factori-

zable. If there exists a full embedding B —=— AfSys(T) such that Loc is

a left-adjoint-left-inverse to E, then the concrete category (AfSys(T),| —|)
is essentially algebraic over the ground category X x B,

In one word, the existence of a “proper” localification procedure for the

category Af Sys(7") implies that Af Sys(7") is essentially algebraic.

4. Affine sobriety-spatiality equivalence

With the above-mentioned affine spatialization and localification procedures
in hand, in this section, we provide an affine analogue of the well-known
equivalence between the categories of sober topological spaces and spatial
locales [14], which has already been considered by Y. Diers in the case of
the category AfSet(A).

4.1 Affine sobriety and spatiality

Suppose X L B”isa functor, which has a right adjoint. One has then the

Eg Loc
two adjoint situations AfSpe(7") | 1L " AfSys(7) | L "B, which provide
Spat Er
O:=LocEg
the adjoint situation AfSpe(7) L B?, or, more precisely, (7, €) :
PT:=SpatEy,
O 4 PT : B — AfSpe(T), in which (OPTB = O(PtB,=%(B)) =
X (B)) B, B with X (b)=eZ(b), for every B-algebra B, and (X, 7) UEIN

(x,7)

(PTO(X,7) = PTT = (Ptr,e®(1))) with X —2 Ptr = X 5
PtT'X — PtePtr for the embedding T TX, for every T-space
(X, 7).
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Definition 4.1. Sob is the full subcategory of AfSpe(T'), which contains
T-spaces (X, T) with the property that (X, T) UESN PTO(X, ) is an iso-
morphism (called sober T-spaces).

Definition 4.2. Spat is the full subcategory of B defined by those objects

B for which OPTB =2 B is an isomorphism (called spatial algebras).

The standard technique of getting an equivalence from an adjunction
(see [12, 16]) gives the following.

o
Proposition 4.3. The adjunction AfSpe(T) | L "B restricts to an equiv-
PT
_0o,
alence Sob L Spat.
PT

As a consequence of Proposition 4.3, one obtains the following well-
known results.

Remark 4.4.

1. There exists the adjoint situation O 4 P7T : Loc — Top and its
respective equivalence between the categories Spat of spatial locales
and Sob of sober topological spaces.

2. There exists the adjoint situation O - PT : B?” — AfSet(B) and
its respective equivalence Spat ~ Sob (“affine algebraic duality” of
Y. Diers [10]).

4.2 Separated affine spaces

This subsection provides an affine analogue of the well-known result that the
category of 7 topological spaces [13] is a reflective subcategory of the cate-
gory of topological spaces, which has already been extended to the category
of affine sets of Y. Diers.

Definition 4.5. A T-space (X, 7) is said to be separated provided that (X,
(x,7)

T7) ——= PTO(X, 1) is a monomorphism. AfSpc,(T) is the full subcate-
gory of AfSpc(T) of separated T-spaces.

-124 -



SOLOVYOV - LOCALIFICATION PROCEDURE FOR AFFINE SYSTEMS

To continue, we need a simple result, which follows from the more gen-
eral technique of, e.g., [12, 16].

Proposition 4.6. Given a T-space (X, T), the T-space PTO(X, T) is sober,
and therefore, separated.

Theorem 4.7. Let X — B be a functor. If X has a proper (€, Mono)-
factorization system (in the sense of [8]), where Mono is the class of X-mo-
nomorphisms, then AfSpe,(T) is an epireflective subcategory of Af Spe(T).

Proof. Since the category Af Spe(7T') is topological (recall Theorem 2.7), the
proper (£, Mono)-factorization system on X lifts to a proper (&y;,,, Mono)-
factorization system on Af Spe(7"), where £y, consists of all final £-morp-
hisms [1, Proposition 21.14 (2)]. Given a T-space (X, 7), consider an (Ey;,,

(x,7) e m

Mono)-factorization (X,7) —— PTO(X,7) = (X,7) > (X,7) =
PTO(X, ). The T-space (X, 7) is then separated, since it is a subobject of
the separated T-space PT'O(X, 1) (recall Proposition 4.6).

To show that (X,7) = (X,7) is an AfSpe,(T)-reflection arrow for
(X, 1), take a T-morphism (X, 7) ER (X', 7") with codomain in AfSpe, (7).
One has then the commutative diagram

(X,7)—— (X,7) —"— PTO(X, 7)
\_/
fl N(x,7) lPTOf

(X', 7)

- PTO(X', "),
U(X’,T,)
where 7)(x’ ) is a monomorphism. Since the category AfSpec(T’) has a

proper (&n, Mono)-factorization system, there is a 7-morphism (X,7) 4,
(X', 7'), making the following diagram commute

(X, 7) - (X,7)

fl d lPTOfom

(X', 7") ——— PTO(X', 7).

Mx!,rh

-125 -



SOLOVYOV - LOCALIFICATION PROCEDURE FOR AFFINE SYSTEMS

Corollary 4.8. Let X L B be a functor. If X has a proper (£, Mono)-
factorization system, then AfSpc,(T') is isomorphic to a reflective subcate-
gory of the category AfSys (T).

Proof. Follows from Theorems 2.18, 4.7. O]
The following provides a well-known example of separated 7'-spaces.

Example 4.9. If B = Frm, then AfSpc, (P,) is the category Top, of Tj
topological spaces.

As a consequence of Theorem 4.7, one gets the following.

Remark 4.10. Since the category Set has a proper (Epi, Mono)-factorization

system, Theorem 4.7 is applicable to every functor Set T, Bor, In particu-
lar, one gets the following well-known results.

1. Top, is a reflective subcategory of Top.

2. The category Cls, of T} closure spaces [3] is a reflective subcategory
of Cls.

3. AfSet,(B) is a reflective subcategory of AfSet(B).

Moreover, Corollary 4.8 implies now that the category of state-determi-
ned state property systems is a reflective subcategory of the category SP [3].
4.3 Spatial and localic affine systems

Having the embeddings of Top and Loc into TopSys in hand, S. Vickers
restated the sobriety-spatiality equivalence in terms of topological systems.
This subsection shows an affine analogue of this technique.

T ALSys(T) L ATSpe(T)
Let us have adjoint situations B” = 1+ AfSys(7') . AfSpc(7).
Er, Spat

Definition 4.11. A T-system (X, k, B) is called spatial (resp. localic) pro-
vided that there exists a T-space (X, T) (resp. a B-algebra B) such that
(X, K, B) is isomorphic to Es(X, T) (resp. E1B).

The following two results are straightforward.
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Proposition 4.12. Given a T-system (X, k, B), the following are equivalent:

1. (X, K, B) is localic;

2. the T-morphism (X, k, B) (Pronx 1p), (ErLoc(X,k,B) = (PtB,
ep, B)) is an isomorphism;

3. the X-morphism X 2% PtTX L% PtB is an isomorphism.
Proposition 4.13. Given a T-system (X, k, B), the following are equivalent:
1. (X, K, B) is spatial;
2. the T-morphism (EsSpat(X, k, B) = (X, €;0, (5, B)) U, (X, K,
B) is an isomorphism;

3. the B-homomorphism B = k°P(B) is an isomorphism;

4. the B-homomorphism B N TX s injective.

Given a T-space (X, 7), EpLocEg(X,7) = EpLoc(X, e, 1) = BT =
(Ptr,e,,7) is alocalic T-system.

Proposition 4.14. The T-system (Ptr,e,, T) is spatial.
Proof. Commutativity of the diagram

TX I ppirx TP Tper

ETX er
lrx

TX T

O
e?

gives (T'(Pte®? onx))” o e® = e,, yielding injectivity of €. The result
now follows from Proposition 4.13. [

Given a B-algebra B, EsSpatE B = EsSpat(PtB,cp, B)=FEg(PtB,
7 (B)) = (PtB, 62%’(3)7 e7(B)) is a spatial T-system.

Proposition 4.15. The T-system (PtB, e, (B)’ R (B)) is localic.
B
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. . op “op 650])(3)
Proof. Take the factorization B2 ,TPtB= B2, eX(B)~~— TPtB.
Since g is an epimorphism in B, %Op is a monomorphism in B?. Thus,
on the one hand, Pte%”()p o Pter,;p(B) onpip = Pteg onpig = 1pip, and, on

the other hand, Pte%" o PteZ}o;p onpip o Pte = Ptefl = Pte " o

(B)
1 pteor(p) implies Ptegﬁl;p (B) © "PtB © Pteonop = lpior(p), since Pt preserves
monomorphisms (as a right adjoint). The desired result now follows from
Proposition 4.12. [

Definition 4.16. Spal.oc is the full subcategory of AfSys(T) of T-systems,
which are spatial and localic.

Toc Es .
Theorem 4.17. Spat = SpaLoc — Sob are equivalences.
L pa

Proof. Consider the case of the categories Spat and SpaLoc (the other case

is similar). By Proposition 4.14, the restriction Spat ., Spal.oc is a full
embedding. Moreover, given a T-system (X, x, B) in SpaLoc, Eg(X’, 7)==
(X, K, B) = E; B for some T-space (X', 7') and some algebra B’. It fol-
lows then that 7/ = B’, and therefore, B’ is in Spat. Thus, the restriction of

E' is dense, and therefore, it is an equivalence. OJ

Theorem 4.17 is an internalization of the sobriety-spatiality equivalence
into the category of affine systems.

5. Conclusion

Motivated by the fact that the category TopSys of topological systems of
S. Vickers [20] includes the category Loc of locales (resp. Top of topological
spaces) as a full (resp. co)reflective subcategory, this paper showed that the
category Af Sys(T') of affine systems (motivated by affine sets of Y. Diers [9,
10, 11]) includes the category B°” of the underlying algebras of affine struc-
tures (resp. Af Spe(7") of affine spaces) as a full (resp. co)reflective subcate-
gory. While the embedding of AfSpc(7') into AfSys(T') is always possible,
the embedding of B’ requires the existence of a right adjoint for the re-
spective functor 7". The obtained two embeddings allowed us to restate the
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equivalence between the categories of sober topological spaces and spatial
locales [14] in the language of algebras and affine spaces, and, moreover, to
internalize this equivalence into the category of affine systems.

Since the classical sobriety-spatiality equivalence provides a convenient
framework for, e.g., the Stone representation theorems for Boolean algebras
and distributive lattices [14], its affine generalization could provide a conve-
nient setting for studying natural dualities in the sense of [7], which will be
the topic of forthcoming papers.
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ABSTRACT ANNIHILATION GRAPHS
by Elham MEHDI-NEZHAD

Résumeé Nous proposons un nouveau contexte, beaucoup plus général, pour
I’étude des graphes diviseurs de zéro/ annulateurs d’idéaux, ou les sommets
des graphes ne sont pas des éléments/idéaux dun anneau commutatif, mais
éléments din ensemble ordonné abstrait (qui imite le treillis des idéaux), muni
d’une loi binaire (qui imite le produit d’idéaux). On considére aussi le niveau
intermédiaire des congruences des structures algébriques qui admettent une

”"bonne” théorie des commutateurs.

ABSTRACT. We propose a new, widely generalized context for the study
of the zero-divisor/annihilating-ideal graphs, where the vertices of graphs
are not elements/ideals of a commutative ring, but elements of an abstract
ordered set (imitating the lattice of ideals), equipped with a binary opera-
tion (imitating products of ideals). The intermediate level of congruences
of any algebraic structure admitting a ’good’ theory of commutators is also

considered.

introduction

Given a commutative ring R, one can form a graph whose vertices are
(some) elements of R and edges are pairs (z,y) with zy = 0 in R. Or, one
can replace elements with ideals of R and do the same, that is, define edges as
pairs (A, B) with AB = {0}. The study of these so-called zero-divisor graphs
and annihilating-ideal graphs were initiated by I. Beck [4] and M. Behboodi
and Z. Rakeei [5] respectively, and then continued by various authors (see

Section 2 for precise definitions and some references).

Key words and phrases. annihilation graph, annihilating-ideal graph, zero-divisor graph,
diameter of a graph, girth of a graph, poset, lattice, commutator, congruence.
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Since the product of two ideals of a commutative ring is nothing but their
commutator in the sense of universal algebra (see Section 3 for details), it is

natural to:

e replace ideals of a commutative ring with congruences of any algebraic
structure that admits a good notion of commutator; ”good” might have dif-
ferent meanings (see e.g. R. Freese and R. McKenzie [7] for different notions
of a commutator), and the properties we actually need to hold are listed in
Section 3;

e replace the property AB = {0} above with the property [a, ] = 0,
where a and [ are congruences on a given algebraic structure, [, ] their
commutator, and 0 now denotes the equality relation (since it is the smallest

congruence) on that given algebraic structure.

Although this replacement is itself a wide generalization, it immediately sug-
gests a further wide generalization, where congruences on a given algebra are
replaced with elements of an abstract lattice, or even just an ordered set,
equipped with a binary operation. The condition that operation should be
required to satisfy should then imitate the properties of commutators (as in

our Section 3).

This two-step generalization in the study of annihilation graphs (we say ”an-
nihilation” instead of ”annihilating-”) is the author’s PhD Thesis’ theme,
under supervision of Professor G. Janelidze, who suggested it. The results,
to be considered as the first results of this project, are given in Section 5 of
the present paper. Our proofs closely follow the ring case, suggesting that
the purpose of the paper is first of all to provide a strong motivation for
the whole project. The most surprising fact here is that the binary operation
involved is not required to be associative, unlike the ring multiplication; this is
important since the commutator operation is almost never associative, except

the commutative ring case.
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The paper is organized as follows: in Section 1 we recall standard definitions
of graph theory that will be used below; Sections 2 and 3 are devoted to
annihilating-ideal graphs and commutators respectively: we recall what we
need and give some references; in Section 4 we introduce our new context of
commutator posets, commutator lattices, and their annihilation graphs; as
already mentioned, the main results are formulated and proved in Section 5 -

in fact it is two results put together in Theorem 5.1.

Note also that, as suggested by the context considered in [1], we consider a
'relative version’ of annihilation, where ab = 0 is replaced with ab < ¢ with a
fixed c.

1. Graphs

By a graph we will mean a pair G = (G, G1), in which Gy is a set and G
a binary irreflexive symmetric relation on Gg; the elements of Gy and of Gy

will be called vertices and edges of G, respectively.
For a natural number n, a path of length n in a graph G is an (n + 1)-tuple
(2o, ..., xy) of distinct vertices of G, such that (z;_1,x;) is an edge of G, for
each i € {1,...,n}.
A path (xg, ..., x,) is also called a path from xg to x,.
The distance d(x,y) between vertices x and y of a graph G is defined as follows:
o d(z,y)=0,if z =y;
e d(x,y) = n, if n is the smallest non-zero natural number for which there

exists a path of length n from z to y.

e d(z,y) = o0, if z # y and there is no path from z to y.
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Accordingly, the distance between z and y is said to be finite if either x = y

or there exists a path from x to y, and infinite otherwise.

A graph G is said to be connected, if, for every two distinct vertices x and y
of G, there exists a path from x to y, or, equivalently, the distance d(z,y) is
finite. Note that, according to this definition, the empty graph is connected

in contradiction with the categorical (and topological) notion of connectedness.

The diameter diam(G) of a graph G is defined as the largest distance between

its vertices.
For a natural n > 3, a cycle of length n in a graph G is an (n + 1)-tuple
(xo, ..., zn) of vertices of G that are distinct except xg = x,, and such that
(xi—1,7;) is an edge of G, for each i € {1,...,n}.
The girth gr(G) of a graph G is defined as follows:

e if G has a cycle, then gr(G) is the smallest number n such that G has a
cycle of length  n.

e if G has no cycle, then gr(G) = oco.
It is well known and easy to show that if G has a cycle, then

gr(G) < 2 diam(G) + 1; (1.1)

however, in the contexts we shall consider, better inequalities are obtained (see

Theorems 2.1 and 5.1; Theorem 2.1 is a generalization, from [1], of a result in

[5])-
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2. The annihilating-ideal graph of a commutative ring with respect

to an ideal

The annihilating-ideal graph AG(R) of a commutative ring R (with 1), intro-
duced by M. Behboodi and Z. Rakeei [5], is defined as follows:

o the vertices of AG(R) are all non-zero ideals of R with non-zero annihi-
lators;

e a pair (A, B) of distinct vertices of AG(R) is an edge of AG(R) if and
only if AB = {0}.

This definition is a natural ideal versus elements version of the construction
earlier introduced by D. F. Anderson and P. S. Livingston [2], which itself is a
modified version of the construction first studied by I. Beck [4]. On the other
hand, one can fix an ideal I in R and consider the graph AG(R), called the
annihilating-ideal graph of R with respect to the ideal I in [1], in which:

o the vertices of AG(R) are all ideals A of R not contained in I and having
an ideal A’ not containing in I with AA’ containing in I;

e a pair (A, B) of distinct vertices of AG(R) is an edge of AG(R) if and
only if AB C I.

According to this definition, AG(R) = AG g (R).

Let us recall:

Theorem 2.1. (Theorem 3.3 in [1])
(a) The graph AGr(R) is connected and diam(AGr(R)) < 3.
(b) If AG1(R) contains a cycle, then gr(AG(R)) < 4.

Similar inequalities were known before for the graph considered in [2]: see
Theorem 2.3 in [2], Theorem 2.3 in [6], assertion (1.4) in [14], and Theorem
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2.2 in [3] for various versions. They were also known for I = {0}, that is, for
the graph AG(R) (see Theorem 2.1 in [5]).

3. Commutators

The familiar group-theoretic notion of a commutator has been generalized
to various contexts of universal algebra and category theory. The universal-
algebraic references to commutators usually begin with J. D. H. Smith [16],
and then mention various further generalizations of Smith’s definition (see e.g.
[7] and references therein, although there are many more recent ones). The
categorical notions of commutators of subobjects and of internal equivalence
relations first appear in S. A. Huq’s papers (see [8]), and in M. C. Pedicchio’s
papers (see [15]), respectively.

As formulated in [9] (based on the approach of [12]), the commutator [«, (]
of two congruences a and ( on an algebra A in a Mal’tsev (=congruence
permutable) variety C with a Mal'tsev term p can be defined as the smallest

congruence y on A such that the map

{(z,y,2) € A(z,y) € a ke (y,2) € B} = A/y (3.1)

sending (z,y,z) to the v-class of p(z,y, z), is a homomorphism of algebras

(that is, a morphism in C ).
As also mentioned in [9], this commutator has the following properties:

[, B] < anp (3.2)
[a75] = [570‘]7
[a, BVA] = [, B]V[a, 7]

where A and V are the meet and the join in the lattice of congruences on
a given algebra A. It is well known that these properties also hold in various
more general contexts, in particular for commutators in a congruence modular

varieties (see e.g. [7]) and in an exact Mal’tsev category with coequalizers
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(see [15]).

When the ground variety C is semi-abelian in the sense of G. Janelidze, L.
Marki, and W. Tholen [10] (and in some more general contexts, earlier studied
by A. Ursini; see e.g. in [11] and references on Ursini’s papers there), for each

algebra A in C| there is a lattice isomorphism
Con(A) ~ NSub(A) (3.5)

between the lattice Con(A) of congruences on A and the lattice NSub(A) of
normal subalgebras of A, under which congruences correspond to their ’0-
classes’. This immediately allows us to define commutators in semi-abelian
varieties using (3.1) as above, even though the so defined commutator will not
necessarily coincide with the Huq commutator (see [13] for the clarification of
their relationship). Accordingly, for normal subalgebras H and K of A and
the corresponding congruences « and 8 on A, we shall write [H, K] gmitn for
the normal subalgebra of A corresponding to [a, f].

Note also that, the so-defined [H, K|gpm is at the same time a special case

of the commutator introduced by A. Ursini in [17], as shown in that paper.

Let us recall the simplest examples:

Example 3.1.
(a) if C is the variety of groups, then normal subalgebras of A in C are
the same as normal subgroups of A, and, for two normal subgroups
H and K of A, [H, K|gmith is the ordinary commutator of H and K.
That is,

[H, K]smitn, = the subgroup of A generated by all hkh~ 'k~ with
he€ Hand k € K.

(b) if C is the variety of commutative rings (here and below rings are

not required to have an identity element), then normal subalgebras
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of A in C are the same as ideals of A, and, for two ideals H and K of A,
[H) K]Smith — HKv

the product of H and K.
(c) if C is the variety of rings (not necessarily commutative), then normal

subalgebras of A in C are the same as ideals of A, and, for two ideals
H and K of A,

[(H, K]smitn = HK + KH,
the product of H and K.

4. Commutator lattices and their graphs
As suggested by commutator theory, we introduce
Definition 4.1. (a) A commutator lattice is a (bounded) lattice L equipped

with a binary operation [—, —], also written as [z,y] = xy, and satisfying the

conditions similar to (3.2)-(3.4), that is, satisfying

xy < x, (4.1)
Ty = yx (4.2)
z(y Vv z) = (zy) v (22) (4.3)

for all x,y, z in L.

(b) More generally, a commutator poset is a poset (=ordered set) L equipped

with a binary operation [—, —], also written as [z, y] = xy, and satisfying (4.1),
(4.2), and
z<y=1xz<yz, (4-4>

for all x,y, z in L.
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Our obvious examples of interest of a commutator lattice are:

Example 4.2.

(a) For an algebra A in a Mal’tsev variety C, the lattice Con(A) of congru-
ences on A, equipped with the commutator operation defined as in the
previous section, is a commutator lattice. The same is obviously true
in all those contexts where commutators satisfy properties (3.2)-(3.4),

including the context of congruence modular varieties considered in [7].

(b) For an algebra A in a semi-abelian variety C, the lattice NSub(A)
of normal subalgebras of A, equipped with the commutator operation
[—, —]smitn defined as in the previous section, is a commutator lattice.
In particular, this is the case for the varieties considered in Example

3.1 with the commutators described there.

Let us mention two other obvious examples:

Example 4.3. An arbitrary lattice L becomes a commutator lattice if we put

either

(a) xy =x Ay for all z,y € L, provided L is distributive, or

(b) zy =0 for all z,y € L.
As suggested by commutator theory, we might call these two kinds of commu-

tator lattices arithmetical and abelian, respectively.

The definition of annihilating-ideal graph AG(R) of a ring R with respect
to an ideal I immediately extends to the context of a commutator lattice as

follows:

Definition 4.4. For an element ¢ in a commutator poset L we define the

annihilation graph of L with respect to ¢ as the graph AG.(L), in which:
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the vertices of AG.(L) are all elements x of L not less-or-equal than ¢ and
having an element y in L not less-or-equal than ¢ with zy < ¢. A pair (z,y)
of distinct vertices of AG.(L) is an edge of AG.(L) if and only if zy < c.

We shall also write AG(L) = AGo(L), and call this graph the annihilation
graph of L.

In particular we have
AG1(R) = AGr(L)and AG(R) = AG(L), (4.5)

where AG(R) and AG(R) are as in Section 2, while L is the commutator

lattice of ideals of R with the commutator operation as in Example 3.1(b).

5. The ring-theoretic results extend to the context of commutator

posets

The purpose of this section is to extend Theorem 2.1 to the context of com-

mutator posets, that is, to prove the following:

Theorem 5.1. Let L be a commutator poset and c an element in L. Then:

(a) The graph AG.(L) is connected and diam(AG.(L)) < 3.
(b) If AG.(L) contains a cycle, then gr(AG.(L)) < 4.

Proof. (a): We have to show that, for every two distinct vertices a and b of
the graph AG.(L) with ab £ ¢, either there exists a vertex z of AG.(L) with

(a # x # b and)
azr,xb < c, (5.1)

or there exist distinct vertices x and y of AG.(L) with (a # x #b, a #y # b,
and)
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ax,zy,yb < c. (5.2)

Our arguments will depend on the satisfaction of the inequalities a? < ¢ and

b? < ¢, and therefore we have to consider four cases:

Case 1: a® < c and b? < c. In this case z = ab satisfies (5.1). Indeed,

ar = a(ab) < a® < ¢, and similarly zb < ¢;

Case 2: a?> < c and b> £ c. Here we first choose ¢ to be any vertex of
AG.(L) with tb < ¢, which is possible by definition of AG.(L), and continue
depending on the satisfaction of the inequality at < c. If at < ¢, then x =t
satisfies (5.1). Indeed, ax = a(at) < a? < ¢ while b = (at)b < th < c.

Case 3: a? £ c and b% < ¢ - is trivially similar.

Case 4: a® £ c and b? £ c. Now we first choose vertices u and v of AG.(L)
with (a # u # b, a # v # b, and)

au,vb < c. (5.3)

which is possible by definition of AG.(L). Next, if u = v, then = u = v
satisfies (5.1). Therefore we can assume u # v. But u # v together with
uv < ¢ would imply that x = u and y = v satisfy (5.2). Therefore we can
also assume uv £ ¢. However, under these assumptions « = uv satisfies (5.1).

Indeed, ax = a(uv) < au < ¢, and similarly zb < c.

(b): Suppose AG.(L) contains a cycle (xo,...,x,) of length n (hence, in
particular, zy = z,). Since we only need to show that there exists a cycle of
length < 4 in AG.(L), we can assume, without loss of generality, that n > 5,
and that the cycle (zo, ..., ;) has the minimal length. Using this minimality,

we observe:
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e zox3 £ c. Indeed, if xgz3 < ¢, then the sequence obtained from (zo, ..., zp)
by removing x; and z9 would a cycle in AG.(L);

e xox3 # x1. Indeed, zoxrs = x1 would imply 1 < x¢ and then
T1Tp—1 < XpTp—1 = TpTn—1 < ¢, making the sequence obtained from
(o, ..., zp) by removing xg a cycle in AG.(L);

® rox3 7 To, which can be proved similarly to xzgxs # x1;

Now, under our assumptions, we can prove that AG.(L) has a cycle of length

3: specifically, so is (z1, o3, x2,z1). Indeed:

since xox3 < ¢ and xor3 < xo, Tox3 is a vertex of AG.(L); we already know

that =1, zoxs3, and x9 are all distinct from each other;

o r1(xor3) < x170 < €
o (zox3)ry < w322 < 04

e rox1 < c. U

Remark 5.2. There are simple counter-examples showing that gr(AG.(L)) < 3
is not always true, even if there are cycles of length > 5. For instance, if R
is an integral domain that is not a field, then, obviously, gr(AG(R x R)) = 4
(where AG(...) is as in [5]; see Section 2). In this well-known case all cycles in
AG(R x R) have even number of elements, and, for every n-tuple (Ay, -, 4;,)

of distinct ideals in R, the sequence

(Ao X {0}, {0} X Ao,A1 X {0}, {0} X Al, s ,An_l X {0}, {0} X An—hAn X
{0},{0} x An),

where n > 2 and Ay = A, is a cycle of length 2n in AG(R x R).
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THE COHERENT CATEGORY OF INVERSE SYSTEMS
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Résumé. Pour toute catégorie de modeles C enrichie dans la catégorie
des groupoides Gpd, on définit une nouvelle catégorie Pro C, dont les ob-
jets sont les systémes inverses dans C; elle est isomorphe 2 la catégorie
d’homotopie de Steenrod Ho(ProC), et a la catégorie de pro-homotopie
cohérente définie par Lisica and Mardesi¢ lorsque C est la catégorie des es-
paces topologiques.

Abstract. For é\/ery model category C enriched over the category Gpd of
groupoids a new category Pro C is defined, with objects the inverse systems
in C, which is isomorphic to the Steenrod homotopy category Ho(Pro C) and
to the coherent pro-homotopy category defined by Lisica and Mardesi¢ when
C is the category of topological spaces

Keywords. inverse system, groupoid enriched category, pseudo-natural
transformation, model category, category of fractions.

Mathematics Subject Classification (2010). 55U35, 55P55, 18D20, 18E35

1. Introduction

Inverse systems have been widely used in Mathematics, especially in Topol-
ogy. Grothendieck (see[11]) was the first to give a good categorical defini-
tion for the category Pro C of inverse systems in a given category C. The
need for a homotopy theory of Pro C was recognized in [1], however, the
homotopy category defined there was not satisfactory for a number of rea-
sons. Many authors were then concerned with the task of defining a Quillen
model structure on Pro C, assuming C had one, in order to obtain a well
behaved homotopy category. The so called Steenrod homotopy category
Ho(Pro C) was defined by Porter in [19] (see also [20]). In the last years
further work on the subject has been done notably by Isaksen, see for in-
stance [13], [14] and the very recent paper by Descotte and Dubuc [7].
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There are at hand essentially two ways to look at Ho(Pro C ). The first one
is due to Edwards-Hastings [8], who define it by localizing Pro C at the
class of level equivalences so that in this case the morphisms are quite ugly
to handle. The second one is due to Cathey-Segal [6]: glven inverse systems
X,Y in C, they consider suitable fibrant replacements X, ¥ for them obtain-
ing that Ho(Pro C )(X,Y) 2 [X, Y], where the right member denotes the set
of homotopy classes with respect to the relation generated by extending to
Pro C a cylinder functor given on C. In this case morphisms are easy to
manage while the constructions of the fibrant replacements is not trivial at
all, see, e.g., [8], 3.2.3 and [6], 4.2. Our aim in this paper is to construct a
category with objects the inverse systems in C having the advantages of both
the points of view above.

When speaking of the category C we really have in mind the category Top
of topological spaces however the construction we give works for an arbi-
trary ge-category C, that is a category enriched over groupoids, endowed
with a suitable model structure. In a previous paper [22] this author has
defined the ge-category Inv C with objects the inverse systems in C, co-
herent maps between them and modifications of such coherent maps. The
homotopy category of Inv C, denoted by Pro C, was used in order to re-
define the strong shape category of compact metric spaces. The main result
of this paper consists in showing that Pro C is isomorphic to the Steenrod
homotopy category Ho(ProTop ) as defined in [8] and then to the coherent
pro-homotopy category CH(Top) as defined by Lisica and Mardesié, see
[17].

2. Background

A groupoid is a small category whose morphisms are all invertible. Gpd
denotes the category of groupoids and their functors.

Gpd is a complete and cocomplete category, in particular it is a sym-
metric, monoidal closed category, with tensor product the usual product
of categories and unit object the groupoid having only one object and one
morphism. Gpd is then suitable for enriching other categories: a category
C is enriched over Gpd (hereafter called a ge-category) if every hom-set
Hom(X,Y) is the set of objects of a groupoid Hom(X,Y") and the compo-
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sition is a functor
Hom(X,Y) x Hom(Y, Z) — Hom(X, Z),

forall X,Y,Z € C. A ge-category C has objects (0-cells), maps (1-cells)
and homotopies (2-cells) between them, so that it is nothing but a 2-category
whose 2-cells are all invertible. As for notations, we will write

a:f=>9g: X->Y

to mean that « is a homotopy connecting the maps f,g : X — Y. A map
f: X — Y in C is called a homotopy equivalence if there exists another
map g : ¥ — X and homotopies g o f = 1x, f o g = 1y. Homotopies in
C can be composed in two ways : vertically (3 - ) and horizontally (7y * c).
We denote, e.g., by f both the map and the identity homotopy 1 g f=1f.

The relation to be homotopic for maps in C is a compositive equivalence
relation on each Hom(X,Y"). The quotient category h(C) is called the ho-
motopy category of the ge-category C. It can also be obtained by formally
inverting the class W of all the homotopy equivalences in C : C[W~!] = h(C),
[22]. A 2-functor F : B — C of ge-categories lifts naturally to a functor
hF : h(B) — h(C) which acts on objects as F does.

Example 2.1.

(a) The category Top of topological spaces and continuous maps is a ge-
category. Given two spaces X, Y, the continuous maps between them
and the tracks (= relative homotopy classes of homotopies) [5] con-
necting such maps determine a groupoid.

(b) Gpd itself is a ge-category: the homotopies are the natural isomor-
phisms of functors. A functor of groupoids is a homotopy equivalence
iff it is an equivalence of categories.

(c) Every ordinary category can be thought of as a ge-category having
only identity homotopies.
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3. The ge-category of diagrams.

Let C be a fixed ge-category and let A be a small, ordinary category, also
considered as a ge-category. Let us denote by [A, C] the ge-category of dia-
grams in C of type A, that is (2-)functors F : A — C. The maps here are the
(2-)natural transformations of diagrams, while a homotopy is a modification
of natural transformations [15].

3.1. Recall that, for diagrams F,G : A — C, a pseudo-natural transforma-
tion (called a psd-transformation, for short) 7 : F — G consists of

- maps 7 : F(z) — G(z) in C, for all z € A, together with

- homotopies 7, : G(u)7, = 7,F(u) in C, for all u : z — y in A, in such
away that7, = 1, and 7, = [7, *F(u)] - [G(g) * 7], for composable maps
T5y->zasin .

F(z) = G(z) F(z) ——— ()
F(U)J bru 1G(U)

Fly) ——6(y) = rwow Yo S(wou)
m)l o lcm

F(z) == 6(2) F(z) — = G(2)

Moreover, for a homotopy o : u=>u' : £ — y, one has

Ty - [G(@) * 73] = [y * F(@)] « 7w

as in
F(z) —————— G(z) F(z) ———— G(z)
p(u)l Y (u) l"(:‘;) lc(u') =  F@ lF (:‘:)IF(u') YTy lc(u')
F(y) Ty G(y) F(y) Ty G(y)

3.2. Given psd-transformations o,7 : F — G a homotopy (modification)
6 : o= 7 consists of homotopies 6,, : 0, = 7., for z € A, such that, given
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u;x—>y,then
T+ [G(u) % 0] = 6, xF(u)] - 0w,

as in
Fz) _ ve. _ G(x) Fz) — G(2)
i You
F(u)l Yra |G(u) = F(u) l lc(u)
gy
F(y) G(y) F(y) Yo, G(y)

Ty

33. A natural transformation or psd-transformation 7 : F — G of diagrams
is called a level equivalence when, for each € A,the map 7, : F(z) — G(z)
is a homotopy equivalence in C.

3.4. Diagrams, psd-transformations and their homotopies define the ge-cate-
gory [A, C]. Since every natural transformation of diagrams is a psd-trans-
formation, it follows that [A, C] is a ge-subcategory of [A, C]. The inclusion
2-functor J : [A, C] — [A, C] has a left 2-adjoint ([4], [10]) usually denoted

(=) :[A,C]l—[A,C], F—F.

F'is called the flexible or cofibrant replacement of the diagram F. The unit
p of the 2-adjunction is levelwise given by pseudo-natural transformations
ps : F — F/, while the components of the counit ¢ are natural transforma-
tions ¢, : F/ — F. It follows from the general theory of 2-monads ([3], §4)
that the pseudo-natural transformations p; and the natural transformations g
form an adjoint equivalence. In particular, one has ¢;p, = 1, and there are
homotopies &; : p.g- = 1; providing the counit of the adjoint equivalence.

F F/ S,
\ [ aF F l {6
N F F/ i

3.5. In [10], 3.2.3, its shown that, for each diagram F, ¢ : ¥ — Fis a
levelwise trivial fibration in the projective model structure on [A, C], for C
a model category. In particular ¢, is a level homotopy equivalence in C.
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3.6. A diagram F : A — C is flexible when ¢; : F¥ — F is a surjective
equivalence in [A, C] (see [4], and [16], 5.13). It follows from ([4], Theorem
4.7), that every psd-transformation F — G, with F a flexible diagram, is
homotopic to a unique natural transformation.

Given 2-categories C and D, is not true in general that a pseudo-natural
transformation 7 : F — G : C — D is always homotopic to a 2-natural
transformation. A nice counterexample for this fact can be found in [21].

In general, a level equivalence is not a homotopy equivalence in [A, C]
(see e.g. [8], 2.5). However the following is known.

Proposition 3.7. Let A, C be ge-categories. A level equivalence 7 : F —
G: A — Cin [A, C| becomes a homotopy equivalence in [A, C].

Proof. Assume that each 7, is a homotopy equivalence with homotopy in-
verse 0, : G(z) — F(z) and homotopies 7, : 0,73 = lpw). For f : 2 — y
in C define 0 : F(f)0 ) = 0r,)G(f) so that the homotopy represented by
the following diagram is the identity homotopy at F(f) :

1r(2)

4 . so7t
F(z) ——G(z)

Oz

N
~F(z)
F(f) l 475 J 6(f) s IF(f)
y (

Fly) — G(y) T F(y)
_ 4oy M

thatis : 1p;y = [0y * F(f)] - [oy * 7¢] - [0 % 7] - [F(f) * 01]. From which it
follows o = [oy * 7¢] ™% - [0, * F(f)] 7! - [F(f) * 6]~ * 0. The converse is
clear. O

4. The ge-category of Inverse Systems.

4.1. An inverse system in a ge-category C is a diagram X : A”? — C,
with (A, <) a cofinite, strongly directed set. We often write explicitly X =
(X)\,x)‘A/,A), WhCI‘CX()\) == X)‘ and X()\ S )\,) = IL‘,\y : XA' = XA) [8], [18].
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If f: M — Ais an increasing map of directed sets, then there is an
inverse system Xy = Xf : M? — C, given by Xy = (X5), Zf(u)5(u), M)-
Here M = (M, <) and f is considered as a functor.

42. LetX = (X»,zav,A) and Y = (Y),,y, v, M) be inverse systems in C.
A map of systems f = (f, f,) : X — Y consists of

- an increasing map f : M — A,

- a natural transformation (f,) : Xy — Y.
If Z=(Z,,7,,N) is another inverse system and g = (g,g,) : Y — Z s an-
other map of systems, the composition gf : X — Z is the map (fg, g o)),
while the identity map on X is given by (14, 1x, ).

Letf = (f, f,) : X — Y be a map of systems and let F : M — A be
an increasing map such that f < F, that is f(u) < F(u), for all u € M.
The shift of £ by F is the map of systems £ = (F, f “) X — Y, where

Fu = Fue(uf)-

4.3. Given two maps of systems f,f' : X — Y, a homotopy x : f= f'
consists of an increasing map F' : A — M, F > f, f/, and of a usual modi-
fication of natural transformations Y : (f”) ~ (f7,).

Two maps of systems f,f’ : X — Y are said to be congruent if they admit a
common shift. Congruences of maps of systems are trivial modifications, so
we can form the ge-category Inv C whose objects, maps and homotopies are
inverse systems, maps of systems and their congruences, respectively. The
resulting homotopy category of Inv C is Grothendieck’s category Pro C of
inverse systems in C [11].

Inv C is actually a ge-category whose constituent bricks are the ge-
categories of diagrams [A%, C], for (A, <) a cofinite, strongly directed set.
Changing [A°?, C] to [A%, C] leads to :

44. A coherent map of inverse systems ¢ = (f, fu, fuu) : X — Y consists
of:

- anincreasingmap f : M — A,

- a psd-transformation (f, f,/) : Xy — Y.
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Lety = (9,90, 9w) : Y — Z = (Z,, 2,,», N) be another coherent map. The

composition ¢ is the coherent map given by (fg, g, fo), 9 * fow)g0))-
Such a composition is indeed associative and the identity coherent map X —
Xis given by 1, = (1,;1x,,1,,).

45. Let ¢ = (f; fus fuw) : X — Yand let F : M — A be an increasing
map such that f < F. The coherent shift of p by F is the coherent map
© = (F; fu fuw) : X — Y which is given by f, = fuxs(r( and f,, =
Fut ¥ TP
If ' = (f', f,, f,,+) is another coherent map X — Y, a coherent homotopy
® : = ¢’ consists of:

- an increasing map F': M — A suchthat f, f/ < F,

- a homotopy of psd-transformations @ : (£, f,./) => (?:“7:“,) : Xp —
Y, between their coherent shifts by F'. It follows that ¢ is family of homo-
topies of C

Pu : FuZf(w)F () = JuTgwyF), 1€ M,
such that (g, *Tr(u)g(uy) (Yuu *Bpr) = (Pu*Tr(uyPury) (Fuw *T 5wy Py )-

4.6. The data above define the ge-category Inv C with objects the inverse
systems in C, coherent maps and their coherent homotopies. We define the
coherent category of inverse systems in C to be h(Inv C) =Pro C.

If X and Y are indexed over the same set A, then a map of systems
(1a, f) : X — Y is natural transformation while a coherent map of systems
(1A, fx, fow) + X — Y is a psd-transformation, We call such maps level (co-
herent) maps of systems.

4.7. Recall from [18] that every map of systems (f, f,) : X — Y, with
f: M — A, is isomorphic, in the category of maps of Inv C , to a level map
(1n, f) : X' — Y where

N={v=(p eAxM]|fu) <A}

is directed by the relation

v=Ap) <N,p)=rer<X and p <y,
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with f, = fuxsa. This is the so called MardeSi¢’s trick, which admits a
coherent version as follows.

Starting from a coherent map of systems (f, f,, fuv) : X — Y one obtains a
level coherent map of systems

(In, fos frr) 1 X =Y

where f, = f, o x4 and f,,- is the homotopy represented by

€T YN f"l
X,,I = X)\l Lan > Xf(ﬂl) }/Ml = Y,,I

Py Tr(u)f(u') I P Ypu!

X=X\~ Xsw 7, Y.=Y

Then there is a commutative square in Inv C

(F Fur Frut)
I

X Y
(3, %) l [ (4, 4v)
! YI

(lNi fur .f,,,/)

where (7,4,) and (j,j,) are isomorphisms of systems given by 7 : N —
A, i(v) =Xandi, = 1x,, j : N = M, j(v) = pand j, = ly,.

4.8. Edwards-Hastings [8] consider a nicely behaved model category C sat-
isfying a certain condition “N” which provides, among other things, the ex-
istence of a functorial cylinder. They define a model structure in Pro C
where the weak equivalences and the cofibrations are defined to be retracts
in the category of maps of Pro C of level equivalences and of level Hurewicz
cofibrations from some [A%, C], respectively. The Steenrod homotopy cat-
egory of inverse systems Ho(Pro C) is obtained by localizing Pro C at
the class of level homotopy equivalences (see also [20]). An equivalent
description of Ho(Pro C) is given in [6], let us recall it briefly. First ex-
tend the cylinder functor given on C to Pro C : for X = (X, z)y,A), let
Xx I = (Xx I,z x1,A). Two maps of systems £ = (f, f,), g =
(9,9u) : X — Y are declared naive homotopic if there exists a map of sys-
tems F = (F,F,) : XX I — Y, where F : M — A is an increasing map
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such that ' > f, g and, foreach p € M, F), : Xz, x I — Y, is a homo-
topy in C connecting f, ©  ¢(,)r(u) and g, © Zg(u)r(u). The resulting quotient
category is denoted 7(Pro C) and is called the naive homotopy category.
We write [X,Y] for the set of naive homotopy classes of maps X — Y. If
7(Pro C ) denotes the full subcategory of all fibrant objects in the previous
model structure, then there is a reflective functor

A

F:m(ProC) — n(ProC)s, Xw— X,

with unit of adjunction i, : X — X a level trivial cofibration. The main result
is that there is a natural bijection

Ho(Pro C)(X,Y) = [X, Y],

which exhibits Ho(Pro C ) as the full image of the functor F.
We note that two coherent maps of systems that are coherently homotopic
are also naive homotopic.

Inv C is a ge-subcategory of Inv C and the inclusion 2-functor Inv C —
Inv C lifts to the homotopy categories as I : Pro C — Pro C. Since level
homotopy equivalences in Pro C become homotopy equivalences in Pro C,
then the inclusion 2-functor I takes level homotopy equivalences to isomor-
phisms. It follows [2] that there exists a unique functor U : Ho(Pro C) —
Pro C making the following diagram

Pro C —=—+Ho(Pro C)

Pro C

commutative, where Py is the localization functor.

Theorem 4.9. The functor U : Ho(Pro C) — Pro C is an isomorphism of
categories.

Proof. Let us note first that all functors involved in the above diagram are
identical on objects. Let now ¢ : X — Y be a coherent map of systems.
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By (4.7) we can assume that ¢ is actually a psd-transformation between
systems indexed over the same directed set. By (3.6) there is a unique natural
transformation ¢ : X’ — Y which is homotopic in Pro C to the composition
ax

X X —£—Y

Recall (3.5) that ¢, is a level homotopy equivalence, then in Ho(Pro C)
consider the morphism

ax

X -
It follows that (see [2], A.4)

U@ (g)™ =U((g) " = 1) (g) ' = ¢'pr: X = Y

and it is clear that ¢p, is homotopic to ¢ in Inv C, so that they give the same
morphism in Pro C, hence the functor U is full. Let now ¢, : X — Y be
two morphisms in Ho(Pro C ). We may assume without loss of generality
(4.8) that they correspond to homotopy classes ¢ = [£], 1 = [g] of maps of
systems £, g : X — Y. Then, assuming that U(¢) = U(z)) amounts to assume
that £ and g are coherently homotopic maps of systems. This means that
there is an increasing map F' : M — A and a family of homotopies

Fu: furarw = GuTowrw

in the ge-category C, such that F|, % ry = Yuu Fyw, for p < pf/. It follows
that F = (F, F,) : X x I — Y is a naive homotopy connecting f and g, thus
U is also a faithful functor. ]

Let us note that Pro Top is also isomorphic to the coherent pro-homotopy
category of Lisi¢a and Mardesi¢ C H(ProTop ), see [17], Theorem 4.3.8.
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