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Q-VALUED SETS AND RELATIONAL-SHEAVES
by W. Dale GARRAWAY

Abstract

We show that a sheaf for a quantaloid is an idempotent sup-
rema-preserving lax-semifunctor (a relational-sheaf). This im-
plies that for a Grothendieck topos £ a sheaf is a relational-sheaf
on the category of relations of £ and thus £ is equivalent to the
category of relational-sheaves and functional-transformations.
The theory is developed in the context of enriched taxons, which
are enriched semicategories with an added structural require-
ment.

Nous montrons qu’un faisceau de quantaloides est un semi-
foncteur lax idempotent, qui préserve les supréma (un faisceau
relationnel). Ceci implique que pour un topos de Grothendieck
&, un faisceau est un faisceau relationnel sur la catégorie des re-
lations de £ et donc &£ est équivalent a la catégorie des faisceaux
relationnels et transformations fonctionnelles. Cette théorie est
développée dans le cadre de “taxons” enrichis, c’est a dire des
semicatégories enrichies avec une condition structurelle addi-
tionelle. !

1 Introduction

The main result of this paper is that a sheaf for an involutive quan-
taloid(Q), is an involution and infima preserving lax-semifunctor F' :
Q — Rel that is also an idempotent. We call such a lax-semifunctor
a relational-sheaf. It follows from this that if £ is a Grothedieck topos,

IMSC Classification: 18A05, 18B25, 18D20, 18F20
Key Words: Topos, Sheaf, Relational-Sheaf, Enriched-Categories, Enriched-
Taxons, Quantaloid, Q-valued sets, Q-category.
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then the category of relational-sheaves and transformations for the in-
volutive quantaloid of relations on £ is equivalent to £ itself.

From H a complete Heyting algebra, Higgs[14] constructed the cat-
egory of H-valued sets and showed that this category is equivalent to
the category of sheaves on H. Using this as a template others, includ-
ing Canani, Borceux and Cruciani[3], Mulvey[21], Van den Bossche[28],
Gylys[12], Garraway[9] et al, have explored Q-valued sets for Q a quan-
tale and more generally for supremum-enriched categories (quantaloids).
The term quantale was derived from physics in the context of quan-
tum logic and was introduced by Mulvey|[20] to represent the lattice of
open sets for a non-commutative topology. Boolean and Heyting al-
gebras are commutative quantales, leading us to interpret a quantale
as a model for non-commutive logic. A classic example is the lattice
of closed right-ideals of a C*-algebra which is a quantale that uses the
(—)* operation as an involution on the ideals. This particular quantale
has been studied in detail by Mulvey and Pelletier[22] in their work gen-
eralizing the Gelfand-Naimark theorem. Quantaloids arise naturally in
many settings, for example both the category of sets and relations, and
in general the category of relations for a Grothedieck topos are quan-
taloids. Pitts[24], bringing together the ideas of Carboni/Walters[6] and
Freyd[8], looked in detail at the category of bounded complete distribu-
tive categories of relations (bcDCR) noting that it is equivalent to the
category of Grothendieck toposes. Essentially a distributive category of
relations is a quantaloid with added structure that among other things
endows the quantaloid with an involution. The completion (with re-
spect to copruducts and the splitting of symmetric idempotents) of a
distributive category of relations results in the usual definition of Q-
valued sets. Building on this we will construct categories of O-taxons
and Q-categories for a quantaloid. A good source for the background of
these notions can be found in a series of papers by Stubbe[26, 27, 13].

The main building blocks for this paper are involutive supremum-
enriched semicategories and it is to these that we will apply the term
quantaloid. Enriched category theory grew out of the work of Benabou[4]
Kelly[15] and others. This is generalized to enriched tazons which are
enriched semicategories with additional structure. The concept orig-
inates from an idea of Koslowski in [16]. A taxon to him is a sem-
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wcategorical structure with the added condition that the composition
morphism is a particular coequalizer. Both Garraway[9] and Moens et
al.[19] expanded on this with a notion of enriched taxons (which Moens
referred to as regular categories). The focus of the first work was to
use taxons as a tool towards understanding Q-valued sets while the sec-
ond is a more in-depth study of enriched taxons (regular categories) in
general. The major difference in the two approaches is that the for-
mer defines a transformation to be a family of morphisms indexed by
the arrows in the base taxon while the latter defines them in the tradi-
tional way using an objects-indexed family of morphisms. This is the
setting Stubbe[26][13] used when he worked with taxons enriched in a
supremum-enriched category and more generally a supremum-enriched
semicategory. In the present work we will use both forms to define
morphisms of relational-presheaves and relational-sheaves.

Rosenthal[25] defined a relational-presheaf on a supremum-enriched
category, Q, to be a laz-functor F': Q°° — Rel, and a morphism of
relational-presheaves is a lax-natural transformation in which each mor-
phism is a function. A relational-presheaf is then said to be continuous
if it preserves infima. Rosenthal then showed that this category of Q-
categories is equivalent to the category of continuous relational-sheaves.
In the present work we will work with involutive supremum-enriched
taxons and define a relational-presheaf to be an involution and infima-
preserving lax-semifunctor F': Q“°— Rel.

The purpose of this paper is to relate the ideas of Q-valued sets
and relational-presheaves using as a guide the enriched taxon struc-
ture and thus creating an equivalence of categories that shows that all
Grothedieck toposes can be thought of as categories of a particular type
of relational-presheaf. In particular we will show that a sheaf is a sym-
metric idempotent relational-presheatf.

We begin with an exploration of enriched taxons and natural trans-
formations with a focus on the implications these have in the supremum
and infimum-enriched settings. We follow this with a short exploration
of quantaloids and of the main structure and properties of distributive
categories of relations (DCR). Using this as our template to build from
we define the categories of relational-presheaves and relational-sheaves.
Next is an examination of Q-taxons (which Stubbe[27] calls Q-regular
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categories) focusing on the category of Q-valued sets. In particular we
will construct an equivalence between subcategories of the categories of
Q-taxons and Q-profunctors that are maps (Q-Set) and Q-taxons and
Q-semifunctors (Q-Tax). The former is usually referred to as the cate-
gory of Q-valued sets. We finish by constructing an equivalence between
the category Q-Set and the category of relational-sheaves from which
it will follow that if Q is a bounded distributive category of relations,
then the category of relational-sheaves on Q is a Grothendieck topos.

2 Enriched Taxons

There is an exercise early in MacLane[17] that asks the student to show
that the traditional definition of a natural transformation as a family of
object indexed morphisms has an equivalent formulation in terms of an
arrows indexed family of morphisms. The equivalence is obtained by fo-
cusing on the identity morphisms in the base category. This equivalence
fails if some of the identity arrows are missing as maybe the case in a
semicategory. In this more general setting the arrows based definition
is problematical since there is no canonical way to define the compo-
sition of two transformations. This problem is circumvented when we
require that the composition morphism of a semicategory be a particular
coequalizer.

Definition 2.1 Let V be a monoidal category with all coproducts. A
V-enriched semicategory C consists of the following

e A set |C| called the objects of C.
e For each pair of objects A, B € |C| an object in V denoted C(A, B).

e For each triple of objects A, B,C'" € |C| a V-morphism, called
composition,

C

ABC

. C(B,C) @ C(A, B) = C(A, C),

which is required to satisfy the usual associativity diagram.
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A V-enriched semicategory is a V-enriched taxon if,

m: [[C(X,C) ®C(A,X) = C(A,C),

the canonical morphism obtained from the composition morphisms and
the universal property of coproducts, is the coequalizer of

lom m
[[cwoscvmecavy T J[ex.crocax) ——c.0)
mol

U,V X

where 1 om and m o1 are obtained from 1 ® m and m ® 1 respectively
using the universal property of coproducts. &

We will denote the composite C, ,.(f,g) as fg or in certain instances for
supremum-enriched semicategories by f&g. The term taxon originated
with unpublished work of Wood and Paré while they were exploring
semicategories and Koslowski[16] used the term in this more specific
setting. The enriched setting was studied in detail by Garraway[9] and
Moens[19]. The latter refers to these as enriched regular-categories and
defines them in terms of a coend instead of a coequalizer.

Example 2.2 When V is the monoidal category of sets and functions a
Set-taxon can be thought of as a ‘semicategory’ with additional struc-
ture. When the composition arrow is a coequalizer of the appropriate
type, then we have that composition is associative (so we need not ac-
tually require associativity for taxons). In addition we also have that
if g1f1 = gnfn are equal composable arrows, then there is a zig-zag of
arrows h; and composable arrows g;, f; so that the following diagram
(or with the h, arrows reversed) commutes.

h
f1 : 91
%2 x
A . = C
fo 92

Y

S

— >
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Definition 2.3 If C and D are V-semicategories, then a semifunctor,
F : C — D consists of
e A function F': |C|—|D|

e For each pair of objects A, B€|C| a morphism
F,,:C(A,B) - D(FA,FB)
such that the following square commutes

Fpc®FaB
C¢(B,C)®C(A,B) — > D(FB, FC) ® D(FA, FB)

CABC’\L = \LDFAFBFC

C(A,0) D(FA,FC) <>

Fac

We will now use the arrows based definition of natural transforma-
tion as a template to define transformations of semifunctors between
enriched taxons.

Definition 2.4 Let F,G : C — D be two V-semifunctors. A V-natural
transformation v : F'= G consists of a |C|x|C| indexed family of V-
morphisms

(745 :C(A,B) - D(FA,GB))

with the property that for every triple of objects A, B,C' € |C| the
following diagrams commute

Gpc®aB
C(B,C)®C(A, B) D(GB,GC) @ D(FA,GB)
cABCi - lDFAGBGC
C(A,0C) Ao D(FA,GC)
TBc®Fap
C(B,C)®C(A,B) D(FB,GC) ® D(FA, FB)
CABC\L - lDFAFBGC
C(A,0) G D(FA,GC)
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The composite of two V-natural transformations F == G == H is
defined to be the family of unique V-morphisms,

((c7)ap : C(A,B) - D(FA,HB)),
determined by the following diagram.

m

,ecx.Bocax) c(A, B)

(ooT)
\ ‘("")AB

C(Y,B)®C(A,Y) T‘ D(GY,HB) ® D(FA,GY) m‘ D(FA,HB)

Here (0 o 7)4p, which is derived from the universal property of co-
products, coequalizes the morphisms 1 o m and m o 1. Since m is a
coequalizer this determines the unique morphism (o7) ,,

We can interpret a V-semifunctor I as a transformation 7,, which also
happens to be the identify transformation for F' since 77, = 7 = 7,7.
It is easy to see that this gives us a 2-category for which the interchange
law holds[1]. We will denote this 2-category by V-Tax and denote the
associated hom categories by Tax,,(C,D). In the instance when V is
the monoidal category of sets and functions then we simply call the
2-category Tax and the associated hom categories Tax(C, D).

Example 2.5 In Tax the definition of a transformation F == @
between two semifunctors C and D, implies that for every morphism
f A — Cin C there is an associated morphism 7, : FA — GC in D
such that if f = gh, then the following diagrams commute.

Tg

If o : G — H is a second transformation then the definition of the
compostion of transformations implies that (m‘)f = 0,7, for some (and

hence for all) composites gh = f.
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Extending this example to the monoidal category of Sup-lattices
(and by duality Inf-lattices) we find that the composition of trans-
formations 7 and o is defined by setting (o7) equal to V;{o,7, }
for some, and hence for all, families of morphisms (g;h;) such that
V, gihi = f. Note for later that if Q is a supremum-enriched taxon and
Q; is infimum-enriched then for F,G, H : Q% — Q; infima-preserving
semifunctors and 7: F = G, and ¢ : G = H transformations, we have

that (o7) = A\ 0,7, for some family of morphisms (gih;) such that
V; gih; = f. Later we will use these ideas as a template to define the
category of relational-presheaves. 0

Henceforth assume that )V is the monoidal category of supremum-
enriched lattices (Sup). In this context we utilize the theory of lax-
semifunctors and lax-transformations (bicategory morphisms in the sense
of Benabou[4]) to generalize our notions leading to our definition of
relational-presheaves and relational-sheaves.

Definition 2.6 Let C and D be two Sup-taxons. A laz-semifunctor
consists of

e A function F : |C|—|D|
e For each pair of objects A, B € |C| a morphism

F,, :C(A,B) - D(FA, FB)

such that for every triple of objects A, B, C' € |C| we have the following
inequality

Fpc®FaB
C(B,C)®C(A, B) D(FB,FC) @ D(FA, FB)
cABcl > lDFAFBFC
e, o) e D(FA, FC) &

Definition 2.7 Let F,G : C — D be two lax-semifunctors between
Sup-taxons. A pretransformation F == G consists of an |C|x|C]
indexed family of suprema-preserving morphisms

(V45 : C(A, B) = D(FA,GB))

-169 -



GARRAWAY - Q-VALUED SETS AND RELATIONAL-SHEAVES

We will define the composite of two pretransformations 7 and o to
be the pretransformation obtained using the composition of transfor-
mations. That is (o7)f equals \/;{oy,7,} for some family of morphisms
(g, h;) such that \,; g;h; = f. It is easy to see that this is a quan-
taloid with the operations defined pointwise. Observe now that a lax-
semifunctor F' can be interpreted as a pretransformation F 2L F and
by laxity that 7,7, < 7.

Definition 2.8 If a pretransformation F' == ( satisfies the inequali-
ties 77, < 7 and 7,7 < 7, then we will call it a modular-transformation.
Denote the semicategory of lax-semifunctors between Sup-taxons C and
D and modular-transformations by Lax(C, D) &

2.1 Modules and the Karoubian envelope

Definition 2.9 A quantaloid Q is a supremum-enriched semicategory
together with an involution ()* : Q% — Q. The involution is a suprema-
preserving semifunctor that is the identity function on objects and for
which ()* o ()* = 1o.

¢

Example 2.10 The following are examples of quantaloids

e Boolean and Heyting algebras with involution the identity func-
tion.

e The power set of a group with the involution determined by the
inverse operation. If A and B are subsets, then the composition
is given by

AB ={ab|a€ Aand b€ B}

e The category of sets and relations is a quantaloid with involution
given by the inverse relation.

e The category of relations of a Grothendieck topos is a quantaloid.
e The lattice of closed right-ideals of a C*-algebra with the invo-
lution determined by the inherent (—)* operation. If A and B
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are closed right-ideals the composition is the closure of the set
AB ={ab | a € A and b € B}. For complex numbers the involu-
tion is conjugation.

e The two object category constructed from a C*-algebra with ob-
jects 0 and 1 where the hom sets are respectively; closed two-sided
ideals Hom/(0,0), closed right-ideals Hom(1,0), closed left-ideals
Hom(0,1) and closed linear subspaces respectively Hom(1,1).
The composition of morphisms A and B is the closure of the set
AB ={ab|a€ Aand b€ B} .
At this point we will take a step back from our work and introduce

the semicategory of modules for a quantaloid Q. Recall that we require

a quantaloid to come equipped with an involution and so any construct

involving quantaloids that we make will incorporate some symmetry

condition defined in terms of the involution

Definition 2.11 Let Q be a quantaloid. The semicategory of modules
on Q has as its objects morphisms ¢ : A — A in Q, such that ¢q < ¢q (a
module) and ¢ = ¢* (symmetric).

An arrow ¢; — ¢» between modules ¢; : A — A and ¢ : B — B is
a morphism p : A — B in Q that satisfies the inequalities ¢,p < p and
pq, < p. Pictorially we have

A A2 oA

NN

p P

= NN

B B

q1 q2

A

Denote this semicategory by Mod(Q). O

Mod(Q) is a quantaloid where the appropriate structure is defined
pointwise. It is interesting to note that the semicategory Mod(Q) (tem-
porarily suppressing the symmetry condition) is equivalent to the sem-
icategory Lax(1,Q). Also the semicategory of lax-semifunctors and
modular-transformations is the semicategory of modules on the quan-
taloid of lax-semifunctors and pretransformations.
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Definition 2.12 Let Q be a quantaloid. The Karoubian envelope is
the category whose objects are symmetric idempotent arrows in Q. if
q1 : A— Aand ¢ : B— B are objects, then an arrow p: ¢ — ¢2 is a
morphism p: A — B in Q that satisfies the following diagrams

ENN;
NN

A——2B

Denote that Karoubian envelope of Q by Kar(Q). &

The Karoubian envelope construction will be of particular use to
us later. We draw attention to the similarities in the definition of
the Karoubian envelope and the arrows based definition of transfor-
mations. Building from this we will use the Karoubian envelope to
define relational-sheaves and the transformations between them. In ad-
dition we will use the Karoubian envelope to motivate a definition of
O-categories leading to an equivalence between the two structures.

Suppressing the symmetry condition one can argue that the Karoubian
envelope is the preferable way to create a category out of a Set-taxon
since it is a 2-semifunctor, is right-adjoint to the inclusion of Cat in
Tax, and the functor Kar(—) : Tax — Cat is the representable 2-
semifunctor Tax(1,—) : Tax — Cat, where 1 is the initial category
(Garraway [9]).

It is easy to see that if Q is a quantaloid, then the category Kar(Q)
is equivalent to the category Kar(Mod(Q)). Thus, when Q is a Sup-
taxon, Kar(Lax(1, Q)) is the category Tax,__(1,D) and in general:

Sup

Theorem 2.13 Let C and D be Sup-taxons, then the Karoubian en-
velope Kar(Lax(C, D)) is equivalent to the category Taxg, (C,D).

Sup(

3 Distributive Categories of Relations
In this section we will do a quick review of distributive categories of

relations (DCR), which are unital-quantaloids (supremum-enriched cat-
egories) with extra structure. Their study grew in particular out of the
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work of Carboni & Walters[6], Freyd[8] and others. First we begin by
recalling some well know ideas.
Let Q be a unital-quantaloid. An arrow A - B in Q is a map, if

there is a second arrow B i>A, also in Q, satisfying
1, <q’qand q¢" <1,.

If ¢ is a map then we represent its relationship to ¢* by ¢ 4 ¢”. Denote
the subcategory of Q whose arrows are maps by Map(Q). If Q is
a unital-quantaloid and A — B is a map in Q, then the following
properties are well known.

* ¢=4qq"q

e ¢ is monomorphic if and only if 1, = ¢¥q
e ¢ is epimorphic if and only if 1, = ¢¢*

e ¢ is isomorphic if and only if it is both monomorphic and epimor-
phic.

A quantaloid Q satisfies Freyd’s law of modularity if for every triple
of arrows A— B, B—C and A—C in Q, then

pg Ar <plgApr)

A particular consequence of Freyd’s modularity law is that every map
is defined in terms of its involute.

Theorem 3.1 If Q is a unital-quantaloid that satisfies Freyd’s law of
modularity and if ¢ 4 ¢* (ie: ¢ is a map), then ¢* = ¢*.

Proof: First observe that
qq” = qq”q" ¢" < q" ' ¢" and ¢* ¢ =q" ¢'9q" < q¢*

We now apply Freyd’s law twice.
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And now we show that ¢* < ¢

Fi how that ¢# < ¢*
st we show that g% = ¢ from which equality follows.

@ = ¢ NG ¢ = " NG
< ¢ (¢* ¢ Nqg?) < ¢*(qq" Ng" q")
= q¢'qq” = ¢ ¢
< ¢ < g 1

We now turn to a quick review of distributive categories of relations.

Definition 3.2 A unital-quantaloid is cartesian if there is a sup-functor
X Q®Q— Q and a object I of Q,

together with isomorphisms and morphisms
® a,..: AxX(Bx(C)~ (AxB)xC e A A AXA
s, AxB~BxA ot , A1

or, tA~AXI
such that

i: The isomorphisms a, s,r are natural in A, B,C € |Q| and satisfy
the usual symmetric monoidal coherence conditions.

ii: The morphismsAand t are maps and lax-natural in A € |Q].

iii: The maps make (Q, A, I) into a commutative comonoid. ¢

If Q is a cartesian unital-quataloid, then an object A € Q is discrete
if the following square commutes.

Ax A

VAN

AXAXA A

PN

AxX A

A cartesian unital-quantaloid is called a Distributive Category of re-
lations if every object is discrete. Denote the category of distributive
categories of relations and suprema-preserving functors by DCR.
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All distributive categories of relations are involutive, for if A —+ B
is a morphism, then we define ¢* to be the morphism

BrBxTI ™ By Ax AIBxBx AN T A~ A

This gives an involution on Q which satisfies Freyd’s modular laws.
Let Q be a unital-quantaloid, then a collection X of objects of Q is
a generating set for Q if

1, =V {pg | cod(q) = dom(p) € X and pg < 1,}.

Say that Q is bounded, if it has a small set of generators. Of course,
for any unital-quantaloid Q, the set of objects automatically forms a
generating set, so if it has a small set of objects it is bounded.

A Heyting algebra is a one object quantaloid where the composition
is the meet operation and the involution is simply the identity functor.
With this structure it is a distributive category of relations. More gen-
erally the category of relations for a Grothendieck topos is a bounded
distributive category of relations. In addition this is complete in the
sense that it has all coproducts and all symmetric idempotents split.
This now leads us to the main result that the category of bounded com-
plete distributive categories of relations (bcDCR) is equivalent to the
category of Grothedieck toposes with arrows reversed(see for example
Pitts[24]).

Map

bcDCR —~—~ GTOP”
Rel

The equivalence is given by sending a Grothendieck topos to its category
of relations and in reverse a bounded complete distributive category of
relations is sent to its subcategory of maps.

4 Relational-presheaves and Sheaves

One traditional way to define a presheaf on a site is as a covariant
functor into the category of sets and functions. It is then a sheaf if it
satisfies certain patching conditions. In this section we begin to develop
an alternative formulation where a relational-presheaf on a quantaloid
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Q is a particular lax-semifunctor with codomain the category of sets
and relations. We then define a relational-sheaf to be an idempotent
relational-presheaf. But first we need to define the semicategory of
pretransformations from which we will construct the semicategories of
relational-presheaves and relational-sheaves.

Recall that the category of relations and functions is supremum-
enriched but not infimum-enriched. Unfortunately this tells us that
we can not automatically apply the enriched taxon ideas directly. So
we need to build the transformations from scratch using enriched taxon
theory as a guide to the appropriate definitions.

Definition 4.1 Let Q be a quantaloid. The semicategory of pretrans-
formations consist of

e Objects o A function X : |Q|—| Rel|.

e Arrows e If X and Y are objects a pretransformation X ==Y
consists of a |Q|x|Q| indexed family of infima-preserving arrows

(T4 : Q“(A, B) = Rel(X(A),Y(B)))

o

For simplicity sake, given a morphism A —+ B, we will represent the
relation 7,,(f) by 7,. If a € X(A) and b € Y(B), we say that a is 7,
related to b when 7,(b,a) = 1.

We now use the template of enriched taxons to define the composition
of pretransformations. In this case though there is no guarantee that
every arrow can be written as the supremum of the composition of some
family of arrows, thus we must slightly relax things.

The composition of pretransformations X == Y == 7 is defined by
setting (o7)(b,a) = 1 if and only if there exists a family of composable
morphisms (g;h;) such that

o \/gihi>f

e ()ogmh(ba) =1.
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The semicategory of pretransformations is a quantaloid with the ap-
propriate structure defined pointwise. In particular if there is a family
of pretranformations 7;: X = Y, then (\/Ti)q(b, a) = 1 provided there
exist an 4 such that (7;),(b,a) = 1. Also define the involute of 7 to be the
pretransformation 7° : Y — X where, for each morphism ¢, 77 = 7'(;1
(the relation T{;l is the inverse relation of 7,). Denote the quantaloid of
pretransformations by PT(Q).

Definition 4.2 Let Q be a quantaloid, then

e The semicategory of relational-presheaves and modular-transforma
tions on Q is the semicategory

RP(Q) = Mod(PT(Q))

e The category of relational-sheaves and transformations is the cat-
egory
RS(Q) = Kar(PT(Q)) O

Equivalently a relational-presheaf is a lax-semifunctor F': Q“°— Rel
that preserves infima and the involution. This is because a pretrans-
formation that is a symmetric module can be thought of as a function
F :1Q|—| Rel| (the associated object) together with the appropriate
family of infima-preserving functions

(Fap : Q°(A, B) = Rel(X(A),Y(B)))
with laxity a result of its being a module. Explicitly we have

F(q)F(p)(c,a) < F(qp)(c,a) and F(q*)(c,a) = F(q)(a,c).

We will use this notation henceforth for relational-presheaves and denote
the associated modular-transformation by 7.

It follows that a relational-sheaf is a symmetric idempotent lax-
semifunctor. Observe that a relational-presheaf F' is an idempotent
if and only if

Vi | F@F®)(c.a) =1} =V {r | F(r)(c.a) = 1}.
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There is a second type of transformation of relational-sheaves that
we now wish to introduce, the functional-transformation. The defi-
nition is based on Rosenthal’s[25] definition of a morphism as a lax-
transformation in the traditional sense.

Definition 4.3 If F' and G are relational-sheaves then a functional-
transformation F = G consists of a family of infima-preserving func-
tions

<7’X : FX—)GX>X€‘Q|

indexed by |Q|, such that, for every morphism ¢ : X — Y in Q, the
following square is an inequality

X
FX —————>GX

F(Q)\L < lG(Q)

FY — > GY
Ty

%

Denote the category of relational-sheaves and functional-transformations
by RSt.(Q). Later we will show that, under the right conditions, the
category of maps in RS(Q) is equivalent to the category RSf.(Q).

5 O-Taxons and 9-Valued sets

In this section we will use the template of enriched taxon theory to
explore what a taxon enriched in a quantaloid might look like. Ob-
serve that the composition morphism of a category can be thought
of as a set-valued matrix. From this point of view we will build Q-
semicategories by starting with O-valued matrices. Then we construct
Q-semicategories, O-taxons and Q-categories in an analogous way to
our constructions of relational-presheaves and sheaves. The morphisms
between these will come in essentially two flavours; the semifunctor and
the profunctor/module.

Definition 5.1 Let Q be a quantaloid. The semicategory of matrices
enriched in Q (Q-matrices) consists of
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e Objects: Pairs (X,p, ), where X is a set and p, : X — |Q] is a
function with codomain the objects of Q.

e Arrows: A Q-matrix, (X,p,) — (Y,p, ), is a binary function
M :YxX — Q,suchthat M(y,z) : p, (y) = p, () is a morphism
in Q.

The composite of two matrices X Y = Z is defined to be the matrix

(NoM)(z,2) =\ {M(z,y) & N(y,2)} >

If (X,p) -5 (Y, p) is a matrix, then there is a matrix (Y, p) 2= (X,p),
called the involute of M, defined by setting for every a € X and b € Y,
M°(a,b) = M(b,a)*.

Denote the semicategory of matrices on Q by Q-Mat. Notice that
O-Mat is a quantaloid where the appropriate structure is defined point-
wise. If Q is a unital-quantaloid, then Q-Mat is the completion of O,
as a unital-quantaloid, with respect to coproducts.

5.1 QO-semicategories, Q-Taxons and 9-Categories

IfM:(X,p,)— (X,p)is an endomorphism, then we can interpret the
value of M on a pair a,b € X, M(a,b), as a generalized notion of hom
set. This now implies that we should require that for any triple a, b, c €
X we have M(a,b) & M(b,c) < M(a,c) Where & is the composition of
arrows in Q. Since Q is involutive it is natural (and helpful) to impose
the symmetry condition that M = M°.

Definition 5.2 Let Q be a quantaloid.
A Q-semicategory is a matrix (X,p) Sy (X,p) such that

e 5,0, <6,
0, :5;. &

It is immediately clear that a Q-semicategory is a Q-matrix that is
a symmetric module. We will denote a Q-semicategory by (X,p,d,)
and frequently, when the context is clear by (X,p,d ).
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In a Q-semicategory, the arrows d(x, y) are elements of Mod(Q) since

by construction Oz, x) & §(z,x

)
6(z,y) & 0(y,y)

,Y)
< Oz, x)
< d(z,y)
<

o(z,x) & o(x,y) o(z,y)
Now we ask the question of when is a Q-semicategory a O-taxon.
<ol
Notice that in Q-Mat the diagram, 666 — = 55*§>5, is a co-
lo<

equalizer if and only if 60 = §. Interpreting < as a composition mor-
phism leads naturally to our referring to such a Q-semicategory as a
O-taxon. Thus a Q-taxon is a symmetric idempotent Q-matrix.

When Q is a supremum-enriched category it is traditional to de-
fine a Q-category as a O-semicategory together with 2-cell morphisms
1 < §(z,x) that satisfy the appropriate identity axioms. For Q a
supremum-enriched semicategory we may lack the ability to construct
such morphisms. Recall that we briefly argued that the Karoubian en-
velope was the preferable way to construct a category out of a taxon(see
pg 10). So here we will use the Karoubian envelope as a guide to defin-
ing Q-categories. With that in mind we require that each d(x, z) behave
like an identity morphism. In other words each arrow 6 (z, x) is an object
in Kar(Q) and each arrow d(x,y) is a morphism between the objects
in Kar(Q).

To recap we have

Definition 5.3 Let (X,p,d ) be a triple where (X,p, ) is a Q-matrix
object and 0 : (X,p ) = (X,p ) is an endomorphic Q-matrix. Then

1. (X,p,0 ) is a Q-semicategory, if §, is a symmetric module Q-
matrix..

2. (X,p,0 ) is a Q-Tazxon, if § is a symmetric idempotent Q-matrix.
3. (X,p,0 ) is a Q-Category if § satisfies the following conditions.

e Forevery z € X, §(z,z) & d(x,x) = 0(z, )
e For every pair z,y € X
O(z, x) & 0(z,y) = d(x,y)
0(z,y) & o(y,y) = 0(z,y) ¢
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For any Q-category we can interpret it as some construct utilizing
the Karoubian envelope of Q in some way. We may use multiple copies
of objects and arrows from Kar(Q) while not using others at all.

5.2  O-Morphisms

The morphisms of O-semicategories, taxons and categories come in two
types. The Q-enriched generalizations of profunctors (modules, dis-
tributors) and the generalizations of semifunctors. Those morphisms
meant to represent profunctors we divide into two types, Q-modules
(morphisms from the semicategory Mod(Q-Mat)) and Q-profunctors
(morphisms from the category Kar(Q-Mat)).

Definition 5.4 Let (X,p,0 ) and (Y,p,0 ) be Q-semicategories, then
1. A Q-Module (X,p,6 ) —= (Y,p,0 ) is a matrix (X,p ) — (Y,p,)
such that
[ ] 5Y (@] R S R
e Rodx < R.

2. A Q-Profunctor (X,p,6 ) — (Y,p,0 ) is a matrix (X,p,) —
(Y,p, ) such that

e )(yoR=R
e Rodx =R

The composition of @-modules and Q-profunctors is the composition of
O-Matrices. &

O-semicategories together with Q-Modules form a supremum-enriched
semicategory (denoted @-Mod) where the supremum is taken point-
wise. This semicategory is the semicategory of modules of matrices
Mod(Q-Mat). O-taxons together with Q-profunctors for morphisms
form a supremum-enriched category (denoted Q-Prof). In this case
Q-Prof is the Karoubian envelope of Q-Mat (Kar(Q-Mat)). Note

that every O-taxon is a Q-semicategory and that every O-profunctor
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is a @-module, thus @-Mod is a sub-semicategory of Q-Prof. When
Q is a unital-quantaloid, Kar(Q-Mat) is the completion of Q in the
sense that it is a quantaloid with all coproducts and all symmetric idem-
potents split. So if Q is a bounded distributive category of relations,
O-Prof is a bounded complete distributive category of relations.

Definition 5.5 Let (X,p,0 ) — (Y,p,6 ) be a Q-module between Q-
semicategories. Then R is a symmetric-map (left-adjoint) if

[ ] 5)(§R*OR
o Ro R* <{y. %

The category of Q-taxons and Q-profunctors that are symmetric-
maps is traditionally referred to as the category of O-valued sets and is
denoted by O-Set.

The semifunctors between Q-semicategories is defined as one would
expect in terms of a function on the objects and the appropriate mor-
phism of hom sets.

Definition 5.6 Let (X,p,0 ) and (Y,p,0 ) be Q-semicategories. A Q-
semifunctor (X,p,0 ) =L+ (Y,p,0 ) is a function f : X — Y, such that

Ox (w1, 29) < by (f(21), f(22)).

The composition of Q-semifunctors is simply the composition of func-
tions.

%

Observe that the identity function is a O-semifunctor and is thus
an identity morphism for the categories of Q-semicategories, Q-taxons

or Q-categories together with Q-semifunctors. These are respectively
denoted by O-Scat, Q-Tax and Q-Cat.

Example 5.7 Let (X,p,0 ) be a Q-semicategory and define a Q-category

Kar(X,p,0 ) = (X J

Kar? pKar’ Kar)

as follows.
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o X, . =X

b pKar = pX
o Ifx,ye X, , then

Orcae (@ 9) = \/{p(y) = p(2)|p < 8(x,y) and pd(z,z) = p = 6(y, y)p}

To verify that this is a Q-category we observe first that clearly

6Kar (I, Z) & 5Kar <Z7y) S 5Kar <x7y)

and so 06 < 9. On the other hand
5Kar5Kar (x7 y) = \/ {5Kar (x7 Z) & (5Kar (’27 y) }

= \/{V{pl}& V{pz}}

\%
<
—
3
=
&
=)
—~
s
<
SN~—
—
=
=
@
=
N
Il
<

If (X,p,0 )L (Y,p,0 ) is a O-semifunctor between Q-semicategories,
then we let Kar(f) = f. Clearly Kar : Q-Tax — Q-Cat is a semifunc-
tor. We claim that the inclusion of Q-Cat into Q-Tax is left-adjoint to
Kar. The following two observations explicitly give us the unit and the
counit of the adjunction.

o If (X,p,0) is a Q-category, then Kar((X,p,0 )) = (X,p,0 ) and

Nixps) is the identity Q-semifunctor.

e Since 0, < d, the identity morphism on X is a Q-semifunctor
from (Xy,.s Prars Oxar) t0 (X;p,0 ). Thus setting €, equal to
the identity defines the counit ¢ : inco Kar =1 ___ . 0

We will now proceed to construct functors between Q-Tax and Q-
Set which will allow us to show that the category of O-valued sets
is equivalent to the category of complete Q-categories and reqular O-

semifunctors
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5.3 The Functor ¢ : O-Tax—Q -Set
Let (X,p,0 ) and (Y,p,0 ) be Q-taxons and define a functor

d : O-Tax —Q -Set

to be the identity on objects and if (X,p,0 ) —= (Y,p,0 ) is a Q-semifunctor,
then®( f) = R, ((X,p,5 )l (Y,p,0 )) is the @-module defined by set-
ting.

R (y,x) = 0,(y, f(x)).
Unfortunately at this point R, need not be a Q-profunctor since we
only have R 4, < R, as seen below.

5B, () = V{6,0y) & R, (W.0)}

= \/{5y (v.v) &4, (y’,f(x))}

y/

= 9, (y, f(aj)) = Rf (y, x)

R 6, (y,x) = \/ Rf(y,x')&(SX(x',x)}

IA
<

< V{5, (0v) €0, (v, )}

Y
< 4,(y. f(2)) = R, (y,2)
So for Ry to be a Q-profunctor we need to require that R,0, = R,.
Definition 5.8 A Q-semifunctor (X,p,0 ) —= (Y,p,0 ) is reqular if

R0, =R,.
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Let (Y,p,0 ) == (Z,p,0 ) be second Q-semifunctor, then R R, < R,

R (r) = V{R(0) & R, (0e))

Y

{
= V{0,(z9) &5, (y, f(x))} This row is R,5, (2, f(x))
< \y/{az( y)) & 3,(9(v),9f(x))}
5,(%9f(@) =R, (22)

When g is a regular Q-semifunctor R R, = R_,. We have equality since

the second step above can be replaced by R 6, (2, f(x)) =R, (z, f(:v)),
which is equal to R, (z, m)

<

<

R, is a symmetric-map.

RE() = V() & 1 (ey)

R;Rf(x,x”) = \/
y

I
« <

>

and thus R ; = R;, and hence when we restrict to regular Q-semifunctors
the image of®is contained in the category of Q-valued sets. Henceforth
we will assume that all Q-semifunctors are regular.
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5.4 The Functor V¥ : O-Set—0Q -Tax

Let g: A— A be an endomorphism in @ where gq < ¢ and ¢=¢*, then
there is a Q-semicategory [¢] = ({*}, pg, d4), Where p,(x) = domain(q)
and d,(x,*) = ¢. Observe that the full subcategory of QO-Mod deter-
mined by the objects [g] is equivalent to the semicategory Mod(Q). If
we restrict to objects [¢] which are symmetric idempotents, then the full
subcategory of Q-Prof determined by the objects [g] is now equivalent
to the category Kar(Q).
When (X,p,0 ) is a Q-semicategory the Q-morphisms

a, : [0(z,x)] — (X,p,0 )

defined by setting «_ (2, %) = §(z,2’) are Q-modules. We say that any
morphism of this type is representable. For ease of notation we call the
object [d(z, )] = [z] and the associated matrix 6,. When (X,p,d ) is a
O-taxon we have

dea (%) = \/{5X(x”,ac/) &6X(x',x)}

z/

= 0,(2" x)
= a, (2", %),

So d,a, = a, (aleft-module). Finally when (X,p,0 ) is a Q-category it
is easy to show that we also have the equality o, d, = «, which tells us
that «, is a Q-profunctor.

For the remainder of this section we will be using Q-taxons exclu-
sively and thus we will define singletons to be the appropriate left-
module

Definition 5.9 Let Q be a quantaloid. If a @-module of the form
[g]—= (X,p,0 )

is a symmetric monomorphic map, and if § & = a (« is a left-module),
then « is called a singleton on (X,p,d ). O

The main tool in the construction of the functor¥: O-Set — O-Tax
is the use of singleton morphisms. When (X,p,0 ) is a Q-taxon then
every representable morphism « is a singleton and our interest will be
drawn towards the instance when all singletons are representable.
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Example 5.10 Let (X,p,0 ) be a Q-taxon, then every representable
morphism «, is a singleton since

a’a, (x,%) = \/{ai(*,x’) & a, (2, %) }

x/

= V{0 (@) & (@ 2)}

!

= 0,(x,x).
So « is a monomorphism.
a,al(z1,22) = o, (x1,%) & al(x,12)
= 0,(21,2) & 6, (x,29)
S 5(371, IQ)
Which shows that « is a map and thus a singleton. 0

Singletons were the main tool used by Higgs[14] to show that his
construction of H-valued sets for a Heyting algebra H results in a cat-
egory isomorphic to the category of sheaves for H. His ideas were gen-
eralized in Garraway[10] to show that the category of Q-valued sets
can be thought of as sheaves on Q. Stubbe[26][13], has explored in
the non-involutive and involutive settings respectively showing how the
construction can be interpreted as the Cauchy completion of (X,p,0 ).

Let (X,p,0 ) be a Q-taxon and define (X, 7, 9) to be the O-semicate-
gory where

e X is the set of all singletons on (X,p,d ).

o If [¢] = (X,p,0 ) is an element of X, then p(«) is the domain of
q.

o If [q] == (X,p,0 ) and [p] = (Y,p,0 ) are elements of X, then
define § by setting 0(a,3) = a°B(*,*). Unless needed, we will
denote a®B(x, x) by a°f.

It is easy to see that d is always symmetric since

5(0.8) = 5(6.0)" = (Fa) = 0% = 30 )
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To show that (X,p,0) is a Q-taxon we need to show that V. a®yy°B
will equal a°B. In other words that 60 equals 6.

Oy (zr,m2) > V7° (a1, 22) each v is a map
> QQﬂxm@g the representables
= Qx%w)&ﬁ@mg Which is 00(z1, z2)
= (;X (21, 22) since § is a O-taxon

So now

() =\ a8 =0a,8=a"p=dp)

And thus § is a O-taxon.

We can take this one step further and show that (X,p,9) is a O-
category. To this end we first need to observe that since singletons are
maps the following equalities must hold.

a’f = a’pd, a’f
a’BB°F B amap
a’0, B [ amap a®0,f o amap
a’p a’f

From these we immediately obtain the desired equalities that illus-
trate that (X,p,0) is a Q-category.

5,08

a’aa’f  « a map

IAINA

<
<

3(,8)3(8.8) = a"B8°8 = a°8 = 3(a,)
g(a,a)g(a,ﬁ) =a’aa’f=a’f = 3(04,,6)
Now we are set to define the functor¥: O-Set—0Q -Tax.
e On objects:¥ ((X,p,5 )) = (X,p,9).
e On arrows:¥( R)=f, where

fala)=1g)>(X,p,0 ) 5 (Y,p,0 )=Ra
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To see that f, is in fact a Q-semifunctor observe that
5){ (Oé,ﬁ) = aoﬂ

a’ép [ is a singleton

a°R°RAR a map

(Ra)*(RB)

= 0, (fa(@), f2(8))

If (Y,p,0 )= (Z,p,6 ) is a second map, then

IN

fonle) = SRa = Sf(a) = fs(fu(a)) Thus¥( SR) =W G)o¥(R)

In addition, since (X,p,0 ) is a Q-taxon and (X,p,6 ) — (Y,p,0 ) is a
OQ-profunctor, f, is regular since

\ {op(a. By) & ox(1.8)} = \a®Ryy°B

Y
= ao’R6, [
= a°Rp [ a singleton
= 5?(04, RB)

SoWVis a semifunctor whose image is contained in the category O-Cat
and each Q-semifunctor f, is regular.

5.5 Transformations

Having constructed the needed functors we will now show that the func-
tor Q-Tax —Q -Set is left-adjoint to O-Set 30 -Tax and under a
completeness condition the adjunction becomes an equivalence giving
the following commuting square.

>

Q—Se_t Q-Tax
P

= ey L

Qc-Cat

.
Q°-Set
v
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We start with the counit of the adjunction and show that it is a
natural-isomorphism.

For each Q-taxon (X,p,0 ) define a Q-profunctor (X, 7,0) == (X,p,0 )
where € (z,a0) = a(z, *). These morphisms constitute the counit of the
adjunction (¢ : ®¥ = 1).

To see that ¢, is a Q-profunctor we have the two equalities,

e3(ra) = Vieles) €3(50) ]

B

= Y{ﬁﬂ°a<x, *)}
doa(z,*)
= oz, *)

= e, (v,)

5X5X<:v,a) = 5Xa(m,*)
= afnr)
~ o (ra).

That e, is an isomorphism follows directly from the knowledge that
each (X,p,0 ) is Q-taxon.

e (wa) = V{ec(na) & e (a,2)}
=\ aa®(z,2)
= §(x,2)

e (ap) = \/{6;(0&,1’) &5(x,6)}

T

= \/{of’(*,x) & Bz, *)}

x
o

«

d(a )
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To finish offwe need to show that ¢ is a natural, which means we wish
to show that for any Q-profunctor R that is a map the following square
comimutes.

D
A= e
(V,5.5) = (Vp0)
where®¥( R) equals f,.
Re (y,a) = \/ {R(y,x) &e, (x,a)}

Moving onto the unit of the adjunction, let (X,p,d ) be a Q-taxon and
define for each object (X,p,0 ), a Q-semifunctor (X,p,0 ) == (X,7,9)
by 7, () = a,. This is a natural-transformation 7:1= V.

First we show that 1, is a Q-semifunctor. For this we need to show
that the inequality d, (z,2"”) < §, (a, apr) holds (in fact we obtain an
equality).

§(a,2") = \/{5X(m,:v’) &5X(:13',x”)}

x/

=\ {a;(*,x’) & g (@ *)}

‘,1:/
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= a;am//<*, *)

= SX (axv Oéx//)

To see that 7 is a transformation observe that if (X,p,6 ) == (Y,p,0 )
is a regular Q-semifunctor, then

Ryn, () = Bylay) = Ryaq : [2] = (X086 ) = (Yip.0).

R, (y,*) =R 0, (y,x) =R, (y,x) =4, (y,f(x)) =, (Y, *)

the second equality uses the fact that f is regular.

n, f(@) =n, (f(@) =a,,

Thus the following is a commuting square

|

(X,0,6 ) 2> (X,

K=

(Yapaé ) Ty> (

)

)

!
,9)

<l
S <l

b

and hence 7 is a natural transformation. With similar computations
we can see that the appropriate triangles commute telling us that®is

left-adjoint toW.
)

0O-Set 1 Q-Tax

v

Definition 5.11 (X,p,0 ) is complete if 1, is an isomorphism. &

Clearly (X,p,0 ) is complete if and only if every singleton is repre-
sentable. We will denote the full subcategories that consist of complete
Q-categories by Q°-Set and Q°-Cat respectively. An important result
for us is that (X,p,0) is complete and thus the image of ¥ will be
contained in Q°%Cat.

Lemma 5.12 If (X,p,0 ) is a Q-taxon, then (X,p,0) is complete.
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Proof: Let ¢ : C — C be a symmetric idempotent arrow and let
[¢] = (X, 7,0) be a singleton. We want to show that A is equal to A,
for some singleton « : [q] — (X,p,0 ). To this end define [¢] — (X,p,d )
to be the needed singleton by setting

olw, ) =\ {7(z,%) & A(y,%)}

a®(x,2) = \/ {A°(x,7) & (%, 2)},

where the supremum is taken over all singletons v : [¢] = (X,p,0 ).

This is well defined since we are taking the supremum of morphisms

of the form C' 2% ¢ ™% y(z), which has the appropriate domain and

codomain for a(z, ). First we show that « is a singleton.

dea(z,*x) = \/ {5X(m,x') & a(m',*)}

1./

— {6X(a:,x') & \{{%x@*) & A(, *)}}

m/

=V {\/ {6c(x,2)) & v(a', )} & Al *)}

Y z’

= \/ {v(x,*) & A(z, %)} = afx,*)

It is simpler to show that ad, = «, and simillarly that o is a morphism.
We still need to show that « is monomorphic and that o 4 a°.

ac®(x, ') = alx,x) & a®(x,2)

{€a,%) LA} & Y{A°(*,7) & 7°(x,2)}
(€@ %) & AL (&7) & 7°(x,2) ]
{
{
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and

aa(x,*x) = \/ {ao(*,x) & alx, *)}

T

=V {Ao(*yg) & £°(x, ) & y(z, %) & A(y, *)}

,6.y

= V{406 & €7 & A(y,)}
&y

= V{A(x) &3(¢7) & A(.E)}
&y

= A°A(x,%) = ¢

Thus « is a singleton with domain the domain of A and codomain
(X,p,0 ). Observe that this implies that §(c,a) = ¢. Finally we need
to show that A(B,*) = §(B3,a).

0(B,a) = \/ BO(*,I)&Q(J:,*)}

B (%, 1) & y(,%) & Ay, %)}
Boy(x,%) & A(,%)}
{3(8.7) & A(v,%)} = A(8, %)

{

_ V{ﬁo(*,x) & \/{m,ﬂ &A(%*)}}
{
{

Thus (X, p,d) is complete. |

We now have an equivalence of the categories of Q-valued sets and Q-
categories with the restriction to the case that every object is complete,

and every Q-semifunctor is regular.
o

Q—Se_t Q-Tax

= (I) L
s K ‘Ij«
Q%-Set ~ Q°c-Cat

)4
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Definition 5.13 A quantaloid is strictly-Gelfand if for all morphisms
4, q¢*q < q implies that q¢*q = ¢. &

If Q is strictly-Gelfand, then every Q-semicategory is a Q-category, since
the strictly-Gelfand condition forces equality in the last row below.

Iz, y)o(z,y)o(z,y) = 0(z,y)0°(y,x)d(x,y)
= 0(x,y)d(y,x)d(z,y)
< Oz, z)d(z,y) < d0(x,y)

Similarly we have 6(z,y)d(y,y) = d(z,y). Thus Q-Scat, Q-Cat and O-
Tax are the same category when Q is strictly-Gelfand. It is easy to show
that any quantaloid that satisfies Freyd’s modular law is strictly-Gelfand
and so every distributive category of relations is strictly-Gelfand. We
can thus extrapolate these ideas to show that given a Grothendieck

topos £
v

Rel(£)*-Set _ ~ Rel(&)°-Tax
o

6 Relational-sheaves and O-Valued Sets

In this section we begin by constructing, for any quantaloid, an equiva-
lence between the semicategory of Q-semicategories and Q-matrices (Q-
Mat) and the semicategory of relational-pretransformations (PT(Q)).
Recall that when Q is a bounded distributive category of relations the
category of Q-valued sets is a Grothendieck topos, thus it will follow
that the category of relational-sheaves on Q and the transformations
that are maps is a Grothendieck topos. We start with a needed lemma
that forms the essence of the equivalence.

Lemma 6.1 Let Q be a quantaloid and let F,G : Q@ — Rel be
relational-presheaves. For each pair of objects A and B, a function
f: Q°(A,B) — Rel(FA,GB) is infima-preserving if and only if for
every b € GB and a € FA the set {q | f(q)(b,a) =1 } is a principal
down-closed set.
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Proof: If f preserves infima then we must have

F(\VAa | f@)(b,a) =13})(b,a) =1,

thus {q | f(¢)(b,a) =1 } is a principal down closed set. Now assume
that for every b € GB and a € FA the set {q | f(q)(b,a) =1 }is a
principal down closed set. Automatically we have f(Vg;) < Af(g). Let
(g;) be a family of morphisms and let f(g;)(b,a) =1 for each j. Since
¢; < Vg, and since {q | f(¢)(b,a) =1 } is a principal down closed set,

F(Vag)ba)=1=A{f(g)ba)}.
i

The immediate implication of this lemma is that we can associate
to each pair a € F(A), b € F(B) a particular Q-morphism, which
then enables us to construct the appropriate Q-semicategory (X,p,0 ).
Similarly, we can apply this to transformations.

Recall that if K, L : |Q|—| Rel| are functions between the objects,
then a pretransformation K == L consists of a |Q|x|Q| indexed family
of infima-preserving arrows

(745 : Q“(A, B) = Rel(K(A), L(B))).

These form a semicategory which is denoted PT(Q). From this we
defined the semicategory of relational-presheaves to be Mod(PT(Q))
and the category of relational-sheaves to be Kar(PT(Q)). These are
denoted by RP(Q) and RS(Q) respectively.

Theorem 6.2 Let Q be a quantaloid, then the semicategory of O-
matrices is equivalent to the semicategory of relational-pretransformations.

Proof: We first definel: PT(Q) — Q-Mat. Let K, L : |Q|—| Rel]
be functions. In other words objects in the semicategory of pretransfor-
mations and let K == L be a relational-pretransformation, then

1.0( K) = (X,p,) where X = [ K(A), and p, (z)=A if z€ K(A).
A€|Q]

2.T( 7) = M, where M (y,z) =/ {q | 7, (y,z) = 1}
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To see thatl'preserves composition let ¢ be a second relational-pre-
transformation

By definition M, (c,a) =\/ {q | (07),(c,a) = 1}. But observe that
(07),(c,a) = 1 if and only if there is a family of morphisms (g;, h;) in
Q, where \/(g;h;) > q and o4, 7,(c,a) = 1 for all i. So it is evident that

q < \/ {gihi | 04,7h:(c,a) = 1}.
This is in turn less than or equal M, M _(¢,a). Thus M__ Is less than or
equal M_M .
For M_M_< M__ we have
MM, (c,a) = \/{M,(c,a) & M,(b,a) }

b

— \/{\/{q|aq(c,b):1}& \/{p|7'p(b,a):1}}

b

\ {qp | o,7,(c,a) = 1}
\/ {q | (ar)q(c, a) = 1}

= M, (c,a)

oT

LetA: Q-Mat — PT(Q) be defined on a matrix (X,p ) — (Y,p,)
by setting

LA ((X,px)> = X where X(A) = {x e X |plx)= A}

IN

2.A( M) = 1,, where 7y, (y,aj) = 1 if and only if ¢ < M(x, y).

For two composible matrices M and N, (7,,7,),(c,;a) = 1 if and
only if there exists a family of composible morphisms (g;, h;) such that
Vgihi > q and Ty 7y, (c,a) =1 for all 4. This is if and only if there is
a b; for each i such that

™, (c,b) =1= TN, (bi, )

If and only if
g < V{M(cb)& N(b,a)}

b

7

IN

\/{M(c,b) & N(b,a)}

b
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This implies that ¢ < M N(c,a), thus 7,7, < 7,,-

Assume that 7ay, (¢, @) = 1, which implies that ¢ < M N(c,a). By
definition M N(c,a) is equal to Vy{M(c,b) & N(b,a)}. We pick as our
family of morphisms (M (c,b), N(b,a)). This gives us the other needed
inequality 7,,, < 7,7, and thusAis a semifunctor. Clearly we have an
isomorphism of semicategories.

PA=1 andAT= 1. i

A consequence of this is that we can interpret the semicategory of
pretransformations as the completion of a quantaloid with respect to
coproducts. An immediate corollary is that the following categories are
equivalent.

O-Mod=Mod(9Q-Mat) ~ Mod(PT(Q))=RP(Q) (relational-presheaves)
Q-Prof = Kar(Q-Mat) ~ Kar(PT(Q))= RS(Q) (relational-sheaves)

Explicitly['andAcan be extended to relational-sheaves and -
taxons as follows. For I a relational-sheaf, set I' ') = (X, p,,d,)
where (X,., p,.) is the matrix object and 6, =T @) = M_.

T

Let (X,p,0 ) be a Q-semicategory, thenA ((X,p,(5 )) = F, where
F, = 1,. It is simple consequence of the constructions that F, is a
relational-presheaf. if F' is a relational-sheaf thenI'( F) = (X, p,,d,)
where X . and p,, are determined as above forl" ((X,px)) and 0, = M, .
It is easy to see that bothI'andApreserve the associated identity
morphisms when the functors are respectively restricted to Q-taxons
and relational-sheaves.

When Q is a bounded complete distributive category of relations the
category Map (RS (Q)) is a Grothendieck topos and a relational-sheaf
(symmetric idempotent pretransformation) can then be interpreted as
a sheaf.

Next we show that the categories of O-taxons and Q-semifunctors
is equivalent to the category of relational-sheaves and functional-trans-
formations.

Theorem 6.3 For Q a quantaloid the category of O-taxons and O-
semifunctors is equivalent to the category of relational-sheaves and func-
tional-transformations.
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Proof: On the objects the functors are described as above.

Let (X,0,0 )= (Y,p,6 ) be a Q-semifunctor and define 7/ : F, = F,
by /() = f(x). We need to show that for any morphism ¢ : A — B
the following square is an inequality.

)
A
Fy (A) > Fy (A)

Fy (Q)i < \LFYW)

Fy (B) == Py (B)
To this end observe that F, (¢)7/(b,a) = 1 if and only if there exists a’
such that F, (b,a’) =1 =7/(d’,a). Since 7/ is a function this is true if
and only if f(a) = a’ and ¢ < d,.(b, f(a)).

On the other hand 7/ F, (¢q)(b,a) = 1 if and only if there is a b’ such
that f(b') =band ¢ <0, (V,a). Since f is a Q-semifunctor

q <0y (V,a) <0, (b, f(a)).
Thus 7,F, < F,7, and we see that 7 is a functional-transformation.
Simply checking the details we have a functor A : Q-Tax — RS;4(Q).

The construction of T' : RS}4(Q) — Q-Tax is identical tol'on the

objects. If F=%+G is a functional-transformation then define T'(7) to

be the Q-semifunctor (X, p,,0,) ~= (X.,p..0,) given by setting for

ecach z € F(A), f.(z) =7,(x).

T

This is a Q-semifunctor. Let ¢ : A — B, then ¢ < 4,.(b,a) if and
only if F(q)(b,a) =1. Since 7 is a Q-semifunctor, 7,(b) = f,(b) which
means that 7,(f.(b),a)=1. Since 7,F(¢) < G(q)7, we must have that
G(q)T,(f.(b), @) = 1. Because 7, is a function G(q)(f,(b), f.(a)) =1
and 7,(f.(a),a) = 1. Thus ¢ < 6,(f,(b), f.(a)) and we can conclude
that 5 (bya) <6,(f.(b), f.(a)). Hence f, is a Q-semifunctor. That T is
a functor now follows easily. Again with simple computations we have
an isomorphism of categories

TA=1 and AT=1. .

For completeness we describe for relational-sheaves the properties
that are equivalent to those needed to create the equivalence between
Q°Set and Q°Tax.
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Definition 6.4

e Let F' be a relational-presheaf. A modular-transformation 7 is a
singleton on F' if for some symmetric idempotent, ¢ : A — A, in
Q, there is a relational-sheaf F) , where

] {x X =A B
F(X)= { 0 otherwise and F, (p)(x,¥) =1 IFF p<gq

with 7: F, — F' is a monomorphic map.

e A functional-transformation F =G is reqular if M_M, = M,

e A singleton 7 is representable if there exists x such that for every
q we have 7, (y, %) = F(q)(y, ).

e A relational-sheaf is complete if every singleton 7 : F, — F is
representable.

e A relational-presheaf is Karoubian if for every pair a € F/(A) and
be F(B); F(p)(b,a) =1 implies

— there exists morphisms ¢y, g2 such that
F(q,)(b,b) =1 = F(g,)(b,a) and q,q, > p
— there exists morphisms g,, g, such that
F(g,)(b,a) =1 = F(q,)(a,a) and ¢,q, = p
(The relational-presheaf equivalent to being a Q-category) &

It is now easy to show that the category of relational-sheaves and reg-
ular functional-transformations is equivalent to the category of Q-taxons
and regular Q-semifunctors and thus we have the following equivalences.
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Corollary 6.5 If Q is a bounded distributive category of relations,
then the following are equivalent categories.

1: 9Q°Tax
2: Q°-Set
30 RS(Q)Su

4: Map (RS(Q))C

In addition each is a Grothendieck topos. 1

Corollary 6.6 If £ is a Grothendieck topos, then the following are
equivalent categories.

1: €
2: Rel(€)*-Tax
3: Rel(£)“-Set

4: RS(Rel())’

fetn

5: Map (RS(Rel(é’))c) I

We thus have for £ a Grothendieck topos that a sheaf on £ in the
traditional sense is an idempotent infima and involution preserving lax-
semifunctor from the category Rel(£)® to the category of sets and
relations on & (ie: a relational-sheaf). In particular for H a Heyting al-
gebra, interpreted as a one object quantaloid, a sheaf F' is an idempotent
symmetric lax-semifunctor F' : H* — Rel. That is
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The focus on this paper has been to relate enriched taxon theory,
O-valued set theory and relational-presheaves. There are many aspects
that warrant further study, for example what can be said about the
structures when we focus on order enriched semicategories. This may
be of interest since a version of lemma 6.1 says that a function is order-
preserving if the associated hom set is down-closed. Other directions
include focusing on relational-presheaves and sheaves and develop in
more detail their theory along the lines of sheaf theory. One could
also expand on enriched-taxon theory with respect to enriched-category
theory with an emphasis on where the existence of identity morphisms
is indispensable.
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GEOMETRIE DIFFERENTIELLE CATEGORIQUES

CLASSIFICATION DES MATRICES ASSOCIEES
AUX CATEGORIES FINIES

par Samer ALLOUCH et Carlos SIMPS ON

Résumé. Dans cet article, on trouve les conditions nécessaires et suffisantes
pour qu’une matrice carrée positive admet au moins une catégorie finie cor-
respondante. On déduit en corollaire qu’il suffit de vérifier cette condition
pour toute sous-matrice d’ordre < 4.

Abstract. In this paper, we find necessary and sufficient conditions for a po-
sitive square matrix to have at least one corresponding category. A corollary
is that it suffices to verify this condition for every sub-matrix of order < 4.

Keywords. Category, Cardinality, Matrix, Equivalence Relation, Order.
Mathematics Subject Classification (2010). 18A99, 05B30, 05C50.

1. Introduction

La théorie des catégories étudie les structures mathématiques et les rela-
tions qu’elles entretiennent. Les catégories sont utilisées dans la plupart des
branches mathématiques et dans certains secteurs de 1’informatique théo-
rique et en mathématiques de la physique.

L’ objectif du présent travail est d’étudier la correspondance entre les ca-
tégories finies d’ordre n et les matrices carrées de taille n. Cette correspon-
dance figure dans plusieurs papiers comme ceux de Leinster et Berger [9]
[5], le papier de Kapranov [8] et les papiers de Fiore, Liick et Sauer [6] [7].
La question abordée ici est de savoir, pour une matrice donnée M, s’il existe
une catégorie A associé a M ou non.

Une catégorie A est dite finie si les ensembles d’objets Ob(A) et fleches
FI(A) sont finis. Elle est une catégorie aux objets ordonnées si I’ensemble
d’objets Ob( A) est muni d’une relation d’ordre linéaire, permettant d’utiliser
la notation Ob(A) = {z1,...,x,} ol x; < z; si et seulement si ¢ < j.

Une catégorie finie A d’ordre n aux objets ordonnées dont les objets
sont désignés {z1, ..., z,, }, donne lieu a la matrice carrée M = m;; d’ordre
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n définie par m;; = |A(z;, z;)| pour 1 < i, j < n. Cette matrice associée est
notée M, . Changer I’ordre des objets changera la matrice par conjugaison
avec une permutation.

On désigne par Cat(M) I’ensemble des catégories finies aux objets or-
données, a isomorphisme pres, qui sont associées a la matrice M. Dans ce
papier nous déterminons [’état de 1’ensemble Cat(M), c’est-a-dire, s’il est
vide ou non.

Nous pensons, par ailleurs, que I’étude de I’ensemble Cat(M) va s’avé-
rer intéressante en général. Cette question semble présenter des analogies
avec la classification d’objets géométriques. Le présent papier est un pre-
mier pas dans cette direction. Le fait de trouver des inégalités caractérisant
les matrices M pour lesquelles Cat(M) est non-vide, suggere entre autres de
considérer par la suite la question de la classification des catégories corres-
pondantes a ces matrices dans les cas proches de la limite pour les inégalités.

Pour une catégorie finie ordonnée A, la matrice M 4 a plusieurs proprié-
tés :

1. Si A, B sont deux catégories finies aux objets ordonnés telles que A
isomorphe a B, alors M4 = Mp.

2. Si B est une sous-catégorie pleine de A, alors Mp est une sous-
matrice réguliere (cf page 6) de M 4.

3. MAOP - tMA.

Pour faciliter I’étude de Cat(M ), on va définir la notion d’une catégorie
finie réduite et une notion correspondante de matrice réduite. Une catégorie
A finie d’ordre n dont les objets sont {x1,...,x,} est dite non-réduite s’il
existe deux objets distincts z; et z; (¢ # j) qui sont isomorphes. On dira que
A est réduite si deux objets distincts sont toujours non-isomorphes. On dira
qu’une matrice M est non-réduite s’il existe © # j tel que

Vk, Mkz = Mkj et Vk, Mzk = Mjk7

cela veut dire que la ligne 7 égale a la ligne j et la colonne 7 égale a la co-
lonne 5. On dit qu’une matrice M est réduite si elle n’est pas non-réduite.
Ensuite et apres cette définition nous démontrons le théoreme 2.5 de réduc-
tion dont I’énoncé est le suivant :

—Si M est une matrice non réduite, alors on peut réduire M en une sous-
matrice N réduite telle que Cat(M) # () si et seulement si Cat(N) # (.
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D’apres ce qui précede nous pouvons nous restreindre a étudier 1’état de
Cat(M) pour une matrice M réduite.

Dans un méme ordre d’idées, nous allons partitionner notre matrice en
blocs. Soit A une catégorie finie aux objets ordonnés, on consideére la relation
d’équivalence sur Ob(A) définie par :

Homy(z;, ;) # 0
riRx; < et
Homa(zj, x;) # 0

Gréce a cette relation, on peut partager la matrice M4 en plusieurs blocs.
[llustrons par un exemple—soit M la matrice définie par :

On aura (d’apres notre critere ci-dessous) que Cat(M) # 0, ¢’est-a-dire qu’il
existe une catégorie A associée a M. La relation R aura deux classes d’équi-
valence : Ob(A)/R = {\, B} et on pourra écrire Ob(A) = {\° \!, 5% '}.
On appellera

( } 411 ) un bloc associ€ a A, < ; 3 ) un bloc associé a \ vers 3,

( ; é ) un bloc associé a 3, et ( 8 8 ) un bloc associé a 3 vers \.

La relation d’équivalence ne dépend que de la matrice M 4, et on note
que si M 4 est strictement positive alors il n’y a qu’une seule classe d’équiva-
lence. Dans le cas ou des entrées de M 4 s’annulent, il convient de considérer
non seulement la relation d’équivalence mais aussi une relation d’ordre. On
définit la notion d’acceptabilité d’une matrice :

Définition 1.1. Soit M = (m;j)1<; j<n) € M, (N). On définit deux relations
sur {x1, ..., x, } par rapport a M par :

1. l'ig]\/[ilfj Si my; > 0.
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2. xRy si v;Gyxj et x;Gyx;.
On dira que M est acceptable si et seulement si la relation Gy est a la fois
réflexive et transitive et la relation R\, est une relation d’équivalence.

Si M est acceptable alors, les classes d’équivalence de R o, seront notées
A, [t, . . .. Les objets dans ces classes seront notes \° . . ..
D’autre part, on définit la relation d’ordre sur les classes d’équivalence par :
A\ > i si et seulement si A'G i/ pour tous A € Net py? € p.
Onnote A > psi A > pet \# p.

Voici maintenant un résumé des résultats de classification, les démons-
trations desquels se trouvent dans les sections 5 et 6.
Soit M = (m;;) € M, (N) est une matrice réduite, alors nous avons deux
cas:
1. Si M est strictement positive :

1. Simgy > 1 pour tout 1 < ¢ < n, alors Cat(M) # (), voir [5].

2. S’il existe au moins une ¢’ tel que m;; = 1 dans ce cas on a deux
possibilités :

(a) si ¢’ estle seul indice que m;; = 1,

alors Cat(M) # () si et seulement si { Zij ; 7:%117:11” gij .
(b) s’il existe d’autres indices {i1, s, ...} différents de i’ tel que;
Miyiy = Migiy = ... = 1 alors Cat(M) = .

2. Si M est une matrice positive réduite, on utilise la partition de la matrice
en classes d’équivalence et la notion d’acceptabilité (Définition 1.1). Noter
que Cat(M) = () si les conditions du paragraphe précédent ne sont pas res-
pectées sur les blocs diagonaux ; en supposant qu’elles le sont, on introduit la
notation suivante. On dira que A € U si A est une classe d’équivalence conte-
nant un objet, qui sera noté \°, tel que M (A, \°) = 1. On dira A € V sinon,
et les autres objets seront notés A\', A2, . ... Avec ces notations, le critére pour
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I’existence d’une catégorie est :

( M acceptable
MNSN) > a(A)b(NY) + Viel,i>1
MNSN) > a(X ) (M) VAel
Cat(M) #0 & ¢ M\, p?) > M\, u°) VA>p,peld
M\, ) > M()\O,pﬂ) VA>u, A el
M(N, p?) > M(AU,M) M(N, 1°)
\ (A0, 19) VA peu

avec a(\') := M(N,\%) et b(N) := M(\°, \).

Si M est une matrice non-réduite, on utilise le théoréme de réduction 2.5
pour obtenir la sous-matrice réduite N de M, telle que Cat(M) et Cat(N)
ont le méme état. Alors, on a maintenant une matrice réduite /N qu’on peut
étudier d’apres ce qui précede.

Par inspection de la forme des conditions ci-dessus, nous remarquons
dans Corollaire 6.4 qu’une matrice M est catégorique, si et seulement si
pour toute sous-matrice réguliere N de M, d’ordre < 4, on a que N est
catégorique.

2. Matrices et leurs catégories

Définition 2.1. Une catégorie finie est une catégorie ayant un ensemble fini
d’objets et un ensemble fini de fleches, voir [1].

Définition 2.2. La notion de semi-catégorie est obtenue de la définition de
catégorie en supprimant la condition que pour chaque objet il existe une
identité.

Si nous avons un ensemble non-vide U C Ob(A) tel qu’il existe id, pour
x € U, mais qu’il n’existe pas nécessairement un id, pour x ¢ U, alors on
dit que A (ou (A, U)) est une semi-catégorie partiellement unitaire.

Le rajout formel d’identités permet de passer d’une semi-catégorie par-
tiellement unitaire a une catégorie, voir la propriété 2.1(6) ci-dessous.
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On note par M,,(N) I’ensemble des matrices carrés d’ordre n dont les co-
efficients sont des entiers naturels. Soit A une catégorie finie avec Ob(A) =
{x1, 29, ..., 2, }, on définit sa matrice M4 = (m; ;) € M,,(N) par

m; j =] Homu(z;, x;) |

qui est le cardinal de I’ensemble des fleches de source x; et de but z;, voir [2].

Définition 2.3. Soit M € M.,,(N), on dit que M est une matrice catégorique
[2] 5’il existe une catégorie finie A d’ordre n tel que M = M 4.

On note Cat(M) = { A catégorie finie d’ordre n/ M = M, }.

Donc, M est catégorique si et seulement si Cat(M) # ().

SiM e My(N)et N € My(N) on dit que N = (n,,) est une sous-
matrice réguliére de M = (m;;) s’il existe un sous-ensemble ordonné

{il,...,ik}C{l,...,n}

tel que n,, = m;,;,. On pourra noter que M’ € M, (N) est une sous-
matrice régulieére de M, si et seulement si M’ est conjugué de M par une
permutation.

Si A est une catégorie finie d’ordre n aux objets ordonnés, et si B C A est
une sous-catégorie pleine, muni elle-méme d’un ordre qui peut étre différent
de I’ordre induit de A, alors Mg est une sous-matrice réguliere de M 4.

2.1 Quelques propriétés de Cat(M)

Soit M une matrice dans M,,(N), on va étudier le phénomene de savoir
si M est une matrice catégorique ou non. Voila d’abord quelques propriétés :

1. Cat(M) # () si et seulement si Cat( ‘M) # (.
En effet : Si A € Cat(M) alors on peut considérer la catégorie oppo-
sée A? € Cat( ' M) voir [4].

2. Soit M = (my;)1<i j<n» une matrice carrée dont les coefficients sont

des entiers naturels strictement positifs avec m;; > 2 pour tout 1 <
i < n, alors Cat(M) # () voir [5, Lemma 4.1].
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3. Pour toute /V sous-matrice régulicre de M
Cat(M) # () implique Cat(N) # (.
En effet : si V est une sous-matrice réguliere de M alors il existe un
sous-ensemble I = {iy, ..., i, } C {1,...,n} tel que :

Nab = miaajb‘

)

Soit A € Cat(M) tel que Ob(A) = {xy,...,z,}, on prend la sous-
catégorie pleine B dont les objets sont {x;,, ..., z;, }, et B € Cat(N).

4. Soit o € S, est une permutation, alors Cat(M) # ) si et seulement
si Cat(M?) # (D eten plus Cat(M) = Cat(M?).

En effet : soit A € Cat(M) alors, A% la catégorie définie par :
Ob(A”) = Ob(A) et Hom po (x5, ;) = Homa(Zs(), To(j))-

Donc [Homa- (zi, ;)| = [Homa(2o(), Zo())] = Mo(i.e(;) ce qui
donne A% € Cat(M°).

5. Si M est catégorique alors elle satisfait a la propriété de transitivité
suivante : si m;; > 0 et m;; > 0 alors m;; > 0. En effet : si
Homy(z;,x;) et Homa(z;,xy) sont non-vides, contenant des €1é-
ments notés f et g, alors gf € Homa(x;, xx) donc m; . > 0.

6. Si (A,U) est une semi-catégorie partiellement unitaire, et si on ra-
joute formellement les identités id, pour z € Ob(A) — U, on obtient
une catégorie A’. La matrice M’ de A’ est obtenue de la matrice M
de A par M; = M;; + 1sii = javecz; ¢ U, et M;; = M;; sinon.

La propriété (5) combinée avec la condition évidente m;; > 0 consti-

tuent la condition que la matrice M soit acceptable, voir la définition 1.1.
Cette condition, nécessaire pour 1’existence d’une catégorie associée, sera
en vigueur partout.

2.2 Dédoublement

Dans le cadre des semi-catégories, avant d’ajouter les unités pour passer
a une catégorie, il pourra étre utile de considérer le dédoublement comme
dans [4], qui consiste a rajouter des “doublures” de certains morphismes.

Lemme 2.4. Soit A une semi-catégorie partiellement unitaire avec matrice
M et condition d’unité sur un sous-ensemble d’objets

UCObA) ={z,...,x,}.
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Soit M’ une matrice avec ]\/[i’j > M;;. Supposons que Mi’j = M;siz; €U
ou si x; € U, et que Mj; = 0 si M;; = 0. Alors il existe une catégorie
partiellement unitaire A" avec Ob(A’) = Ob(A) ayant des unités sur U,
dont la matrice est M’.

Démonstration. On choisit des ensembles B(z;, x;) de cardinalité M;; — M;;
disjoints des ensembles de fleches de A, et on pose A'(z;, z;) := A(z;, x;)U
B(z;, z;), muni de I'inclusion v : A(z;,x;) — A'(z;,z;). D’apres I’hypo-
these on peut choisir une fonction ¢ : B(x;, ;) — A(x;,x;) ce qui fournit
une application notée de méme ¢ : A'(x;, z;) — A(x;, x;) telle que p o v est
I’identité. On définit une semi-catégorie A’ dont les ensembles des fleches
sont ces A'(z;, ;). La composition de A’ est définie par

u-v = v(p(u) - ¢(v)).

L’associativité de celle-ci est conséquence de I’associativité de A. L’hy-
pothese que B(z;,x;) = 0 si x; ou x; sont dans U, implique que pour
z; € U, v(id,,) agit comme I’identité de z; dans A’, donc A’ est une semi-
catégorie partiellement unitaire avec condition d’unité sur ’ensemble U.
On dira que v € B(x;,x;) C A'(z;,x;) est une doublure de son image
o(v) € A(z;, xj). O

Exercice : En utilisant ce lemme et la propriété (6), prouver la propriété (2)
et méme sa version pour les matrices positives : si M satisfait la propriété de
transitivité (5) et si my; > 2 alors Cat(M) # ().

2.3 Catégories et matrices réduites

S’il existe deux indices 7 # j tel que x; = x;, alors A est dite non-réduite
sinon on dit réduite.
D’autre part, s’il existe deux indices ¢ # j tels que la ligne 7 est égale la ligne
J, et la colonne ¢ est égale la colonne j, on dit que M est non-réduite sinon
on dit réduite.
Considérons maintenant la question de réduire une matrice. La réponse est
présentée dans le théoréme suivant :

Théoreme 2.5. Si M € M, (N) une matrice non réduite, on peut réduire
M en une sous-matrice N réduite telle que : Cat(M) # 0 si et seulement si

Cat(N) # 0.
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Démonstration. Supposons que M est une matrice n X n non-réduite. On
peut définir une rélation d’équivalence sur I’ensemble d’indices {1,...,n}
en disant que ¢ ~ j si pour tout k, my; = my; et my, = m;y,. Celle-ci est sy-
métrique, réflexive et transitive. On obtient donc une partition de I’ensemble
d’indices en réunion disjointe des classes d’équivalence

{1,,n}:U1I_IU2|_II_IUm

Choisissons un représentant r(a) € U, pour chaque classe. Dans 1’autre
sens, on note c(i) € {1,...,m} I'unique classe telle que i € U,;). Donc
¢(r(a)) = aetr(c(i)) ~ i. On obtient une sous-matrice de taille m x m

Nab = My(a),r(b)-

Il est a noter qu’on peut faire en sorte que r(a) < r(b) pour a < b : on choi-
sit (a) le plus petit élément de U,, et on numérote les classes U, par ordre
croissant a partir de leur plus petit élément. Dans ce cas N est vraiment une
sous-matrice de M. Noter que N est réduite, puisque les éléments de U, et
Uy, ne sont pas équivalents pour a # b. Si A est une catégorie dont la matrice
est M, on obtient une sous-catégorie pleine B C A qui consiste en les objets
r(a) seulement, pour a = 1, ..., m. La matrice de B est N.

On conclut que si M marche, alors N marche. L’équivalence entre 7 et
r(c(7)) implique que pour tout k£ on a

MEi = Mkr(c@),  Mik = Mar(c(s)),k-
On en déduit que pour tout z, 7 on a

Mg = Mr(c(i)).j = Mr(e(@),r(e(d)) = Te(d).c(l)-

Ceci indique comment aller dans I’autre sens. Supposons que B soit une
catégorie dont la matrice est N. Notons par 41, ..., ¥, les objets de B. On
définit une catégorie A avec objets notés 1, . .., x,, en posant

Awi, 25) = B(Ye(iy, Yes))-

Si on veut étre plus précis on pourrait définir

Alzi, o) = 1{(4,1,8), B € B(Ye(i); Ye(i)) }-
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La composition est la méme que celle de B, c.a.d.

<k7j75)(]7z7ﬁ/> = (k7i75/8/)'

De méme pour les identités, 1’associativité et les regles des identités sont
faciles a vérifier. Donc A est une catégorie.
Ona:

| Az, 25)] = |BWe(y, Yei))] = Netiy,e(z) = M-
Donc A correspond a la matrice M.
De cette discussion on conclut : étant donnée une matrice non-réduite M,
on peut établir par la construction précédente une sous-matrice /N qui est
réduite, telle que M est catégorique si et seulement si /V est catégorique.
La sous-matrice [V est unique a permutation d’indices pres. 0

En conséquence de ce théoréme nous pouvons nous restreindre a la con-
sidération des matrices réduites.

Lemme 2.6. Soit M = (m;;) une matrice réduite avec m; ; > 0 pour tout
i, ], et s'il existe i # j tels que m;; = m;; = 1, alors Cat(M) = (.

Démonstration. On suppose que Cat(M) # () alors il existe une catégorie
A associée a M, et comme M est réduite alors A est réduite.

D’autre part, on a m;; > 0 et mj > 0 ce qui donne A(xi,xj) #+ (et
A(xj,z;) # 0, alors il existe f € A(z;, ;) et g € A(x;, ;) done fg = id,,
et gf = Zd% car |A<CL’Z,ZEZ)’ = My; = 1et |A([L‘j,l‘j)| = mj; = 1. Alors
z; = z; et A est non-réduite, il y a contradiction donc Cat(M) = (). O

3. Exemples

3.1 Exemples sur matrice carrée d’ordre 2
1. Soit M la matrice suivante :
1 2
u-(32)

On trouve A, la catégorie dont les objets sont les deux ensembles
x1 = {1} et x5 = {1, 2} et les morphismes sont les applications in-
jectifs, on remarque que My, = Met2 x 1> 0 x 2.
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2.
. 11 ) (o < .
Soit M = 11 et soit A une catégorie du schéma suivant :
flx)=z+1
id( N N* )id
S ———

On trouve que A est une catégorie associée a M c.a.d A € Cat(M).

SoitM = ( L2 > , on trouve que Cat(M) = ().

2 1

C’est le lemme 2.6. Explicitement, s’il existe une catégorie dans
Cat(M) dont les objets sont {x,y} et les morphismes sont définis
par : A(z,z) = {id,}, A(y,y) = {id,}, A(z,y) = {f1, fo} avec
fi # fo, et A(y,x) = {g1,92} avec g1 # g2. On remarque que
fig; = 1id, et g; f; = id, pour tout i,j € {1,2} alors :

91(f192) = q1idy = g1 = (91.f1)g2 = id,g2 = g2, une contradiction
donc A n’existe pas et Cat(M) = 0.

3.2 Exemple sur matrice carrée d’ordre 3

M =

—_ = =
— N
NG S—

M est une matrice catégorique et M = M 4.
A est définit par le schéma suivant :

f22

x =x f33
A fde 33
% A
Avec fj, o f;j = fa pour tout i, j € {1,2,3}
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4. Partition d’une matrice

4.1 Relation d’équivalence sur les objets, et notations

Pour faciliter le travail, on va construire une nouvelle notation pour une
catégorie. Soit A une catégorie finie aux objets ordonnés, on définit une re-
lation d’équivalence sur I’ensemble Ob(A) = {x1,...,z,} :

|Homa(xi, z;)| =m;; >0
LL’iRl’j <~ et
|Homa(xj, z;)| = mj; >0

Elle est différente de celle utilisée dans la preuve du théoréme 2.5 ci-dessus.
On trouve que R est une relation d’équivalence et ne dépend que de la ma-
trice M 4. Le fait qu’elle soit une relation d’équivalence est une conséquence
de la propriété de transitivité 2.1 (5) que nous devons supposer sur les ma-
trices. Par la définition 1.1, M est dite acceptable (condition nécessaire pour
I’existence d’une catégorie associée) si cette propriété de transitivité et la
condition évidente m,;; > 1 sont satisfaites.
Comme R est une relation d’équivalence, alors

Ob(A)/R = {Uy, ., Up, Vi, s Vo) =U|JV

avec U; les classes qui contiennent au moins un objet x = a, tel que m,., =
1, et V; les classes qui ne contiennent aucun y = a, tel que my, = 1.
Nous supposons que la matrice est réduite. Par le lemme 2.6, les classes U;
contiennent exactement un objet x = a, tel que m,., = 1.

On notera maintenant par \, i etc. les classes d’équivalence. On notera
les objets de la classe A par A°, ... AM=1 pour A € U, ou bien \!, ... AW
pour A € V. Pour A € U, I’objet A" est celui ot M (A\°, \?) = 1.

L’ensemble des classes est muni d’un ordre partiel tel que A > p quand
M (X, 7)) > 0, I'axiome d’ordre est garanti par la condition 2.1 (5). De
méme le fait que la relation d’ordre est bien définie indépendamment du
choix des représentants A\’ et ;7 est conséquence de 2.1 (5). Cette relation
d’ordre ne dépend que de la matrice M 4.

On établira la notation ;7 \*’X pour les morphismes dans Hom 4 (X, 1i7).
A noter que I’ordre des objets 17 et A’ est inversé, ceci a pour but de rendre
plus lisible les formules de composition.
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On commence avec les notations pour les morphismes M\ X . D’abord,
pour I'identité on écrira A\*\* (pas besoin d’exposant car il n’y a qu’une
seule identité pour chaque objet \Y).

Ensuite, on aura des morphismes dont les notations peuvent étre de la
forme M\ Fwv,

Par exemple, pour A € U/, nous posons

a( ) := [Homa(A, X0)] et b(N) := [Homa(A%, X)].

On note par A \'G1 les différents morphismes de A’ vers A\? pour 1 < u <
a(\%). De méme on note par M \°G"! les différents morphismes de \° vers
M pour 1 < v < b(N).
Nous allons prouver ci-dessous que si M4 = M = (m, ;) alors,
my; > MM, et My > M1y avec ¢ 7é ]
En fait, on va montrer que les morphismes

/\j)\iGU,u — )\j/\OGU,l o AO/\iGl’u

sont distincts, et différents de 1’identité. Ceci permettra d’utiliser cette nota-
tion pour les désigner.

En particulier pour ¢ = O il n’y aque v = 1, pour j = 0 il n’y a que
v = 1. On fera la convention que

AONOGEY = \OXOT
est I’identité ; cependant pour 7 > 0 on a
NNGEE £ VT

Pour A\ € U et soit i = 0, soit j = 0, ces morphismes sont les seuls
morphismes.

Pour 7,7 > 1, et dans tous les cas A € V, on peut avoir en plus d’autres
morphismes avec une notation comme par exemple M\ H*, pour

1<k MM, N) —a(AN)b(N)sii#j
ou pour

1<k <MAN,N)—a(N)b(N)—1sii=j.
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Ce nombre de morphismes supplémentaires peut étre égal 2 0. Ces H” s’oc-
cupent de la technique “d’ajouter des morphismes” du lemme 2.4.

On considére maintenant les morphismes dans le cas 'y avec A > p
(c.a.d, M(A\%, pi7) > 0 pour tous 7, j), et en supposant par exemple que A, i €
U. 1l y aura les types de morphismes suivants : p/ NP A*, N/ B* 17 \iC*,
W N DF, avec :

—pour N AF, 1 <k < M\, 1%);

—pour N B*, 1 < k < MM, u®) — M(\°, 1) ;

-pour W N'C*, 1 < k < M(\°, /) — M(\°, u°) ; et

-pour N DF, 1 <k < M\ p?) — M(NE p®) — M(A°, w?) + M (X, u®).
Voir Section 6 pour plus de details.

4.2 Blocs d’une matrice

Soit M € M,,(N) tel que M une matrice catégorique c.a.d il existe une
catégorie A € Cat(M), d’apres 4.1 alors Ob(A)/R = {\, 5, ...}
Soient A, 5 € Ob(A)/R, on dit qu’un bloc associé a A c’est la sous-matrice
qui consiste des modules de morphismes de la forme A\ \*Z pour tout i, j <
|A|, et un bloc associé a A vers [ le sous-matrice qui consiste des modules
des morphismes de la forme 57 \*Z pour tout i < M et j < |3].
Par exemple : Soit M une matrice définie par :

d

,avec a,b,c,d,e, f,k,l,m,n,qgetr € N*

Il
IO O =
LSO O
N[ =[O
w | O O3 2

l
x
m
t

On va voir aprés que M peut €tre catégorique, dans ce cas il existe A €
Cat(M) avec Ob(A)/R = {\, B} et Ob(A) = {\°, A} A2 5% 5'}. On a

b a c d
fn un bloc associéa A\, | k [ un bloc associé a A vers (3,
Yy S z t

) un bloc associé a 3 vers \.

o O

VN
K=
S 8

) un bloc associé a 3, < 8 0
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5. Etude des matrices strictement positives

5.1 Etude des matrices strictement positives d’ordre 2

Théoréme 5.1.

. a b P
Soit M = < ¢ d ) , une matrice réduite avec a,b,c et d € N*

a,d>1
ou
Cat(M) # 0 si et seulement si a>be+1 et d=1
ou
d>bc+1 et a=1.
SiCat(M) # (0 eta = 1, alors il existe une catégorie A tel que M = M.
Noter que si M est réduite, alors A est réduite en particulier d > 1, sinon,
alors a = d = 1 donne que les deux objets z; et x5 sont isomorphes, contra-
diction.
Comme b, ¢, d > 0 ce qui donne, Ob(A) = {\° A'} et les morphismes sont
données par 4.1 :

AQON) = {idy}
AML A = {idya, YA K™/1 < m < d — 1} pour Iinstant
AN = DIING /1 <u<a(N)=1,1<v <b(\) =0b}
= {A\G/1 <w <b}
AQLNY) = DG /1 <u<a(M) =61 <v<b(\) =1}
= {(MNNGY/1<u<c}
D’abord on a quelques remarques :
1. 1l n’existe pas u, v tel que (A'AOGVH)(ANONIGHY) = idy
On pose qu’il existe u et v tel que : (A'A’GUH)(AONGIY) = idy, et
on choisit A\'AYK™ £ idy1, on a

idyo

(Al)\OGU71) — ()\1)\OGU71)[Z)\OAlGLU)(AlAle)()\l)\OGUJS]
— [\()\IAOGU’I)<)\O)\1G1’UJ} [(/\lAle)()\l)\OGv,lﬂ
idy1

— (Alvxll{vn)<)dnxo(;v,l)‘
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Donc
[(AlAle)()\l/\OGv,l)} (A())\lGl’u) — ()\IAOGU,I)(AO)\IGLU)
- id)\l
— (Al)\le) [(}\l)\OGv,l)()\O)\lGl,u)}

— ()\1/\1K ™) contradiction.

2. Si (AINOGUH(AONGHH) = (AMAGEY)(AON'GHP), alors p = u et

q = v. En effet,
()\1/\0Gq’1) = (/\ )\Oqu [( O)\1Glp)(/\ )\Oqu}
= [)\ N Gal )(/\OAIG”’)} (A oga! )
— [ )\UGU 1)()\0)\101 u)} )\1)\0Gq 1)
(/\ )\OGUI)[< OAlGlu)()\ )\Oqu}
( AO(;WI)
De méme,
()\OAIG”’ [ /\OA G”’)( AOG‘” } /\OA G”’)
= (OGP [(ANGE (AN G
= (AN'GP) [(ANGPH(AONGHY)]
[()\OA G”’)( )\OG“ ] )\0)\ G “)
= (AA'GM).

Ces remarques donnent la formule d — 1 > bcc.a.dd > be + 1.
Elles permettent également d’établir la notation

(AlAle’u> — (Al)\OGv,l)()\Olel,u),

avec les (N'A'Gv) distincts et différents de 'identité pour 1 < u < c et
1 < v < b. On pourrait donc écrire

AL A =

{idy, "\N'G"" /1 <u<cetl <v<bMNNKP/1<p<d-—(bc+1)}.
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A noter qu'on a (AMAIGV)(MALGPP) = (AIAIGPP), 1a preuve étant simi-
laire a celle de la remarque 2 ci-dessus.

Dans I’autre sens, on a deux cas :
Sia > 1letd > 1alors Cat(M) # () (voir [5]).
Sia=1letd > bc+ 1, on prend la catégorie A dont les objets sont {\°, A\'}
et les morphismes sont définis par :

AN = {idy}

AN N = DINGHH1 <o < b}

AQLNY) = DONGY /1 <u< e}

ADL N = {ida} UDING /1 <u<betl <v<c}

U {MMEP/1<p<d—(be+1)}

La loi de composition est définie par :

OPNGUO)(NNG™™) = (APAIGT™)
()\1/\le) (AlAjGU’u) — (AlAle’u)
(MALGY) (AMNKY) = (VAIGYY)
()\lAlKi) ()\1)\1]/’(’[/) _ (Al)\lGl’b)

(pour s’amuser on a pris K des doublures de G'**, mais on aurait pu dédou-
bler G ou autre). On vérifie que A est une catégorie en effet :

[ADNPGETY NP N G [ (WX G™™) = (AN GV (W NG™™) = (AN GP™)
= (XINPGVT)(WPNG™) = (NINGYT) [(WN G (VNG™)],
[(ANAES)AMG) ] (WN G ) = (AN GH) (W NGT ) = (AN G
= (MK ANG) = (NN K [(AN G VNG,
[(VALGP) (ALK (NG ) = (WALGPP ) (ANING ) = (VA GP)
= (VAG™)ANG) = (VAIG) [(AN K (AN G )],
(MRS AN E) AN K = (AN G AN E) = (AN GH)
= (MAE) (NG = (N K [N KT ) (AN K]

Donc Cat(M) # 0.
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5.2 Etude des matrices strictement positives d’ordre 3

1 a b
Soit M= | ¢ n m |, une matrice réduite dans M3(N*).
poq T
q = ap
Alors, Cat(M) # () si et seulement si m = be
’ r>bp+1
n > ac—+ 1.

SiCat(M) # 0, alors r > bp+ 1etr > bp+ 1, voir 2.1 (3) et 5.1.

Remarque :

Si (AZAOGUH(NONIGEH) = (A2AOGY ) (NONLGHY) alors (u,v) = (u/,v').
Ona [(AOAQGM)WAOG”J)} MOALGLY) = idyo (APALGL) = (AOALGL)
_ |:(>\0)\2G1,x)()\2)\0Gv’,1):| ()\OAIGLU,) _ Z-d/\o (/\OAlGl’u/) _ ()\0)\1(;11,1/)7

et (AQ}\OG’U71) [()\OAlGl,u)()\l/\OGx,l)} — ()\2)\0G’U71)id}\0 _ ()\QAOGv,l)
= (2GH [WONGH) NG | = (NG idy = (NG,

Ce qui donne, (u,v) = (u/,0").

Cette remarque donne que m > bc, de méme pour ¢ > ap. Cela termine la

démonstration de I’implication directe.

Dans I’autres sens, siona g > ap, m > bc,r > bp+1letn > ac+ 1on

va démontrer que Cat(M) # 0.
On définit une catégorie A dont les objets sont {\°, A1, A\?} et les morphismes
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sont définis par :

= {idy},
= (MG <v<a}
DONGH /1 <u< e}
NG /1 <v<b}
AON2GH /1 < u < p}
= {MNG"/1<u<a,1<v<p}
U {ANME L AN amar) )
AL N = {DANG /1 <u<bh1<v<c}
U {A2\THY, A2 Fimb)
AN N = Jidype UG /1 <u<b1<v<p}
U {ZXINE L AZAZ N
ALY = {ida UM G /1 <u<a,1<v<c}
U {ANNED AN K (e

N

—~ Y~~~ —~
>
\.O
%

S N N N N N
I

On utilisera la notation idyo = A°A\°G"!. En revanche, les idy: et idy2 ne
sont pas produits d’autres morphismes et agissent comme 1’identité. Pour les
autres morphismes, la loi de composition interne est définie par :
(}\k/\ij,u) (/\j)\iGy,:c) — ()\k}\va,x)

(AMAKED () = (AINGH)(L), (NPAEND (L) = (BNEGHY)(LL)
o ONNED = (CL)IAGY) (L) (OZAINT) = (L) (ARG
)
)

()OI = () OZAIGMYY L () IAZM) = () (ALAZGR)

L’idée de cette construction est de construire d’abord une semicatégorie par-
tiellement unitaire (avec seulement I’identité de \°, associée a la matrice

1 a b
¢ ac be

p ap bp

et dont les seuls morphismes sont (A\*\/G?“). Ensuite, on étend celle-ci en
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une semicatégorie partiellement unitaire associée a la matrice

1 a b
c n—1 m
P q r—1

en rajoutant les morphismes A \' K%, N2A2N?, N2A\H? et A'A2M! qui sont
les “doublures” de A\ A'G1e, A2X2G1H0, N2ALGLe et AIA2G1H respective-
ment, a la maniere du lemme 2.4. Enfin, on rajoute formellement les identités
idy et idyz.

Cette description permet de vérifier 1’associativité, sinon on peut le faire
explicitement. Dans le cas d’une matrice d’ordre 2 ci-dessus (5.1), on a vu
les équations d’associativité qui correspondent aux morphismes (G, K, N),
donc il reste a vérifier les équations associés aux (G, K, N, H, M) qui sont
résumés dans le schéma ci-dessous avec un morphisme H : \' — \? (méme
idée si on prend M : A2 — A1),

AL Al

)\1 v N /\l
Y M

)\0 _G>_ /\2 /\2 _G>_ /\0
4 N

A2 A2

-224 -



ALLOUCH & SIMPSON - CLASSIFICATION DES MATRICES ASSOCIEES AUX CATEGORIES FINIES

Nous avons par exemple .
[(}\1)\2M1,)<)\2)\2Nj):| (>\2>\1Hk) — [()\1)\2G1,b)(/\2>\2G1,b)} ()\2)\1G1’a>
— ()\1/\2G1,b)()\2>\1G1,a) — ()\1)\1G1’a)
= (AMXMO[(PNNT)(NPAHY)].

Les autres équations suivent la méme idée ; on conclut que Cat(M) # (.

5.3 Etude des matrices strictement positives d’ordre n

Soit M une matrice réduite dans M,,(N*) tel que :

1 mig +++ Mip
Moy Mo -+ Map

M =
Mp1 Mp2 - Mpp

alors
My > M1 My,

Cat(M) # 0 si et seulement si { M > M,

Supposons qu’on a Cat(M) # () alors, il existe une catégorie A d’ordre
n, dont les objets sont {\°, A, ... A"~} Pour 2 < ¢ < n, la matrice

My (1
mi MMy

est une sous-matrice réguliere de M, donc Cat(M"") # (). Par la section 5.1
on obtient m;; > m;;my; + 1.

Pour 2 <7 # j < n, la matrice
I my miyj
Lig .
MM = mg;r My mij
My Mg My
est une sous-matrice réguliere de M, donc Cat(M 1’i) # (). Par la section

5.2 on obtient m;; > m;ima; et mj; > mjimy;. Ceci prouve I'implication
directe.
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Dans I’autre sens, si m;; > m;1my; et my; > mymy; V1 <@ # j < n,
on va démontrer que Cat(M) # (.
Soit A une structure algébrique, dont les objets sont {\° ..., A" "1} et les
morphismes sont donnés par :

AN N = {idy}
ANAY) = L AN GMY, L (AN Gy
A N) = L (WAGHY), (VN0 Gmat )Y
A NN {NXNGHY, . (M NGmma) )
U {(NNHY), .. (NNH )}
ANXY = {idy, WNGM), L (NG
U {(WNEY), . (AN B,

la loi de composition est donnée par (A*AGE€)(MNGH?) = (APNIGE?) et
pour les compositions de morphismes différents des idy: pour 2 <1 < n:

(Alei'Hp)(...):(/\J:A’:Glﬂl)(...), (...)(/\j‘/\i‘Hp) = (...)(A{'Af@l»l)
(NXER) () = (VNG (L), CONNER) = (L)WWNGHY.

Pour 2 < @ < n les idy: sont ensuite rajoutés comme identités. La loi d’as-
sociativité est vérifiée voir (5.2), donc M est catégorique.

Finalement, pour le cas général on a I’énoncé suivant. Soit M € M,,(N*)
une matrice réduite alors :

1. Simy > 1V1 < i < n,alors Cat(M) # () voir la propriété 2.1 (2).
2. S’il existe ¢ tel que m; = 1 dans ce cas on a deux possibilités :

(a) siz le seul indice que m;; = 1, alors :
Cat(M) # ( si et seulement si mj; > mjimyj et mj, > mjimay
pour toutes j, k # i et j # k voir (5.3)+(4).

(b) s’il existe une autre indice ¢’ # i tel que m;; = m; = 1 alors
Cat(M) = () car M est réduite voir le (2.5).

Lemme 5.2. Soit M = (m;;);; € M, (N*) alors :
Cat(M) # () si et seulement si pour toute N sous-matrice réguliere d’ordre

<3, Cat(N) # 0.
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Démonstration. Pour la partie directe voir 2.1 (3).

Pour la partie indirecte, on suppose que Cat(N) # (), pour toute N sous-
matrice réguliere d’ordre < 3.

Si M est réduite alors on a deux cas :

1. Simy > 1 pourtout 1 < i < n, alors Cat(M) # () voir le lemme de
[5] rappelé dans 2.1 (2).

2. S’il existe au moins une ¢’ tel que m;; = 1 dans ce cas on a deux
possibilités :
(a) Il existe un coefficient unité unique sur le diagonal, on peut sup-

poser my; = 1 voir le corollaire (4).
Soit 2 < ¢ < n, on prend la sous-matrice régulicre N :

N = ( Lo ) .
Mg My
D’aprés I’hypothese, on a Cat(N) # 0 ce qui donne my; >

mi1mmy;.
Soienti # j € {1,...,n}, on prend la sous-matrice réguliere NV :

1 my; Maj
N = M My My
Mg Myji - My

D’aprés I’hypothese, on a Cat(N) # () ce qui donne m;; >
m;1Mmyj.

Donc Cat(N) # () voir (5.3)

(b) si existent d’autres indices {iq,is,...} différents de 7' avec
Mii, = Miyi, = ... = 1, alors comme par hypotheése M est ré-
duite, on prend la sous-matrice réguliere N de taille 2 ou 3 conte-
nant les indices ¢/, i; # 7/, et éventuellement un autre indice 7,
telle que les lignes (resp. colonnes) de N correspondants a i’ et i,
sont distincts. D’apres I’hypothese, on a Cat(N) # () mais dans
ce cas les objets x; et x;, seraient isomorphes, impossible.

Si M non-réduite, alors il existe une sous-matrice réduite M’ voir (2.5) et
par I’argument ci-dessus, Cat(M') # () donc Cat(M) # 0. N
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6. Etude des matrices positives

6.1 Etude d’une matrice d’ordre 4 a un seul bloc zéro

Soit M une matrice réduite dans M 4(N) avec b, ¢, d, e, f, k,l,x,q et m
sont non nuls tel que :

VAV WAV
- 0 YA '

f>be+1
m>xq+1
k,d,l > c
[>k+d—c

Théoreme 6.1. Avec ces notations, on a

Cat(M) # 0 si et seulement si

Démonstration. Soit A une catégorie associée a M, alors Ob(A)/R ={1,2}

alors les objets sont {1°, 11,20 21} et les morphismes sont définis par rapport
a chaque bloc :

(A(10,20) = {2010A41 ... 20104} = A
A A(1Y,2%) = {2°1'B', ... 2°1'B*} = B
724102 = {211°Ct, ... 2110CYy = C
| A(1Y2Y) = {2'1'D', ... 2"1'D'} =D
((A(1°,19) = {idy}
A0 1Y) = {(1M1°GM) = Gy, ..., 110G}
Ao A(1L10) = {(1°1'GY) = Fy, ..., 1011 Ge1}
AN 1Y = fidp, 1M1NGHY L 1M GEeY
\ U {1ttxt Lt ey
A(20,20) = {idyo}
A(20,2Y) = {(2120GMY) = Ny, ..., 220G )
Nand A(21,20) = {(202'GYY) = My, ..., 2021 Gt}
A24,2Y) = {idy, 2'2'GM . 2121 G}

U {21217, . 29l xmoee-1)
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Comme Cat(M) # 0 et d’apres 2.1 (3), alors Cat(/\;) # () et Cat(Dy) # 0
ce qui donne f > be 41 et m > xq + 1 voir le théoreme 5.1. On obtient par
ailleurs la notation utilisée ci-dessus pour ces morphismes.

Il reste a démontrer que k,d,l > c,l >k, >detl > k+d—c.
On prend k£ < c, alors il existe au moins p € {1, ...k} etu/,u” € {1,...,¢c}
avec u # u” tel que :
(20194 (1911 GMY) = (201°A4%7) (1911 GMY) = (2011 BP), ce qui donne :
[(2010Au’)<1011G1,1)i| (1119G11) = [(2010Au">(1011G1,1)] (119G,

D’autre part ;

[(2010Au’)(1011G1,1>i| (111°GY) = (21 10 4¢ ) [( Rtett 1)(1110G1’1)]
= (2°1°4")idyo = (201°4%)

- [(201°A“ )(1°1! lel)}(l 10G11)
(20104 Yidyo = (201°4%")

Alors (2°1°A4%) = (2°1°A"") ce qui donne v/ = u”, une contradiction, donc
k > c.La méme chose pour d > cetl > c.

Pour [ > k+d—c, on va noter quelques applications. L’idée est d’utiliser
la composition a gauche ou a droite par les différents morphismes désignés
par le symbole G! pour obtenir des applications entre les différents en-
sembles de morphismes A, B, C, D. Nous avons les fleches :

Ny = (2120G1 1) 20 — 21 Fy:=(1°1'g4») 1t = 1°

My = (2021GhHY) - 2t — 20 Gy = (111°GHY) 1 19 — 11
La composition avec celles-ci donne :
gNy : B — D tel que gN;(2°1'BY) = N;(2°1' BY) = (212°G1 1) (2°11 BY),
gM, : D — B tel que gM;(2'1'D?) = M, (2'1' D?) = (2°2!G11) (2111 DY),
dFy : C — D tel que dFy(2'1°C") = (2"1°CY) Fy = (211°CY) (1°1'GHY),
dG, : D — Ctel que dG4(2'1' D?) = (2'1' D) G, = (2111 DY) (119G,
et de maniere similaire

dFy : A<+~ B :dGy, gNy : A C: gM;.

Lemme 6.2. Les applications g Ny et dF sont injectives.
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Démonstration. On remarque gM; o gN; = idp et dGy o dF; = idg. En
effet,

gMy 0 gNi(2°1'B)) = gMy[(2'2°GM)(2°1'BY)]
:@W@%W@&Wﬂ%ﬂ
- [(2021(;L1)(2120(;L1)}(2011136
= idp(2°1'B") = (2°1'BY).

Donc gM; o gN; = idg, la méme pour dG; o dF; = idc. De méme pour les
applications entre A et Bou Aet C. [

On obtient le diagramme suivant :

g1

A——C
dFlj O del
B

—D.
g1

Ce diagramme est commutatif, car dF1gN;(u) = dFy(Ny.u) = Njuby =
gN1dF(u).

Aussi les fleches sont toutes injectives par le lemme 6.2.

On peut donc considérer dF(gN1(A)) C D et on notera cela par Ny.A.F}.

On a également dF} (C') C D, noté par C.F},

similairement g/N,(B) = N;.B C D.

On peut maintenant dire plus précisément ce que 1’on veut démontrer : que

(C.F,—N,.AF) C D
et
(N\.B—N.A.F,) C D

soient disjoints entre eux, ce qui conduira a I’'inégalité recherchée.

Par 1’absurde, supposons qu’il existe y € (C.Fy; — N1.A.Fy) N (N1.B —
N1.A.Fy); alors

y € (C.Fy —N;.A.Fy) doncilexiste u € (C'— Ny.A) tel que y = dF(u) =
uFl, et
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y € (N1.B— N;.A.Fy)doncilexistev € (B—A.Fy)telquey = gNy(v) =
N1U.
On ay = uFy = Nyv. Le calcul principal de cette démonstration est que :

gngMl(U) = N1M1u = NlMluFlGl

= NlMlNl'UGl = N1UG1 = ’LLFlGl = Uu.

Onau € (C — Ny.A) cadu € C alors il existe a tel que u = (211°C?).
D’autre part gM; (u) = (2°2'G11)(211°C?) = (2°1°A?) ce qui donne
gMi(u) € Aalors gN;.gM;(u) = u € Ni.A; une contradiction.
Alternativement, de facon similaire,

dFl.dGl(U) = UG1F1 = M1N1UG1F1
== M1UF1G1F1 == M1UF1 == MlNl’U = .

Comme v € B alors il existe b tel que v = (2°1! BY).

D’autre part dG,(v) = (2011 B%)(111°GH) = (20194%), d’ou dG,(v) € A
alors dF.dG,(v) = v € A.Fy, encore une contradiction.

On conclut que (C.Fy; — N1.A.Fy)(N1.B — N1.A.Fy) = 0.

Nous avons donc trois sous-ensembles
N, A.Fy, (N1.B— N;.AF), (C.Fy— N.AF)
disjoints de D, de cardinalités respectives
Card(Ni.A.Fy) = ¢,
Card(N,.B — N1.A.Fy) =k —c,
Card(C.Fy — N1.A.F)) =d —c.

Comme Card(D) = lonobtient c+(k—c¢)+(d—c) < ldoud+k—c <1,
I’inégalité voulue.

Pour le retour, i.e. I’existence d’une catégorie si les inégalités sont satis-
faites, nous verrons la démonstration plus bas dans le cas général. [

Remarque : La démonstration de k > c utilisait le fait que A(1°,1°) consiste
seulement de I’identité, mais n’utilisait pas cette propriété pour A(2°,2°).
On pourra donc utiliser ce méme argument pour les coefficients dans un
bloc correspondant a des fleches entre une classe A € U et une classe p dans
V, ou inversement.
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6.2 Etude d’une matrice réduite d’ordre n

Théoréme 6.3. Soit M = (m;j)1<i j<n € M, (N) une matrice réduite alors,

;

M acceptable
MASN) > a(A)b(NY) + Yiel,i>1
ML N) > a(A ) (M) YAael
Cat(M) # 0 < ¢ M\, 1) > M(N, u°) VA>pu,peld
M\, ) > M(/\U,MJ) VA>pu, el
M(N, ) > M(Ao,uf) M(N', 1)
\ (A%, 0) VA>pueld

Ici {)\', ..., 37, ...etc} est 'ensemble des objets partagé en classes d’équiva-
lence avec la relation d’ordre, et on note :

a(AY) := M(A, %) et b(N) := M\, V).

Démonstration. D’abord pour I’implication directe, on pose Cat(M) # (.
Alors il existe A une catégorie associé a M et on a d’apres la partition de M
que les objets peuvent étre notés {\°, ..., u/,...}.

Donc M sera :

v=Uwr @U@
AU pEV 22%

On va démontrer que M est acceptable.

En effet soit \' € Ob(A) comme M* > 0 alors |A(A', \)| > 1 donc ' > X
alors > est réflexive.

Pour la transitivité soient A,/ et ¢* trois objets tels que A > i/ et i/ > ¢F,
alors il existe deux morphismes I = p/ NP H® et G = ¢*p? J°.

OnaK =GoF = (¢"WJ°) (WA H®) = (¢FN M¢) donc N > ¢ alors >
est transitive.

D’autre part, le résultat de (5.3) s’applique a chaque sous-matrice diagonale
a coefficients strictement positifs M A M*, ....Pour les sous-matrices M
quand A > p la condition est tirée du théoreme 6.1 et la remarque qui lui
succede. On obtient ainsi les conditions numériques énoncées.

Dans I’autre sens, supposons que M satisfait aux conditions numériques, et
on va démontrer que Cat(M) # (.
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On travaille d’abord sur le cas ou A\, 5,... € U et apreés on ajoutera les
identités, donc M devient :

u- Y @ Y o

e yv ApeU v

Afin de simplifier la construction, on fera appel a la stratégie de dédou-
blement du lemme 2.4. On souhaite construire une semi-catégorie partielle-
ment unitaire avec conditions d’unité sur les \° pour A € U. Par le lemme
2.4 et le rajout d’unités ensuite, il suffit de considérer la construction d’une
semi-catégorie partiellement unitaire, avec le bon nombre de morphismes
de X\ vers ;7 quand A > p, mais pour les bloc diagonaux, avec condi-
tion d’unité seulement sur les A(A°, \°) pour A\ € U, et en supposant que
M, N) = a(A)b(N) pour A € U.

Pour A € V on peut prendre a(\’) = b(N) = 1 et M(\', M) = 1, mais pour
t = j ’'unique morphisme n’est pas considéré comme identité.

Soit A une semi-catégorie dont les objets sont notés A\ avec A € Ob(A)/R
et les morphismes sont :

Mor(A) = {(AJ’,N’, (u,v))|A €U U V} U {(uj,/\",k:)|/\ >uel uv}.
Icil <v<aM)etl <u < b(NV),enmettant (A2, N, (u,v)) = idy si
Ael.

Un morphisme noté (17, A, . ..) aura source \’ et but p/.

Les intervalles dans lesquelles se trouvent les entiers k seront maintenant
précisés. Pour cela on introduit la notation suivante.

Pour A\ > p, on notera

IO X = {1,2, ., M (X0, el N = {12, M A
mais en revanche
™ N0 = {14 M (%, %) = M (™, X%, M, A°) )
(ce qui peut contenir des nombres négatifs), et enfin
X 2= {14 M0, X0) = M (", \0), ..., b}

oltho = M(p", N') + M(p%, A°) — M(u", \°).
De cette facon,

#p0 N = MO\, # [t N = M (%, N,
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#1 A = M (", A°), # N = M (", X).
D’autre part A
|:u0’ )‘Z| N |:un7)‘0| = |:u07 )‘O|
On notera souvent par H'(u™, \") le complémentaire
H' (™, \Y) = {M(u°, ) +1,...,h}
ayant
BH (7, N = M, A) = M (0, X)) — M (", ) + M (%, \O)

éléments. L’hypothese dit que ce nombre d’éléments est > 0.
Ainsi |, \| est la réunion disjointe des quatre parties suivantes :

’:uou)\olu |/“LU7>\1‘ - |/“L07>\0|7 ‘:u’n7>\0| - ’/*Lou)\()'u Hl(ﬂna)\l)

Si A € V, il n’existe pas d’objet A\° et pour la définition des intervalles on fera
la convention que M (1", A\°) := 1 pour tout n. De méme si ;2 € V on fera la
convention que M (°, A\Y) := 1 pour tout 7. Ainsi I'intervalle noté conven-
tionnellement par |1°, \°|, ayant au moins un entier & = 1, est contenu dans
|, \'|. Nous n’avons alors pas besoin de distinguer les cas suivant que les
classes soient dans ¢/ ou V.

On définit la loi de composition interne par quatre équations :

L. (”j7 >‘i’ k) o ()‘17 ", kl) = (:uj7 ", 1)
(P'utilisation des symboles différents o, A, ;1 ici veut dire qu'on a
I’hypothese ¢ # A # 1, une convention en vigueur partout).

2. (M, (u,v)) o (A A™, (u/,0") = (M, A" (u, v')).

3. (M (v,u)) o (N ™ k) = (M, u™, K

sik e |[u’ N\

sik e |M07)‘i| - |M07A0’
sik € [p", A% —[u% XY
sik e H'(um \).

avec k' =

_ =
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Noter que si A € V alors (M, N, (v,u)) o (N, ", k) = (M, u™, 1) ;
en revanche si A € U et i = 0 alors, (M, ', (v,u)) o (A%, u™ ,k) =
(M, u™, k). On peut vérifier que k' € |u™, M|, c’est la raison pour
laquelle on a mis &’ = 1 dans le deuxi¢me et le quatrieme cas.

4' (an )‘jv k) © (/\ja )‘iv (U,U)) = (lun7 /\i’ k/)

sik e |\ U

sik e |/\jalu’0| - |)‘07:LLO|
sik € |/\O7Mn| - |/\07:u0|
sik € H'(u™, \).

Encore, si A € V alors (1", M, k) o (M, N, (u,v)) = (u™, N, 1) et si
A€ Uetj=0 alors, (U, M, k) o (M, N\, (u,v)) = (u", A", k). On
vérifie que &' € |u™, \Y|.

Pour I'unité partielle :

Comme k' = k pour i = 0 voir (3) ou ;7 = 0 voir (4) quand A € U,

(A°X\°(1,1)) agit comme une I’identité.

Pour I’associativité :
soient A, u,p,¢0 € Ob(A)/ ~ alors il y a 8 formes des équations associatives :

(DN — pf — ¢t — BN — N — b — "
Q)N — pf — put — " 6) N — N — AN —
B) N — p? — ¢t — " (DN — 7 — pt — "

AN — N — put — " )N — N — N — A",
Rappelons que les symboles A, i, ¢, o distincts représentent par convention
des classes différentes.

équation 1 :

("6", ) (@', D) | (WX e) = (9" DN, ) = (2N, 1)
= (¢"¢".a)(¢'N', 1)
= (¢"d",a) (', D) (N )]
= (¢"¢a)|(6'W, D)X, ).
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équation 2 :

(6" @) ('t (o) | (WX B) = (6", ) (WA b) = (¢"X', 1)
= (¢"1', @) (WX, d)
= ("t a) [ (' (1, 0) (0N B)|

pour c et d qui dépendent de a et de b d’une maniere qui n’est pas important
pour le calcul.

équation 3 :

(69" (w,0))(6' @) | (WX B) = ("W, )N b) = (6" N, 1)
= (6", (u0) (N 1)
= (09", (u, )| (&', @) (WX, b)),

Par ailleurs 1’équation 4 est comme 1’équation 3.

équation 5 : Considérons

Q = (', (@) (N, )| (VX (e, d) = (u"N,K)NVN, (¢, d))

— (u”)\i,k”),
kosike|A\°
;)1 sik e A0 pt — X0, 0
WEER=N ke sik e [V, 0] — [0, 0
1 sike H'(N,u)
et avec
Kok e X uf ke |

O S D P T
k?l k/e ’)\O’Mn|_|/\0“u0| -
1 ke H M, um

e [N pfl = N0 )
ke [N, p0] — X% ]
ke H'(N, ).

k/l —

—_ = =

Pour la derniére égalité on va vérifier que k=1 si k € [N, u°| — |A\°, 1| ; en
effet, dans ce cas ¥’ = k donc k' € |\, u°| — [A°, %] ce qui donne £” = 1.
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Les autres lignes sont faciles a vérifier. Donc Q = (u"\%, k) avec

g [k sike )
B 1 sike |)‘j7:ut| - |/\O’/J“O|'

D’autre part, soit

Q' = ("' (0, 0) [ (N VN, (e )] = (u"n, (@, b)) (WX K

_ (Mn/\i’k,//)’
ko sike |\l
)L sike [N, 0] 20, 0]
WER=N sk e [ | — N, )
1 sike H'(/\j,,ut)
et avec
Kok e |\ 1) ke | 1)
L' = 1 ke |)‘07Mt|_|)‘0a”0| _ ke |)‘j7/1’0|_|)‘07:u0|

KK e |)‘17:u0‘ o |)‘0>/L0’ B
1 K e H'(N, i)

ke ‘)\07Mt‘ o |)\0’M0|
ke H' (X, ub).

— = =

Comme avant si k& € |\, uf| — |\%, u°] alors &' = k donc k' € |\°, ut| —
A%, 10| et K" = 1. Ceci donne Q' = (u"\¢, k") avec

[k sihe
B 1 sike |)‘j71ut|_|/\071u0|'

En conclusion, Q = Q' quelque soit k € |\, if|. On obtient I’équation 5.
équation 6 : Soit
Q = [N, K)NN, (0, ) [ (VN (e, d)) = ("N K)YNVN, (e, )
— (#n)\i7 k}”),
sik €| |
sik e ‘)\t’MO‘ o |)‘0>:u0|

sik e ‘)‘Oalun| - ’A07MO’
sik e H' (M, u")

avec k' =

—_ o = o
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et avec
KK e |0 koke |
P B R Oy U e PV T D B AR P T el PV T
KR e |0 | = A0 koke N =X
1 K eH N, um) 1 ke H(\,um).
D’autre part, soit
Q' = (N W) [N, (@ )X (e d)] = (X BN, (a, )
= (:un)‘ivk,)v
sik e |\, 0|

sik e |)\t7:u0| - |>\07,LL0|

sik e |)‘07:un| - |)‘07M0|

sik € H'(\', u™).

Alors Q = Q' sur |\, u"|, ce qui donne I’équation 6.

Par ailleurs on remarque que 1’équation 7 est semblable a I’équation 6.
équation 8 :

avec k' =

_ =

("X, (a, B)) (NN, (e, d)) | (VN (e, )

= ("N, (a,d)) (WX, (e, f)) = ("X, (a, )
(A"A, (a,0))(N'X', (¢, f))

= (NN (@, 0) [NV, (e (VX (e, ).

On a vérifié toutes les égalités de I’associativité alors, A est une semi-
catégorie associée a notre matrice M.

Pour une matrice qui satisfait aux inégalités du théoreme, obtenue de
la matrice M traitée ci-dessus en rajoutant 1 sur la diagonale sauf pour les
M(X° \%), et avec une augmentation éventuelle de certains autres coeffi-
cients dans les blocs diagonaux, on peut rajouter les identités et doublures
nécessaires pour obtenir une catégorie associée. Ceci termine la démonstra-
tion du théoreme 6.3. ]
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Corollaire 6.4. Soit M = (m;;); ; € M,,(N) une matrice positive, alors :
Cat(M) # () si et seulement si pour toute N sous-matrice réguliere d’ordre

< 4, Cat(N) # 0.

Démonstration. Pour I’aller voir 2.1 (3).

Pour le retour, on pose que Cat(N) # (), pour toute N sous-matrice
réguliere d’ordre < 4. On peut voir que M est acceptable a cause de cette
hypothese. Voir le lemme 5.2 pour le cas M > 0, et aussi pour 1’argument
permettant de supposer que M soit réduite.

S’il existe au moins un coefficient nul, alors et d’apres la partition de la
matrice M il existe au moins deux classes. Supposons par exemple A\, i € U,
et soient 7 # j. On prend N la sous-matrice réguliere d’ordre 4 :

L MOV | MO0 MO,

(A% 1)

N | MOLAY) ML N | MY, ) MY, )
B 0 0 1 M (1, 1)
0 0 M@, 1) M, 1)

Comme N est d’ordre 4, alors Cat(N) # ().
Le théoreme 6.3 appliqué a NV donne les propriétés suivants :

LM, @) > MM, 1) > MM, 1°)

2. M(N', 7)) > M(A°, p?) > M(N, u°)

3. M(N, p) = M(A°, i) + M(XN, 5°%) = M(A°, 1°).
Sil’une seule des classes est dans {/ on obtient les inégalités correspondantes
avec une sous-matrice d’ordre 3, et de méme on obtient les inégalités sur les
blocs diagonaux comme dans le lemme 5.2. Ceci donne toutes les conditions

requises pour appliquer le théoréme 6.3 a M et conclure que Cat(M) #
0. O
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