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A Charles EHRESMANN

INTRODUCTION

Bien que la Théorle des ensembles soi+ & la base
de foute la Mathématique moderns, on peut aborder ia plus
grande partie des Mathématiques en connalssant seulement

quelques rudiments de cetto Théorie. i1 n'en aest cependant

plus alnsl torsqu'on veut travailier en Théorle des Caté-
gories, oll interviennent das e départ des quesflons ansem-
blistes et od les résultats peuvent &tre blen différents
selon la théorie des ensembies utl|Isée; par exemple cer=-
tains théorémes d'existence de structures |ibres sont vala-
bles pour tes "petites® catégories, non pour les "grandas",
Toute étude des catégories présuppose donc le cholx d'une
théorle des ensembles, Clest pourquol, ayant désiré ensel-
gner en Licence, 11 y a deux ans, les bases de la théorle
des catégories, j'aveis décidé de rédiger un exposé sommai-
re sur la théorie des ensembles (mulTigraphIé, Amlens 1968,
120 pages, actuellement &puisé). Ce travall reposait sur
Ila théorie de Zermelo ~ Fraenke! avec axiome du choix et,
de plus, axlome des unlvers (emp loyé en particuller pour

ta construction des ordinaux). Ayant accepté de falre cet-
te année le cours d'une unité de MaTtrise sur la Théorle
des ensembies (sans &tre spécialiste dans ce domaine 'y,

If m'a semblé nécessalre de remanier comp | @tement ce texte
en mettant en évidence |'incidence des axliomes "supplémen-

taires" (axiome de 1'intinl, du choix, des unlvers) et en
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développant un certaln nombre de questions & peine esquls~
sdes dans la premi&re version; j'al d'allleurs tenu compte
des nombreuses remarques de mes étudiants, en particuiler

de M, Slmonne*; que Je remercie.

Contrairament & la plupart des |lvres relatifs & la _
théerie des ensembles, le Texte est toujours rédigé en sty
le mathématique usue! ot ne suppose aucune connaissance de
Logique formelle. A la base, on admet une théorie "nafve"
des collections (qui pourralt facliement 8tre formallsée)
et Ifon définlt axiomatiquement certaines collections par--
tlcul léres, les'chaltfés, qul sont des moddles de la théo-

rle des ensembies de Zermelo -~ Fraenke! sans exlome de |'in-

finl nl axiome du choix. Sauf dans le dernier chapitre (ol

Hton fait "varier" la totalité), on &tudie essentiel lemant

I'une de ces totalltés, dont les objets sont appelés ensem=
bles. Yolci queiques indications sur e contenu des diffé-

reants chapltres:

Le chapiftre ]| introduit fes axiomes (& ['exclusion de
I'axiome des univers et de |'axiome de fondation , consi-
dérés respectivement dans les chapitres IV et Vi) et ia
terminologie utilisée (avec assez de rigueur) dans tout le
texte. La définition des ensembles finls choisie est celle
de Whitehead ~ Russell. Les propriétés des prodults et des
sommes Infinls sont &tudiées dans le § 4; en particutier .
on y introdult i'axiome du cholx. Cet axlome n'est généra-
tement pas supposé vériflé dans la suite, et les résultats
ot 11 Intervient sont nettement mls en évidence,

Le deuxime chapitre débute par une étude &lémentalre
des ensembles ordonnés, Ensulte est dé&finl I'ensemble or-
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ordonné des U-cardinaux associé 3 certalns ensembles U ,
ce qui conduit & une étude détallide des U~cardinaux finls .
et, par suite, des ensembles ordonnSs discrets et des ens.
sembles de Péano. L' Isomorphisme entre ensembies de Péano
est déduit de'l'isombrphisme.en?re ensembles ordonnds dls-'
crets sans dernier &lément et de I'exlstence (en présence
de i'axfome de 1'infini) d'un tel ensemble ordonné discret,
Il s*ensult la constructlon par récurrence de !'ensemble

N des entlers naturels (suivant l|a défInl+ion de Von Neu-

- mann: @ est son premier &iément et n+l = nU{n}). Les en-

sembles dénombrabies sont étudiss dans le § (0.

Le chapitre Il a trait & Ja consfrucffon das nombres
réals, Les ensembles des entlers relatifs et des nombres
rationnels sont caractérisés & la fols par les propriétés
de leur ordre canonique et par caelle de leur structure
d'anneau, La construction du corps archimédlen des nombres
réeis est obtenue comme cas particulier de théorames géné~
raux sur la complétion des snsembles ordonnés denses et
dos magmas ordonnds, Les groupes archimédiens et les corps
archimédiens sont entiérement caractérisés.

lLes chapitres sulvants sont pra?iduemenf indépendants
du chapitre 111, Dans le chapltre iV, les préunivers sont
introduits: ce sont les univers et les minlunivers (lesguels
ne vériflent pas i{'axiome de !'infint), Le mot univers est
pris dans le sens de Ehresmann, [.e. On ne sSuppose paﬁ que
{'univers est transitit (lorsque |'axlome du choix est vé-
riflé, ces univers sont analogues 3 certains ensembles con-
sidérés par Tarski). Cette terminologie est donc un peu
différente de celle de Grothendieck (et de Sonnar) pouri




qul univers signifle toujours univers transitif, Le mini—
unlvers engendré par un ensemble finl est constrult par

simple récurrence; il est dénombrable si 1'axlome du cholix

est vérifies,

Le reste du chapitre IV est consacré & |'étude des’
ensembles blen ordonnés, L'éduivalence entre axiome du
cholx, théordme de Zorn et théordme de Zermelo est démon-

trée dds que possible., En effet cette équivalence est trés

importante dans de nombreuses branches des Mathématiques
{en particuller en Topologie et en Analyse), alors'que les
autres résultats sur les ensembles blen ordonnés sont plus
spécifiques, Le § 17 prépare le terraln pour ['dtude des
ordinaux, dont fa théorie occupe le chapitre ¥V, |} se ter-
mine par la preuve de |'&quipotence de E avec ExE ,

Hdorsqu'il existe un bon ordre sur E ,

Un ensemble blen ordonné dont chaque &iément est lden-
tique & la section associée est appeld type ordinal, Un or-
dinal est |'ensemble sous-jacent & un type ordinal. Le type
ordinal {somorphe & un ensembie blen ordonné est constrult
par Induction, en utilisant la notlon de U-ordinatl, ol U
est un ensemble saturé par Incluslton, Cette notlion &lémen-
talre est celle de Cantor “relativisée" &8 U , pour éviter
les antinomliaes. Les cardinaux sont regardés comme des or-
dinsux particuliers (les ordlnaux Initiaux); les sommes
et prodults de cardinaux sont &tudlés méme sans axiome du
cholx (mals un ensemble peut alors ne pas avolr de cardi-
nal 1), Les opérations sur les ordinaux sont définies &
partir des sommes ordonnées et des produits colexicogra-
phlques, Différentes caractérisations des ordlnaux réqu-

llers et des ordinaux inaccessibles sont obtenues,

-Vﬁ

Dans le dernler chapitre, partant d'un ensemble £ ,
non nécessalrement transitif, on étudie les ensembles E-
fondés (définls d'une manlére constructive), Si i'axiome
du cholx est vér1fié, il en résulte qu'll existe un uni-
vers (resp. un univers transitif) engendré par € si, et
seulement si, il existe un ordinal inaccessibie non dénom-
brable strictement plus grand que le cardinat de E (resp.
que le cardinal de la cloture transitive de E). Alnsi
| *axiome des univers (tel qu'il est &noncé ici, pour des
univers non forcément transitifs) équivaut & I'axiome des
univers transitifs, Enfin on montre qu'une totalité véri-
flant 1'axliome du choix contient un plus petit moddle de
ta théorie des ensembles et, si elle vérifie ayssl |taxlo-
me des univers, un plus petit modéle vérifiant |Taxiome .
des univers (ce qul fait intervenir les ordinaux hyperinac-

cessibles et tes hyperunivers),

Parmi Jes questions qui m'ont paru dépasser le
cadre de ce cours flgurent en particulier |'Arithmétique
ordinale fine, une étude approfondie de |'hypothdse du
continu généralisée et le développement des compléments
esquissés dans le dernier paragraphe, Les résultats con-
tenus dans les chapitres | et 1l et dans les § I5 ef
16 (chapitre iV) sont indispensables 3 tout mathématiclen,
Le chapitre H| est plutdt destiné aux futurs enseignants,

Quant 3 la théorie des ordinaux, bien que "toute la 11tté~

rature sur les cardinaux et les ordinaux" ait &té& déclarée
Wstérila™ (J. Dleudonné, Bulletin de I'Assoclation des

Professeurs de MaThémafiqﬁes, n® 253, 1966, page 327), el-
le a récemmant 616 utllisée avec succés pour démontrer des

théoromes fins sur les catéqorlas (exlstence do diversos
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structures libres, en particuller théordmes de complétion
des catégories}.

En conclusion, j'espdre que ce cours, malgré cer-
tains passages elliptiques et la rigidité générale de sa
ferminologle of de sa conception (en particulier renvois
fréquents 'aux propositions antérieures par leur seul pu-
méro) ne découragera pas de jeunes étudiants, et qu'lls
pouF}ohT sentir tout I'attrait de la Théorle des ensemblaes
et admlrer le génie de son Initlateur, ce mathématicien
Insplré, téméralire et souvent contesté qui, le premier, a

dévoilé te mystére des infinis: Cantor.

A.B.
Parnis, 1969

CHAPITRE T

Base de la Theéorie

» 1. Premiers axiomes de fa Theonie des ensembles.

Dans le langage courant, les mots snsemble et col
lectlon (ou classe) sont synonymes, || n'en est pas de méme
en Mathématiques, oll le mot ensemble ect prls dans un sens
plus restrict!f,

La notlon primitive (que nous ne définissons pas) est
colle de collection (d'objets); Intuitivement une collectiol
estT un assemblage d'cbjets "en vrac" (abstraction falte de
tout arrangement selon forme, couleur ou autre critére), On

suppose d'une maniére précise que:

{C1) Deux collections ayant les mdmes objets sont {den-
tiques, t.e, dans chague énoncé ol |'une Intervient, on peu
ia remplacer par |'autre,
| (C2) 11 existe une collection (nécessairement unique)
n'ayant aucun objet, dite coflection vide,

Si U et D' sont deux collections et si tout objet
de D' est aussi un objet de D, on dit que D' est une
sous~collection de D, La collectlon vide est une sous-col-
lection de toute coliection.

(C3) Solt D une collection., Si P est une propriéts,
on dit que P ast une propadlltd sur UV si, pour tout objef

e e e ——— L e
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de D, ou bien cet objet vérifie P ou bien 1! ne vérifle

pas P ; dans ce cas, on suppose qu'il exlste upe sous-col-

lection de D formée des (l.,e. ayant pour objets les) cb~
Jets de D qui vérifient P,

Pour &tre tout & fait rigoureux, il faudralt définir

le mot propriété dans |'énoncé précédent, en se plagant dans

le cadre d'une Logique formells, ce gue nous ne ferons pas
ici. Toutefols lorsqu'une sous-collection sera construite
a {'aide de (C3), on se convaincra aisément que la propri-
6t6 utilisée est formalisable,

Déginition., Soit D wune collection. On dit qué D ‘est une

totalité si les axiomes suivants sont vérifiés: .

(A1) Tout objet E de D est une sous-coliection de D,

(A2) La collection vide est un objet de D,

(A3) SI E est un obJet de D, 11 existe un obJet {E}
‘de D ayant E pour seul objet,

(A4) Solt E un objJet de D; 11 existe un objet P(E)
de D définl comme sult: ses objets sont tous les objets
de D qul sont des sous-collectlions de E,

(A5} SI J est un objet de D et si E, est un objet
de D pour tout objet i de J, alors les objets appar-

tenant au moins & J'un des Ei forment une collection qul

est un objet de D , noté I%ﬂEf' _

SI D est une totalité, un objet de D est appelé D-endemble,

Remarque, En pratique, mis 3 part dans fes discussions sur
les fondements des Mathématiques, tous les objets sur les-
quels on raisonne appartiennent 3 une totalité D choisie

una fols pour toutaes, Dans ce cas, wn D-ensemble est appo-
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16 ensemble et D st La classe de tous Les ensemblos.

HYPOTHESE. Dans tout ce chapitre, nous supposons don-
nte une lotalits TV et ensemble signifie D-ensemble,

Conventions, 1° Soit E un ensemble; un objet de ta sous-
cotlection E de U est dit &lfment de E. La phrase

x est un élément de E
est souvent abrégée en la formule x € E, ou remplacée par
I'une des expresslions: x appartient 3 E , ou: E admet
fresp. E a)} x pour diément.s S x et E sont des en-
sembles et sl x n'est pas un &lément de E, on posera
x § E.'S1 E 5 pour &léments les ensembles x vérifiant
une propriété P (en abrégé tels que Px), on dit que E
est £'ensemble des (i,e. formé des) x vérnifiant P , et
I'on désigne aussi € par {x | Px}.

2° Soient E et E' des ensemblesz., $'lls sont {den-

tiques, on écrit E = E' ; d'aprés (Ci), £ = E' équivaut 3

X e E sslto) x ¢ E',

SI E et E' ne sont pas tdentiques, on dit qu'ils sont

diffénents ou disiincts, et 1'on note E # E' .

3° Solt E un ensemble. On appelle partie de E un
ensemble F qui est une sous-collection de |s collection
E. La phrasse
F est une partie de E
est souvent remplacée par F C E (resp. par E DF), for-
mules fues respectivement: F est contenu dans E et E
contient F , En particulier, E |ul-méme est une parffe

{e) 551 dolt 8tre Iu: sl, et seulemant s,
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de E; une partie de E différente de E est dite partie

propre de E, Tout ensemble admet pour partie la collection
vide (qul est un ensembte d'aprés (A2)), que I'on appelle

L'ensemble vide et que |'on désigne par @; la seule par-

tie de @ est @. Un ensemble différent de I'ensemble vi-
de est dit non vide, |

4° Soit E un ensemble, La collection {E} ayah* E
pour seul &fément est appelé ensembfe néduif & E; on a:
x e {E} ssi  x = E,
La collection P(E) de |'axiome (A4) est appelée ensemble
des parties de E, la collection i%ﬁE de lfaxiome (A5)

i
est nommée endemblfe néunion de (Ei)lsJ'

PROPOSITION 1. Sodent E un ensemble of C une sous-col-

tection de E, Alons C est un endemble,

.Pneuue. Pour tout x &£ E, notons Ex:

- I'ensemble {x} sl x est un objet de C,

- I'ensemblie vide si x n'est pas un objet de C,
Ltensembie ;“%Ex a précisément pour éléments ies obJets
de C., Donc C est |'ensemble réunion de (E )er.

COROLLAIRE, Soit E un ensemble, Une coﬁiect&on E' est
une partie de £ 884 c'eal une sous-collection de E; ainsi

P{E) est L'ensemble formé  de toutes Les sous- collections

de La collection E,.

- Remanques. 1° La proposltion | n'entratne pas que toute
sous—collection de D est un ensemble. Par exemple, comme
‘nous verrons pius tard, on obtient le paradoxe do Burall-

Fortt si 1'on suppose que D lul-méme est un D-ansembin,
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2° Soit D' une autre totalité et supposons que E sol-
a la fois un D=ensembie et un D'=ensembie, D'aprés.la'propo-
sition }, les parties du D-ansemble & et le D-ensembie
P(E) sont identiques respectivement aux parties du D'-ensem
bte E et au D'-egnsemble de ses parties. Ains! les notions
de partie et d'ensemble des parties sont définies indépen-
damment de |a totalité & laquelle appartient E (ce qul Jus:
titie que U ne soit pas spéclfié dans leurs notatlons), |i
en est de méme pour les autres ensembles (réunion, intersec:
t+ion, complémentaire, couple, familile,...) que nous constru
rons en partant d'aensembles donnés, et nous ne le répéteron:

plus,

APPLICATIONS,

I® Solent E un ensemble et P une propriété sur E,

- D'aprés ia proposition |, ia collectlon C formée des &lé-

pents x de E vériftant P est un ensemble (peut-&tre
vide). On fe note

{x | x ¢ £, Px} ou {x e E | Px}
et on I'appelte £'ensemble form? des x ¢ E tels que Px
ou L'ensemble des x ¢ E vinifiant P, Par exemple, si
A est une partle de |'ensemble E, {'ensemble des x ¢ E
tels que x ¥ A est appelé complémentaire de A dans E,
noté E\A,

2% Sotent | un ensembie et E] un ensemble pour tout
i €t. Soit E |I'ensembie réunion de (EI)Iel' L'ensemble
des x e E tels que
X € EI pour tout | g |
est noté IQ'EI et nommé intersectlon de (£,

posons connues les propriétés élémentaires des opérations

T Nous sup-

- Y
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de réunion et d'intersaction. En particulier, on a

) = [ ﬁ
kekEk U(JUK E et L js:K s

s] K= L.JKi ; si 'Ai' est une partlie de | ensemble E
pour tout | e J , alors
= M
E\i%ﬂAI ieJ(E\AIJ .
3° Soit E un ensemble et posons E. = % pour tout

x e E. Les ensembles réunion et intersection de (Ex]x £

sont représentés respectivement par é{E et par LQE, et ap-

pelés rZunion de E et {ntersection de E, Les Sléments de

la réunion (resp, de i'intersection) de E sont les ob Jets
appartenant 3 au moins un (resp. 3 tout) éiément de E. Par

exemple, si E = @, on trouve:
RE =2 et @ =g,

Remarquons que, si J est un ensemble ot Ei un ensembie
pour tout 1 e J, alors 'ensemble
= \F, . ol Fi = L} pour tout 1 e §,
admet pour &léments les E[. Par suite
= = M
RFE e et QF - DE.
PROPOSITION 2. Sodent € et E' des ensembles, 1L exds-
Ze un ensemble £ ayant pour seuls Ef8ments € ot £', SA

E=E', ona E" = {£}.

Preuve, Puisque @ est un ensemble, {#} et P({Z})
sont des ensembles; ce dernier ensemble a pour seuls élé~
ments @ et {@}. Posons

a P = = '
J ({gh, Eg {E} ot E{g} {E'}.

L'ensemble réunion de (E!}in a pour seuls &léments E

et E'. En particutler s E = E', son seul &!ément est £,

" v
Donc L [:JFI
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Véfinition. Sotent E et FE' deux ensembles, L'ensemble

ayant E et E' pour seuls éléments (proposition 2} est
noté {E,E' } et appelé paire (formég de £ et de E'),

Conventions. Si F et F sont des ensembles, on pose
EUF = U {E,F} et ENF = 0{E,FL.
On désigne aussl par O |'ensemble @, par | |'ensemble
P(0) = {0}, par 2 I'ensembie
P(1) = {0,{0}} = 1uU{l},
par 3 Jlensembie 2U{2} = {0,1,2}, On dif que G est un
ensemble 4 deux €féments (ou une palre propre) s'il existe
des ensembles E e E' tels que
E# E? et G = {E,E'} .

Si F, J et Ei’ pour tout | ¢ J, sont des ensembles,

on a la formule de "distributivitée":
- . a UF},
GUEPDNF =« (U(E NP,  (MEDUF = 0 (E UF)
DEginition, Solent E et E' deux ensembles, La palire
{{E},{E,E'}} est représentée par (E,E') et appelée cou-
ple de premier teame £, de deuxidme Leame E!,

Alors que {E,E'} = {E',E} (l.,e. une palre ne dépend
pas de |'ordre dans lequel on écrit ses élémenTs);_Ia cou=
ple (E,E') est différent du couple (E',E), st E # E',
en vertu de la proposition sulvante,

PROPOSITION 3. Sodent (E,E') et (F,F') des couples.
Ona (E,E') = (F,F') 484 E =F et E* = F',

Premve, 51 F = t' ot F « F', par constructlion on a
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(E,E') = (F,F'), Supposons inversement que cette égalité
solt vérifide, clest-a-dire par définition que
{{E},{E,E"}} = ({{F},{F,F'}} .

Les seuls cas possibles sont Jes sulvants:

a) {E} = {F} et ({E,E'} = {F,F'}.
La premiére &galité entratne E = F. || résuite alors de
ta seconde E' = F?,

b)  {E} = {F,F'} et {E,E'} = {F},
La premidre formuie a pour conséquence F = F!' =« E gt ja
deuxiéme £ = E' = F, D'oy

E=E'=F = F1,

Déginition, Sclent E ot E' des ensembies, §! x ¢ E,
posons
Axy = {{x,y)} pour tout y ¢ Ef,
et solt A i'ensemble réunlon de (A ) v+ L'ensemble
X xy “yeE
>‘:teJE(ygE,'{(x,,y)}J réunion de (AX)XEE 8st appelé prodult
(cartésien) de (E,E'), noté ExE?,

Ainst ExE' est |'ensemble formé des couples (x,y)
tels que x e £ ef y e E', Par suite on a aussi:
T =
ExE = ygE'(XEE{(x’y)}).

PROPOSITION 4, Soient E, E', F, F' des ensembles non
vides. On a ExE' « FxXF' 444 E'= F' of E = F . De plus
Cx@ = @ = @xC pour tout ensemble C.

Preuve. La deuxidme afflirmation est évidents. Montrons
ta premiére. Si  (x,y) ¢ ExE' of 5] ExE' est contenu dans
FxF', 1f existe x' ¢ F et y' € F' tels que

{x,y ) = (x',y'),

-9 -

ce qui entratne, dlaprés la proposition 2,
x = x' g F et y = y! e Ft,
Bonc EC F et E'C F'. De méme on déduit les inclusions

FCE et F'C E' de Hincluslon FxF! C ExE', Ay total

ExE! = FxF! ssi E=F et E' aF?,

Soit £ un ensemble de couples (i.e. un ensamble
dont les &léments sont des couples, Pour tout couple m =
{x, 1) appartenant 8 £ , notons A, |'ensemble {1} rédult
au deuxiéme terme du couple m, L'ensemble (x’F)eg{i} réu-
nlon de (AmeeE est appelé sowrce de £. De mdme, on obti-
ent un ensemble B = (x,?)eE{X}’ appelé but de £, en asso-
clant 8 (x,1) e £ I'ensemble {x}. Evidemment £ est une
partie du produit BxJ, od B8 est ia but de £ et J sa
source. D'aprés la proposition 4, £ est |'ensembla vide ssi
J = @,

Définition. Sott J un ensemble. On appelle damille indexde
pat J un ensemble £ de coupies dont J est Ia source et

vériflant la propriété: Pour tout | € J, Hl existe un et un
seul couple appartenant 3 £ et dont 1 soi+ e deux]éme
terme. Solt (x;,1) ce couple; on dit aussi que £ est |a
taml|le (x;),., et que x; est Le i-{me terme de &, On

appe!le famille d'éléments de E, ot E est un ensemble,

une famille £ = (XIJfEJ dont le but est contenu dans £ (i,0,.

telie que X; € B pour tout I e 4},

CXEMPLES,
'° 11 existe une seuls famitle vide (c'est-d-dlre In-
Toxhe par 0), 0 savole @ L Une famll o [ndexce par |
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est un couple (x,0). Ce couple cortespond btunivoquement
'd son premier terme X,

2° 51 ¢ =2 =1{0,1}, une fami!le Indexée par J est
un ensemble de ta forme {(x,0},(y,1)}, Une telle famlille
est déterminée d'une fagon unique par |la donnée du couple
(x,y). Clest pourguoi, si aucune confuslon n'est possible,
nous substituerons le couple (x,y} & la famille Indexée

par 2 qui lui correspond.

3° Une famille £ 1indexée par i'ensemble 3 est ap-
pelée un tniplet; clest donc un ensemble de la forme
& = {(x,0),{y,1),(z,2)} .
Cet ensemble est déterminé d'une manjére unique par la don-
née de x, de y et de =z ; aussi sera-t-1| désigné par la

formule (x,y,z).

_ 4° Soit E un ensemble, On dit qulune famiile (X34
est un xecouviement de £ sl E est |'ensemble réunion de

Xy

1 € J. On appelle partition de E un recouvrement (x4
de E tel que:

. Dans ce cas X, est une partlie de E pour tout

xg # @ pour tout | e,

xlr1xJ = @ quels que solent | g d et | e J\N(i},

5% Sofent J wun ensembie et E;s pour tout 1 e J, un
. ensemble, Alors (E\), . est une famlile, de source J et
de but E = {E, | 1T ¢J}.

Remarque, On consldére souvent des families (XI)IEJ dont
les termes X sont des ensembles d'un certain type (par
exemple des couples, des parties d'un ensemble donné, des

ensembles non vides,..}.Lorsqu'on voudra spdciflier ru'on

ne suppose pas les termes de ta famitle d'un type donné, on
partera aussl d'une familfe d’ensembles (blen que, d'une
maniére rigoureuse, toute famllle soit une famille d'ensem-
btes).

2. Rmn&. Appﬂtca»tw' : ( ns,

Définition. On appelie nefation un triplet (F,M,E), ol E
et F son+'des ensembles et M une partie du produft
ExE, St r est une relation de fta forme (F,M,E), on dlIt
que E est L'ensemble source de r, que F est {'ensemble
but de r, que M est Le graphe de r, souvent noté r, et
que r est une relalion de E vens F,

Solt r = (F,r,E) une relatlon (c'est donc |'ensem-
ble r = {(F,0),(r,1},(E,2)} ). ST (y,x)} appartlient 3 Iy
on dit que y est assocdl a4 'x par r (piusieuré &1éments vy
de F peuvent &tre assoclés a un méme x). La formule
(y,x) e r est parfols remplacée par y r x,

A la refation  r correspond la relation nécdphoque
de r, notée i + Qui est la relation (E,M',F) dont le
graphe M!' est formé des couples .

{x,y) tels que (y,x) ¢ r.

Il existe une seule relation dont I'ensembls source
est @ et dont I'ensemble but est un ensemble F donné:
ctest la refation (F,8,8). La relation (@,8,8) est appe~
lée La nelation vide. '

Solt r une relation (F,r,B). SI A et A' sont res-
pectivement des partles de E et de F, le triplet

(A',r',A), ol r' s rN(A'xA),

L__._ B a a - T ——— k————————__________.___—..___—-____‘_—-—__—.-
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est une retation r', dite nestrniction de r a (A',A), Plus
généralement, on dit qu'une relation r'' = (FY,r'",E") est
conlenue dans r si Iton a:

E'c E, F' < F gt Mecr,

Définition. On appelie application une relation § = (F,f,E)
dont te graphe f est une famllle lndexée par i'ensemble
source E de f,

Autrement dit, une application f est une relation
(F,f,E) vérifiant la condition: _

Pour fout x ¢ E, 11 existe un et un setl y ¢ F as-
socié & x par f {i.e. tel que (y,x) ¢ f), On pose alors
y = f{x), ou parfé!s y = fX, par exemple pour éviter les
doubles parenthéses lorsque x est lul-méme un couple,

Solt f wune application dont |'ensemble source est
E ot |'ensemble but F; oh dit dans ce cas que f est une
application de E dans F, ou encore que f ost !'application

x> f{x) de E dans F,
St A est une partie de E, on appelle image de A par §, et
ton note (A}, sl aucune confusion n'est possible, I'an~
semble but de £ (FxA), En particuller f(E) est appelé
dmage de ¥ , Supposons aussi Be F i la restriction de
a (B,A) est une apptication ssi f(A)e B ; alnsl ta res-
triction de f & (F »A)  est toujours une appIicaTIdn, di-
te restriction de f a A, ef notée /A, On appelte point
5Axe de f un &lément x de E el que fix) = x ,

Definition, Une application f de E dans F est dite:
= une sunfection (de F sur F) ssi (L) = | ,
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- une Anfection sst 1'égalité f(x) = f(x') entratne

% = xt,

- une b&jzctLon ssl f est & la fols une Injection
et une surjection,

~ une rétraction ssl l'ona F = f(E)c E et fix) =
X pour tout élément x de F,

Remanques. 1° Un ensembie § est une famiite (xl]ieJ d'élé-
ments de ('ensemble £ ssi £ est |e graphe d'une applica~-
tion f :

I+ X, de | dans E ,
Clest cette application que beaucoup d'auteurs désignent
par la formule (x!)ieJ et appellent familte, L!inconvé~
nlent de cette convention est que, sl A est un autre en-
semble contenant le but de £, ta "famille"
| I s X4 de J dans A
est différente de la "famille" ¥, |a premiére é+an+ le
tripliet (A;g,J) tandis que la seconde est (£ E,J) . En
toute rigueur 11 faudrait alors emp loyer deux notations
ditférentes, Clest cette dlfficulté qu'évite la définition
que nous adoptons, selon taquelle une famiile est un en~

semble de couples,

2% Une surjection f est connue das qufon se donhne
son graphe f ; en effet, les ensembles source et but de
la surjection f sont respectivement la source et |o but

de son graphe F.

EXEMPLES.
1® Solt t un ensemble. L'application identique de ¥,

notde 1o, est la relotion (L,0..bt)s QL
e OO0 1o, 98T |0 reloation (L,D.,b). QU U. désicna ila
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dlagonale de ExE » ¢'est-3d-dire (! ensemble des couples
{x,x) +tels que x e £ . Soit A upe partie de E ; |a
rest-i_tion de a A est ITapptication (E,DA,AJ ;

i
E F
on I'appelle infection canonique de A dans E ot on la no-

te souvent (E 21, A).

2° 81 E et F sont des ensembles et si e F,
on appelie (F,{b}xE,E) L' application de € dans F cons-
Lante sun b 3 ctest Iapplication x » b de E dans F,

3° Soient E et F des ensembles, On appelile pro-
fection canonique de FxE  sun (resp. sur F) |1 app!i-
cation p (resp, p') telie que:
P scit la surjection (y,x) > x de FxE sur £,
p' soit |a surjection (y,x) » y de FxE sur f ,
SIh = (E,h,H) et h' = (F,h',H)  sont des app!lcations
de méme ensemble source H, on appelle crochet de (h',h),
et i'on note [h',n] , Happlication
zZ > (h'(2),h(2))  de H dans FxE,
En particulier [lE,tE] est |'application GE:
(ExE,§,E), ot ¢ = {0{x,x},x) | x ¢ E},
dite application d&agonaie de E. §i
f = (E'£,E) ef g = (F',0,F)
sont des applications, on d8signe par gxf, et I'on appelle
produit de (9,%), 1"application
{y,x) = {gly), f(x)) ge FxE dans Fixge,

| 4° Si f est une apptication, la ré!a%ion réciproque
f' n'sst une application que st £ egt une bl Jection;

-] .
dans ce cas, f'  est aussi une bijJection, nommée Ahverse de

f et représentée par f—’.

5% Soft r une retation (F,r,0). Pour toute partle
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A de E notons r(A) le but' de |tensemble de couples

rn{FxA), 'l,e, I'ensemble des y e F tels qutiil existe un

X e A vériflant {y,x} € r. Lo friplet
(P(F),P,P(E)),
ol P est |'ensemble des couples (r{A),A), od Ac E,
est une application, appelse prolongement de r & £'ensembl;
des parties de E, ef notée Pr. A la relation r est asso-
clée ' appliication
x > r{{x}) de E dans P(F);
inversement toute application g de E dans P(F) est
ainsi associée & une unique relation de E vers F, & sa-
velr a ta retation r +telle que
y r x ssi y € glx},

6° Soit f wune application de E dans F, Son pro-
longement P a5t itapplication
A=+ f(A}) de P(E) dans P(F).
Le prolongement P?’ de la relation réclproque ?I de f
est I'applicafion_
B+ 78) = (x c £ | £00 € B) do PeF) dans P(E).
?I(BJ est appelé image &ec&p&oque de B par f, Si aucune
confusion n'est possible, 7! ({x}), o x ¢ F, est remp lacé
par f {x)., Pour toute partle A de E, on a
Flefrtan = (xek | £(x) € F(A)} 24,
et, pour Tou?e partie B de F
#F B = (fi | x e ¥ = N B.
Il en résulte que f ect
une surjection ssi f(f (B)) = B pour tout Bc F,
une injection ss| f (f(A}) = A pour tout A c E.

En particulior, ¢+ ast uno biJection sal Pf ost une bl jec-

tion dont ¢ |
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7° Soit r une relation (F,r,E}. Si S est ls source
de i'ensemble de couples r et sl (F,r,S) est une appli-
cation, on dit que r est une application pant&eﬂﬁe de £
dans F. Cette condition équlvaut a:
(y,x) e r et (y »x) e r entralnent y = y',

Péfinition. Soient r une relation de E vers F et rt

une relation de F vers G ; on appelle composée de (r',r),
notée r'er , la relation de E vers G ayant pour graphe
r'er I'ensemble des couples (z,x) e GxE tels qu'il existe

—a—

y e F vérifiant (z,y) e r' et (y,x)e r,

Atnsi  (6,r',F)e(F,r,E) = (G,r'er,E), En particuiier
st f est une-appllcation de E dans F et g wune appli-
catlon de F dans G, la composée gef est une application,
a savoir |'app!ication '

x >+ g(f{x})) de E dans G,

Si g est une Injection, gof est une injectlon ssi f
est une injection. Si f est une surjection, gof ast une
surjection ssi g est une surjection. Enfin la composée

de deux bijections est une bl jection.

EXEMPLES, ‘
I® ST r est une relation de E vers F et r' une
retation de ¥ vers G, la relation réciprogue de r'er .

. ‘—l —I
est la composéa r or'’,

2° Une application f de £ dans F est la compo-
sée lof', o | est I'InJection canonlque de f(E) dans
F et f' la surjection (f{E),f,E) restriction de f.
Cette surjection ' est une bijectlion ssi f est une

-7 -
injection,
3° Avec les notations de I'exemple 3 ci-dessus, on a
pelh',h] = h et plefh',n| = h',

4° D'aprés.l'exempie & précédent, une application f
de E dans F est une

injection ssi P?'o?f * ey -

surjection ssi Pfon = lP{F)‘

Soit (ri)ieJ tne famlilie de relations, ol
ry = (Fi’ri’EI) pour tout 1 g J,
Posons : i
GUF i diB ot eGP0 0ED.
Comme
IEJ < ilJ (F, in)c: (IU FI)X(IUJE Y,
IQJ l iJ(F XET)C( F)X( QJ

les triplets  r et r' sont des relations, appeldes res-
pectlivement relation réunion et relation intersection de
(r)), oy Supposons de plus que ry soit une application

f_I pour tout | a'J; ta relation r est une application

-de IEUEI dans I%UFI ssi, pour fout &iément (J,i) de

JxJ, on a

f!(x) = fJ(x) pour tout x ¢ Eiﬂ EJ ’
clast-3d-dire ssi fi et f‘J ont la mdme restriction a
Eln EJ‘

Définition, On appelle famille compatible d'applications

une famille (f])iEJ d'appltications dont la relation réu-

‘nton ost une appllcation f; dans ce cas, f est dite

application abundon de (f)

A 0000t
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Si (fi)ieJ est une familte compatibie d'applications,
I*application réunfon f est unique application telle
que, si Ei et FI sont les ensembles source et but de
fi,alors f admet IgJEi pour source, igJFi .pour ensem=
ble but et fI pour restriction 3 {FI'EIJ pour tout
t e J; intuitivement, f est obtenue par "recollement" des

appllcations fi.

Une classe importante de relations es+ constituée
des relations sur un ensemble.

Sol+ E un ensemblé.

Déginition, On appelte nefation sur £ une relation ayant
E & la fols pour ensemble source et pour ensemble but,
Solt r une relation sur £ , On dit que r est
thansitive si y r x et z r y entratpent z r x,
réglexdve st x r x pour tout x e E (i.e. De=rd,
symétrique si ert
propre sty = x  torsque yrx et xry.

Soient r une retation sur E et A une par?fe de
E; la restriction de r 3 (A7), closi-a-dire la reia-
tion (A,rfl (AxA},A) est dite nefation indwite par r sun
A. Si r posséde I'une des propriétés de la dgéfinition,
il en est de méme'pour fa relatlon induite sur A, alnsi
que pour . F' . L'intersection d'une famiile de relations
sur E remplissant |'une de ces propriétés la remp!it
également,

Une relation suf E réflexive et transitive est une
reLation de pagondre (abrégs en préordre); si de plus elle
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est symétrique, c'est une refation d'dquivalence. Un préor-
dre qul est propre est une xefation d'ondre, ou un ordre.
Un ordre total sur E est une relation d'ordre r sur E
telle que EU._EI_ = ExE,

Soit r une relation d'équivalence sur £, La formule
y rx (ou (y,x) e r) est généralement remplacée par vy VX
oy, si aucune confuslon n'est possible, par y ~ x. Pour
tout élément x de E, 1'ensemble

ri{x}) = {y e £ | y'? x}

est appelé classe d'équivalence de x modulo r et désigné
par x mod r. Tout é&lément de . £ appartient & une et une
seule classe d'équivalence moduio r, La partie de P(E)
formée des classes d'équivalence moduio r est dite énsem-

ble quotient de € par r, représenté par E£/r. L'application

_ o x=*+xmod r+ de E sur E/r
est appelée surjection canonique associle & r, dénotée r.
Si X e E/r, un élément de X est nommé reprdsentant de X,

EXEMPLES,

1° L'application identique tp de £ est une relation
d'équivalence sur E. C'est la ssule relation d'équivalence
qui soit une application, L'ensemble quotlent E/tE est for-
mé des ensembles {x}, o x € E. La surjection canonlique
assoclée est Ié blijection vy

x+ {x} de E sur E/tE.
En la composant avec |'injection canonique | de E/\E dans
P(E}, on obtient 1'InJection loy:
x + {x} de E dans P(E),

2° Soit f une appllcation do { dane [, Solt M
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I'ensemble des couples {x,y) ¢ ExE tels que f(x) = fly).
Le triplet (E,M,E)} est une relation d'équivalence, dite
nelation d'Zquivalence assocife & f eof notés re

3° Solent r une relation sur E et P |'ensemble
des parties M de ExE contenant r telles que (E,M,E)
sott une retation d'équivalence (resp, de préordre). Alors
(€, NP,E) est une reiation d*équivaience (resp, de préor-
dre) contfenant r et contenue dans toute retation d'équiva-~

lence (resp. préordre) sur E contenant r; on I'appelle

nelation d'équivalence (resp. de prlordre) engendade pan r.

Définition. Solt f une application de E dans F; soijent

rune relation sur E et r' une relation sur Fo On dlt
que f est compatible avee (r',r) sj

fly) rt f(x),

S f est compatible avec (1F,r}, on dit simplement que f
est compatible avee r,

y rx entralTne

Solent f wune application de E dans F et r une .
retation sur E, Pour que f solt compatible avec ry, Il
faut et Il sufflt que le graphe de r soit conteny dans
celul de e (exempte 2), l.e. que

Yy rox entratne fix) = f(y);

dans ce cas, la relation d'équivalence engendrée par r

est aussl contenue dans r¢s Supposons de plus que r solt
una relation d'équivalence. Pour que f solt compatible
avec r, il est nécessalre et suffisant qu'll exlste une
applicafion f' de E/r dans F telle que flar = f ;
cette applfcaflon f' est alors déterminge d'une manidre

unique, car elle assocle 3 X ¢ L/r 1'6]16mont fix), ol
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X est un représentant de X, En partliculter, f est com
patible avec r. et Hona f = flor. , ol ' est une
Injecflon de E/rf ‘dans F, d'image f(E); cette InJectic
ast une bijJection ssl f est une surjectlon,

Solt de plus r' une relation d'équivalence sur F,
f est compatible avec (r',r} ssl il existe une appllica-

Tion " (nécessalrement unique) de E/r dans F/r'  vérl

flant ['égalité

toF = Rlof,

. Fre

PROPOSITION 1, Soit o une nelation de préonrdre sun €,
La nelation (505! E) st une netation d'quivalence r
dur k£, et La nelation (E',(FXF)(QJ,E'), ol E' = E/r, eost
un  ordre Sur E, nots pt

‘Preuve, Les relations p et 5
transitives, 1a refatlon r

étant réflexives ot
intersection de (p,p') I'est
aussi; r est Symétrique, car on a y r x sgsi

Yy p X ot X py;
donc r est une relation d'équivalence., Consldérons |'en~
semble quotient E' = E/r at |a surjectlon canonlque r,
LTensemble M = (FxF)(p) est formé des (Y,X) e E'>C' tols

qutll oxlsta dos roprésontants x do X ot y de Y wvob-
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d'autres représentants de. X et de Y respectivement, les
relations

y'yyYerep, (y,x) e p et
entratnent y' o x', la retation p étant transitive. Alns}

(x,x") Erfcp

M est formé des couples (Y,X) e E'XE'! +el[s que
Y px pour tout x e X et tout y e,
Evidemment M contlent la diagonale de E!' et (Z,X) ap-
parfient & M si (Z,Y) et (Y,X) sont des &léments de
M. Enfin . supposons N
(,X) e M, (X,Y)eM, xeX et
comme y p x et xpy dlaprés ce qui précéde, ie couple

y €Y

{x,y) appartient & r, d'ol X = Y, Cecl prouve que le
triplet (E',M,E') est un ordre sur ET,

Definition, Avec les notations de la proposition I, on ap-
palle r et p' respectivement la reiation d'équivalence
et la retation d'ordre assocides au prdondre o.

'S} g est un ordre, la relation d'équivalence r as-
soclée est fa relation ldentique sur E; Ia relation d'or-
dre o' associée a pour graphe p' = jxJ(p), o | est la
bijection

x=+ {x} de E sur E/1E.

Définition. Solt E un ensemble; on appelle Loi de COMPOS L~
tion sur £ une application k de EXE dans E; le cou-
ple (E,k) est alors appelé un magma,

Solt (E,k) un magma, On associe généralement & &k un
Symbole: ey * s = 4. Si par exemple est ta symbole

associé, on derit
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E* = (E,k) et y.x = kly,x),
Soit E' une partie de E telle que R(E'KE’) < E'; la
restriction de k & (E',E'xE!) est appelée Lol de composd-
tion induite pan k swr E' et I'on dit gque (E',k') est le
dous~magma de E* dé4ind par E',
On dit que k (ou que E') est associative si
z.(y.x}) = (z.y).x

- quels que soient x, y et z dans E, commutative si

YaX = X,¥ pour tout ({y,x) € ExE,
Une unifé de k (ou de E') est un élément e de E tel
que, pour tout x ¢ E, t'on ait

X8 ® X = @,X .
S'11 existe une unité e, elle est unique, car une autre
unité e' vériflerait

et =elle=e .
Dans ce cas, on dit qu'un élément x de E addmet x' pour
inverse dans k {ou dans E*)  si

xt.x = e = x.,x',
31 k est associatlive, on désigne par z.y.x le composé

z.{y.x) (qui est égal par définition & (z.y).x).

Déginition. On appelle monolide un magma associatif ayant
une unité, gaoupe un monoTde dans leque! tout &lément est

Inversible (l.e., admet un inverse).

S BT est un monoTde d'unité e, un &idment x de
E admet au plus un Inverse; en effet, sl x' et x" . sont
des inverses de x, on obtient

x" = XMoo XM x.x"T) = (X" x).x' = a.x! = x'
On appcllo sous-monoide (resp. dowd-groupe) de t° un

qul st un mopoTda (ronp, un nroupel,

sous=maogme Jdey | °
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Définition, Sofent (E,k) et (F,h) des magmas, f une
application de E dans F , On dit que f définit £'homo~
monphisme. = ((F,h),f,(E,K)) (de (E,k) vers (F,h)) si
fok = ho(fxf}; si de plus f esT une bljJection et ((E,k},

f-’,(F,h)) un homomorphisme, on appelle f un {somorphisme.

‘Sofent E' = (E,k) un magma et f une bijection de
E sur F ; alors {(F",f,E")} est un lsomorphisme ssl on a
F* = (F,h), oi h = foko(fo)fl; dans ce cas on appelle F°
magma {mage de £° par f. On volt que F* est associatif
ou commutatlf ssi E* i'est; e est une unité de E° lors-
que f(e) en est une de F° et x' est I'inverse de x
dans E' ssi f(x') est {'inverse de f(x) dans F*, 81 E°

est un monoTde (resp, un groupel, F* en est aussi un,

Définition., Soient E* et E° = (E,k')_des magmas. On dit
que k' (ou que E®) est distndibutif sur E* si

zoly+x) = (zoy)+(zex) et  (z+ylox = {zox)}+(yox)
quels que scient x ¢ E, y e £, z € E, On appelie anneal un
couple (E‘,E“), ob E' est un groupe commutatif, E° unlmag-
ma associatif distributlt sur E+; sl de plus E\{e}, ol -e
est 1tunité de E', définit un sous-groupe de E°, on dit

que (E',E®) est un coaps.

~. 3, Ensembfes éq_ui.poténta. Ensembles £Lnis.

Définition, Sotent E et F des ensembles. On dit que E

et F sont équipdtanté s*1i existe une bijection de &

sur F , en formule E = F , On dit que E est de putssan-
ce dnfendewne (resp, puissance strnictement ingérniewre) a F,
ou que F est de pulssance supfriewre {resp. sinictement

|
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supdrieune) & E, s'il exisfe une Injecfion de £ dans F
(resp, une InjJection de E daris F ot sl E et F ne
sont pas équipotents),

Toute injection de E dans F é&tant la composée de
la surjection de E sur E! ayant m8me graphe et de i'in-
Jection canonique de E' dans F, dire que E est de puis-
sance inférieure 8 F signifle que E est équipotent 3
une partie de F, En particulier |'ensemble vide est de
pulssance strictement Inférieure 3 tout ensemble non vide |,
Tous les ensembles rédults 3 un élément sont équipotents,
et chacun est de pulssance strictement Infér!eure a tout
ensemble ayant au moins deux &léments,

St E est de pulssance Inférieurs 3 F ef 5] F est
de puissance inférieure 3 un ensemble G, alors E est de
puissance inféricure 3 G, la composée de deux Injections
étant une Injection, De méme s E eof F sont équipotents

et si F et G sont équipotents, alors E est équipotent
3 G.

PROPOSITION 1, (Theorime de CANTUR), Powr fout ensem-

ble E, 2'ensemble P(E) des pant¢24 de £ eat de pu&ééanca
sinictement 4upé&¢eune a E LA .

Preuve, P(E) est de pulssance supérieure 3 E . cor
I'appiication

¥ =+ {x} de E dans P(E)

est une Injection. Supposons qu'il existe une bijectlon f

de E sur P(E} et conslidérons l'ensemble B des &|6-

ments a de E tels que o ¢ f(a), || exlste un b e E

tol que 0= f(b), ST L appartlent & B ,ona bt ftb)
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par définition de B, c'est-3-dire b ¢ B, ce qul est impos-

sible, Par altieurs, on ne peut avolr b ¢ B, car dans ce
dernier cas b appartiendrait 3
tion b ¢ B, Alnsi E’

semble de ses partles. Sy

f(b), d'ol la contradic-
ne peut pas 8tre dquipotent 3 ilen-

4
!
e

. "\: H .
£ g
2

PROPOSITION 2, (Thionome de BERNSTEIN). Soient E of F
deux ensembles. Si E est de puissance inféniewre & F ot 44
F est de puissance inférieurne & E, alors E ef F sont gqui-
pofents.,

Preuve. |° Montrons d'abord la proposition dans le
cas particutier suivant: S4 F' est une pa&tia de £'ensem-
ble E et 4'il existe une infection f de E dans ET, alons
AL existe une bifection de E sur E', En effet, posons C =
ENE' et considérons I'ensemble P des parties X de E
telles que Cc< X et f(X)< X . Notons X' |'intersec—
Tion de P, :

a) Prouvons i'égatité X' = f{X'")UC ., Pour cela,

les relations

C &X' et £(X')c {Lf(P)tZ {LP = X!
entratnent
Ce f{X")UCc X' .
On en dédult

FUF(XNIUC) @ FIXT)Y &S f(XN)UC , d'oll f(X")UC e P,
Par définltion de X', Il stensult X' §(X')yC et, au
total, X' = f{(X')UC.

b) Soit f!
ciant fi{x} 3 x e X!
EAXY = EN(F(XV)UC) =

on a

|tapplication de E dans E' asso-

et y a y e ENXY |, Comme

(ENFAXY)I) N (ENC) = E'NFU{X') ,

' ’;ﬂ-
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fOXY) UCENXY) = E7 ,

f' est |'application réunion de ia bli-

Jection de X' sur §(X')} restrictlon de f et de t'ap-

ptication identique de E\X', Par suite f' ast une bijec~
tion de E

11 en résulte que

sur E,

2° Revenons au cas général. Par hypothése; 1l existe
une injection g de E dans F et une Injection g' de
E' = g'(F), Puisque g'eg(E)

Ff dans E, Posons est conte-

nu dans g'(F) = E',  la restriction de glog & (E',E} est
f de E dans
re {'existence d'une bijection f'
tant h la bljectioh de F sur £!
i‘app!icajiOn compdsée h"lof' est une bljection de E
E et F sont équipotents,’

une injection E'. La premiére partie assu-
de E sur E'. En no-

restriction de g',

sur F, Ainsi

COROLLAIRE 1. Soient E, F, G trhois ensembfes, S{ E
est de puissance inforieune (nedp. de puissance strictement
infirieune} a F et F de puissance sirnictement inférieune
(resp. de puissance ingériewre) a G, alors £ est de puissan~
ce strnictement Aingérnieune & G,

En effet, £ est de pulssance Inférieure & G, 5'il
est équibofenf a G, l'ensemble F de pulssance supérleure
8 E et Inférieure & G, donc 3
{resp. 3 Gi, d'aprés la proposition 2, ce qul est impossi-

E, est équipotent &3 E

bie vu |'hypothdsae,

COROLLAIRE 2, Si E est un ensembfe, {f existe un ensem-
ble x tel que x ¢ E. La totalit? D n'est pas un D~ensembls

En effet, P(L)

(théordmo de Cantor), It ne pout pas 8%re contenu

étant de pulssance strictement supéri-

oura 3 |

I




- 28 -

dans E en vertu du corcllalre 1; donc 11 existe une par-
tTie x de E Télle que x ne sclt pas élément de E , Si
D 6tait un D-ensemble, ce serait un ensemble ayant pour

éléments tous les ensembles, co qui est impossible d'aprés

ce qul précédde,

COROLLAIRE 3. Si E est un ensemble, il n'existe pas
. d'ensemble ayant powr ElEments tous Les emsembles x ¢ E,

En effét, st1l en existalt un, £, i'ensemble E UE!
auralt pour éléments ftous les ensembles, donc serait iden-
tique & U, ce qul est Impossible {corollaire 2},

Deginition. Solt E wun ensemble, On appetle partie fini-
ment saturde de P(E) une partle M de P(E) vérifiant
fes condltlons suivantes:

BeM et AU{x} eM st AeM et x e ENA .,

Solt E un ensemble, L'ensemble L des parties fini-
ment saturées de P(E) n'est pas vide, puisque P(E) vy ap-
partient; son intersectlon est évidemment auss! un &iément

de L.

Deginition, Solt E un ensemble, On appelle ensemble des
parties f§inies de E, et 1'on note Pé(E), I*intersection’
de t'ensemble des parties finiment saturdes de P(E); ses
éléments sont dits parties finies de E, On dit que E est
un ensemble fini st E € Pé(EJ; dans le cas contraire, on
dit que E est un ensemble infind.

Exemples. D est un ensemble finl, ainsi que tout ensemble

ayant un seul &|ément,

Remarque, Solt D' une sutre totalité, et supposons que E

- solt & la fois un D-ensemble et un D'~ensembie, Comme P(E)

et A U{x} sont définls Indépendamment d'une totallté, le:
parties finiment saturées du D'-ensembie P(E) sont tdenti-
ques aux parties finiment saturées du D-ensemble P(E), et
les partles finies du D'-onsemble E sont ldentiques 3

| celles du D-ensemble E. En particuller E est un D'-gn-

semble finl (resp. Infini) ssi E est un D-ensemble fini
(resp. InflInl), Autrement dit les notions d'ensemble ff%l
et d'ensembile Inflnl ne dépendent pas de la totallté,

PROPOSITION 3, Sodent E un ensemble ot E! une pariie
de E. Powr toute partic finie A de E, L'ensemble AnEg!
est une partie finie de €', lLes parties finies de E' sont
Les parties finies de E contenues dans E'. Si F et G sont
des parties de E, La pantie FUG est finie 384 F et ©
sont des parties finies de E,

Preuve. 1° Solt C |'ensemble des parties finfes A
de E telles que ANE' soit une partie flnie de E'. On
a P eC. Supposons AeC, xeE et A' = AU {x}, L8~
gal 1té '

ATNET = (ANEVU ({x}NE")
entratne
A'NEY = ANE? ¢ P6(E') sl x ¢ ET,
A'NET = (ANE'YU {x} EP“E” sl x e E',
Donc C est une partie finlment saturée de P(E), ot par

sulto PH(F) - .
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précdéde, st A appartlent 3 C!, alors

A= AREY € Pﬁ(E'J, d'oli C'c Pﬁ(E').
Inversement @ appartient 3 C' etf, pour tout Af e C!' et
tout x' e E', i'ensemble A'U{x'} est une partle de E'
appartenant & Pﬁ(E), c'est-3-dire & C'. Cecl prouve que
C' est une partie finiment saturée de P(E'}, de sorte

qu'elie contient P4LET). Au fotal C! = PCEN),

3° Supposons que F et G sont des parties de E.

§t FUG est une partie finle de E, les parties
F o= (FUGINF et G = (Fue)ft g

de E sont finles, d'aprds les parties i et 2. Inversement
supposons que F  soit une partle finie de FE, Soit M
I'ensemble des parties X de E telles que FUX solt
une partie finie de E. Comme évidemment M est une par-
tte finiment saturée de P(E), elie contient PﬁtE); En
particutier, si G est finie, ona G e M, ce qul signifle
que FUG est une partie finle de E.

COROLLAIRE 1, Pour tout ensemble E, Les panties {inies
de £ sont Les ensembles §inis qui sont contenus dans E, et
toute pantie d'une partie finie de E est une pantie finie
de E. En particulien toute partie d'un ensemble {ini est un
ensemble §ini.

Preuve. St A est une partie finle de E, la proposi=-
tion 3 entratne que
ANB = B g PéfB} pour toute partie B de A;
en particulier, sl A = B, on frouve A ¢ Pd(A)’ l.e. A
est un ensemble flni, Inversement, si A est un ensemble
finl et une partie de E, alors A est une partic finle

de A, d'oli A ¢ Pd(ﬂ)f: Pﬁ(r), dtapros la proposition 3,
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SI E est fint (i,e, est un ensemble fini), € est une par-
tie finle de E, de sorte gue toute partie A de E est

une partie finie de E, et a fortior! un ensemble fini,

COROLLAIRE 2, SL A et B sont deux ensembles, AUB est
un endemble fini 484 A ot B sont des ensembles finds,

Preuve, Le coroliaire | asspre que A et B sont
finis s AUB est fini, Réclproguement si A et B sont
tinis, AUB est une partie finie de I'ensemble AUB d'a-

prés la proposition 3, donc un ensemble fini (corollaire 1},

PROPOSITION 4. Sodt t une application de E dans F, S&
A esl une partie finie de E, alors f(A) est une partie §i-
nie de F. En parnticulien 84 E est find,f(E} est {ind,

_ Preuve, Soit M
les que f(E') solt une partle finie de F. Comme (@)= @,
ona @M SI E'eM et xeE, |Tégallté

fIEYU{x}) = FEENDU{FGAO) € Pé(F)
entratne que E'U{x} appartlent 3 M. Ainsi M est une

['ensemble des partles E' de E tel~-

partie finiment saturée de P(E), dlol Pé(EJ est confe-
ny dans M,

COROLLATIRE, 84 f est une bijeotéon de E sur F, une pat-
the A de B est finie 884 f(A) est un ensemble §ind.

En effet, d'aprés la proposition 4 si A et B sont
des parties finles de £ et f respectivement, les ensem-
bles f(A) et £ '(B) sont flnls.

PROPOSITION 5, L'ensemhfe des panties d'un ensemble

. ‘uu esl un enswnble ind,
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Preuve, Soit E un ensembie, Considérons i'ensembie
M des parties A de E +telles que P(A) soit un ensem—
ble fini, @ ‘appartient & M, puisque I'ensemble de ses par-
ties a # pour seul élément, donc est fini.. Supposons

AeM, X e ENA et AY = AU {x} .

On obtient P(A') = FUF' , ob

F = P(A) UP({x}) et F'={BU{x} | B= A},
Par hypothése, P(A) est finl. Comme P({x}} = {@,{x} }

est aussi tini, F est fini d'aprés la proposition 3, co-

rollaire 2. D'autre part on définit une bt jection

B+ BU {x} de P{A) sur F!' ,
Puisque P(A) est fini, F' est fini (proposition 4), Cecl
prouve que P(A') est fini, et que M est une partie flni-
ment saturée de P(E). Par conséquent M contlent Pﬁ(E).
Si E est fini, on en dédult que E appartient 2 M, clest-
a-dire que P(E} est finl.

Une famille £ = (EIJiEJ étant I'énsemble de couples
£ ={(E],l) [ i e J3,
lequel est équipotent 3 sa source J, i'ensemble £ est fi~
ni ssi J est fini; dans ce cas on dit que § est une {a-
mille finie.

PROPOSITION 6, La réunion d'une famille finie d’ensem-

bles finis est un ensemble find.

Preuve, Solt (EIJISJ une familie d'ensembles finis, E

sa réunion, Notons M' |'ensemble des parties K de J

telles que ngEJ solt un ensemble fini, Comme la réunion

de la famille vide est @, ona @ ¢ M', Supposons K ¢ M!

T O
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et 1 ed. St K' = KU{i}, on trouve
LTI JEE ) UE,

Par hypothdse JEKEJ est fini et Ei est finl; 11 s'ensu

(corollaire 2, proposition 3) que ng'EJ est flni; autre

ment dit, K' appartient & M', Par conséquent M' ast -

une partie finiment saturée de P(J). En particulier si J

est fini, J appartient & M', de sorte que E ast fini,

PROPOSITION 7. Soit E un ensemble, L'ensemble M des
parties A de £ Lellas que A s04t de puissance sirnictement
dupdrieunre i chacune de ses parties momu est une partie

fdlndment saturde de P{E)

Preuve, L'ensemble vide appartient 3 M . Solent
AeM, xeBE\A et A' = AU{x} ,
Supposons qu'li existe une biJection f de A' sur une
barfie propre B- de A' ; ona f(x) ¢ f(A),

181 x ¢ B, ators  f(A) est une partie propre de
A et la restriction de f & (f(A),A) est une bijJection
g6 A sur f(A) . Cecl est Impossible, A appartenant & M,

2° SI x appartient 3 B, 1] existe un &lément a

de A n'appartenant pas & B; soit g ta bijection
X=+a, y >y sb y e B\{x} )

de B sur la partie propre B' = {a}UBNx} de A'. La
bljection f' = gof est une bijection de A' sur B! et
x n'appartient pas 3 B', On est ainst ramené au premier
cas (en y remplagant f par f' et B par B'}, ce qui
condult & une contradiction, Done A!? appartient & M,

Ceci prouve que M ost uno partle finiment saturie de P(E).




- 34 =

COROLLAIRE, Un ensemble fini est de pulssance stnicte~
ment suprieure & chacune de ses parties propres. Siun en-
semble est Zquipotent & L'une de ses panz425 propres, L
esl Anfind,

Remarque, La définition d'ensemble finl adoptée est due 3
Russefl-Whitehead. Par ailleurs Dedekind appelait ensembie
fini un ensembie qui n'est &quipotent & aucune de ses par-
ties prOpres.'D'aprés le corclialre précédent, tout ensem~
ble finl est fini au sens de Dedekind, Nous verrons plus
loin que les deux définitions sont équivaientes lorsque ta
totalité D vérifle |'axiome du cholx (introduit au § 4).

PROPOSITION 8, Etant down8s deux ensembles finis, L'un
est de puissance {nftrieure & L'autre. Un ensemble gini est

de puissance strictement infiriewre & tout ensemble Anfini,

Preuve. Solent E et F deux ensembles.

? Supposons que F ne soit pas de pulssance inféri-
eure & E et notons M l'ensemble des parties A de E
équipo+en+es a une partie de F. Comme (F,¥,8) est une
Injectlon, # appartient & M, Soit f une Injection de
AeM dans F et soit x e ENA. SI f(A) = F, I'ensembie
Fest équipotent & A, ce qui est exclu par hypothése; |1
stensuit qu'll exlste y e F\f(A), L'app!ication

X+y, a-+ fla) sl aceh,

ost une injection de AU{x} dans F, de sorte que A U{x}
appartient & M, Alnsi M est une partie finiment saturée
de P(E), En particulier si F ast fink, It appartient 3
M, l.e, 11 est de pulssance inférieure &4 F,
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2° Supposons F  Infini et € finl, Tout ensemble
de pulssance inférieure 3 un ensemble finl &tant fini, F
ne peut pas &tre de puissance Inférieure & E. En uti{isant
ta partle 1, on en déduit que E est de puissance stricte-
ment Inférisure & F,

COROLLAIRE, Etant donnds deux ensembles indinis, toute

pariie finie de £'un est équxpozznta ad une partie finie de
antre.,

Remarque, ta coliection D, des D-ensembles finis vérifle
les axlomes (A2) et (A3) (car & et tout ensemble & un
&tément sont finis), (A4) (wu la proposition 5) et (AS)
{(d'aprés la proposition 6), Mais 0, n'es+ pas nécessalre-
ment une totalité, car un &lément dfun ensemble fini peut
ne pas &tre un ensemble fini., Toutefois nous construirons
une sous-collection de D (te miniunivers cla55|que voir

§ 15 et chapitre V1) qui esf une total1té, Ainsi il y a des
totalités ntayant aucun objet Infini. Une telle totalité ng
conduisant pas & une "bonne" théorie mathématique (I'ensem-
bie des entiers, |'ensemble des réels,... qui sont Infinis
ne peuvent pas vy &tre considérés), on suppose géniralement

véritié de plus (Yaxiome de 1'Infini suivant.

Définition. On dit que ta totalité D est un modele de La
Théonie des ensembles si elle vérifie ['axiome sulvant, ap-
pelé axiome de L'infindis

{A6) 11 oxiste un D-ensemble Infinl,

Lana unomadd e g Ta Thiter 1o do ansond o les ) nodn conLe




- 56 = _ _ - 37 -
M4, Produits et sommes. | (x, 1) » £ (x) de S dens F.
| S . Pour tout | ¢ J, soit gJ une appllcation de EJ
HYPOTHESES, Dans ce §, D est toujours une fotalité dont dans FJ; notons S et S$' les sommes de (€ ef
les objets sont appelés ensembles. De plus J est un ensem- ; de (F,), ;. Nous noterons E(QIJISJ Itapplication
- ' 5 { |
ble, (EI}{EJ une famitie (d'ensembles) Indexée par J et | (x,i) » (g!(x),l) de S dans S'.
E sa réunlon _igJEI' : i Clest I'unique appliication g telle que
_ _ Z 'f o v;ogi = gov,  pour tout I e J,
) - [ » ‘ - i
Defdnition, On appelle somme de (E), ., ef I'on noté & E, ol v} désigne }'injection canonigue de F, dans 3T,

la réunfon de la famille (E})IEJ y OO0
Ei = Ei*{l} pour tout 1 & J.

solt S la somme de (Ei)ied' Ses é&ldments sont les
couples (x,i) teisque 1 eJ et xe¢ El' Un tel couple
appartlent & ExJ, d'ol ' '
BET S GYUEPN

Pour tout 1 ¢ J, Itapptication

x + (x,1) de E; dans S ' 1 _Dééinition. Avec les notatlons précédentes, on appelle f

est une injection, appeiée infection canonique de E, dans S; . Le coerochet de (£, , et. g L'application somme de
notons~la Vi Sa restrictlon a (E}X{I},Ei) est une bl jec~ ; (gl)!eJ‘
tion de E; sur E‘x{I}. St 1 A ], les ensembles

E} = Eix{i} et EJx{J}_ Exemple. Prenons pour fl Itinjectlion canonique de Ei
ont feur In?ersectlon vide. Par suite 1a.famille (E;I.EJ . dans la réunlen £; le cotrochet f est alors une surjec-
est une partition de S en ensembles admettant chacun une - tien de S sur Ej de pius f est une bljection ssi
bijection sur 1%un des Ei' st J et EI ne sont pas vi- l ' _Ei']Ej =@ pour tout 1 e J, j e JN{i}.
des. Si J =@, ona S = @, _ _ _

Si F est un ensemble et si fl est une application ' . Soit £ = (xl}lsJ une famitle telle que X, € EI pour
‘de EI dans F pour fout i e J, Tl exis+e'une et une sesu- tout | € J; alors £ est une famille d'éléments de E, et
e appiication f de la soome S dans F telle que par sulte un &lément de i('ensemble P(ExJ).
' fov, = f  ‘pour tout | e J, ‘

a savolr ('application f: Diéfindlion. On appalio preodudt de ([l)iLJ’ ot I'on raprasan-
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te par iEJEI , la partie P de l'ensemble P(ExJ) formée
des families (x,), vérifiant la condition:

On a x1 3 Ei

pour tout 1 e J .,

EXEMPLES,

[° Le produit de 1a famllle vide est {#} , clest-a-
dire ' .51 J =1 = {0}, le produit IEJEI ast identi-
que & EOX(O} , donc équipotent a EO'

2° Soft J =2 = {0,1}; en associant au coupte (x,y}
la famiile {(x,0,(y, 1)} indexée par 2, on définit une bi-
Jection du produit (cartésien) EOXEI sur le produit P =
igJEi . Selon ta convention adoptée, nous remptacerons P

par EOxE1 lorsqu'aucune confusion ne pourra en résulter.

30 Soit J = 3 = {0,1,2} ; le produit d'un friplef
(EO,EI,Ez) sera souvent noté EOxEle2 ; cet ensemble est
formé des triplets (x,y,z} tels que

X E EO ’ y € EI et z ¢ Ez .
Solent F et G deux ensembles, Le prodult
{G}xP(CxF)x{F}
a pour é&lémenfs les relations de F vers G; on |'appelle
plensemble des nelations de F vens G, |1 admet pour partie
2'ensemble des applications de F dans G.

PROPOSITION 1. Ona M .E, © P{tZJEi).

fed 1
Preuve, Solt (xlliaJ un élémen+ x du prodult P
de (E,); g Pour tout 1 e J, 1'étément x; apparfient &
E‘C: E, de sorte que (xi,i} est &iément de la somme S,
Ltégalité
x = {lxg, 1) | 1 e J}
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**'&.

entralne que x est une partie de S, Il en résulte
x e P(S)Y , d'al P <P(35).
Soit P e prodult de (Ei)

' led* Pour tout 1t e J,
IYapp! Ication pys '

de P sur El
est appelée [-iZme projfection canonique de P

S1 F est un ensembte et si ¢

ey ™ %
(sur E').

i est une appiication de

F dans Ei’ pour tout 1 e J, nous désignons par [fi]‘
Itappiication: '

y * (fi(y))IeJ de F dans P,
C'est {'unique apptication f telle que

piaf = f! pour tout ied.
Solt 'g; une appllcation de E, dans Ff pour tout |

appartenant &8 J. Nous notons igdgi tYapplication

| (Xi)!eJ -+ (gl(xi))iad de P dans Ple igJ P’
Si p; désigne la projection canonique de P! sur F
afors ingi est |'unique appiication g

; ¥
telle que
p;og * 9;°py pour fout i e J,

Déginition. Avec les notations précédentes, |'application
[fI]l o €St appelée crochet de (fi)iEJ et |Tappiication
IEJgI est appeléde application prodult de ‘gi)ieJ‘

N U
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EXEMPLES. Si J = 2 et si 1'on identifie E XE, au

i It
produit les applications [}I]IeJ et ey 9;

n e
ie2 1 ?
s'identifient aux applications [fo,fl] et gyxg, définies
dans te § 2. Lorsque & = 3 , les applications [fI]ieJ:

X > {f {(x),f (x) f {x)) de F dans EOXEIxEZ
et g9y ¢

(x,¥,2) + (gotx),glty),gz(z)} de Ey xE, xE,, dans F xﬁ xF,

sont notées reSpecflvemenT

[fOJfl ’le : et 90"9”‘92 *

'Cbnuentian. Scient J et F deux ensembles. Si Ei = F

pour tout 1 £ 4 , on pose FJ z ITIJET ; en particulier
FO = {0} = i ., L'ensemble des appllcations de J dans F

est désigné par M(F,J).

PROPOSITION 2. Soit F un ensemble, Les ensembles F
et MIF,J} sont Bquipotents. L'ensemble 2 est Equipo~ .
tont & L'ensemble P{J} des parties de J.

Preuve. 1° S1 £ est une appllcation de J dans F,

J

son graphe f appartient 2 FJ . Inversement, si § ¢ F,
alors £ est le graphe de |'appllication (F,E,J). Donc

itapplication f + £ est une biJectlion de M(F,J} sur FJ.

2° Supposons F = 2 = {0,1}, Si A est une partie de
J , notons ¢ 2! application caractéristique de A  pour

J , clest-3-dire |'application de J dans Z2 telle que

x> ! sl xeh, x>0 st x e A,
Lfappllcation A » A de P(J) dans M(2,J} est une bi-
Jection., Comme 29 est équlipotent & M(2,J) d'aprés la

partie | , P(J) est auss! égulpotent s 2.
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PROPOSITION 3, Sodlent {Ei)lzJ el (Filied des familles,
S et S' Leurs sommes, P et P' Leuns produits, S4 9y est une
infection (nesp. une bijection) de £ dans F, pour tout
i e J,les applications g somme et g' produit de {g ), |

" sont des injections (nesp. des bijections). '

Preuve, 1° Scient (x,i) et (x';j} daux &léments
de S. L'égallté gix,i) = g{x',j) entralne
| (gi(x),il = (gJ(x‘),j} ,
d'od 1 = ] et gltx) = gjtx'} = gi(x'). Comme g, est
une injection, on en déduit x = x' . Donc g est une in-
Jection (resp. une bijJectlon ayant pour inverse |'applica-

- -1
tion somme de {gi )ieJ ).
o = - N
2° La rgla#!on. 9'{(xl)ieJ) g' ({y, }i J} signifie

gi{xi) = gI(yi)
et par suite x, =y, , car g, est une Injection. Cecti

pour tfout ied ,

prouve que g' est une Injection (resp. une bijectlon dont

Itinverse est I'application prodult de {g;}} Ye

fed

COROLLAIRE. S& f est une injection {resp. une bijee-
tion) de F' dans F, £'ensemble F1d est de pu&a&anca inde-
rdlewne [resp. est Cquipofent) & ¢

En effef, Itapplication gJ prodult de (gi)IeJ , ol
g9 = f pour tout i, est une Injection {resp, une bijecTTo

dtaprés la proposition.

PROPOSITION 4, Sodient S La somme et P Le produil de
La famille {E, l . Soient f une bijection d'un ensembfe K
surn une pantLe J' de J (nesp. sun J} et EF = E. .\, pout
tout k € K , La somme S' de (Fklk et de puissance {nfe-
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nieune (nesp. est Squipotente}) & S; son produit P' est de
puissance inférieure & P 84 EEJ"EI , 0 J" = INJY, nlest
pas vide (resp. est Zquipolent & P).
Preuve, |° L'application
(x, ) + (x, (k)

est une inJecTion {resp, une bijectlon).

de 5 dans §!

2° Soit I = UNJ' . S'il existe (a;); ju 1tappl i=
cation (xk}k K (yi)ieJ , OU

Yio® % si 1= f(k) e d', Yin ® 3 si i"e J",
est une injécfion de P dans P'., Si J" =@, I'applica-
+ion de P dans P' telle que

' y - P fR
X ek > Ypliey 2 00 Yy T X S ’

est une bljection.

COROLLAIRE. S F' et K sont des ensembles de puissan-
ce infénieune {nesp, ensembles Tquipotents) & F et a J

respectivement, Frf est de pulssance inftriewre (resp. esd

“Equipotent] & FJ, et PIK) est de pulssance infériewne

{nesp. est Equipotent] a PUI}.

En effet, F'I< est de puissance inférieure (resE. est
équipotent) a FK {corollaire, proposition 3} et FJ est
de puissance Inférleure (resp. est équipotent) & F , en

vertu de .la proposition 4, En particuller st F = Ft = 2,

J sont égquipotents a P{K) et &

. s ame
P(J) (proposition 2), d'ol résutte la 2

les ensembles 2K et 2
affirmation,

PROPOSITION 5. Scient 5 et P Les somme et produil de

[EI}I T S{F est un ensemble, SxF est Cquipotent & La som-
€
me de. (E}}.

o ot £} =F xF powr tout 1 e, Sodit (KJ)JEK

-43-

une partition de J et, pour tout | € K, notons SJetP Les
somme el produit de (E,}I k.o Alons S est Equipotent a fa

[ somme St de (s} g et P au“produit P de (P )JK.

Preuve., La pramiére affirmation est évidente. L'appii-
cation
{{x,1),]J) » (x,1) de S
~est une bijection, L'applfcaTlon.

dans §

((xi}leK JeK (xi}IaJ de P' dans P
est aussi une bl fettlion.

COROLLAIRE 1, Si F est un ensemble et si J est La som-
' - J . -
me d'une famille (Kj)jeJ , alons F° eat équipofent a JgKPJ-

oil Py = FJ pour tout J ¢ K.

En effet, d'apras ta proposition, Fd est édqulpotant
:{ au produitt de (P})J K * oD Pj = FKJ {J}s or celul~cl est
b équipotent au produit F J, les ensembles KJ ot KJX{J}
} &tant &quipotents.,

COROLLAIRE 2. SLF, K et K' sont des ensenbies, FK'K,
(PR K et (FIK" sont Equipotents.
En effet, K'xK, KxK!' et ) Kt , o K' = K' pour tout
J 3N J K"x{( KxK1!
J E'K, étant Squipotents, les ensembles F , F et
1
(FHf je sont aussi, alnsi que (FK)K {corollalre i),

| PROPOSITION 6. Soient S et P Les somme: of prodinit d'une
| fanille finde. (Ei)IEJ d'ensembles non vides. Alons P # @ ;

4L 4 B, S et P sont finis 584 E, est fint poun toul 1 ¢ J.

Preuve, 1° Soit M I'ensemble formé de ¥ et des par-

“#les K do J telles ' . I
a clles que I'on alt PK ktKEk A @,
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Supposons Ke M et | e JNK; solt K' = KU{i}. Si K
est vide, on trouve
Per = EpxUiY £ 0,
étant donné que E1 ntest pas vide., Supposons K # @, Par
hypothése, 11 existe une famllle
| § = (xk)kEK € PK .
11 existe aussi un Xy € EI et par suite la famille

B = EU(0x, D} = ) oy

sppartlient & Py,. Donc P, £ @, et K' appartient & M.
Il en résulte que M est une partie finiment saturée de
P(J), de sorte que, J é&tant fini, J

appartient &3 M,
Autrement dlt, P = P n'est pas vide. |

_ 2° Supposons Ei fini pour tout i e J , L'ensemble
E} = E;x{i}, équipotent 3 E, , est fini (proposition 4~
3). Comme S est la réunlon de la famille finle (E}}tsJ
d'ensembles finis, S est fini en vertu de ta proposition.
6~3. De plus P ast finl, car c'est une partie de pP(5)

(proposition 1), lequel est flni (proposition 5-3},

3° SIS est fini, P(S)
sa partie P est finie, Supposons P finl et solt j ¢ J,

I'est aussi, de sorte que

D'aprés la partie I, 1l existe '(x})[EJ e P. L'application

f, de E

J J
2>z

est une injection, La partie fj(EJ) de P étant finie,

dans P telle que
ol zJ = z et z, = % st I e IN(j},

I'ensemb te EJ qul lui est équipotent est aussi fint,

Remarque. Si l'on ne suppose pas |'ensemble J finl dans
fa proposition 6, on ne salt pas démontrer que le prodult

P ast non vido st tous laes l_I sunt non vldus {ge prodult
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est évidemment vide s! Itun des EI est vide). C'est pour~

quol on est conduit 3 introduire un nouvel axiome,

Definition, On dit que la totalité

U vérndfie £'axiome
du chodix si '

(A7) Le prodult d'une famille de D-ensembles non vides
indexée par un D-ensemble infini est non vide.
On appelie bon modele de La Théokie des ensembles un moddle

de la Théorie des ensembles qui vérifie I'axiome du choix.

S1 t'axiome du choix est véritié ef si E. est un en-

semble non vide pour touf &lément | "de J, 1l exlste une

famille (xi}ieJ telle que X; appartienne & E. pour

|
tout -1 e J (une telle famille existe st J est fini, d'a~

prés la proposition 6), Ceci Justifie fe nom axiome du cholix

ey

donné a (A7), car une telle famille correspond intuitive-

. ment 3 un "choix" désignant, pour tout 1| e J, un &lément

Xy de i{'ensemble E;e

PROPOSITION 7, Sodent r une nelation de F vers G et B
La sounce du graphe r de v ; 54 U vErnigfie 2'axiome du
choix (nedp. 84 B est §ini), r contient une application
de B dans G,

Preuve, Déslgnons par G, !'ensemble non vide r({x})

pour tout x e B , Le produit P de (Gx)xeB admet au

moins un 6lément & = (m ) d'aprés |'axiome (A 7) (resp,

xeB
d'aprés lta proposition 6}, L'appllication
X +m de B dans G

est contenueo dans r.
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COROLLATRE, Sodt f une surfection de F' sun F; 84 D
venifie £'axfome du choix {nesp. 84 F est fini), il existe
une injection s de F dans F' telle que fos = 1.
En effef;'d'aprés la proposlf!on.?‘il_exisfe une ap-
s de F dans F!

- de f, Comme s(x) appartient & ?'({x})

plication contenue dans 1@ relation.

réclproque ?l

pour tout x e F, on a f(s(x})) = x et s est une Injection.

Gf'ﬁb b *a ,f' ) : . o . B A
PROPOSITION 8. Sodent F et G deux ensembles; supposons

que D virifie L'axiome du choix {resp, que F est find).

12 existe un ensemble F' Zquipotent & F fel que FYI G = 4,

Preuve. La.proposi+!on est triviate si F = @, Suppo-
sons F non vide, | existe un ensemble A {(par exemple
P(G)) qu! est de pulssance strictement supérleure & G. Pour
tout x e F, considérons I'ensemble A des couples

(x,2) & FxA (x,z) ¢ G.

Comme {x}xA est équipotent 3 A, donc de pulssance stric~

tels que

tement supérieure & G, l'ensemble Ax n'est pas vide. En
verty de 'axlome du cholx {(resp, de la proposition 6}, 11

existe une tamille

H
xef Ax *

Solt f Ia surjection x>m de F
‘de FxA , Par construction de A ., le couple m
tient pas & G et son premier terme est x ; il s'ensult
que F'NG =0 ef que f est une bijection de F sur F'.

{m

x)xeF ¢
sur une partie F!
n'appar-

PROPOSITION 9. Sodent S et 9.Les sommes, P et P' Les
produits de deux familfes (B}, ., et {FI)I-.:J 'indexée,a par
J. Supposons que ¥ verifde £'axiome du choix ou que J
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est fini; 84 E, est de puissance inferieure (resp. est Zqui-
potent) a Fy pour tout | e J, alors S et P sont nespective-

ment de puissance infirieune (resp, quipotents) @ S' ot P!,

Preuve, Pour tout 1 e J , solt M; la partie de Hen-
semble {Fi}XP(FIinJ*{EI} formé des injections (resp. des
bijections) de E, "dans F, . D'apras -t taxiome du cholix,

ou dfaprds la proposlflbn 6 lorsque J est finl, le pro-

duit M de (MI)IsJ (fi)ieJ

ses 61éments. La proposition 3 affirme que 1'appllication

e
de S dans S', et que son application prodult en est une

de P dans P'.

n'est pas vide., Soit un de

somme de est une injection (resp. une bijection)

PROPOSITION 10, Soient S £a somme et P Le produit de

17 : ' :
(Ei}iaJ « S'4R existe deux €Liments (ai’iaJ et (bl)IeJ de
P tefs que 8, # b, pour tout i e J, alons S esd de puis-

sance Angirieure a P.

Preuve, Soit S
EI\{BI} pour tout | £J . On a

' T =
ia somme de (Ei)laJ , of Ei

S=S8Tyst", ol 5" = S\§! = {(al,IJ [ i€}
81 (x,i} € §', notons f(x,l) ia famille (XIJIEJ e P
télle que o
X, = X et x, =a, sl J & J\{i},

n

En assoclant f(x,1) & (x,1), on définit une biJectlion
f de S' sur la partle P' de

dont un seul terme xl'dlffére'du 3,

1° Supposons que J

P formée des familles

de méme-indice i.

ait plus de dcux diéments, S}

(a],i) e 5" , la famllle g(ai,lJ = (xi)ch telle que

ot xj = Iaj st j e UNTHY,
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appartient & P\P' , car deux des x, oau moins sont diffé-
rents des a, correspondants, || s'ensult que !"applica~
tion g I,f} g(ai,i) de 8" dans P\P' est une in-
Jection. Ltapplication h réunion de (f,g) est une In-
Jection de S dans P.

2° §i J = {i} , les ensembles S et P sont tous
les deux équipotents & £ - Le seul cas non examiné est
celul o J est une paire propre {i,1'}; conslidérons-le,
On obtlent une injection g" de S" "dans P\P'  en asso-
clent (a,a) & (a,i) et {b,b,) 5 (a,i"). Llap-
plication réunion de (f,g") est une Injsction de 5 dans
P . Donc, dans Tous les cas, S est de puissance Inférieure
a P.

COROLLAIRE, Supposons que D virigie L'axiome du
choix {resp. que J est fini) et que E, alt au moins deux .
gliments powr fout t e J; La somme de. (€}, cl est de puis-
sance ingérieure & son prodult :

En effet, dlaprds !'axiome du choix (resp, d'aprés la
proposition 6), il existe un (a )] el € P et, comme on a
E} = EfMey } £ 3 pour tout 1 e d , Tl existe aussi un
(b )leJ € ' . Donc le corotiaire résuite de |a propo-

isJ
sltion,

PROPOSITION 11. Supposons que D vérifie L' axiome du
chodx et sodent (E\}, , et [(Fy),, deux familles de sommes
S et 5', de produits P et P', SLF, esi de puissance sinic-
tement Ainférienre i & E, pour tout 1 ¢ J, alors S' est de
puissance sinictement wﬁmwe a P.

Preuve, S' est de pulssanco Infarieure d 5, dtapras
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la proposition 9,

|° Supposons que les EI alent au moins deux &éléments

pour tout | € J. Alors § est de puissance Inférieure &

P (corollaire, propbsition IO); a fortiort §' est de puis-
sance Inférieure 8 P, Supposons qu'il existe une bijection
g de S' sur P ; si P, désigne la projection canonl-

que de P sur Ei . pbosons
g; = P;°9 et FE = gi(FIX{i}}.
Le corollaire de la proposition 7 montre que FE ast de
pulssance Inférieure 3 Fix{i}, et par suite 3 Fi . Ce der-
nigr étant de pulssance strictement Inférieure a EE , la
partie F; de Ei est propre, l.e.
F? = E{\F; @ pour tout I eJd,

On en dédult, é ttaide de |'axiome du choix, qu'il existe
§ g.(zi}IsJ € e J i . Comme g est une bijectlion, il exis-
te (x,1) & 8t tel que £ = gi(x,1), ce qui entralne

z, = pitg) =9 {x, 1) e FY .

Cecl est Impossible, 'zI appartenant a FY . Donc %!

" est de pulssance strictement inférieure & P,

2° Ei &tant de puissance strictement supérfeure'é

Fl , i1 @ au molns un élément et, si Fi n'est pas vide,
it en a au molins deux, Solt
Jt=lieylE Aol
La somme de '(Fi),PJ, est identique & ' S' et, d'aprés la
partle |, de puissance strictement Inver1eure au prodult
Pt de (E, )IaJ'

sance sfricTemen+ Inférieure & P, car P" est de puissan-

. 1t stensult que S' ., wncore de puis-
ce Inférieurea & P d'aprés la proposition 4.

Remarque, Lo propostlon précidente (hhlarome deo vbokg)
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reste vrale méme sl D ne vérifie pas |'axiome du cholx, & e 11
conditlon de supposer remplies les conditions suivantes: CHAPT

° i inférleure & P (par exempie ) , .
I° S est de puissance in p Relations d'ordre. Entiers

s'il existe deux &téments (a,), ,, et (bi}lsJ' du pro-
dult P" de (B[}, ., » OU e {ied | Fo#8), fels
que 2, F b, pour tout 1 ¢ J', d'aprés la proposition [0).
2° FY} = g (Fx{i}) est de pulssance Inférieure & _ Dans tout ce chapitre, on suppose donnde une fo-
F | X{ i } pour tout | ¢ J ., ! Mé P et ens Embf.e 5—(:9"#(:6& D"M embaﬁe..

3° S F? est une partie non vide de Fi pour tout
1 ed, le prodult de (F?)ieJ ntest pas vide.

Ces condltions sont en particuller vérifiées sl 1'on part
de deux familles (Epp= ey ©F (Fro®) ey d'ensembles
bien ordonnés, en vertu des propriétés des ensembles blen

ordonnés (voir § 16 et 17},

) 5. Ensembles ordonnds. Trneillis,

Définition. On appelle ensemble ondonné (resp. ensemble fo-
Lalement ondonné) le couple {(E,r} d'un ensemble E et
d'une relation d'ordre (resp, d'ordre total) sur E; i'en-
semble ordonné (E,FI) est dIt ensemble ondonni opposé @
(E,r), et F’ est £'ondne opposé a r,

Convenidion. Soit (E,r) wun ensemble ordonné. Généralement
on associe & l'ordre r un symbole, par exemple: «, ='
T %y sees SI = est le symbole assoclé & r, on écrit
(E, «) au lleuw de (E,r),
y =x au lieu de (y,x) Er,
ef lo symbole associé & I'ordre opposé est = (obtenu en "ren-

versant" le symboie «),

| Hypoth2se, Soient (E,=) un ensemble ordonn®, r L£'ondre sun
E de symbole = et A une partie de E.

(E,=) est totalement ordonné ssi, quels que scient les
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éléments x et y de E, on a
x ® ¥y ou blen vy « x,

St Fa est la relation Induite par r sur la partle
A, le couple (A,rAJ est un ensemble ordonné, dit sous-
ensemble ondonni de (E,=), et désigné souvent par (A=)
(i.e. on associe 2 rA' e méme symbole qu'a r), Si (A, =)
est un ensemble totalement ordonné, on dit que A est une
partie totalement ordonnbe de (E,=)., Par axemple,.fou?e
partie d'un ensemble totalement ordonné est une partie to-
talement ordonnée,

On appelle majorant (resp, majorant strict) de A dans
(E,=) un &lément x de E (resp. de B\A) el que

: a = x pour tout a e A,
un minonant (resp, minorant sirict) de A dans (E,=) east
un majorent (resp. majorant strict) de A dans |'ensemble
ordonné opposé, c'est-d-dire un &lément y de E (resp,
de ENA ) tal que
y ©a pour tout aeh.,

Au lieu de dire que x est un majorant (resp. un minorant)
de A, on dira parfois que x majore (resp. minore) A ,
Si A = {a}, un majorant (resp, un minorant) (strict) de A
est dit majorant (resp. minorant) (strict) de a .

Un element maximal de (E,«) est un &lement x de E
nfadmettant aucun majorant strict dans (E,=), I.e. tel que
X «y entraine X =y,

Un élément maximal de |'ensemble ordonné oppcs8 est appelé
eLement mindmal de (E,«), 4

E lul-méme admet auv plus un minorant dans (E,=), Le
premien €Lement de (E,=); s'i| existe, c'est 1'unique &16-
ment minimal de (F,=}, On dit que d eost Ze dernien 203-
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ment de [E,=} I 4 ggt le premier &lément de Fensemble
ordonné opposé, t.e, si d est un majoran? de E dans
(E,=),

Un élément minimal (resp, maximal) dy sous-ensemb l o
ordonné ' (A,«) est appels ELement minimat (resp. maximat
de A da?d (E,«), On dit que a est le premier Eldment
(resp, lo derniex Element) de A dans (E,«) sl a est e |

premier (resp. le dernter) &lément de (A,=}} cecl slgnifie

que a appartient &8 A et minore (resp. majore} A,

On peut assocler a (E,=)} un ensemble ordonns (E',="),
dit obtenu par adjonction d'un premien &lEment, comme suits
Soit u un ensemble n'appartenant pas 3 ¢ (! en exlste
d'aprés la proposition 2-3, coroliaire 2); on définit |ten=
semble ordonné (E',=!) en posant

E* = E U{u},
u «t oy pour tout y e E,
X ety ssl X « vy, lorsque x ¢ E, vy ¢ E,

U est le premier &lément de (E',=?) ot (E,=) est un
sous-ensemble ordonné de (E',='),

Définition, Soit x un élément de E, Un &lédment max ima !
de ['ensemble des minorants stricts de x dans (E;ﬂJ ost
appalé un prédécessenr de x dans (E,<). Un &lément minimat
de ['ensemble des majorants stricts de x est appelé un
suivant de x dans (E,=}. On appelle éliment Limite de (E,«)
un élément x de E ayant un minorant strict+ qui n'est

majoré par aucun prédécesseur de x dans (E,«),

Yy ost un prédécesseur de  x dans  (,=) ssi 1'on 4

x Ky ax of g I relations
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y = 2 et X # 2z =x
entraTnent 2z = y , Pour que y' solt un sulvant de x.
dans (E,=}, Il faut et il suffit que y' solt un préds-

cesseur de x dans [Yensemble ordonné opposd  (E,»),

St (E,=) est totalement ordonné, A admet au plus
un élément minimal, qul est le premier (resp. un &lément
maximal, qui est le dernier) &lément de A dans (E,=]),
Par sulte x & E admet au plus un suivant et un prédé~
cesseur dans (E,=). Enfin x est un &lément limlte do
(E,=) ssi x n'a pas de prédécesssur ot n'est pas le pre-

mier €lément de (E,«),

PROPOSITION 1, Sodent (E,=) un ensemble ondonns, x
et y deux Eféments de E. Les conditions suivantes sont Equi-
valentes : | _
1°x" e un suivant de x dans (E,=};

2°x est un prédécesseur de x! dans [€,=);

3%x' est un majorant strict de x et Les conditions
x «z ef ze«x' entnainent z = x' ou z = x,

Preuve. Soit x' un sulvant de x ; afors x « x!
et x £ x', Supposons
X & z et z = x';
sl z est un majorant strict de x, ona 2z = x', par dé-
finition d'un sulvant; il en résuite
zZ =X ssi z £ x',
car z est un majorant de x, Don¢ x est un prédécesseur
de x'. Inversement, soit x un prédécesseur de x'; dans
I'ensemble ordonné opposé, x est un sulvant de x', donc,
d'aprés ce qul précédde, x' est un prédécesseur de x. Au-

troment dit, x' est un sulvant do x  dane {t ,=), Alnal

L

- =55 =

tes trols conditlons sont équivaientes,

Déginition, On dit que A admet b pour bonne supdriewre
dans (E,«}) sl b est te premier &1ément de |'ensembie
des majorants de A daps (E,=) (on dira on abrégé le plus
petit majornant de A); sf aucune confusion n'est possible,
on désigne alors b par VA, 51 A admet b pour borne
supérieure dans |'ensembie ordonné opposé, on appelie p!
une borne inferieune de A dans (E,x}, en formule b' =A A,

Soit b un &iément de E; c'est la borne supérieure
(nécessalrement unique) de A dans (E,=) ssi b majore
A et si bey pour tout autre majorant y de A. De
méme b est la (seule) borne inférieure de A ssi b mi-
nore A et wmajore tout autre minorant de A.

ST A est la paire {[x,y} » on écrit

VA= xvy et AR = XAy ,
lorsque ces &léments exlsfen+.lEn particuller, on a
XVy =y {resp. XAy = x) sgj X ® y,

Si {xi)ied o8t une famille 4'&léments de E, de but
A, et si A admet une borne supérieurs (resp. borne infé-
rleure) dans (£,=), on appelle cetto borne la boane supd-
rniewre (resp, boane Anfenieune) de la famlite (x,)

led
et 1'on pose

VA = V x, et A = Ao,
Fed i fe™i
Pour que u solt e premier &{ément de (E,=), i faut
et il suffit que u soit |a borne supérieure de la partie

@ f{resp. la borne Inférieure de E) dans (E,=), Un &l&~
ment u' est je dernfer ¢lément do  (¥,«) gsi yt est

la borne Infarieurc do ] {resp. (o borne surtrloure de 1)



- 56 -

dans (E,=). Un premier (resp. dernler) &lément de A dans
(E,=) est une borne Inférlieure (resp. borne supérleure) de

A dans (E,=) gui apparfient & A,

Déginition. Si S est une partie de (resp. partie propre.
de} E telle que x € S et y = x enfralnent y €S, on
appelie S une section (resp, section prepre) de (E,=), et
le sous-ensemble ordonné (S,=) une section ondonnde de
(E,«), SI S est une sectlon de (E,x}) et S' une sec-
tion de (£,), on appelle SNS' un intenvalle, et (SNS', o)
un intervalle ondonnig, de (E,=),

Une section de (E,=)} est donc une partie de E satu-
rée par induction (1.e. contenant {fensemble des minorants
de chacun de ses &léments), Soit x ¢ E, L'ensemble des mi-
norants stricts {(resp. des minorants) de x dans {E,«)
est une $ec+ion de (E,=), notée, si aucune confusion n'est
possible, “x (resp. ﬂx); on appel le “x  section de (E,)
associde & x ; oﬁ a " = Txu{x}. Solent x et X 1as
sectlions analogues de (E,=), clest-a-dire:

x =2{ye€|y#xey) et £+ a{yet | x = y}.
Si M est un ensemble de sections de (E,=), son infersac~
tion et sa réunion sont des sections de (E,=). En particu-
Iter A est contenu dans une plus petite section, a savoir
ngSx , oll Sx = % pour fout x € A ; on j'appelle section
de (E,=) engendnle par A .

St xegf, yeE et x«y , f'ensemble des z ¢ E
tels que x = z = y est un infervalle, noté |x,yl , de
mdme que 1x,y[ = |x,y[Nx,y}. Une partie J de £ est un

intorval lo ssl |x,y[C‘ J loraque x e J, y o4 L' Inter-

I T
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section JA de I'ensemble des Intervalles confenénf A ast
Ltintervalle engendr® par A ; on a JA = $NSY , o0 S et
S' sont les sections de (E,=) et de (E,») engendrées
par A, et JA est aussi la réunion de |'ensemble des In=-

tervalles |x,y| tels que xe A et ye A,

Définition. Des parties A et B de £ sont dites cofd-
nafes dans (E,=} sl elles engandrent ta méme section. On
dit que A est cofinal avec (E,=) si A ot £ sont coflnales,

A est cofinal avec (E,=) ssi, pour tout *y e E, il
existe x ¢ A tel que y = x , 5i d est un dernier &lé-
ment de (E,«), alors {d} est cofinal avec (E,=}. Si (E,=)
est totalement ordonné, A est cofinal avec (E,=) ssi A

n'a'pas de majorant strict dans (E,=).

PROPOSITION 2. Soit S une section d'un ensemble tofa-
Lement ondonné (E,ui. Alons ENS est L'ensemble des majoranis
stricts de S, De plus S admet x pour bonne 4upé&£eune'dan4
(E,=) 444 Llune des conditions suivantes esi remplie:

1 x est Le deanden éldment de S dans (E,=);

2° S n'a pas de dernien &lément, et c'esl £a section
“x de (E,«) associbe & x.

- Preuve, Soit ze ENS , 81 x'eS,ona x'e«2z2 ou
z = x' ; cette dernidre relation est exclue, car elle en-
tratnerait z ¢ S ; par suite 2z est un majorant strict
de S . On en dédult que x est la borne supérieure de S
ssi 1'on est dans i'un des cas suivants:
1° x appartient 3 S ; alors x est le dernier é1é~

. -
mont de S, d'od 5 = x|,
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2° x est e premler élément de E\S et S n'a pas
de dernier &lément; dans ce cas x majJore strictement 5
et, si z ¢ “x , on obtlent z ¢ E\S , c'est-3-dire z e S,

+ -
Donc S est la section X associée a8 x .

COROLLAIRE. Soient (E,=) un ensemble tolalaement ordon-
né et x ¢ E. Alors x est La borne supirieure de La section
*x associBe 4 x 484 x n'a pas de prédicesseurn {L.e. 8L X
eat Sldment Limite ou premier Efément de (E,=} ).

+ < e Y
En effet, coome x ¢ x ,ona x=Vx ssi x nia

pas de dernfer élément, d'apréds la proposition.

PROPOSITION 3, Toute partie (resp. partie non vide,
nesp. minonde non vide, nesp. minonde) de E admet une borne.
infinieune dans {E,=} 884 toute partie (resp. partie magjo-
rée, nesp, majonke non vide, resp. non vide) admet une bor-
ne supéileune dans (E,=).

Preuve, Cette proposi+ion résulte de la remarque sui-
vante: A admet x pour borne supérieure (resp. borne inf
férieure) ssi x est une borne Inférieure de |'ensemble
des majorants (resp. borne supérieure de I|'ensemble des mi-

norants) de A dans (E,=).

PROPOSITION 4. Sodent A et B des parties de E admel-
tant des bornes supdrieurnes a et b dans {E,=}. 84 [a,b]
admet une borne supdriieure c dans (E,=), alons ¢ esl aussi
une borne suptrieure dans [(E,«} de C = AUB .

Preuve. ¢ est un majorant de C . Si x majore C,

It majore A et 0 ; TI s'ensult
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ae«x et be=x, dol ¢« x,

Donc ¢ est la borne supériecure de C,

COROLLAIRE 1, Sodent x, y et z Zrnois tlements de E.
S{ La borne supriewre xv (yvz) (resp. (xvy)vz) exdisle,
dans (E,=), elle est aussdi La borne suplriewre de {x,y,z}
dans (E,=}, notie xvyvz,

COROLLAIRE,.2, Soit (E,=) un ensemble orndonné fel que
toute paine contenue dans € admetfie une borne supérieure
(nesp. boane infénlewnc}. Alorns toute pantie finie non vide
de £ admet une borne supiniewre (resp., borne Angérieure).

Preuve, Considérons I'ensemble M ayant pour &1éments
@ et les parties A de E admettant une borne supérieure
(resp. borne Inférieure} dans (E,=), Soit x ¢ E; on a

{x} e M, car x = VIx} =A{x};

si A appartlent & M, la proposition 4 entralne que |'en~
sembie A U{x} appartient & M, Ainsi M est une partie
finiment saturée de P(E), de sorte que toute parTlé finie
de E appartient & M; c'est-a-dire toute partie finie
non vide admet une borne supérieure (resp. Inférieurel,

Déginition, On appelle thedllis un ensemble ordonné (E,«)
tel que toute palire d'éléments de E admette une borne su-
périeure et une borne inférieure, On dit que (E,=) est

un thedlLlis complel si c'est un ensemble ordonné dans lequel
toute partie de E admet une borne Infériseure,

solt {(E,=) un trelllls complet, D'aprés la propos|tior
3, c'est un trefliis et toute partle de E admet une borne
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supérieure; en particuller (E,=) a un premier élémen? u
et un dernler &iément d, |
Un treillls (resﬁ. treitlis complet) (E,=) est dit.
distributif si, pout tout élément x de E et toute par-
tie A & deux &léments (resp. toute partie A) de E, on a
xA{VA) =VA' , ol A' ={xaa | aceA},
Soft (E,=) un trelilis admettant un premier &!ément
¢ et un dernier é1ément d. S1 x e E, on appelle compli-
ment de x dans (E,«) un élément x' de E tel que:
XAX! = u et xvx' = d, |
PROPOSITION 5, Sodit {E,=} un trhelllis distnibutif ayant
un premien &lément u el un deanien ZLément d; un Lémend x
de E a au pfus un complément dans (E,=}.

Preuve, Solent x' et x" deux compiémén?s de X,
Des égalités:
X" = dAax" = (x vyxT}AX" = (xAX") vIX"AX") =
= uvixtax") = x'AX",
on dédult. x" = x', De méme on voit que x' « x", Au total

x! = X",

Définition. On asppelie tredillis compliment? un trellils dis~
tributif, ayant un premier élément, un dernler &lément, et '
dans lequef tout é{8ment admet un complément.

EXEMPLE. Solt X un ensemble. Solt (P(X),=) I'en-
semble ordonné obtenu en munissant |'ensemble des parties
de X de la relation d'inclusion, dont le graphe est for-
m& des couples (A,B) de parties de X tels que A <= B,
Toute partie M de P{(X) admet pour borne SUpérleuraikM
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et elle admet pour borne inférieure: DM st MED et X
si "M = @. (On dit parfols que X est I'intersection de P
dans X, mais par définitfon 16 = @ 1). Donc (P(X),c)

est un trelilis complet, qul est distributif et compiémen~
té, le complément de Y &tant X\Y . L'ensemble L des

- parties de P(X) ayant un élément minimal dans (P(X),c )

est finiment saturé dans P(P(X)) et une partie M £ @ de
P(X} telle que {A =X | A ¢ M} solt flniment saturé dans
P{X) n'appartient pas & Lo 11 stensult que X est find 884
Loute partie non vide de P{X) a un eLément minimal, Telle
est la définition de Tarski d'un ensemble fini.

6. Applications ordonnies,

Deginition, On appe!le application ordonnée un triplet F =
{§E',«'),f,(E,¢)), oli (E,=) et (E',=') sont des ensem-
bles ordonnés et f une application de E dans E' tel-
le que x « y enfratne f(x) «' fly) ,

Sotent (E,=) et (E',=') deux ensembles ordonnés, .
f une application de E dans E', On dit que § dZfinit
une.appﬁicat{an ordonnte F de (E,x} wverns (E',=') si
F e ((E',a?),f,(E,=)) |

est une appiication ordonnée; dans ce cas, on posera

Fix) = f{x) pour tout x € E ,

F(A} = f(A) pour toute partie A de E.
St x maJore {(resp, minore) la partie A de E dans
(E,=}, alors f(x) majore (resp.'mlnbre) f{A) dans
(E¥,«'), En particuller, si A et §f(A) admettent respec-
tivemont dos hornes suptrlieures VA ot Vv f(A) (resp, bor-
nos Infarlouras AA ot A fLAYY  dans (t,=) et dan:
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(E',='), on a _
VE(A) «t £( yva) (resp.  f(AA) «t A F(A) ),
Solent |
F = ((E',x'),f,(E,ﬁ)) et G = ((E",c"),g,(E',«'J)
deux applications ordonnées, L'application composée  gof
de E dans gn définit une application ordonnde
((E",«"J,gof,(E,m))

de (E,=} vers (E",="); on Ja notera GoF gt on I'appei-

tera £'application ordonnéde Composée de (G,F),

Déginition, on appelle {somonphisme do (E,=) sur (E?,=T)
une application ordonnée ((E',«'),f,(E,«J) telie que ¢
solt une bljection dont "inverse ¢! définisse une appli-

cation ordonnée de (E?,=") vers (E,=},

Solt F = ((E',«'),f,(E,wJ) un [somorphisme; ftappti-

cation ordonnée
((E,=), 71, (BT, w1)) |
est aussi uyn Isomorphisme, djt+ Lnverse de F, ot déslgné par
F-‘. L'appiication ordonnée composde Flof est 1'applica-
tlon ordonnée
_1{E’¢) = ((E,«),zE,(E,n))

définie par 'application ldentique de Es f'application
ordonnée composée FoF™! oot fdentique 3 “(EY,wrye On @
fix) «f f(y),
de sorte que 1! ordre sur E' de symbole «' 4 pPoOUr grapho

X &= y ss |

I*ensemble des cauples

(fix}, fiy)) tels que x = Y
Gn dit alors que (E7,«') est £'ensembee ondonnd image
de (F,«) pan ¢,
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Soft F = ((E',w'),f,(E,c)J une application ordonnée
telle que f solt une bijecflon; F ntest Pas nécessalrg-

ment un isomorphlsme. Toutefols tj en est éinsl forsque
(E,=) est totalement ordonné, Etn effet, s{ x ot y ap-

partlennent 8 E, ona x =y ou blen Y ® %, donc

Hx) = f(y) entrathe x « Ve

Définition, op appelie application dup-compatible (resp,
application iné—compatibze) UNe application ordonnge F
de (E,=} vyersg (E?,wt) vériflant ia condition:

SI M est une partie finje non vide de ¢ admettant
une borne supérieure vu (resp. borne }nférieure AMY dans

(E,=), alors F¢ VM) est 1a borne supérieure {resp,

FEAM) est 1a borne Intérieure) de F(M) dans (E',«t),

Un Isomorphisme_qs+ une appiication comp | étemaent
sup-compatible ot comp ! étement inf—compaflbie. Solent F
et © deux appllcations ordonnées composables; si G et
F  sont Sup-compatibjes {resp, lnf—compa+!bles, resp. com-
plétement Sup-compatibles, resp. complétement Inf~compa-

-

tibles), apptication Ccomposée GeF g g méme propriéts,

PROPOSTTION 1. Soient (E,=) ot [E',w') deux ensembles
ondonnds, f uue application de | dans 1', g Lowte paine
{x,y}

condenue dans | qdmeg une borne Suplrieune I
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00 vity) de {£00,F(y)} dans (E',='), alors Le triplet
F = ((ET,«'),f,(E, )} eat une application sup-compatible,

Preuve, Si x =y , itégalité y = xvy entratne
| fly) = F{xvy) = f{x) vfly), o
dtol f(x) =! f(y);_alnsi F est une app}icafion ordonnée,
Considérons 1'snsemble M dont les &léments sont @ et
les parties A de £ admettant une borne supérieurse VA
dans (E,=) telle que F(VA) soit la borne supérieure
VF(A) de f(A) dans (E',="). Ona {x} € M pour tout
x £ E, Soient ) '
| AeM, xeE of A' = AU{x}.
t} existe par hypothése {VA)vx , et cet &1ément y est;
dtapras la proposition 4-5, la borne supérieure de  A',
L'égalits
fly) = FUVA) vx) = f{VA) vi(x) = (VEA)) vFx)
entralne, en utilisant ia proposition 4-5, que fly) est
la borne supérieure de _ o
FAU{FO )= FAU{X}) = f(AY),
Donc A' appartient 3 M, de sorte que M est une par~
t+ie finiment saturée de P(E). Alnsi toute partie finie
de E appartient 3 M, clest-d~dire F est une appllica~
tion sup~compatible. |

" COROLLAIRE, S4 f définit une application ondonnie de
(E,2) vers [E',«') et 'si Loufe paine {x,y} contenue dans
E admet une boane inférieure xay Lelle que fixay} so0it
une bonne inféiriewre de {f(x),f(x)}, alons f définit une

application inf~compatible de (E,=) vers (E!',<'),

DEginition, On appelle homomorphisme entrne thedllis (resp.

'
H
1
i
¥

L

]

ey
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entre thellldls complets) une applICafloﬁ ordonnée

F o ((E',='), ¢, (E,=)),
od (E,®) et (E',«') sont des trelllis (resp, treiilis
complets), qul est & la fois (resp. & la fois compléfemehfi
inf-compatible et sup-compatible,

Solent (E,=)} un ensemble ordonné et (A,=) un sous-
ensemble ordonné., L'inJection canonique de A dans. E dé-
finit une application ordonnée | de (A,=) vers (E,=),

'Sl A est une section de (E,x), alors | est complate-

mont inf-compatible, les minorants d'un élément x de A
dans .\A,=) étant aussi.ses minorants dans (E,«),'Si i ten-

semble ordonné (E,=} est un trelllis, 7 n'est un homo-

morphisme en?re‘freiflis'que sl

XAy € A et Xvy e A,
pour tout x € A, y ¢ A, Dans ce cas, (A,x) est un trail-
lis, dHt sous-tneillis de [E,=} dégink pan A, SI (E,=)
est un trelllis compiet, | est un homomorphisme entre .
trelllis complets ssi A est stable pour V et pourA, I.
e, 58l l'on a

VCeA et ACeA
pour toute partie C de A; forsque ces conditlons sont
remplies, (A,=) est un sous~treillis de (E,=), dit sous-
tredblis complet de (E,=) dé§£n£ par A,

EXEMPLES,
1° Soit X un ensemble, La bljection C:
A+ XNA de P(X) sur P(X)
d6fInlt un Isomorphisme du treillls complet (P(X),S) des

partios de X sur le trelllls complat oppost (P(X), 2). On
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retrouve les formules (§ BE
COLYUMY = DCOM) et COAM) = CM)

pour toute partie M de P(X), Si A est une partie de X,
alors (P(A),= ) est un sous-trelllis complet de (P(X),= ),

2° Solt h une application de X dans X'. L'appil-
cation Ph prolongement de h définit une application com-
pl&tement sup~compatibie F du trefitls {P(X),c:)' vers
(P(X*"), =), car |
QUMY = 4. hiM) _ ’
pour toute partie M de P(X), Si de plus h est une injec~
tion, on a aussi . '
' h(OM = Db,
donc F est un homomorphlsme entre treillts complets. Par
allleurs |'application PFl ‘prolongement de ia relation
réciproque R' 4éfinit un homomorphisme G entre treillis
complets de (P(X'), <) vers (PEX), <), vu
Rlui =gpldh et Rlogih - gf'dh,

les égalités

valabtes pour toute partie non vide B de P(X'). SI h
est une bijection, F et G sont des isomorphismes Inver—

ses 1'un de |lautre,

PROPOSITION 2. Soit (E,=) un ensemble ondonné., L'ensem-
ble L des scctions de (E,«} définit un sous-trelllis com-
plet du treiklis (PIE), =), et £'application s:

| ke ™ de E dans L
déginit une application complitement Lné-compatibie de
(E,=) vers (L,=]),

Preuve. L définit un sous—trelllis complet de (P(£),&),

pulsque I"Interscection et la réunion d'un encsemble de noc-

lL o | o

K
i
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tTions est une section., Comme
+ “
X E Yy,

X %y dquivaut 2
s définit une application ordonnée de (E,=) vers (L,c ),
St une partie A de E admet vy pour berne inférleure,
la section [} s(A) est formée des minorants de y dans
(E,=), et par suite -
N.s(AY = sCAA) .
Donc ({L,<),s,(E,=)) ast une application compldtement

inf-compatible (mals non sup-compatible). -

Hypoth2ses. Nous supposons donnée une famllle ({Ei,ui))IBJ
d'ensembles ordonnds, Soient P le prodult de la famille
{Ei)ieJ at P la proJection canonique {XE}IEJ > Xy da

P sur Ef , pour tout T ed .

Définition, On appelle ensemble ondonné prodult de La fami!
-3 t ' o t -
Le ((E!' I)}IEJ-’ et 1'on no*e igJ(EI’ i), itensemble or
donné (P,«} obtenu en munissant le prodult P ‘de tlordre
défint par:
(xi)ieJ « {Yi)TsJ - sl Xp % y; pour Tout 1 e J,
PROPOSITION 3. Avec fes notations précédentes, sodent
x = (x), , eP el A une pariie de P; posons A, = pI(A)
powr tout 1 e . Alons x est une borne supriewre [resp.
borne infenieurne) de A dans (P,=] 884 x| esd une borne
am@dmma(nup.bﬁ@uume)deAidwu (Epcﬂ powL
fout 1 e J.
Preuve, x majore A dans (P,x) ssli X, majore

A, dans (E,,« ) pour tout | ¢ J. 11 sTensult que, sl
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X, = VA

1 i
x est une borne supérieure de A dans (P,=), lnversement

pour fout 1 ¢ J,

supposons x = VA et solt ] un élément de J, SI y
est un majorant de AJ , la famille z = (z);.y » OO
_ zZp =y et zy = x, st te NN{J}
est un majorant de A; par sulte
. X = 7 . d'a X, «, .

- KT Y
Cecl montre que xJ est la borne supérieure de A . L'en-
semble ordonhé opposé de (P,=) &tant évidemment |'ensem-
[ey» ON en tire:
x = AA ss] Xg = A Aj pour fout 1 e J,

ble ordonné prodult de ia famlile (E[y=,)

COROLLATRE 1, p, definit une application comptdtement
sup-compatible et complitement inf-compatible de (P,«)
vers (E.,= ) powr tout I.eJ,

COROLLAIRE 7, L'ensemble ondonnt produit d'une famil-
Le de teillis {resp. de tnelllis complels) est un tnelllis
(resp. treiflis complet).

Soient (E',=') un ensemble ordonné et Fy, une appli-
catlon qrdonnée ({El,ﬂl},fi,tﬁ',c')} pour tout | e J,
{'application crochet £ = [fl]'eJ définit I'unique appli-
cation ordonnée F de (E',=') vors i'ensembie ordonné
prodult (P,«) telle que |

Fio= (Ej,=,3,p,(P,=)) of
pour tout 1 ¢ J. On appelle F L'application ordonnée cho-
chet de (Fi)iey ot on la note [FI]IEJ' §1 F, est (com=
>létement) sup~compatible (resp, inf-compatible) pour tout

i € J, alors” F a la méme propriété.
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Difinition, On appelle ensemble ondonnt somme de ((Ei'“l)ia
I'ensemble ordonné (S,=) obtenu en munissant la somme S
de (E,); | de I'ordre défini par:
(x, 1) = (y, ]} ssi I = j et x Ve
Avec les notations de ]a définitlon, la bijection
x> (x,i) de Ei sur Elx{i}

définit un isomorphisme de !'ensemble ordonné (E;.“,) sur

une section ordonnée de (S,=}, et |'injection canonlque
v; de &£, dans S définit une application comp [ &@tement

sup~compatible ef'comp!éfemen? inf-compatible V., de

i
(Ei,¢l} vers (S,=), pour tout [ e J. Si

Flo=((EY, =), f1,(E ,«))

est une application ordonnée vers i'ensembie ordonné (E',=")
pour tout 1 e J, i'application cocrochet f' de la famiile

(f;)ieJ définit i'unique appiication ordonnée F' de (S,=)
vers (E',=') telle que
F'oVI " F; pour tout i e J,

On eppetie F' ZL'application ordonnBe cocrochet de Fieye

Si F; est (compiétement) sup-compatible (resp., Inf-compa-
+ible) pour tout 1 e J, il en est de méme pour F?,

EXEMPLES,

1® ST » = qut, (P,=) et (S,=) ' sont Isomorphes 3
(Eqs®g?e St J = {0,1} et st I'on remplace une famille in-
dexée par J par un couple, (P,=) s'|dentifie 2 !'ensembls
ordonné, noté (Eo,ﬂo)x(Ei,ct » obtenu en munissant le pro;
dult (cartéslen) E. xE,  de !'ordre:

0"l
(x,y)e {x',y'} ssi x«x' ot y«y',




~de X, L'ordre ihdult sur R
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On dit alors aussi que (P,<) et (S5,=) sont laes ensembles

ordonnés prodult et somme du couple ((EO,GO},(EI,II)). S1

J = {0,1,2}, on désigne simplement {(P,=) par
(EO,xOJx(EI,xi)x(Ez,cz).

2° Soit X wun ensemble. Notons R, la partie du pro-
duft P{X]) »xP{XxX)xP({X) formée des relatlons entre partias
x Par le trelllis prodult

(T, <} = (P(X), cyx(P{XxX)}, < )x(P(X},=)
est la refation sur R, ayant pour graphe ITensemble des
couples {(r',r) d'éléments de Ry tels que r' solt une
relation ponfenue dans r (définition § 2), Solt (RX,C:)
ftensembte ordonné gorrespondant, Clest un treillis complet
dans lequel la borne supérieure et la borne inférieure d'une
famille (ri)ieJ sont respectlivement la relatlon réunion
et la relation Intersection de la famiile (volr § 2), Solt
M, la partte de R, formée des applications d'une partie
de X dans une partie de X, Le sous-ensemble ordonné
M, <) de (R, ) est tel que
g <f ss! g est une restriction de f.

Une femlife £ d'éiéments de M, admet une borne supéri-
eure f dans (MX,C ) ssi elle est majorée, J.e. ssi £
est une famille compatible d'appltications (§ 2); dans ce
cas, 1 est Itapplication réunion de £. |1 s'ensuit que
I*injectlon canonlque de M, dans R, d6finit une appli-
cation compiétement sup-compatible de (MX,C_) vers
(RX,Ci) et que, d'aprads la proposition 3-5, tfoute partie

non vide de M, admet une borne Inférleure dans {MX,C )

X

(généralement différente de sa borne Inférlieure dans (RX'C)}'

19 Sojant U un ensemble et X la réunlon do Y. A-

tors U est une partlo de T(X) ot nous dhaignorons par
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(U, ) le sous-ensemble ordonné du treillls (P{X), )
correspondant, On appelle ensemble des nelations (resp,
ensemble des applications) assoeds & U 1@ partie R(U)
(resp. partie M(U))} de Ry formée des relations (resp.
des applications) entre &léments de U, Si I'on a
P(F'xE)C: U pour tout E e U e+. E' e U,
les sous-ensembles ordonnds (R(U), <) et (MU), <) de
(RX,CI) sont aussi des sous-ensembles ordonnés de {'ensem-
bie ordonné produit (U, <)x(U, <)x(U, <),

Scient encore (E,,=.).
) i’ iied

donnés considérée, et S la somme de (EI)IeJ . Supposons

la famille d'ensembles or-
de plus que {(J,=) soit un ensemble ordonné.

PROPOSITION 4. IL existe un ensemble ondonnd (E,=) ted
que (3, 1) « [y,j) 884 J# i « jousdi=]etx “ Y
(Ejp=;} est isomorphe & un sous-ensemble ondonnd de (S,«).
De plus {S,«) est totalement ondonné 884 (J,=) et tous Les
(E;,=;) Le sont, |

Preuve. 1° Soit r Ié retatlfon sur S dont le graphe

r est formé des ((x,1),(y,j}) tels que
i = et X'« Yy, oOuque Tej#él.,
Cette relfation est un ordre; ['ensemble ordonné (S,=) cor-
respondant a pour socus-ensemble ordonné |'ensemble ordonné
image de (EI’“i) par ia bijection x + (x,i) de Ei sur
Eix{I}, pour tout i e J , En particuller sl (5,=) est
totalement ordonné, (Ei,ui) i'est ausst; dans ce cas, {(J,=)
est totalement ordonné, car la surjection
(x,1) = | de S sur J

détintt une applicatlion ordonnda de (5,«)  vers (J,=),
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2° Supposons (J,=) et (Ei,«l} totalement ordonnés,
soflt z = ((x,1},{y,J}) e Sx5, Sl
I = J, alors x =y ou y e« x. Il s'ensult

i #J,one 1« ou
J“‘i;. 5i
z EIILUEt. Donc (S,=) est totalement ordonné,

pefinition, Ltensemble ordonné (S,=) de la proposition 4
est appelé somme (J =}-gndonnde de (El’ni)IeJ {resp. somme
ordonnée de ((E u ), (E wl)) st J = {0,1} et O = 1),
(E,=) est isomor-
((E',=), (E",«)), oi E!
section de (E,=) et E" = ENE', '

phe & la somme ordonnée de est une

7. Candinaux, Ensembles ordonnis discrets.

Dans beaucoup de questions, on peut remptacer un
ensemble E par un ensemble équipotent, |l est donc naturel
de chercher & associer "canoniguement"” 3 E "un ensemble E
(son “cardinal™) de sorfe que E=F ss! E et F sont
équipofenfs. Pour cela, deux ldées se présentent: [
{® Assocler & E un ensemble "canonique™ équipotent r
{c'est ¢e que nous ferons plus loin), ‘
2- Assocler 3 E sa clasde cardinale, l.e, la collec-
+ion C des ensembles équipotents & E. Mals nous allons \
volr que C n'est pas un ensemble (sauf si E = @, auquel
cas C = |}, Clest pourquol nous Introduirons des sous-col- l

jections de C, les U=cardinaux, qui sont des ensembles.

PROPOSITION 1, Soit E un ensemble non vide. 18 n'exis- [
te pas d'ensemble ayant pour Elments tous Les ensembles '
gquipotents & E,
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Preuve. Supposons que ta collectlon C ayant pour ob-
Jets les ensembles &quipotents & E solt un ensemble, Solt
x un Slément de E, S -
pas & E, Itensembie
E<y) = {y} U(EN{x})

est équipotent & E, donc appartlent 3 C. Ainsi Il existe
une partie CV

y est un ensemble n'appartenant

de C formée des ensembles E(y), ob

y ¢ E . Pour tout &lément Y de C', 1i existe un et un
seut y ¢ £ tel que Y = E{y)} posons alors Fy = {yh

Comme C' est un ensemble, il existe un ensemble E' ré-
union de la famille {FY)Y ¢t - Geclt est Impossible d'as

prés le corol laire 3 de la propos|tion 2-3, car les &léments
de E!

stensuit que C n'est pas un ensemble.

sont tous les ensemb | es ntappartenant pas & E, Il

Supposons QOnné.un ensemble U, L'ensemble des coupies
(E',E) £ UxU tels que E et E' sont
équipotents

est le graphe d'une relation d'équlivaience

o
U sur U, L'en

semble des couples
(E',E) e Ui tels qus E'

de pulssance inférieure & E
est le graphe d'une relation de préordre pU sur Y, La re-
lation d'équlvalence associde 3 p

~

ldentique 3

est uh ensemble

{proposition 1-2) ast

ry » car elle est déflnle par:

E' ~ E ssi E est de pulssance Inférieure 3 E£' et
E'! de puissance Inférieure & E,

‘c'est-3-dire, d'aprés te théordme de Bernstein, par:

EY ~ E sst  E' est équlpotent & £ ,

Tout ensemhble équlpntont & un ensemble fini étant #ini, des
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ensembes équivalents modulo r

y sont tous les deux finls

ou bien tous les deux infinis,

Solt oy la relation d'ordre sur {! ensemble quotient
U/r, associée 3 bﬁ (proposltion 1-2}: son graphe est for=

mé des couples (Y,X)} d'éiéments de U/rU vériflant la
condition sulvante:
It existe E e X et E' ¢ Y tels que E'
- puissance Inférieure & E.

sclit de

{resp. Tout représentant de Y est de puissance
Inférieure & tout représentant de X,).

Définition, Une classe d'équivalence modulo r, est appelée
un U-cardinal (resp. U-cardinal fini, sl elie admet pour
représentant un ensemble finl)., S1 F est un ensemble, on
dit que F admet un U-cardinal si F est équipotent 3 un
étément E de U; dans ce cas la classe E mod r, est ap-

pelée U-~candinal de F,

Convention, Le U-cardinal de F est noté E si aucune con-
fuslon n'est possible, L'ensemble U/rU des U=cardinaux

est désigné par C Iensemble ordonné (C ,p,) par

U’ _
(Cuai)v le sous-ensemble ordonné de (Cuai) formé des U-
cardinaux finis par (Nuni)° Si X et Y sont deux U-car-

dinaux, la formule X <Y . signifie X <Y et X £V,

Toute pérTIe d'un ensemble finl étant finle, 1'ensem-

ble N, des U=~cardinaux finis est une section de (Cuti)°

U

Déginition. On dit que |'ensemble U virdifie La condition

(w) 51 & et sl, pour tout ensemble fini

appartlent o U
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Ecl et xtE, Il existe un &ldment de U
Eu{x}. Si

équipctent a
U vérifie la condition (=)}, un U~cardirai fini

~est aussl appelé un U-entlern et (Njo<) est dit endemble

ondonne des U-entiens.

Exemple, Un ensembie est infini ssli i'ensemble de ses par-
ties finles vérifie la condition (=), Nous verrons plus
loln que cette condition est aussi vérifiée lorsque” U est
un univers,

PROPOSITION 2, Sodt U un ensemble véniflant La condi-
tion {=}). Tout ensemble fini admet un U-cardinal (qui est
un U-entien), ‘

Preuve. Soit F un ensemble, L'ensembie M des par=
ties finies de F équipotentes & un &lément de U est
une partie finiment saturée de P(F}, car, d'aprés la con-
ditlon (=), @ appartient &8 M et
Etuix} e ™ si E' eM et xceF,
Donc M 'a pour élément toute partie finte de F, en parti~
Fest fini.

culter F lul-méme si

COROLLAIRE 1, SL U est un ensemble vénifiant La condi-
tlon (=) ef 84 U' est un ensemble contenant U , alors y!
vinifdie La condition (=),

En effet, st E!

U', 11 est équipotent & un &élément de U d'aprés la pro=

est un ensemble fini appartenant &

position, donc E'u{x} est éguipotent & un &lément de le

partie U de U',

CORQLLATRE 2. S4 U et U' sont deux ensombles virnifi-
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ant La condition (=), Les ensembles ondonnds (N,<) et
(Njy,<)  sont L{somonphes.

Preuve, D'apras la proposition 2, tout représentant
dtun U-cardinal finl X (resp. d'un Ul-cardinal finf X')
admet un U'=cardinal f{X) (resp. uh U-cardinal g(X")),
Comme X et fF(X) {resp. g(Xf) et X') sont fes Intersec-
tlons de U et U' avec le mdme (UL U')-cardinal fini,
Itappiication f3
X+ (X} de N, dans N,
est une bijection admettant pour inverse |'appiicatlon g:
X' » g{X') de N,y sur &U'
Evidemment f définit un isomorphisme de (Nuhf) sur
(N

U"-E)'
pefinition. Un ensemble ordonné (T,=) est dit discret
s'i] vérifie les conditions: ‘
{® Toute partie non vide de T a un premier &1ément;
50 Tout &lément de T ‘autre que le premier &lément

a un prédécesssur,

Exemple. 51 F est un ensemble flink, 1l exIste un ensembleg
ordonné dlscret (F,«). En effet, 1'ensemble M des par-
ties A de F telles qu'il exlste un ensemble ordonné d¢is~
cret (A,=) est finiment saturé dans P(F), 1'ensemble obte-
hu par adjonction de x comme premier &lément & (A,=), s!

% ¢ F\A, étant discret. Donc F ¢ M.

PROPOSITION 3, Soit {T,=) un ensemble ordonn€ discret,
12 eat totalement ondonn? et {L admet un premien eL¥mend u;
touwt EfSment de T autre que fe dennden 8€fment (8'4f oxis-
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te) admet un suivant; toute parntie majonte non vide a un
dennden 8Lément; toute section propre est La section asso-
eide a un tlément de T,

Preuve., u est te premier &lément de la partle T, Si
x et y sont deux &léments de T, la paire {x,y} a un
premier éiément, de sorte que i'on a

X =y ou y ® X.

Ainsi (T,«) est totaiement ordonné. S1 x ne majore pas
I'ensemble des majorants stricts de x n'est pas vide, ef
son premier &lément est le suivant s{x) de x dans (7,
Soit § une section propre de (T,«), L'ensemble T\S
nfétant pas vide, 11 a un premier élément y., 3i y = u,
alors S =@ = u. SI y £ u, le prédécesseur z de vy
est le dernier &lément de S et, d'aprés la proposition
2-5, S est la section +y associée & vy, Si de plus §
est la section engendrée par une partie A majbrée non vi-

de de T, 1'&lément 2z est aussl le dernier élément de A,

_ CORCLIAIRE 1. Soit (T,=) un ensemble ordonné. 1& est
diseret s84 toute pantie majonde non vide de T a un premie
et un demnien tlément. En particufler tout sous-ensemble
ondonnd d'un ensemble ondonné discret est discref.

COROLLATIRE 2. Sodent (T,=) un ensemble ordonné discre
et (L,=) £'ensemble ondonnd de sé4 sections propres. L'ap
plication p: ‘ .

x+x - de T dans L
définit un Lsomonphisme de (T,«) sur (L,<=].

Preuve. p est une surjection d'apras la proposition

Lorsque p(x) = ply) , on trouve x =y , car X est le
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premlier &lément de T . Alnsi p est une bl jection, Com-
me x =y équivaut a “x < +y » ceci prouve que p définit

un iscmorphisme.

Définition. On appelle ensemble de Pdano un couple (T,s)
d'un ensemble T et d'ume Injection s de ! aans [
vérifiant les conditions sulvantes:
1° TAs(T) a un seul &iément; notons~le u,
2° S1 ¥V est une parfle de T telle que weV et
s{V) <V, alors V=T,

ST (T,s) est un ensemble de Péano, T est &quipotent
a sa partle propre s(T), de sorte que T est infini (co-
roifalire, preoposition 7-3),

EXEMPLE. Soit f wune bljJectlon d'un ensemble E sur
une partie propre E' de E et soit u & ENE' , L'Inter-
section Tu (ou plus simplement T) de ('ensemble L des
parties B de E +telles que

. uEeB et #(B)c B
appartient & 'L et f admet pour restriction a (T,T)
une InJeé}ion S .0na TystT) = {u} , car u # x et
x € T\s{T)} entratneralt T\{x} e L , Le couple (T,s)
est un ensemble de Péano. Remarquons que la partie X' de
E construlte dans [a partie | de la preuve du théoréme de

Bernstein est la réunton de 1a famille {Tu)ueE\E' .

Déginition, On appella Lsomontaisme entre ensembles de Pla-
ne un triplet ((T7,s"),§,(T,s)) , oo (T,s} et (T',s")

sont des ensembles de Pdanc et f wune bljectlon do 1

- 79 -

sur T' tells que s'of = fes ; s'i| existe un tel isomor-
phisme, on dit que (T,s) et (T',s') sont {somorphes.

Si. (T,s) est un ensemble de Péano et sl f est une
bliJection de T sur un ensemhle TY, le CdUple (Tt,s") ,
) ol st = foSpf-i, est un ensemble de Péanc, appelé Amage de
{T,s] par T ; dans ce cas f définlt un Isomorphisme de
(T,s) sur (T',s") et lTona TNs'™(T") = {f(w)}.

PROPOSITION 4. Soit (T,=) un ensemble ondonnd discret.
T est fini 884 (T,=) a un dernien tlément. Si T est infind,
{T,s) st un ensemble de PZano, en notant s L'application
de T dans T qui assoeie & x son suivant dans (T,s),

Preuve. 1° Supposons que (T,=) alt un dernier &lé-
ment d . Considérons i'ensemble A des x e T tels que
la section “x assoclée 5 x soit finle. Comme A est
majJoré par d, Il admet un dernier &lément x, d'aprés la
proposittion 3, Si x #d , x admet un sulvant s(x) qul
ntappartient pas & A, Ceci est impossible, car, x éTan%

finle, la section "s(x) = ‘xu{x}) est finfe. Donc x = d.

* 2° Supposons que (T,=) n'ait pas de dernier élément,
et soit u son bremier élément. Tout élément x de T a
un sulvant {proposition 3), noté s(x); comme x ast le
seul prédécasseur de s{x), {'application s est une injec:
Tion et Tis(T) = {u}, Solt V wune partie de T telle que
ue V et s{Vic VvV, SiV #T, I'ensemble non vide T\V a

un premier élément z # u ; le prédécesseur x de z ap-
partenant 38 V, le sulvant 2z de x appartient & s(VicV

ce qul est [mpossible, Alnsi ¥ = T, et (T,s) est un en-
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semble de Péano, A fortiori, T est infinli.

COROLLAIRE 1, Sodt {T,=) un ensemble ondonné discret;
une partie A de T est finie 484 A est majonse dans (T,=).

En effet, comme le sous-ensemble ordonndé (A,«) est

discret, A est fini sst (A,=) a un dernier &lément.

COROLLAIRE 2. Soit (T,«) un ensemble ondomnt discret;
toule section propre est finle. Si F est un ensemble fini
de puissance sirictement infériewre a T, &L est équipotent
a une section propre de (T,«), '

Preuve. Une section propre &tant la sectlon assoclée
& un x, elle est majorée par x, donc flnie (corollaire 1),
Solt M. !'ensemble des parfies de F équlpotentes & une
sectlon propra. Cna ¢ ¢ M ; si A e M est équipotent 3
“x et sl ye F\A, alors A' = Au{y)} est &qulpotent 2
la sectlon “x = +XIJ{x}, qul est propre, F et a fortiori

Al  é&tant de puissance strictement Inférieure &3 T. Alnsi

M est une partie finiment saturée de P(F), d'oll F g M,

Définition, Avec les notations de la proposition 4, on ap=-
petie (T,s) L'ensemble de Péano adsocdié a (T,=), '

PROPOSITION 5. Sodt U un ensemble tel que P(E) < U &4
E e U es8t gini (nesp, ensemble vinifiant La condition (=}),

ALons {Nuli) est un ensemble ondonné disernet, dont une sec-

tion propre S est fa section associde au U-cardinal de S
{resp. de S; AL n'a pas de deandien &lément ef £'ensemble

de Planc assocdd esl (NU,sU), ol s assocdle au U-candinal

de £ Le U-candinal de fa somme de [E,1); enfdin U esd {infind).
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Preuve, Soient X et Y ' des U-cardinaux finis, E et
F des représentants de X et Y. D'aprés la proposition

8-3, 1'un des ensembles £ ou F est équipotent & une par

tle de Itautre, t.e, on a X 2Y poubien Y < X, Donc (NU,

est un ensemble totalement ordonné; 11l admet pour premier &
ment le U-cardinal | de @,

2° Solent X un U-cardinal fini, E un représentant d
X+ Supposons qu'il existe un élément de U de pulssance st
Tement supérleure 3 E; (resp. X. D'aprés la conditlon (w))
Il existe une Injection f de £ dans un E' € U el que
E'Wf(E) = {x}; solt Y le U-cardinal de E', Alors Y est
fe U-cardlnal de tout ensembie'obfenu en ajoutant un &l&~
ment & E , par exemple de |'ensemble somme de (E,1) .
Comme E' est fini, il n'est pas &quipotent 3 sa partie
propre f{€) {(corollatre de la propesition 7-3), de sorte
que X <Y . Soit Z un majorant strict de X dans
(Nuzi) » €7 soit g une Injection de E dans un repré-
sentant F de Z ; It exlste au moins un y e FiglE) ,
sans quoi g serait une bljection, et |'on aurait X = Z.
L'apptication

X+ oy, z' + glz) si f(z) = z' ¢ f(E),

de E' dans F est une Injection; par su!?é Y < Z, Cecl]
prouve que Y est le suivant de X dans (NUhE}; nous le
noterons SU(X). En particulier, X ne peut pas &tre
le dernler &lément de (Nuhi}! puisque Y majore stricte-

ment X,

3% Solent A une partle de NU et B ['ensemble de
ses minorants strlcts. SI | appartient a3 A, clest le
premier &iément de A, Supposons | ¢ A et soit E un re-
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présentant d'un &lément X de A, Considérons Itensemble
M des parties de E dont le U-cardinal appartlent & B.
Par hypothése, @ appartient &8 M , Si, pour tout F ¢ M,
on avait

Ful{xle M
M seralt une partie finiment saturée de P(E)
tini, E

le Uwcardinal

lorsque x ¢ E\F ,

et, £ é&tant
appartiendrait & M, ce qul est imposslble, car
X de &

sulte 1] existe un élément F de

appartient 3 A, non &8 B, Par
M tel que le sulvant
Y de son U=cardinal appartienns 3 A.. On voit que Y
est le premier &lément de A, et le U-cardinal F le der-

nier &lément de B , Appiliqué en prenant pour A |'ensem-

ble des majorants de Y, ceci prouve que, si Y # | , alors

Y admet F pour prédécesseur dans (N » <)

U
4° Ce qui précdde montre que (Nuhf) est un ensemble

ordonné discret, SI U vérifie la condition (=), N, n'a
pas de dernler &lément et I'ensemble de Péanc associé est
(NU,SU}, ol

est Infini et, N

sU(X) esT le sulvant de X, Dans ce cas, NU
étant le quotient de la partle U' de

U
U formée des ensembles finis appartenant & U, il résulte
de la proposition 4~3 que U' est iInfinl (sinon N, se-
ralt fini); 8 fortior! U est Infint,

5% Comme (N ,<) est discret, toute sectlon propre

u’—
est la section assocliée & un U-cardinal flni X (proposition
3). Solt V 1i'ensemble des X ¢ N, tels que la section X

X pour U=~cardinal, On a | g ¥; car
la section associée &3 | est vide, S1 V # NU’ soit Y le
premier élément de NU\V. Pulsque le prédécesseur X de Y

V et que la section Yy =YX U{X} a un &lément

soit finle et admette

appartient 2

de plus que +X, cette soction est finlo ot admet Y = ﬂ“(X)

Loy .
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pour U-cardinal; d'ol Y e V , ce qul est Impossible. Par

“conséquent V = NU .

COROLIAIRE 1, Sont équivalentes Les conditions:

1* D vinddde L'aviome de £'infini.

2° 1L existe un ensemble U vinifiant La condition (=},

3° 1L existe un ensemble ordonnd discret sans dernien
&lement (T,=) [(resp. un ensemble de Péano (T,s)}.

Preuve. Si A est un ensemble Infini, P(A) vérifle |
condition {=), Si la condition 2 est remplie, (NU':) est

discret, sans derniter &éiément, (NU,sU} est un ensamble de
Péano (proposition 5), S1 la condition 3 est satisfaite, T

est infinlt (proposition 4), Ceci prouve le corollaire.

COROLLAIRE 2. Soient E un ensemble find et U = P(E);

Ny et fdni; AL oxiste un ensemble ordonnd discret {E,=)

Lsomonphe & La section orndonnée de {Nutﬁl adsocile au U-
candinal X de £, qui est Le dernier &lément de (N, <}.

Preuve, Le quotient N, de U fini est fini; ainsi

U
{tensembie ordonné discret {Nuhf) a un dernier &lément;

celui-ci est forcément X (preuve, proposition 5), La sec-

tlon associée & X ayant X pour U-cardinal, olle est équ

potente 3 -E. Donc N

U est équipotent & la somme de (E,127,

8. Tsomonphismes entre endembles de_Péano.

PROPOSITION 1, Sodent (T,=x} et [T',«'} des ensembles
ondonnits discnets, 12 existe au plus un Lsomoaphisme de
(T',«'} sur une section ordonnde de {T,=}, S'LL n'en exisd
pas, L existe un et un seul Lsomorphdisme de (T,«} sur une

section ondonnde de {T',«'),
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Preuve. Si au plus un des ensembles T et T' est
Infini, I'un est de puissance Inférieure 3 Itautre (propo-
sition 8-37, On peut donc supposer T de pulssance infé-
rlfeure & T', ou. T et T' Infinis, Deux sections équipo=
tentes d'un ensembie ordonné discret sont Identiques, 1'une

étant une partie de !'autre et seule fa section impropre

pouvant &tre Infinie (corollaire 2, proposition 4~7),

I° Solent g et -g' des Isomorphlsmes de (T,«) sur
des sections ordonnées de (T',='} , SI x e T, les sec-
tions *g(xJ et +g'(x) de (T',«'), équipotentes & ~x ,

sont identlques, On en dédult gix} = g'(x), et g = g' .

2° Solt x un &lément de T, La section “x est fi-
nle, de puissance strictement inférleure 3 T, et a fortio~
ri @ T'; d'aprds le corollaire 2 de la proposition 4-7,
I't exlste une et une seule sectlion propre X' de (T',«")
équipotente 3 “x. En assoclant x' & x, on définit wie
appilcation. f de T dans T', C'est une injection, car
f(x) = #{y) entratne que les sectlons “x et +y sont
équipotentes, i,e, iden?iques; d'oli x =y, Si y' ¢ f(T)
ot z' «' y' {1 existe une section *z de (T,=} équi~
potente 3 la partie “2' de *y! » de sorte que

z' = f{z) ¢ f(T),

Il s*ensult .que f(T) est une sectlon de (T',=') et que
la bijection de T sur #(T) restriction de f définit
un fsomorphisme de (T,=) sur la section ordonnée (£(T),="),

COROLLAIRE 1, Scient (T,=} et [T, =%} deux ensembles
ordonnis discrets sans derniens 8Liments. 12 existe un et
un seul Lsomorphisme de [T,=) sun (T' '),

s B o

Preuve, D'aprds ta proposition 1, Il existe un et un
seul Isomorphlisme de |'un, disons (T,=) sur una section
ordonnée (S',«') de |'autre, S1 S £ 7', alors S' est
propre, don¢ finle (proposition 4~7)}; a fortlori T est
fini. Cecl est Impossible, car T est Infinl en veritu de

la proposifloh 4-7,

COROLLAIRE 2, Soit {T,=} un ensemble ordonné discref.
Si F est un ensemble de puissance strictement infénieune

& T, alons F esdt fAnd.

Preuve, 1 existe une injection  de F sur une
partie T' de T, Le sous-ensemble ordonné .(T',c) est
discret, SI (T',«) a un dernler &iément, T' est fini,
de sorte que F est finl, Dans le cas contralre, T' et
aussi T .sonT infinls (proposition 4~7), de sorte qde
{T,=) et (T',«) sont lsomorphes en vertu du corollalre !.
Il en résulte que T et T' sont équipotents.

~ PROPOSITION 2. Sodent (T,=) un ensemble ondonnd disw:
et ek (F,<) un ensemble totalement ondonns, Si F est
de puissance inférieure & T et fini, (F <} est isomorphe
& une section ondonnie de {T,«).

Preuve, Solt M |'ensemble des partles A de F
teiles qu'lt existe un lsomorphlsme'du sous-ensemble ordon-:
né (A,<) de (F,«) sur une sectlon ordonnde da (T,=),
Una @ e™, Supposons A e M, ae F\A gF A' = Au{al}.
A étant de pulssance strictement Inférleure a F, donc &
T, il extste un isomorphisme ¢ de (A,<) sur une sect-

tion ordonnée propre (+x,«) de (T,«), Solt B I'ensem~
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- ble des minorants stricts de a dans '{A'h:} ; comme B montrer que r = r', 11 nous suffit de volr que |'ensembie

est une section de ' (A, <), ITensemble f(B) esf une section A des xeT tels que v et r' Induisent la méme rela-
de. (+x,a} et, par sulte, une section propre y de (T,=), tion sur la section % = *x U{x} est ldenffque d T.O0r
Ltapplication de A' sur la section “ telle que supposons A # T, A &tant une section non vide de (T,=),
b+ f(b) st beB, a-y, alt »+ s(f(a")) sl a' ¢ A\B

~définit un Isomorphisme de (A',<} sur (*&,«J. Donc A' ¢ M

elie admet un dernler &lément y ; si. y é&talt le dernler
élément de (T,=), on aurait A = T, ce qul est contraire

et M est upe partle finiment.saturée de P(F); d'ott F ¢ M. 3 |'hypothése. Auss] y a-t=il un sulvant y', qul est

le premier élément de T\A., Solent z et z' deux é|ément
COROLLAIRE, Un ensemble totalement ordonn [F,= l, ol F ' '

ﬂ
de y! tels que
eAt find, esit discnet,

z 2! et 2z « zt,
En effet, si U = P(F), alors (NU,<) ast discret (propo- a) S1 z et z' appartlennent a *y, on a

siTIon 5= ?) et F est equlpofenf & |'une de ses sections zr' 2", car y appartlent 3 A. _

| étant donné que r' est transitive ot que y r! y' , 11

Hypoth2se, Dans la fin de ce §, nous supposons que (T,«) est stensult z rt 2* ,
c) |t en résuite que y! appartient a3 A, ce

qul est absurde, Ainsi A = T,

un ensembie ordonné discret, u son premler élément, d son
dernier élément (s5'i) en existe uni), r i'ordre sur T de

symbole «. Solt s |I'application de T dans T qui as50~
14 ppitca g 2° Supposons qu'il existe un &lément y de |a partie

S ayant un minorant n'appartenant pas 3 §, L'ensemble B
des minorants stricts z «de y tels que 2z S a un der-
nler élément x ; le sulvant de 'x abpar?enanT & S, on a

cie a x son suivant s(x) s'i{ exlste, x lui-méme si x =
d. Si (T,e) n'a pas de dernier €lément, (T,s) est |'ensem-
; ble de Péano associé a (T,«),

X & 3 par hypothése, ce qul est Impossibie. Donc § est

. . - '
PROPOSITION 3, r est fa nelation de miohdre r' engendrbe une sectlon de (T,e).

par La relation p = (T,6,T), oll G = {(x,s(x)) | x e T}, S&
5 est une partdie de T tekle que six) e S entraine x e S, a-
Lors s est une section de {T,=), S{ C est une partie non vi-
de de T et 84 s{Cl= C , c'est Le complimentaire dans T de
La seciion associle au premien ELiment de C.

3 SI s(CYcC 4@ ef sl sly) appartient 3 T\C,
y ne peut pas &tre &!ément de C. Par conséquent la partie
2 s'applique 3 5 =« T\C » €T elle prouve que S eost la
section de (T,=) assoclée au premlier &iément de C , e+
C est le complémentalre de S.

Preuve, 1° Comme |'ordre r contient p, 11 contient

aussi la relatlon de proordra r! nngondrdta par  p. [our l- COROLLAIRE, Soient (1t,a?) un endembte ordonnt discret

e
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sans dernion tiément, (T',s'} L'ensemble de Panc associd,
f une blfection ue 1 oun T', Alons t adfinit un Lsomonphis-
me de (T,«) sisn (T7,«') 844 f dEginit un isomorphisme de
L'ensemble de Peano (T,s) sur (T7,s'},

Preuve, Comme T' est infinl (proposition 4-7), ['en-
semb?éméqulpo?enf T est aussi lhfin], de sorte que (T,=)
est un ensemble ordonné discret sans dernler &élément. Si

((TV, =), ¢, (T, )
est un Isomorphisme, le sulvant s(x) do x est appliqué
par t sur le sulvant s'(f({x)) de f(x) dans (T, w?},
‘clest-a-dire f définit un [somorphisme de (T,s) sur
(T1,s'). Inversement, supposons que.
T, s, f,(T,8))
solt un' Isomorphisme entre ensembles de Péano, D'aprds la

proposition 3, r est la relation de préordre sur T engen-

drée par le relation

p = (T,6,T), o G ={lx,5(x)) ]| xeT}
Si r est une refation {resp, rela+Ion'do préordre) sur
Ty te +flplaf (T'.(fxf)ggll,Tf)) est une relation (resp,
relatlon de préordre) fr, sur T', En agsocian? fr, &
la relation de préordre ry sur T, on déflInit une bijec-
tion de |'ensemble des relations de préordre sur T sur
{*ensemble des relations de préordre sur T', || s'ensult
que fr est ta relation de préordre sur T' engendrée par
ta relation fp, laquelie est Idenflque,.d’aprés la propo-
sition 3, & Itordre rt de symbole «', car le graphe de
tp  est
' (Fx£)(G) = {{x',s"(x")) | x' ¢ T},
Donc  ({T',«'),f,{T,=)) est un Isomorphisma,

e
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PROPOSITION 4, (Construction par nécunrence). Soient

B un ensemble,C une partie du produit 8xT et g une applica-
tlon de C dans C telle que

glb,x) = {b',s{x)) pour fout (b,x) ¢ C,
et gib,d) = {b,d} Lonsque Le dernien éldment d existe.
Soit {bo,u) e C; 4L existe une et une seule application
f de T dans B dont £e graphe est contenu dans C et qui vé-
nigies  flu} = b et

(f{s(x}),s(x)) = g(f{x},x) pour Louf x ¢ T.

Preuve. Solt M |'ensemble des parties C' de C

telles que
(b_,u) € C' et glChe C;

solt L t'intersection de M. Evidemment L appartient
5 M. Pour tout x e T, notons A | Tensemble (Bx{x})NL,
A, @ pour seul é&lément (bo,u), car &b,u) ¢ L\{(bo,u)}
entratneralt Li{<(b,u)} € M, ce qui est contraire & la dé-
finition de L. Ainsl u appartient & I'ensemble V des

x e T tels que Ax alt un seul élément, Solent

_ . X eV et Ax = {c}.
Alors glc) appartient 2 As(x) ; s'il existe-
t .
| ct e As(x)\{g(c)} ,
Lv{c'} &€ M, ce qui est Impossible, |l en résulte
As(x) = {g{c)} et s(x) eV,

Les relatlons u e V ef s(V)= V ont pour conséquence
(proposition 3) V = T, Ceci prouve que L est le graphe
d'une application f de T dans B vérifiant les condi-
tlons requises., SI ' @st une application de T dans B
possédant ces mémes proprlétés, son graphe appartlent a M,

et par sulte contlent L, clest-3-dire f!' = f,
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COROLLAIRE, Sodient € un ensemble, B un ensemble d'ap-
plications tel que, 84 b € B, alors b = (E,b,a(b)) , ol
a{b} est une section finie de (T,=}. Soit p une applica-
tion de B dans B telle que

alpb)) = % et b= p)/x 8L alb) = x .
SL b, eB et alb ) = {u}, <L exisfe une et une seule ap-
plication h de T dans § vérnifiant n{u) = b ul et

h % = pth/“x)  poun tout x e T.

Preuve, Pour tout élément b de B, posons
p'(b} = p(b) st wow(b) # T, p'b) =Db sialb) =T,
Soit € I'ensembie des couples (b,x) e BxT tels que
|tappllication
(b,x) » (p'(b),s(x)) de C dans C,
D'aprés la propositlon 4, 1| existe une et une seule appll~
cation f de T dans B telle que:
flu) = bb ’ (fix},x) ¢ C,
f{s(x))} = p'{(fix}) pour tout x ¢ T.
Itapplication f{x) de “x dans T »

d'app!icatlons est

Désignons par bx
et montrons que la famllle (bx)xeT .
compatible, En effet, solt x e T, et solt S .'ensemble
des z =« x tels que bz soft une restriction de bx . S1i
f(s{y)) = p(fly}), de sorte

et, a fortior], de

sly) appartient 3 5, on a

que by est une restriction de .bs(y)

by atns] y appartient & S, On en déduit, d'aprés la

proposition 3, que S est une section de (T,=), Pulsque
xeS, onobtient $ = "%, ] stensutt gue la famille

(b ) .7 st compatible, car, de deux de ses termes, 1'un
est une application restriction de |'autre. L'appllcation
h réunion de cette famllie est |Tapplication cherchée

de T dans [,

P

* PROPOSITION 5, Supposons que {T,*) n'ait pas de der-

{ . nien &lément et s04t {T',s') un ensemble de Péano. 1L exis-

e une et une sewle bifection f défindssant un Lsomorphisme.
de (T,s) sun {T7,s'}, et {T',s']) est L'ensemble de Péanc
assocd a4 un ensemblfe ondonnd diseret sans dernien Elément,
a savoin £'ensemble ondonnd image de (T,=} par f.

| 122

Preuve. 1° Soit u' |'unique &lément de TMs'(T') .

Notons C gtug:

Itensembie T'xT et g ('application

(x',x) + (s'"(x'),s(x)) de C dans C .
La proposition 4 assure i|'exlistence d'une et d'une seule
application f de T dans T!

g(f(x),x}) = (fls{x)),s(x)) = (s'ef(x),s(x))

pour fout x & T, ce qul signifle s'of = fos ., Montrons

telie que f(u) = u' et

que f est une bijectlon.
a) L'ensemble ¥' = f(T)
Pour tout élément x!
x' = f(x) , de sorte que
| s'(x') = s'(f{x)) = f{s(x)) e V',
dtoll st (V') c V', On en dédult V¥' = T', Donc f est une

admet u' pour élément

de V', il existe un x e T tel que

surjection,
b) Pour tout x # u , on a
fix) = st(f(X)) e s (T"),
fix) & flu) = u',
n'appartient pas a |'ensembie S des
fix}e F{T\{x}),

oi % est |le prédécesseur de x j alnsi
et u
xeT tels que

Supposons qufli exlste un élément x de S; on a fix) =
f{y) , pour un cerfain y e T\{x} . Si X ef § sont les
prédécesseurs de X et de y , |'égalité
sT(f(%R)) = F(s(R)} = f(x) = fly) = s'(f(§))
| antratne  f(R)Y = f(y) , car s' est una injection; par

b
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sulte R e S . Mals alors {a proposition 3 assure que S
ast une sectlon de (T,=), ce qui est impossible, u n'ap-
partenant pas 8 S . Donc $§ est vide, et f est une in-
Jectlon, Au total

Crt,sh),f,(T,s)) = f

est un isomorphisme entre ensembles de Péano.

2° L'ensemble ordonnd (T',=') image de (T,=) par f
est discret,’ sans dernler &lément, Le sulvant de x' dans
(T',=') " est identlique & f(s(fﬂlfx'))}, ctest-a-dire 3
st(x!), Ceci prouve que " (T7,s') est I'ensemble de Péano
associé 3 (T!',«'), il en résulte, en vertu des coroltaires
de la proposition |, que f définit I'unigue !somorph!sme
de (T,=) sur (T',«'}, de sorte que t est Itunique iso-

morphisme de (T,s) sur (T',s'),

COROLLAIRE 1. Soit U un ensemble vénifiant La condition
(o}, S{ (T',s') est un ensemble de Péano, 4L existe un et
un seul isomonphisme de (T',s') sur £'ensemble de PEano
(N5 ass0cit (proposition 5-7) d £'ensemble ondonnd dis-
chet des U-entiens.

COROLLAIRE 2. Si (Tl,s) et {T,,s,) sont deux en-
sembles de Plano, 4l exisie un et un seul isomonphisme de
{T).s)) sun (Ty,s,).
En effet, li existe un ensemble U vérifiant la condi=
tlon (%), par exemple, I'ensemble des parties finles de T#'
st g définlt i'unique lsomorphlsme de'l(NU'SU) sur
(Ti‘si)’ pour 1 =1 et 2, alors 95°9, définit 1'uni-

que [somorphlsme de (Tl,s[) sur (TZ’SZ)’

_________ o _ B T
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Remarque. Soit (T',s') un ensemble de Péano, D'aprés la
broposl?lon 5, 11 est assoclé & un ensemble ordonné discret
sans dernler &tément. La proposition 3 caractérise cet an-
sembie ordonné 3 I'alde de s' seulement, En fait, en s'in
plrant de la prOposlflonIS, on peut démontrer dlrectement
Itexistence do cef ensembie ordonné discret (T',='}, sans
passer par |'intermédlaire de (T,=), Pour cela on procéde
comme sult: Pour tout x e TY, déslignons par % 1'inter~
section de toutes les parties B de T' +telles que
xe B et st(B)c B,

On montre que la refation r' sur T' dont le graphe est
formé des couples -

(%,y) € T'xT'  tels que | f+c: X
est un ordre sur T' et que (T',r') est un ensemble or-
donné discret sans dernler élémenf, dont (T7',s') est

['ensemble de Péano associé,

9. Entiens naturels,

Definition, Un ensemble E est dit Iﬁanéitiﬁ (resp. pure~
ment thansitif} sl tout élément de E est une partié (res
partls propre) de E,

Exemple. Un ensemble {2} 3 un seul &lément est transltif
ssi a =@ ou a= {a} ; dans ce dernier cas, on ('appelle
un {ndividu, En particulier, | = {3} est ITunique ensemble
3 un é&lément purement transitif, |

PROPOSITION 1, L'ensemble des parties d'un ensemble
transdtif et La ntunion d'une famille d'ensembles transitif
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dont transditifs. SL E est un ensemble purement transitif,
EU{E} esd purement trnansitif.

Preuve, 1° SI E est transitif, |'incluslon EcP(E)
ertratne
P(E)= P(P(E)) ,
de sorte que P(E) ast Transifi%. ST J est un ensambie
et st E, est un ensembie transitif pour tout 1 ¢ 4, Ia

i
réunion F = IgJEi est un ensemble transitit, car

F.e= I%JP(E[)(: P(iéUEi) =.P(F).

2° Supposons E purement transitif et solt E' i'en-
sembie EU{E}, Les &léments de E'  sont:
~ les éléments de E, qul sont des partles propres de
E, ot & fortior! de EC,
- l'ensemble E , qul est une partie propre de E! .
car E e ETE,

Donc E' est purement transitif.

HypothZse. Nous supposons dans la fin de ce chapitre que D
vérifie 1'axiome de I"Infini. || exliste done un ensemblie U

vériflant la conditlion («}; solent (Nuti) ITensemble or-

donné des U-entiers et (NU’SU) i'ensemble de Péano associé.

PROPOSITION 2, 1& existe un et un sewl endemble de Pi~
ano (N, s) viniflant La condition:
@eN ef s(n) =nu{n} pour tout n e M,
De plus, N est fornme d'ensembles purement transitifs f{inis
et L'unique Lsomonphisme de (N,s) sun (NU,sU) asdocie &
n € N sdon U-cardinal,

- 95..
Preuve, 1° Pour tout ensemble purement transitif fini
E, nofons 8(E) i'ensemble purement transit!f (propos!tic
1) EUILE}; comme E est finl, || admet un U-cardinal flr
X (proposition 2-7), et s,(X) est le U-cardinal de &(E)
d'aprés la proposition 5~7, #(E) ayant juste un &1ément
de plus que E, SI S est une section de {Nuti)r appelon
application S-admissible une bljection ¥ de S sur un
ensemble f(S) vériflant les conditions sulvantes;
a) les &léments de £(S) sont des ensembles pu-
rement transitifs finls;
b) £(X) admet X pour U~cardinal,pour tout &1&
ment X de §;
_ c) f(sU(X)} = 8(f(X)) si syX) e 5,
St f est S-admissible et st S!' est une section contenue
dans §, la restrictlon de f & (f(5'),S') est S'-admis-
sibte, Pour tout U-entier X, notons S, la sectlon % .

X

Considérons |'ensemble V des X e N, tels qu'il existe

une et une seule appllication Sx-admlsgible; cette applica-

tion sera notée hy et | ton posera hXtSX) = ny . Le U-en-

tier | (=-U-cardinal de @) appartlent 3 V, 1'application
1>@ de S = {1} sur n = {0} = |

étant la seule application Sl-admissible. St X eV et sl

XV - sU(X}, la bijection hyt Ny

Y » hX(Y} sl Y =z ) Xt - §(hX(X)} R

de SXl sur définie. par

est |'unlque application Sx,*admisslble, de sorte que X'
appartient @ V . |l en résulte sU(V)c: vV, dfoll VvV = NU.
Ainsi on obfient une famille d'applications (hX)XeN ;

elle est compatible, la restriction de h>< 3 (nY,SY),

ol Y < X , étant {'unique application SYnadmissible, f.c.
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étant hy, . Soit h i'applicetion réunion de la famille;
clest une apptication de N
de (nX)XeNU'
transitifs finis. SI h(Y) = h(Z), || existe une section

5

y sur i'ensemble N réunion

Evidemment N est formé d'ensembles purement

& laqueile appartiennent Y et Z et I'8gallté
hy (Y} = h{Y} = h{Z) = hy (23

ost une bijection, 11 s'en-

X

entralne Y = 2 , vu gue hy
sult que h -est une bljection de N, sur N, ot clest
une app!ication Ny-adrissible. Si ht est une aufre sppli~
cation NU—admiss!ble, sa restriction & (h'(Sx),le est

I'unique apptication Sx-admisslble hy » pour tout U-entier

X' d'o':] h = h'o

2° Soit (N,s) ('ensemble de Péano Image de (NU,SU)

par la bljection h, On a
@ = h{1) e Nis(N),

Pour tout ne N, on trouve

" s(n) = h(s,th7 1)) = 8th(h T (A))) = &n) = nudnl,
Alnsl. {N,s) vérifie la condition voulue, Comme
| ((N,$),h, (N, 5))
est un isomorphisme, la bljectlon h détinit ITunlique
[somorphisme de (N,s) sur (NU,SU) et, par constructlion,

h“{{n) est le U-cardinal de n (condiflon b cl-dessus),

3° Supposons que  {N',s') soit uh'aufre ensemble de
Péano vériflant {a condition de I'&noncé, |1 existe un unl-
que Isomorphisme ((N',s'),g,(N,s)), en vertu du corol laire
2 de la propositlon 5-8, Solt W |'ensemble des n ¢ N
tels que n = g(n), L'gallté @ = n'u{n'} é&tant Impossi-
ble, on trouve

@ ¢ N"Ws'(NT) d'ol @ = g(@) e W,

Y U
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Si n appartient & W, tes relations
s{n) = nU{n} = g(n) u{gln)} = s'(g(n)) = g(skn))
entratnent s(n) e W, Donc W = N et, a fortiori, N = N',

Alnsl la condition de |'énoncé caractérise (N,s},

Définition. Avec les notations de la proposition 2, on ap-
pelle (N,s) L'ensemble de Plano des entiers naturels, Un
élément de N est dit entier naturel (ou simplement entler
si aucune confusion n'est possiblie)., L'ensemble 6rdonné dis
cret sans dernier & 16ment auquet est associé (N,s) est
noté (N,< ) ot appelé ensemble oadonné des entiens (na-
turefs}, Un ensemble équipotent & I'entler n est.dit en-
semble & n ElZments, |

Dans |'ensemble ordonné des entlers, le premier &lémen
est @ =0, lo sulvant de 0 est I, le sulvant de | sast
2, ie sulvant de 2 est 3; ce sont les seuls antiers que
nous aylons expllcitement utllisés auparavant,

PROPOSITION 3. L'ensemble ordonng des entiens est fe
seul ensemble ondonng discret sans dernden ELement {N,<)
virnifiant La conditiont :

g e N et n='n pour Louft n ¢ N,

‘ P&euué. I® Seit V I'ensemble des entlers n tels
que n soit ldentlque 3 la section “n assoclée 3 n dans
(N,<), Comme O est le premiar élément da (N,<), on a
O=@ eV, Sl n appartient 3 V, les égalltés

“stn) = “nufn} = nyuin} = stn)

entratnent s(a) e V , d'od s{V) <V, |1 stensult V = N,




ast Indépondant do la totolitd,
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Ainsi ta condition de I'énoncé est vérifise.

2° Solt “(N',=} wup ensemble ordonnd discret sans’ der-
nler &iément vériflant la condl!tion de |'énoncé, et soit
(N',s') |'ensembie de Péano associé, Pour tout n' e N!,
on obtlent _ _ _
s'(n?) = Tstn') = Tt yintls n' uin'l,
de sorte que (N',s') est identique & {(N,s), d'apras la
proposition 2. A fortiori {(N',=) ~est idenflque a (Nhf)}

COROLLAIRE 1, Dans L'ensemble ondonnZ (N,<), on a
m<n 884 mcn, me<n 884 men,

COROLLATRE 2, Si A est un ensemble fini, il existe un

et un seul entier n Lel que A 304t un ensemble 2 n ELZments,

‘Convention, Une section de (N,<)} est dite secfion de N,
Si n est un entier, son sufvant dans  (N,<} (on'dira dans
N) est noté n+l , donc n+ { = nu{n} ; le prédécesseur
de . n dans (N,<) (on dira dans N) est désigné par n-t,

REMARQUES.,

1° Solt DY une autre totatité, Tout entier (constrult
3 partir de D) est aussl un objet de D', En effet, soit
V I'ensemble des entters n qui sont objets de D'; comme
OeV et nl =nuin}t eV si neV, on trouve V = N,
Supposons de plus que D' solt aussi un modéle de la Théorlie
deé ensembles; Il existe alors un D'~-onsemble des entiers
N', En considérant l'ensemble. W des n e N tels que n
appartienne aussi 3 N', on volt de mdme que Wom N ; 1)

stonsult N = N' | Autrement dit, ['ensomble des entiers

e
_ 2° Quand on utllise |'ensemble des entiers, on oublle
généralement sa construction pour ne retenir que ses propr
€tés, Ainsl ia piupart des textes mathématiques parlent de
"I'ensemble des entiers” sans rétérence a une définition
préclise, || sembie toutefols désirable de réfléchlr au
moins une fols sur fa signification précise du mot Mentier
La définition adoptée Ici est celle de von Neumann, D'autre
auteurs appelien? entier un cardinal fini; ta ditflculté
(propositlon |1~7) est de donner un sens & cet mot, si l'on
veut qu'un entier soit un ansembie. Des constructions ex~
pticites différentes ont &té ﬁroposées, telle celle do De-
dekind pour-qui I'ensemble de Péano (N',s') des entiers
est caractérisé par la propriété:

. O=ge N et s'(n') = {n'} si n' e Nt,

Soient m et m' deux entiers, m < m'; posons
m = {necN| m < n},
[m,m*] = {nenN| m<n<m},
ST A est une partie de N (resp, de |m,m'l) telle que
meA et queneA (resp.negeA, némn'
' entrafne n+l e A ,
alors A =m (resp, = |m,m?|) d'aprés ta proposition 4-8
(resp. 4-8 appliquée & I'ensemble ordonné (]m,m'|h:) ).
Ce résultat est souvent employé pour montrer qu'une proprl-
été P donnée est vraile pour tout entier n > m (resp. n
tel que m<n<m), le, pour montrer que I'ensembla Ap
des entiers vérifiant P est m (resp., est Im,m'|); pour
simpl1fier, on omet fréguemment dans la rédaction la consi-

dération explicite de |'ensemble A_. comme suit:

P

On o montre que oo o vhieifle 0



|
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2% On suppose qu'un entier n > m (resp. n tel que
m<n <m') vérifie P ; on en déduit que n+| vérifie P ;
3° On dit alors: Par récurrence P est vérifié pour

tout entier n > m (resp, n ¢ |m,mt|),

La proposition 4-8 (construction par récurrence) s'ap~

pligue & I'ensemble ordonné discret (N,<) En particulier

st g' est une application de B dans B et si bo e B,

~on appel le application diinie par ndeurnence en posant
$(0) = by »
'unique applicatlon f de N dans B vériflant ces con-

fin+l) = g"(f(n)) pour tout  n e N,

ditions, application dont la proposition 4=8 (ol {'on prend
C = BxN et g = g'xs) assure |'existence.

Definition. On appatie suite (resp. suite finie) une famii-
le Indexée par N (resp., par une sectlon propre de N),

Comme toute section propre de N est de la forme-+n,
ctest-a~dire est tdentique & ['entier n (proposition 3),
une sulte tinle 3 n éléments est une famille £ = (xf}ien
Indexée par n; on dit alors que £ est de Zongueur n , ou
que £ est un n-uplet, et on note aussi £ par

‘xi)l<n ou (*])[ﬁn-i .

Conventions, 1® S1 & est une suite finle (xi , on la

représentera souvent par le symbole (xo,...,xn

-
Ten
-!)’ étant

entendu que le terme écrit,d gauche est le O-léme, celul
3 drolte est le (n-1)-iéme, terme de la famitle, Ainsi une
sulte de longueur 2 est représentée (ou mdme remplacée)

par e couple correspondant, Les sultes de longueur 3

o T

"est la suite (z,) , ol
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sont {es friplets. Des varlantes uJe cette notation seront
utilisées; par exemple on comprendra que

('.Ynl"'DY‘lxml"‘!X}} '
1" 1<m+n

z ) < | < L E X < i < m*n,
P Yoo si O<1i=<n, zJ =] +n Si n < j <men

2° Le prodult de la sulte (E )i¢n Sera souvent noté

EgXseexE ., et {lon posera

[fl]l<n ) [‘(O'“'"fn-i:| et I8 = 0%+ » 9
sl f' est une application ¢'un ensemble F dans ET et
g; Uune appllcation de Ei dans FI pour fout I e n. On

fait des conventions analogues pour les prbdui?s d'ensembie

ordonnés,

3° Si (E,«) est un ensemble ordonné, une suite finle
(x;);,, d'éléments de E est dite eroissante (resp. stric
temend crodissante) dans (E,«) st X[,
(resp, majorant strict) de X, pour tout i+l eJ ; elle
est dlite déerolssante (resp. strnietement décroissante} dans

(E,=) s1 c'est une sulte crolssante (resp. strictement

est un majorant

crolssante) dans |'ensembie ordonné opposé.

ETanT'donné_que tout ensemble fini est Equipotent 3
une section propre “n de N, clest-a-dire & un entler n,
et que la somme et le produit d'une famille finie d'ansem-

blaes tinis sont finis, on peut poser la définltion:

Définition, S1 £ est une famille flnle d'entiers, on appel-
le entien somme (resp, entien produit) de £ I'entier équi=-
potent 3 I'ensembie somme (resp. & |'ensemble produit) de

|a famltle d'onsembiqs £

R
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Les entiers somme et produit dYune suite finle d'en~
tiers (n = seront notés respectivement

et

),
i7izm

Ng*esotn ye s {ou parfels fgs wee on ).

m

L'entler somme du couple {m,n) est men , son entler pro-
dult mn (ou m.n), Comm le suivant s{m}) de m dans N
est |'entier somme de (m,!), la notations s(m) =¢m+}
déja adoptée est bilen justifide,
 On appelle addition et multiplication suxr N les ap-
plications '
Ky (m,n} = men et xﬁ: (m,n} > mn

. de

st m, n

NXN dans N ., Des résultats du § 4, 1! résulte que,
et n'

sent des entiers, on a: ;
m+Q = m, ml = m,

m+n = n+m, mn = nm,
ms+(n+nt) = menent = (mend+n?, minn') = man' = (madnt,
aln+nt} = (mn)+(mn'),

mn =0 ssim=0oun=0, mn=1 sslm=1{=n,
Ainsi N* = (N,KNJ et N° = (N,K&) sont des monoTdes d¥u=-

nltés O et |, et N* est distributif sur N .

Definition, N* est appelé monolde additif des entiens, N°
monolde multiplicatif des entiecrs. |

PROPOSITION 4. L'application T
n+men de N dams m
définit L'unique isomonphisme de (N,<) sur son sous~ensem-.
' ble ondonng (m",<}, pour tout entier m,

Preuve, DY'aprés la proposition 1-8, 11 exliste un uni- '

‘que Isomorphisme f de |'ensembie ordonné discret (N,<) :
sur (d+zi)° Posons A = f(n), La sectlon § associde 3 '
A dans (ﬁ+,:) est dqulpotente 3 la saction “n o de N,

]
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ot “mNS = ¥, de sorte que MuS est équipotent & 1'en-
{m,nl), i.e. & m+n, Comme MmuS est fa

f=t,
m

semble somme de

sectlion de N associée 3 fi, 1i s'ensult # = men,

COROLLAIRE 1. Simet f sont des entiens tels que
m<h, {0 exidle un undque n e N vérifiant @& = men,

COROLLAIRE 2, Si m, n et n!

sont des entiens tels
gue m £ 0 ef mn = mn', alons '

h=n',

Preuve. Supposons n<n's il exlste un seu! n" ¢ N
Tel que n' = nsn"; ona ma" = 0, car
(mad+{on") = m{n+n") = mn' = mn; d'od n" = O,
Si me N, m'" ¢N ITuni~

et m<m', on note m'-m

que n Tel que m' = men; on appelle soustraction |'ap-
plication (m',m} + m'-m de {(m',m) ¢ NxN | m < m' }

‘dans N,

PROPOSITION 5. S{ N° est un magma distributif sur N*
ayant une unids e , on a N°® = N°,

Preuve, S1 n  est un entler, les égalités
len = (1+0)en = (lon)+(Oon) et (ne1)+(no0)
entraTnent Opn = 0 = noQ, Si nol = n{iel), d'aprés ta
distributivité de N°, on trouve
(n+1da) = (poide(tel) = nllol)+I{io}) = (n+1)(ie]),
Par récurrence, il s'ensult

nel =

nel = n{tel) pour tout n,
e =1 = lol, Si

Meh = mn

En particuiler 1| = esl = e(tel), d'ou

m € N, on obtient par récurrence pour tout n,

car mel = m=mi et, sI men = mn, alors
me(n+l) »mimen)+i{mol) = (mn)+{m|) = m{n+1},

Done  HN® o= t17,
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Soit E® = (E,k) un moncTde d'unité e, Pour tout
x ¢ E, on définit par récurrence une application f de N
f(0) = e ef f(n+t) = f(n)ux sl n e N,
« N

On appetle fin) £1.iténd .d'ondre n de x dans E°, noté x*",

dans E en posant

PROPOSITION 6. Sodlent E° un monoide, e son unifg, x ¢ E
et n et mdes entierns. On a x'I =x, e =e,

() x M e e ™ e MM e My g™ = (g7,
84 F* est un monolde et (F*',g,E') un homomorphisme, S4i x!
est un élément de £ tel que x.x' = x'.x , alors

() xT.x'" = x"Mxt et . = xt e,

Si x a un invense xhj Lritene (x7110" est 2 inverse de x*M.

(x*.x)""

Preuve. Comme x¥ = e , on voit gque

L0+ 1) 0
xfl = X {0 = x"7.X = g.X = X,
(n+1) .n’ .n - ' .n
e" = ' ,e = ¢ entratne, par récurrence, e" = e, On a
. (n+0) Wn .n ‘W W0
X ( = x'" = x" ,e=x",x"
nemt) .noo.mt
et, sl x = x"-,x"" , alors _
+m !+ . +m1 N 'mi N .(ml+|)
x.(n m I)= x (n ).x = x*".x x = x"Mx .

' Par récurrence, on en déduit la premiére formute (1). On ob-

tlont do méme la 3°™°, 11&gallté g(x"™ = g(x)*" donnant
' (m+1)

g(x'(m+l)) =\g(k’m.x) s g{x)'m.g(x) = gix)* .
2° 0n a x'{nl)= x*" = Ex'n)'l. Supposons que m' soit
- .(nm') LN, .m' . "
un entier tel que x™ = (x*) . En utilisant la partie

*

N , on trouve

N .(nmTen)
© X

I et la di?Tribufivifé ?e N* sur :
(x.-l‘l).(m +I)= (X.n).m .(Xon) = x.(l‘lm )

. - ame
d'oll par récurrence la 2 formute (1), car nm'+n = n{m'+}).

3¢ SUpposons x'.x = x.x', Soit m un entlier tel que

m .m
* at

.m .m m
(x'. )" = x'"" ,x X" ux! o= oxtx',

Il en rasulte
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Jimel) - m

L] . +
» .xfﬂx_ x(ml}

SGxT E T xTux o= xtuxt M x = X!,
et par suite ' B
LAmel) . - ;

) (x*.x) m.(x',x) = (x"m.x'm}.(x'.x) =

(med) L (m+1)
- .

(x'.x)

o .m

= x"" (xT.x"Lx) = %'

Par récurrence, on trouve les formulas (2),
_l_

4° St x est ['inverse de x dans E£°, les relati-
- o - =1 .
tions x ".x = e'= x.x = ont pour conséquence
“=l,.r _an -1 n n - -
(x )" = {x X)) =2e' =g (x.x'l}'n = x* M x ')'

n .
est 1'inverse de x''.

Done {x‘])'
EXEHPLES,
i® Sofent E°

I :
X d'ordre n

un monoTde commutatif et x £ E., L'iTéré
est alors noté nx. D'aprés la proposition,
t'application . (n,x} + nx de NxE dans E vérifie:

(n+m)x s(nx)+tmx)  of  (nmdx = n(mx),
n sont des entiers. Si
n{-x) = =(nx}. Si E*

t1f sur E', alors (E*,T*,E+), ol t _ly) = x.y (resp. =y.x)

st m et . ~% est un Tnverse de

X, Oh a aussi est un magma distribu-

eb: un homomorpnisma, de sorte que (nxJ.y = nix.y) = x,ny ,

2° Soient X'.un ensemhle et M(X} “'epnsemble des ap-
plications de X dans X. On obtient un monoTde M(X)° en
munissant M(X) ‘de la lol de composition: -
(f7,f) » flof de M{X)xM(X) dans M(X);
ftunité est itapplication identique 1y Ltapptlication f°n,

pour un f e M{(X), est appelée n-ime itérde de f. On a

f,,(n*m) « §00o 00 ot fo(nm} - (§°T)em .
si n et m sont des entiers, SI f admet un inverse f!
dans M(X)°, ctest-a-~dire si f est une bijection et sl f!
ast la bljectlon Inverse, ators {f_|)°n - (f°n)-|.
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10. Ensembles dEnombrables,

Nous subposons encore que U vérifie |'axiome de

["Infinl; solt (N,<) i'ensemble ordonné des entiers,
Définition., On appetle ensemble dénombrable un ensemble &=
quipotent & N, -

PROPOSITION 1. Soit T un ensemble dénombrable. Toute
partie A de T est finie ou dénombrable., S{ g est une sur-

. fection de T sun E , alons E est f4ni ou dénombrable,

Preuve, |1 existe une bijJection f de N sur T
Solt (T,=) I'ensembla ordonné discret image de (N,<)
par f. _

®* Le sous-ensemblie ordonnéd (A,=} de (7,=x) é&tant
discret, Il est isomorphe & une sectlon ordonnée de (7,«}
d'aprés la proposition i-8, donc A est fini ou dénombra-~

ble (ce torsque A n'a pas de dernier é&lément},

2° Pour tout x e E, t'ensembie 5'({x}} a un premler
élément %X dans (T7,=). L'application
x+8& de E dans T

“est une injection, 11 en résulte que E . est de pulssance

Inférleure & T, cl'est~a-dlre (partie 1) fini ou dénombrable.

PROPOSITION 2, Sodk & = ((T;,=;)), , une famille d'en~
sembles totalement ondonnds fels que T, s04L fink non vide
pour fout 1 ¢ J, et 404t S £a somme dg {Tl)feJ . Alons S
edt dénombrable s44 J est dénombrable. SL {J,=) est un en-
semble ondonnd diseret, La somme (J,«)-ondonnée (S,=) de &
(fin § 6) est discndte.
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Preuve. 1° Supposons que (J,=} soit un ensemble or-
donné discret., Comme Ti est fini, (fi,cl) est un ansem-
ble ordonné discret (corollalre, proposition 2-8), pour
tout 1 e J . Solt A une partle non vide de S , majorée
dans (S,«), La source de ['ensemble de couples A est ma-
Jorée dans (J,=), de sorte qu'elle a un premier &lément ]
et un dernier éiément ] . Soit A, |'ensemble des x ¢ T
tels que (x,i) ¢ A, Les ensembles A, et AJ étant non
vides, AJ a un premler élément (x.,}) dans (TJ,m ) et
AJ un dernier élément (x.,]) dans (TJ,« ). Evidemment
(xj,j} est le premier élément de A dans (5,=) et (xj,J)

son dernler e€lément. Ceci prouve que (5,«) est un ensem-

ble ordonné discret., || admet {xi,I) pour dernler é{ément
gsi | est le dernler élément de (J,=x) et X, le der-
nler éiément de (T;,uil. '

2° Supposons que J solf dénombrable. It exIsTe'une_

biJechon f de N sur J, et {'ensemble ordonné image
de (N,<) par f est discret sans dernier élément, D'a=
prés la partle |, Tl stensuit que (S,=)} est un ensemble
ordonné discret sans dernier &lément. Mais alors (§,«}

est isomorphe 3 (N,<) (corollaire |, proposition 1-8), et

par suite S est dénombrable,

3° Si S est dénombrable, J est fini ou dénombra-
bte en vertu de la propositlion |, ['application
{x,i1) 1 de S sur
6tant une surjection, Comme les T] sont finls et qu'tune
somme flinle d'ensembies finls est finle, J ro peut p .

&tre fini, Alnsi il est dénombrable,

|
N
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COROLLAIRE, NxN est dénombrable,

- Prneuve, Considérons I'addl*ion KN da NxN dans N.
Pour tout entier n, soilt T, = z ({n}); alors T est
fini, car 11 est contenu dans (n+l}x(n+l) On définif un
gnsemb!e totalement ordonné .(Tn’gn) en posant:

Amm') = (f,M") ssi m < @, |
D'aprds la proposition 2, la somme S de (Tn)n-N est dé-
nombrable, 1 s'ensult que NxN es?t dénombrable; {Tn}n N
étant une partition de NxN,

PROPOSITION 3. Soif g =((T,,« ), , une famitle d’'en-
sembles ondonnds discrets, S et E Les somme et ndunion de
(T"l ted? 84§ est find ou ddnombrable, S et E sont §indis
ou dénombrables,

Preuve, 11 existe une injection ¥ de J dans N
et, pour tout 1 e J, 1l existe une unique blJection f‘
définissant un lsomorphisme de (T['“I) sur une section
ordonnée de (N,<}, d'aprés la proposition [-8, L'app!ica-
tion (x,1) + (fl(x),f(!)l de S . dans NxN est une In-
Jjection, donc S est finl ou dénombrable, car NxN est
dénombrable dlaprds le corollaire de la proposltion 2, Com-
me E est |'image de S par ia surjection (x,1} + x,
E est fini ou dénombrable (proposition ). |

COROLLATRE 1, L'ensemble somme d'une famille finie ou
dénombrable (T}, < “de parnties de N est f4indi ou dinom-
brable,

En effet, cecl résulte de la proposition 3 appliquée

3 la famille ((Tl'i)}ch de sous—ansembles ordonnés de N,

- 109 -

COROLLAIRE 2. Sodient (T'!l.l€J une famille d'ensembles
ginds ou dinombrables, E el $ ses réunion et somme. S{ J
est féni (nesp. J est denombrable et s D vernifie £'axion
du cha&x), E et S sont gindis ou dénomb&abzeb.

Preuve, Pour tout 1 ¢ J, l'ensemble Ri des ordres
Fposur T, tels que (Ti,ri) soit discret n'est pas vide.
Il s'ensuit d'aprés la proposition 6-4 (resp, d'aprds |'a-

xiome du choix} qu'il existe une famille

(rydes & LRy

Le corollalre résulte de s proposition 3, appliquée & la
famille ((Tl’rl))leJ d'ensembles ordonnés discrets,

PROPOSITION 4, Le p&oduxt P d'une famille gindie {E }IEJ
d'ensembles §inis ou denombaabzeq 28t fini ou dénombnabta.

P&auue. Supposons que J soit un ensemble 3 n &lé~
menfs. D'aprés la prOposi*nonil—4 P ast de pulssance in-
férieure au produit N", Or % qui est équipotent 3 N
est dénombrable. Soit m > 1 wun en+lar:.l'appl!ca?loﬁ

(0 e * () i) de N™! dans NN

j<
est une bijection. Si i'on a montré que N" est dénombra-
ble, ie produit NTxN  est équipotent & NxN ‘et, a fortiori
a N (coroilatre proposition 2); c'psf—é-dlre Nm+| ast
dénombrable, Par récurrence, on en dédult que N est dé-
nombrabla pour tout entior m # 0. Donc P est fini ou dé-

nombrab le,

Remarque. S1 D vérifie |'exiome du choix, le produit P
d'une sulte (En)n£N d'ensembles finis ayant au moins deux
éléments n'est pas dénombrable. Fn effet, P est de pulssanc
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supérleure au produit ZN; or celutmcl ast équlipotent 3
P(N) (propositlon 2-4), et par suite non dénombrable en ver-
tu du thdordme de Cantor, ‘

PROPOSITION 5. Supposons que T virigde £'axiome du
chodx, S4i E est un ensemble infind, 4L existe une partie de
_E qui est dénombrable,

Preuve. Soit M [Tensemble des parties finies de E.
Dtaprds i1'axiome du choix, Il existe une application ¢
de M dans E “telle que
c(A) € E\A pour tout A e M,
Soit B |'ensembie des injections b d'une section propre
do N dans E. En particulier, I'application b, :
0O+a de ‘O dans E
appartlent & B, pour tout élément a de E, ST b admet
pour ensembie source la sectlion “h et pour image An ,
{tapplication de “(n+|) dans E définie par
m-=b{m) sl m<n, n+t > c(AnJ
est une Injection, de sorte qu'elle appartlent & B; nous
la noterons p{b). Le corcllaire de la proposition 4-8 as-
sure |'existence d'une unique appllcation f de N dans
E telle gque
£(0) = b_(0), /e B et /T (n+1) = p(£/ )
pour tout entier n , clest-a-dire vérifiant les condifions:
CFO) =a,  fnel) = cl{fm) | m<ab) T
{ et £/ 'n est une Ihjacfion pour tout n g N,
Ltapptication f est une Injection, car f(n) = fim} et,

par exemple m < n, entratne

+ “ .
+Nous n'utilisons pas le symbole f{ n) car, n &tant identi-
que & (n+!1) , il y amurait confusion. D'une maniére générale,
8i g est une application de | dans F', il faut se méfier de

ala) (62) pour liisace da A ar a. 8L A ¢c FNP{F).

-t =

) = (8T m , dloll m o= n.
Par suite 1'lmage de f est une partle dénombrable de E,

COROLLAIRE 1. Supposons que D vénifie £'axiome du
chodx, que A 404t un ensembfe infini ef U un ensemble con-
tenant P(A), Dans £'ensemble ordonné des U-cardinaux (§ 7)
L'ensemble CHNy des U-candinaux infinis a pouwr premien 8-
Lément Le U~cardinal de N, o

Preuve. Soit X un U=cardinal 1Infini; tout représen-
tant E .de X étant Infini, E contient une partie dénom-
brable T d'aprés la proposition 5. Comme T est égalemer
équipotent 3 une partie de |'ensemble infint A, 11 admet
un U-cardinal Y, qui est aussi le U-cardlinal de N, Par
définitlon de |'ensemble ordonné (CU;iJ, ona Y <X,
Pulsque Y est un U-cardinal infini, clest donc le premier

glémenf de CU\NU?

COROLLAIRE 2, SL D vinigie £L'axiome du chodx, un en-
semble A eat ingind ss4 L est Equipotent a L'une de ses

parties proprnes (nesp. s34 A est Equdpetent & A\{a} , oil
a g A}.

Preuve. La conditlon est suffisante d'aprads le corof-
lalre de la proposition 7~3, Inversement, supposons A
infinl; nous avons prouvé dans la proposition 5 qu'il exis-
te, pour tout élément a de A, une bljection ¥ de N
sur une partie A' de A telle que f(0) = a, Ltappllica-
tion h: _

X+ x st x e AVAY , fin) = f(n+l) pour n e N,
de A dans A east une Injection, et f(A) = Ai{a} . Donc
Av{a}l est Bquipotent 3 A ,



-z -

COROLLAIRE 3. Supposons que A soit un ensemble de puts-

sance suprieune & N (resp. ensemble ingini et que D veni-

 fde L'axiome du ehoix}, S{ T est find ou dénombrable, La
somme S et fa nBunion € de (A, T) sont Equipotentes a A,

Preuve. |l exlste une partle A' de A, dénombrable

par hypothése {resp. d'aprés la proposition 5), Comme
E = (ANAY) UCAT UT)

et que A'UT est dénombrable (proposition 2), donc équi-
potent & A', I'ensemble E est équipofent 3 (AVA') UA' ,
clest-d-dire 3 A . La somme S &tant équipotente & la ré-
unlon de {A,T'), ot T' est un ensemble dénombrable te!
que ANT!' = ¢ , il en résulte que S est &quipotent & A,

PROPOSITION 6, Soit E un ensemble non vide, S{ E est
de pudissance infériewne 2 P{N), Le produil P, La sorme S
et La néundion F de {E,P{N)) sont Zquipotents & P[N), Si
E est 44inc ou dénombrable, P(N}E est Equipoient a P{(N).

Preuve, |° P(N) est équipotent a ZN {proposition 2-
4), Or le corollaire de la proposition 5-4 monfre que
ZNxZN est équipotent & ZN‘ , ol N' est la somme de
(N,N}. D'aprés Ia proposition 3, N' est équlpoTenT a IN,
de sorte que 2N est auss! équipotent & N il en ré-

sulte que P(N)xP{N) et P(N) sont équlpofenfs.

2° 81 E est de puissance inférieure & P(N), le pro-
duit 1xP{N), qui est équipotent & P(N), est de pulssance
Inférieure & P , leque!l est de pulssance Inférieure 3
P(N}xP(N) , Ce dernier &tant Squipotent a P(N) en vertu -
de la partie {, Il en est de m&me pour P ,

3° 5 est de pulssance iInférieure 3 |la somme du cou-
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ple (P(N),P(N}), i.e. 3 ZxPIN), et de pulssance supérieu-
re @ la somme de (1,P(N))}, c'est-a~dire 3 P(N). Comme
2xP(N) -est équipotent & P(N), 1i s’ensult que S est é-
quipotent 2 P(N),

4° (E',P(N)) , ol E' = ENP(N), est une partitlon de
F; la somme de ce couple étant &quipotente 3 P(N) d'aprés
la partie 3, F est équipotent & P(N).

E
5° P(N)~ est équipotent a (ZN)E, lequel est &qulpo~

ten¥ {(corollalre 2 proposition 5-4) a 2NXE. St E est
finj ou dénombrab!e, NxE est équfpofan* & N, de sorte
gue 2 , et a fortlori P(N) » est &qulpotent 3 ZN, donc

a P(N).

Remarque. On construit expllicitement une'biJecfion du pro~
duit NxP(N) sur P(N) en assoclant au coup}e {n,A)
ltensemble ayanf pour &lémants:

n et x+n+l  pour tout x ¢ A,
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CHAPITRE IIT

Rationnels. Réels

Dans Zout ce chapitre, nous supposons que 0 esi
un modele de La Théonie des ensembles {{i.e. une Zotalitl
viriflant L'axiome de £'infini) et ensemble signifie D-en-
semble, | |

Nous déslgnons par (N,<) |'ensembie ordonné discret
des entlers naturels, par N I'ensemble N1{O}, par N’
le monoTde additif des entiers, par N° e menoTde multi-
plicatif des entiers, et nous reprenons les conventlons du
§ 9. Nous nous proposens de construire et de caractériser

le corps des nombres réels,

17. Entiens nelatids,

Deginition. Un ensemble ordonnd - (E,=) est dit pseudo-dis~
cnel s'il vérifie les conditions suivantes:
/ I1° C'est un ensemble totalement ordonné sans dernler
élément, '

2° Tout &lément de E admet un prédécesseur,

3° Toute partie non vide de £ minorée dans (E,«)

admet un premier &lément dans (E,«),

PROPOSITION 1, Soif (E,=) un ensembfe ondonné, 12 esi
pseudo-discnet a8 £'ensemble ordonnd opposé est pseudo-

e - WSRPA
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disenet,

Preuve, |1 suffi+ de montrer que, si (E,=) est psel
do-discret, fout &iément de E & un sulvant et toute par-
tle majorée a un dernler éiément, dans (E,«),

® Soit x un élément de E; 1'ensemble des majorant
stricts de x n'est pas vide, sinon x serait fe dernier
élément de (E,=), et 11 est minoré par x; par sulte 11 a

un premier élément, qui est le suivant de x dans (E,=).

8° Soit A - une partie non vide de E, majorée par vy
Sty appartient & A, c'est le dernisr &lément de A, Da
e cas contraire, i'ensemble des majorants stricts de A
admet un premler &élément z. Le prédécesseur de z est [e
dernier élément de A dans (E,«),

PROPOSITION 2. Soit (E,«) un ensemble totalement ondor

ne sans premien ni dennien EBment. Les conditions suivan-

fes sont Equivalentes:

1* (E,=) est pseudo-discret.

2° Toute pantie non vide de £ minonée a un premlen &-
Lement et toute partie non vide mafjonde a un dennier ELemen

3° Sé x ¢E et 84 y = x , Llonsemble |y, x| des z e E
tels que y « z et z « x est find.

Preuve, 1° Supposons (E,«) pseudo-discret, La condi-

~ tion 2 est remplle d'aprés la proposttion 1, Le sous~ansem-

ble ordonné (|v,x]|,=) admet Y pour premier &lément, x
peur dernier é&lément, de sorte que toute partle non vide
de |y,x| a un premier et un dernier &lément, Ainsl 11

est discrot et, vu la proposition 4-7, ly.x] est fini,
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2° Supposons fa conditlon 2 vérifiée et soit x ¢ E.
Lfensemble dos minorants stricts de x n'éTan+ pas vide
et &tant majoré par x, 1| admet un dernier é&lément, qui
est le prédécesseur de x dans (E,=}, Alns!l (E,=)} est

pseudo-discret, _ {

3° Supposons la conditlon 3 satisfaite et soit A une

partie non vide de E. Scit x un majorant de A et vy
un élément de A; I'ensemble ordonné (|y,x|,¢) est discret
d'aprés |a proposition 2-8, car il est totalement ordonné

et |y,x| est fini. Le dernier élément de AN |y,x| dans
| (ly,x],=) est aussi ie dernier &iément do A dans (E,=),
L'ensemble ordonné opposé vérifiant aussi la condition 3,
1{ en résutte que A admet un premier &lément dans (E,=),
iorsqu'il est minoré. Donc -(E,=} vérifie la condition 2,
at a fortiori 1l est pseudo-discret,

COROLLAIRE. La somme ondonnde (z',<) de ({N,>],(N,<}},

ot N = N\{O}, est un ensemble ordonn? pseudo-discret.

Preuve, (Z',<) nfa ni premler ni dernier élément,
Solent x et y deux éléments de Z' tels que y < x.

a) St x = (n,1) et y = {n', 1) {(resp. si x = (n',0)

et y = (n,0)), I'ensemble |y,x| est équipotent 3 i'ensem~

ble {meN | n' <m<n}, lequel est fini.

bY Si y = (n,00 et x = (m, 1), I'Intervaite [y,x]
est aussi finl, étant la réunlon du couple d'ensembles fi-
als (y, ¢1,00},10,1),x]).

PROPOSITION 3. Soient [E,=} et {E',='] deux ensembles
ondonnbs pseudo-discreds, a € E et a' ¢ £' |, T2 existe un
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et un seul Lsomonphisme ({E',«'),;,{E,cl} Zel que $(a)eat

Preuve, 1° Solt a | -ensemble des majorants de a
dans (E,=), Comme a& admet a pour premier &lément, tol
te partie de a  est minorée, donc admet un premier &|émer
dans (5+,¢); le prédécesseur de x ¢ a’ dans (E,=} est
e prédécesseut de x dans (5+,u), st x # a, Par suite-
(a»,m) est un ensemble ordonné discret sans dernier &l1é-

ol '+
ment, De méme le sous—ensemble ordonné (a' ,«') de (E',«!

‘formé des majorants de a' est discret, sans dernier élé-

ment, D'aprés .la propositlon 1-8, 1l existe un et un seul

Isomorphisme ((a',1),q,(a”,=)), et gla) = a',

2° On peut appliquer ce qul précéde en partant des pré
décesseurs b de a dans (E,®) et b' de a' dans
(E',='), et des ensembles ordonnés pseudo-dlscrets opposés
de (E,«) et de (E',="), I} en résulte qu'll exlste un et
un seul tsomorphisme ((b'»,:fi,g',(b»;a)), clost~a~dire
g' est {'unique bljection définissant un Isomorphisme de
ta sectlon («b,u) de (E,x) sur'la section («b',a') de
(E',='), L'application f réunion de (g',q):

x+g'(x) sl xeb, y-+gly) sl ae«y

de E dans E' est une bijection, qui définit un isomor-
phisme de (E,=) sur (E!,=«'), |

2° Soit ((E',«'),f',(E,=)) un autre isomorphisme tel
que f1(a) = a', On a f1(a’) = a'” et la restriction de
' 3 (af»,€+) définlt un lsomorphisme de (5”,«) sur
(a' ,='), de sorte qu-etle est identique a g. D'une facon

analogue, t' a g' pour restriction 3 ¢('b',“b). D'ou £ = #'.

COPIATINE 1, S4 (F, =} est un ensembie ordonnd pseude-
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disernet, 4L est isomorphe & La somme ordonnte (Z',<) de
((N,>),(N,<)) et E est denombrable.

En effet, ceci résulte de la proposition, car (Z',<)
est pseudo-discret et Z' est la somme de (ﬁ,N), donc

est dénombrable (corollalre de la proposition 3-10),

COROLLAIRE 2, Soient {E,=) un ensemble ondonn? pseudo-
discrnet, a ¢ £ et a' e Ev{a), 1L exisdfe un unique Lsomor-~
phisme o de'(E,«l sun L£'ensemble ondonng opposé tel que
ofal = a, ef a est Le senl point fixe de o. 1L existe
un unique isomorphisme ({E,«),f,(E,«}) " Lel que #{a) =
a' et f n'a pas de point fixe,

Preuve, L'existence de o et de § résulte de la pro-
position 3. Comme o appllique a’ sur a , 1'égalité
ol{x) = x entralne x = a, L'application identique 0
définlssant |'unigue Isomorphlisme de (E,=) sur (E,«)
tel que 1E{a) = 8, un {somorphisme ayant a pour polint

fixa wast ldentique a tee

HYPOTHESE, Dans la fln de ce §, nous supposons donné un

ensemble ordonnd pseudo-discret (E,«} (il en existe, par

exemple (Z',<)), et un élément e de E. Nous posens
A=e"={xeE]eax} et A' = “e .

Solent § = ((A,=),g,IN,<)) ef §' = ((A',=),g",(N,>)) les

Isomorphismes dont la broposiflon 3 assure |'existence,

péfinition. On appelle valewr absolue sur (E,=} 1'applica-

tion v de E dans N réunlon de fq'—|,g- ).

i'n particullar, on & via, =0,
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Definition. On appelte translation sur (E,=) une bijection
défInissant un ‘isomorphisme de '(E,ai sur {(&,=), On ap-
pelte symétnie de centre e une bljection définlssant un
Isomorphisme de (E,=) sur |'ensembie ordonné opposé et
talssant fixe e.

D'aprés la proposition 3, Il existe une unique symétrie

de centre e; nous la noterons o et nous poserons: '
o{x) = '=x pour tout x ¢ E ;

en particulier e ast i'unique élément de E tel que

e = ~g, _ _

Solt I 1'ensemble des transiations sur (E,«), La com-
posée de deux transiations .et Ifinverse d'une transtation
étant des Trahslaflons, I définit un sous-groupe I'* du
monoTde M(E)® des applications de £ dans E (exemple
2, fin § 9) , ayant 1. pour unlté et dans fequel I'Inverse
de f est la bljection f ', Pour tout &lément x de E,
Il existe un et un seul f ¢ T tel que f(e) = x; nous le
désignérons par t et {'appellerons translation de e & x.
|1 résulte de |a proposition 3 que I'appl]cafian +:

: X =+ Tx de E ‘sur ifl
estT une bljection; la bljection + inverse de 1 asso-
cle & la transiafion f e I 1'4186ment fle),

Déginition. On appelte groupe additif sur {E,=} le magma
£ image de I'® par T—I.

L*'image d'un groupe &tant un groupe, E° est le grou-
pe obtenu en munissant E de la lol de compositlon k:

(y,x) + y+x , ol y+x = 1Y01x(n), de [xI0 dans [,
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PROPOSITION 4. E' est un groupe commutatif, d'unite
e, dans Lequel y»x = ?y(x)_et £'inverse de x est -x, L'en-
semble A dEfinit un sous-monoide A" de €7, qui est £'image
par’ g du monolde additif N° des entiers. Les rebations x =y
et x! =yt dans {E,«) entralnent x+x' = y+y',

Preuve. 1° L'inverse x' de x dans E* est tel que

t ¢ solt la blJection fx“

fx-i et la symétrie o appliquant I"Interval le

inverse de Tx. La translation

le,x| s! e =x  (resp. |x,e sl x «e)
sur des intervalles égquipotents, & savoir sur |x ,8| et
sur |-x,8] (resp. sur [e,x'| et sur le,~x|), i1 sten-

sulft x!' » -x , et a fortiori +__ =
_ _ -X X

2° Soient x et y des éiéments de E. On a
y+g = Ty°+x(e) = Ty(x).
Supposons. que y et x appartiennent a A; alors y+x
‘ appér?ienf a4 A, car, t  définissant un I somorphisme,
g xy = T (e) = + {x} = y*x.- '
de E'. La bljecfion

définissan?-t unique

Alnsi A définit un sous»monone A
restriction de vGTY a (v(y) SA) _
{somorphisme de I'ensemble ordonné discret (A,«) sur le

(N,<} , elle

I.\. ‘. ' P
v(y)°g , Ol TV(y) déflnIT [tinique iso

sous—-ensembie ordonné discret (v(y)ﬂhi) de
est identique &
morphisme de (N,<) sur (v(y)»,j). Or, d'aprés lta propo-
sition 5-9, vly )(n) = viyYsn. Il en résulte

tv(y){v(xl} s v{y}+vix),

esT I*image de N par g.

viy+x} = Vo+ (x} =

de sorTe que At

30 N &tant commutatif, A" Itest aussi, Soient =z

et z' des éléments de E,

- 61 z et 2z' appartlennent d A, on a z+2z' = z2'+z.

i

e

Y
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-Si 2'«@ et z=e, ona z'+z = z+2', car
C =(2'z) s (=) {=z") = (=z')e(-z) = ~(z2').
- Sl z=e=z' on obtient
z+2' 3 24z%4Q-z)4z) = ze(Z'4(-2) )4z = 2e{(~z)}4z' ez 2'47,
. Enfin, si
dans (E,=), on trouve x+x!' « yix' = ysy?,

Cecl prouve la commutativité de E° x =y et

X' w oyt

COROLLAIRE 1. S{ x et y sont des ceéments de A tels
gue x =y, on a viy+{-x)} = v{y)=vix).

En effet, comme vi(x) < vly) et ¢ o y+(~-x), on a

vIys{=x))+vix)=v{y+{=x)+x) = vly), dTol v(y+{-x))=v{y)=v(x),

COROLLAIRE 2, S C' es2 un groupe et (C°,¢ A"} un ho-
momorphisme, &L existe un et un seul homomonphisme (cr, ', g
fek que f so0it une nestriction de 71,

Preuve, f' associe f(x) 3 x et.son lnverse f(x)‘l

x e A. En effet, si (y,x) ¢ AxA et y= x, on a
F1OxDa oy ) = 0 (mlyax)) = #(yex) ™ w £1(ox),£1 (~y),
FrOOET ((=x)ey)= fixe(=x)+y) = f¥{y) = fH{y+(=x)) . f1(x),

dol F1{=x).f1ly) = £1((=x)+y) = £'(y). ' (-x) ot
Frixt=y)) = £ 0ys(=xD 7= 0™ et T f1o0,# oy,

-~

& -x, si

Convention, SI ° (x,y) e ExE , on pose y-x = y+(-x).

PROPOSITION 5. 1L existe une et une seule Lod de compo;
sition k' distributive sur £ ayant une wiité appartenant d
A. Le magma E° = (E£,k') est un monoide commutatls admettant
pour sous-magma Le monoide image de N* par g ; (E*,E*) est
un anneau, (N*,v,E*) un homomorphisme. S& ly,x) ¢ ExE , on a
yox = viy)x [ = iténl d'ordre viy) de x dans £') 84 =y et
yoX * ~viy)lx 84y & o,
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Preuve. Soit E° un magma distributif sur €', ayant
upe unité u' = g(n') ¢ A, Sofent x ¢ A et u = g{l). 5t
XoUu € A (resp. € A'), on volt par récurrence que |'on a
| x2g{n) ¢ A {resp. ¢ A') pour tout n e N, car cette formu-
le, st elle est vrale pour n, entraine par distributivité:
x?gln+|) = xal{gin)+u) = {xeg(n))+(xou) & A (resp. € A').
Comme xog(n') = x ¢ A, il s'ensuit xogin} ¢ A et k'(AxA}
est contenu dans A, Ainsl A définit un sous-magma A°
de E°, dont |'image N° par g-l est distributive sur
N+, dtunité n', D'aprds !a proposition 5«9, II en résulte
N® = N* et wu' = u, SI
yox = yolx+e) = {yox)+(yes),

{y,x) e ExE, on trouve

d'ol e = yog = yo{x~x) = (yox)+(ye(~x))

et, a fortiorlt ye{-x) = -{yex), De méme (-ylox = -{yox)

et (=ylol~x) = =(ye(~x)) = yox, Ceci conduit Inversement

3 considérer |'application de ExE dans E associant & (y,x):
yvox = glviylvix))  si (y,x} e AxA,

{y,x) e ATxAY,

xa«e«y, =({-y).x) si

(-y),(=x} si
-(y.{~x)) si y € ¢« X,

Notons |'application ainsi définle k' , posons y.x = k'(y,x)
et montrons que le magma E* = (E,k') vérifie les conditions

voulues,

1° Pﬁlsque A" et A' sont les images de N' et de
N® per g, il résulte des propriétés de (N+,N') que A"
est un monoTde commutatif dont la loi de composition est
distributive sur A+; son unité g{l) est le sulvant wu
de e dans (E,=), De plus
e.x = glOx) = g(0) = e
at x+u est e sulvant de x dans ([,=), pour tout x ¢ A,

S0y 0 AT, lou Aqnl o
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you = =({~y)u) = ~(=y) =y @t u.y = ~(u.(=y}) = y
slgnifient que u est une unité de E°,

2° Solent x et y des &léments de E, S'lls appar-
tiennent 3 A, alors

Xo¥ B ¥YoX et viy.x) = viyIv(x),

En utilisant la "régle des signes" (déflinition de k'), on
en dédult facilement que ces deux égaflTés sont aussi vrale:
quels que soient x et y, c'est-a-dire que E° est un

magma commutatif et (N°,v,E%) un homomorphisme,

3° Soient x, y ef z des éléments de E. Pulsque

(N*,v,E") est un homomorphisme, on a
vizoly.x)) = v(zZ)viydvix) = v({z.y).).

Par atlleurs z.({y.x} et (z.yl.x appartiennent

- tous Jes deux & A si (x,y,z) ¢ AXAxA ou sl un
seul des éléments x, y et z appartient 3 A,

= tous les deux & A' dans le cas contraire.
Les restrictlons de v & A et & A' &tant des fnjectlons
il s'ensult z.(y.x) = (z.y).x touJours, de sorte que E°

est un monoTde.

4° Solent x, y et z des éléments de E. S'lls ap-
partiennent tous les trols & A, nous savons {partie |) que
z.(y+x) = (z,y)+(z,x).
On vérifie sans difficulté que cette 6gallté est encore vé-
riflée lorsque x et vy ‘appartiennent tous les deux 3 A

~

ou tous les deux 3 A', Enfin si x =g =y ou si Yy = &
et e =x, i'un, x', des éléments y ou x est tel que
y+x et -x' appartiemnent 3 la fois 3 A ou 3 At
résulte de ce qui prdécadde

Zolyexd = 2 {ysxd e (7 (=x" ) de (20" ) wlz, (ysx=x" )+ (7.x"),

_________ Y U
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d'oll  z,(y+x) = (zoy)+(z,x). Par conséguent (E+;E') est

un anneau,

5° Supposons x € E, Consldérons I'ensemble V des
YyeA tels que y,x = viyldx . Les égalltas
8,Xx = g = Qx et UeX = x = [x _
entrainent e cV et ye V. Supposons y £ V; en utifi-
sant les formules de Mexemple 1, §9 et f'égalits {proposi-
- tion 4} v(yex) = viy)ev{u), on obtlent: _
viy+ulx = v(y)x +.v(u}x = Ay x)euix) = (y+u),x,
ctest-a~dire y+u & ¥, Il en résulte V = A, Par allleurs,
si. z ¢ A', on trouve -
Z.x = =({~z).x) = ~(viz)x),

COROLLAIRE 1. 1E",E°} est un annean intdgne, i.e. 84
YeXx =6 , alors x=eou y = e,

En effet, cecl est vral (vu |es propriétés de N*)
lorsque x et vy appartiennent 3 A; le cas général s'en

dédult immédiatement,

COROLLAIRE 2. Sodent x, y et z des 2liments de E,
z#e. Alons x = y Bquivaut & z.x « 2.y &L ee=z, 4
2.y = z.x A4z = 0; de plus x = y 484 z'.x = 2.y,

Preuve. 1° Supposons x =« Y , clest-d-dlre o = yX,
St z e A, les relations
& = Z,e = z,(y=x) = (z,y)~(z,x)
ont pour conséquence z.x =« z,y et
(mz).y = ~(z.y) = =(z,x) = (-z).x .

2° St z.x = 2,y , alors z.{y-x) = e et, d'aprds e

corollalre 1, vy = x, S| 7 ¢ A et z.x = z.y, on trouvo

X« y, car y e« x gntratnorait Zoy « ZoXx , d'0b y » x,

Les monotdes N*
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CAS PARTICULIER, Solent (Z',2)  'ensembie ordonnd
pseudo~discret somme ordonnée de ({&nEJ'(Nti’) et ¢ |'ap-
plication o

(n,0) - (n,0), (m,1) + m
de Z' sur 7 = (ﬁK{O})L!N (clest=3~dire nous "remp lagons
Nx{1} par N m), Comme
C¢ (n,0) = {{n},{n,0}} et o0¢n
pour tout entler n, on a (QX{O})f]N =@ , de sorte que ¢
est une bijection de 7' gy Z. Solt (Z,%)

ordonné image de (Z',<) par . Clest un ensemble ordonné

i Yensemb | e
pseudo~discret, -

Définition, Un élément de 2 est appelé entien nelatif. On
dit que (Z,<) est f‘endembﬁe orndonnt des entiens nelatifs
et Itanneau (Z’,Z') associé (proposition 5) est appelé
anneair des entiens nelatifs.

Les entiers retatits sont donc tes entiers naturels et
tes couples (n,0), o0 n ¢ N3 un tel couple est représents
par -n {en accord avec Ia convention générale dans |es en-
semb les pseudo~discrets), ot appels entien négatif (un &1é-
ment de N st parfois dit entien PosLLid), (N,<)  est un
sous-ensemble ordonné de (Z,<) of, s1 m ef n sont des
entlers haturels, on g fouJourS “n<m .eT, 8t n <m, alors
M < -n. La valeur absolue v,
de Z dans N +telle que

sur  (Z,<) est |'application
vin) = n = y(-p) pour tout n ¢ N,
On pose souvent |z| = v,(z); on volt que

[ze27) < |z] » [7t] st (r,2') ¢ 7%/,

ot N° sont ¢



i
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de Z' respectivement, La lol de composition Kot

(y,x} > y+x de 2xZ dans Z
est appelée addition sur Z et y+x est £'entien rnelatds
domme de  (y,x), L'addition est obtenue, a partir de 1'ad-
ditlon des entlers naturels, par les formules sulvantes,
ol m et n appér*iennenT a N

{=m}+(~-n) = ~{m+n),

mt{=n) = m~n = (=n)+m sl n<m,
m+(=n} = ~(n=m) = (-p)+m st m < n,
La lo! de composition Ké de Z2°, dite multiplication sur

Z, associe 3 (y,x) L£'entien relatif produit y.x (parfols
noté yx}, défini & partir du produit des entiers naturels
comme sult, o0 m et n appartiennent & N;

(-m),(-n} = m.n, {-m}.,n = =(m,n) = m.(-n),
L*itéré z°" de z ¢ Z, ol n g N, est noté auss i zn_,

et appelé puissance n-idme de z.

12. Ensemble des nombres nationnels.

Sofent (N,<) et (Z,<) les ensembles ordonnés des
entlers (naturels) et des entiers-relatifs, ﬁ = N\{O}. SI
z et z' sont des entiers relafifs, nous déslgnons par
121 1a valeur absolue v,(z), par z'z |'entier relatif

produit de (z',2),

Considérons la reiation r sur ZxN dont le graphe
r est formé des couples
({z,n),(z",n"')) ¢ (ZxN)x(ZxN) tels que zn' = z'n.

PROPOSITION 1. r est une nelation d'Bquivalence; po-
sons Q' = (ZxN)/r, 18 oxiste une Ainfection ¢ de Q' dans
¥ telle que, 8¢ g ¢ GV ot g {q) 0 (3,0), o owit

N
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g = {m2,mA) | me Q) .
L'application c: z + (z,1) mod r es2 une bifeetion de 7 sw
une parntie de Qt,
Preuve, 1° r gst réflexive et symétrique. Supposons
({z,n),(z",n"')) er et ((z',n"), (2", n™) € r,
Si z' = 0, les 8galités B
zn' = z'n = 0 et 2"t = Z2'p" 2 O
entratnent z = 0 = z", d'od zn" = 2"n. §j z' £ 0, des
relations
(zn"}(2'n*) = (zn')(z'n") = {z'n)(z"n?) = {(z"n}{z'n'),
on déduit zn" = z"n, car n', et a fortior] z'n', sont
dtfférents de O. Par suite r est une refation d'équiva-
fence. Soit Q' ['ensemble quotient (ZxN)/r.

2° Soient g e Q' ef (z,n) ¢ q. S1 (z',n') est un

autre représentant de g, 1'égalité z'n = zn' assure que

z est positif (resp, est négatit, resp. = 0) en méme temps
que z', ST de plus n = n', alors z = 2'. Enfin

{mz,mn) e q pour tout m ¢ N,

3° Supposons q € Q', L'ensemble des entlers n ftels
qu'il existe un représentant (z,n) de q admet un pre~
mier élément A dans (QLfJ et (partle 2) ii existe un
et un seul (2,f) e q . Si I'on a

Z = bz! et  fi=bn' pour un b e ﬁ,

alors  (z',n") est un représentant de q pour tequel
n' <fi, de sorte que b = |, Ainsi f = (2] et A sont
premiers entre eux. Soit (z,n) ¢ q ; Itégalité zA = 2n
8 pour conséquence M < [z{ , car & <0, Les entlers #
et i étant premicrs entre oux, il axiste (théoréme dfa-

rithmdtigue ) un o o 11 te (qLice

_“___"_1‘1_:"mh_jd_mﬂ_LJuL_ﬂ___h___________
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I'l sYensult . (z,n) = (d%,dA). Donc
| qg= {(m2,mh) | m e N},
Nous poserons ¢(q) = (2,65. En particuller, st q est la.
classe d'équivalence de (0O,n), on a
| $(q) = 10,1) ot q = {O}xN,

3° Nous obtenans une bijectlon ¢ de Q' sur {'ensem~
ble des couples (2,A) d'entiers relatifs tels que |Z|
ef f  soient premiers entre eux, en assoclant ¢{q) 3 gq.
Comme ¢(q) = (2,1) ssi
g = {(me,m) | meN} = ct(?),
t'application ¢ de I'8noncé est une bljectlon de Z sur
la partie 3'(Zx{11) de Qr.

COROLLAIRE, ZN Q' est vide.

En effet, un élément de 7 est un ensemble fini {cou-
ple (O,n) ou entier n), tandis qu'un élément q de Q!

est un ensemble Infini, d'aprés la proposition 1.

Ce corolialre entratne que 1'application _
c(z) >z sl zeZ, q~q si ge Qhve(d)
est une bijection de Q' sur Q = ZU(Q'"\c(Z)).

| Definition, Avec tes notatlons précédentes, un élément q
de Q' est appelé fraction et ¢(q) fraction Lwdductible
neprésentant q. On note Q I'ensemble ZUQMc(2), et un
élément de Q est appelé nombre ratiomned.,

Les nombres rationnels sont donc les entiers relat]fs
et les classes (z,n) med r telles queé n ne divise pas

z. Sz e 7, un étément de c(z) (1,0, un coupla (mz,m})

" e g i W,

B e

A e e e e
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sera éppeié représentant de z, et (z,1) est dit fractior
frréductible représentant 2z, Seit G un nombre rationnel
sl (z,n) est un représentant de q, on désigne générale-
ment q par la formuie z/n, ou par 'é » et 1'on dit que
{z,n) admet z pour numérateur, n pour dénominatiuwe, ||
résulte de la proposition |,que z/n = 2/f, od (2,R) égf
la fractlon irrédductible représentant q,

St (qi)I<J+I ost une suite finle de nombres ratlon-

nels, on peut trouver des représentants des a, ayant tou

le méme dénominateur; en effet, si (zi,niJ est un repré-

sentant de - 9 » il en est de méme pour (mizi,n} » Ol

mI = ”O“'”i~f“i+l"“nj et n = no...n‘I .

PROPOSITION 2. Q est dérombrable, 1£ existe des Lois

de composLtion %o et xé dur Q associant & (z'/n',z/n) resp.

(z'n+zn')/n'n et z'z/n'n . 8L QY = (Q,x.) et Q" = (Q,x!),
alors (07,0} est un anneau dont (2°,2") est un sous-anneas
g & OMO) adwet un inverse dans Q° et Ky est L'unique Lod
de composition distrnibutive sun agant | potr unite.
Preuve, (® Comme Z et N sont dénombrab[es, ZxH
I'est aussi (proposition 4~10); |'ensemble quotient ‘Q'
est donc dénombrable ou finl (proposition I1-10), de méme
que l'ensemble équipotent Q; ce dernler conterant Z, Il
est- dénombrable,

2° Solent q et q' deux nombres ratlonnels, (z,n)
ot (x,m) des représentants de a, (z2',n') et (x',m")
des représentants de q'. Des égalités zm = xn et z'm'=
x'n', on déduit ' |
(z'nezntim'm = (z'nm'm)e(zn'm'm) - O ntom)s (xnn'm') =

- (x'm+xm'}n'n,
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(z'p+znt)/n'n = {x'm+xm®)/m™m . Ainsi KQ

appartien-

clest=-a~dlire

est bien definie. En particulier, si y et y!

nent 3 Z , on obtient

KQ(Y':YE = Ly 1) =yt = ytey

de sortd®que I
Tou%’ {(q',q) e OxQ, nous poserons q'+q =_KQ(Q',Q). Remar-

est un sous-magma de Q+ = (Q’KQ); pour

quons que |'on a

z' oz _zZ'nyzn _ z'+z  z+7!

n n nn n n

z 2!
= e o eme
n n

- + - -
Ainsl Q  est commutatif, Trols nombres rationnels ayant
des représentants de méme dénominateur, |'égalitfé
i ] 11 ¥ 1t '
e (A 2y Lzrztz 2,2y ,2
n n n n n n n

montre |'assoclativité de O+. Evidemment O est {unité
de Q+ et {~2)/n
suite 0' est un groupe commutatif,

- +v
z/n  admet pour inverse dans @, Par

de.

des représentants de q' e Q,

3% §i
qgeQ, (z',n") ef

on trouve d'une fagon analogue

(z,n) et (x,m) sont des représentants

(x¥,m")

(z'z)(m'm) = x"'n'xn = (x'x)(n'n),

ce qui prouve !'existence de k!

0 Si y et y' appartien~

nent & Z, alors
kGLyTy) =

ainsi 2°

(q',q)

Ké(y'/l,y/l) = yhy/1 = y',y;
est un sous-magma de Q" = (Q,x!),

Q

de nombres ratlonnels, nous poserons
kjla',a) = q'.q = q'ql.
La commutativité et |'assoclativité de Z° ont pour consé-

Pour tout cou-
ple

(cu méme

quences celles de Q°, L'élément |
et q=2z/n#0

est une unité de ©°
I, a4 savoir
(-n)/{(-z) si

a un inverse dans Q°, noté q

n/z st 7 >0 ot z < 0,

R
i
;
¥
:
L

= I3t -

4° La distributivité de 0 sur Q° résulte de
(Z"/my, ((z'/m)+ (2/m))= (2"/m) ((z'+2)/n)= (2"z%+2"2) /mn =

= (z"2'/mn)+(2"2/mn) = ((2"/m) (2 /)« (2" /m) . (z/m) ) .
Donc  (Q",0°) est un corps » SI (n,q) € NxQ , on voit pa
récurrence que n,q est |'itéré ng de Q+J car Mg = n

L 4

entrafne (n+l)q = (nql+q = (n+l).q .

5% Soit Q° un magma distributif sur Q+, dtunité 1,
SI g=12z/neQ et q' =2z"/n' 0, par distributivit+é

ntn{g'eq) = (n'g'le(ng) = z'oz (exemple I, §9)

Or, si z' >0, on a
z'oz = (z'1)ez = z'(loz) = 2z'z ,
et, si z' <0, alors 2%z = =((~2')oz) = 2'z, || s'ensul-

q'eq = (z'z)/n"n = q'.q.

+ ..,{:. l'-;?m EY) b= C+ +
COROLLAIRE, Si [E ,E*) es% un conps, 84 {E ,£,N°) est

un homomorphisme et &4 f(1) est £'unité o de E°, {8 existe
un et un seul homomorphisme (€',h,0%) tel que. ¥ 404t une
restriction de h et que (E",h,Q") 804t un homomonphishie.,

-Preuve, D'aprds le corollaire de la proposition 411,
il existe un unigue hémomorphisme (€”,9,2°) tel que f
solt une res?ricf}on de g . |
(£%,q9,27)

En effet, si neN ot zeZ, on volt par récurrence que

a) Montrons que est un homomorphisme,

g(nz) est 1'1+6ré ng(z) de g(z) dans E', car ceci est

yral pour n = | et 'agatité glnz) = nglz) entraTne
gl(n+1)z) = gl(nz)+z) = (ng(z))+glz) = (n+l)glz) .

Il stensuit g(n) = glnl} = ng(l) = ne, d'ol |

g{n.z) = ng{z) = nle.g(z)) = (nel).q(z) = gin).g(z),

all-n).z) = g{-nz) = =glnz) = (-g(n)).qlz) = gl=-n}.gl2) .
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I'Inverse de x ¢ E dans E°, et
- de ZxN dans

z'n = zm, on trouve

b) Notons x

solt g' ttapplication (z,n) » gl(z).g(n}

{(z',m) ~ (z,n} mod r, 1,0, si

= g(z),g{m}, d'ol
' g'(z',m),

I.g(m)-i.

g'(z,n¥= g(zd.gtm ™= gzt .gtnr.gm ™ otm)”

.-l

puisque gim .c_:j(n)_I = g(nm)” = gtmn) " '= g{n}"

Ainsl g' est compatible avec r, et i1 existe une unique

application h" de Q dans € “telie que h{z/n)= g'lz,n},
cE',h,o*J et (E',h n*)
(q',9) € 9xQ. 1| exlste des re-

(z',n)

¢) Montrons que
Soit
(z,n} et

-sont
des homomorphlsmes,
présentants de q et q'
nominatedr, et !'on ohtlent _
h{g'+q) = h{(z'+z)/n) = g(z' +z).g(nJ-' = (g(z')+g(z}) gln)”
. h{g'}+n(q),

batm™! -

=(g{z").gln)" )*{g(z) g(n)

hiq'.q) = glz'z).gtn n)-ls gl{z'}.aolz).gln)”
- g(z).g(n)—i = hiq'}.h(q),
résuttant de

!

L gtm.gtz.gm !,

= g(z').gin)
- .glz) = glz2).gtn)"

9(z) = g(z).g(n).g(n)™'= glzn).g(n)”

de méme dé~

ol

Déginition, (Q',0°) est appelé conps des nombres rationnels,

et k!

Ko o Lladdition et la multiplication sun Q.

Remargue, (Q+,O') s'ldentifie au corps des fractions es-
'z,

rale {(voir cours d'Algdbre) a é+6 un peu simplifiée, er

socié 3 i'anneau intégre La construction géné-

introduisant Q' au !leu de I'ensembie Q" quotlent de 7ZxZ,

oll 7 = Z\O}, par ia relatlon d'équivalence r': (z,y) ~
(z',y') ssi zy' = z2'y | Cecl esT possibte, I%apptication
(z,n) mod r » (z,n) mod r*

étant une bijectlion de Q' sur ov,

TS AT

'-—mkiunuvwawh
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Déginition, Solent (E,=) un ensemble ordonné, A< E, On di
est dense dans (E,=) si,
Que y # x =y, il existeacAtel quea # x=a « y ¥ a .,

que A pour tout (x,y) & ExE te

St E est dense dans (E,=), on dit que (E,=) est dense,

PROPOSITION 3, L'ensemble p des couples (q',aq} ¢ QxQ
Leks qu'il exdsie des neprisentants (x,m} de q et [x',m)
de q' vérigiant x' < x est Le graphe d'un ondre total o
sur Q, L'ensemble ondonnd {Q,<) conrespondant est dense,
sans premien ni denndien Plement; AL admet (2,<) pour sous-
ensemble ordonnd; 7 est cofinal avee (0,<) et avec {Q,>).

Preuve, 1° Sclent g et q' des nombres rationnels
(x,m) et
(z',n'}

respectivement, Comme zm = xn

ayant des représentants (x',m) qul vérifient

x' < x, Sofent (z,n) et d'autres représentants

de q et ¢! et z'm =

x'n', on obtient

(z'ndm = x'n'n <'xa'n = (zn"Im ,
dtol, m &tant posiTif, =z'n < zn'. Ainsi p est contenu
dans |'ensemble M des couples (q',q} € QxQ tels que,

quels que soient tes representants (z,n) et (z',n') de

q et de 4g', on ait z'n X zn'. Inversement, s1 (q',q)
appartient 3 M, Il exliste des repraésentants (x,m} de q
et (x',m) de q' de méme dénominateur et x'm < xm en=

trefne x' < x, donc Mc p . Au total

gque p est aussi I'ensemble des couples

M= p . Remarquons
{(q',9) & Q0xQ tels

qu'll exliste des représentants (z,n) de g et (z',n")

de q' vérlfiant z'n < zn',

2° La retation p = (Q,p,Q)
et (q',q}

est réflextve. S1 (q",q")
appartlennent & p, il existe des représentants
da mbmo

(z,n) do q, (2',n) do aq' ot (s",n) do g
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dénominateur at, dl'apréds la partle |, on a

. 2" <zt et z' <2z, clest-3-dire 2" <z,
Par sulte (q",q) appartient & p. En particulier si g = q",
alors q' = q , car z = z' résulte de z < z' < z. Ceci
prouve que (Q,p} est un ensembte ordonné, Comme o' <y
dans (Z,<) équivaut & (y'/l,y/1) e p , |'ordre induit
par p sur Z est celui de (Z,<). Nous associons aussi a p

le symbole <.,

3% Solent q et qg' des nombres rationnels, (z,n)
et (z',n} des représentants de q et q'. Ona 2z' <z
ou z <z' d'od q' <q ou q <aqg'. Alnsi (Q,<) est
totalement ordonné., St q' < q, l.e. si z' . z, le nombre
rationnel § = (2z2'+1)/2n vérifie q' < § < q , puisque
q = 22/2n, q' = 2z'/2n' et 2z' < 2z'+l < 2(z'+[) < 2z,

Par suite (Q,<} est dense,

4° Si q = 2z/n e Q, on a l'une des relations
0U<qgxz ou z <q <0,
~Donc Z est cofinal avec (Q,<) et avec (Q,>}. A fortio~

ri, (Q,<) n'anf premier ni dernier é&lément,

CORILLAIDE 1, Llapplication q + -q de Q dans Q défi-
nit un isomonphisme de (Q,<) sur [Q,>) et né une applica-
tion ondonnie de (Q,<)x(Q,<) vers {Q,<). S{ q' < q et sl
0<q§'<§,oma §'.q' < 8.9, Lomsgue q' > O ou §'= g,

En effet, cecl se déduit des proprlétés analogues de

(Z,<), montrées précédemment,

COROLLAITE 7. Sodent H e N et b e N\{I1}. Sé 2'0n a
q' < q dans {Q,<}, il existe des entiens nefatifs z, x et

fal m
m o> fi tels que s < qt < ze(x/b7) < ot D o< x < b,
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Preuve. L'ensemble des n e N tels que 'bn': (q—q')mI

étant fini, il existe m> A vérifiant (1/6") < g-q'. En
notant z ie dernier élément de {z' e Z | z' <q} et x
le premier élément de {x' € Z | b™(q'-2z) < x'}, on trouve
x b, z < z+({x-l)/bm)‘i q' < z+(x/bm{§ qt+(1/6™< q.

Déginition. On appetie (Q,<) (proposition 3) £'ensemble
ordonné des nombres ratflonnels, Un &lément g de Q est
dit posditif si O < q , négatif si q < O.

Soit (E,=) un ensemble totalement ordonné; il
est dense ssi |'ensemble ordonné opposé est dense. Si X
et y sont deux éléments de E et si x =y, nous notons
Ix,y{ 1vintervatte Youvert" formé des z e E tels que

X £ zZFY et x«z 'y,

Cet intervalle est vide ssl y est le suivant de x ; Tl
stensult que (E,x} est dense ssi aucun &élément de E
n'admet de sulvant., En particulfer un ensemble ordonné
pseudo-discret ou discret ayant plus d'un élément n'est
pas dense.

Soit A une partie de E, Si A est dense dans
(E,=), le sous-ensemble ordonné {(A,=) est dense, ainsi
que (E,=x). Si (E,=) ost dense et st ‘A contient |x,y{
lorsque x e A et y ¢ A, alors (A,=) est dense; par

exemple une section ordonnée de (E,=) est dense.

PROPOSITION 4, Sodent (E,=} un ensemble totalement
ordonné, x el y des Eliments de £ lels que x =y et x £ v,
et A une partie dense dans (E,«), Alons E' = AN]x,y[
et | sont infinds., SL 1 est dense dans {A,=), AL est dense
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dans (E,«}, S& A'S A et 8i {(A',=) est discret [pan exem-
ple 84 AY esl f4nil, A\A' esf dense dans (E,«],

Preuve, 1° Le sous-ensemble ordonné (E',=) de |'en~
(A, =)
était fini, (E',=)

cret d'aprés la proposition 2-8, Donc E', et a fortiori

semble ordonné dense &tant dense, Il ne peut pas

étre discret, Or, si E' seralt dis~

E, sont inflnis,

et a' ¢ Afl]a,y[ , car
(A, =), 11

2% 1| existe a e A ﬂ]x,y[

A est dense dans (E,=), Si B est dense dans

existe b e BAJa,a'[<BN]x,y[ ; alnsi B est dense dans

(E,=}.

3° Solent
(A,«) et AM™ = AVAT, Comme
tandls que (E',=)

sorte qu'tl exliste un

{AT,=) un sous-ensemble ordonné discret de
(A'N ]x,y[,=) est discret
Et £ AT Ix,y[, de .
n'appartenant pas & A' ;

est dense, on a

ae E!

“donc @ ¢ AMI Ix,y[, et A" est dense dans (E,=).

PROPOSITION 5. Solent [(E,=) et (E',«'} des ensembles
totalement ondonnés denses sans premien ni dennden éLément,
S{ E et E' sont dénombrables, {£,=] et [E',«') Aout.iéomon-

phes.

Preuve, Pulsque E et E' sont dénombrables, 11 exis-
f et f' de N sur E et sur EF,
Pour tout entier n, soit

A= {fm} | m<n} et
Considérons l'ensemble B des bljections
finie a(b) de E sur une partie finle B(b) de E', dé~
finissant un.IsomorphIsme du sous~ensemble ordonné (a(b),=)

sur (B(b),«"), Soit C

te des bijections

Al = {t7(m) | m < n}.
b d'une partie

'ensemble des couptles

s, 2T N

-
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(b,n) € BXN tols que A, S alb), Al S g,

En particulier, on a (bO,O) € C, ol by est tYapplicatior
fO) > £°(0)  de (#(0)} sur {f1(0)}.

Nous allons détinir une application g de C dans C

Solent (b,n) € C, x = f(n+l) et

alb) et x' 3

x' = £'(n+1}, 51 x
B{b), posons
glb,n) = (b,nel),

Supposons maintenant x ¢ alb),
I°

appartient 3

Proiongeons b en une bijection b' d'ensembie
source aflb) U {x}. Cbmme (E',="} est dense et B(b) fi-
ni, A" = E'\B(b) est dense dans (E',«') (proposition 4).
a) Si alb) dans (E,«)
Hensembie des m e N tels que #1(m) ¢ A" of que ' (m)
majore (resp. minore) g(b) |
bY(x) = $1{M),
b} Dans le éas contraire, (a(b),=) &tant discret,
les ensembles “xNa(b) et x* N a{b) ont respsctivement
un dernier &lément f(m') .

x majore (resp. minore)

a un premier &lément & ; po-
sSONS '

et un premier élément f(m"),
L'ensemble des entiers m tels que
£1(m) e A"N [b(f(m®)),b(f(m")) ]
n'étant pas vide, 1l a un premier élémant M; posons alors
bT{x) = f1(R), _ '
c) L'application bt:

y + bly} sl

est une bl jection de

y e alb), x -+ b¥(x)
alb') = alb) U {x}
B{b') de E', D'aprds sa construction, elle définit un I-

somorphisme de (B(b"),="), clest-a-dire

. sur une partie

{a(b!),«) sur
elle appartient 3 B,
2° 81 x!

et nous posorons

appartient 3 R{b'), on a

t{b,n) = (h',ned), S1I x!

(b',n+1) e C

»

ntappartiant
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pas & B(b'), un raisonnement analogue fait en remplagant

dans la partie ! b par b' et en échangeant les rles

de (E,=) et de (E',=') permet de construlre une bl jec-

tion b" € B d'une parfie a(b") de E contepant alb')

sur  B{b") = B(bY)YU {x'}, prolongeant b'; nous poserons
glb,n) = (bﬁ,n+|) e C,

3° Nous obtenons alnsi une application g:
{b,n) + glb,n} de C

dans C
telle que g(b,n) = (B,n+I), oli b admet b pour restric-
tion. La construction par récurrence peut s'appiiquer; eile
assure i{'existence d'une unique appilcation h de N dans
B telle qua h(0) = bO ’

(h(n},n) ¢ C et (hin+i},n+1) = glhin),n)
pour toutf entler n, Une démonstration analogue a celle du
corollalire de la proposition 4-8 montre que la famille

| (b ) y» of b =hin,

dtapplications est compatible; soit k sa réunion. Comme
A, st contenu dans u(bn) et Aa dans |'image de b,
k est une surjectlon de

£ néhtn

Deux élémants de E appartenant & un méme a(bn) et b

t o t
sur E ngNAn .

étant une bijection définissant un isomorphlsme, k est
une injection et ((E',='},k,(E,=}) wune application ordon-

née; c'est un Isomorphisme, (E,=) étant totalement ordonné,

COROLLAIRE 1, Si (E,=} ecat un ensembfe toialement or-
dorné sans premiern ni dernden eliment el dense, el 84
est dénombrable, (E,«) est fsomonphe a (0,<).

En effet, ceci résulte de la proposition, pulsqua Q

Y
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est dénombrable (proposition 2) et (Q,<} dense.

COROLLAIRE 2. Sodent (E,=) un ensemble totalement ox~
donné dense, q et q' des nombres rationnels et q' < q .84
E st dénombrable, (C,=) est isomorphe au sous-ensemble on-
donné (A, <} de {0,<}, ol A est identique a 1qg',q[ 84 (E,e]
n'a ni premien ni dennien élement, & }q',q[U{q} (resp. a
lat,af uia'}) 84 {E,«) a un dernden (resp. premien) éLé-
ment, & |q',q] &4 {E,«} a un premier et un dennien Blément.

En effet, les ensembles ordonnés obtenus en &tant de

A et de E leurs premiers et derniers &léments (s'iis

_ existent) sont denses, sans premiers nl derniers éléments;

par suite Tls sont isomorphes (proposition 5) et, a for-
tlorf, (A,<) et (E,«) sont Isomorphes,

PROPOSITION 6, Sodent (E,=) un ensemble totalement on-
donné dense oil E a plus d'un élément et (T,=') un ensemble
tolalement ondonnd, SL D vérnifie L'axiome du choix ot &4
T est dénombrable, (T,=') esl isomonphe & un sous-ensemble
ondonn? de {E,=].

Prewve. On peut supposer que (E,=) n'a nl premler ni
dernier élément (car, s'il en a, en les enievant on obtient
un ensemble ordonné dense sans premlier nl dernier éiément}.
Soit f wune bljection de N sur T, Considérons |'ensem-
ble B des Injections b d'une section propre alb) de
N dans E telles que les condl+tions

nealb), me alb}l et $£{m) =' f(n)
entrainent bl(m) = bln) .

-
i® Soient L e 3 ot alb) = n ., Monfrons que {‘'ensem-
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ble Bb_ des Injections appartenant & B, ayant “n pour
ensemble source et admettant b pour restriction n'est
pas vide, En effet, notons A |'image de b et A' 1'i-
mage de af(b) par f. Puisque A est finl, EVA est den-
se et A est majoré et minoré dans (E,«),

- 51 f{n} majore (resp. minore} A' dans (T,='),
solt b'(n) un majorant (resp. minorent) strict de A,

- Dans le cas contraire, comme A' est fini, (AY,x?)
est discret et ['ensemble des entlers m < n tels gue

fim) «' f{n} (resp. aque f(n) «' f{m) )

a un dernler élément M (resp, un premier &lément A') dans
N, L'Tntervalle ]b(m),b(m')[ de (E,%) n'est pas vide;
désignons par b'{(n) !'un de ses éléments,

- Llappiication b': m+ blm) si m<n, n~>b'(n)
be

2° D'aprds la partle | et I'axiome du choix, il exls-
te une application g de B dans 8 telle que glb) € Bb
pour tout b e B, Si x ¢ E, |'application b:

0+ x de {0} dans E

appartient & B, Le corollalre de la proposition 4~8 assure

de “n dans E appartient 3 B

I'existence d'une unique application h de N dans E
telle qﬂe' h(Q) = x,

h/neB et g(h/+p} = h/Th
poUr tout entier n. Puisque R appartient & B8, | *ap-
plicatlon h est une injection, ce méme que hof-i; si
fin) &« f(m) et s & majore n et m, ona

htn) = (h/“R)(n) & (h/h)(m) = him),

de sorte que hef ' dé&finit une application ordonnée de

(T,«') vers (E,=). La proposltion en résulte.

Y

~ 14| -

13, Comptétion des ensembles ondonnds devses.

Définition. Un ensemble ordonné (E,=} est dit complet
si foute palee non vide de E majorée dans (E,«) admet

une borne supérieure dans (E,=),

Par exemple un ensemble ordonné discret ou pseudo-
dlscret est tomplef.

Soit (E,=) un ensemblie ordonné. D'aprés la proposi-
tlon 3-5 il est complet ssi +ou+é partle non vide minorée
dans (E,=) admet une borne inférieure. Comme une partie
A de E admet x pour borne supérieure ssi la section
de (E,=) engendrée par A a x pour borne supérieure,
(E,=) est complet ssl toute section majorée a une bofne '
supérleurs dans (E,=),

Supposons  (E,=) totalement ordenné, Une section S
est majorée ssl elle est propre ou si (E,«) a un dernier
&lément qui appartient 3 S, Ii résulte de la caractérlsa-
tion des bornes supérieures d'une section (propositicn 2-5)
que (E,=) est complet ssi toute section propre S véri=-
fie 1'une des conditions suivantes:

S a un dernier éiémenf,

EAS a un premier &lément. _

Si de plus (E,=) est dense, S vérifie au plus |'une de
ces condltions, car s1 x est un dernier &l1ément da S

et y un premier élément de EVS, alors y est le sulvant
de x, ce qui est impossibie,

Seit A une partie de E, Nous désignerons toujours
par “x 1a sectlon de (E,x) associde 8 x e E et, sl

X = y, par ]x,y[ t*intervalle ouvert de (E,=) correspon-
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gant (§ 12). Par contre, sl x € A, la sectlon de (A,=)

-+
associdée 3 x est notée x N A (pour éviter les confu~

slons), Nous munirons toute partie de l'ensemble des sec-

tlons de {(A,«x) de |'ordre Induit par lé¢ treltils (P(A) ).

PROPUSITION 1. Sovdent (E,=} un ensemble totalement oh-
donné sans premien nd dernier elément, A une partie densde
dans (E,=) et [L,c) 2'ensemble cndonné des sections pro-

‘pes de (A,e), non vides sans dewnien Eément. Alons (i, )

est complet, L'appbication J: x » xNA de E dans | est une
infection, JIE) est dense dans [L,=) et x = Vj(x) dans
(E,=}, De plus ] est une bijection 884 (E,«) est compled.

Preuve, 1° Si M est une partie non vide de L majo-
rée par S e L, l'ensemble UM est une section de (A,=)
5, donc propre et sans dernier élément;
(P(A), =)

(L, <) est complet,

contenue dans
ctest la borne supérieure de M dans et, a

fortiori, dans (L,& ). Ainsi

2° Solent x e E et ji{x} = “xnA. Ators  jix) est
une section de (A,«), Comme x n'est ni le premier ni le
dernier élément de (E,=}, it a un minorant strict z' ot
un majorant strict z dans (E,«); tes ensembles non vides
Jzt,x[nA et ]x,z[NA sont contenus respect ivement dans
J{x) et dans A\J(x), de sorte que J{x) est une section
propre non vide. x est un majorant strict de j{x) dans
(E,«); soit y un majorant de J(x) dans (E,=) Tel gue
y « x. Sty #x, 11 existe y' e Jy,x[NA < j(x}, ce qul

est impossible. Donc x est la borne supérieure de J(x}

dans (E,«). 1] s'ensuit que jix) appartient a L et
que j est une injection.
12 cofent S ot 50 deux Al mente de 1 tels que

‘:t:-p -

S

car x appartient &
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Ste 5, Si SY # 8, il existe x € S\S!

Jorant strict de S'., Comme S

¢t v est un ma-
n'a pas de -'ernler élément,
A étant den-
(E,=), 11 existe a e AN]x,y[. |l s'ensuit

1< jla)e S et S' # j(a) # S,
Jans? S\jla). Cecl prou-
J(A) est dense dans

Il existe un y ¢ § +tel que x =y ¥ x, et,

se dans

et y @

ve que (L&),

4° j définit une application c:idonnée J ce
vers (L,<). Si ] est une bijectic, ]
(L,=}
cas, (L,=) é&tant compIeT; {E,=) {'es¥ aussl, Inversement
si (E,«)

borne supérieure x dans

{L,=)
est un isomor=
est totalema, -

phisme puisque ordonné; dans ce

est complet et si S e L, alors § admet une
(E,«} et S < j(x). Par ailleur
jx)<= S, un élément z de J{x)\$ devant &tre un majo-
rant strict de S, c'est-a-dire vérifler x « z, ce qui
est impossible, Par conséquent S = j(x) et | est une

surjection.

COROLLAIRE. Si (E,=) est un ensemble totalarent ondon-
18 dense sans premien nl dernden 88@ment el L L'ensamble
le ses sections propres non vides sand dermncen elément,
{E,=) est Lsomonphe & un sous-ensemble ondonnt de (L= ),
qui esl identique & (L, ) 484 (E,=) est complet. De plus
(L ) n'a né premier ni dernien element.

Déginition, Si (E,=) est un ensemble totalement ordonne
dense sans premier ni dernier &iément, )1'ensemble ordonné
(L, ) de ses sectlons propres non vides sans dernier éié-
ment est appelé complition de (E,=), et I'application j:

he . ’ r ’
x+ x do t dans L {nfectdon canondque de | dans L.
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| p'injec+10n canonique j définit une application or-
donngée 3§ de (E,=)} vers sa complétion (L, <) et j(E)
est dense dans (L,c

(E,o-

d'aprds la proposition I, ] est un
Isomorphisme ssi est compiet, |
PROPOSITION 2. Sodent {E,=) un ensemble ordonni sans
gLement maximal ni minimal, A< E e A dense dans (E,=)
el ((E',=']),q, (A, «])) une apprcation ordonnde, ot \c',=,
est complet, 1L exdste une application ondonnde ((E',s'}, |
§ ,(E,«}} Ztelle que § admette g powr nestrniction; &4 ¢
(E ,= ) est fotalement ordonné, § est une injection 834
g en et une; &4, pour tout x € £, glAN{xUX)) est
dense dans £'intervalle crdonné de (EV,«'} qu'il engendre,

alors § esd unique.

Preuve, Solt x e £; nous posons % = TxUx} (§ %,
A; = AN Y% et Ax\= AN X = {a e A | x = a},
x n'étant ni minimal nl maximal, i} & un minorant strict
*t et un majorant strict R dans (E,=), et il existe -
a' ¢ AN &', x[ <R! et ac Aﬂ]x,i[cﬂx.'
Dans |'ensemble ordonné complet (E7,='}, la partle non
vide 'g(A;) maJorée par g(a) admet une borne supérieure
it{x) et ta partie non vide. g(Ax), minorée par gfla'),

T{x}. Comme

a une borne inférileure f(x) minore g(Ax),

on a ('(x}=' 1{x), Supposons x' e E, x £ x' = x. Par
hypothése, il exlste

y € Al ]x" x[= Al et
Il sTensuit

P ix') ¢'-}(x') «! g(yt) «' gly) «' 1'(x),

y' e AN x',y [ = Ax';

ayant ’
les propriatés voulues, §(A;) - g(A;J &ttant majoré par

{® Supposons qu'll existe une appllication §

a les propriétés énoncées. Si
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§(x) et §{Ax) = g(A) minoré par §(x), on trouve

PVix) =7 §(x) =1 1(x),
St x' e £ et x'#Xx, x*'m3x, on obtlent avec les notatlon
ci~dessus ‘ :
Bx") ' H(x") & gly') =! gly) &' it(x) «' §(x),
Cecl entrane gix') # §(x) si
(E ,=)

gly") # gly}. En particu-

Iter, sl est Yotalement ordonné, § est une Injec-

tlon ssi g en est une,

2° Supposons B, = g(AJUA ) dense dans |'Intervalle
(4, =) de (E',«')
i'(x) appartiennent a J*, car

ordonné qutil engendre. 1{x} et
gla') «' j1{x) =" j(x) «' gla) si a' e ﬂ; s 2R,
Si 1Mx) A ix), il existe z e A;(JAX tel que
glz) e B NT1"(x), 1) [;
mals cecl est impossible, g(A;) étant majoré par i'(x)
et g(A ) minoré par 10, It en résulte 1'(x) = (%),
de sorte qu'il existe au plus une application §, celle-ci

assocliant 8 x  ('élément 1%(x),

3% Montrons que, dans tous les cas, |'application §:
E dans E!

x ¢ A, alors

x > i'{x} de
g{x) € g(a!), d'ol gtx) = 170x) ="§uxr.
{((E',="),§,(E,=))
car, comme nous l'avons vu au début,

Gix') = 1M{x") =' Mx) = §{x),

De plus ast une appllcation ordonnée,

x! « x entratne

COROLLATRE, Sodent (E,=} un ensemble totalement ordon-
né sand premien nd deandier eLément, (C',«') un ensemble ox~
donnf complet, A une partie de E dense dans (E,=) et

((E',o'),q,(A,=)) une application ondonnfe telle que g(A)
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804t dense dans L'intervalle ondonng (J,=') de {E',=') qu'il
engendne; alons L0 existe une el une seule applicalion on-
donnge [(E',«'),8,(E,=)) telle que § ait g powr resiniction;
§ es8t une infection 884 g en est une, S4 {i,=} est complet,
on a §le} = J.

Preuve, (E,=) n'a nl &lément maximal ni élément minl-
mal et A vy est dense; de plus AN ux’) = A pour tout
giément x de E. Alnsi la proposition s'appiique, et elle
§, et Itinjectivité de
(E,=)

z £ JhvglA), i1 exlste

assure {'existence et 1tuniclité de

§ sst g
trons que Q4(£) = J. En effet, si

est injective., Supposons complet et mon-

des &léments a et a' de A tels que
z # gla) =' z «' gla') # z .
S des
o4

tion non vide de (A,=), majorée par a'; il en résulte que 5

Ltensemble x ¢ A tTels qus o{x) «' z est une sec-

a une borne supérieure X dans |'ensemble ordonné complet
(E,=), Puisque g(A) (4,%') et z & glA),

- :
Itensemble g{(S} = 20 g(A) n'a pas de dernier &lément, et

est dense dans

z est sa borne supérieure, S

“%NA, d'ol

n'ayant pas non plus de der-
nier élément, ona S = z = §(x).

Définition, On appelle magma ondonné, et 1'on note (A",«)
({(A,=),A%), ol (A,=)

ordonné et AT= {A,x) un magma tel que ({A,x),k, (A, =}x(A,=))

un couple ast un ensemble totalement

soit une appilication ordonnée,

PROPOSITICON 3. Supposons que (F,«) sodt un ensemble
Lotalement ondonn?é complef sans premier nd deander ELEment
et A une parntie de € dense dans (E,=}, S4 (A",=), oit A" =

(A, k), eat un maama (resp, wagna commutat{) ondonné, 4i£
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existe un magma (resp. magma commutatif) ondenn (E°,«)
zel que A" 804t un sous-magma de E*, SL A" est associatif
_QI-K(iabe) cofinal avec (Sa_b,x) pour tout {a,b) e AxA, ol
S, = aNA, i gxiéte un Led E° associatif; cetite condi-
tion est vendifdie en panticuliern i A° est un groupe.

Prewve. ST (x,y) € EXE , soit C, 0 x(y N,
Comme par hypothése il existe a e ANX et be Af1y+,
x(ny} est majoré par a.bh, et par suite il admet une bor-

ne supérieure dans (E,x) {qui est complet); noToné—ia

& Rix,y), S1 x' « x ef y' @y , on a Coryr © ny » d'ol

'
% R{x',y"') = Rix,y}. Ainsi {'application R: !
de ExE dans E

définit une application ordonnée de (E,=)x{E,«) vers (E,«),
i.e. ((E,8),«)

X,y = k(x,y), car (x,y} est le dernier &lément de ny. |

x,y) + Rix,y)
est un magma ordonné. Lorsque (x,y) e AxA,
stensult que A

est un sous-magma de (E,k). Nous poserons

X,y = Elx,y) pour tout (x,y) e ExE, et E" = (E,&),

1° S1 e est une unité de A", les applications

f: x >+ x,0 et f': x » e,x

de E dans E définissent des applications ordonnées de

| (£,«) wvers (E,«) et ont 1, pour restriction a (A,A}. Com
‘ me f(A) = A = f'(A) est dense dans (E,«), d'aprés le co-
[ rolialfe de la proposition 2 ona f = e = f'. Ainsi e
; est une unité de E°, §1 A™ est commutatif, alors

a.b = b,a pour tout (a,b) £ AxA

entralne x.y = y.x si (x,y) e ExE, c'est-a~dire £° est

commutatif.

i 2Y Posons S>< = xItA  pour tout

que k{5 x5 )

i1 by

x & £ et supposons

avoee (5 a}

ast cofinal "
AL

pour fout &lé-
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a) Montrons qua, sl (x,y) & ExE, le composé x.y
est 1a borne supérigure de M= n(SxxSy). En effet, si =z
est cette borne supérieure (qui existe, (E,«) &tant compiet),
on & z = x.y. Si z # x.y, 11 existe

. ceAN]z,x.y[ et d¢ AN e, x.y[yg
car A est dense dans (E,«), Par définltlon du composé,
Il existe des éléments a et b de A tols que
axXx, bey et caod=xa,be=x,y.
 Par hypothése, 11 exlste a' e Sa et b' e Sb tels que
c«a',b! « a,b,
Comme é'.b' appartient 5 M, ona c = a'.b' « z, ce qui
est Impossible, Dong x.y = z est la borne supérieﬁre de M,

b} Montrons que E° est assoclatif si A" 1'est,
Solent X, y et z ftrols éléments de’ E , Les composés
X« xX.(y,z) et X' = (x.y).z sont respectivement les
bornas supérieures de

M= K(SXXSY;Z} et de M' = K(Sxﬁyxsz).
St a E,Sx et de Sy.z . 1l existe b e Sy et ceg Sz
tels que d « b,c = y,z, le composé vy.z é&tent la borne
supérieure de K(SYXSZ). It s'ensult

~8.d = a.(b.c) = (a.b),c ¢ M',

Dtune manidre analogue, on valt que tout élément de M!
est majoré par un élément de M. Donc M et M!' ont la
méme borne supérieure, l.e. R = &', Cecl prouve que E’
est associatif (resp. est un monoTde si A" en est un’,

3° Dans la fin de cette démonstration, nous supposons
que A" est un groupe et nous notons x-' Citinverse de

x dans A°, Si a' « a dans (A,=)}, alors

- - -
l.a'.a' Ve a l.a.a'
!

- -
a = a

de sorte que la bljectlon o: x + x
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nit un lsomorphisme de (A,=) sur |'ensembie ordonné oppo-
sé. S1 ca,b; € AXA et ce s | Il existe c' ¢ ANJc,a.b]
en posant a' = ct',b™l ot h' = at-l ¢ , Ona ¢ = a'.ht,
a#a''«a,b,b-l =a s b Abt @at™! ot gl arp e .
Par sulte K(Saxsb) = Sa.b' A fortiorl x(Sabe) est coflnal

avec (Sa «) et, d'aprés la partie 3, E* est un monoTde.

b’
Déginition, Avec les Bypofhéses de la proposition 3, on ap-
peile magma complétion de A* relativement & (E,=) le magma
E* = (E,R), od  Rix,y) est, pour tout (x,y) ¢ ExE, la bor-
ne supérieure dans (E,=) dé'x(§+§ nA)x(+§ nA)) (et par sui-
Ie aussi, voir partie 2a ci-dessus, de K(SXXSY}, oll Sx =

x NA, si K(SaXSbJ est cofinal avec (Sa.b,a) pour tout
(a,b} & AxA ),

PROPOSITION 4, Avec Les hypothBses de La proposition 3,
suppasons que TA+,m) et [A®,«) solent des magmas ondonnis,
£” et E* Les magmas complitions de AT={A,¢) et de A* =[A,k!]
nelativement &'(E,«}..SL x[Sabe] et «'(S_x8,) sont cofinaw
aves (Sa+b'“} et (Sa.b’“} respectivement pour tout (a,b) e
Axh, 00 S_ = ‘alA, ef 84 A® est distributif sun &', alons
E* est distrnibutif sur €.

Preuve. Soient x, y et z des éléments de E. Par
définition, les composés v = x.{y+z) et v' = (x.y)+(x.2)}
sont respectivement les bornes supérieures de

Ml = K'(Sxxsy+2) et de M = (5 x5 ).

Xy “XeZ
St a e Sx et degS

- il existe b ¢ Sy et ¢ ¢ Sz
tels que d = b+c, d'ol

a.d « a,lb+c) = (a.bl+{a.c} ¢ M.

SILodt ¢ 5 ot d" ¢ 5 , L oxdiate den Sdments o
X,/
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et a' de S, » b de Sy et ¢ de Sz tels que i'on

alt d' =a,b et d" « at,c. SI a" = aVa', on en déduit
df+d" « (a",bl)+(a",c) = a.(b+c) € M'

Donc M et M' sont cofinaux, et I'ona v = v' ., On prou-

ve de méme que (x+y),z = (x.z)+(y.z},

Défainttion, On appelte ghroupe archimédien un magma ordonné
(A%,«) tel que A" soit un groupe d'unlté e, vérifiant

_ I'axiome suivant, dit axiome d'Archiméde:

Pour tout a ¢ & et tout ¢ e e+, il existe un entier

n tel que a2 « c*™(= 1t6ré d'ordre n de c dans A").

Soit (A°,=x) un groupe archimédien; alors {A,=) est
un ensemble totalement ordonné sans premier ni dernier &1é-
ment (sauf sl A = {e}). §i C° est un sous-groupe de A",
(C*,«) est un groupe archimédien, dit sous-groupe arciimé~
dien de (A*,«) définl par C. Soit (B*,«') un autre groupe
archimédien; on dit qu'il est {somorphe & (A°,=) s'i| existe
une bljection g ftelle que ({B,='},q,(A,=)} soit un [so-
morphisme et (B%,g,A") un homomorphisme (dans ce cas, B
est 1'image de A" par g et (B,wf) iTimage de (A,«)
par g); le triplet {(B*,='),g,(A",=)} est appelé {somor~
phisme entre groupes wrchimédiens, et I'on dit que (B',«')
est Le groupe archdmidien image de {A®,<] pan g.

PROPOSITION 5. Reprenons Les hypoihtses de La proposdi-
tion 3 et supposons que A* 804t un groupe d'uniti e et E°
son magma complition dans (E,«). Les conditions sudvantes
sont Bquivalentes: 1°{nesp. 2 Sic e Afle’ e xe Ene,
A exdste a e xN A tel que x =« a,c £ x (resp. fel que

_ o
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° (A%, =} est un groupe archimbdien; 4° € est un
groupe. SL elles sont virnifiées, (E°,=} eat un groupe ar-
chimédien et c'est L'unique magma ondonns fel que A® S04t
un sous-magma de E°,

c.a = x); 3

Preuve. Posons A' = Afle+ at S>< = +xf1A si xe E,

I® Supposons la premigdre (resp. la seconde) condltlon

remplie et solent a et ¢ des éléments de A'. Considé~

: P %1 -
rons ['ensemble M des Itérés c'', of n ¢ N. Comme ¢

est un majorant strict de e, on a

W5 N LAneld .
¢ egt e ¢ £

SI' M est majoré par a, Il admet une borne supérieure x
dans l'ansemble ordonné complet (E,=); pour tout b ¢ S
il exIste un entier n tel que b = ¢'" « x, de sorte que

N C.(n"‘l.} « C-(n+ZJ

b.c (resp, ¢.b) = ¢* ,¢c = « X # b.c,

ce qul est contraire & |'hypothésa, Ainsi il exlste un n

. - n ) - - - - 4
tel que " a « c”', et |'axiome d'Archiméde est vérifié,

2° Supposons {(A®,=) archimédien et soient c & A'

ot x e ENe’, |l existe b e ANS, et 11 existe un entier

m tels que b « c*™. L'ensembie 'des entiers n tels que

x # ¢« x nlest pas vide, et il est majoré par m; aussi
a-t~il un dernier élément # pour leguel

x # ey c'ﬁ.c = c.c‘ﬁ
Comme A est dense dans (E,=) , Il existe d c'Arl]c'ﬁ,x[
et 1'on trouve x = duc # x of x = c.d # x . Par consé-

quent les conditions | et 2 sont satisfaltes,

3° Supposons (A',=) archimddien, D'aprés la partle
% de la démonstration de la propositlion 3 dont nous repre-
nons les notations, I'tapplicatlion o: x = ><-l de A dans

A dietinit un Tsomorphisme da (A X)) <sur 1 tensemble ordonnd
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opposé. D'aprds le corollalre de la proposition 2, il exis-
te une unlque app!ication ordonnée ((£,)},3,(E,=)) ftelle

que 8 admette o pour restrictlion; 6(E} est t'interval-

la de (E,«) engendré par A, clest-a-dire E, et 0 east
injective. Autrement dit, & déflinit un isomorphisme de.
(E,=) sur {'ensemble ordonné opposé, Soit x e E et mon~

trens que "z = 8(x).x est identlque 3 e. En éff9+, z

est la borne supérieure de M = K(Satx)xsx}. St ace Sx
et b e S&(x)’ alors

! b.a = b.b =,

\ ae«x«b et
ce qui entratne z « e, Supposons z # e. Comme A est

dense dans (E,=), il existe c e A \e tel que
clpzec we.
a) SI e = x, 1l existe a ¢ Sx tel que x = a.c;

on en dédult

- I -
C .8 = ola.c) « B(x),

et par suite
-1 -

¢ =¢C .a
b) Si x « e, alors e = &{x) et il exisie de

-‘,a e J{x).x = z,

vérifiant &(x) « c.b, ce qui donne

olb.c) = b-'.c"I « X ,

et . b.b—l.cml
On obtient ainsi dans les deux cas une contradiction, de
z = e. Une démonstration anaipgue prouve que

est l'Invérsa de x dans E®. Nous

méme b € Sa(x)

x B{x).x = Z,

sorte que
x.6(x) = 8. Donc 8{x)

le noterons « . Cecl prouve que E" est un groupe.

soit un magma admeftant A°
((E,e), k", (E,«)x(E,=)) solt

© 4° Supposons que (£, k')

pour sous-groupe et fel que

une application ordonnto, Solent x et y doux éléments

dee .61 AT = (h,v), Lo compoant 7= kKT y) majorant

v
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k'(SxxSy) = K‘SXXSYJ’
on trouve x.y = z, Supposons x.y # z., Etant donné que A

esT dense dans (E,«)

-1 -1
X JZ.Y

et que
| -

£ e = x-I.x.y.y- « X !

zy o,
il exlste d e An_]e,x“l.z.y_l[, fee. z # xuday ®= 2, 11
t e Anle,d[ et I'ona d = .4, avec
et g e et ! TR

exlste aussi
e =d ,d=«t
La condition | assure i'existence de a et b +els qué
beS, T'.boAyetb,

Il en résulte (a.t).(t'.b) e Jx.y,z[N A, car

aeS ,at#xeat,

X,y « (3,1),(1'.b) = 8.d.b « x.d.y « z,
k'(a.t,t'.b) = (a.t).(1'.b), ce~
¢i est impossibie. Ep définitive z = x,y et (E,k'} = E*,

Puisque z est majoré par

5° Supposons inversement que E° solt un groupe. Si

-
cehA' et xeENe, ona x# x.c, de sorta qu'll existe

[
£ Sx et x«b = a.c, ia

b e An|x,x.c|]. Coome & = b,c"
condition | est vérifiée, A fortiorl (A*,=) est un groupe
archimédien, |1 en est de mdme pour (E°,=) , car E' est

ta compfétion de A® relativement & (E,«),

COROLLAIRE, Un magma ondonnd {E°,=), ol E* est un ghou~
pe et ofi {E,«) est dense complet, est un groupe archiméddien,

En effet, si E n'est pas réduit 3 I'unité e, 1} existe
uet e+, et (E,=) n'a ni premier nl dernter élément, car on
a xE ]x.u",x.u[. Donc E* est la complétion de E° relati-
vement & (E,=), et le corollalre résulte de la proposition,

PROPOSITION 6. Sodent {E*,«) un groupe archimédien et
e £'unité de £*. Afors E” eat commutatif. Si {E,=) est den-
se, pown towt x € o of tout m e N , 48 oxiste y ¢ o ted
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quc ' ® x, 84 {E,«) n'est pas dense, (E*,=} est Lisomon-
rhe au groupe anchimidien (Z°,<) des entiers nelatifs.

+
Prouve, Scit E' = e = {x e E | e = x £ e}, Si x ¢ E,

-1 . m AP | ;
notens x s0n inverse, x son (téré x d'ordre m dans E*,

t° Supposons (E,«) dense., Montrons d'abord que, sl
aeE' il exlste c ¢ Je,a[ Tel que a # c2 «a, Si x¢e L7,
x'e|e,x]},

a) Prouvons que, si Mx est vide, alors x est

posons MX = {x'é]e,x[ |x #x'za %} et M; = {X,Z

la borne Inférieure de M;. En effet, x minore .M; par
géfinition, St y est un minorant de M; majorant x et
s] x' e ]e,x[, on a
e = y.x-! e 1ot n T e g
Comme (E,*). est dense, e est la borne inférieure de E' ,
et a fortiori de ]e,x[, donc
yoxlse, et yo=x.

b) Scit a e E' et supposons M, = . D'aprés
ce qui préceéde, a est la borne inférieure de 'M; . 11 exis-
te x e Je,a[ et la relation x = a « x1 2 pour tout &lément
x' de Je,x[c Je,al entratne M = ¢, de sorfe que x
est la borne Inférieure de M;. It en résulte x = a, car
M; est une section de (Mé,w). Ceci étant impossible, M,
n'est pas vide.

¢} Soit x e E' et montrons que, pour tout entler
m#O0, il exlste un a ¢ Je,x[ tel que x # a" « x ., Nous
venons de prouver ce résultat lorsque m = 2. S'ii est sup-
posé vérifié pour m, il exlste un ¢ ¢ ]e,x[ tel que x
majore < et un ae Je,c[ tel que a" = c. On en dédult

X # am+| « c.a ® ¢ o« X,

Par récurrence cecl prouve |'affirmation.

d) Sofent x, y ot o des Sldmenta de !

I W
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Nous savons qu'il existe c¢ ¢ Je,a[ tel que a # R
D'aprés |'axiome d'Archimdde, |%'ensemble des entiers n

n n ' . o
tels que ¢ e« vy (resp. ¢ « x) a un dernler élément #

{resp. m}; cecl signifie que

m m+ | i M+l
C & X« et ¢ =y =¢ .
Il s'ensuit
m+ A m+fi+2
c = C ,C « X,y ®C s
m+i i om m+fti+ 7
c = C L, C & y,X & ¢ ,

d'ol, en utllisant la proposition 6-9,

| m+f+2 ‘m+ﬁ)—l

z = (X.y).ly,x) = ¢ {c 2

= cz o3 # ¢

et
(2™ gl e (ByTH o (e, -]

Alnsi 2z ¢ ]a“i,a[ pour tout a e £', clest-d-dire

= £

zZ=e et  X.y = ¥Y.X .

e) Pour tout élément x de E, ona x,e = X

et x = e.x. S5i x et y appartiennent a E\E', leurs in-

verses appartiennent & E', de sorte que

sy = (T e 7y
Si x e E' et y e EVET, des égalités
'iy.:»:).y”i - y.y-l.x = x = (x.y}.ynl,

on dédult y.x = x.y, Par conséquent E' ‘- est commutatif.

= y;x-

3° Evidemment (Z‘,j} esT un groupe archimédien, Sup-
posons que (E,=) ne soit pas dense, || existe alors un &la-
ment x de E ayant un sulvant y dans (£,=); a fortio-
ri e= ><.><“I admet u = y.xﬁl pour suivant dans (E,=},
Itapplication z -+ z.x-’ définissant un isomorphisme de
(E,«) sur (E,«); de plus x'.u est le suivant de x' ¢ E
dans (E,«), L'injection f de Z dans E associant 3
IYentier relatit z ('1t6ré

7 , , -1 .~z
U wioor >0, (u ) ol 7 o= (1,
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d6finit un homomorphisme (E°,%,Z°) , et flz+]) est le
(E,=) . S x" g ExF(Z) , |1 résul-

te de 1'axiome d'Archiméde que |'ensemble des z e Z  tels

sulvant de f(z) dans

que x' # f(z) « x' & un dernier élément 2 dans (Z,%),
et I'on a '

x' ¢ f(2) & x' = f(3+}) # x',
ce qui est Impossible. Il s'ensult que f
(E*,=). A fortiori E°, étant

définit (tunique
isomorphisme de (Z+h§) sur

Itimage par f du groupe commutatif Z+, est commutatif,

Deginition. On appelle corps arehimédien, et |'on désigne
par (A",A*,=), un couple ((A,=),(A",A")) véritlant les
conditions sulvantes:

1° (A+,u) est un grohpe archimédien;

2° (Af,A') est un corps; nous désignerons par e
1'unité du.groupe A+;

3° La restriction de la |oi de composlition de A" 3
At = e’ définlt une application ordonnée de (AY, =) x{A',«)

vers (A,=}.

. - + -
un corps archimédien., 51 M et M
o .
et de A° tels que (M ,M°,=)
MM, =)

soit (AT,A,«)
sont des sous-magmas de A"
solt un corps archimédien, on dit que est un
sous-conpd arnchinidien de (A*,A*,«) , Pour qu'll en solt
alnsi, it fau{ et i1 sufflt que M définisse un SOUS-COrpsS
de (A+,A'I, clest-a-dlire que MY soit un sous-groupe de
AY et w

+ralne ><-.I

un sous-monoide de A* tel que e # x e M en-

g M, ol x_t est I'ipverse de x dans A", Si
(B‘,B',x) est un corps archimédien et si ((B,=),q, (A=)

* + L] N -
ast un isomorphisme tel que (B ,4,A y et (B3%,g,A") solent

R

+ -
Inverse dans le groupe A . Si
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des homomorphismes, on dit que g définit L£'{somorphisme
((B+,B',“),g,{ﬂ+,ﬂ‘,“}) entre corps archimédiens, et on
appelle"(B*,B‘,t} le conps archimddien image de (A+,A',¢)
par g ; ators B+, B' et (B,=) sont respectivement
les magmas images de A" et de A' et I'ensemble ordonné

Image de (A,=) par gq.

PROPOSITION 7. Sodent (A",A",=) un coaps archimédien,
e et u fes unitds de AY of de A", Le moncide A® est commu-
tatif, {A,=) est dense, A' = e¢ défindt des éaub—magma3
AT de AT et AY de A', et {A'',=) est un groupe arcliimé-
dien.

Preuave, Pour tout &iément x  de A, notons =-x son
x et x' appartiennent a
A', on trouve

' e = ete « x+x' ,

de sorte que ~A' de A", De la

définit un sous-magma art
distributivité de A* sur A°, i1 résulte
(=x).{=y) = x.y et (=x}.y = -(x,y} = x.{=y)

quels que sofent les &léments x et y de A,

|® Montrons que A' définit un sous-groupe de A°. En
effet, u appartient & A', car u = e entratnerait
e =-u et e =e.0=« {(-w),(-u) = u.t=u,
d'ol u = e, ce aqul est impossible, Comme
e = e,e = x.x' si (x,x") e ATxA!
A' définlt un sous-magma AT" de A", Soit xh!

se da x g A' dans A°, Si c'est un minorant strict de e,

| 'inver-

'
alors x = =z pour un z € A', et

U= X, x = X.{-2) = ~(2,x}) =g,

. N Co =1 N
co qul est contraire 3w e AT, Ainsl x  appartlent Al
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et A'* est un sous-groupe de A",

2° Montrons que f{A,=) est dense. En effet, supposons
qutil ne le soit pas; d’aprés la proposition 6, 1l exliste
un isomorphisme {(Z+,:J,g,(A+,¢))' entre groupes archimé-
diens. A* &tant un monoTde distributif sur A", dtunlté
u e A' , son magma Z° image par g ast un monoTde distri-
butif sur Z+, dtunité glu) > O.'il gn résultte, en vertu
de la proposition 5«11, que Z° est identique & Z°. Or

tout élément x de ~A! inverse x_I dans A",

dans Z2°, Ce-

admet un

de sorte que g{xﬁli est |'inverse de gix}

ci est impossible, aucun élément de Z n'étant inversible

{A,=) estT dense,

dans Z°. Par suife

{'est aussi, et

(At*,=) est

(A, =)

le coroliaire de la proposition & montre que

3° Puisque gst dense, (A',«x)

un groupe archimédien. A fortlori A'" est commutatif.

4° Soient x et y des éléments de A, On a e.x =

x € A' et y €& A', nous venons de volr

x £ A\AY et y e AVAY, on obtient

=8 = X,8 , Si
que X.y = y.X . Si
xoy = (=), {=y) = {~y).(=x) = y.x ;
enfin si x appartient & A' et y a A,
x.y = =(X,{=y)) = ={(~y) X} = y.x .
Ceci prouve que A" est commutatif, '

PrOPOSITION §. Reprenons Les hypothises de Lo proposi-

tion 3 et supposons que (A+,A',«) 2048 un conps wrichdmiddien,
e ef u Los unitis de AY et de A’ , et A' = ANe . S{E est

Lo magma complétion de A" relativement & (E,«), 4L existe un
£ = (C,k')  déstrnibutif sux £, admet-

r

tant A" pourn sous-manma ot tel que fa restriction de k' 4

et un seul magma

- 59 «
E'E', ol E' = ENe’, définisse une application ondonnie
de {E',=}x{E',«) vens (E,«], De plus {E,E°,«) edt un conps
archimédien et E' ot £° admettent pour sous-magmas Les com-
plitions de AtY et A'* dans (E7,«).

Preuve, 1° Comme (A+,¢) est un groupe archimédlen,
+ .
(£ ,=} en est un (proposition 5). Le sous-ensemble ordon-
né (&', «) de (&,«)

y est dense. D'aprés la proposition 7, A!

est complet sans premier ni dernier
élément et A!
définit un sous-magma A" de E+, de sorte qu'il admet un
(ET,&)

appartiennent 3 E', leur composé dans E" est la borne

magma pour complétlion dens (E',=}, Si x et vy

supérieure x+y de
M={a+b | ae A, be A, a = x, be«yl,
tandis que K{x,y) est la borne supérieure. z de

Mt = {a'+b' | a' € A, b' e A', 2! = x, b! =y} M,

Tout élément de M é&tant majoré par un élément de M', on

obtlent
x+y = VM= VM = £0x,y).
Par suite (E',&) est un sous-magma E'  de E.
2° A' définit aussi un sous-groupe A'* de A* et
{A'",=} est un groupe archimédien (proposition 7). Il en

résulte que le magma E'"
(E',e)

médien. De plus !es_cdndifions de la propositlon 4 étant

complétion de A'®
est un groupe et

retative~
ment & (E'*, =) un groupe archi-
remplies par A'' et A'®, le magma E'" est distributif

sur E'". Soit !

socie au couple

|tapplication de ExE dans
{x,y} e ExE:
{(x,y) e E'xE',

E qul as-

X.y si

) sl x = e ousl y»=eg,

(=x).{=y) sioox e o ot oy e o, xb o fby,
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-{x.{-y)) si xeE' et efy =g,

-(-x),y si efxe«ee et yecE".
Une démonstration analogue & celle de la proposition 5-11|
prouve les résultats sufvants: E° = (E,x'}) est l'unique
magma distributif sur e’ admettant E'" pour sous-magma;
(E+,E') est un anneau; tout &lément x de Er{e} admet
uﬁ inverse dans E°, & savolr son inverse x_' dans E'°
sl x g E' et —(—x)—I si x « @; |'application v:

x+x si xegk', x=>-x sl x«eg

de E dans £ définit un homomorphisme de E° ‘vers E°,

1 stensult que (E+,E',«} est un corps archimédien,

3% Soft E° = (E,k') un magma vérifiant les condi-
tions de 1'énoncé. Si x et y appartiennent & E', 1l
existe des &léments a et b de A' tels que a « x et
b «y ; onen déduit '

e =« a,b = aeb = xey ;
ainsi E' définlt un sous-magma E£'° de E° , Comme
(E'°,=) est un magma ordonné et (A'°,«) un groupe archi-
médien, ol A'’ est un sous-magma de E'°?, la proposition
5 monfre que LC'° est la comptétion E'" de A'" relati-

vement & (E',«). Ceci enfratne E° = E° (partie 2}.

Dé4inition. Avec les hypoth@ses de !a proposition 5, on
appelle (*,E*,=) fe conps archimddien compléticn de

(A*,A") relativement 3 (E,=).

+ -
Si (E+,E',¢} est un corps archimédien, (A ,A"} un

souUsS—Ccorps de (E‘,E‘) et si A est dense dans (£,=) et (E,«)

I
complet, 1l résulte des propositions 6, 7 et 8 que (E ,E%,=)

* -
ost le corps archimddien complétlon de (A A7) relatlve-

g i
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ment & (E,=),

14, Conps archimédien des nombres néels.

Solt (R',c:) la compliétion de |'ensemble or-
donné dense (Q,<) des nombres raflonnelé, i.e. R' @est
I'ensemble des sections propres non vides sans dernier é-
Iément de (Q,<), L'injection canonique ] de Q dans
R' appllique q sur la sectlon “q de (Q,<) assoclés.
Un nombre rationnel ayant pour éléments des ensembles fi~
nis (par construction de Q) alors qufun S e R' a parmi
ses éléments des nombres ratlonnels qul n'appartiennent
pas & Z, donc des ensembles infinis, QN R est vide. {1-
eh résulte que 1'application

Jiq) »q si g eQ, S-S sI S ¢ RN
définit une bijectlon nde R' sur |'ensemble
_ R = QUIRM™j(Q)),
Nous noterons (R,<) ['ensemble crdonné image de (R',c)

par n .

Déganition, Avec les notatlons précédentes, on appelle nom-
bre néel un élément de R, nombre Lwwalionnel un &é|ément
de R\Q, et t'on dit que (R,<) est £'ensemble ordennd
des nombres ndels.

"Les nombres réels sont donc les nombres rationnels et
les sections propres non vides de (Q,<} n'admettant pas
de borne supérieure dans ({Q,<) (car une section § admet
q pour borne supérieure ssi g est le derniar &lément de
S ousl S« j{g)). D'aprés la proposltion I-93,

((RY, ), ],(0,<h)
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est une application ordonnée, (R',< ) est compiet sans pre-
mier ni dernier &lément et j(Q) vy est dense; a fortiori
(R,<) est un ensemble totalement ordonné dense complet,

@ est dense dans (Rg:) et (Q,<) est un sous-ensemble
ordonné de '(Rli) (ce qui justifie ['emploi de < pour 1'or-
dre sur R), SI k et k' sont des nombres réets dont |‘un
au fimoins est irrationnel, on a k' < k ssi

k' <@ k {orsque k et k' sont irrationnels,

k' € k lorsgue ke P\Q et k' eQ,

( k § k' torsque ke@ et k' eR\G .,

ST T est une partie de ( dense dans (Q,<}, alors T

est dense dans (R,<) et, d'aprés ia proposition 1-13,

(R,%} est isomorphe & la complétion de (T,<).

PROPOSITION 1, Sodt |E,=) un ensemble totalement ox-
donnZ complet sans premier ni dernien itdment, Si 7T est
une partie dénombrable de € dense dans (E,«), alons [E,«]
est Lsomonphe & (R, <), Si D venifie £'axdome du choix
et 84 (E,=) os% dense, (R,<| st Lsomonphe & un sous-ensem-
ble ondonné de (E,«],

Preuve, S1 T .esT dénombrable et dense dans (E,«) ,
la compiétion de (T,=) est isomorphe 3 {E,=). {proposi-
tion 1-13), Comme (T,=} est un ensemble ordonné dense sans
premier ni dernier é&lément tel que T soit dénombrable,

il est isomorpﬁe & (Q,<), d'aprés le coroliaire | de la
proposition 5«12; par suite ta complétion de (T,=) est
isomorphe a celle de (Q,<); a fortiori (E,«) et (R,ﬁ) sont
Isomorphes,Supposons maintenant que U vérifie I'axiome du

choix et que ({I,«) soit dense. La proposition 6-12 mon-
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telle que f soit une Injection, D'aprés la proposition

2=13, f s'4tend en une Injection f' de R dans E ,

=

dont la restrictlon & (f'(R),R) définit un isomorphisme

de (R,<) sur un sous-ensembie ordonné de (E,=).

Mous poserons

C={acQ]g>0r et Re={xeR| x>0l

PROPUSITION 2. (Q,Q°,<) est un coaps archimédion ;
S04t (R‘,R‘hi) son conps archimidien compldtion nelative-
ment & (R, <t. Alons R* = (R,Ké) esd £'unique magma distni~
butif sur R” ayant | pour unité et tel que La resinicition
Ry de kb 2 RxR dBfindsse une application ondonnie de
(R,<)x(R, <} vers [R,<). S (n,x} & WxR, on & n.x = nx (4~
téne de x dans R'). S (R™,£,0%) est un homomenphisine,

fix) = f(1).x pour tout x e Q .

Preuve, |° (Q*hii est un magma ordonné, d'aprds le
corcllaire de Ia.proposi+ion 312, Si q et q' sont des
nombres rationnels positifs, il existe un entier majorant
q'.th, {.e. vérifiant q' < ng; donc (Q+&§) est un grou-
pe archimédien, La restriction dg xé défintt une applice~-
tion ordonnée de (Q,<)}x(Q,<) vers (Q,<) (coroilalre de
la proposition 3=12), de sorte que _(Q+,Q',£) ast un corps
archimédien. Sa complétion (R+,R',5) est teile que R
soit e magma complétion de Q+ et que R' admette pour
sous-groupe le groupe R° complétion de O° relativement
a (ﬁai}° 5i x est un nombre réel, on voit par récurrence
que  n.x = nx  pour Tout entier n, car cette égalits cst

vraic neuronos 1 ety sioatle ost varifide pour n, on A

tro qutil exicde une applicatlon ordonndo (6 ,“),f,([.‘,_f_)) l (vl x L wde o v (o). Cree 1),

y
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Cecl justifie de noter parfols x'x le composé x',x dans
R* de  (x',x) € RXR ,

1 2° Soit (R*,f,Q*)‘un homomorphisme et posons ¢ # f(]),
Pour fTout entier n, on a (proposition 6~9) f{ng) = nf{q) =
= n,f{g) , pour fout nombrg ratlonnel q . En parTicﬁlier

f(n) =f(nl) = n.c et f(-n) = =rin} = =nl),c.
St q=2/n, Il stensult '

n.flq) = flng) = f{z) = c.z, d'oll #{(q) = t:.z.n_I = C.Q

3% Supposons qhé R® = (R,k'} scit un magma distribu~
t1f sur R ayant | pour unité; lJtapplication g =+ xoq
définissant un homomorphisme de Q% vers R*, d'aprés ce
qul précdde xoq = (xel).g = x.q pour tout q e Q;,aihsi
Q" est un sous-uwagma de R°, On en déduit R° s R*, en uti-

l'vsant la proposition 8-13, sl la restrictlion k' de k' 3
RxR  définit une appllication ardonnée ((va)'ﬁ"(§n§)*(§ai))'

COROLLAIRE. Soit c e R ; 40 existe un unique homomon-
phisme (R*,h,R") tel que {{R,<),h, (R, <)} s0it une applica-
Lion ondonnie et que hi{t) = c. De plus hix) = c.x pour
x e R et {(R*Lgl,h,(R+tg)) est un Lsomorphisme,

Preuve, Solt g I'application x + c,x de R dans R,
Elle déflinit un isomorphisme de (R+L§) sur (R*hg).'Sup-'j
posons que h vérifle les conditions de |'énoncé, et pow
sons f = g loh. Alors ((R,<),f,(R,<)) est une application
ordonnée; la restriction de f & @ d6finlssant un homo-
morphisme de Q+ vers R’ tel que f(I) = i, clest, d'a-
praés la proposition, l'application ldentique de Q. Comme
f(Q) = Q est dense dans (R,<), 7l résulte du corollaire de
d'oll g = h,

la proposition 2-13 que f = Yy e
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. Déginition, Le corps (R+,R'J de la proposition 2 est appe-

1€ conps des nombres xéels. On appelle valeur absolue sut R
|*appltication Vg de R dans R telle que
vR(x} =x si x>0, vR(x} =-x sl x<(,

PROPOSITION 3. Sodent b un entdier, b > 2, et B £'ensem-
ble des swites (pn)neN d’entiens telles que O < p, < b powr
tout entier n et que {n e N | p 40 s0it inféni. S (E7,<)
est un groupe anchimédien, L existe une infection u. de E

| ] E
dans ZxB; L'infection u, conrtespondant & (R",<} est une bi-
fection,

R

Preuve., Soient e {'unité de E° et u un élément
de £ +el que e < u ; nous notons nx |1'1+éré de x et
(-n)x  t'itéré n(-x) de son Inverse =-x dans E , pour

tout entier n. De plus nous posons y=-x = y+(=x),

1° Soit x e E. D'aprds |'axiome d'Archimdde, i'ensem-

ble des entiers relatifs z +tels que zu < x a un dernler

éiément, noté z(x), dans (Z,<); posons

z_ = z(b™x) et p (x) =z bz
m m m+l “Tm
pour tout entlier m. Les relations

zu<b™ < (z+Du

m ~ "m
entraTnent

bz u « bm+I
m

x < b(z +t)Ju, d'ol bz <2z < bz b,

- m m e “m+| m
ctest-a-dire 0 < pm(x) < b pour tout entier m, Supposons
qulil existe un entler m tel que pm+n(x} = 0 pour tout
n e N, On volt par récurrence que Zoon ™ bnzm pour tout
entier n, En vertu de |'axiome d'Archim&de et comme tout
entier est majoré par une pulssance de b, 1l exIste n > 0

tel que u <« bn(me*zmu). Il en résulte, £* atant commutatif,
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bm+'z < bz

n n+m C g n n
(I+b"z Ju < b "x , d'ol bz < I*bz_ < z < z = bz +p
m m m - M= n*m = n+m+ | n+m " n+m

) m m
men? < bz sp™1)ep

m+ |

ce gui est contraire & |Yhypothése, Donc (pn(xJ)nEN e B _ <b (zn+l) .
et uc(x) = (200, (p (x)) ) e ZxB. b} En particuller z, = q, < q, < zy*l , et il
Soit ue [tapplication x + uE(XJ- de E dans Z7xB, existe une borne supérieuTe x de (qn_)nEN dans (R,<),
. n+
Puisque q _,= g +(p /b ') et que {n e N # 0} est
2° Montrons que u. est une injection. Soient x et n+l n o 'n ik | Pa
E infInl, pour tout n e N it existerun m tel que q < g
x' des éiéments de E tels gque x < x' et u-(x)= u_(x'), nooone
£ En dtol g, < x<aq +(I/bn), et z_ <b'x <z +l .
Reprenons les notations précédentes et posons z; = z{b"x") n - n n - n

Il stensui+t z = 26" pour tout n , de sorte que Pne

pour tout entier n. On a zix) = z(x') et, pulsque L
, . ' () o pn(x) et, a fortiori, uR(x) = W,
z -bzn = pn(x = p,x z. Z, s

n+ | 1
on en déduit par récurrence z! = z pour Tout entler n, I DE4inition, Avec les notations de la partie 3 de la preuve
Or il existe m> 0 tel que u < b™(x'-x), de sorte que précédente, aon appelle a, {resp. qn*(lfbn) ) valeuwr ap-
(l+zm)u < u+b™ < pTx' , donc z < l*Zm_i Zé . X prochie parn défaut (resp, par exces) de x dlordre n
Ceci étant iImpossible, x' = x et u. est une Injection. dans la base b, et wup(x), pour wu =1, est dit dévelop-

. X . pement de base b de x dans R'.
3° Prenons pour {E ,<) le groupe archimédien (R ,<).

- -1
Soit uw' e R,  SI g R et x = u,u' . on &
' mE Y . m {y ’I) ' Le nombre réel x est denc la borne supérieure (resp,
< (z #fJu ssi z u' <by <z +l)u S
S Px2 m y = m_ ’ porne inférieure) de I'ensembie de ses valeurs approchées
d'ol uR(x) = ué(y). L'application y » u,u' .y de R

dans R étent une bijection, 1l s'ensuit que wu, est une K

bijection ssi ué en est une. || nous suffit donc de prou-

par défaut {(resp. par excés) dans la base b ,

. ! PROPOSITION 4. R est Equipotent & PIN).
ver que up , pour u = 1, est une bljection, Or supposons

W= (Z'(pn)neN) e ZxB ., On détinit par récurrence z & z ‘ Preuve, D'aprés la proposition 3, R est équ&poTenT a
x8 ., Considérons le cas o b = 2 , Alors B =21\C , en

et q, ¢ Q pour fout entler -n en posant:

nctant C ['ensemble des sultes x_=(dn1na telles que

n - A
Zg = 2 % Qg Zp, " b2n+pn » Q= zn/b sl negN.,.
a) Solt n e N et montrons par récurrence que

n
n S 9pem < qn+(|/b 1y

N
d, € {0,1} et gue Ax = {neN | dn £ 0} solt fini,

m
bmzn.i Zem © b (zn+l), i.e. q I® Soit g ['application de C dans N qui assocle

a x = (dn)neN 0+...+2n-Id +2ndn , Sin est
te dernier &iément de Ax. Montrons que q est une injection.

n-|
En offet, soit x' = (d;)

i+

pour tout entler m . £n effet {tentler d
bz < zZ " bzn-n-pn <-btzn+l)

et, si la formule a 6té prouvée pour m , on obtient

o - '
neN € C tel quo q{x) q{x'), On a




m, . Y = d, ~d!
zo+...+2 20 0, ou Z dI di

pour tout entier i <m et ot m est te dernier &lément
de A UA ;. SI' I"ensemble des m' <m tels que 2z ,# 0
ntest pas vide, Il a un premier &lément n, Des relations

m=n-{
z € {t,~1,01} et -z = 20z *e.at2 z )

on dédulft z, = 0, ce qui est impossible, Donc 2z, = 0

pour tout 1 < m, ctest-a-dire x = x'. [l en résulte que

C est fini ou dénombrable (en tait il ast dénombrable, car
on montre par récurrence que N = g(C): si m = g((dn)naN)

et si m' est le premier étément de {n e N | d_ = 0}, on

voit que m+l = g{(dn}nEN) , ot

ai-= 0 st i <mt, am, = ef d = a, si n>m' ),
20 En associant & 'entier m la suite (pn)nEN , ol

= { = Niy{m}

P 0 et P I sl ne ’

on d¢éfinit une injection de N dans B. Par sulfe le corol-
laire 3 de ta propesition 5-10 affirme que BRUC est équi~
ZN est équipotent & P(N} (pro-

potent & B. Puisque B uc
position 2-4), B est donc dquipotent & PN}, Enfin ZxG, et
a fortiori R, sont éguipotents & P(N), d'aprés la proposi-
tion 6-10, Z étant dénombrable.

Définition. Si F est un ensemble équipotent a R (donc B
P(N)), on dIt que F a la puissance du continu,

Solt E up ensemhle non vide. D'apras la proposition
6~10, ExR et EUR ont la pulssance du confinu si E est
de puissance Inférieure 3 R, et RE est &quipotent & R
lorsque E est finl ou dénombrable. En parficuller R" a

la pulssance du continu pour tout entlor n £ 0.
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PROPOSITION 5. SL (E',<) est un groupe archimédien,
AL est isomorphe & un sous-groupe archimédien de (R',<)
{nesp, a (R+ail 84 (€,<) est dense ot complet).

Preave, St (E,<) n'est pas dense, {E+t:) est Iso-
morsphe 3 (Z',<) (proposition 6~13). Supposons (E,<)
dense, et soient e [I'unité de E‘, E' = ¢ et ueE,
Notons =-x I'inverse de x dans £ et nx son Itéré.
D'aprés 1a proposition 6-13, E" est commutatit et, si

x e E'" et me ﬁ, Il existe x' ¢ £ tel que mx": X .

I° Supposons (E,<) complet et m e N. L'ensemble
AL = Ixe Jesul | mx < u}
étant non vide et majoré, Il a une borne supérieure y < u
dans |'ensemble ordomné complet (E,<). Montrons que I‘on
a u=my , En effet, soit a L'; il exlste c e E' el
que mc < a, Comme y=c (= y+(-c)) <y < y+¢, on a
mly=c) < my < u < miy+c).
En utilisant |a commutativité de €7, on en déduit
(mydea < {my)={mc) = ml{y-c} < u < (my)+{mc) < (my)+a,
d'ol -
u=(my) ¢ ]-~a,a pour tout a ¢ EY,
l.e. .my = u, Nous allons construire une application f
de © dans E,
a) Soient. x ¢ E et IX I‘applicafion" z " 2x
de Z dans E, oi !'on pose
zx = nx st z=ngN, zx = n{-x3 sl z = -n,
L'applicafion n + nx définissant un homomorphisme de N*
vers E+,(proposifion 6-97, (E*,ix,2+) est un homomorphis—
me (corollalre, proposition 4-11), St (z',z) ¢ ZxZ, on a

(7'+2)x = {z'x)+{zx), et 11 résulte de |Ia proposition 6-9
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gue z'(zx) = (z'z)x . L'application x =+ zx de £ dans

E est une injection pour tout z ¢ Z\{Q}, car, si me N

et x <y dans (E,<), on obtient
mx = ((m={)x)+x < my et (-m)y = m{-y} < (-m)x ,
t1 stensuit que, pour fout m e ﬂ, 11 exlste un et un seul
y ¢ E' tel que my = d; nous le noterons u/m, En particu-
lter w = u/l, Pour tout (z,n) e ZXQ, pPOSONS

f'{z,n) = z{u/nl.

Si (z',m) £ ZxN et zm = z'n, on déduit des relations

I

nm(iy) = (mzd{ny) = (zm)u = (z'nlu = (z'n)(mx) - nmiztx}
el y = u/n et x = u/m, I'égalité
fr(z,n} = zy = z'x = f'(z',m),
de Zxﬂ dans

compatible avec la relation d'équlvalence r

Ainst 1'application (z,n) » f'{z,n) E est
permettant

de définir Q, de sorte qu'il existe une application f de

Q dans E telle que flg) = f'{z,m) si q=2/ne 0.
Evidemment :
f{z) = f'(z,1) = z2u  si z e Z,
£Ci/n) = £'¢0,n) = u/n si noe .

b) Montrons que §f est une Injection déflnissant
un homomorphisme de Q+ vers £ et une applicatlon ordon-
{Q, <)

nombres ratlonnels;

née de vers (E,<), En effet, solent q et q' des

11s admettent des représentants (z,n)
u/n =y, on trouve

et {(2',n} de méme dénominateur. Si

flgegt) = flzezt,n) = (z+2")y = (zy)elz'y) =f(q)+f{g").

-~

par ailleurs q' < g signifie z = z'+p, o0 p e N, Comme

e <y entrafne e < py, il s'ensuit
zty = (Z'y)re < (2'y)+(py) = (z'+ply = zvy.
£(q) = f(q")

A fortiorl 1'égatlité ne peut 8tre réallsée

que st q = g'.

Py —

. entiers nt
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2° Reprenons Ias notatlons précédentes, Q é&tant dense
(R,<) et (E,<)
sition 2=13 montre qu'il exlste une unique injection

R dans £ admettant f

une application ordonnée de

dans complet, le corollaire de la propo-

g de
pour rastriction et définissant

(R,<)
g est une bijection ssi £(Q) est dense dans (E,<). Mon-

vers (E,<); de plus

trons que cette condition est vérifiée et que g définit
*
un isomorphisme de (R+af) sur (E",<),

a) Soit

[tensemble des entiers n

c e E', Dlaprés |'axlome d'Archiméde,

tels que nc < u a un dernler

élément m tel que mc < u < {(m+l)c, On trouve, en posant
y - U/(m*'i),
i.e.

{m+]lly = u < (m+idc , y < C,

Ainst y appartient & f(Q)0 Je,c[.
b) Soient x' et x° deux &iéments de E tels
que x < x', et ¢ = x'-x , Il existe un n ¢ N tel que .

y = u/n < ¢, D'aprés |'axlome d*Archiméde, |'ensemble des
tels que n'y < x a un dernfer élément m',
On a
' m'y < x < (m'+t}y = (m'y)+y < x+c = X',
de sorte que

(mT+biy = tCm'+1)}/n) € F1QIN [x,x' [,
Par suite f(Q) est dense dans (E,) et g est une bi-
Jectlion.

c) Scit E° le groupe image de R par g; 1l
admet pour sous-groupe le sous-groupe f{QJ+ de E+, ta
raestriction f de g définissant un homomorphisme de Q+
vers E'. Etant donné que f(Q) est dense dans ['ensemble
ordonné complet ([,<) et que (f(QJ‘tiJ est un groupe

archimGdion (image de (Q*t:)),la prapositlon 5-13 assure
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que le magma complétion de (Q)* relativement & (E,<)

est le seul groupe E® ayant f(Q)+ pour sous-groupe et

tel que (E°,<) soit un magms ordonné. |1 en résulte que
+

E° et E° sont tous deux tdentiques & E°. Donc g défi-

nit un lsomorphisme ({E+h§),g,(R+h5)}.

3° Considérons maintenant le cas cu (L,<) est dense
mais non complet. Soit (L, <) la complétion de (E,<) ef
soit | t'injection canonlique de E dans L. Si A = j(E),
la restriction j' de j & (A,E} définit un Isomorphisme
de (E,<} sur (A,=), et A est dense dans (L, <), Soit
(A+,C:ﬁ_ le groupe archimédien image de (E+L§) par j'. En
vertu de 1a proposition 5~I3, (L+,C:), o L' est le magma
complétion de AY  retativement (L,<), est un groupe ar-
chimédien, Comme (L,Cf) est dense et complet, la partie 2
montre qu'i! existe un isomorphisme ((R+h§),h,(L+,C:)}. La
restriction de h & (h(A),A) définit un Isomerphisme de
(A*,CZ} sur un sous-groupe archimédien de (R*tiJ, qui est

a fortiori fsomorphe a (E+ai)'

COROLLAIRE. Sodlent (E+,_<_] et {F',=) des groupes archi~
médiens. SLi (E, <) et {F,=) ne sont pas denses [resp. sond
complets el daﬁ;eé), il existe un ef un seul Lsomorphisme
de (E%,<) swr (F',=) [resp. sur (F',=) appliquant u sur u',
ol u e,t—-u' sont des BLEments donnbs de £ et F diffirents
des unites).

Preuve, Supposons (F,<) et (F,=) non denses. Dta-

+
prés la proposition 6-13, (E*ai) et (F ,«) sont alors

Isomorphes & (Z+,<), et a fortiori ils sont isomorphes en=
fre eux. (E,<} ef (F,=) é&tant pscudo~discrets, il existe
un unique Tsomorphione  ((F,«), f, (b, <)) (proposition 3=-11)

- (73 =

tel que fle) = o', ol @ et e! sont les unités de £ et FrL

Donc f défintt ['unlque Isomorphisme de_(E+,iJ sur (F',x),

2% Supposons (E,<) et (F,=) denses et comp lats,
D'aprés la démonstration précédente, 1i existe des bijec-
tions g et g' définissant des I somorphismes de (R+L5)
sur (E+,§} et sur rF+,«} respectivement et telies que
g(i) = u et g'(l) = u'. La bijection g'og_' définit un
Isomorphisme de (E+;5) sur (F‘,m] et Q'oQ-I(u) = uf,

51 ((F‘,x),h,(E+L§)J est un isomorphlsme, et si h(u} = u
k = o' 'oheg définit un Isomorphisme de (R',<) sur lui-
méme tel que k(1) = i, Il résulte du corollaire de la pro-
position 2 que k est I'application identique de R et,

a fortiort, h = g'og—l_

Cas particulien: Comme {ﬁ‘ti) est un groupe archimédien
et que (R,<) est complet et demse, pour tout a e R

it existe, d'aprés la proposition 5, une unlgue bijectlion

g définissant un ifsomorphisme de (R+L5) sur (ﬁ'h:) et
telle que g(l1) = a. On appeile cette bijection g La fonc~
tion exponentielle de base a et g—I La fonction Rogarith-
migue de base a. |

Remarque. 11 exIste une infinité de groupes archimédiens
tels que deux d'entre eux ne soient pas isomorphes, En ef fet,
soit b un entier, b > 2, L'ensembie des nombres ratlonnels
z/bn, ol zeZ eof neiN, définit un sous-groupe archimé-
dien E, de (R',<). Mais si b ef b' sont des nombres
premiers différents, Eb et Eb? sent non isomorphes.

PROPOSITION 6, Scit (1°,1°,«) un corps anchimbdion; if
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est {somonphe 2 un sous-corps archimbdien de (R*,R'le. S4
e et u sont Les unités de £ et de E°, alors E° est L'uni-
que magma (E, k') distrnibutif sun £ ayant u pouwt unilé et

tel que Za nesiriction de k' & E'E' , oil E' = o , difi-
nisse une application ondonnie de (E',=)x(E',=) verns (E,«).

P&euﬁe. {Ev,m) étant un groupe archiméd]eh, il existe
dtaprés la proposition 5 uneubijecfion g définissant un
isomorphlsme de (E+,-) SUr un sous-qroupe archimédien
(A+£§J de (R+a§) et telle que glu) = 1,

1° Montrons que A ‘contient Q. En effet, (A",q,E%)
&tant un homomorphisme, pour tout entier n on a

glnu} = ngfu) = n et gl(-m)u) = -glnu) = -n,
d'aprés la proposition 6~9, o (-n)u est ['inverse ~{nu)

de nu dans E°. Supposons n # 0, Si x désigne !'inver-
i

se (nu)"' de nu dans E*, on trouve

_ u = (nu).x = nlu.x) = nx ,
dtod ﬁ.g{x) = ngi{x) = glnx) = glu) = i,
clest-d-dire g(x) = I/n. Si q = z/n e Q, it stensuit

q = z(l/n) = 2g9(x) = g(zx)} € A,

2° Comme A contient @, il est dense dans (R,<},
et R ost {e magma compliétion de A" relativement 3
{R,<). D'aprés |a proposition 8~13, 1| existe un corps ar-
chimédlen (R+,th§J complétion de (A*,A") relativement
a (R,<), en notant (A+,Al) le corps Image de (E+,E'J
par g. Le magma R &tant distributif sur R", d'unité
gle) = |, et ie restriction de sa loi de composition 2
RxR définissant une application ordonnée de (ﬁnf)*(ﬁhf)
vers (R,<), la proposition 2 affirme que Rl = R° , Par
suite (A+,AL&:) est un sous-corps archimédien de (R‘,RL{:)

+ ] + 2
Tsomorpho & (i ,1°,«); nous posurons A = A,

I
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3% Supposons que E° = (E,k') solt un magma vérifiant
les conditions de !'énoncé. Le magma A® = (A,k") Image de
E® par g est distributif sur A+, d'unité | et la res-
triction de k" 2 Exﬁ; ol A = Aflﬁ, détinit une applica~-
tion ordonnée de (Eh§JX(ﬁnf) vers (A,<), De plus Q" est
un Sous-magma de A®, car, si x e A, |'application q + qox
de @ dans R définit un homomorphisme da Q+ vers R+, ce
qui entralne (proposition 2) gqox = q.(lex) = q.x . ST a ¢ A
et a' e A, 1! existe 9 e of q' €Q tels que q < a
et q' < a'; des relations O < q.q' = geq' < aea', on dé-
duit aea' ¢ A, Alnsi A définit un sous-monoTde A° de A°
ayant §° pour sous-monoTde, Comme (thfj est un magma or-
donné, it existe un magma ordonné {ﬁ°t§) complétion de A°
relativement & (R,<). (§°,<) &tant un sous-magma ordonné
de (§°h§} 8t un groupe archimédien ayant (ﬁ'uf) pour com-
ptétion, la proposition 5-13 affirme que R* = R°, d'ol
A = B°, |l s'ensult A= A°, et a fortiori £°= E°, car A'

et A° sont distributifs sur A® et ont A° pour scus-magma,

COROLLATRE. Un conps anchimedien (E*,E',«) tef que
{E,=) 40 complet est isomonphe a {R’,R‘,:).

Remarque. La construction de R que nous donnons ici est
une variante de celle de DedekInd, pour qui le nombre réel

x est la "coupure" (+x,£») de (Q,<) ; nous 1'obtenons
comme cas particulier de la complétion des ensembles tota-
lement ordonnés denses, construction qui se généralise
d'ailleurs pour compiéter des ensembles ordonnés non denses,
En utitlsant la théorie de la complétlon d'un espace métri-

que cu d'un cspace unitforme, on peut Ggalament obtenir R,

Dans o promioer cus, 1o corps vaiud _iE_'H.’VH) wu prason-
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te comme la complétion métrique du corps valué (Q+,Q',v
et un nombre réel s'identifle & une classe d'équivalence
de suites de Cauchy (méthode de Cantor). Dans le second

(R,v,)

R
(Q,VQ), et un nombre rée)

cas, t'espace unlforme associé 3 est te complété
de I'espace uniforme associé a
s'Tdentifie 3 un filtre de Cauchy minlmal relativement &

cet espace uniforme, ou encore 3 une suite d'intervalles

emboités de (Q,<); telle est la méthode de Welerstrass.

b

0’

A
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CHAPITRE IV

Univers. Ensembles bien ordonneés

Dans ce chapitne, noud supposond que D est une totabi-
12, ensemble signifie D-ensemble; Lonsque D vnifie £'axiom

de L'infdué, (N,<) désigne £'ensemble ordonns des entiens.
15, Univers,
Définition, On appelle préunivers un ensemble U vériflant
les condlitlons suivantes: _

(Ul @ eU;si EelU et xekE, alors {x} ¢ U,

(U2} E ¢ U entratne P(E) ¢ U,

(U3) La réunion d'une famille d'éléments de U indexde
par un élément de U appartient & U,
Si de plus U est un ensemble transitif (§ 9), on 41t que

U est un préundivers trans i,

Un préunivers U est transitif ssi {1 vérifie:

(UF) ST EelU et xeE,ona xelU,
Solt U un préunivers. L'axiome (U3} entralne plus géné-
ralement que, sl (Ei)iEJ est une famille d'éléments de_ U
et si J est équipotent 3 un élément J' de U, alors

E = léhEi U, en offet, st ¢

tlon de J sur J', ona [ = I'iG'E;' ¢ U, on posant El, =

appartient 3 est une bl Jec-

t f-l(], ys Pour tout iv o Ut
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Remarque. Lz notlon de préunivers est indépendan*e de la
totali+é dans le sens sulvant: S| U est un préunivers et
un obJet d'une autre totallté DY, alors U est également
un préunivers relativement a la totali+té D', c'est-a-dire

lorsquton le considére comme un D'-ensemble,

PROPOSITION 1. Soit U un préundivers; £L vénifie Les
conditions suivantes:

(U'1) S EeUet EYCE, ona E' eV,

(U'2) E € UetF & U entralnent {£} e U, {E,F} ¢ U,
(E,F) € U, EUF e U, ExF ¢ U,

(U'3) 84 r o4t une relation d’équivalence sur E ¢ U,
pn a E/r ¢ U.

{Ut4) S& {Ei}ieJ est une famille d'éléments de U ot
84 J ¢ U, ZLes ensembles somme ef prodult de {Ei}ieJ ap=~
pailiennent @ U.

{U'S) Tout élément de U eal de pudssance sirnictement
infenieurne 4 U; en parnticuldien U ¢ U,

(U'6) Toute partie de U Equdpelente & un éLément de U
appantient & U,

Preuve, 1° Supposons € € U et E'S E. Pour tout é-
lément x de E, posons
E . = {x} sl xe€E', E, = @ si x e EVEY,
; ,
Dlaprés (Ul), {Ex)er .
dexée par un élément de U; ['axiome (U3} entraTne que sa

est une famille d'éléments de U, in-

réunion appartient & U; or cette réunion est E', Alnsi
P(EY<= U , 11 s'ensult que, si r est une relation d'équl-
valence sur E, |'ensemble quotient E/r, qul est une par-

+ie de P(E) ¢ U, appartient aussi & U,

2° ST E  ast un 61dment de U, las relations [ ¢ P(L)

§
; Moo« {x} c 1)
. X
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et P(E) ¢ U ont pour conséquence {E} e U. En particulier
étant donné que @ appartient & U, on obtient

| = {@} e U et 2 =PSB £ U,
Solent £ et F deux éléments de U, L'ensemble EUF

étant ia réunion de (E,) ol
. i Te2 *

By = B, E, = F et {0,1} =2¢U,
(U3) affirme que EUF appartlent 3 U. Puisque {E} et
appartiennent & U, on en dédult

{E,F} = {E} U{F} £ U et (E,F) = {{E},{E,F}} e U,
Par atlteurs, sl xe € et yeF, alors {x} et {(y}
sont des éléments de U, d'aprés (U1), d'od

{x,y} = {xbuly e U et (x,y) = {{x},{x,y}} e U,

Y oy - Y '
En posant E « {x,y)} et FY EE s 1 sTensult

Y XF =
E x € U, Fy el et ExF ;éFFy e U, _
3® Supposons J g U et Ei e U pour tout 1 e J. Com

la réunion E de (E appartient & U, nous venons de

).

i “ied
prouver que ExJ e U; sa partie S somme de fEfjieJ appar
tient aussi & U, Il en résulte que P(S) ¢ U, et le produld
P de (Ei)IEJ’ gui est une partie de P(S) (proposition |

appartient aussi 3 U

4% Soit E un élément de YU, Llapplication x = {x}
de E dans U est une injection; ainsi £ est de pulssan-
ce Inférleure & U. SI E &talt équipotent 3 U, |'ensemble

=

P(E) seralt &quipotent 3 P(U), lequel est (théoréme de

=

Cantor} de pulssance strictement supérieure 3 U, Ceci est
impossible, P(E} é&tant une partie de U, Par suite E est

~

de pulssance strictement inférleure 3 U, Enfin si M est
une partie de U équipotente & un 81ément de U, on trouve

Mel, car M est la réunion de (Mx}xcM' ot

pour tout x ¢ M,
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COROLLAIRE 1. Un ensemble non vdde U est un.p&éuniuené
84 L8 vEnifie Les conditions (U'1), (U2} et (U3).

Preuve, Ces conditions sont nécessalres dtaprés la pro-

&
position . Supposons-tes vériflées et solent E e U et x
un éilément de U. Comme @ eoFf {x}
ce sont aussi des &léments de U {(condition (U'1)), de sor=-

te que U vérifie (Ul), i.e. est un préunivers,

COROLLAIRE 2. Sodit U un ensemble transitif; cleat un
préunivers 884 c'est une totalits; dans ce cas U est L£'en-
semble des parties de U de puissance ingérieure & un 8LE-
mend de U .

Preuve, Les axiomes (A1), (A4) et (AS) Squivalent res-
pectivement aux conditions (Ut}, (U2) et (U3). Lorsque (Ut)
ost vérifiée, (Ul) équivaut aux axiomes (A2) et (A3), ce
qui prouve la premiére affirmatlion. Soit U un préunivers
L des parties de U équipotentes a
U (conditton (U'6));
comme E ¢ U entratne E< U, clest~d-dire E e L, on a

US L, Au total U = L,

transitif; I'ensemble

un élément de U est contenu dans

COROLLAIRE 3, Soient U un prdunivers, F et G des &8~
ments de U. S& D vEnifdie L'axiome du choix (nesp. SEF
o4t f4ini), AL exdste un F' ¢ U Bquipotent & F et tel que
FING =@, '

Preuve. Soit A = P(G) € U, D'aprés ta démonstration
de la proposttion 8-4, |l exliste une partle F' de FxA
équlipotente & F ot telle que F'NG = @, Evidemment F!
FxA y appartient (condition (U'2}),

appartient 3 U, car

sont des parfief de E,
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PROPOSITION 2. S£ U est un prlunivers, D vérnifie L'ax
ome de L'infind, U est infind et vénifie La condition (e}
(§ 7}, L'ensemble Z des entiens nelatifs et Le preduit U",
powr ZLoul entier p , sont des parties de U,

Preuve. 1°® Selt E wun élément de U. Pour tout F e |
les ensembles {F} et Eu{F}
sition 1), Puisque U ¢ U, It exlste un G e U tel que G

appartliennent a U (propo-
ntappartienne pas & E. L'ensemble Ew{G} est un &lément
de U équipotent & EuU{x} pour tout x ¢ E. Alnst U
vérifle la condition (=); a fortior! U est infinl (propo-

sition 5-7), U vérifie 1'axiome de 1'infini, donc N existe

2° 0 =P e U, S un entler n appartient d U, l'en-
tier n+| = nuy{n} appartient ausst & U (proposition Ij;
éar récurrence il stensuit N < U, L'entier relatif -n
étant par définition (§ 1) le couple (n,0), c'est aussi

un élément de U, de sorte que Z < U,

3° Soit € = (El)i<n € Un, o0 n e N, Comme- n et
E; appartiennent 3. U, les ensembles
E} = {Ef}’ E = ;%hE} at - Exn
sont des éiéments de U {proposition 1). t! en résulfe que

E, qui est une partie de Exn, appartient & U,
COROLLAIRE 1, Soit U un prdunivers. Toute partie ginie
P de U est un éfément de U,

est équipotent & un entier; celui-cl ap-
P (condition (U'6)]

En effet, P
partenant & U, i! en est de méme pour

COROLLAIRE 2. Sodt U un prbunivers. L'ensemble R{U) de
relations assocdd & \j est contenu dans U, Les ensemblfes on-
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donnés (U,< ) et {R{U), <) sont des trheillis sans dernier
ghément, dans fesquels toule partie non vide a ure borne
infenieure et toute pantie équipotente i un ELément de ¥
a une boane supdrlewne., |

Preuve. Si r = (F,r,E) e R(U) (fin § 6), ia partie

I de FxE appartient & U, car E et F y appartiennent

‘de sorte que r est un &lément de UxUxU; ce prodult étant

contenu dans U d'aprés la proposition 2, R{U) ast une
parfle de U, Une partie M non vide de U & pour borne
inférieure dans (U,<) 1'intersection de M; si M est
équipotent & un élément de U, elle admet la réunion de M
pour borne supérieure dans (U, <), Si (U,<) avalt un

dernier élément £ , on aurait P(E) < E, ce qui est impos~

sible. Soit £ une famlile non vide d'éléments de R(U) ;
el le admet pour borne inférieure dans (R&), <) ia rela-

tion intersection de £, pour borne supérleure la relation

réunion de £ lorsque §&, et a fortior{ son ensemble sour-

ce, est équipotent @ un élément de U, Enfin si r = (F,r,£}

étalt un dernier élément de (R(U),=), les ensembles E

et F seraient tous les deux le dernier &€lément de (U,< 1},

ce qui est Impossible, (U,S ) n'ayant pas de dernier &iément,

PROPOSITION 3, Sodent U et U' deux préunivers fels que

U 04t contenu dans U', Sodd UM L'ensemble des dLiments de
Ut gquipelents a un éLément de V., SL D vinifie 2'axiome
du chodx, U" esi un préunivers.

Preuve, 1° Soient EY' un élément de U™ et f une

bijection de £' sur E e U. Si A' est une partlie de E?,

-

la restriction de f & (f{(A'),A'} est une bijection et,

commar  FLAYY  appartient 0 U, 0l <toncuit AY £ UV, le pro-
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longement P§ de f étant une bijection de P(E') sur
P(E) e U, on trouve également P(E') e U". Alnsl U" v&-
rifie les conditions (Ul) et (U2),

2° Soit (E'i)iEJ une fami)le d'éléments de U" in-
dexée par J £ U", 11 existe une bljection g de J sur
un K e U, A I'aide de |'axiome du choix, on obtlent pour
tout T e J wune bijection £, de EE Sur un Eg(i) e U,
La somme S de la famille (Ek)kEK appartient & U, d'a~
prés la proposition |, Soit h |Itapplication

(x,90i0 > £7700 de 5 sur E' = UEL,

Si i est la relation d'équivalence associée & h, |'en-
semble quotient S/rh appartient & U (proposition 1), et
il est équipotent & E', |'application

(x,9(1)) mod r, > £ (x) de S/r, dans E!
étant une bijection, Donc E' est un &lément de U", et

g" est un préunivers,

Remarque. Un préunivers non transitif n'est pés une totati-
té&, car 1l ne vérifle pas (Al}. 11 peut exister des'pr§~
univers non fransitifs; ainsi, avec les hypothéses de la
'proposifion 3, UM nlest généralement pas transitif, méme

st U et U' le sont,

Hypoth2se, Nous supposons dans la fin de ce § que D véri-

fie |'axiome de |1'infini, de sorfe que N exlste.

Définition. On appelle walvers (resp. univers traansitif) ur
préunivers {(resp, préunivers transitif) U vérifiant tlaxic
me de 1'infinl:

(UAY 11 oxiste un ansembla Infind appartenant & U,
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Un préuntvers ne vérliflant pas (U4) est dit mindundivess,

Tout préunivers contenant un univers est un univers,
Un ensemble transitif U est un univers ssi U est un mo-
ddle de fa Théorie des ensembles, d'aprads le coroliaire 2

de la proposition |.

Déginition, Soit U un préunivers. On appelle partie fini~
menit satunée ‘de U M de U telle que
BeM et Eu{xte™ si EeM ef {x}eU.

une partie

U est une partie finiment saturée du préunivers U;

kSt

sl M est une partie finiment saturée de U, elle vérifie

la condition (=); en particulier elle est infinie.

PROPOSITION 4. Sodit U un préunivers, L'emsemble ué
des ensembles {inis appartenant a U est un miniuniverns, el
Uﬁ eat Llintensection de £'ensemble L. des parties finiment
satundes de U, De plus U est identique a £'ensemble de ses
parties finies 884 U est un mindunivers transitif,

Preuve. Les parties et |'ensemble des parties d'un en~
sembie fini é&tant finis, de mdme que ia réunlon d¢'une famil-
te finie d'ensembles finis, U (urly,
(U2) et (U3), t.e. est un préunivers, et clest une partie

vérifie les axlomes

finiment saturée do U, Par ailleurs, solt Me L, 51 E
» considérons [Yensemble
M = MO P(E),

et les relations

est un élément de -Uﬁ
@ appartient & M! AeM et xet
entratnent Au{x} € M', Il en résulte que M est une par-
est finl, on a

tie finiment saturde dn P(F)Y, Comme |
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EeMa M, Cecl montre que U, est contenu dans M, Donc
U6 est I'intersection de L, ta dernidre affirmation résul~-

te du corollaire | de la proposition 2.

La proposition 4 montre que tout préunivers contient
un'plus grand miniunivers, qul est identique au préunivers
U ssi U est un miniunivers,

PROPOSITION 5. Soit U un univers. Les ensembles.N, 7,
Q et R {(des entierns, entiens relatifs, nombnes rationneds
et nombres réels nespectivement, voir chapitre précddent)
sont des Elements de U.

Preuve, 1° Il existe un ensemble infinl E ¢ U, L'en-
semble P des parties finies de E appartient 3 U et
vérifle ia condition (=}, || admet pour quotient I'ensem-
p des P-entiers (volr § 7), Ainsi N

U et, a fortiori, toute suite d'éléments

blg dénombrable N P
appartient 3
de U

Indexée par

a pour réunion un élément de U (puisgu'elle est

p € 4). Comme N

t la ré 0 E =
est la réunion de la sulte (E Y .0 OO E = {n}eU

N qui est é&qulpotent 3 N

(d'aprds la proposition 2) pour tout entler n, on en dé-
dult Neu,

2° Pulsque Z = NU(NX{O}), les relations N e U et
O e U entralnent Nx{0} e U, d'ol Z ¢ U, L'ensemble Q\Z
étant une partle de i'ensemble quotient de Z¥N ¢ U par r
(§ 12), on trouve Q\Z g U, ot par sulte Q = ZuQ\Z)e U,
Q.53
P{(Q) € U, on obtlent R\Q e U
R = QU{R\Q) € U,

Enfin un nombre Irrationnel étant une section de
c'est-3-dire un &lément de

et, a fortiori,
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COROLLATRE, Soit L un ensemble de prlundivers [(resp.
d'univers, resp. de préunivers ou univers transiiifs}, L'in-
ternsection U de L est un préunivens (resp. univers, resp.
priunivens ou univers transitif).

Preuve., U est évidemment un préunivers, Si tout U' € L
est un univers, on a N ¢ U’ (propositlon 5), de sorte que
N appartient & U, et U est un univers, Si tout élément
de L est transitif, U est transitif, ['intersection d'un

ensemble d'ensembies transitifs étant transitive.

Remarque. Solt U ‘un minlunivers. Les ensembles Infinls

N et Z sont des parTies de U (proposifiqn 2), mals non
des &léments de U, ST g & O\Z, alors g n'appartient pas
3 U, car g est un ensemble infinl (voir § 12), On pour-
ralt cependant modifler la définition de @, afin_qﬂe Q
soit contenu dans tout minjunivers: 1} suffirait d'identi-
fler q & ta fractlion irréductible le représentant. Par
contre si U admettalt pour é!éments un représentant de
chague nombre féel, U aurait la puissance du continu,

mals nous verrons qu'li existe des minjunivers qul sont

qénombrables.

pefinition, Solt E un ensemble. On dit que E engendre
un priunivers (resp. un undvers, resp. un préunivens ou
univers trhansitif) U si E ¢ U et sl U est confenu
dans tout préunivers (resp, tout unlvers, resp. tout pré-

univers ou univers transitif) dont £ est un &lément,

PROPOSITION 6. Sodt E un endemble. E engendre un prl-
undvens lnesp, un wundvens, redp, un priundvens ou univers

R - . o
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transitif) a8 AL exdste un prbunivers (nedp. un univers,

resp. un prlundivens ou wivers ransitif) U augquel appar-
Lient E.

Preuve. La condition est évidemmant nécessalre. Sup-
posons~|a vérifliée, et soit L {tensemble des préunivers
(resp. des unlvers) contenus dans U auxquels appartient
E. L'intersection U' de L appartient 3 Kt {corollaire,
proposition 5). Soit U™ wun préunivers (resp. unlvers) au-
quel appartient E. L'ensemble U"N U apparTénanf a L,
on obtient U' c U™ U < U, Donc U' est le préunivers
(resp. 1'univers) engendré par E. Le raisonnement ast ana-
|[ogue dans le cas transitif,

COROLLAIRE 1, S'4{L existe un univers (resp. univers
transitif), A0 exdste un plus petit undvers (resp. univers
transitif), & savoir celui engendrd par @,

En effet, @ appartenant & +out univers, la propo%i-
tion 6 affirme qu'il engendre un unlvers (resp, unlvers
transitif) UO’ et celul=ci est contenu dans tout autre
univers (resp. unlvers transitif).

COROLLAIRE 2. 1Z peut exdisten une tofalité U' qud
so0dt un modele de La Thionie des ensembles et felle qu'au-
cun D'~ensembfe ne 04t un univerns transitif.

Preuve, Si aucun D-ensemble n'est un unlvers transi-
tif, D remplit les conditions, Autrement, d'aprés le corol-
tatre I, 11 existe un plus petit univers transitif UO ’
et U st un mode@le de ia Théorlie des ensembles (corol-
laire 2 de la proposition 1), Or 11 n'existe aucun Uy-en-

somble qul soit un univers tronsitif; en effet, s'Il en
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existalt un, ce seralt un D-ensemble et un univers fransi-
tif strictement contenu dans UO’ ce qul est exclu par |a

définition de U..

PROPOSITION 7. Soit E un ensemble f4ini. E engendre un
préunivens U, qui est un mindunivers, S4 E esdt thansilif,
U est aussd Le prbunivers transitif engendré pan E. SL D
verifie L'axiome du chodix, U est dénombrable.

Preuve., |° Consldérons |'ensemble V des entlers n
tels qu'tl existe une et une seule surfection fn de la
section +(n+l} de N sur.un ensemble Un vériflant les
conditions suivantes:

(L ) £ (0) = {E), f (m+i1) = P(Euf _(m)) pour m < n,

n-on n , n J
(2.) f§ {m) est un ensemble finl dont les éiéments
nnn
sont des ensembles finis, pour fout m < n,
t3.) On a fn(no c fn(m') si me<m' <n .
- n
ruisque P(E) est fini at que ses étéments sont les par-
ties de E qui sont flnies, O appartient & V. .
al Suppbsons n eV et montrons que n+l € V ,
! o .
Pour cela, considérons la surjection fn+l de {(n+2) sur
U = U uff}, ob F = PGEUF (n)), telle que

£ m = £ tmy st m<n, fﬁ+[(n+l) = F,

n+ |

“ o -
Clest 1'unique surjection d'ensemhle source (n+2) vériftant
la condltion {in+l). Les ensembles £ et fn(n] étant fl~
nis, ¥ ‘est finl et les 6léments de F sont finis, car ce
sont des parties de {'ensemble finl E ufn(n); alnsi la
conditlon (2;+|) est remplie. Pour tout m < n, on trouve:
f (m) = fn(wn < fn(m+t) = fn+|{m+l).

n+l )
Montrons gque fn+|{n)‘: fn+|(n+l). En effet, soit A un

aloment de f (n)y = f {(n). S5i n = 0, de Acc L on dbdult
T n+l n
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A e P(ELIfO(O))= fltl), dlol fl(O)cz fI(I).
Si n # 0, les relations
fn(n—l)c: fn(n) ot Ac P(El}fn(n-l)l= fn(n)
Tmpl lquent
A CEufn(n-!}'c Eufn(n}, i.e. AgF = fmi(n*l}.
Cecl prouve que fn+l(nJ est une partie de fn+|(n+l), at
la condifion'(Sn*‘J est remplie, (3n) 1Tétant,

b) 1t s'ensult par récurrence. V = N. Sol+ £ la
famille d'applications (fn)nEN alnsl cbtenue, Si n et
m sont des entiers et sl m < , la surjection restric-
tion de f 35 = f(m+i) vérifie les condltions (!m),
t2m} et meJ, de sorte qu'elle est identique a fm' Donc
€ est une famille compatible d'applications, Ltapplication
f réunlon de § vérifie tes conditions by (20 et (3.
pour fout entier n (en remplagant Qans leurs énoncés fn
par f ). Nous désignons par U la réunion de |'ensemble

' ' ¢ 'ast-3- - U : =
image de f,:c gst-d~-dire U nENBn , Ol Bn fn(n).

2° Comme U est la réunlon d'une famille dénombrable
d'ensembles flnis d'aprés les condi?ions’(ZnJ, it est dé~
nombrable lorsque D vérifle I'axlome du cholx (proposition
3-10). Dans tous les cas, U est formé d'ensembles finis.
Soit A e U, Il exlste un entier n tel que A e £{nsi) .
l.e. ACEU(n), Les relations

P(A) = PEEUF(n)) = f(nsl) = U,

P(A) ¢ P(f.(nfl})c PCEUF(n+e 1)) = f(ne2) = U

montrent que U vérifie (U']) et (U2). Soient (A.)

i“fed
familie d'éléments de U indexde par un &lément J de ,

une

et A sa réunlon. Pour tout &lément 1 de J, 11 existe

un entier ny tel que nI(: ELJf(n]). ST n est e der-

ninr Glément de [Yensenble flnld {nl [ Foe Jl dfentlors, on oa
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I
ce qul entralne

Ac EUf(n) et

Par suite U east un miniunivers,

A Eufinde EUfn) pour tout 1 e J,

A e PGEUF(n) = f(n+1)c U,

3° Soit U' un préunivers auquel appartient E, On
volt par’ récurrence que f(n) < U' et f(n) e U' pour
tout entier n, En effet, ces relations scnt vraies pour
n = 0, pulsque, par définition d'un préunivers,

f(0) = P(E}y = U? et f(0) = P(E) e U',
Supposons~ies vériflées pour n; E et f(n) appartenant
a u', itensemble Eu f(n) appartient & U', d'ol

finel) = P(EUF(n)) cU' et fin+f) e UT,
Il en résulte Uc U', clest-ad-dire U est le préunivers

engendré par E.

_4®° Supposons E  transitif, DVaprés la proposition 1-9,
Itensemble des pérfies d'un ensemble transitif est ftransi-
tif, de mdme gque la réunlon d'une famille d'ensembles tran-
sitits. En particuller, (0) = P(E) est transitif et, si
f{n) est transitif, Euf{n) et fin+l) = P(Eu f(n}) sont
transitifs, Par récurrence on en dédult que f(n) est tran-
s]tif pour tout entier n. A fortiori U est un mintunivers
transitif, Comme U est le plus petit préunivers auguel
apparfienne E, clest aussli le préunivers transitif engen-
dré par E, Remarquons que, s! E est transitif, la défi=-
nitlon de f se simplifle, 1a condition (|n) devenant:

f(0) = P{E) et f(n+}) = P{(f(n))} pour n € N,

COROLLAIRE. IZ existe un plus petit miniunivers U, ,
et clest un mindunivens trhansitdid,

En affet, U est In préunivers ongendrd par [Tonsomble
i!

T —— T
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transitif @ .

Definition. te plus petit mintunivers Ué sera appelé mi-
niunivers classique; ses &léments sont dits ensembles clas-
sdques héndditairement {inis.

Remarque, Soit E un ensemble fini non transitif; le pré-
univers .U qu'il engendre peut &tre transitif ou non. Par
exemple si |'un des éléments de E ést un ensemble Infini,
U n'est pas transitif., Par contre si £ est I'ensemblie non
transitif {[,2}, alors U est le miniunlvers classique, car
E est une partie de 3 = {0,1,2} ¢ U,. Nous généraliserons

plus loin Ta proposition 7 aux ensembies infinis.

L'existence d'un univers n'étant pas conséquence des
axiomes de la Théorie des ensembles (corollaire 2, proposi-

tion 6), on est conduit & consldérer um nouve! axiome.

Definition, Soit D une totalité. On dit que D est un moddle
achevi de Lo Thionie des ensembles si elle vérifie 1'axlome
suivant, dit axiome des univerns:

(A8} Tout D-ensemble appartient & un unlvers.

PROPOSITION 8. Supposons que D vérnifie L'axiome des
unlvers. Alons tout endemble engendre un univers ef, 84 U
est un univers, AL exdste un undvens U' tel gque

Ucut et Ueg U',

Preuve, ta premidre affirmation résulte de la propo-
sltton 6, SI U est un univers, A sa réunion, |'axiome
{AB) assurc qu'll existe un unlvers U'  ayant pour élément

{veonemb le 0 o TIr A L L, Fodlol Do, 0 f o1l it I

’

5N
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- pour tout E ¢ U, enirafnent U e U' et Uc UT,

Remarque. Généralement, suivant Grothendleck, on appelle
univers ce qui est appelé icl univers transitif et axiome
des univers |'axlome sulvant, que nous nommerons axiome
des undvens thansitifs: ' o

(A'8) Tout ensemble appartient & un univers transitif.
" Nous verrons.plus toin que, si D vérifie I'axiome du cholx,
i1 satisfait l'axiome des univers ssi il vérifie |'axiome

des unilvers transitifs.

16, Enéembﬁeé bien ondonnds,

péfinition, On appelle ensemble bien ondonmé un ensemble
ordonné (E,=) dans lequel touts partie non vide de E a.
un premier §lément; |'ordre correspondant est dit bon oxn-
dre sur €, Si (E,=) est un ensemble ordonné et si Ac E,
on dit que A est bien ondonné dans (E,=) si le sous-ensemm

ble ordonng (A,=) de (E,=) est bien ordonné,

Exemples, S1 (E,=) est un ensemble bien ordonné, toute par-
tle A de E est blen ordonnée dans (E,=}), Un ensemble
totalement ordonné est discret ssi c'est un ensemble bien
ordenné sans &lément limite. Si (E,*) est un ensemble to-
tatement ordonné, toute partie flnie A de E est bien
ordonnée dans (k,=), car {(A,=) est discret (proposition 2-8),

Nous supposons dans ce § que (E,=x) est un ensemble
. * .
ordonné et nous déslgnons encore par x la section de
-
(E,=) assccidée d xe £, par x la section formée de

tous los minorants de  x,

- 193 -

PROPOSITION 1, Soit (E,=) un ensemble bien ordonns.
1L est totalement ordonné, admet un premier Eliment u ot
virifie £e prinedpe d'induction sufvant:

. S4 V est une partie de E telle que u e v et que x ¢ V
d4 xaV, alons ¥ = E,
Le but de toute suite décnoissante dans [E,=) est find.

Preuve, Si x ‘et y appartiennent & E, la paire
{x,y} étant bien ordonnée, on a x « y ou y = x, dé
sorte que (E,=) est totalement ordonnd. u est le pre-
mier &lément de ‘E dans . (E,=),-Supposons que V ait les
propriétés indiquées; si V # E, le premier élément x de
EAV  est tel que “x <V, d'ol x eV, ce qui est Impossi-

ble. Donc V = E,-Enfin, soit (x. ) une sulte décrois-

eN
sante dans (£,«); son but B = {x, | n ¢ N} admet un pre-
mier élément x ; si n e N, fa relation Xoen = Xmel = X

entratne x = x . Donc B a auplus m é&léments,
- men m

COROLLAIRE, 84 U vénigle L'axdome du cheix, un ensen
ble totalement ondonné (E,=} est bien ondonné 584 Be but de
Loute suite dicroissante dans [E,=) est fdind,

Preuve, Si E est finl, (E,=) est discret (proposltic
2-8). Pfenons E infinl. La condition est nécessaire (pro-
position |}, Supposons~la vérifiés et soit B une partle
non vide de £ sans premier &lément, Pour tout x ¢ B,
[tensembie Bx - "xNB est non vide; d'aprés |'axiome du
cholx, i1 existe une famille (Yx}xeB telle que Yy € Bx
pour fout x e B, Solt a wun élément de B8, On construit
par récurrence une application f de N dans B en po-
sant f(0) = a et fin+l) = Yi(ny POUr tout entier n g N,

La suite  (x ) , 0o f{n), ftant dicroiananta dans
nonel n

_____ Y U
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(E,=}, son but B' est finl et il a un premier &lément X

dans (E,=). Ceci est impossible, car X ol est un minorant

strict de X qul appartient @ B, Donc B a un premier

él1ément dans (E,=}, et (E,«) est bien ordonné,

PROPOSITION 2, Sodf {E,=) un ensemble totalement ordon-

né. Les conditions sudvantes sont dquivalentes:

1° (€,=) est bien ondonné.

2° Toute section propre de (E,«) est La section asso-
edée d un elément de E, |

3° Toute section propre de (E,=) admet une borne supé-
nieure et tout élément de E autre que Le derndiern (8'AL exdis-
te) admet un suivant dans (E,=),

Preuve, 1° Si (E,«) est blen ordonné et si § est
une section propre, c'est la section assoclée au premier
élément de I'ensemble E\S des majorants stricts de §

{proposition 2-5); ainsi la condition | entratne 2.

2% Supposons vérlflée la condition 2, Soit S une
section propre de (E,«); ona S = x pour un x ¢ £ .
S admet pour‘borne supérieure (proposition 2-5):

son dernier élément s'il existe,

{ x dans le cas contraire,

§i y est un élément de E qui n'est pas le dernier élé-
ment de (E,=), la sectlion *; est de la ferme +z, pour
un cerTéin z ¢ E; par suite z est le suivant de y dans

(E,«). Ainsl la condition 3 est remplie,

3° Supposons la condition 3 satisfaite et soit A une
partie non vide de E, La section S formés des mincrants

stricts de A admet une borne supérleure x, Si x €5,

D
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clest le premier élément de A. ST x e 5, le sulvant de
x dans (E,x) est |e premier &iément de A, Ceci prouve

que (E,=) est blen ordonné,

COROLLAIRE, Sodient (E,«x) un ensemble bien ordonns, L
L'ensemble de ses sections propres, L'application six + X
definit un Lsomonphisme de (E,=} suwr (L,= ), S{ x ne majon
pas €, Le suivant de six) dans (L,<=) est “x.

En effet, ((L,&),s,(E,=)} est un fsomorphisme, car s
est une surjection d'aprés le proposition, une Injection

- - - o +
étant donné que x est le premier élément de E\ x ,

PROPOSITION 3. [Construction parn induction), Sovient G
un ensemble, (E,=] un ensemble bien ordonné de premien 840-
ment u ef B un endemble d'applications b d'une section
a(b) de [(E,=} dans G. On suppose que b'e B &4 b est une ay
plication d'uie seetion propre S de {(E,«) sans dernien ELE-
ment dans G telle que b'/SY e B pour foute seetion propre
SY de (5,«). Sodit p une application de B dans B telfe que

Calplb)) = et b = plbl/Tx 84 alb) = Fx. Si boe B et alb_]

= fu}, AL existe une ef une seule application £ de E dans G
telle que f(u) = b_(u), £/ % € B, +/x = p(f/7%) 84 xeE\{u}

Preuve, Si S est une section de (E,*), disons qu'un
application g de S dans G est admissible si sa restri
tion & toute section propre de (S,«) appartient & B et si

T glu) = b _(u) et g/+¥ = p(g/+y) pour tout vy e S\{u};

dans ce cas ta restriction g/S' de g & une section §!'

de (S,=} est aussi admissible.

I® Considérons {'ensemble V. des x ¢ b tels qu'il

axlote uno ot uno sanle application admi-citile, nntin fx ,
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de la section "X de (E,x) dans G, L'éiément u appar-
tlent & V. Supposons x € E- et xS V. Si y et y!
sont des minorants stricts de x, on a, par exemple, v = y',
de sorte que f_ est une restriction de f_,. Ainsi la fa-

mille d*applications admissibles (fy)ya+x est compatibie,

Sa réunion f' est une epplication admlssible appartenant &

B, car, pour fout vy e “x , on trouve
£/ = A pCEt/ Yy e B,

Lrapplication p{f') est |'unique application admissible

de “x dans G, de sorte que x appartient & V. D'aprés

le princlpe d'Induction (proposition ), V = E,

2° Soit £ Ia famille (fx)er
bles alnsi obtenue, On voit comme dans la partle | que £

d'appllications admissi-

est une famllle compatible d'appiicafions at gque son appli-
catlon réunion f E
dans G, Si f' est une appllication admissibie de £ dans
F17% = 8 £1/% est ad-

missible, d'od f = f', Ceci achéve la preuve,

est une application admissible de

G, on a pour tout x e E, car

Définition, On appelle ensemble orndonné Lnductié un ensemble
{E,=}

non vide admet une borne supérieure,

ordenné dans laque! toute partie totalement ordonnée

Seit A un ensemble. Nous noterons W(A) 'la partie

de PAIXR(PIA)) (volr § 6) formée des ensembles bien ordon-
nés (B,«=} tels que B soit une par?fe de A. On obtient
un ensemble ordonné (W(A),<=} en munissant W(A) de la
retation d'ordre définie par:

(B, =) nc (B",=') sl 0O <B' et si (B,=) est une

sectlon ordonnde de (B, =),

PR

gt i -
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PROPOSITION 4, Pour tout ensemble A, £'ensemble ondon-
ne (WlA},~=) defini ci-dessus est inductif.

Preuve, Soit M
vide de

une partie totalement ordonnéas non
(W(A),<), Autrement dit, M est formé d'ensembles

blen ordonnés w = (Bw,ww) tels que Bw solt une partie

de A et que, sl w et w' sont des éiéments de M, |'ur
est une section ordonnée de |'aufre. Soient C la partie
de A réunion de la famllle la relation

(B ) et r
w weM

réunlon de la famille

B
W

sur C {(r ) de relations, ol r
W weM w
désigne ['ordre sur de symbole <y

I® Montrons que est évidemment

réftlexive, SI

r est un ordre. r

xry et yrz, Il existe des éiéments w

et w' de M tels que
XY et y =1 Ze
Comme w ou w', disons w', est une section ordonnéde de

1tautre, on trouve

X ey et vy =, Zr d'od x <, 23
a fortiori x r z , clest-da~dire r est transitive, Si de
plus z = x, on obflent x = y. Cecl prouve que r est un

ordre sur C; soit (C,=) |'ensemble ordonné cofreSpondan?.

2° §i C, il exlste das é1&

ments w et w' de M ftels que x e Bw et y ¢ Bw,; pui

x et y appartiennent &

que l'un des ensembles B  ou B ,, disons B ,, est une
W W W

partle de -i'autre, et que w est totalement ordonné, on a

X« Yy ou y= x, i,e, Xry ou yrx,
Ainsi (C,=) west totalement ordonné, De plus we M eost u
sous-ansemblie ordonné de (C,«),

3° Montrons que w € M est una sectlon ordonnée de

(C,=). En effat, solt y un minorant dans (0C,=) de x € I}
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fl existe w!' &€ M tal que y ¢ Bw" ST w—<w, on a

Yy E Bw ; dans le cas contraire, w' est une section de w
et ye By = Bw. Donc w est un minorany de (C,«=)} dans
(W(A)},—= )}, pour tout w e M,

4% Soit A' une partie non vide de C, i existe un
weM tel que A'ﬂBw £ @, Dans l'ensemble blen ordonné w,
A'ﬂBw admet un premier éiédment x; celui~ci est ausst le
premier élément de A' dans (C,=), car w est une section
ordonnée de (C,«}, Donc {(C,«) est un ensemble blen ordon-
'né, et clest la borne supérieure de M dans (W(A),-), de

sorte que (W(A),-c) est un ensemble ordonné inductlif.

PROPOSITION 5, Sodent A un ensemble et O(A) £'ensemble
des orndres sun A. Alors (0fA),= ) est un ensemble ordonnd
{nductif pour La nelation d'ondnre:

ror' 884 r est contenue dans r' .
Les ZEgments maximaux de {O{A),=) sont Les ordres Zotaux,

Preuve. (0O(A),< ) est un sous-ensemble ordonné de |"en-

semble ordonné des relations associé a A (fin § 6).

1° Soient M une partie totalement ordonnée non vide
de (0(A), <) et r la reiation réunion de M, Cl'est une
retation réflexive sur. A, Si xry et yrz, ll existe
r‘teM et r" e M .Tels que x r''y et y r" z, Comme M .
est totalement ordonné, [Tune des reiatlons r' ou r", di-
sons r", est contenue dans l'autre; 1l s'ensult xr' z,
rt* étant transitive. Si de plus z = x, on en dédult x =
y, car r' est propre. Donc r est un ordre, qui est la
borne supérieure de M dans (0(A}, <), Ceci prouve que

(0(A}, ©) est un ensemble ordonné inductif,

Y

JR—— ———

J
[

® Solent r = (A,r,A) un ordre et (A,=) I!'ensomble .
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ordonné correspondant. SI (A,=) n'est pas totalement or-
donné, 11 existe un couple (x,y) e AxA ‘el que '(x,y)
n'appartienne pas 2 _ELLEI. Considérons ta relation r!
sur A ayant pour graphe C' = ryC, ol C est i'ensemble
des couples (z,z') € AxA tels que

zZ = x et y = z2',
et montrons qua c'est un ordre. En effet, r est réfliexive.

Supposons que (z,z'} et (z',z") appartiennent & C'. 4

‘cas sont & examiner:

a) 51 z =« z' et 2' « 2", alors {z,z2") ¢ r <C!

b} St (z,z2') € C et 2z' = z", les relations
zxx,y«z' et z' « 2" entratnent y « z", ce qui sli-
gnifie (z,2") e C = L',

c) S1 zez' et (2',2") e C ,de mdme 2z = x .
et y = 2", d'ol (z,z") ¢ C « C',

d} Si {z,z') ¢ C et (z',2") € C, on aurait
z®x,y«z', z' « x ot y « z", et a fortlori y = x ,
ce qul est Impessible; donc ce cas est exclu,

Alnst r' est transitive. Si de plus 2" = z, le cas a
donne 2z = z', fandis que les cas b et ¢ sont exclus,
car 1ls entratneraient z =« x et y =2z, t,e. y = x . Cec
prouve que r' est un ordre, qui est la relation de pré-
ordre engendrée par ruU{(x,y)}, Comme r' est un majorant
strict de r, tout &lé&ment maximal de (O(A), =) est un

ordre total,

3° Soient r un ordre total sur A et r' un majo-
rant de r dans (O(A),<), Supposons (x,y) € r'; étant
donné que (x,y) e_[U.EI et que {y,x}) e r< r' a pour
conséquence y = x, on trouve (x,y) e r. Par sulte r' = r

ot r ost un Glément maximal de  (O(A),c7 ),
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PROPOSITION 6. Solent (E,«} un ensemble ordonng (2N
L'ensemble de ses parties bien ondonnies ayant un ma { orant
sindict, Soit f une application de L' dans £ telle que ¥{B)
8048 un majonant strict de g e L'. Si ¢ e E, 48 existe wne
et une seule parntie bien ondonnde C de (E,«) sans ma f orant
sVdet, ayant c pour premier ELement ot tolle que #+(*xN )=
X pour x e C\c}, S& (£,=} est totalement ordonng, ¢ est
cofinal avee (£,=),

Preuve, Si
poscns Bx - “xnB pour tout x ¢ E, Soit L

B est une partie bien ordennée de (E,«),
[Tensemb le

des parties bien ordonndes B de (E,=) ayant ¢ pour pre-
mier élément et telles que x = f(Bx) pour tout x £ Bi{c},

1° Solent B ot g
.l'un est une section du sous-ensemble ordonné de (E,«) géf]~
ni par 1'autre, £n effet, solt B" = {x ¢ BNRB' | BB}
(B',=), Si B'\g"

qui est une section de (B,=), Suppow

des &léments de L. Montrons que

St BWB" est vide, B est une section de
est vide, c'est B!
sons BAB" et Bhpgv
§léments y et o
et (B!, =)

non vides. I 1s admettent des premiers
dans les snsembles bien ordonnés (B, =)
respectivement, et |'on a

y #céy', car c ¢ 8B,
Comme By = B" & B'Yi, les &galités
y = f(By) et y! = f{B'Y,) .

entratnent y = f(g") - y's ce qui est impossible par défl-
nition de y et de y', bonc 8 = g" oy bien B! = g",

é“ Désignons par C  |a réunton de L of par M ('en-
semble des sous~ensemb|es ordonnés (B,x) de (E,«) tels
que B e L, ta partie | signifte que M est une partie to-
(W), ~)

{proposition 3), DYaprda cotta proposition, M admot pour

taiement ordonnée de ['ensemble ordennd inductif

borne supérieure dans
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(W(E),=) I'ensemble blen ordonng
(C,=') dont I'ordre est défini par:
x«''y s51 i1 existe Bel tel que x « y
dans (B,=),
Deux éléments de ¢ appartenant toujours & un méme &l&ment

B de L et (B,«) &tant yn Sous-ensemble ordonné de (E,«)

it s'ensuit que (C,=") est fdentique au sous-ensemble or-
donné (C,«x) de (E, =) défini par c, Par conséquent (C,«)
est bien ordonné, 11 admet . pour premier éiément et tou+

élément de pour section,

3° Pour tout x ¢ C\ic}, II exlsTe un  Bel tel que

X e B, et, B &étant une section de (C,=), on a
C, = "xNC = *xng - B, ,

dtol x = f(BxJ =_f(CxJ. Cecl prouve que ¢ appartient & (,
Supposons que C ait un majorant strict dans (E,=) at
solt 2z = f(C). La partie C' = CU{z} est blen crdonnée
dans (E,«); posons C'y = +yﬂC' pour tout y e C'\{c}.
Lorsque vy ¢ C, on trouve ¢' a Cy’ puisque C est une
(C',e), et y = f(CyJ = f(C'y}. Par allleurs
1'égalité C' = “2NC' = ¢ entratne ' - fIC' ). 1 en

résulte que (!

section ge

appartlient 3 L et, a fortior!, c'c .
Cect étant impossible, € n'a pas de majorant strict dans
(E,=), En particul ter, si (E,=) est totalement ordonné,

C est cofinal avec (E,«},

4° 5P C' est un €idment de | sans'majdranf strict

dans  (E,=), c'est une section de (C,=) d'aprés |a partie

2, donc C' = C.

COROLLAIRL 1, Supposons que P virndfdie €'axiome du

Chodx el yue {1, o) aedt un ensemble ondonnd, S¢ ¢ b, &
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existe une partie bien ondonnée C de {E,=) admettant c
powr premien &lEment el sans majorant sirict,

~ Preuve. Soit L' |I'ensembie des parties bien ordon-
nées B de (E,«) admettant un majorant strict dans {E,«)
et soit EB Itensemble des majoranfs stricts de B e L' ,
D'aprés I'axiome du choix, le produit de (EBJBEL' ntest
pas vide, Par suite 1| existe une applicaTion f de L!
dans E telle que f(B) ¢ EB pour tout B e L', et les
hypofheses de la proposition 6 sont vérifiées. La partie
C construite dans cette proposition satisfalt le corollalre.

COROLLAIRE 2. Supposons que D vérifie £'axiome du
chodix et que (E,=) s50it un ensemble ondonnd dans Lequel
Loude partie bien ondonnée non vide admet un masornant, Si
c e E, il existe une parntie bien ordonnée C ayant ¢ pour
premien ELément et un ELément maximal de {(E,=) pour dernien
gLiment.

Preuve. D'apras le &?blfalre I, 1l existe une partie
bien ordonnée C de (E,=) admettant < pour premier
élément et sans majorant strict, Comme C admet un ma jo~
rant z dans (E,=), ce z ost le dernier élément de C;
tout majorant strict de z é&tant un majorant strict de C,

z est un élément maximal de (E,«),

COROLLAIRE 3, Supposons que D vérifie £'axiome du
chodix et soit (E,=) un ensemble ondonnd. Les deux conditions
sudtvantes sont Equivalentes:

1° Toute partie totalement ondonnbe non vide de (E, =)
admet un majoaahi (nesp., une borne supbrieunre),

2° Toute partie bien oxdonnde non vide de (7,«) admet
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un majorant {resp. une borne suprieure).

Preuve. La conditlion 2 est une conséquence triviale
de |. Supposons-la véritiée et soit A une partie totale-
ment ordonnée non vide de  (E,=), )| exlste d'aprés le co-
rollaige | une partie bien ordonnée B de {A,=} cofinale
avec (A,«), Comme B est une partie bien ordonnés de
(E,=), elle admet un majorant (resp. une borne supérieure)
x dans (E,=), Ce x  est aussi un majorant (resp. une

borne supérieure) de A dans (E,«),

Remarque, La proposition 3 (construction par induction},
qul généralise la construction par récurrence (corollaire
de la proposition 5-8), peut aussi &tre obtenue comme cas
particulier de la proposition 6, En effet, avec les nota:
tions de la proposition 3, considérons t'ensemble A des
appilca?lbns b e B dont la restriction & toute section
de (E,=) contenue dans alb) appartient & B. On obtient
un ensemble ordonné (A,<) pour la relation:

b'e b " ssl b' est une restiriction de b.
SI M est une partie totalement ordonnée non vide de (A,c),
ayant un majorant strict, elie admet une borne QUpérieure
h dans (A,C), et p(h} en est un majorant strict. Par
sulte la proposition 6 affirme qu'i! existe une partle blen
ordonnée C de (A,S} telle que bo e C et sans majorant
strict, On voit que I'application f dont ta proposition 3
assure l'existence est |'unique apptication de E dans G

dont tout é&lément de C est une restrictien.

PROPOSITION 7, Les conditions 1,2,3 sont équivalentes:

1° D vindfde Craxdome du chodx,
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2* Tout ensemble ondonné inductif admet un ELément ma-
ximal (Thionéme de Zorn).

3° Sun tout ensemble, LI existe un bon ondne {Thiorndme
de Zeamelo).

Preuve. Le théoréme de Zorn résulte de |'axiome du
cholix, d'aprés le corollaire 2 de la proposition 6, Suppo-
sbns la conditlon 2 vérifiée et solt A un ensemble. L'en-
semble ordonné (W(A),—C) des bons ordres sur les parties-
de A étant Inductif (proposition 3}, I! admet un élément
maximal (B,=}; soit g {'ordre sur B de symbole =,
Nous,allons montrer que A = B; ] s'ensuivra que ry est
un bon ordre sur A. En effet, supposons qu'il existe un
Y E A\B. ta relation sur B! = BU{y} de graphe

r= rBlJ(B‘x{y})

est un bon ordre r sur BY; |'ensemble ordonné (B',=)
correspondant admet (B,=) pour section ordonnée et vy
pour dernfer élément. Par suite (B',«} est un majorant
strict de (B,=) dans (W(A),<<), ce qui est impossible,
(B,«) étant maximal, Donc A = B, et le théoréme de Zer-

melo est vral,

2° Supposons la condition 3 satisfalte. Soient (E)), |
une famlile ron vide d'ensembles non vides, A sa somme et
A
se Il existe un bon ordre sur A, Dans t'ensemble blen or-
donné (A,=) correspondant, 1a partle non vide Ai a un
premier élément (xi,i). ta famille (xi)lsJ ainsi obtenue
appartient au produit de (El)isd . Ce prodult n'est donc
pas vide, de sorte que D vérifie {'axiome du choix.

COROLLAIRE 1. Supposons que T vErifie €'axiome du chodx

fa partie Eix{l} de A, pour tout 1 e J. Par hypothé-.
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et 304t A un ensemble, Si r est un ondre sur A, il existe
wn ondne Lotal sun A contenant r.

Preuve, D'apras la propositlon 5, |'ensemble ordonné
(O(A},=) des ordres sur A est inductif, et ses &léments
maximaux sont les ordraes To+éux. Le corollaire 2 de la

proposition & affirme qu'il existe un §!ément maximat r'

- de (0(A),=) contenant r. Par suite r' est un ordre

total sur A,

COROLLAIRE 2, Soit (E,=} un ensemble ondonnd, Si D
virifie L'axiome du choix et 44 A est une partie toialement
ondonnée de (E,=), il existe une partie totalement orndon-
née C de (E,=} contenant A et qui n'est partie propre d'au-
cune partie totalement ondonnde de (E,=}.

Preuve, Solt (T,S) le sous-ensemble ordonné du +ref |-
bis des parties de E formé des parties totalement ordon-
nées de (E,=). Alors (T,c) est un ensemble ordonné induc~-
tif. En effet, sofent M une partle totalement ordonnée
de (7, <) et B sa réunion. SI x et y appartlennent
4 B, il existeun FeM tel que x e F ef y e F; com
me F est une partie totalement ordonnée de (E,«), on a
x =y ou ye«x dans (B,«}, d'ol B'g T. D'aprés le thé-
oréme de Zorn, It existe un &lément maximal C de (T,=)

dont A est le premler &é1ément, ce qul prouve le corollalre

Remarque., Beasucoup de résultats vatables pour Zous les en-
sembles s] D vérifle |'axiome du cholx sont vrais, méme sl

D ne vérifie paé cet axlome, pour las ensembles sur lesquetls
[l axIste un hon ordre, Par exempla:

19 Solt (I, = ) une famllle d'ensomhles Lion or-

| i’ 1l
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ionnés; le produit P- de (E n'est pas vide; en ef-

i)IEJ
tat [l a au moins pour élémen%.(oi)
mlier &lément de (El,ti).

2° 81 (F,=) est un ensemble blen ordonné et f une

feg* ©H Oi est le pfe-

surjectlon de F sur E, alors E est de puissance infé-
rieure ¥ F; car on déftnit une injectlon de E dans F en
associant 3 x € E le premier &lément de ?'({x}). On gé-

nérallse de méme la proposition 7-4,

17. Applications bien ondonnies.

" PROPOSITION 1. Sodent (E,=) un ensemble bien ordonne,
(s,«) une section ondonnde de {E,=) et [{E,=),f,(S,<}]) une
' application ondonnfe. S4i f est une injeckion, on a x « f{x}
pour foul x ¢ E.

Preuve, Soit A 1'ensemble des x ¢ E tels que x
soit un majorant strict de f(x). St A n'est pas vide,
i1 admet un premier &lément x. Les relatlons

fly) £ f{x) et y « f{y) = f{x)
pour tout minorant strict y de x entraTnent que f{x)
est un majorant strict de {a section “x, dlol x = f(x).

Cec! &tant impdssible, A =@,

COROLLATRE 1. Soit (A,=) un sous~ensemble ordonn? de
£'ensemble bien ondonnd [E,«}; alors (E,=) n'est isomorphe
A aucune seetion propre ondonnte de (A,«=).

Preuve. Supposons qu'll exlste un isomorphisme
' ((5,x),f,{E,=)),

ol (5,=) est une sectlon ordonnée propre de (A,=), L'en-

semble C des majorants stricts de 5 dans {t,=) n'étant
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pas vide, il a un premier &lément x. Comme f(x) appar-
tient & S, on trouve f(x) « x # f(x). Ceci est impossi-

ble, car ta proposition | montre que x « f(x).

COROLLAIRE 2, S{ (E,=} est un ensemble bien ondonnd
et ({E,=),,(E,=}) un isomonphisme, ¥ est L'application i-
dentique de E,

En effet, soit x e E; d'aprés la proposition {, on a
x = f(x), Pulsque ((E,=),f ' (E,«)) est aussl un isomor-

. phisme, X « f_l(x), d'ol  f(x) = x, Au total x = f(x),

- @0

PROPOSTTION 7, Sodent (E,=) et (E',«'] des ensembles
bien ondonnts, 12 existe au plus un Lsomorphisme F de {E,«]
sun une seclion ordonnie de (E',='). S4 G es% un Lsomosphis-
me de (E',«'} swr une section ondonnde (S,=) de [E,=] et &4
F existe, alorns S = E el G est £'invense de F,

Preuve, |° Supposons que f et f' définissent des
isomorphismes F et F' de (E,x) sur des sections ordon-
nées (S',«') et (S",«') de (E',='). L'une des sections

S' ou S", disons S", est contenue dans |'autre, et Frof”!

définit 1'isomorphisme Flof ™|

de (S',«') sur sa section
ordonnée (S",«'), D'aprés le corollaire | de la proposi-
t+ion |, it s'ensult S' = S", d'ol, en utllisant le corol-

Iaire-z, f'Of-l * lgr e ctest-a-dire f' = f,

2° Supposons de plus que G = ((5,«),q,(E",=')) soit
un isomorphlsme et {(S5,x) une section ordonnée de (E,=),
La restriction g' de g a (g{5"),5') défintt un Iso-
morphisme de (S',«') sur une section ordonnée (Sl,ﬁ} de
(5,=)}, de sorte que g'ef d&finit un Isomorphisme de (L,«)

sur sa soctlon ordonndmn (‘51,-!. foon dddult ;I i (co-




- 208 -

rollaire 1, proposition 1) et § = E, S' = E', G = F .

PROPOSITION 3. Sodent (E,=} et {£',='} deux ensemblfes
bien ordonnés, IL existe un Lsomonphisme de (E,«} sur une
section ondonnde de {E',=') ou un Lsomorphisme de (£, «?)
sun une section ondonnde de (E,=}.

Preuve, Soit M 1'ensemble des Isomorphismes
W = ((5'w,='>,fw,(5w,m))

d'une secttion ordonnée de (E,=). sur une section ordonnée
de (E',='), ST w et w' abparfiennenf a M, ['une des
sections S, U S disons Sw" est. contenue dans |'au-
tre. La restriction de fw a (fw(Sw')’Sw'} definit un
I somorphisme de (Sw,,ﬂl sur une section ordonnée de (E',«'},
D'aprés la proposition 2, eltle est identique a fw,. Ainsl

ta famll|je (fw}w d'applications est compatible; soit *

son application rgﬁnlon. {'ensemble source § = wéhsw de
f est une sectlon de (E,=}, son ensemble but S' est une
section de (E',«'), St S' # E', alors S' est |la section
“x' assoclée 3 un x' ¢ E! {proposition 2-16)., St S # E ,
ona S = "x , péur un x ¢ E, Si ces deux conditions sont
vériflées, |Tapplication ¢ de “x sur %' telle que

y > fly) st yveS, x-+x
définlt un Isomorphisme de (+§,«) sur («x',u'), ce quli
est impossible par construction de f. Par suite S = E

oy bien St = E',

COROLLAIRE 1. Soit [(E,«) un ensemble bien ondonng, oft
E est infini; AL éxiéte un et un seul {somorphisme f de L'en-
semble oxdonng (N,<) des entiens sur une section ordonnie de
(E,=}. Pour fout x ¢ €, alons E est Equipotent & E' = EN{x]}.
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Preuve, (N,<) est blen ordonné; ses sections propres
S, sont finies, de sorte que S n'est isomorphe ni 3 (£,«
ni & (E',=). Donc (proposition 3) t existe, et N est de
pulssance inférleure & E. || s'ensult (coroliaire 3, prop
sition 5-10) que E' est équipotent 3 E = E' | {x]}.

COROLLAIRE 2, SL{ D vEnifie L'axiome du choix, de deux
esembles, L'un est de pulssance inférieune & L'autne,

En effet, soient E et E' deux ensembles, Dtaprés
le théoréme de Zermelo, 11 existe des ensembles blen ordon-
nés (E,=) et (E',='), La proposition 3 montre que 1'un

.

est isomorphe & une section ordonnée de |'autre.

DEfinition. On appelle application bien ordonnie un triples
((E*,=?),f,(E,=)), ofi (E,e} et (E',«") sont des ensem-
bles bien ordonnés et f une application de E dans E!

telle que #(x) solt le premier élément do E'\f("x), pour

tout x e E.

Un Isomorphisme entre ensembles bien ordonnés est une

appiication blen ordonnée.

PROPOSITION 4, Soit F = [(E',='),f,(E,=)) une appli-
ecation bien ondonnie, F est une application orndonnte et La
restriction de ¢+ & (f{E),E} définid un Lsomorphisme de
{E,=) sur une section ondonnde de (E',='),

Preuve, 1% Solt u e premier &iément de " (E,=); alo
f{u) est la premler &lément de (E',«'), car “ueg .
Solent x et y deux 6léments de [ tels que x =y ,

+ -+ + + .
La relatlon > - y entratne f( x) = £ y}, d'ol

Y
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fix) =¥ f{y), Si Vv est |'ensembie des x tels que /%
soit une injection et si +yc Y , alors f(y} n'apparti-
ent pas a f(+y}, de sorte que vy ¢ V . Par suite (principe

d'induction) ¥V = E et f est une injection.

2° S1 f est une surjection, F est un isomorphisme,
Dans le cas contraire, E'\f(E) admet un premier élément x'
dans (E',«'), Supposons que le section A de (E,=) for=-
mée des x ¢ £ tels que fi(x) «' x' soit propre; ENA 2
un premier 616ment y dans {E,=}, et l'on ftrouve.
f(+y} = “x! ,
Cecl étant lmpossible, A = E, et f(E) est une section §!

clest-a-dire fly) = x',

de (E',='), 1l en résulte que la bijectlon restriction de
f a (S',E) définit un isomorphisme de (E,=) sur la

section ordonnée (S',=') de (E',="),

| COROLLATRE 1. Sodent {E,=) et [E',«') des ensembles
bien ondonnés. 1L existe au plus une application bien or-
donne de (E,=) vens (E',='}; 4'4iL n'en exisie pas, i

existe une et une seule application bien orndonnée de {EY,«')

vers (g,=), S& {(g',='),$,(E,=}) et [{E,=),g,{E",="})
sont des applications bien ondonnles, f est une bijection
invense de g .

En effet, une application f de E dans "E' définit
une application bien ordonnée ((E',«'),f,(E,=)) ssi sa
restriction 3 (f(E),E) définlt un isomorphisme de (E,«)
sur une section ordonnée de (E',«'), d'aprads la proposi-
+ion 4. Donc te coroltalre est une autre formulation des

propositlons 2 et 3.

COROLLAIRE 2. Sodent [(E,=) et (E',="] deux ensembfes i
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bien ondonngs, SL {{E',='),f,(E,=)] est une application
ordonnde et + une dnjection, L€ exdste une application

- bien ondonnée de {E,«} vers (E',=«'},

Preuve. S'il n'en existe pas, il existe, d'aprés le
corollalre |, une application bien ordonnée de ({E',=')
vers (E,=), clest-3-dire (E',='} est isomorphe & une
section ordonnée propre (5,=) de (E,=), || s'ensuit
que (E',=') est ausgi Isomorphe & la section ordonnée
propre (f(8),=) de son sous-ensemble ordonné (f(E),«'),
ce qui est impossible d'aprés le corollaire | de la propo-

sition |. Donc c'est (E,=) qui est iscmorphe & une sec-

- tion ordonnée de (E',='),

Hypothése. Dans ta fin de ce § nous nous donnons un ensem-
ble totalement ordonné (J,=)} et une famille d'ensembles
ordonnés £ = Er=tey Indexée par J. Nous désignons

par S la somme, par P le produit, de la famlile (Ei)iaJ'

PROPOSITION 5, Sodit [5,«} La somme [J,=)-ondonnée de
£ {voin § 6). Alons (S,«} est bien ordonn? a84 (J,=) est
bien ondonnt de méme que (E,,= | pown tout i e J.

Preuve, [° Supposons (J,ﬂ)'ef les (Er,ti) bien ordon-
nés. Solt A une partie non vide de S, Dans I|'ensemble
blen ordonné (J,=), la source de I'ensemble de couples A
admet un premier &tément J, L'ensemble A, des x ¢ E,
tels que (x,}) € A n'étant pas vide, Il a un premier éié
ment x' dans l'ensemble blen ordonné (E ,= ), Il sten-
sult que (x',]j) est le premier éiément de A dans (5,=

et (S,=) ast un ensemble blen ordonng,
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2° Supposons (S,%=) bien ordonné, (Ei,ti) étant iso-
morphe & un sous-ensemble ordonné de (S,=), 1] est blen
ordonné, pour tout 1 e J, Si u est le premier &liément
de {Ei’ ), 1tapptication i » Fui,i) de J sgr une par-
tie J' de S dé&finkt un isomorphisme de (J,=) sur le
sous~ensemble ordonné (4',x) de (S,«), Donc (J,=} est

bien ordonné,

COROLLAIRE. Si {E,=) est un ensemble bien orndonné el
AL E esl Andini, Pa somme ordonnée
{g7,=} de (({b},—);(E,wl)
et isomonphe & (E,«), |

Preuve, (E',=') est bien ordonné d'aprés la proposi-
tion 5, de sorte qu'il existe (corollaire 2, proposition 3}
une sectlon ordonnée (C,=') de (E',=') isomorphe & (N,<)
On définit une bijection g de E' sur E en associant:

& (b,0) le premier élément u de (E,=),

a (x,li, o0 x e C, te sulvant de x dans (E,«),

a (y,1), ol y e E\C, I'&lément vy,
f définit un lsomorphisme de tE',c') sur (E,=),

PROPOSITION 6. Supposons {J,=) bien ordonné. IL axiézai
un ensemble ondonnt (p,=) dont L'ordre a pour graphe £'en-
semble r des couples ((x.}, ,,ly;); ;) € PxP Zels que J' =
{Jed | X, # Yj} do0dit vide ou que £'on aik x| =, y, pour
son premien EfZment | dans {J,=}, S& (E,,=,) est totalement
ondonns pour tout | ¢ J, alors (P,=) est totalement ordonnd.

Preuve, 1° La ralation r = (P,r,P) st réflexive.
Supposons  (x,y) e r et (y,z) e r, ol

x 2 Oy ey m vy et Ty

| I
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Notons A ['ensemble des 1 ¢ J +tels que x, =y, = zy .
SI Ae=dJ,ona x=vy=z, Dans le cas contraire J\A

admet un premier &)ément J, et Xy o= zi st J A I =],

a) Si x. =y, , alors yJ z
bY St x. fy.,ona x. =
. AL N
clest-a-dire x, =, z.
JoJ

., d'ofi , = ‘e

i%j’ ) S
. =] ., .02,

J Y iy

Donc x =z, et x =y sl de plus z = x, Ceci prouve que
r est un ordre; soft (P,=) |Tensemble ordonné correspon-
dant.

2° Supposons (EI’ i) totalement ordonné pour tout
Il eJ et solt x a (x, }] el et y = (y!}!EJ des éléments
distincts de P, L'ensemble des " J e J tels que X; £ Y
a un premier &lément | dans (J,«x), Comme
IR T I T
on frouve x =y ou y « x, Par suite (P,=) est totale-
ment ordonné,

x

COROLLAIRE 1, Reprenons Les notations de fa PROPOSL-
tion 6 et supposons que (E,,= i) adlt un premien élement u;

pbur tout | e J. Alons (E,=,) est isomonphe & un aou,a-

ensemble ondonnt de (P,=), Si (Ei,x ) est bien ondonné et
84 E; a at moind deux &dments, [J,«} est isomonphe a
sous-ensemble ordonné de (P,«),

Preuve. 1° Soit j e J. A xj £

mille f(xJ) = (x )i J telle que
X; o= Uy pour tout | e JN{j]}.
La bijection xJ > f(x.) définit un isomorphisme de (Ej,a ]

J

SUr un sous-ensemble ordonné de  (P,«),

EJ , assccions la fa-

2° Supposons (ii,ﬂ ) blen ordonnd® et 70 3} au moins

] |

dinax Clamants pour ot e 0y Abcr e G adniet e anivant
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b. S1 J €4, notons xJ ta famille ), od

x‘Ji = b, si i e.J\{J}, : xJJ - uJ.

La bijection J » xi définit un isomorphisme de (J,=)
P},

!

sur un sous-ensemble ordonné de

COROLLAIRE 2. S, avec Les notations de fa proposition
6, (P,=) est totalement ordonné et admet un premier efement

(u;d,,, » atons (€,,=,] est Lotatement ondonné et qd—
met u, pour premien éLément, pourn-toul 1§ e J,

Preuve, Scient | e J et xj € EJ' La famiile y =
(yi)ieJ ¢ P, ot

o= x, et
LAY 71
dans (P,«},
pour premier élément ef, d'aprés le

= U st 1 e JA{]D,

majorant u on obtient 1.1‘j “j XJ . Airsi

(EJ,GJ) admet uj

covollaire t, 1] est isomorphe & un sous-ensemble ordonné

de (P,=). Ce dernier étant totaiement ordonné,

de méme pour (EJ’“J)'

it en est

Deginition, Avec les notations de ta proposition 6, on ap-
petle (P,«} le produit (J,«)-Lexicographique de £ (resp.
produit lexicographique de £ , sl {J,=)} est une section
ordonnée de (N,<)). '

PROPOSITION 7. Supposons (J,=] bien ondonné et P non
vide. Le.pnoduii {J,«)-Lexicographique (P,=) de £ est blen
ondonné 554 (E!,«i} est bien ondonné pouwr fout | eJ el 84

Rlensemble J' des 1 e J tLels que E; ait au modns deux
slirents est find.
Preuve. L'application O )., = {Xj)ij' de P sur

%
’E
!
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Pt = (P,«)

gV » OP peut
P est fi-
ni. {P,=) est totalement ordonné ssi il est blen ordonné
(corollaire, proposition 2-8);

EJ'EJ définissant un Isomorphfsme de sur le

produit (J',=}-lexicographique de (EJ mJ)

supposer J = J', Considérons d'abord le cas ol

d'aprés la prOposITIon 6 et
son corollaire 2 11 en est alns! ssi Jes {Ei' sont
+o+alemen+ ordonnés et ont des premiers olemenfs, mais alors

le corollatre  de la proposition 6 dit que (Ei,« ) est

bien ordonné, et que les Ei sont finis ainsi que J. Sup~
posons donc P Infini, Alors N exlste.
° Supposons (€;,«.? bien ordonné pour tout i e |

et J finl,
sur une sectlon ordonpée de
foe £ (m)

de P sur Eﬁ' Soit M

((n,<), f,(J,e))

Pour tout entier m < n,

I't existe un isomorphlisme
(N,<).

posons et scit P ta projection canonlque

une partie non vide de FP. Nous

définissons une suite finie {y } comme suijt:

m’m<n
Yo est le premier é&{ément de pO(M) dans (Ed,xA)
Soit m < n et supposons définie une suite a(/kJ
finle vérifiant M 9 si M

k<m
désigne !'ensemble des

(xl)ieJ e M tels que Xar® Yo pour tout entier m' <m,
Pt ) £ ¢ dans

 n'est évidemment pas vide.

Notons alors Y, !e premier élément de
z o N 1
(tﬁ’ ﬁ}‘ I Tensemble Mm+

Par récurrence nous construlsons alnsi une suite finle

(Y pens L2 familie (x ) e ? ol Xy = Yer;y pour tout
1 € J, est le premier elemenT de M dans (P,=), Par consé-
quent (P,«} est blen ordonnég,

(P, x)

premier ¢lément,

2° Inversement, supposons bien ordonné et solt

u = (ul}ch son

de la proposition 0, (Ll,wi}

Lo premiar Sloment ) o T o

D'apras te corolialre 2
est un onsemble totaloement

ordonné dont uy ot fnemor -
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phe & un sous-ensemble ordonné de (P,%), donc blen ordonné,
infinl et soit b = (bl)ieJ
(Ei,ﬁt) {qul existe, car
J = J'), D'aprés le corollaire de la

({K,=},g,(N,<)}

{J,=)}, Pour tout entier n,

Supposons de plus J e P, ol

bI est te suivant de U, dans

nOUS avons supposé

proposition 3, 1l existe un isomorphisme

sur une section ordonnée de

- _ n N

désignons par En la familte (x i}ieJ e P, ol
= U

xng(n) s} e J\{g(n}},

La suite ‘En’ﬁgw
dans = (P,=), La proposition |-{6 montre que ceci est impos-
sible, (P,«) &tant bien ordonné. Par suite J est fini.

n
et x

J o J

et est décroissante

= bo(n)
a son but infini

Remarque. ta fin de la démonstration précédente montre que
le sous~ensemble de P formé des familles (Xi)IEJ e P
sauf pour un nombre fini d'indices
(P,e«),

tolles que Xp o=y
i n'est pas non plus une partie bien ordonnée de

PROPOSITION 8. Supposons que {E;,«;) il un premdien
glement u, pouwt fout | & J et soit C L'ensemble des {x;), ,
¢ P Zels que L'ensemble des 1 e J virifdant x, # u, 404t
fini. (C,=) est un ensemble ondonné ayant un sous~-ensemble
ondonng isomonphe & (Ei,xi), Le graphe de £'ondne r Elant
gonme des couples ({x.),_,,{y;), 1 Zels que

X, = y; pouk tout i e J , ou que X. aj yJ

 est Le dennden Elément de {i e ) [ x; Fyihs
(C,«) admet (u;}; | powr premien dhément, 1L est Lotalement
ondonné 884 {Ei’“i) L'est pourn tout i e J.

Lonsque |

o H = N N =
Preuve. 1° Soient x (xi)IzJ et vy

e J

(vidiey des

Atoments de O, L'ensermble )Y formd des tels quo

- semble ordonné discret
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X, # y; est fini, S1 Jt = @,.on a x=y, 51 J'Ad, Iten
(J!,=)
i1 en résulte que la refation

a un dernier éiément J,
r consldérée dans |'énoncé
sur C est bien définie, réflexive et propre, Supposons
que t'on ait aussi z = (zi}ieJ eC etque x r y et
y r z, Soient j' le dernier &lément de

M= {1 e d | Y1 # zy }

(j,1'") dans (J,=}, Alors
J" est le dernier &lément de {1 e J | X, # 2.}, En effet,

cecl est évident si | # J'. Si | = j', les relations

et j" la borne supdrieure de

xJ ¢J yJ EJ zj entratnent xj # ZJ

(53”5 quoli XJ = YJ = ZJ}. On-en dédult xj" ujn ZJ" , car

xJ" ﬂJ" VJ" et yJ" ¢j“ ZJ“ , dfod x r z, Ainsl r est
un ordre, Evidemment {Ui)ieJ est le premier élément de (C,«),

2° L'application associant &8 x, e E, la famlile

(xj>j€J’ ol X; = u poul +oui J g N{I1,
définit un isomorphisme de (E!,ui) sur un sous-ensemble
ordonné de (C,«), {1 s'ensult que (EI'“I) est totalement
(C,x)  i'est, Entin st (E ,=) est tota-
lement ordonné pour tout | e J, une démonstration analogue

(C,a)

ordonné lorsque
3 cellie de |a proposition 6 prouve que est totale-
ment ordonné,

COROLLAIRE, Avec Zes notations de fa proposition § el
84 (E,=;) est un ensemble bien ondonnZ tel que E; ait au
moing deux Eliments pour fout 1 € J, alors {J,=) est Lsomon-
phe & un sous-ensemble ondonnd de (C,«].

Preuve., (EI,-I)

La bljectlon assoclant & | ¢ J

a un premier &l|&ment u et u, admet

un sulvant b la famille

]l




.
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(xJi?isJ

définit un tsomorphisme de
donné de (C,=).

£ C, ol xJJ = bJ, xJi =u, sl le AN},

(J,&) sur un sous-ensemble or-

Definttion. Avec les hypothdses de la propesition 8, on ap-
(C,=)
produit colexicographigue de § si
(N,2) ).

le proeduif {J,=)-colexicoghaphique de & (resp.
(J,=)

pelle
est une section

ordonnée de

Hypothise. Lofsque nous parlons du produwit (J,¢54co|exico-
graphique de §, nous supposons que (Ei,qi) a un premier é-

lémant u e J.

j Pour tout

Exemples, [° Soit (C,=) le produit (4,=)-colexicographique

de £, 51 J est finl, C = P ef (J,=) est discret; alors

(C,=) est identique au produit (J,»)=lexicographique de &,
2° Solent (E,=)} et (E',=') deux ensembles blen or-
donnés. L'ensemble E'xE est identique 3 la somme de
(E') , ol &' = E' pour touf élément x de E . ||
x xek X

en résulte que le prodult colexicographique de ({Ef,="),
(E,=})

mille

esT:IdenTique 4 ia somme (F,=)-ordonnée de la fa-

(E;,w') les ordres étant évidemment les mémes.

xefE *

la bijection de P(J} sur 2! ‘qui assocle

3° Soit ¢

a4 une partie de
Solt+ (C,=) le produit
(Exai)

pour tout x ¢ J.
c{A) appartient & C,
Pé(J) des partles finies de J Tel que (PﬁtJ),u) soit
(C,=),

(J,=)~colexicographique de
ol E = {0,1} et 0 <
est finle ssi

xed !
Comme la partie A de J

it existe un ordre sur |'ensemble

I somorphe A Cet ordre est total.

le graphe de sa fonctlon caractéristique.

n e o T
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| Supposons que E' = (Ej,wj)JeJ, solt une familie d'en-
sembles ordonngs et que

f= ((,=),f,WUT,=")) et §J' ((Ef(J)'cf(J3)'gJ'(E3'¢}))

. pour tout | € J', solent des applications ordonnées, f

étant une injection, L'appl!ca?lon hs

(Vo) tgyty), D) de JEJ,

définit une appiication ordonnée E de
ol {(5,=) et (S',='} sont les sommes
et (J',=')-ordonnée de £,

Si de plus (E},ﬂ}) a un premier &1ément uj , Sl 93
(Jt,«') est

E' dans §

(St,='}
{J,=)~ordonnée de §

vers (S,=

est une Injection pour fout j e J! et sl

totalement ordonng, |fapplication h':

(x )

i 1eg ol st Jed!,

Xe(jy= 954y
xI E u; 5l

(Yj)jeJ'
I ed 4",
RY = {(C,«),h',(C!,«")),

sont tes prodults (J,=)-colexico-

définit une application ordonnée
od (C,=) et (C',«')
graphique de £ et
plication h'

{J',=')=colexicographique de £' ; t'ap-
est une injection.

péfinition. Avec les notatlons précédentes, h esf appelée
L' application somme F-ondonnBe de {g ) et h'
plication produit f- coiex¢cog&aph4que de

TIPS

En particulier, h et h' sont des isomorphlsmes si

f et gJ' pour tout | € J', sont des bl jections,

ST (47, )
désignons par (MJ,,-)
produit (J',«)-colexicographiqua) de {E

est un sous-ensemble ordonng de ¢J,«)

la somme (J',=)~ordonnée (resp., le

r

=5 jear
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PROPOSITION 9, Avec Les notations pricidentes, 44
(4, =) cat une section ondonrée de [J,«], alons (MJ,,s) est
(resp. est isomonphe 4} une section ondonnie de (Mj,wl. SL
((L,«),f,[J,=)) est un Lsomorphisme, oll [L,=) est La somme
{K,<}-ondonnée d'une famille (Jk’“k)keK de sous-ensenbles
ondonnts de {J,«), il existe un isomonphisme v de (M, <)
sut £a sorme (K,=)-ordonnde (resp, sur Le produit (K,=}-co
Lexdcoghaphigue) (C',=) de IMjk,&)kQK.

]

Preuve, L'application ldentique (rasp, I'applicé?lon

+ (x,) ol x I ¢ JNJY)

X egr > Xy I
sur une section de (MJ,E). Par

= Uy sl

est une bljection de M,
atlieurs ['isomorphlsme v est définl par la bijection:
(%, 1)+ ((x,ik},k) st f(1) = (k)

(resp.  (x,), , Ay ek 90 Yy T (*I}Iedk' si ke K}

de MJ sur C1,

La deuxime afflrmation de la proposition 9 signifie
qutil y a Yassociativité 3 un isomorphisme prés” de la som-
me ordonnée et du produit colexicographique.

PROPOSITION 1¢. Le produit (4,=)-colexicographique
{C,«) de (€ ,= ), | est bien ondonnd ssi {E,=) est bien
ondonnd poun toul 1-¢ J el 84 L'ensemble J' des 1 ¢ J 1els
que E, adt au moins deux EL¥ments est une partie bien on-
donnde de [J,«),

Preuve, Comme dans |a proposition 7, on se ramdne au
.cas ol J = J', S1 (C,x)} est blen ordonné, (El,wl) i'est
aussi, car i est Isomorphe 3 un sous-ensemble ordonné de
(C,=)} (proposition 8), et 1l résutte du corotlalre de la

N W

np

i
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proposition 8 que (J,%) est bien ordonnd. Fnversement,

suppqsons {(J,=) et les (Ei’ﬁi) bien ordonnés, Né?ons

+
(Ci,c) e prodult ( i,«)-colexicographjque de (EJ.,mJ)an-i
pour fout 1 e J, D'aprés la proposition 9, (Cl,u} est
Isomorphe & la section ordonnde (Cl,=) de (C,=), od C{

est 1'ensemble des (xj)jeJ eC fels que x, = u, si
i.ﬁ j..SoiT V. t'ensemble des i e¢ J tels que. (C%,wi
solt bien ordonné,

1° si 1 est fini, (C,,=) est aussi te prodult (fi,n);
lexi;ographique~de {EJ'EJ}JE*i dtaprés l'exemple [; §1I
est donc blen ordonné (proposition 7}, et | e V.

2° Supposons i eJ et icV.

a) 5i i admet un prédécesseur |, d'aprds la
proposition ¢ (Ci,u) est Isomorphe au praduit colexico~
graphique de _((Cj,u),tEj,aj)), qui est bien ordonné (par-
tie 1), (CJ,ul et (EJ,aJ) ‘éfant bien ordonnés par hypo-
thése, Dol | ¢ V.

b) ST I est un &tément |imite de (J,=) ot si
A est une partie non vide de ct , poécns ﬁj = AN C' pour

tout | ¢ 1. Puisque 1 est la borne supérieure de J!' =

-+

lyona Cf = JEJ,CE , de sorte qu'll existe un e J1

tel que A, # @. Le premler élément de A, dans 1'ensem

ble blen ordonné {Cj,al est &galement le premier &lément

de A dans (CE,«), car Cj est une section de (C;,a).

Alnst 1 appartient encore & V,

c) Dens les deux cas, 1 ¢ V, D'aprés le principe
d'induction, on en dédult V = E,

3° C est la réunion de la famllte (C}J de sec-

led

tlons de (C,«), on C} st une partle bien ordonnfe de (C,«)

Une dimotesteation anologque 3 cod beode Ta partla 2h montre
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quse (C,=) est blen ordonné,

COROLLAIRE, Supposons (J,«) et (E,,=;] bien ondonn?s
pour tout | e J. La somme {J,«)-ordonnle (S,=) de & esd
{somonphe & un sous-ensemble ondonn? du produil colexico-
graphique (C,=) de {(S,='},(J,«<}), oit (S,='] désigne &'en-
semble oadonng somme de &,

En effet |'lsomorphisme est défin! par la bijectlon
(x, 1) + ({x,1),1) | des &1éments

((x,1),1) de C tels que Xx ¢ Ei et

de S sur |'ensemble C?

iEJJ

Remarque. La proposition 10 et I'exemple.S prouvent que,

sl .(E,w) est un ensemble bien ordonng, 1} existe un bon
ordre sur |tensemble des partles finies de E, Par contre
1l peut ne pas exister de bon ordre sur P(E), En effef, on
montre que, s'i1 exliste un bon ordre sur P(E) d&s qu'll
existe un bon ordre sur E, alors D vérifie Itaxiome du

ChOIXO

 PROPOSITION 11, S'4l existe un bon ondre sur un ensem-
ble 4infind £-, alons ExE esd Zquipotent a E .
Preuve. Soit (E,=) un ensemble bien ordonné, ol E
est infini. Désignons par (ExE,=")

phique de ((E,=),(E,«))} .ot par v ‘{'application de EXE
sa borne supérieure XxXvy

le prodult lexicogra-

E assoclant & (Xx,y)
(E,«), Dtapras la proposition 7, (ExE,=')}

le sous—-ensemble

dans
dans est bien
ordonné, Pour tout x ¢ E, soit (E ,=)
ordonné de (ExE,=') el que E solt formé des

(z,y) ¢ ExE  vériflant zvy = X,

L* application’

2oy, Mg et
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({x,y),x vy) > (x,y}
défintt

famitle (Ez’t)zeE sur un ensembfe ordonné (ExE,«), Etant

un isomorphisme de la somme (E,«)~ordonnée de la

donné que (Ez,u} est blen ordonné pour tout z.e € ef

que (E,=) est bien ordonné, (ExE,«=) est bien ordonnéd

{proposition 5},

1° Pour tout x € E, posons S = x et S' =S x§ .
X x X “x

sl y,z) ¢ S; g* st (y',z') = ({y,z) dans (ExE,=}, les
relations

_ ytvz! « yvz = x-
entratnent (y',z') ¢ S8 « Alnsi Sy est une sectlon de

(ExE,=), Par ailleurs (y,z) ¢ ExE &tant majoré par (y vz,

yVvz) dans ({ExE,=}, fa diagonale A. de ExE est cofina=~

E

te avec (ExE,=), Comme la bl jection de E sur
(F,=)

(ExE,=), 1] exlIste, d'aprés le coroltlalre 2

x + (x,x)
ac dé&finlt un lsomorphlsme de sSUr un sous-ensemble
ordonné de
de la proposition 4, un isomorphisme ((E',=},q,(E,«)) de
(E,=) (C',=) de (ExE,=), De

méme il existe un isomorphisme de (Sx,a) sur une section
(S!,=) et,

X

ordonnée de (ExE,«) isomorphe & (SX,¢), ona ¢g(S )= §!
X -

sur une section ordonnée

ordonnée de (g{Sx),m) étant |tunique section

2° Soit

une partie blen ordonnée du treillis

Itensemble des sections de (E,=); c'est

(P{E£}, <} admettant
E pour dernier élément (coroliaire, proposition 2~16). Con-

sidérons t'ensemble V des sections A de (E,=) telles

que A soit ou bien flnie, ou blen Infinie et équipotente

& AxA, Evidemment @ e V , Solt A e L~ tel que A' gV
Ao A, ST A

pour toute section propre est fini, A ap-

t xaminuns le cis ot A st Infinl.

partlent & vV |

cautit o ocinte un w0 At que A
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soit équipotent a Sx.-AJors Sx est infini et, comme S* eV,
il est équipotent & S; = SXXSX; ce produit étant équipotent 2
AxA, 11 stensuit que A et AxA sont équipotents, i.e. A eV,
En particulier 11 en est ainsi lorsque A,-!nflni,'adme+ un
prédéceséeuf s, dans (L,<), car, d'aprés le corof lalre
| de ta propesition 3, S estT équipotent & S Uf{x} = A,

b} Supposons Sx de puissance strictement Infé-
rieure 3 A pour tout x e A. Alors A est un &lément |1~
mite de (L, <), de sorte que A est ta réunion de (5 }

X xeh
et AxA celle de (S;)XEA. Etant donnd que la section g(A)

' de (ExE,ﬁ),llmage de A par la bljectlon g (partie 1),

est équipotente 3 !'ensemble infinl A et que la section
S est flnie ou équipotente & S , clest-a-dire de puis-
sance sirictement inférieure & g(A), on trouve S < g(A)
pour tout x ¢ A, ce qui entralne \
AxA = ngS; = g(A) = AxA, D'ol g(A) = AxA et A eV,
¢) Puisque A appartient & V dans tous les
cas, le principe d'induction affirme que V = L. Comme E

appartient & V, 1'ensemble & est équipotent & ExE.

COROLLAIRE 1. Avee fes notations de fa preuve phici-
dente, et si aucune section propre de (E,=) n'esd Equipo~
tente & E, alors (E,«] est Lsomonphe & (ExE,=},

En eftfet, le ralisonnement de la partle 2b ci~dessus

stapplique en prenant A = E.

COROLLAIRE 2. Soit E un ensemble infini sur Lequel LE
existe un bon ondre, SI E' est un ensemble non vide de puds-
sance infénieune & E, Le produit E'xE esl Zquipolent & E.
Pour tout enticn n # O , Les ensembfes nxE et €7 sont Equi-

Y U
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potents 4 E ,

Preuve, 1°E'®*E  est de pulssance supérieure 3 {1}xE
et Inférieure & ExE, Comme EXE est équipotent 3 E d'aF
prés la proposition, et {I}xE & E , le théoréme de Bern-
steln ﬁffirme_que E'xE est équipotent & E , En particu-

tier nxt est équlpotent & E, si n est un entler, n £ ¢

| . 5
2° £ est équipotent 3 E, Si E" est équipotent 3

E pour un entier n , le prodult En+| est équipotent 3
n . s

ExE , c'esf—a-dire a ExE et, a fortlori {proposition
10}, 3 E . Par récurrence il s'ensuit que E” est équiw

potent & E pour tout entier n # O .

_ COROLLAIRE 3, Scdf (E,«) un ensemble bien ondonnd, €
ingini, S£ J est un ensemble non vide de pulssance Ln{ended
he & E et ad (E]}iajeéi wne famille finie d'ensembles de
puissance dnférnieuwre & E (resp, famille de parnties de E},
La somme de (Ei’ieJ esl de puissance inféndlewre 4 E,

Preuve, [t étant de puissance Inférieure & E, 1| existe
une applicaTIon blen ordonnée £ = {((E,=),f,{J,=)). || exl:s
te aussi une famllle (gi}ied d'applications blan ordonnées
ol éi = {(E,ﬁ),gi,(El;¢I)), car J est fini (resp. od §]

est |'application. ordonnée du sous-ensemble ordonné (Ei,oc

4

I
de (E,«} vers {(E,«) définie par I'injection cancnigue de

E; dans E), Soient (S,=) et (S',=') les sommes (J,«)-ordonr
jeJ » OV Ai = E
pour tout I ¢ J, L'application h de - § dans S' défi-

de (Ei,mi)isJ et (E,=}-ordonnée de (Ai,«)

nissant |'application somme f-ordonnée de (§i)iEJ est une
Injection, D'aprds la proposttion, S' = £xf est équipotent

d [.On en didult que 5 est de pulssance Inférlfeure A G



/ .

- 226 -

COROLLAIRE 4, Sodt E un ensemble sun Lequel AL existe
un bon ondre, Les conditions suivantes sont équivalentes:
 1° B est ingind,

2° £ est Bquipotent & La somme F de {E,E).

3° £ esi dquipotent a une paniie propre de E,

Preuve, Si
propres, ii est infini (proposition 5-3), de sorte que F

E est équipotent @ une de ses parties

et E sont équipotents (corollaire 3), Si f est une bi-
jection de F sur E, alors F est équlpotent & sa par-
tie propre £' = Ex{0} et f(E')} est une partie propre
de E équipotente 3 E. Les 3 conditlons sont donc équi-

valentes.

Remanque,. Si D vérifle |"axlome du choix, ¥ existe un bon
ordre sur tout ensemble & (théoréme de Zermelo), et par

sylte E est infinl ssi E remplit? la condition 2 (resp.
conditlon 3) du corollaire 4, Réciproguement on montre que,

5| tout ensemble Infini satisfait !a condition 2 (resp. con-

dition 3) du corollaire 4, ators D vérifie ('axiome du choix.
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CHAPITRE V

Ordinaux. Cardinaux

Dans ce chapitre, nous supposons que U esd une
totalit? et ensemble signifie D-ensemble. Lonsque U vérnd-
fie Llaxiome de &'ingind, nous notons encore [N, <} L'en-
semble ondonng dischet des entiens.

18, Ondinaux,

pefinition, On appelle ensemble satuné par incfusion un en-

gsemble non vide U tel que
P(E)= U pour tout E g U,

Exempfes. Si U est un préunivers, U est un ensemble sa-

turé par inclusion, ST E est un ensemble, |'ensemble de

ses parties est saturé par inclusion,

§i U est un ensemble saturé par inciusion et si |'un
de ses &léments E est un ensemble infini, U vérifie la
condlition (=) du § 7., En effet, si F est un ensemble fini
appartenant 3 U et si .y £ F, [l existe une partie finle
E' de E équipotente 8 F, et FU{yl est équtpofénf 3
f*étément E'u{x} de U, s! x g ENE' ,

Hypothdse., Nous supposons que U eet un cnsemble saturd
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par Inclusion non vide. (Cuhi} et (Nuai} sont les ensembies

ordonnés des U-cardinaux et des U~cardinaux finis § 7).

Soit R(U) 1'ensemble des relations associé &8 U, f.e.
(fin § 6) |'ensemble des relatlons entre &léments de U.
Soit BU la partie de UxR(U) formée des ensembles blen
ordonnés (E,«=) tels que E ¢ U, Munissons B, de la re-
lation d'équivalence Tk

(E,=)} ~ (E',='} ssi I existe un isomorphisme de (E,=)

sur {(E',='),

Définition, L'ensemble B, /r, quotient de B, par r est
appelé ensemble daé U-ordinaux, noté 20 51 (E,=) est un
ensemble blen ordonné isomorphe & un élément (E',x') de
B, 12 classe d'équivatence (E',=') mod T est appelée U~

orndinal de (E,=),

te U-ordinal de |'ensemble blen ordonné (E,=) est
donc définl ssi 11 existe un &lément de U é&qulpotent & E,

ot clest alors |'ensemble des ensembles blen ordonnés (ET,e")

isomorphes & (E,«) ef tels que. E' appartienne & U,

Remarque. Comme la collection ayant pour objets les ensem-
bles &qulpotents 3 E n'est pas un ensembie {(proposition
1=7), il n'existe pas d'ensembie ayant pour é&léments tous
les ensembles bien ordonnés Isomarphes & un ensemble bien

ordonné (E,=) si E # @. Clest pourguoi U est introduift.

PROPOSITION 1. [“U'i} est un ensemble bien ondonné
pour L'ondne o, défind par:
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o< X ssd AL exdste un neprBsentant de y Lsomorphe &

' une sectdlon ondonnde d'un reprisentant de ).
Soit X e Qi alons A est Le U-ondinal de La section ondon
nge ("a,<) et il a un suivant A' 884 ) est infini ou si ¢
est find et &8'il existe un &LBment de U de puissance stric
toment supbrieure & “A; 44 A' existe, c'est Lo y-ordinal
de £a somme ondonnge de {{%x,<),{1,=]}.

Preuve, U étant fixé dans toute cette démonstration,
nous y supprimerons les indices U,

[® Considérons sur B la relatlon de préordre p avan
pour graphe |'ensemble des couples ((E',='},(E,=)) ¢ BxB
tels que (E',«') solt Isomorphe & une section ordonnée
de (E,=). D'aprés la proposition 3-17, (E,=} et (EV,<')
sont lsomorphas ssi

((E',x"),(E,)) € p et ((E,x),(E',a")) ¢ p .

Donc r est la retatlon d'équivalence assoclée 3 p, et p!

est I'ordre associé a3 p (§ 2); il s'ensult que p' est aus
sl définl par: '

M < X ssi les relattions (E,=) ¢ A ot (E',=') € p en-
tratnent que (E',«') est Isomorphe & une
section ordonnée de (E,=).

De deux ensembles blen ordonnés, |'un étant Isomorphe 3

une sectlon ordonnée de ('autre {proposition 3-17), on a
p U 5' = BxB, d'ol p'LJp7' = Qxg

Alnsi (Q,<) est un ensemble totalement ordonné; son pre-

mier élément est le U-ordinai & de (8,(3,8,9)).

2° Solt (E,®) un représentant du U-ordinal X, Pour
tout x e E, la sectlon “x appartenant 3 U, le U-ordina

S
M do ( x,=} est maJord par A, L'epplicatlon g: x + u
N x
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définissant une application ordonnée de (E,=) vers (+Ahi),
et deux sectlons ordonnées dlfférentes de (E,=) ne pou~
vant pés 8tre isomorphes (corollalre 2, proposition i=17),
g est une injection, C'est une surjection, car un repré=
sentant dtun U-ordinal pu < X est isomorphe & une section or-
-donnée propre de (E,=}, soit (+xu,¢), clest~3-dire on a
g(x ). Par suite ({+h£i),g;(E,c)) est un IsomorphISmef
et (M, <) est un ensemble bien ordonné ayant A pour U-or-
dginal, A fortiori ("A,<) est un ensemble bien ordonné,
isomorphe a la somme.ordonnée de ((+Ahi),(l,?))' et dont
le U-ordinal, s'il existe, est le suivant de A, S1 A es?
une partie non vide de Q, Il existe un U-ordinal X fel que
Ai = XA solt non vide, et AA«
u dans |'ensemble bien ordonné ( X,<); ce u est aussi le

premier &lément de A dans (2,<). Ceci montre que (2,%)

“admet un premier éiément

est un ensemble bian ordonné,

3% Solent A un U-ordinal et (5,=) la somme ordonnée
de ((+A,<),(I,=)). D'aprés ta partie 2, A admet un sulvant
a' ssi {g,a} admet un U-ordinal At.

a) S1 T est infinl, S est équipotent 3 “A ef,
a fortlori, & un &lément de U, de sorte que A' existe.

b) ST “x est fini, S est finl; 1} s'ensuit que
(5,=) est discret (corollalre, proposition 2-8), || exlste
un §lément E' de U de pulssance strictement supérieure
3 “) ssi {1 existe une partie E de E' équipotente & S,
lee. 58! (§,«) admet un U-ordinal,

c) On en déduit que A est le dernler élément de
©(R,%)  ssi “) est fini et si son U-cardinal est le dernier

élément de (C ,<) (et par suite de (N, <))
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Définition, Avec les notations de la proposition I, (9,,2)
esT appelé ensemble bilen ondonnd des U-orndinaux.

PROPOSITION 2 Soit Q £'enaemb£e des U- ondinaux X
tels que “x s0it find. L' appi&cat&au c adsociant a X Le U~
candinal de “n definit un 4aamoaph46me de La section ondon-
née (*th) de (9,,<) sur £ ensemble ondonne disoret (N <)
(2),2) a un dennien eLément s84 Ny et fnd {doe, 864 L0
existe un ensemble 4ini de puissance supdrieure a Zous Les
Eloments de U), Dans ce cas, 95 = Sy
Preuve. 1° Solent A eT.u deux éléments de ﬂf

u
cf(AJ = CS(”" Des deux ensembies blen ordonnés (+Aa§) et

tels que
(u,<), 1'un, disons (+“nﬁ)' est une section ordonnée de
tautre. || s'ensuit A = +u , car A est équipotent 3 +u
et |'ensemble fini “A ne peut pas étre équipotent & i1'une
de ses partles propres., Donc A = y , et CG est une Injectic
22 51 ¢fafy 4 n
é1ément X dans (NUhE),'puiSque (Nuhi) ast discret (pro-
position 5-7), et X admet un prédécesseur Y, || existe

U la partie NU\CSCQJ) a un premier

un A € QG tel que Y = cé(k). Un représentant E de X
étant équipotent & la somme de (+A,!), la proposition |
montre que le U-ordinal ; admet un suivant ', et X = cafl'
U définit un isomorphlisme de la

) sur (Nutﬁ}'

Cecl étant impossible, ¢

section ordonnée (QG,

3° D'aprés ia proposition |, si (Qua:) a un dernler
éi6ment i , celul-cl appartient 3 ol ot ca(ﬁ) ast le

U
dornler &iément de (Nuhi)’ Il stensult que NU’ et a for-
thorl nﬂ 9, sont finis, Inversement, NU est flnl ssi

I'ensemble ordonné discret (NU,<) a un dernler alémant X
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(proposition 3-7), clest-a~dire ssi fous les éiéments de
U sont de puissance inférieure & un représentant de X.
f

Dans ce cas, céﬂi(X) ast e dernier éiémenf de QU et,

en vertu de la proposition |, de QU'

Déginition. On appelle Lype ordinal un ensemble bien ordon-
né (£,<) te!l que tout &lément v de E solt Tdentlque 3

la section v de (E,<) qul lful est assoclée,

$i (E,<) est un type ordinal, toute section ordonnée
.prOpre de (E,<) est aussi un type ordinal. S1 D vérifie
[taxiome de I'inflni, la proposition 2-9 montre que 1'ensem~

ble ordonné (N,<) des entiers est un type ordinal.

PROPOSITION 3. Un fype ondinal (E,<) est identique &
£'ensemble ondonnd pan inclusion (L,c) de ses sections pro-
pres, ef Llonav < v' 84l v e v', De deux types ondinaux,
£2tun est une section ondonne de L'auine,

Preuve, [° L'isomorphisme'canonique de 1'ensemble bien
ordonné (E,<) sur (L,c) est défini par ia bijection s
'.assoclanf éfﬁv fa section +v, clest-a~dire v lui-méme;
par suite s es? {tapplicatlon ldentique de E. f! stensuit
que 0 est le premier stément de (E,<) et que t'on a

i 3 1 1 ',
v <v' ssi ve vt , dlob v <y ssi v EV

2° Sol+ (E',<') un autre type ordinal, 0 appartient

3 V=ENE'", S veV, alors v est 4 la fois la sec-

tion de (E,<) associe 3 v et celle de (E',<') assoclée 3

v, de sorte que v est une partle de V. |1 en résulte que
y est une section de (E,<) et de (E',<') et que le type
ordinal  (V,<) ost une section ordonnéa de (F,<) et de

o A b a2y
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a) S1 V= £, e type ordinal (E,<) = (V,<)
une section ordonnée de (E',<'),

est

BY Si V = E', c'est (E',<") qul est une sectior
ordonnée de (E,<),

c) Si E\V et E'"\V sont non vides, tis ont des
pﬁemiers éléments x dans (E,<) et x' dans (E',<'),
Comma V est |la section de (E,<) associée & x e%ﬁce!le
de (£',<') associde & x', on obtient |

x =V = xt, d'loll x eV,

¢ce qui est impossible, Le cas c¢ est donc exclu,

COROLLAIRE 1. Sodz {E,<]) un type ordinal; c'est £'uni-
que type ondinal ayant E pour ensemble dous-jacent, Si A
est une parntie majonde dans (E,<), elle admet sa nBunion
pour borne supdrieure, Seit v ¢ Ep 48 a un suivant v' 484
vUlvl € E, et dans ce cas v'= vifv}; &4 v est un ELdment
Limite, v esi La néunion de v.

COROLLAIRE 2. Deux fypes ondinaux {isomorphes sont iden-
Liques.
En effet, )1'un est une section ordonnée de 1'autre

d'aprés la proposition, et un ensemble bien ordonné ne peut

pas &tre isomorphe 3 I'une de ses sections ordonnées propres

COROLLATRE 3. Si [E,<) est un fype ondinal et si E est
dnfini, (N,<]) est une section ordonne de (E,<),

En effet, (N,<) est un type ordinal isemorphe, dlaprés
la proposition 3-17, corollaire, & une section ordonnéc
(S,<) de (F,<). Du corollaire 2, il résulte N = S, car

(S,<)  ast un type ordinal,

DESCHE doern, 1in appeb la end ondtd un o ennonbila v tal aqutil
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existe un type ordinal de la forme (v,<); celul-cl (qui
est unique) est appelé Lype ondinal de v et noté v. Sotent
v et v' deux ordinaux; on dit que v est plud petid
{resp, est strnictement plus pelit) que v' si v & v! (resp,
st vevh), en formule v < v' (resp. v < v'); dans ce cas
on dit que v' est plus grand (resp. est strictement plus
grand) que v, note v' > v (resp. v! > v}, Soit A un en-
semple d' ordinaux; on dit qu'un ordinal v mafjore {(resp.

v minone) A st v > w (resp, sl v <w) pour tout w e A;
sl de plus v ¢ A, on dit que v est le dernien (resp. le
premien) Elément de A.

Solent v et v' deux ordinaux, D'aprés la proposi-
flon 3, v est plus petit que v' ssi v est une section
ordonnée de v' et si v < v' dans v'; dans le cas con-
traire, v' est plus petit que v, des deux Types ordinaux

v et ¥v' 1'un étant une section ordonnée de |'autre.

PROPOSITION 4. Soit v un ordinal; ses eLEmenls sont des
ondinaux et v est un ensemble purement transitif dont foufe
partie propre Pansitive est un Elément; v U{vl est un ondi-
nal. La ndunion d'une famille {resp. d'un endembfe) d'ondi-
naux est un orndinal,

Preuve. 1° Si v' e v, la section ordonnée (v',<) du
type ordinal v de v est un type ordinal, de sorte que
v! est un ordinal, dont le type ordinal est ({(v',<}. tTen-
semble v ésf transitif, car v Plv), ST v e v, la sec~
tion propre de v associée a I'éiément v est identique
3 v, ce qul est impossiblc. Donc v ¢ v, et v est pure-

ment trancitif, Soit A une partie propre translilve de
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ve SI xe A et sl y«¢x dans v s On & vy ex, ce qul
entratne y e A , Alnsi A est une section propre de v
et A est le premier élément de VWA dans. v

L

2° Comme v n'appartient pas 3 v (partie I}, 11 exis
te un ensemble bien ordonné v' = (v',<), ot v' = vU{v},
obtenu en ajoutant v comme dermier Giément 3 v . Clest
un type ordinal, la section de v' assoclée & v &tant

v . Par conséquent v' est un ordlnal,

-_3° Scient £ une famille (vi)jeJ' {resp. un snsembie)
d'ordinaux, et E la réunion de £, Considérons 1'ensembie
ordonné [nductif (proposition 4-16) (W(E),~=) des ensem-
bles blen ordonnds sur les parties de £, L'ensemble M
des types ordinaux ;i » 00 T eJ (resp. ol v, € &), en
est une partfe totalement ordonnée, car (proposition 3) de
deux types ordinaux I'un est une section ordonnée de !'aus
tre, I.e. un minorant de ['autre dans (W(E),~=). Par sul~-
te M admet une borne supérieure (E, <) dans (W(E),<=),
ot (E,<) admet ies ;i “pour sections ordonnées. Si x
est un &lément de E, il existe un v auquel appartlient
x, et |la sectlon de (E,<) assoclée &8 x est identique
& celle qul lul est associée dans ;I' clest-a-dire est x,
Cocl prouve que (E,<) .est un type ordinal.

COROLLAIRE 1, Sié D uvbrifie £'axiome de £'infini, N
8L un ondinal et Les entierns sont Les ondinaux §4nis,

Preuve, N est un ordinal, car (N,<) est un type or-
dinal (corollaire 3, proposition 3); les entiers apparte-
nant & N, ce sont das ordinaux flnls, ST v est un ordi-

nel tinl, v est une section ordonnée da (N,<) d'apras
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ta proposition 3; a fortlort v est un entier (proposition

2=9).

COROLLAIRE 2. Un ensemble v est un ondinal 884 AL exdis-
Le un type ondinal (E, <) fel que v e E.

En effet, |a condition est suffisante d'aprés la pro-
position., inversement si v est un ordinal, v U{v} est un

ordlnal.auquel appartient v.

COROLLAIRE 3. 1L n'existe pas d'ensemble dont Zous Les
cndinaux soient des ZLements,

Preuve. Supposons que la collection @ dont les objets
sont tous les ordinaux solt un ensemble, SI v est un or-
dinal, c'est une partie de Q et un élément de |'ordinal
v U{v} ; 1! s'ensult que @ est la réunlon de 9 et, d'aprés
ia proposition 4, 0 est un ordinal, t.e. un élément de Q.
Ceci est Impossible, I'ordinal Q &étant un ensemble purement

transi+!f (proposition 4). Donc Q ntest pas un ensemble.

0é5£nét£6n. Solt v un ordinal; t'ordinal v' = v U{v}
(ﬁropdsi?lon 4) est appe!é ondinal sudvant de v et {'on

v est L'ordinal prddécesseun de v'. S1 v est

ta réunion de un ondinal Limite. La réu-
nion ¢'unre familtie {resp. d'un ensemble) £ d'ordinaux est
appelée ondinal bosane supérieure de E,

41t que
v, on appelle v

Solt v un ordlnal; un ordlnal v' est le sulvant de

it
v < y! vt > v,

v ssi et sl v' < v" pour tout ordlinal

i.e. ssi v' est le sulvant de v dans tout type ordinal
(E,<)

borne supdrioure, 51 7 oot un onsenllo dlordinaux, vooeot

tel que v' ¢ ¥ , Un ordinatl limltec est sa propre
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s&8 borne supérieure ssi v majore £ et si v < v" pour

tout ordinal v" majorant &, l.e. ssl v est la borne
supérieure de ¢ dans un (resp. dans +out) type ordinal (E,<

tel que £ soit contenu dans £,

Remarque. Supposons que D vérifie |'axiome de IYinfini

et notons @ la collection ayant pour objets tous les ordi-
naux; les ordinaux finis sont les entiers. Solent D' une
totalité, af Ia'collecfion ayant pour objets les ordinaux
définls relativement 3 la fotalité D' (que nous appe! lerons
(D')-ordinaux) et N?
les {D')-ordinaux finis, laqueile est Identique 3 Q' ssi D!
ne vérifie pas l'axiome de !'infinl, Solt+ V

sa sous-collection ayant pour objets

la partle de

N formée des entiers qui sont des objets de N'. On a O g |

et, si neV ; alors n+l
vant du {D'}-ordinal
te V « N, Si v

& N, sans quoi fI majorerait N et saralt infini. Au total

ast aussi le {D')-ordinal sul~
n, de sorte que n+l ¢ V. || en résul-

est un {D')-ordinal fini, il appartient

N = N', que D' vérifie ou ne vérifle pas i'axlome de ['Infi-
ni, Cecl conduit & une théorie des entiers relative & une
totaiité ne vérifiant pas nécessairement (laxiome de I'{n-

finl, en posant:

Definition, Quelle que soit la totalits D, un ordinal fInl
est appelé un entien.

PROPOSITION 5, Seit {E,«] un ensemble bien ordomnd; il
existe un et un sewk ondinal v dont fe Zype ondinal W est
dsomonphe & (r,=),

Prewve, lour tout ¢lémont  x de b

, hotones 5 la
b4

) LR ,
. et bl > Joo o Tess miterants e X Jdonn (=), Lon-=
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sidérons 1'ensemble V des x ¢ E tels qu'il existe un
ordinal v_ et un Isomorphisme {;x'gx’{sx'g)’ de la sec-
tion ordonnée (Sx,ﬂ) de (E,=) sur le Type ordinal ';x'

1°Si xeV et sl x'=x, larestriction g, de
8x 8 va" _ .
par g, de Sx’ définit un Tsomorphlsme de (ngF) sur

Sx'}‘ ol Y ast ta section de- ;x image

le type ordinatl .;x" Isomorphisme qui est unique en vertu
des propositlons 3 et 2-17, || s'ensuit que V est une
sectlion de (E,=) et que la famille (gx)xav d'applications
est compatible; solt g I'application réunion de cette fa-
mille, Comme les 9y sont des biJecé!ons, g est une bl-
Jection de 1a section V = UsS = sur 1fordinal W= v,
borne supérieure de ta famille (ijxsv d'ordinaux. On en
dédult que g définit un Isomorphisme de {(V,=} sur le

type ordinal W de W, celui=cl ayant ;x pour sectlon

ordonnée pour tout x e V,

2° Montrons que V = E, En effet, dans le cas contral-
re, E\V a un premier &ldment y dans (E,=), Solt v
jtordinal WU {W} sulvant de W, Pulsque y est le der-
nier élément de (Sy,c] et {'unique &iément de Sy\V, |Yap-
plication gy:

x+gi{x} st xeV, y + W,

définit un lsomorphlsme de (S _,=) sur le type ordinal
v . Cecl est impossible, car vy appartiendrait alors & V.
Par suite V = E, et (E,=) est Isombrphe a W. D'apras
le coroliaire 2 de ta proposition 3, W est |'unique ordi-
nal dont le type ordinal solt isomorphe a (E,=),

péfinition. Si (E,=) est un ensemble bien ordonné et si
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v est I'ordlhal dont le type ordinal v est isomorphe & (E,«
on appelle v L'ondinal de (f,=), v le type orndinal de (E,«).

St v west un ordlnal, v est ('ordinal de G,.ef v
le type ordinal de v,

PROPOSITION 6, Sodent U un ensemble saturnd pan inclu-
sdon, W £'ondinal de £'ensemble bien ondonnt {n,<} des U-
ordinaux, W est L'ensemble des ondinaux équipofents & un
Eement de U. L'isomorphisme de W surn (9,<) associe & v e ¥
Le U~-ondinal de v.

i Preuve, Soit ((Quai)’f'w) I*unique Isomorphisme de
W osur (@,<). Si v ek, la section ordonnée v de W
est isomerphe & la sectlon ordonnée (+AL:) de {Quhi)'

ol A = flv); cette dernlére admettant X pour U-ordinazl
(proposition 1), % est aussi le U-ordinal de v. On en dé-
dult que v est équipotent & un éiément de U. Inversement
si v est un ordinal équipotent 3 un élément de U, son

type ordinal v admet un U-ordinal A et, dlapréds ce qui

' précade, 1A = ve W,

COROLLAIRE, Le type ordinal (W,<} de (2,<) admet un
dernier Slément 884 AL existe un ensemble 44ind de puissance
supirieune a tous Les ELiments de U [resp. 844 W est gind),
S4 W est infdni, (N,<} est une section ordonnie de (W,<).

En effet, cecl résuite des propositions 2 et 6 et du
corollaire 3 de la proposition 3,

Définition. L'ordlnal (resp. le type ordinal) de (2,2
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est appelé ondinal (resp, type ordinal) correspondant a U,

PROPOSITION 7, {Déginition de Bernays). Scit E un en-
semble; clest un ordinal 8584 E est un ensemble Lransdtif
dont toute partic propre transitive est un tliment,

Preuve, La condition est nécessalre d'aprés la propo-
sition 4, lnversement supposons-la vérifide et soit W
itordinal correspondant 3 I'ensemble saturé par Inclusion
U= P(E). Posons V = WNE.

[V est un ordinal, En offet, soit v & V. ST v!
est un ordinal strictement plus petit qué v, [l apparti-
ent & W et c'est une partie propre transitive de v; a
fortior! v' est une partle propre transitive de E, car
v est une partie de I'ensemble *ransitif E. || s'ensult
v' & E, d'oll v' £ V. Ainslt V est une section du type
ordinal W, c'est-a-dire est un ordlnal. En particulier V

nlest pas &lément de V.

2° v é&tant une partle de E, 11 appartlent & U, donc
(proposition 6) & W, Comme V est transitlf, ona V =E
ou V ¢ E; cette dernidre relation entrafnant V e WRE =V,

elle est exclue. Par suite E est Identique & I'ordinal V,

Déginition. Une famitle & = (X}, Indexée par un ordinal
v est appelée suite transfinie, aussi notée (x,}, ., ou
(xi)isv' si v! est un ordinal prédécesseur de V. Sj- X
est un ensemble bien ordonné pour tout | e v et st v

est le type ordinal de v, la somme v-ordonnée de § est
appelée somme ondonnde de £, le prodult v-colaex|cographique

de £ est appclé produit colexicograplique de E.
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En particulier une suite (indexée par N) ou une sul-

te finfe est aussi une sulte transfinie.

Definition. SI  (E,=)
suile transfinie décroissante (resp. stnictement dbcnodis-

est un ensemble ordonné, on appelle

sante] dans (E,=) une suite transfinie (x; ), d*é1émen
<y

de E telle que, pour tout ordinal i e v, on ait Xprs X,

{resp. Xiy = xi) si I' est l'ordinal suivant de | et

sl ' e v,

PROPOSTITION &, Solent (E,=) et {J,«} deux ensembles bi
ordonnds., S{ une application f de J dans E déﬁinét une appl
cation ondonne de (J,«) vers L'ensemble ordonné opposé de
{€,«), £'image A de f est {inie.

Preuve. Supposons A infini, Pour tout x e A, soit
Ix te premier élément de ?I({k}) dans (J,=), ST J' est
ITensemble des ix_ ol x ¢ A, la restrictlon f' de f &
J' est une Injection., Le sous-ensemble ordonné (J',=) de
(J,=) est bien ordonné et J' est infinl, car il est équi
potent & A. Par sulte (proposition 3-17), il existe une ap
p!lcaf[on bien ordonnée ({(J',=),q,(N,<)), La suite (x )
ol X = fT{gln)) bour tout entier n, a son but ddT”JL:E
dénombrabie, et Xiep & %, pour tout n e N, Ceci est im-
possible, le but d'une sulte décroissante dans |'ensemble
bien ordonné (E,=)} &tant fini (proposition 1-16), [! en
résuite que A est fini.

COROLLAIRE, Si (E,«} est un ensemble bien ondonné, fe
but d'une swite thansfinie dbcroissante dans [(E,=) est
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19. Cardinaux.

Déginition, On appelle candinal un ordinal u tel que tout

strictement plus petit que u solt de puissance

ordinal v
strictement infériesure & u.
Ainsi ifordinal u est un cardlnal ssi aucune section
propre du type ordinal u de u n'est équipotente & u,
Tout ordinal finl {i,e. tout entler) est un cardinal, S1 D

vérifie I'axiome de 1'infinl, N est un cardlnal, et c'est

te plus petit cardinal infini,

PROPOSITION 1, S4 u est un candinal, c'est un ondinal
Limite ou un entien. De deux cardinaux, £'un esd de puissan-
ce strictement inférienre & £'autre. Tout ordinal v est
quipotent & un candinal v , et v < v, La ndunion d'une
famille de carndinaux es un cardinal.

Preuve. 1% Tout entier est un cardinal. Soit u un
cardinal Infinl. ST u admet un ordinal pré&décesseur v,
ona u=vU{v}, de sorte que u est équipotent & la som-

ma de (y,!). Or celle-ci est, d'aprés le coroitaire 4 de

la proposition [i~17, équipotente & v, car v est infini
(sans quol u seralt fini). Ceci est impossible, le cardl-
nal u ne pouvant pas &fre équipotent 3 1'ordinal stricte-

ment plus petit v, Donc u est un ordinal limlte.

deux cardinaux distincts, Comme
u', est une partle pro-

2° Sofent u et u!
ce sont des ordinaux, |'un, disons
pre de |'autre, Par définition, u'
u; auss| est-11 de puissance strictement Inféri-

ne peut pas &tre équi-

poTenf a

T

- u. Ceci prouve que u
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eure & u .

3° St v est un ordinal, |'ensemble des ordinaux w
équipotents 3 v et plus petlts que v ntest pas vlde,
de sorte qu'il a un premier &lément v . Celui-c! est [ tun

que cardlnal équipotent & v ,

L] ' .
4% Soient (ui)ieJ une familte de cardinaux et u sa
réunion. Nous savons gue u est un ordinal, Soit v un

ordinal tel que v < u. Comme v ¢ u, 1) existe un § g J
tel que v & u; Il en résulte que v est de puissance
strictement Inférieure au cardinal u; et, & fortiori, a

est un cardinal,

COROLLAIRE, Un cardinal u est £'ondinal borne supini-
eure de L'ensemble des ordinaux de puissance strictement
Angénieune & u,

"En effet, cet ensemble est Identique & u et, u étan

un ordinal |imite, c'est la réunion de u,

St u et u' sont deux cardinaux, nous dirons que
te cardinal u est plus petit (resp, strictement plus pe-
£it) que u' sl Itordinal u
tement plus petit) gue 1'ordinal

est plus petit (resp. stric-
u < u' (resp
sl u e u'); dans ce cas, on dit également que u' est plu
grand (resp. strictement plus g&and) que u. D'apraés la pro
positlon I, 11 en est alnsl &sl

ut, i.,e. si

est de pulssance (resp.

pulssance strictement) inférieure 3 u'! . Solt (uIJIEJ una

tami|lle de cardinaux; sa réunlon u aest un cardinal {(pro=

position |) et c'est I'ordinal borne supérieure de

on |'appelic cardinal boane sup@riewnre de (b))

),

J - De mémo
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ia réunlon d'un ensemble A de cardinaux est un cardinal,

appelé cardinal borne supirndieure de A,

PROPOSITION 2. Scit E un ensemble. 10 existe un cardi-
nal u dont Les &léments sont Les ondinaux de puissance in-
fernieune a E; c'est Ze plus petit coandinal qui n'esit pas
de puwissance ingérieune 4 E, 12 existe un cardinal Equipo~
tent {nesp. de puissance sinictement supirieure) a £ 884
AL existe un bon ondre sun E; dans ce cas u est Le plus
petit candinal de puissance strictement supdriewre & E,

Pﬂeuve; |° Soit W(E) I'ensemble des ensembles blen

orgonnés a = (A,=)
(§ 16). Pour tout a e W(E),
pulséance Inférieure @ E, Solt u I1'ordinail borne sqpé-

tels que A soft une partie de E

ttordinal v, de. a est de

rieure de (v!) , o v! ast I'ordinal suivant de

a aeW(E) a
Ve Tout é1ément de u est un ordinal de pulssance Infé-
riesre & £, ST v est un ordinal de puissance inférieure

a E, il existe un élément a de W(E) ‘Isombrphe au type
ordinal de v, et lton a
veyv e vé =TI

il en résuite que 1'ensemble u est formé de tous les or-

dinaux de puissance Inférteure 3 E. Comme u £ u , b est
un cardinal, qul n'est pas-de puissance Inférlieure & E, Si
ut est un autre cardinal qul n'est pas de puissance infé-

rieure 3 E, il n'est pas plus petit que 'u, d'ol u < u',
(E,=) soit un ensemble bien

son ordinal, Le cardinal

2° Supposons de plus que
ordonné, et soit v v équipo-
tent 3 v (proposition I} est ['unlque cardinal équipotent

5 E. Un cardinal qul n'est pas de pulssance inférleure a E,

~tee. @ v, est de pulssance strictement supérieure 3 v
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]

c'est-d-dire 4 E, En parficuller le cardinal u considé
ci-dessus est le plus petit cardinal de puissance stricte:

ment supérileure & £,

3° S'il existe un cardinal o' de puissance supérie
(E,=)
une section ordonnée du type ordinal de u'.

3 E, Il existe un ensemble blen ordonné i somorphe

COROLLATRE 1, (Thioneme de Hartogs). Si v est un orda
nak, i existe un plus petit cardinal de puissance stricte
ment Supirieure I v,

COROLLAIRE 2, Si 0 vinigie £'axiome du choix et 84
E et un ensemble, i existe un cardinal Equipotent & E et
un plus petit candinal de puissance strnictement supériewre
i E.

En effet, ce corollaire résulte de ia proposition, le
théoréme de Zermelo aff!rmant qu'il existe un bon ordre

sur E,

Déginition, Soit v
v est appelé cardinal de v. Le cardipal u
et que

un ordinal, Le cardinal équipotent a
tel que v <
u <u' pour fout cardinal u' strictement plus
v est dit cardinal suivant de v, Si

ansemble et s'il existe un cardinal

grand que E est un

u équipotent & E,

on appelie u £e cardinal de £, souvent noté E,

SI v est un ordinal, le cardinal suivant de v est

ldentiquo au cardinal suivant de v', pour tout ordinal

vl Agoipotant & v; oon particuller, c'ost le cordinal sof
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vant du cardinal v de v. Il n'est tdentique & |'ordinal

¥ sulvant de v que si v est fini, car, autrement, ¥
n*est pas un cardiral (proposition I), $i E est un en-

sembie, il admet un cardinal u ssl {1 existe un bon ordre
sur £, et u est ators le cardinal de tout ordinal d'un

ensemble blen ordonné de la forme (E,=); dans ce cas, tout

~

ensemble de puissance inférleure 3 E admet sussi un car-

dinal, plus petlt que u. Si E est fini, il 2 un cardinal finl

PROPOSITION 3, Sodent v un orndinal et 2{v) L£'ensemble
de tous Les ordinaux Zquipolents & v. S4 v est fdni, on a
Qfv] = {v}.84 v est ingind, alv) admet un cardinal u, & sa~
voin Le condinal u suivant de v,

Preuve, Q(v) est un ensemble, car c'est une partie

du cardinal u suivant de v,

est finl, c'est un cardinal et u est iden-

Q(V) = {V}o

[ Si v

n

tique & {'ordinal suivant de v, d'ol

infinl, S1 v

on a f{y) = v , et u est équipotent & la somme S de

2° Supposons v est le cardinal de v,
(;,Q(VJ). En parTiéulier, 2{v]) est de puissance inférieure
& u, §'1! était de puissance strictement inférieure & u,

Il serait de puissance. Inférieure 3 3, et § serait de

-

puissance Inférieure 3 la somme de (v,v), Ceci est Impos-
sible, cette somme étant équipotente 3 v (coroliaire 4, pro-
position |1-17), tandis que u est de puissance strictement

supérieure 3 v, On en dédult gque Q(v) est équipotent 3 u.

Si u

K{u) 1'ensemble des cardinaux infinls strictement plus pe-

est un cardinal infini, nous désignerons par

|
P
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tits que u , par (K{u),<) le sous-ensemble ordonné du

type ordinal u de . u correspondant. St u' e K(u) , le

cardinal suivant u" de u' est ou bien u ou bien le

suivant de u' dans {(K(u),<), S ¢ = (ui) est une fa-

el
mille de cardinaux appartenant & K{(u) , le cardinal borne
supérieure de £ (i,e, réunion de £) est aussi {a borne su-
périeure de £ dans (K{ul,<), ou bien wu,

un cardinal infini. On appelle {ndice

{(Klu),<).

pegindtion, Soit u
de v l'erdinal de !'ensembie bien ordonné
L'indice du cardinal infini u est un ordinal pius
petit que u. Si u et u' sont des cardinaux infinis d'i
dices v et v! et si u' < u, I'ensemble ordonné (K(y"),<)
est une section ordonnée de (K(u},<), de sorte que v' < v

Par suite Tl exIsfe au plus un cardinat d'indice v; nous

‘le notons w o Par exemple N = wy 5 car K(N) = @,

PROPOSITION 4, Sodit u un cardinal infind d'indice v.
L application " qui assoche & un cardinad ingind strictes
ment plus peltit que u son Lndice définit un L8omoaphisme d
(Klul,<) sur Ze type ondinal v de v,

Preuve. Par définition de i'indice, 11 exlste un iso~
morphisme (v,f,(K(u),<)) . Si u' appartient & K(u) et
si v' est son indice, il existe une bijection de K{u')

sur une section S de v , qul définit un isomorphisme de

(KCu'), <) sur (5,<) . Comme v' est l'unlque section or

(K(u"),<), on frouve S = v! ,

f = Yu.

donnde de v isomorphe 3

gtoll flut} = v' ot par sulte
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COROLLAIRE. Soit u un cardinal infind d'indice v; £'in-
déce v' du cardinal ' suivant de u est L'ondinal sulvant de
Ve SLou est Le canddnal borne supiriewne d'une famille € =
(”i)IaJ de carnddnaux Lngdnds et s4 v, est Ll indice de u
alors v est L'ondinal borne supirnieure de (Vf)i€J.

[ ’

Preuve. || existe un cardinal u" strictement plus

grand que le sulvant u' de u ; sl ¥" est le type ordi~

nal de I'indice v" de u", d'aprés ia proposition 1} exis-

te un isomorphisme
1

- " .
, (v",yu » (K(u™), <)), il en résulte que
Yu (u') est I'ordinal suivant de v = y¥ (u) et, sl u

est le cardinal borne supérieure de £, c'est aussi la bor-

ne supérieura de £ dans {K(u"Jti), de sorte que " v est

LI"
{(v.), car v, =y (ui}.

la borne supérieure de ey i

PROPOSITION 5, S{ ‘D vérnidie L'axiome de 2'ingind et
84 v eat un ordinal, 4L exiate un ef un seul cardinal d'in-
dice v,

Preuve, Conslidérons l'ensemble V des ordinaux v!
plus petits que v et teis qu'ii existe un cardinal Wy
dtindice
de v, 3 laquelle appartient 0, qul est i'Indice de N,

vt. C'est une partie de 1'ordinal ¢ sulvant

Soit w un ordinal plus petit que v vériflant w i V,

est un ordinal |imite, pour tout w' £ w,
d'indice

rollaire de la proposition 4, le cardinal u

1 51w
il existe un cardinal @ w! et, d'aprés le co-
borne supéri-
{w )
Yt Twtew
w, clest-3~dire w, Il stensult

eure de la famille admet pour Indlce la borne

supérieure de weE V.

29 §11¢ existe un ordinal w' dont w est ['ordinal

i{
;

'
1
!
I

!

H

+
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sulvant, le cardinal sulvant de w,r. admet pour Indice w
{corollaire, proposition 4), d'oll w e Vv,

3° Du principe d'induction, on daduit V =-0, de sor=
te que v appartient 3 V, c'est-a-dire w  existe,

Soit U unm ensemble saturé par inclusion. Notons T

]
I'ensemble des cardinaux correspondant & U, l,e. l'ensem-

ble des cardinaux équipotents a un &lément de U..Clest

une partie de |'ordinal W u (§ 18,

y ¢correspendant &

i j’ PROPOSITION 6. Si D verifie &'axiome du choix et 84

U est un ensemble satund par inc£u4£bn, L'ensemble orndonnd
(Cyps) des U-candinaux est isomonphe au sous-ensemble on-
donn€ T, <} du type ondinat Wy

Preuve. Tout &iément de Ly admet un U-cardinal
k(ul, car il est équipotent a un &lément de U, L'applica-
tion k: |

u + kiu) de PU dans CU
est une injection, deux cardinaux équipotents étant identl~

- ques, et elle déflinit une appilcation ordonnée de (ruti)

vers (C,<). S1 X est un U-cardinai et E un de ses
représentants, te théoréme de Zermefo affirme qu'll existe
wn bon ordre sur £, de sorte qulil exista un cardlnal wu
&quipotent & E, clest-d-dire X = k(u), Donc k ast une

bijection, qul détinlt Ifunique isomorphlisme de (Tye2)
sur (G, <), ' '
Remarque. S1 D ne véritio pas |'axiome du cholix, (I , <)

U’r—

peut 8tre Isomorphe & une sectlon odonnée propre de (C ,<).
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Déginition, Soit £ = (u )

|Yensemble somme

ey une tamiile de cardinaux. S!
S de 2 admeT un cardinal
u le cardinal somme de &, noté SE . Si
P de & admet un cardinal

u, on appelle
I'ensemble prodult
u', on dit que u' est le candi-
nakl prodult de & et on te note Pt ,

Soit £ = (ui}lsJ une famille de cardlnaux, S1 J est
finl et si
prodult de g

prodult de £ ,

les u‘

sont respectivement les cardinaux somme et

sont des entiers, las entlers somme at
Soit &= (§;); |, une famille do cardinaux

telle que J' solt une par+fe de J et que ﬁi < u; pour
tout i e J', La somme de 5 étant une parTIe de celle de ¢,
sl § admet un cardlna! somme u , alors 5 admet un cardinal
somme { et “.i U . Le prodult P de £ &tant une partie
du prodult de (Udy 41 » lequel est de pulssance Inférieu-
re au prodult de & (proposition 4~4), s1 &£ a un cardinal

produit u', alors § a un cardinal produit G' < uf,

PROPOSITION 7. Sodent g une famille (u J de candi-
naux et J' L'ensemble des i e J tels que U # 0 . 12 exis~
Le un candinal u somme de € 884 AP existe un bon ondne sun
J' et dans ce cas Le cardinal de J' est plus petit que u.,
SLUY = oot s'il exdiste un candinal produit de €, if exis-
Ze un bon ordre sun UM = {1 ¢ J | uy 2 2} et Le cardinak
de J" est plus petit que Pe, Si J!' est find (resp. 84 D
vinifle L'axiome du choix), iL existe un cardinal somme ot
un crdinal produdit de &,

Preuve. Soient § et P
I} existe un cardinal somme (resp, cardinal produit) de £

les somme et produit de €.

ssi Il existe un bon ordre sur § (resp, sur P), En parti-

3
1

dinal de J!
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* - Culler 1| en est alnsi lorsque D vérifie 1'axiome du choix,

d'aprés le théorame de Zermelo,

° S est identique 3 la somme de
I+ (0,1) de J!
s'il existe un cardinal y

(uIJI gre Lt appil-
cation dans S &tant une tnjection,
somme de £ , |l existe un bon
ordre sur S, et par sulte un bon ordfe sur ', et le car-
est plus petit que wu, Inversement s'l| exlste
un ensemble bien ordonné (J',«), ia somme (4, =)~ordonnée
de {Gl)ieJ’ ol G¥ estrle type ordinal de
(5,«),
qul est le cardlinal somme de §. En par-
est finl (a fortlorl si J est fint}, i

existe un ordre discret sur 41, et & admet un cardinal som

Uyy est un en-
semble blen ordonnd de ia forme de sorte quea S .
admet un cardinal,

ticulter s1 J*

2° S1 3 £, le produit ¢ est vide, donc de cardi-
nal O, Supposons J = J!', La produit P ast &quipotent au
preduit P! de (UEJIEJ“ .

a) $'il existe un cardinal y!'

prodult de
W' est aussi le cardinal de P' ot [| exlste un bon ordre
4 f T ¥ E =
sur P', L'application | = (xi)ieJ" , ol x‘J | et X

dans P', il
est plus

0 sl

exlste un bon ordre sur J"

i e J"M{j} étant une injection de J"
et le cardinal de J"
petit que u' .

b) S J" est fini, 1] exlste un snsemble ordonnpé
discret (J",=) et le produl+ (J",=)=colexicographique da -
(u Yieyn €st un ensemble bien ordonné (P',«) (proposition

IO—I?J. Le cardinal de P' exIste donc; a fortior| cles+

le cardinal de P, i,e. le cardinal produit de *

COROLLAIRL 1, (tne suite thansfinie de cardinaux a un

une sudfe finde de cardinaux a un cardinal

l cardinal somme, _ e fand
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produit,

COROLLATRE 2. Soit E une famitle de cardinaux fuyd oy
o u. > 2, S'L exdste un cardinal u' produit de g, alors
& admet un cardinal somme u et u est plus petil que u'.

Preuve. Dfapréds la proposition, il existe un bon or-
dre sur J et par suite u existe, u et u' sont équi-
potents respectivement & la somme S et au prodult P de
E. D'aprés ta propositlon 10-4, S est de puissance inféri-

gure & P, donc u < u',

COROLLAIRE 3. Soit £ une famille (u ] de carndinaux
_admeitant un candinal produit u'. Si &' eéi une gamitle
ful), . de cardinaux et 84 ul < u, powr fout i e J, alohs
£' admet un candinal somme 0@ et 0 < u',

Preuve, Si up > 2, l.e. sl u; > | pour tout 1 e d,
€ a un cardinal somme u < u', et per suite £' a un cardi~-
nal somme O < u'. De {a remerque finale du § 4, 1l résulte

q.

"de .(ui)laﬁ est ldentique 3 celui de £' et, d'aprds ce qui
précéde, strictement plus petit que ie cardinal prodult de

(ui>IzJ' 3 or celul-cl est plus petlit que w' .,

PROPOSITION 8. Sodéent J un ensemble ayant un cardinal
w et u' fe cardinal borne supirieure d'une famillfe de car-
dinaux € = (u;), ;. S 6 est un cardinal ingini plus |nesp.
stnictement plus) grand que w et que u', e cardinal somme
ude £ est (resp, esd strictement] plus petdit que 0.

Preuve, 1® La propositlon 7 assure que u exliste, J
et les u, éfant de pulssance Intérlewre d 0, d'aprds le

0 <ut. ST J'={ledJ}u}d0}#d, do cardinal somme O
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corollaire 3 de la proposition [1-17, la somme de £ est de

-

puissance Inférieure 3 0 , d'ol u < § .

2° §i le plus grand, w' , des cardinaux w et u'
esT finl, u est fini, donc strictement plus petit gue Ie
cardinal infini & ..SI w! est Infini, ila partle | (ap-
pliquée en prenant w' pour &) entratne u < w' ; on en
décult u < B lorsque w' < § ,

COROLLAIRE, Si Le candinal u borne supiriewre d'une
famille g = (ui,ieJ de cardinaux est infini et de puissan-
ce supirieure a 4, alons u est Le candinal sosme de €,

Preuve. J étant de puissance Inférleure & u , il
exlste un bon ordre sur J et, d'aprés ta proposition 7,

§ admet un cardinal somme u; la proposition 8 montre que

G_: u-, Par ailleurs la somme de § é&tant de puissance su-

” " - A
_périeure a chacun des Ugy ON trouve u < u, Au fotal,

A

U=y,

PROPOSITION 9. SOLQRI (K ) une famille d'ensembles
K 4a aomme, = ('), : une 5am£££e de cardinaux pour
Lout 1 ¢ J et E La 6am4££a (v ), s 0 Uy = uij 84 k=

(J,1) e K. 8L g admet un cardcnal somme u, L& existe des
cordinaux &ommes u;“de §, powr tout T e J et u' de (U;}IeJ
et L'on a u' <y, {resp. SL £ admet un candinal produit v
el 84 Uy F O pour fout k ¢ K, L4 existe des cardinaux pro
du,otav' daE pour tout 1 e J et v' de (vJ'J,e,tv':v
De plus u' = u {nesp, v' = v} 84 D vinifie &'axiome du cho.
ou &4 J est fdnd,

Pheuve. 1° Supposons que & ait un cardlnal somme u .

Lav commer oo £ Ctant fdentbgue O ol e e (Ul)l IV
ko
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{k ¢ K | Uy # 0}, on peut supposer K = K', D'aprds la pro-
position 7, 1| existe un bon ordre sur K; par suite Il
existe un bon ordre sur Ki'; Itapplication (], 1) » ] dé K
dans J étant une surjection, J est de puissance inférieure
& K (remarque fin § 16}, et 1| exlste un bon ordre sur J.
Il en résulte (propositlon 7) qu'll existe des cardlnaux

u} somme de £, et u! somme de (u! )I 4 = Selent 5, Sl
et S' les sommes de &, de £, et de (Si}IeJ' Ltappilcation
({x, J),i) » (x,{(j,1)) de S' dans 5 est une bljection,
Comme {! exlste un ensemble bien ordonné (S,=) et que Ia
surjection g i (x,J¥+ (x,(],1)) de S, sur Sl= §
est une injectiun, (1 existe un ensemb le blen ordonné (Si, i)
Image par 91' du sous-ensemble ordonné (S;,u) de (S,e),
L'ordinat de (Si,ci) étant plus grand que u;_, Il existe
une application bien ordonnde ((SI,mi),f',u;). L'apptica-
tion f somme de la famlile (fl)l el d'injections est une
inJection de la somme 5" de (uI)l , dans S, 11 sten-
suit que le cardinai u' de S" ast plus petit que celul,

u, de 8§,

2° Supposons que £ ait un cardlinal prodult v .et que.
u, £ 0 pour tout k e K. Solent P, Py et Pt jes produits
de £, de E! et de (Pi)ieJ' Les ensembles P et P! sont
équlipotents (proposition 5-4) et Itapplication g9;°

(XJ)JcK' + (yk)sz , ol Y, 0 "% st. J e K

Y =0 st ke K\NKx{l},

est une bijection de Pi sur une partie P; de P, Il exis-
te un ensembie bien ordonnd (P,«); soit (Pi,¢ } 1'ensem~
ble blen ordonné Image par g;—l du sous-ensemble ordonnéd
(P},«) de (P,=), Le cardinal v! de P, est le cardinal

! i
produit de EI et, l'ordinal de (Pi,cl) étant plus grand

- tions est une Injection du produit P" de (v) dans
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que v}, 1! existe une application blen ordonnée
(P, 0,11, G;J.

L'application ' prodult de la famiile (f') d'injec~

1" 1ed

by

: _ ied
P'. Par suite P" admet un cardinai v', qul e5+ te cardi-

nal prodult de (v}, _,, et qui est plus petit que le
cardinal de P', ctest-a-dire que le cardinal v de P.

3° Supposons que D vérifie |'axiome du cholx ou que
J solt fini, D'aprés la proposition ¢4 et avec las no-
tatlons de fa partie 1, S" et $' sont équipotents, c:

'Si et u; le sont pour fout I e J, dtol u' = u , De

méme, avec les notatlons de ia partie 2; P" et P' sont

équlpotents, ce qul entrathe v = v' ,

PROPOSITION 10, Soit Ty L'ensemble des cardinaux cor-
respondant a un ensembfe U Aaiu&é par inclusion et ayant un
Etement Lné&ﬂ& r+ et 1 sont des monoldes commutatifs, ad-
mettant N* et N° paw'c sous-monodldes nespectivement, pour
Les Lois de composdtion:

{u',u) > uu = S(ut,u) et (u',u) > yleu = Py, u).
De plus u™u = u = u'ey 84 u' et u sont des cardinaux tels
que u soit infind et que u' < u,

Preuve, Soient u et u' deux cardinaux appartenant
3 Tye I1s admettent un cardinal somme v et un cardinal
prodult ¢ d'aprés le corollaire 1 de ta proposition 7. St
u et u' sont finis, on a

v=u'tueNcrT et o uyl,ueNcT

U u*
S| le plus grand des cardinaux u et u', dlsons u, est
Infini, Jes ensemblies prodult et somme do {u',u) sont dqul

potente 3 u {propositlion 11=17 at corolisires), d'al
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V= UuEg PU- et ¢ sy s_FU.

Alnsl les lols de composition Indiqudes sont bien d&finies,

Elles sont évidemment commutatives; dlaprés la proposition

+

U admet 0 pour

9, elles sont associatives, Le monoTde T

unité, tandis que | est |Tunité de FG.

COROLLAIRE, Le monolde rG (notations de £La prhoposi~

tion) est distributif surn T .

P&euue.fSoienT u, u' a8t u" +trols cardinaux éguipo-
tents & des éléments de U, Si u, u' et y" sonf.flnis,
on trouve

{usu®),u" = (u,uM)+(u' . u"),
car N° est dlstributif sur N'. SI 1'un des trois cardi-
naux est Infini, las deux cardinaux

(utu®dey” et (usy™)+{uteu™)

sont ldentiques au plus grand des trols cérdinaux u, u'
et u", Alnsli rJ est distributif sur Fﬁ.
Déginition. Soient u et v deux cardlinaux. Si ['ensemble
produit vW admet un cardinal u', on appelte u' la car-

. v
dinal u puissance v, et on te note u'',

Sofent u ef v deux cardinaux, L'ensemble u' est
équipdfenf (proposition 2~4) & |'ensemble M(u,v) des ap-

LS

plications de v dans u , de sorte que u°', s'll exlste,

est le cardinal de M{u,v) ; s! de plus u = 2, c'est aus-
si le cardinal de P(v) (proposition 2-4). Par suite le
cardinal 2*Y existe ssl 11 exlste un bon ordre sur P{v).
Dans ce cas, d'aprés le théoréme de Cantor, on a v < 2%,
ST v est finl ou sl D vérifie |'axlome du choix, le car-

L A" . R .
dinal v exiote quets gue wofent Tos cardinaus< u et v,
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20. Opérations sur Les ondinaux.

Hypothese, Dans le début de ce §, (4,%) désigne un ensemb
bien ordonné,_d'ord!na! w, et £ = (Vi)IeJ une famiile d'o
dinaux. Si v est un ordinal, v est son type ordinal (§I
et v son cardinal (§19),

0 Dégdndtion. On appelle oadinal [J,=)-somme de £ |'ordinal

de la somme (J,=}-ordeénnée de (;i}ieJ’ et on le note e
L'ordinal du produit (J,=)-colexicographique de (;I)iaJ’

est appelé ondinal (J,=)-produit de &, désigné par - . &.
»

Si (E,,=) est un ensembie bien ordonné d'ordinal
pour tout 1 e J, la somme (J,=)~ordonnée de (E_i,xi)ieJ
est isomorphe 3 celie de 'EGI)“:‘j (voir § 17), de sorte
qu'ells admet pour ordinal |'ordinal {J, «)~somme de £, De
méme t'ordinal (J,=)-prodult de & est aussi l'ordinal du
produit (J,=}-colexicographiqus de (Ei’uI)IsJ'

ST les vy sont des entiers et si J est fini, |'or-
dinal (J,«)-somme de & est }'entier somme de £ et |'or-

dinal (J,=)=produit de £ est son entier produit,

PROPOSITION 1. Sodlent v et v' fLes ondinaux {J,=x}~s0mme
et {J,«}~produit de £, et J' une partie de J, S< E' = {vq),
on a (fo)a'-i v &L v, f 0 powr tout 1 e J, alons w<v
et (J,:a}gti vy de plus w < v' 44 v, 2 2 pour Lout i e J.
Sodent u et u' Les candinaux somme et produit de (V) | ;
u < v (nesp, u = v et ;'_5 u' s D vinifle L' axiome du
chodix). S< J est find, u = v et u' = V',

Preuve. Solent  (5,=)  ta somme {!,«)-ordonnée de

o J=c ol gt aphilooe,

(v, ) ot () o produit (0
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1°® La somme (J',«}-ordonnde de (v } étant un sous-

fed!
ensemb le ordonné da (S,=), elle est Isomorphe {corollaire
2, proposition 4-17} & une sectlon ordonnée de (S,«), de
sorte que son ordinal (J, <)% est pius petit que v. Si
#0 pour tout T ed, llinjec+lbn' (x')IeJ' - {YI)IEJ'
yp =% sl led et vy = 0 si J e JUT, définlt

une appliication ordonnée du produit (J',«\wcoiexicographi—'

v

CF -

<

que de {;i)isd' vers (C,=), Par suite )5' < v,

(J1, =

~2% St v, > | (resp. v, > 2} pour tout 1 e J, i'ensem—

1 i
ble ordonné {(J,=) est Isomorphe & un sous-ensemble ordon-
né de (S,=), d'aprés la propositicn 4-6, d'ol w < v (resp.

de (C,=) d'aprés ta proposition 8-17, d'od w < v'),

3° 5, somme de (v )IsJ , st de puissance supérteure

(
i
4 la somme S' de {;i)i ey » C@C 31 est une partle de v
&

T s'ensuit u = E' = v . Supposons que D vérifie I'axlo—

ome du choix (resp. que J est fini); vi étant équipotent
3 v,
Par alileurs le produit P de & est équipotent au prodult’
Pt de (al)iéJ , de sorte que P ot P' ont le méme car-

S et S' sont équipotents, et par suite u = v .

dinal o' H comme C est contenu dans le (resp, est iden-
+1que au)} prodult P , son cardinal vl est plus petlit que
{resp, est égal &) celui u' de P,

COROLLAIRE, Soit u un cardinal, Si 9 est L'ondinal 2-
produit de {v',v), oll'v <u, v' <u, ona ¥ <u .,

En effet, le cardinal de 9 est, d'aprés la proposi-
~tlon, le cardinal produit viev ; or viev < u (propositiopn
10-19); v étant un cardinal, il s'ensulit ¥ < u .

b0, ety ) une appfdea-

PROPOSTTION 7. Sodd 1 - (44, =),
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tion bien ondonnde et g' --=lv')J eyt Wne famille d*ondinaux
telle que v < vf(j) povh fout j e J', Alons
(.J',-:')E I LI N AU LA L

Preuve, Si §J est I'applicaflon bien ordonnée de

_;j vers vf(J}’ I*appllcation somme f—ordonnée de (3.},

est une application blen ordonnée de la somme (J',«!)-ordor
nde (S',=) de (vj)J eyt vers la somme (J,=)-ordonnée (S,e
(J,’a,)a de (5',«)

st plus petit que 'ordinal '“)E de (S,«}, On montre

de (vJ Je gJ¢ de sorte que I ordinal

de méma la deuxiéme inégallté en utflisant I'application
produit ?—coiexlcographique de

R

COROLLAIRE. L'ondinal (J,=)-somme (nesp. {J,«)-produit
d'une famifle £ ij'}j d'ondinaux telle que v} < v, pou
tout j e J est plus petit que &'ondinal (J, wl-éomme {!Le,ép.
(J,«) -produit) de ;.

PROPOSITION_B. {Associativité), Solent (K,=) un ensem-
ble bien ondonn? et (4, 0%) un sous-ensemble ondonné de {J,e
pour Toul k e Ko S& (J,«) est Laomonphe 2 La somme (K, «}-

ondnnde de ij'“’ksK , ona
e + it a +
G &7 e Eidgerr B 8T g Ve
{J;-) E_B (K:“)(E;()kﬂK’ Oﬂ EL (VJ}JﬁJk.

En effet, cecl résuite de la proposff!on 9-17.

DEfinction, Si &= (vl)I
naux, on appelle ondinal somme de £ |'ordinal w-somme de £
ordinal produilt de § i'crdinal w-prodult de &; on les note

respect|voement

< est une suite transfinie dlordi-

* v et C oy ou ¥ .v. et s

* oy
lew lew | l<w! | fe<wt 1’

ast Hordinal préadicossour da w .,
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L'ordinal somme d'une sulte finie & = (VO,...,an

est parfois noté v Yoeatv,, sON ordinal produtt Vge eve oV

0

Si n =2 en particutier, 1'ordinal v+v' somme du couple

(v,v') est i'ordinal de la somme ordonnée de (v,v'} , [Tor-
dinal v.v! produit de (v,v') est |'ordinal du produit co-
texicographique de tv,v') .

PROPOSITION 4. Sodent v, v', v" troid oadinaux, On a
vi0 = v s0+v, v,.0 = 0 = O.v, v.l = v = l.v, v¢| = v U {v}
et, s& v est dnfdnd, t+v = v, Llondinal v.v' esl L' ondinal
somme de {v.). 4, ok v'iz. v 84 1 < v'; 84 v et v' sont plus
grands que 2, alors vev' < v.v', De plus ve(v'evt)= veyteyh

= (vevt)avt ot v (vl vM) = vovt vt = (vovT) vt

Preuve, Les premidres formules résuifent du falt que v

est isomorphe aux sommes ordonnées de (v,0) ot de 0,v)
et aux prodults colex!cographiques de (v,T) et de (1,V),
alors que 0O est le prodult de (v,0} et de (0,v). L'or-

dinal suivant de v étant )'ordinal de la somme ordonnée
' 11 est identique a
(T,v)
de sor?e que
(P,=)
est idenfique 3 ta somme v'-ordonnée de (VI)I ]

ge  (v,T)
vel, Sl
morphe & v (corollalre, proposition 6-17},

d'aprés la proposttion 1-18,
v est infini, la somme ordonnée de est Iso-
l+v = v, Par atlleurs, te produIT colexlcographique
de (v,v")
I{ s'ensuit que son ordinal wv,v!'
vilvt > 2,
x ev, (x', 1)+ (x',1)
X't v,

(v,v') sur

d'aprés |'exemple 2-17;
est aussi |'ordinal v'-somme de (Vl}f<v' . Si
(x,0) + (x,0) sl
{x', 1} » (O,x') sl
définlt un isomorphisme de |a somme ordonnée de
{(p,=), d'ol

iTappiication

. ' '
si x' e vilvt, x' g v' et
un sous—chsemble ordennd® de v+v"i v.v', En-

f1n 1a dernléro afftrmation résulto do a propositlon 3,

5

nal somme de fLa suite transfinie ¢ =(vI}
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- COROLLAIRE 1. S{ v est un ondinal et 84 v est 2'ondi-

d’ondinaux,
+ -
ona y',v --;<wv;. ol v{ =_v'.vl-poua Lout | e w,

En effet, st v" a v' pour fout Jev, on 6bflen*,

on utlitsant les propositions 3 et 4,

t a * it T+ ] hy t + L - 1
Viav J<vvj = i<wvi s OUu vl v v .vl .

Jevi ')

pour ?ou+ I e w,

COROLLAIRE 2. Sodent U un ensemble saturé par inclusion
dont un &Lement est infdnd, W y L'ondinal et Iy L' ensembie
des cardinaux aonkeapondant a U . Alors w ez W, sont des
monoides ayant N et N® pour sous-monoldes !Laapacuvemem:
relativement aux Lois de composition:

{v',v} + visy et {vt,vl +» vi,v,

{F+ c, w et AT, e M) sont des homomorphismes, oi c
aAAOCLe va v. '

Preuve, Sofent v et v' deux éiémenfs de WU, alors
v et ¥' appartiennent 2 Iy. Les cardinaux c(v'sv) et
elvt,v)
dult de (V',¥), Ils appartiennent & T
sition 10-19,
potents & des éléments de U , c'est-i~dire appartiennent a
WU (proposition 6-18), Donc wa et WG sont des magmas et
¢ défintt des homomorphlsmes .de WG vers Pz' et de WG
G G et WG sont
assoclatifs et admettent respectivement O et |

pour u-
nités, N et N°'

étant (proposition 1) les cardinaux sémme et pro-

y d'aprés la propo=
viev et vl,v

Il en résulte que sont équi-

vars Tt . La proposition 4 prouve que W

pour sous-monoTdes,

PROPOSITION 5. Sodent {J,=) un ensemble bien ordonnd de

premien Eltment o, ¢ = (v )

(Vg e famil e d'ondinaux ed ¢
1 %

J
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L' ondinal | J,«)-éomma (resp, |( J,*]~p&odu&tl de E = (Vl)ie*j
pour fout j e J. La surnfection | -+ GJ , 0l jeld, EAI Luni-
que suwrfection $ dyant J pou& ensemble sowrice et vBrifiant
Les condifions:

1° fla) =0 [resp. = 1)

2° £(]) = f(J')+vJ, (reap, f(J) = £(j").v
j' pour pridicesseur dans (J,«). : _

3° () est La ndunion de L'ensemble {£(1) | i ¢ *J3,
44 | est un &lément Limite de (J4,=).

J,) 84 j admed

Pieuue. Nous posons e = + (resp., e = » ),
1° Montrons que la sufjecfion gt ]~ vj de J sur
| J eJ} a les propriétés voulues. Les ordinaux somme
et produit de la famille vide sont O et I, de sorte que
g(a) =0 (resp, gla) = 1), Soit j e J.
a) S1 J admet un prédecesseur J'. on a e
“JTU{J'}, Ia sectlon ordonnée ( “J,%) do (J,=) est Iso-
morphe & la somme ordonnée de ((+J‘,=),({J'},-)) et la
proposition 3 entratne ' ' '

9{J) = ' " ng‘Jovj:-

o

{@ch’ﬁj " {(+J|’¢)EJ')OVJ

b) Supposons que | soit un &lément |imite; c'est
alors la borne supérieure de *j dans (J,=), Pour tout 1el
notons (S!,u) la somme (i ,=)=ordonnée (resp. le produit
("1 y=)=colexicographique) de (vl,)', j son ordlnal est
vi = g{1), D'aprés la proposition 9-17, 51 | ¢ J » | tansemnisbe
bie ordonné (Si,c) est (resp. est 1somorphe &) une section
ordonnée (S;,u) de (S, ,=), et i'on a ;g¢J5; = SJ.-II
s'ensult que ¢, est ['ordinal borne supérieure de '' en-
semble {g(1) | 1 ¢ ¥j) d'ordinaux.

2° Solt f une surjectlon de J sur F vérifiant
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les conditions de I'énonce; a appar+renf a l'ensemble Vv
des 1 eJ tels que fli) = g(1), Supposons Jjed et 4'_]
contenu dans V, Si  j' est un prbdecesseur de J, ona -
Jh eV, d'ob f(j) = f‘j'}ovj, = g(j')ovj, = g(J).
SI ] est un élément iimite,
FO) = WD | 1 e "5y =y fgth | 18 Y1 = g(h),
Dans les deux cas, | appartlent 3 V., Le principe d'induc-
tion affirme que V = J; autrement dit, f = g,

COROLLAIRE, Sodent v' un ordinal et v un ordinal Limi-
Ze; alors v'.v est L'ondinal borne suptrieune de

B= {v'.W | we v},

Preuve, Posons VI = y' pour tout 1 e v, Pulsque, en
vertu de la proposition 4, v',v = !zvv} et qhe v eost la
borne supérieure de v, Il résuife de la proposition 5 que

: +
v'.v est la borne supérleurc de !'ensemble des I vl
ol W e v, clest-d-dire de B.

Remarque. La proposition 5 montre que les ordinaux (4,=)-
somme et (J,«}-prodult de & peuvent &tre d&finis par In-

duction, & partie des ord!naux somme et prodult d'un cbuple

d'ordinaux.

PROPOSITION 6, Soit v un ondinal, Si v' es% un ordinal
2ok que v' < v, 4l existe un et un seul vadinal vV tel que
v e viey® o AL vt O, 42 exdste au plus un oxdinal W
el que v »v'. 4, L'ensemble des ondinaux v* poun Lesquels
AL exdste un ordinal vt vErifiant v = v'ey"  (nesp, = v',vM
el v' 4 0) est find,

Preuve, |1® Solt v' < v, SI v" et vT sont deux or-
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dinaux tels que v'+v" = v = v'+vT » 1'un, disons v", est
strictement plus petit que ('autre. La somme ordonnée de
(v',v") est alors une section ordonnée propre de la somme
ordonnéa ds ~ (v',v"), ce qui est Impossible, ces deux som-

' -
mes ordonnées étant Isomorphes & v, Donc v = VT. Pulsque

v est en particulter isomorphe 3 la sommexordonnée'de
(v',(W\vT,<)), it stensult que ITordinal de (Wv',<) ast
i'unique ordinal v" vérlflant v'+v" = v; nous le note-

S V¥ 4.
ron !

2° Soit O A v' < v, ST w' et w" sont deux ordinaux
tels que v'.w' = v ;_v'.w“, [tun, disons w'", est stricte-
ment plus petlt que 1'autre et, dlaprés la-partie |, 11
existe ¥ tel que w" = w's{, En utilisant le corollalre |
de la proposition 4, on en déduit
viaw! = v = vt w" = (v wtie(v'. ),

' donc fparfie 1) v'«¢ = 0; a fortiori ¢ = 0 et wf = w',

xo L'énsemblé A = {Vv' [ vl < v} est majoré par Vv,
$1 y est un ordinal tel que y < v' < v, 1l exlste un or-
dinal y' # 0 ftel que v' = yey' et j'éga!i?é'

| Vo ovTevoy oy tev, |
entratne vy " y'ev, i 2 v, o d'aprds la partie i, Il sten-

sult que (v est une suite transfinle décro{ssanfe

_ -v')v'sv
~dans le type ordinal du sulvant de v; le coroilaire de la
proposition 818 assure que le buf de cette suite transfi-

nie, 2 savolr A, est finl,

4° Soit L I'ensemble des ordinaux v' Yeis que
O#v' <v ot quti} existe un ordinal W véritiant vi.W =
v; 1tordinal W, qui est unique, sera noté w_,. L'ensemble
B={w , ] v'ell estmaJoré par v, l.e. contenu dans
v
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tordtnal v+l suivant de v . Soient vl et v" des &1é-
ments de L tels que vt o< ym ; ona v =_v'.wv,‘j v".wv,
ST w < W s [l extste un'ordinal w! £ 0 +el que I'on
aft won er*“'-: de sorte que

Vi 2 v e viow

= v".(wv,+w')%(v".wv,}+(v".w') >v".wv,,

ce qui est impossible. Par suite Won S W,y et 1tapplica-
tlon v' > wor de L dans v+ défianlune application
ordonnée de |'ensémble blen ordonné (L,<) vers i'ensemble
ordonné opposd du type ordinal de v+! . La propesition 8«

I8 assure que i'image B de cotte application est finle,

COROLLAIRE 1. Sodent v et v' deux ondinaux of ¢ = visy,
L'application s: x + v'sx de v sur m\v' déginit L'unique
Asomonphisme de v sun (W\v?,<),

En effet s est une blJection d'aprés la proposition
et x < x' entrathe

s(x) = vlex < vlex! = g(x')

COROLLAIRE 2, Soit v 2'ondinal boane supériewre d'un en-
semble A d'ondinaux; poun tout ondinal v', R'ondinal somme
viev est E'ondinal bonne supirieune de A' = {v'+x | x e A}.

En effet, ceci résulte du coroliaire |.

Definition, Soit v un ordinal. Solt v' un ordinal tel

que v' < v ; I'unique ordinal v,r vériflant v = viev
est appelé reste de (v,v'), noté -v'+v ; s'i{ existe un
ordinal w > | +ol que v = v'.w , on [Tappelle diviseur
de v pan vt | noté v/v' . On dit que v est un ordinal
Andfcomposable sl v ost Htunlque reste de v, un ordinal

Adductible i v oot [Tuniaue divicour do v .
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Soit v un ordinal. L'ensemble des restes de v est
fini, de méme que I'ensemble de ses diviseurs, d'aprés la
proposition 6, v est indécomposable ssi v = v'+ v pour
tout ordinal v' < v ; 1| est irréductible ssi |'égalité

Loy sevilisfig e iob |yl < v 5
entratne w = v . Un entier v # | n'est pas Indécomposable;
il est Irréductible ssi c'est un.nombre premier. N esT'In-'
décomposable et Irréductible, car le produit et la somme de

deux entiers sont des entiers.,

PROPOSITION 7. Soient v et v' deux ordinaux tels que
0 # v' < v, IZ exdste un et un seul couple (w,w') d'ondinaux /

tel que v = (v'w+w', w < v, w' < v',

Preuve, Comme v < v',(v+l), |'ensemble des érdinaux
y < v¢l tels que v < v',y n'est pas vide, de sorte qu'il

a un premier élément .

1® ST W est un ordinal limite, c'est la borne supé-
rieure de W et, d'aprés le corollaire de la proposition 5,
v'.W est la borne supérieure de B = {v'.w' | w' < @}; I'or-
dinal v majorant B par définition de @, il s'ensuijt
v'.# < v, ce qui est Iimpossible. Par cdnséquen+ W admet

un prédécesseur w, et l'ona w <v et v'.w <v.

2° Puisque v'.w < v, 1l existe un reste
wh = =(v',w)tv,
ST v' <w', il existe un reste w" = -v'+w', ce qul entratne
v = (vhew)+w! = (vT w)+yTeu" = (v, (w1 ))sw=(v! W) +w",
égalité Incompatible avec la relation v < v',#. Donc on a
0 < W < v,

3* 51 v = (W' ,w Y+w}, of wi < v', on trouve

e A

v'.wl < vy

c'est-a-dire wi*l = @ 11 en résulte W, = w et, a fortio

vl w; = w',

et v < (v‘.w,)+v' = V'olw D),

COROLLAIRE, v est un ondinal Limite s84i il existe un
ordinal w # 0 tel que v = N.w-.

Preuve. 1° Soit v un ordinal Iimite; 1| est plus gra
que N et, d'aprés la proposition, Il existe des ord[naux
w et w' <N tels que v = (New)+w', SI |'entier w' est
différent de 0, Il admet pour prédécesseur |'entier wh=1,
et l'ordinal v admet (N,w)+(w'-1|) pour prédécesseur; au-
trement dit, v n'est pas un ordinal Himite, ce qul est Im-

possible, || s'ensuit w' =0 et v = N.w.

2° Solt v' un ordinal de la forme N.w . Si v!' ad=
met un prédécesseur v", |'ordinal v" est Infini, et 1|
existe des ordinaux w! <v" et w" <N tels que (N,w')+w
= v", Des relations '

vl e Now = V™1 = (N.w")e(w"+1) ot w"+| < N g

on déduit (proposition 7) w = w' et w"+| =0 » Ce qui

est absurde., Ainsl v' est un ordinal |lImite.

PROPOSITION 8. Soit v un ordinal. 1L existe une et
une seule Suite finie décroissante d'ondinaux indécomposa~
bles non nuls dont v est L'ondinal somme, et une suite
finie d'ondinaux inndductibles dont v est £'ondinal produit,

Preuve. 1° Supposons que |'on ait v = Ug*eee*u oll
E = tu]}lm+l est une sulte finie décroissante d'ordinaux
Indécomposab les u, g0 .

a) Supposons | < n et montrons que u, est le
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dernier &lément de |'ensemblie A des ordinaux [ndécomposa-

bles plus petits gue ﬁl * U te.atu En effet, u, appar-

. i
tlent & A. Supposons qu'll existe u e A tel que U, < g

pulsque uJ <u si i<]<n, od uJ

ona u,u=u, d'ob

-

u

est indécomposable,

o= ULk, HD FU = UI*...*U +u
| . n

I n=-|
et, par récurrence, Uj+u =y . |l s'ensul? Gi < u , ce qul

est contralre & la relation u e A, clest-a-dire u < G' .
Donc uy majore A.

b) Supposons que 1'on alt aussi v = uéf...+u$ ’
ol g' = (u})i<m+l
naux indécomposables . u} # 0. Comme Uy et ué sont, d'a-

est une sulte flnle décroissante d'ordi-

prés la partie a, le plus grand ordinal Indécomposable plus

petit que v , on a wu, = ué . ST I'on a prouvé que u, = u}

]
pour tout entier i < j, od |} est plus petit que n et
que m, le reste de v par u0+...+uJ = ué+f..+u3 est égal

-

a » UE‘1+...+U% , et le plus grand ordinal indécompo-

G
J#
sable plus petit que ce reste est (partie a) uj+l = u3+| .
Par récurrence, on en dédult m = n et uJx = UE pour tout
J <n, dolt g =E'. '

2° Solt ¢ un ordinal strictement plus grand que v.
Posons o = * (resp. o = +) et considérons l'ensemble V
des ordlnaux O, | et des w e ¢ tels qu'll existe une sul-

te flnie & = {ui) d'ordinaux vérlfiant tes conditions:

f<n+l
) On a w = uy®eneou §
2) u_ est le plus petlt diviseur (resp. plus petit
n
reste) de w ;
3) Pour tout i <n, l'ordinal wu, est lrréductible
différent de | {resp. est Indécomposable différent de 0 ¢

£ ost unc sulte décrolssante dlordinaux),

tible {resp. plus petit reste wu
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Pour montrer que V = ¥ (et a fortiori que v e V), dlapras
le principe d'induction 11 nous suffit de prouver que v' e
si v' est un ordinal fel que v' e ¢ ot v'ec v ., Or v!

admet un plus petit diviseur Ui et celul~-ci est Trréduc

ae qui est indécomposable)
solt w le plus petit ordinal vérifiant v' = weu . . Corr
w <v! il appartient & V et [| existe une sulte finie
du type indiqué ci-dessus, On en dédult v' ¢ V , car la
sufte EY = (u‘)]<n+2 vérifie les conditlons t, 2 et 3 (res
{es conditions t et 2; dg plus c'est une suite décroissante

en effet, si I'on avait u < u a a +
’ n nel lors Yei Yntlne) o

ce qui entratne

V' = U0+,'.+un+u = u0+...+u

+
R+l ne| Ynet
00 uy*...*u | €W ; or cecl est confraire 3 la définition

de w }.

Definition. 51 v et w sont des ordinaux, on appelle 04~

dinak v puissance w t'ordina! produit de (Vi)ig » O

Vi = v pour fout | <w ; on ls note v

.w

ST w est un entier, v est i'l?éré d'ordre w de

v dans le monoTde w%(vUN) correspondant (corolfaire 2,
proposition 4} & P(VUN),

Solent v, w et w' des ordinaux. De {a preposition
| 11 résuite que, si v>2,0na w<v™ s v'<v et
. 1 -
w! <w , la propositlion 2 entratne vre¥ =< v'', La proposi-

tion 3 montre que

' : ' ' '
V.(w+w )‘ v'w.v'" ot V.(w.w )' (v Wye¥

On en dbéduilt, en utllisant la proposition 6 et si v > 2

W
ot w' <w, quo v’ < v .




admet un prédécesseur w ; il s'ensuit v

| coginal avec v s'll exlste une partle
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PROPOSITION 9, S& v est un ondinal et u un ordinal Li-
mite, v'' est L'ondinal borne supiriewre de {v‘u' [ ut < ulke
Si v et v! sont des ondinaux ol v > I, v! > 0, i existe un
et un seul oxndinal w Lel que v'w'i vl < v’(w*l);

Preuve, La premidre affirmation résulte de la proposi-

tion 5, Solt A

!
ait v! < y! ; cet ensemble d'ordinaux a un premier é&lément

{*ensemble des ordinaux u' tels que Il'on
o oa WU

u . Celui-cl ne peut pas &tre un ordlnal lImlte, car v

seralt alors |'ordinal borne supérieure de {v‘w[ w < u}l, et

u ne pourrait pas &8tre e premler élément de A, Donc u

+
Wt e v.(w_l)_

Remakqde. A partir de ['addition, du produff, du reste, du
diviseur et de la pulssance, on développe une Arithmétique
ordlnale. Ainsl on caractérise les ordinaux Indécomposables
{ce sont les ordinaux N‘V, oﬁ' v est un ordinal), les or-
dinaux irréductibles,... Bien que cette théorie généralise
{YArtthmétique usuelle (des entlers), les propriétés des
entiers ne sont pas toutes conservées. Par-exemp!e, sl v,
v et v" sont des ordinaux quelconques, on peut avolr
viev = ey _ mvec v' £ v",

. 1 to oyt
(vtavM) v F (v v)e(vt v), R A AR v

21, Ondinaux rbgubions. Ondinaux ingecessibles.

 Nous reprenons les notatlons des § précédents;
en particulier si v est un ordinal, v est son type ordi-
nal et v son cardinal,

DEfinition, Solt v un ordinal. Un ordinal v' est dit

A da v coflnale
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avec v et telle que (A,<)} alt v' pour ordinal,

Solt v un ordinal, Un ordinal v' est coflnal avec

v ssl 1l existe tne suite transfinie (vi)lcv
crolssante dans v dont le but A est cofinal avec ;.

Solt A une partie de v, Si A est cofinal avec v, I'o

; strictemen

dinal borne supérleure de A est ldentique & I'erdinal bo
ne supérieure de v: Si v est ordlnal limite, A est co-
flnal avec v ssi v est la réunion de A; sl v admet
prédécesseur v', alors A est cofinal avee v ssl !
apparfienf a4 A; en particuller {v'} est cofinal avec v
11 s'ensuit que v est cofinal avec v; de plus v est

cofinal avec | ssl 'v admet un prédécesseur,

PROPOSITION 1, Sodent v, v' et w des ordinaux, v'
dlant cofdinal avee v, S4 w esl cofinal avee v', alors w
“esl cofinal avec v, Si w esd cofinal avec v et plus petit
que v', L exisle un ondinal w' plus petit que w el cofi-
nal avec v'. -

Preuve. 11 existe une partie A de v cofinale avec
Vv et un isomorphisme ((A,<),f,v') .

1° S'11 existe un (somorphisme ((B,<),g,w) , ol B8

est cofina) avec v', I'Image B' de B par f est co-
tinale avec (A,<} et, 8 forticori, avec v . Comme (8',<)
est Iscmorphe 3 '(Bhi), It admet w pour ordinal et w

est cefinal avec v .

2° Supposons w cofinal avec v et w<v 1
existe un Isomorphisme ((C,<),g,w), od C est cofinal
avac v , Pulsque A est coflinal avac v , pour tout 816~
varitinnt

ment x de w ['ensemble M des y < v’




- 272 -

g{x) < f(y) n'est pas vide, Soit h I'application de. w
dans v' assoclant & x fe premler élément de Mx i on
& £ tgtx)) < hixy |

a) LTimage B de h est cofinale avec V', En

effet, si y e v!, | oexiste un x ¢ w +e| que . fly) < gix),

car C est cofinal avec V. 1) en résuite
y = £ty < £ gix) <hx)eB
b) h définit une application ordonnée de w
dans v', Ep effeft, si X £ x' et si y z'Mx,, on trouve
g(x) < a(x') < f(y), dtod vy g Mx »
et Mx'C:Mx" [l s'ensult que le premier &lément h(x) dg
Mx esT plus petit que le premier &idment h(x') de Mx"
c) Sl y e B, solt xy le premler é!ément de
Itensemblie des x ¢ w tels que h(x) = y. L' ensemble des
xy, ol y e B, est une partie L de w, et {a restriction
de h & (B,L) dé&flnl+ un Isomorphisme de (L,<) sur
(B,<), On en déduit ‘que ['ordinal ! de (L,<), qui est
plus petit que- W, est cofinal avec v', '

D¢ finition, On appelle ondinal negubien un ordinsl o te!

qu' il n'existe pas d'ordinal strictement plus petit que u
et qul solt cofinal avec u , '

Un ordinal 'différent de | et admettant un prédéces-
seur n'est pas régulier, car il est cofinal avec | . En
particullier 0 et | sont les seuls entiers qui sont des

ordinaux réqullers, N est régulier, puisque toute partie
finle de N est strictement majorée dans N , {.e. n'est
pas cofinale avec N , Un ordinal ITmite u est réguliaer

ssl toute suite transfinle (vi)I<w strictoment crofssante

doans  u et telle quo w0t strictament plus petit qug

. i _-i—" -

._______----lIlllIIlllllllllllllllllllllll
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Y adwet une borne supérieure

qu. u ,

PROPOSITION 2, Pour tout
seul ordinal rEgulien cofinal

Preuve, |t
tant pas vide (

sltion | atfirme qu!

slensuit vy

Definition. Sof+

coflnal avec

= u, Alnsi
ordinal réguller cotinal avy

I existe y

v

strictement piys petite

ordinal v, it existe un et u

avee v,

ensemble des ordinaux cofinaux avec v nté=
Y oy appar?lenf},

U ST v' est yn ordinal plus pe
u, 1l est cofinal avec v {propos
a fortiori, v

1l admet un premier éiéﬁen'
Ht que ¢ et cofinal ave
Ition 1), dtop vi < u et
U est régulier, S| 4 est un

aCc v, comme u< u', fa propo-

| 2 U cofinal avec u'; 11

| = Uty ocar ut ggt régulier, dlot y = u'

vV un ordinat, L'unique ordinal réqguller

v est appelé caractine cofinal de v,

PROPOSITION 3. Soient u un
endemble bien ondonns el que w

de J, et vyt g1

domme, d' une famiges

LA INTIV FY AR u

cardinad 4’.:154’.»&, {4,¢) un
< u, ol w e -Le cardinar

ondinal borne Suprieuwre, v Llorndinal (J,«}-

§ = [VI)IeJ d' Elements do u. On a

« S4 D venigie Llaxiome du choix et 84

U' et u" sont Pes cardinaux boape supinieune et somme de
2 dvil ) s 2es conditions sulvantes sont SquivaLentes :

Preuve, o Comme

vy, Inversemant Supposons

v, < y!

entratnent, an ovant

il-

v' < V"

pour tout

v; v rom tout i ¢ J
Y Y I T

» On

a v <y lorsque

vl <y | Les relations

e J

»
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Or cette derniére somme est égale & v',w et, d'aprés le

corol laire, proposition 1=20, vt.w < u , Donc v" < u .,

2° Supposons que-D vérifle {'axiome du choix, Alors
u" est le cardinal de v" (proposition 1-20), de sorte que
u" < u équivaut & v" <u , car u est un cardinal., Dans
ce cas la reiation u' < u" entraTne u' < u . Enfin, si
u!' < u , la proposition 8~19 montre que u" < u , puisque

utyw < u ,

PROPOSITION 4, Soéd u un ondinal infini. Les conditions
suivantes sont Equivalentest

1° u est négullen;

2% u est un ondinal Limite et v < u 84 v est £'ondinal
borne supiriewre d'une suite transginie (v ), = d'eLéments
de u felle que w < u .. |

3% {nesp. 4°) u est un carndinal et v < u 84 v est £'on-
dinal boane supdriewre {resp. ondinal (J,=)-somme} d'une
famitle (v .}, _, d'¢eements de u telle que ) admefte un car-
dinel w < u ., '

Preuve, |° Supposons u régulier, Comme u est infi-
nl, c'est un ordinal jimlte. Soit & = {Vi)1<w une sulta
transfinie d'éléments de u telie que w < u ; soit v
son ordlnal borne supérisure. Pour tout [ <w , soit wJ
'ordinal borne supdrieure de {Vi)I<J . ST J <w, Ilen~
semble des |1 < w pour lesquals Wy o= oW admet un pre-
mier élément p(J) . Solent J' = {p(J) | J € w} et
(;Lf,(J',<)) ' 1somorphisme canonique du sous-ensemble
ordbnné (J',<) de w sur son type ordlnal, En posant

¢, = tout k < w'
Vi T Wemiqyy Pour Of , o
on obtlent une sulte transfinle (v ) , strictement crois

Wokow
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sanfe dans u indexfe par w' <w < 4 ; son ordinal borne

supérieure est v , car {a réunion de (VI}’<J' est ldenti

que a celle de (wi)i<J pour tout j <w ; Il stensult
v <u, puisque u est régulier, Ceci prouve que la condl-

tion 2 es+ satisfalte,

2° Supposons remplle ia condition 2.

a) Sol¥ wu' e cardinal de u ., || exlste une

bllection f de wu' sur u; {'ordinal u est fa borne

supérieure de ta suite (Ni)1< 1 s OU Wy = (i) pour tout

I < u' . Comme We <u, la relatlon u' < u entratnerait
U <u en vertu de la condition 2, ce qul est absurde. Par
suite u = u' ., |

b) Soit £ = (VJ)JsJ une famiile d'éléments de u
telle que J admette un cerdinal w < u , || existe uns
bljecfion g deo w sur J et i'ordinal v borne supé-
rleure de £ est aussl celui de la sulte transfinie (V?)f¥w
ol v; - Vg(i} <u pour tout I <w , Il en résutte que

v < u . Alnsi fa condltion 3 est vérifiée,

3° Si la condition 3 est satisfalte et si £ est une

sulte Transfinie (VI}I<w d'éJéﬁenTs'de i telle que
w<u, le cardinal de w est a fortior| strictement plus
petit que u , de sorte que v < u, o v est t'ordinal
borne supériehré de §. Par suite u est réguller, Cecl
prouve |'équivalende des conditions |, 2 et 3, Enfin les

conditions 3 et 4 sont &quivalentes, d'aprés la proposi-
tlon 3 .

COROLLAIRE, Supposons que D vErifie £'axiome du
chodix et s0it u un candinal infini, Les conditions swivan-
Led sont dquivatesw.vd?
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1* u est ndgulien;

2° (nesp. 3°) 0n a @t < u &4 0 est Le cardinal borne
supérieurne (resp, carndinal scemme) d'une famitle (Ul)ied
de candinaux telle que u, < upowr fLout 1 eJ et que,
&4 w esl Le candinal de J, on adt w < u .,

Preuve. 1® u  est un ordiﬁal limite., Les conditions 2
et 3 sont équlvalentes d'aprés la proposition 3. Supposons
la condition 2 remplie et solt v i'ordinal borne supérieu-
re dtune suite transfinie § = (vi)i<w d'éléments de u
telie que w < u , Si O est le cardinal borne supérieure®
de (;i)l<w
en vertu de la proposition 3, Ainsl la conditlon 2 de la

, on a par hypothése { < u . tl s'ensuit v < u

proposition 4 est vérifiée, de sorte que u, est régulier,

2° Supposons u  réguller et soient £ = {UI)IEJ une
famitle de cardinaux, w e cardinal de J., Si u, <.u pour
tout T eJ efsi w<u, I'ordipal {i.e. le cardinal) G

borne supérieure de E vérifie 0 < u (proposition 4). Donc

ja condition 2 est remplie. Ainsi I, 2, 3 sont équivalentes,

PROPOSITION 5. Scit u un candinal w,, d'indice v £ 0 ,
Si v est un ondinal Limite et 84 u est alguldern, on a v = u.
84 D vindifie L'axiome du choix ef &4 v admet un prédiees-
L oseur, u esl régulien.

Preuve, i° Supposons u régulier et v limite, Alors
.y est {(corollaire, proposition 4-19) {'ordinal borne supé-

rieure de |a sulte transfinie (ww)w v ¢téléments de u .

<
La condition v < u entratnerait, u étant régulier, u < u

Cecl étant impossible, ona v = u ,

2° Supposons que v admette un praddcesscur v' o, Le
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cardinal u = @, est le cardinal suivant de @, » Soft &
une famille (ul)ied de cardinaux appartenant a ; des
retatlons. Uy Lwy <u pour fout 1 e J, on dédult qus
te cardinal g' borne supérieure de & vérifie ! S Wy
d'oli u' < u ., Par sulte u est réguller (corcllalre deo
la proposition 4), - | |

Remarque, La dernlére afflirmation de la proposition 5 ne
s'étend pas au cas ol U ne vérifie pas [Yaxiome du choix;

dans ce cas, on ne peut pas prouver |'existence d'ordinaux
réguilers autres que 0, | et N .

Déginition, On appelle ordinal inaccessible un ordinal ré-
guller u tel gue, si ut est un cardinal et si u' <u,
on aft u" <u, o u" est le plus petit cardinal qui
n'est pas de pulssance fnférieure & Plu*). Si u est un
ordinal inaccessible infinl et (W) |'ensemble des ordl-
naux Inaccessibles infinls § <u , [Tordinal du scus-ensem

ble ordonné (L(u),<) de u est appelé ordre de u .

Un ordinal inaccessible est un cardinal (proposition 4
0 est le seul qul soit fini. N est I'ordinal !néccessibh
d'ordre 0, Si u est un ordlinal Inaccessible d'ordre v #
la biJection r associant & un ordinal Inaccessible [nfin
u' < u son ordre définit le seu! isomorphisme do (L{u),<)
sur son type ordlnal v , de sorte que r (v') est i'or-

dinal Inaccessible d'ordre v', pour tout v' < v,

PROPOSITION 6. Supposons que O vErdiiie £'axiome du

chodx ef 5041 u un oddnal nfind, Les condidtions safvantes
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. sont Squivalentes:

1° u est un ondinal inaccessible;

2° L est un orndinal rdgulier et Le cardinal 2*
fie 2*U' <y 84 o est un candinal tel que u' < u.

3° Onayt <y 84 ut est Le condinal prodult d'une
familee fu ), . de candinaux telle que Les u, et fe candi-
nrat de Ao&ent stnictement plus pcixia que u.

véﬂir

Preuve, [® Si  u' est un cardinal,
dinal u" qui n test pas de pulssance Inférieure 3 P(u')
o8t le cardlnal sulvant du cardinal 2 puissance u' de
P(u'), de sorte que la relation u" < u équivaut 2 2*Y < u,
AIns! les deux premiéres conditions sonT éqUIValenTes.

2° Supposons la conditlon 3 rempile. Pulsque U<y
enTraTnerai? 2*Yc u et que U <u<2 E, u est égal 3
' oL Solt u
dtune famllle (u ), , de cardinaux appartenant & u telle
u't est fini,

u" est aussi ltordinal borne

son cardinal le cardinal borne supérieure
que w < u , ol w est le cardinal de J. SI
u" < u. Supposons u" inflini; rdina
supérieure de la famllie € = (ul)ieJ,'d'drdinéﬁx, ol J' est
{'ensemble des 1 e J Yels que u, # 0. Le cardinal produit
u' de £ est plus grand que u", 1l s'easult u" < u, car
de J!

prouve que u est régulier, en vertu du corollalre de |a

u' < u, le cardinal w!'

‘proposition 4, Par allleurs, solt v un cardinal tel que
v < u; le cardinal vl produit de la familte (ul)Iav,'oD
up = 2 «<u pour tout 1 e v, est sTrICTemenT pilus petit
que u. Donc u est inaccessible.

1t

3° Supposons u Inaccessible et solent u' et wu

‘tas cardinaux produit et somme d'une familie (UI)I:J - g

e plus petit car-

vériflant w! < w < u, Cecl
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de cardinaux telle que u, <u ot w<u, ol w est le

]
cardinal de J. Le cardinal u" de la somme S de £ véri-

et

fle u" <y, u &tant régulier, dtol 2

<u, Comme le
prodult de £ est une partie de P(S) (proposttion 1=4), son
eu' de P(8});
1l en résulte u' < u , ce qul prouve la condl?lon 3.

cardlnal u' est plus petit que le cardinal 2

COROLLAIRE Suppodons que D ué&&ﬁ&a L'axiome du chodx
et s0it u un ondinal inaccessible ingini. C'es? un candinal
dont L'indice est O ou £L'ondinal Limite u .,

En effet, si
u' d'indice v' auralt u pour cardinal suivant, d'ol
u!
ut < 2°

ou blen v est un ordinal limite et u = w, (proposition &

v avalt un prédécesseur v', le cardinal

< u . Ceci étent Impossible, v = O (et u = Nj,

Déginition, St D vérifie |'axlome du choix, on dit que D
vérifle £'hypothdse du continu génralisée sl 1'on a:
(A9) SI E 'est un D-ensembie infini,

vant du card!nal de E est le cardinal de P(E)} .

fe cardinal sul-

Dans ce cas, en particulier le cardlnal.de PIN) (i.e.
le cardina! de l'ensembie R des nombres réels) est le car-
dinal suivant de N . Cette seule condition est appelée hy-
pothsse du continu,

PROPOSITION 7. S&i D winigie £'axiome du choix et £'hy
pothise du continu généralisie, un candinal ingini u # N esd
inaccessible 884 c'est un ondinal néguliern dont L£'indice es
un ordinal Limite; dans ce cas, cet indice esi u,

Preave, 51 u ost Inaccessiblo, 11 ost sen propre In-
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dice (corollaire, proposition 6), Supposons la condition
remplie. Si u' est un cardinal tel que u' < u, le car-
dinal 2! sulvant de u' est différent de u, sans quol
son Indice serait le prédécesseur de |'indice v de wu,
{t s'ensult Z.U' <wu, et u est Inaccessible.

Remarque, Les ordinaux inaccessibles sont aussi appelés )
nombres de Zenmelo, cardinaux Linaccessibifes au sens de Tarshd
ou cardinaux fortement inaccessibles, Un ordinal réguller
dont {'Indice est un ordinal limite est dit nombie de Haus-
dongf ou carndinal inaccessible au sens de Kuratowshi (par-
fois simplement cardinal inaccessible, mats cette termino=
logie &tant en contradiction avec celle utilisée icl, nous

ne I'emploierons pas). Un nombre de Zermelo est a fortiorl

un nombre de Hausdorff. La propositlon 7 mentre que ces

deux notlons sont équivalentes lorsque D vérifie |'axiome

du choix et [Thypoth&se du contihu généralisée,

Un préunivers (§ 15) &tant un ensemble saturé par
:lnclusion, i1 lul correspond un ordinal W qui est (propo-
sition 6-18) |'ensemble des ordinaux équipotents & un &16- |

ment du-préunivers,

PROPOSITION 8. Soit U un prdunivess. L'oadinal W con-
nespondant est L'ensemble des ondinaux appartenant & |j et
ctest un ondinal inaccessible,

Preuve, 1° Tout ordinal appartenant & U appartient
4 W . Supposons que |'ensemble des ordinaux appartenant &
W mals non & U ne solt pas vide; 1l a un premler élémont

. o 4 by g
v eot, v #tant 1a scction do W associée & v, c'est une

' - o
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partie de U , qui est équipotente & un élément de U . La
proposition |-15 entratne que v appartient & U, ce qui
est impossible, Donc W est une rartie de U,

2° W n'ayant pas de dernter étément (corollalre, pro-
position 6-18), c'est un ordinal limite. Solt £ =

(v }
[ " 1<w
une suite transfinfe d'ordlinaux telle que
w o<W et v < W pour fout i e w,

Pulsque w et les Vi appartiennent & U, la réunion v

(c'est-a-dire la borne supérleure) de £ appartient 3 U,

> et par suite & W, d'od v < W. Cecl prouve que W ‘est

un ordInal régulier,

3% Sott u un cardinal strictement plus petit que W,
La relation u e U a pour conséquence P(u) e U. S W
était de puissance Inférieure 3 P(u), il appertiendralt a

U, car W seralt une partie de U équipotente & un &1&~

ment de U ; 11 s'ensulvrait W e W ; c& qul est impossible.
Alnst u' < W, si u' est le plus petit cardinat qul n'est
pas de puissance Inférieure & P(u), Il en résulte que W est
un ordinal Inaccassible.

COROLLAIRE 1, Supposons que D virnifie L'axiome du
chodx et s0it W L'ondinal comrespondant a un préunivers U,
S4 U est un undverns, W est £'indice de W ; 84 U est un mi-

ndunivers, W = N ,

En effet, d'éprés e corcllaire de la proposition 6,
W étant Inaccesslible (proposition 8) son indice est W . ou
O . Comme W est Infini, dans le premler cas N < W , dtod
N'eU; dans le second N § U, de sorte que U n'est pas
un univers (proposition 5-15),
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COROLLAIRE 2, Sodent U ef U' deux undivens,

W, W oet
W' Les ondinaux correspondants & U, @ U' et a Uunu' | Aloxrs
Wt est Zgal au plus petit des ordinaux W et W',
En effet, un ordinal appartenant & W" ssi [ appar-
tient au préunivers UNU', et par sulte ssi Ti apparTfen?

=

3 W et a W', onobtient W' = WnwW'

COROLLAIRE 3, Supposons que U vénigle £'axiome du
choix, Sodent W £'ondinal comnrespondant @ un univers U el
KiW) £'ensemble des cardinaux infinis appartenant & W. L'ap-
plication y associant & un candinal u e W son indice difi-
nit un Lsomonphisme de (K(W),<) sur ¥,

En effet, y définlt |'Isomorphisme canonique du sous-
(K(W), <)

de W ; or cet Indice est W,

ensemble ordonné sur fe type ordinal de |'indice

d'aprés le corollaire |,

PROPOSITION 9, S& D vénifie L'axiome des univers, pour
tout ondinal v il existe un ondinal inaccessible d'ondre v,

Preuve. Soit ¥

qu'il existe un ordinal Inaccessible W , d'ordre v!

|'ensemble des ordinaux v' < v tels
. Comme
V est une section de t'ordinal suivant de v, c'est un or-

Considérons I'ordinal u borne supérleure de la sul-

(wv‘)v'<V
auquel apparflent u ; llordinal
et u<®W ., Si w

dinal,
te transfinle d'ordinaux, 1l exists un univers U

W correspondant 2 U est

tnaccessible {proposition 8}

de W, les relatlons W , <u <¥W entrafnent v' < w, pour

tout v' eV, d'oli Vv <w . Il en résulte qu'tl exisfe un

ordinal inaccessible dleordre V; par suite V e V st V < v,

I! Cecl! étant Impossible, ona v e V.,

L

est 1lordre
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CHAPITRE VI

Construction d’'univers

Dans ce chapiine, D est une totalits, ensemble
signigie D-ensemble et E est un ensemble donnd.

22, Ensembles E-fondis.

PROPOSITION 1, Sodid v un ordinal; <L existe une uniéue
sudle thans finie £,” {UW)M__V Telle que, 84 w < v, on ait
(1} Aace U, 444 Lﬁ existe w!' < w ted que AC Euu,
£, virifie zeé conditions AuLuanteA ol w < vz -
4 - 1° U, est saturé pan inclusion, € ¢ U, &t we U
2° S& wh<w, onal, el et U S Uw

3° Si E est t&anbat&ﬁ, u,, e4t tnanéLtiﬁ.

»
H

Preuve, 1° Supposens qutil existe une sulte transfinie
L vériflant la condition (1), et soit w < v , Alors U
: W

est saturé par Inclusion et t'ona E ¢ U , car Ec EyU '
W W
pour tout w' < w , Supposons w' <w ; si A g U + s Clest
. W
 yne partie de ELJUw" pour un w" < w' , d'oll A ¢ Uw et

UysE U, . De plus U, € U, » puisque Uyt © Eul ye D'apras
(n, Uy = @, et © & Uqye Supposons w' € U+ pour tout w' < W,
a) SI w a un prédécesseur w',

w!'c Uy S EUU ,, on dédult w' ¢ U,

de 1'inctuslon
et par suite

wewtofw'la U ol oo U,
w W w

LY G0 w  est o un ordinal timlte, w = Uw

¥ P
W by . w' o« ow che Pl Gouve W Gy
whew w'
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c) Dans les deux cas, wa U, - It s'ensult (prin-
clpe d*'induction) que l'ensemble das ordinaux w tels que

W CIU est v . Alnsl les conditions | et 2 sont rempiies,

3° Supposons qu'll existe des sultes transfinies &y

f = 1 = =
(Uw)ﬂiv et £ (U ) wev vérifiant (1), On a UO 0 UO -
Sott w < v et supposons prouvé Uv' = U;, pour tout v'< w,
St A e Uy » Tl existe un w' <w tel que A solt une par-

+le de E&JUQ, = E[,U&, ¢+ de sorte que A & UL . Donc UwC:U&f

. Au totai U‘ = U,
w " U' pour fou? ordi—

Une preuve analogus montre que - U' c:U
et, d'aprés le principe d'Inducfion,
nal w <v , Par conséquent §t = £,

30 MonTrons l' exis+ence d'une sulte Transfinie E . Pour

cela, posons .O =0 et considérons |'ensemble v des or=
dinaux W < v tels qu'il existe une suite transfinie
Wordrea vérifiant (1), I résuite de la partie | que
Umne Uy sl Solt w unordinal tel que wc V,

a) S w

w" < w'f,

admet un prédécesseur w-, posons
u, = P(E UU"N; ),

clest-a-dlre A ¢ U, ssi Ac Eub e 81

sembte tel que B« EiJUw" pour un w" < w', on a aussl
| BS EuU, , d'ol Beu .
b) S1 w aest un ordinal {imite, posons
. n 133 ‘
Y w'ﬁwpw"
de sorte que A ¢ U, ssi tl existe w" < w' <w pour-le-

quel A solt une partle de E O_Uw". _
| ¢) Dans tes deux cas, la suite (Uw')w'sw véri-
fie encore la condition (i), T.e. w eV, D'aprés le prin-
cipe d'Induction, 1l en résuite v e ¥V, Cecl prouve qu'll

existe Ev et Ev ost construite par Induction en posant:

8 est un an- -

‘\m:“ _‘"!
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U, =0, U

[
= U
Uw wl ewuw'

=P ' a P
(€, U, (Euu,)

pour tout ordinal |imlte Ww<wv,

pour tout w < v,

4° Avec les notations précédentes, supposons E +tran-
sitif. Comme € P(E) = UI » clest une
partie de tout U, et par conséquent Uyey = PCEU U, )= P

v Supposons w < v et

est une partie de

ce qui simplifie la définition de ¢

Uw' transitif pour tout w' < w .

o a) Si w admet un predécesseur w', |'ensemble

v, = P(Uw,) ast transitif, U,+ [I'étant (proposttion 1-9
_ b) Si w est un ordinal limite, la réunion u,

de la famllie-(uw,}ﬂ,<w d'ensemb les transitifs est transi-

tive (proposition 1=9), _
c¢) Dans les deux cas, Uw est transitif. D'aprés
fe principe d'induction, !l en résulte que Uw est tran-
sttif pour tout w < v,
Si v ef v' sont deux ordlnaux, d'aprés la proposi-
_ ) | .
tion | 11 exlste des suites transflnies {Uw)wsy et (Uw)w<v'
vérifiant ta condition (1), v'< v, Comme ta
¢ 1
sulte transfinie {U_’wsv
la proposition | affirme que
U' = U

Alnsl nous avons assoclé

Supposohis
vérifie aqssl ta condition (1),

pour tout w <y

E ot & chagque ordinal v un
et un seul ensemble Uv; nous le noterons parfols UE pour
spécifler qu'il est construit en partant de E,
Vefinition. On d1t qu'un ensemble. A est E~fondé s'it exis

v tel que A € UE ; on appelle alors E-aang d

te un ordlnal
rL(AJ,

tn annembla O=fonddé

A, noté le plus petit ordinal w tel qua A ¢ UE .

cat dit ensemble classdique.
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Les ensembles E-fondés de E-rang | sont les partles
de E, Soit v un ordinal; puisque UE est saturé par
inclusion, toute partie d'un ensemble E-fondé est E-fondée,
UE est |'ensemble dgs ensgmbies E~fondés de E-rang plus |
petit que v, Comme vc u, (proposition [}, v appartient
3 Us*i'
rang plus petit que v+l,

de sorte que v est un ensemble E-fondé de E-

Remanque, Supposons que E ne soit pas transitif, Un é-
lément de E n'est pas nécessal rement E-fondé; de plus le
E-rang de I'ordinal v peut &tre strictement plus petit
que v+i; par exemple sl E admet 3 pour élément, le
E-rang de 4 est plus petit que 4.

PROPOSITION 2, Un ensemble A est E-fondé 884 fout 2Le-
ment de A est E-fondé ou apparntient & E; dans ce cas, fe E-
nang v de A admet un pridécesseur v' et Le e-rang d'un EL2-
ment de A n'appartenant pas & E est plus pedit que v'.

Preuve. 1° Si A est L-fondd, A EyuJ pour un cer-
+aln ordinal w et tout élément de A appartient & E ou est
gE-fonda, S1 tout élément de A appartlent & E ou est E-fon-
dé, on a A< Eul_, ot v est I'ordinal borne supérieure de

lretx) | x e A, x £ E}, atol A el | et A est E-fondé.

2° Supposons que A soit t£-fondé, de E-rang v.. Com=

me U, est vide, on a v £ Q, st v étalt un ordinal 1=
mite, d'aprds la proposition | Il existerait par définltion

un w < v tel que A e Uw, ce qui est impossible, Autre-
ment dit, v admet un prédécesseur v', et AC ELJUV,;

[l stensuit x ¢ UV, et
rl(x) < ri(ﬂ) =y si »x&r A ot x ¢ k.
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COROLLATRE 1. SLi A est un ensemble E-fonde, P{A] est
E-fondZ et r (P(A)) < ri(A)+i. S& B est La rdunion d'une
famille (Ai)ieJ d'ensembles E-fondes et 84 ¢ est 2 ondinad
bonne supbricune de {VllieJ' 0l v, est £ E-nang de A

| &4
abors B esl E-fonde et r {B) < 9+,

Preuve, 1° Soit v le E-rang do {'ensemble E-fondé
A; i'ensemble saturé par Inclusion Uv contenant P(A)},

on  trouve P(A) ¢ UV+I , d'ol rE(P(A)).j v+l,

2° D'aprés la propos!tion 2, v, admet un prédéces~
seur v; et lI'on a
AI :EUUVECEUUVECEUu. .

B ésulte B a Yol :
en résulte - ElJUV, d'oll B ¢ Us, et rp(B) < Q+t.

COROLLAIRE 7, S{ E est thansitif, La collection e
ayant powr objets Les ensembles E-fondis est une totfalitd.

Preuve, Tout &lément de E étant une partie de E,
c'est un ensemble E-fondé de E-rang |, Par suite, sl A
est E-fondé, it résulte de la proposition 2 que tout é1é-
ment x de A est E-fondé et rE(x) < rE(A). Dtapras le
corotlaire I, t'ensemble des partles d'un ensemble E-fon-
dé et la réunion d'une famille d'ensembles E-fondés sont

E-fondés. Ceci prouve que 9E est une totalité,

COROLLAIRE 3. Soit D' une totalité ayant powr objet
E. S{ L'ondinal v est une sous-collection de D', alonrs U,
en est aussi une, S4 fout ondinal csit un ohjet de V', La
collection DE ayant pour objets Les ensembles E~fondés
edt une sous-cotlection de D',

Preuve., Solont o un ordinatl ot

une colfection
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‘qui admet E pour objet, u -pour sous-collection et qui

vérifle les axiomes (A2), (A3}, {A4),(A5) (mals non néces-
salrement {(Al1)) du §t, alnsl que t° ax iome

(A'1) ST A est un obje+ de 7', clest une CO]IPCTIOH et
toute sous-coltection de A est un ohjet de D', '
En particulier, ces axiomes sont remplis si P' est une to-
talité. Solt V I'ensemble des ordinaux v < u  fels que U,
solt 3 la fois une sous-collection et un objet de D'. On a
0 eV, car UO = 0 est une sous-collection et (axiome (A2))
un objet de P', Sait v un ordinal tel que v < u et v < V.

a) Supposons que v ait un prédécesseur w, Comme
0 est un objet de D', 1'axiome (AR} entratne que | = {0}
est un objet de D', de méme que 2 = P(I) (axiome (A4)}.
En utitisant |'axiome (A5), on en déduit que E vl , qul
est la réunlon du couple (E,Uw) d'objets de T', est un
objet de D', A fortiorl UV = P(E UUw} est un objet et
une sous—collection de D', '

b) ST v est un ordinal limite, Uv = wngw ast
une sous-collection de D'; si de plus v < u, alors v
est un objet de D' alnsl que Uw pour tout w e v,.de
sorte que U, est un objet de D' (axlome (A5)}.

c) Dans les deux cas, UV est une sous-collec-
tion de D' et, sl v <y, alors v e V. D'aprés le prin-
clpe dtinduction, on trouve V = u, ot Uu est une sous-
collection de D' {(partie b). En particutlier st D' est

_une totalité ayant pour objets tous les ordinaux, chaque

U, est une sous-collection de D', clest~a-dire DE est

une sous—collection de D',

Remarques. '° SI E ntest pas transitif, DE nfest pas né-

v son E-rang., Si M est l'ensemble des éiéments de 'Uv
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cessalrement une totalité, un &lément de E pouvant ne pa
&tre E-fondé,

2°‘Supposons E transitif; relativement 3 la total}+
DE s+ onh peut construire les DE-ensemb!es E~fondés; comme

- 1! ensemble des parties d'un ensemble ot la réunion ¢'une

famille sont indépendants de la totalité 3 laquel le appar-
tiennent les ensembles considérés, on voit par induction
que les ensembles U obtenus & partir de D et de D
sont (dentlques; par suITe tous jes objets de D sont

des D —ensemb{es E-fondés. Cecl signifie gue D vérifie

'I'axiome de fondatlion, au sens sulvant:

Definition, On dit que la totallté D vérifie 2'axiome de

E~fondation si
(A IO}E Tout D-ensemble est E-fondé.
L'axiome de O-fondation est appelé axdiome de {ondation,

PROPOSITION 3, Soit F un ensemble., SL E est F-ﬁondé
{par exemple &4 E est une paridle de F} et 84 A est E-fonds,

A evédt F“‘ﬁondéa -

Preuve. Supposons que A ne soit pas F-fondé et SEIT
qui ne sont pas F-fondés, notons B un élément de M dont
le E~rang w soit le premier &lément de {rE(CJ | ¢ € M},
Soit x e B, Comme B est E-fondé, x appartlient & E ou
est E~fondé (proposition 2), 5§ x e £, Il appartient 2

F ou est F-fondé, £ é&tant F-fondé., S1 x- est E-fondé,
rE(x) < w d'aprés la proposition 2, de sorte que x n'ap-
partient pas & M, cl'est-d-~dire x est F-fondé, Alnsl [es

é1émonts do B appartiennent 5 T ou sont F-fondés, ce qui
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entratne que B est F-fondé. Cecl est contraire 3 la re-
tatton B g M, Donc A est F-fondé,

COROLLAIRE, Tout ensemble classique est E~fondd. SI &
est classique, tout ensemble E-4ondd est classique., S4 D
vénifie £'axiome de fondation, AL vériiie Z'axiome de E-
fondation,

PROPOSITION 4. Sodit A un ensemble non vide, S{ A est
E -fonds, L8 existe x ¢ A tel que xNA scdd contenn dans.
E. Si A est trnansdtif et 84 pourn foute panitie B non vide
de A AL existe un &Lément b de B ted que bN B s0il une
pvartie de E, alors A est E~fondd.

Preuve., i® Supposons que A soit F-fondé. L'ensembie
dges E~-rangs rE(yJ des éléments y de A admet un pre-
mler ¢lément v dans le Type ordinal de rE{A). Solt x
un élément-de A de E~rang v . Si x' ¢ xNA , on a, d'a-

prés la proposition 2, x' ¢ E ou bien r_{x') < v ; cette

. E
dernlére relation étant contraire a la définition de x ,

it s'ensuit que xNA est conftenu dans E .

2° Supposons A transitif et la condition de |'énon-

cé vérifliée, ST A n'est pas E~fondé, l'ensemble B for-

mé des &léments x de A tels que x ne soit pas E-fon-
dé et n'appartienne pas & £ n'est pas vide {proposition
2). Par hypofhése i1 existe alors un élément b de B tel
que bNB soit contenu dans £ . Soit x e b . Comme A
est transitif, b appartient 3 A, d'ol x e A ; il en
résulte que x € £ ou que x est E-fondé., Donc b est
E-fondé, ce qui est contraire & ta refatlon b e B . Ainsi

A wst E-fondd,
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COROLLAIRE, Un ensemble thansiifif A est E-fond? 544,
pour Toule partie non vide B de A, il existe un &Lément b
de B Lel que b N B sodd contenu dans E.

En effet, toute partie de A est E-fondée.

ngothéée. Dans la fin de ce §, nous supposons que D véri-

fio I1'axiome de 1'Infini,

Déginition, On appelle e-chaine une suite ou sulte finie

z = (xn) telle que x

n<y
un ensemble, on dit que ¢ est {8sue de A sl

e X sl n+t <v , 51 A es
n+i n :

Xy E A, que
r renconfre A s'il existe un entier n < v tel que xns!

"Soii L= (xn)n<v une e-chalne; eile est finte si v

est un entler, infinie si v = N , On dit qulune e~chatne

_;' = Y et profonge ¢ sl ¢ est contenu dans z' , clest~

a-dire s] v < v' et si X, =y, pour tout n < v, 11
exlste une e=chaine ¢' # ¢ prolongeant ¢ ssl v est un

entier et si xv-i £ 0,

ﬁééiﬂiiion. SI A est un ensemble, on appelle cfdture tra
sifdive de A un ensemble transitlf A' contenant A et

contenu dans tout ensemble transitif contenant A ,

PROPOSITION 5. Soit A un endemble, 1L admet une clo-
fune transitive A' ef L'onm a x e A' 884 AL exdste une e-
chaine finie (x ) cye Assue de A teble que x = x. SLE
est  frnansitif, A cst E-fond? 484 A' est E-fondZ.

Preuve. On définlt par récurrence une suite {An)neM

oh posant:
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Ag = A et A x &kAn pour tout n & N,

n+|
Solt A' la réunion de cette suite,

I°,An est une partie de A' pour tout n., SI x!
est un.élémenf de A', 1l existe un entler n tel que
x! ¢ A, comme tout &lément de x' appartient 3 A .c A

. ) _ n+ |
on voit que A' ast transitif. Solt (X} ey Une e-chalne

_ <y
fssue de A; on montre par récurrence que X, € A'  pour

tout n < v, car les retations

n £ A et

entratnent x ne] & Xa < AL+ Par allleurs, (x.)

ntl < vy

n n+| 070« esT une
e~chatne, pour 19u+ &1ément X5 de A = AO; supposons que,

pour tout x ¢ Ay 1l existe une e-chatne (x,),  vérifi-
ant x, e A et x =x;sl ye Apeie 11 existeun x e Ay
~tel que y e x, et par sulte It exlsfe une e-chatne
{x’)ﬁfn" » Ol Xy & A, X=X et - xn*l =y,

Par récurrence cecl prouve que les &léments de A' sont
les &léments appartenant au but d'une c~chatne finle is-
sue de A, ' | '

2° Soit T un ensemble fransitif contenant A = Age
SI' T contlient A, et sl ye An - Il exlste un &iément
x de AT +ei que- y e x; 1] stensult vy e T, pulsque
T est fransif!f d'ou Ane|© Te Par récurrence, on en dé-
dult que T contient ?ous ies A et, a fortlori, A'

3° Supposons E Translflf, Comme A est une partie
de A', sl A' est E-fondé, A {'est aussi. Inversement

supposons que A = AO soit E~-fondé, ST An est E-fondé,

An+l
X E An tel que y € x . Comme An

|'est aussi; en effet, sl y g A , i1 exlste un

n+ |
est E-fondd, x ost

F~fondé ou appartient & €, NDans le premier cas, y « b

' i o
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ou est E-fondé (propesition 2); dans ls second, vy ¢ £ ,
car - E est transitif, On en déduit par récurrence que les

éléments de A
A', sont E- fondes ou apparflennenf 3 E. Ains] A' est E- .

pour tout entler n, et par suite ceux de

.fondé

—r

COROLLAIRE, Les conditions sudvantes sont Zquivalentes:
1°D ué&iﬁie-f’axiome de E-fondation;
2° Pour tout emsemble F # B L& existe un Eliment de

F dont £'intersection avee F s0it contenue dans E,

Preuve, D'aprés la proposition 4, la condltlon 't en-

traine 2, inversement supposons la condition 2 véritlée et

soit A un ensemble, || admet une cl&ture transitive A!
et, pour toute partie B # 8 de A', il exlste un b £ B
tel que b1 B soif contenu dans E . |l s'ensult (propo-

sitlon 4) que A' est E-fondé, A fortlori A est E-fondé,

Remangue. U'aprés'le corol lalre précédent, D vérifie f'axlo-
me de fondatlon s&l, pour tout ensemble F # @, 11 existe un
x ¢ F tel qus xNF = @, Clest généralement sous cette

forme qu'est énoncé I'axiome de fondation.

PROPOSITION 6. Soit A un ensemble E-fondé. Toute e-
chaine finie issue de A et ne rencontrant pas E se prolon-
ge en une g-chaine finie reneantrant Eu {0},

Preuve, Solt A' la cl8ture transitive de A, Consl-
dérons l'ensemble A" des x € A' “tels qu'il existe une
e-chatne finle (X)), issue de A, ne rencontrant pas
E et telle que X, = %X . Comme A est E-fondé, X5 est k-

fondé, car

X, d | (proposition 7)., Do mdma si X ost f-




K
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fondé et 1t 2 v, alors x {'est aussl; on en déduit

par récurrence que Xy = x1+;sf E-fondé, Par sulte tout
glément de A" est E~fondé, de sorte que A" east E~fon-
dé. Soit B i'ensemble des y e A" tels qu'll n'existe
pas de e-chalme finie issue de {y} rencontrant E u{O};

en particulier BRE = @ ,

I® Montrons que £ est vide, En effet, supposons

qu'll ne le solt pas. La proposition 4 affirme qu'il exis
te un élément b de B +tel que bNDB solt contenu dans
£, clest-3-dire bNB =@ . Si yeb,ona y¢B, et
i1 exlste une e-chalne finie (y.),  , rencontrant Eu{0}
et telle que Yo = ¥ .« Mais alors (ZI)I<V‘¥I , ofl

2y ® b et zy,| =Y, Ppour tout 1 < v,
est une e~chaine finie rencontrant Eu{0}; d'oll b e 3 .
Ceci é&tant impossible, B = # ,

29 Soit ¢ = (Xi)l<§+l une e-chalfne finie Issue de A
ne rencontrant pas E . Sl x FO,ona x, eA" ef,
dtaprés la partie |, il existe une e-chathe flnie rencon-
trant EU {0} de la forme (xv,yl,...,yv,}. [t en résulte
que (XO""’Xv’yI"‘°'yv'} est une e-chaine finfe prolon-

geant ¢ et rencontrant Eu {0},

PROPOSITION 7. Soif A un ensembfe. Pour que A sodt E-
fonde, AL jaut (nesp. LL suffit, 84 0 virifie L'axiome du
chodix) que toute eschaine Lssue de A el ne iencontrant pas
E 404X f4inie.

Preuve. 1° Supposons que A solt E-fondéd et soif 7 =

(x.). une e-chalne issue de A et ne renconfrant pas [,
R AT
soit B e hut deorp T exicte, dYonrts o opropociilon 4,

a o
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un n < v tel que Xx MBS E .St vénel, ona

»

X Ex NBc £
ne+ | n
ce qul est impossible, T ne rencontrant pas E . Done v =

n+l , clest-a-dire z est finie,

2° Montrons que, si la condfTIon est vériflée et si P
véritie Itaxiome du choix, A est E-fondé. En effet, sup-
posons qu'll ne le soit pas et solt A' |a cldture transi-
tive de A, Soit M ['ensemble des &léments de AT qui ne

sont pas E-fondés et n'appartiennent pas 4 E. D'aprés la

prbposi?ion 2, J = MDA n'est pas vide (sinen A serait E-

- fondé); do plus fout é&tdment y de M est une partie de

Al et .My = MNy n'est pas vide. En vertu de |'axiome du
chqix, it existe une famitle (Zy}ySM telle que z ¢ My
pour tout y ¢ M, Si x e MOA , on construit par récurren-
ce une e-chafne infinie {xn)nEN en posant Xy = % et, pour
tout entler n , Xoot = an' Cecl &tant contraire & |'hypo-
thése, A est E-fondé, )

COROLLAIRE 1, Soit A un ensemble E-fonds tel que A ne
s04t pas Elément de E, On a A § A . S B est un ensemble
n'appartenant pas 2 €, alons A e B entralne B § A .

Preuve, 1° St A e A, Il existe uné e-chalne infinie
(xn}new Issue de A ne rencontrant pas £ , & savoir x =
A pour fouf entier n.. Comme A est L-fondé, ceci est

impossible d'aprés |la proposition; d'od A ¢ A .

2° Supposons A e B ¢LC .Sl B¢ A, on constrult par
récurrence une e-chaine infinise {yn)nCN ne rencontrant pas

L en posant Yoo * 3 et Yone! = A pour tout entier n,

Cecl Gtant Impecaible vu la proposition, g A,
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COROLIATRE 2, Si D vinifie £'axiome du choix, Les
conditions sulvantes sont Gquivalentes:
1° 0 virnifdie £'axiome de E-fondation;
2° Toute e-chalne ne nemcontrant pas E esl finie,

En particulier, si D vérifie |'axiome du choix, il vé-

| rifie |'axiome de fondation.ssi toute e—chalne est finie.

23. Consbruction d'uniuené

Nous" reprenons les notations du début du § précé-
dent (mais nous ne SUppPOSONS pas, pour !'insTanT, que D
vérifie I'axiome de 1'Infinl), En particuller, sl v es?
un ordinal, U est ITensembie des ensembles E-fondés de E-

rang plus petit que v (construit dans la proposition |-22}.

PROPOSITION 1. Soit u un oadinal. V- est contenu dans

tout préunivens U' contenant u ot tel que € ¢ UY, SL D vié-
nifde L'axdome du choix et 44 u est un ordinal inaccessible
de puissance strnictement suptrieure & E, alons UE est un
padunivens dont u est & La fois Le carndinal et £'ordinal
correspondant, E ¢ _UE et foute partie de UE de pulssance
stnictement {nférdeune a Ui'_appantianz a uﬁ .

- Preuve, La premiére affirmation résulte du corollalre
3 de la proposition 2-22 (preuve), car un préunivers U!
vérifle les axiomes (A2) & (A5) et l'axiome (A'l) in-~
trodult dans ia démonstration de ce coroilaire. Supposdns
que D vérifie l'axiogme du choix; soient 4 le cardinal de

E et u un cardinal inaccessible vérlfiant & < u . Pour

tout v < u , nous notors u, le cardinal de Uv = UE at

L____ o N - S S

| nion de (U
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W, tfordinal correspondant § ['ensemble saturéd par inclu-

sion UV . En particul ier "O = O_= WD'

I® Montrons que u, =.u awu . En effet, soit V I'en-

sembie des ordlinaux v' < u tels que WS U, < u pour

w
tout w < v! . Soit v <u tel que v soit contenu dens V.

a) Supposons que v ait un prédécesseur w . Lo

cardinal u' de Eub est plus petit que le cardinal
u"  somme de (0, u, ). II en résulte u, = Z'U' < Z'U“ < U,

car, u étant inaccesslble, les refations O < u et u < u

.uﬂ

entratnent u" < u, dfol 2 < u, Comme fout &lément de

Uv est une paf?!e de’ EiJUw, son cardinal est plus petit
que u'; par sulte w est plus pefif'que le cardinal sui-

vant de u' et, a forfiori que 2" V.cecf prouve que

wv_: u, € u. Done veV car, u étant limite, v # u ,
- b} 51 v est un ordinal timite, Uv est la réu-

) i1 stensuit

" w<v'

wk <wev-.q_<.uv' o
Pulsque wu, gsf.plus petit qus le cardinal 0' somme de
(quw<V » c¢'est-d-dire (proposition 8-19) qus le plus grand
U

des deux cardinaux . u et v , on trouve u < u, Alnsi
WEV W Vo

wv.i u, X U . St de plus v < u, alors * §' < u étant don-

né que u est régulier (proposition 3-21) et que - u, < U

pour tout w < v ; a fortiori U, <u, et veV,

I
=
-

c) D'eprés le principe d'induction, V =
s'ensuit (début de la partie b) que Nu <y <u, Par
allleurs u étant contenu dans UU {(propos(tion 1), on a

u<W , En définitive v =¥ =u |,
-y u u

2° Montrons que U, est un préunivers, [n effet, u

atant un ordinal timita, A ¢ U sol do f-rang v da A
u
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virifle v < u ; dans ce cas P(A)  est contenu dang Uu

21, son bE-rang étant plus petit que v+l (corolialre t,

proposi{tion 2-22), 11 appartient a Uu . Solent n  une

famllle (Ai}in

v, fe L~rang de AI .

re e xv J el ? la réunion B de n appartient & U

d'éléments de U, »ob Jeu , ef

Si, v est l'tordinal borne supériou-
v+ |
(corollaire I, proposition 2-22). Or J ayant un E-rang

w <u, le cardinal u' de J est plus petit que W,
lequei vérifie ww < u {partie 1); u é&tant Inaccessibie,
on trouve v < u (proposition 4-21); a fortiori v+t < u,

d'olt D e Uu . Donc U, est un préunivers.

3° Soit M une partie de U,

ment inférieure & Uu ; son cardinat u' appartient & wu;

de puissance stricte-
par suite M est équipotent & un élément de U et, en

u
vertfu de la proposition i-15, il appartient 3 Uu .

COROLLAIRE 1, Suppodons gue D vindigdie L'axiome du
chodx; un orndinal u non dénombrable esf inaccessible 584
AL existe un undverns dont L'orndinal connespondant est u.

En effet, ta condltion est suffisante d'aprés la pro-
i position 8-2], ST u est Inaccessibte, il est 1'ordinal

correspondant & t'univers Uﬁ , d'aprés la proposition,

CORCLLAIRE 2. Supposonsd que 0 vindifle £'axdlome du
choix et soit § Le cardinal de E, 1£ existe un un&veaé en-
gendné par E 884 LL exdste un ondinal inaccessible 57 le-
temend plus grand que GUN. Tans ce cas L'undverns ey .adns
pai E est IJE , 00y esl Le plus petit ondinal inaccessik =
ted que u > Gul ; 44 E est transitdif, UE est awssd £'uni-
vens Lrans il engendnd par €,
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Preuve. S'11 existe un univers auquel appartient E,
I'ordinal correspondant est Tnaccessible et strictement
plus grand que G uN ', [nversement, supposons qutil exls—
te un ordinat inaccessible strictement plus grand que
GuN ; notons u le plus petit ordlna! inaccessible qui

£ est

a cette proprie+e . La proposition affirme que U,
un univers auquel appartfent € et qul admet u pour or-
dinal correspondant et pour cardinal, Scit U' I'unlvers
‘engendré par E (il existe, d'aprés la proposition 6-(5);
ITordinal u' correspondant & U' &tant Inaccessible et
strictement plus grand que GuN , ona u <u', f.e. u
est contenu dans U', car u'- est contenu dans U' (pro-
position 8-21), Mais alors la proposition montre que U
contlent Uﬁ . |t en résufte U' = UE . St de plus E est
transitlf, UE
que U' est a fortiori t'univers transitif engendré par E,

t'est auss! (proposition 1-22), de sorte

COROLLAIRE 3, Supposons que D vindifie L£'axiome du
choix, S'il exdiste un univens, Le plus petit univers est
thans iAlf, L8 virnifie L'axiome de fondation et son carndi-
nal est L'ondinal inaccessible u d'ondne 1. D virnifie
L'axiome des univens 884, pour fout candinal G, € existe

“un ordinal inaccessible strictement plus grand que 8,

a*

En effet, le plus petit univers est ['univers Ug en=
gendré par 0; comme O est transitif, U~ est transitif,
u est son cardinal et t'ordinal correspondant (corollaire

2), La deuxidme affirmation résulte du corollaire i,

Remarque. Si € est flni, ta propesition | montre que UE
5

est lo minlunivers engendrd par [, déjd constrult au §)

F U
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en utilisant un raisonnement par simple recurrence, En par-
ticuller UE est le minfunivers classique_(@ 15,
HypothZse. Dans £a §in de ce §, nous supposons que U veé-
nigie B'axiome de L'infini et L'axiome du chodix (i.e. est
un bon modéle de la Théorle des ensembles). Nous déslgnons

par E' la cl8ture tronsitive de g, par & son cardinal,

PROPOSPITION 2. 1L exdste un widverns transitif auquel
appartient E 884 La ckiture thansitive E' de E appartient
2 un wiiverns; dans ce cas L'univers transitif engendr€ par
E est identique & L'univers engendnl par E'.

Preuve. 1° Supposons qu'il existe un univers transitif

U auquel appartient E. Par construction E' est 1a réu-
nion de £ = (En)nsN , ot

EO =E . et En+l =

or E; e.U. Comme’ Q est transitif, si En e U, cest une

partie de U équipotente & un &1ément de U, de sorte que

. sa réunion En+| appartient & t'univers U (proposifion [~

yE_ pour tout n e N,
e n

i5). Par récurrence, on en déduif que £ est une famille
. 4'é18ments de U; sa réunfon E' appartient & U, car N

appartient 2 U, d'aprés la proposition 5 -15,

2° Supposons qu'il existe un unlvers U' auquel appar-
+ient E'; i'ordinal W correspondan? a ut esf un ordi-
nal Inaccessible contenu dans U' (proposition 8-21), Puls-
que N et E' appartiennent 3 U', leurs cardinaux N

et @ respectivement appartiennent & W. Par suite il exls~

+e un premier ordinal inaccessible u tel que dUN < u < W,

' -
Consldérons |'ensemble UE formé¢ des ensemblaes L'-fondés '

do tV=rang plus patit que u, Dtoprés Ja propositlon 1), lJ“
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est I'univers, et 1'univers transitlf, engendrés par E'-,

A fortiorl, ctest un univers transitif auquel appartlent E

De plus il existe (proposition 6-15) un univers fransitif
!
U engendré par E ; 11 est contenu dans UE et (partie 1)
T . .
E' vy appartient; il s'ensuit UE clU . Dol U e Uit.

CCORCLLAIRE 1 TE exdate un undvens transilif Uengen-
dhl pua o a8L AL ex{ste un ondinal inaccessible digfdrent
de N #doicicuent plus grand que Le candinal G de E'; dans

e cad et s4 u est Le premien ondinal inaccessible tel que
Bun <u, onay = et u est £'ondinal comnespondant a U
et Le candinal de U . '

En effet, ceci résulte du corollaire. 2 de la proposi=-
tion |, U é&tant I'univers engendré par E!

COROLLAIRE 2, D virifde £'axiome des univers s4i U
vBrigie L'axiome des univers transitifs.

En effet, la conditlon est évidemment sufflisante. SI
elle est vérifiée ot 51 A est un ensemble, sa clbture
transitive. A' appartient 3 un univers et, d'aprds la pro-

position, A engendre un unlvers transitif.

Remanque, Si E appartient & un univers sans que D vérl-
tie I'axiome des univers, Il psut ne pas exister d'univers
trensi+if auquel appar*Iénne E,

2, ' | ' :
Hypothdse. DE' désigne la coliection ayant pour objets les
ensembles E'-fondés (E' étant encore ia cldture ftransitive
de E). Si D' est une totalité, ses objets sont appelés D'-
ensombles ot les ordinaux d&finis A partir de D' sont dits

D'-ordinaux {(bien que, 51 D' unt un onsemble, cotte torml-
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notlogie ne seit pas conforme & celle du § 18, ol D'-ordi-
nal auralt désigné une classe d'équivalence d'ensembtles
bien ordonnés). Ensemble et ordinal signifient toujours

P-gnsemble et D-ordinal,

PROPOSITION 3. Soil D' une Lotalité, S'.4L existe un
ordinal qui n’est pas objet de D', La collection ayant poun
obfets Les Diondinaux est un orndinal inaccessible. SL 7
virifde £'axiome de £'infini ot &4 E est un U'-ensemble, E'
est aussd un D'-ensemble.

Pneuvé. Si v est un ordlinal et un D'~ensemble, c'est

un D'-ordinal, car la déflnition d'un ordinal ne fait in-
tervenir que des notlons Indépendantes de la totalité, De

méme un D'-ordinal qul est un ensemble est un ordinal,

1? Supposons qu'li exIste un ordinal qui ne solt pas

~un D'-ensemble; 11 existe alors un premier ordinal u qui

n'est pas un D'-ensemble. S| u admet un prédécesseur v,

v étant un D'-ensembie, {v} est un D'-ensemble, alnsi que

la réunion u du couple (v,{v}), Ceci é&tant impossible

par définition de wu, il s'ensuit que u est un ordinal

timite et, a fortiori, u est la réunion de wu, Montrons
que u est ia collection des D'-ordinsux. En effet, tout

&lément de u est un D'-ordlnal. Supposons qu'll existe

un D'-crdinal qul n'appartient pas & u; il en exliste alors
u'. On volt comme plus haut que u' est un

est ldentique a la col-

un plus petit
P'-ordinal

lection des P'-ordinaux v!

limite, de sorte que u'
v! < u , c'est-3-dire
u = u', ce qui est impossible, u n'étant
ost la collection des D'~

tels que

a u, It slensult
pas un D'-ensemble. Par suite u

i “‘3‘;"%.;T '.‘__o'__ .-
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ordinaux, Montrens que u est un ordinal

tnaccessibie,
[imite. Soit v
borne supérieure d*une suite transfinie £ = (Vl}i<

a) u est un ordinal

{tordinal
d'é-

{éments de u

felle que w < u, Comme v est la réunion

de & et que les vi et w sont des D'-ensembles, £ adwet

v pour réunion dans la “totalité

D', It s'ensuit que v

est un D'-ordinal, d'oll v < u, D'aprés la proposition 4-

21, cecl prouve que u
b) Soit !

cardinal de

ast un ordinal régulier,
un &éiément de u; notons u' e
P(v') (qui existe, T vérifiant t'axiome du
{(P(v!),«)
au type ordinal de u', Puisque v' est un D'—ensembie,

P{v') en est auss! un (axiome (A4)), et il exlste un D'-

ordinal !

choix) et un ensemble bien ordénné isomorphe

isomorphe au D'-ensemble blen ordonné (P{v'),«

Comme Q' est un élément de u, c'est I'unique ordinal

isomorphe & (P(v'),=), clest~a-dire u' = O' < u, Par con-

séquent u est un ordinal inaccessible.

2° Supposons que D' vérifie |'axiome de 1'infini.

a) Si tout ordinal est un D'-ensemble, N en par-
Ticulier est un D'-ordinal. Dans le cas contraire, la col-
fection des D'-ordinaux est un ordinal inaccessible u,
d'aprés la partie |, Puisqu'il existe un D'-ordinaf infini,
N appartient & u. Ainsi N est dans les deux cas un D'~
ensemb le, '

b} E' est la réunion de (En)n.EN s Ofl

E. =E et E

0 pour tout entier n,

neb ékEn
Supposons que E = EO solt un D'-ensemble, Par récurrence
on voit que {[n)neN est une famille de D'~ensembles, car,

sl L ost un D'-onsembla, sa riunion ¢ on ast aussi

n+ |
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un (axiome (A5)), Comme elle est indexde par |e D'-ensemble -

N, sa réunion E' est un D'-ensemble.

COROLLAIRE 1, Soit D' un moddle de La théonie des
endembles agant E pour objef. Dgy est une sous-collection
de D', ou bien &L exisle un ondinal inaccessible stnic- 1

temendt plus grand que O uUN,

Preuve, D'aprés la proposition, E' est un D'-ensem-

- ble, Si tout-ordinal est un D'-ensemble, le corollaire 3
de la proposition 2-22 dif que DE' est une sous-col lection
de D', Dans

objets les 0'-ordinaux est un ordinal inaccessible u en

le cas contraire, la coliection ayant pour

vertu de la proposition, et fa preuve précédente montre que‘
(E',=) est un ensemble bien ordonné
0, 1l admet un D'-ordinal v,

- N appartient & u. Si
Isdmorphe au type ordinal de
v é&tant un élément de u, on obtient 0 = v < u, et par

suite TuN < u,

COROLLAIRE 2, Désdgnons pan D : L'univers transitif
engendné par £ A'4L existe, La collection Dey 8" AL n'exis-
te pas d'ondinal inaccessible sinictement plus grand que
GUN . Alons D est Lé plus petit modife de La théonie des
ensembles dont £ s0it un objet {i.e. 0 est une sous-col- g
Lection de D', 54 D' est un modile de La théonie des en-

sembles dont E esf un objet). ' .

Preuve, O est un modéle de la théorie des ensembles
dont E est un objet, car Dy
de méme que }'univers transi+1f engendré
Sott

ast un

en est un (corollaire 2,
proposition 2-22),
par E -s'i| existe (corollalre 2, proposition 1-15),

P! un modéle de la théorle dos ensembles dont E

. u', donc de D',
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objet, S1 fout ordinal est un D'-ensemble, alors DE' et, a
fortior! [, est une sous-coltectlon de D' {(coroilalre i),
Dans le cas contraire, la coliection des D'-ordinaux est

un ordinal inaccessible u' tel que GUN < u' , Par sul-

te Il exIste un premier ordinal inaccessible u +el que
BuN < u , et E engendre un univers transitif O
EY

corollalre | de la proposition 2, D = Uu

;-vu le
et ['ordinal cor-
ast une sous-collection de

respondant est u . Comme u

le corolluire 2 de la proposition 2-22 en-

-

tratne que D e:t une sous-coilection de O'.
Déginition., On appelle ondinal hypa&inacceééibﬁe un ordinal

inaccessible u # 0 tel que u solt la borne supérieure
de I'ensemble des ordinaux inaccessibles sfrlcTemenTS plus
pefl+s que u. Un univers (resp, univers transltif) dont
I'ordinal correspondant est hyperlnaccessible est appelé

hyperunivers (resp. hyperunivers transitif).

PROPOSITION 4. Soit W un ondinal hyperinaccessible;
son ondre est W . SL 0 < W , i existe un hygperunivers than
848§ dont L'ondinal comrespondant est W et auquel appar-
Zient E. Tout hyperunivers transitif est un modele achevé
de £a théondie des ensembles,

Soit v

I € v, notens W. 1'ordinal inaccessible d'ordre |

Preuve, I° tHlordre de W; ona v < W, Pour
tout P
(11 existe, par définition de i'ordre); &tant donnd que W
< W, si

., appartient &

est Inaccessibie et que W, v < W l'ordinal u

borne supérieure e W) W, Cecl est Im-

possible, car u = W, Par sulte v = W . On en déduit que

doe ['erdinal

N <W, Nordre

inaccensIhle 13 Sant (O,
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2° Supposons {0 < W ; d'aprés ce qui précéde, on a
GulN < W, Solt U I'ensemble UE' des ensemb!es E'~fondés
de E'=rang plus petit que W ; la proposition | dit que U
est un univers ftransitif auquel appartient E! (et a for-
tiorl E) et que W est IYordinal correspondant. Donc U

est un hyperunivers transitif.

3% Soit U un hyperunivers trapsitif d'ordinal corres-
pondant W, C'est un modéle de la Théorie des ensembles et,
D vérifiant 1'axiome du choix, U le vérifie également, Sup~
posons A e U. Le cardinal u' de A appartient a W et,
W étant hyperinaccessible, 1| existe un ordinal inaccessi-
ble W' tel que u' < ¥W' < W, Soient Uﬁ, et UG les en-
sembles des ensembles de A-rang plus petit que W' et W
respectivement, Ce sont des unlvers d'ordinaux correspon-
dants W' et W , auxquels appartient A, Comme U con=-

tient W, Tl contient UA (proposition i). De plus UG,.

W
appartient 2 Ua d'aprés la proposition 1-22, 11 s'ensuit
que U,y est un univers qui est un U-ensemble, i.e. clest
un univers relativement au moddle U de la théorie des

ensembles. Alnsi U vérifie |'axiome des unlvers.

COROLLAIRE 1. Un ondinal est hyperinaacessible 484
c'est L'ondinal conrespondant & un hyperunivers (nesp. &
un hyperunivers thansitif}.

COROLLAIRE 2, Supposons qu'il exdiste des ordinaux hy-
perinaccessibles stueiement plus grands que ‘U el s0it Y
Le premien d'entre eux, 1L existe ¢ hyperuniverns transi-
28 auquel appartient £ el qui est contenu dans tout hy-

. - . . f
perunivens augued. apparntdient €, & savodn UE .
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Preuve, U est un hypsrunivers transitif, dont W est

Itordinal correspondant, Solt U' un hyperunivers transi-

tif auquel appartient E ; I'ordinal W' correspondant &

- U' est hyperinaccessible et @ appartlent & W', car, U

étant transitit, E' y appartient. !l s'ensuit W < W' ,
de sorte que, W étant contenu dans ¥', il est contenu
dans U' . Donc (proposition 1) U' contient U .

Deginition, L'hyperunivers U du corollaire précédent est
appelé hyperunivers transitif engendré par E,

PROPOSITION 5. Seit D' un modile achevé de La Thiond
des endembles ayant E pourn objet et tel qu'il existe un
ordinal qui n'est pas un D'-ensemble, Alons La coflection
des D'-ondinauk esit un ordinal hyperinaccessible, u > @,

Preuve. Nous savons (proposi+ion 3).que u est un or-

dinal Inaccessible. Soit v 1'ordinal borne supériecure de

I'ensemble des ordinaux inasccessibles appartenant 3 u, On

8 v <u-et Il-nous faut montrer que v = u. Or supposons
v < u, clest-d-dire v est un D'-ordinal. Comme D' véri-
tle I'axlome des univers, 1l vérifle I'axiome des unlvers
transitifs (corollalre 2, proposition 2), de sorte qu'll
existe un D'-univers transitif U' dont v est é!émenf;
Puisque U' est un moddle de ia théorie des ensembles don
v est un objet et qu'il exlste des D'-ordinaux (et a for-
tlort des ordinaux) qui ne sont pas des U--ensempies, la
collection des U'~ordinaux est un ordlnal inaccessible W

tel que v < W < u, Cecl est Impossible, par définitlon de

v. Par suite v = y,
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COROLLAIRE, Supposons que D vErnifie £'axiome des uni-
verns et désignons pax B @ L' hyperunivens transitif engendr
par € 8'4L existe, D, autrement. Alons D est Le plus petit
modefe acheve de fa th¥onie des ensembles dont £ esi objet,

Preuve, St A est un ensemble E'~fondé, de E'-rang
v, 1l existe un ordinal inaccessible u tel que v < u,
et A appartient & {'univers UE' des ensembles E'-fondés
de E'-rang plus petit que u. Comme UE' est E'-fondé,
c'est aussi un univers relativement au modele 9 de la

+héorie des ensembles Alnsi D est un modéle achevé-

t
1l en est de méme pour |!? hyperuﬁivers transiTif engendré
par E, s'll exlste (proposition 4}. Soit D' un modéle ache-
vé de la Théorie des ensembles dont E ‘est obJet. Une démons-
tration enticrement analogue 5 celle du coroliaife 2 de la
proposition 3 (en utllisant les coroilaires de la proposi=

tion 4) prouve que D esf une sous-coliec#ion de D,

24, Remargues eX compléments.

1° Si D est un moddle de la Théorie des ensem-

btes, il existe:

a) une fotalité (le mintunivers classique) qui vérifie .
{'axTome de fondation, {%axiome du choix et non |'axiome
de I'infini; o

b) un modéle (t'unlvers engendré par O s'il existe,

D sinon) qui vérifie t'axiome de fondation, non |‘'axiome

des univers,
ST D est un modéle achevé, 1I existe un modéle ache~

vé (la collectlon ayant pour objets les ensembles classiques)

qui vérifie J'axiome de fondation.

I'l on résutte que les axiomos do ('inflnl, da fondatlon

" o
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et des univers sont quependanfs entre sux, et independanfs
des axiomes (Al) & (A5), On peuf également construire:

a) un'modéle ne vérifiant pas |'axiome du cholx;

b) un modéle vérifiant !'axiome de fondation, |'axlo-
me du cholx et I'hypothdse du continu; _

¢) un modéle ne vérifiant pas I'hypofhéSe du continu
nl |'axiome du cholx; .

d) un modéle ne vérifiant pas I'axlome de fondation
et, plus précisément, dont certains ensembles sont des in-
dividus (1.e, sont teis que A = {A}).

Pour ces qﬁesflons, nous renvoyons & la bibliographle,
en particulier & |5] , ol t'on trouve également une discus-
sion apprcfondie concernant ('hypothdse du continu généra-
lisé,

2° Considérons un modéle T de ta Théorie des en-
sembles.vériflant 1'axiome de fondation, Téus les ensembles
étant classiques, ils sont donc constrults & partir de |'en-
sembie vide & |'aide des opérations de passage aux parties
et de réunion (proposition i-22), On peut développer toutes
les Mathématiques classiques (Théorie des nombres, Anaslyse

réslle ou complexe,...) dans un tel moddle, puisque les en-

“gembles des entiers, des rationnels, des réels, des comp!lixe

appartiennent a tout univers. Un des aspects de la révolutic
cantorienne a consisté a donner droit de clté en Mathémat|-
ques aux ensembles queltconques, abstracticn falte de. leur

construction,

3° Soient D un bon modéle de la Théorie des «ise.

bles et U un préunlvers,
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Défindtion, On appetle U-atome un ensemble n'appartenant

pas & U mais appartenant 3 i'un des &léments de U

bl exIste des U-atomes ssi U n'est pas transitif,
Un univers U ayant un U-atome esT une collection vérifi-
ant les axiomes (A2) 3 (A6) et 1'axiome (A'1) de la preuve

du corotlaire 3 de la proposition 2-22, mals non 1'axiome

(Al). Clest pourtant des colilections de ce genre qhi infer-

viennent natureliement lorsqu'on veut axiomatiser une théo=
rie mathématique particulldre. Par exemple dans la Géomé-
trie euclidienne, on part des po[hTs et des droifes; sans
parter des "&1éments™ d'un point. Pour considérer de telles
notlons primitives, deux méthodes ont &6 propdsées: _

a) Certalns au+eqrs ont introdui+ des "Théories ato-
mistes" d'ensembles, reposant sur la donnée non plus d'une
collection d'ensemblies, mais de deux collections: une A
dfatomes, une V d'ensembles. L'axlome (Al) est alors mo-
difié de sorte que seuls les ensemb s alent des é&léments
(qui peuvent &ftre des ensembles ou des atomes), Pour |Yétu~
de d'une telle théorle, voir par exemple [17].

b) Mals, comme I'a montré Quine [I6], on peut
aussi se placer dans le cédre de la Théorie des ensembles
.(comme eltle est expoéée ici, sans axlome de fondatlon), en
considérant un élément primitif comme un individu, c'est-a-
dire en admettant qu'un &ldment primitif est son seul é1é-
ment (et les éléments brimi*lfs sont alnsi caracférlsés).

Blen que les deux méthodes répondent aux mémes préoc-
cupations, elles ne se raménengt pas |'une a |'autre. Par-
t+ant d'un modéle (A,V) de la théorle atomlste, on peut

blen lul assocloer un moddle 0 de |la théorie des ensembles
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avec individus, Mais cela condult 3 de nombreuses identif}-
cations entre objets de Vv ; en particuller pour un stome
X , les ensembles {x} et {{x}} , qui sont des objets dis

tincts de V , doivent 8tre ldentifiés avec x dans D,

Nous allons construire, & partir d'un bon moddle D de

la Théorie des. ensembles, un modéle atomiste.

PROPOSITION, Sodent E un ensemble non Dransiiif et u
un ordinal inaccessilife stnictement pLus grand que Le can~
dinal de £. Si U et Le priunivers US des ensembles C-
fondes de E-nang plus petit que u, £'ensemble A des U-ato-

mes eAl une partie de £ ef £'on a U = Ui .

Prewve. 1° Soit x e A ; 11 existe un F e U auquel
appartienne x . D'aprés la proposition 2-22, x ¢ E ou x
est £-fondé. Dans ce dernier cas, on a rE{xJ < rE(F} < u,
d'lol x g U, ce qui est contraire & la définition de A .
bDonc A est contenu dens E, )| stensuilt que tout ensam-
ble A~fondé est E-fondd (proposition 3-22). Comme u est
Ifordinat correspondant § U = UE et 3 Ui en vertu de
la proposition [~23, on en déduit que Ui 8st contenu

dans u, car A appartient 3 U et U contlent- u.

A
2° Solt M = WU, . Supposons M non vide; Il exlste

alors un éiément F de M dont le E-rang est le premier

élément de {r_(B) | BeMh. Si yeF,ona yekE ou y

est E~-fondé; par suite y appartient 4 A ou blen est

E-fondé; dans ce dernler cas il est auss] A-fondé, car
rE(y) < rE(F) « th en résulte que F est A-fondé, ce qui

est Impossible. Ains] U = Uﬁ .

CONOMLAIRE, Sodent u un endingg {naccessible v A un
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ensemble d’ordinaux plus grands que u tel que Le candinal
de A s0it stnictement plus petit que u, SE U esit Le pridu-
nivers U\, alors A est 2'ensemble des u-atomes.

En effet, {'ensemble A' des U-atomes est centenu
dans A d'apraés la proposition., Comme |'ordinal correspon-
dant & U est u {proposi+ion 1-23), aucun élément de A

ne peut apparfenir Uﬁ . Donc” A = A' |

En particulier UéN} admet N {resp. Uiu?, oll u
est un ordinal Inaccessible, admet u) pour seul atome.

Reprenoﬁs le; nctatlions du cord}lalne précédehfd En
prenant pour 65!Iec+ion des ensembies U , pour collection
des atomes A et pour U-&ldnent d'un objé+ E de U les
éléments usuels de E (qul sont donc des &léments de U ou
des U-atomes), on obifent un moudle d'une théorie atomiste
st u £ N ,.un modéle d'une théorie atomiste sans ax iome
do 1'infini si u =N . (Dans ce moddie, on Moublie" que
lés atomes sont des collections particulicéres, j.e. on ne

paric plus de leurs éléments.)

4° A |a base de la théorie des ensembles (en abré-

gé théorie ZF), nous avons placé |'idée intuitive de col-

lection (qui Intervient essentiellement dans I'axiome {AS)),

" Nous nfavons utilisé que peu de propriétés des cotlectlions
(voir p. | et 2) et 11 serait facile de formaliser cette

t+héorie des callections. Clest ce qul est fait dans la

théorie des ensembles de Von Neumann-Bernays-GBdel (en abré-

gé théorie NBG), qui a certains avantages du point de vue
logique, car elle est finlment axlomotisable,

Pour cos auteurs, la notion pramidre est celie do

- 33 =

classe (qul correspond & notre notlon de collection, mals
en y imposant des conditions plus restrictives, telies
_('exlsfence de la réunion et du produit de deux clesses).
Les ensembles sont caractérisés comme &tant celles des
classas qui sont &léments d'une autre classe. La col lection
de tous les ensembles est une classe vV, et toutes les
classes sont des sous-classes de V . |

V est alors un moddie de la théorie ZF. Inversement
st D est un modile de [a théorle ZF et s'i] existe un unij-
vers, 1l exlste un univers transitif U vériflant itaxio~
me de fondation (corollalre 3, proposition [-23) et {'on
obtlent un modéle de la théorie NBG en appelant classe les
éléments et les parties de U » ensembles fes &léments de
U . Les classes propres (i.e. qui ne sont pas des ensemb les)
sont les parties de U équipotentes 3 U . Mais la ques-
tlon se pose de savoir si, & fout moddle V de'la'+héorie
NBG, on peut assoclier un modéle D de ZF dont V solt un
univers,

Les deux théories sont équiconsistantes (méme sans
existence d'un univers pour ZF, volr [5]') et pratiquement
équivalentes. En particulier les résultats que nous avons
prouvés restent valables dans la théorie NBG, & I'exclu-
sion des proposl?lons des § 22 et 23 dans !ésquelles heous
utllisons expllcitement deux modéles différents; méme cel-
fes~cl pauvent &tre reformulées dans le cadre de la théo-
rle NBG .

S1 nous avons choisl'lcl fa théorie ZF au lieu de |a
théorle NBG et sl nous avons particul ldroment développé

I*étude des univers, c'est en vue de la Théorie des Caté-

gorles, En effet, on pout certec (comme lo tont la plupart
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des auteurs) baser la Théorle des Catégories sur la Théorie
NBG ; mals alors dés qulon veut construire de nouvelles
catégories {par exemple la catégorie des transformations
naturelles), il faut se limiter & des petites catégories
{l.e, dont la classe des ohJets est un ensemble) ou intro~
duire des hyperclasses. !l me parait donc plus naturel,
pour éviter dtavoir sans cesse & se préoccuper de questions
de Logique étrangdres au sujet, de partir d'un modéle ache-
vé de ia Théorie ZF ., De cette fa@on on pourra en particu-:
| ler considérer de "bonnes" cetégories concrétes (catégorie
- des applications, des appiications continues, des homomor-
phismes entre groupes, des foncteurs,...) de plus en plus
qrandes, & savoir cel las qul sont assoclées 3 un univers
U . Dans la thaorie &lémentalire des catégories Ll suffit
évidemment que U soif saturé par inclusion et stable par
. produits finis (les classes Ho introduites par EHRESMANN
dans Catégonies et Structunres, Dunod, 1965, sont de cette
aspéce et les "schools" de MAC LANE, Lecture Motes 92, page
146, jouent le méme rdle). Mals les t+héorémes plus avancés
(en particuller les théordmes "constructifs" démontrés par

induction comme ie sont les théorémes de complétion des

catégories de EHRESMANN, Lecture Notes 92, page 74 ) uti-

fisent & fond toute les propriétés des univers,
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