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La première par t j .e  de la  thèse est  consacrée à La déf in l - -

t ion et  à  1t  é tude de La not ion de d, i f férent iabt l - i té  dans les

espaces  LocaLemen t  convexes .

Soient  E et  F deux espaces LocaLement  convexes,  A un

ouvert de D et f une application de A dans F. On dit que f

est  tangente à O en O s l r  pour  tout  vo is inage Y de O dans

F et  pour  tout  v  {  E,  iL  ex is te deux vo is inages de O dans E,

U  ( . r )  e t  U t  ( r ) ,  t e L s  q u e  L e s  c o n d i t i o n s  r  v t  É  v  +  U t  ( . r )

e t  t v r  (  U  ( . r )  e n t r a t n e n t  f  ( t v t  1  Ê  w .  C e t t e  n o t i o n  s e

conserve par  composi t ion,  J . inéar i té ,  produi t .  On d i t  que f

est  d i f férent iab le en x  € A et j - I "  ex is te une appJ. ioat ion

l lnéai re cont inue Df  ( " )  te lLe que l tappJ. ioat ion r

so i t  tangente à O en O,
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Si  E est  de d imension f in ier  or  sa l t  que s i  f  admet

des dér j -vées par t l -e l les oont inues en tout  po lnt  de A,  aLors f

est  d i f férent iab le sur  A.  Pour  étendre ce théorème au cas

J-nfLni ,  on est  amené à poser  :  f  est  d i f férent lab le sur  A

s i r  pou r  t ou t  v  {  E ,  l r app l i ca t l on  !  t  - . - - *5 f  ( x  +  t r ) ,  où

t  es t  un  sca la l re ,  admet  une  dé r i vée  D . f  ( * ,  v )  en  t  =  O  e t

s L  J . l a p p l i c a t i o n  D . f  r

( * ,  v )  - - - ;  o . r  ( * ,  v )

est  eont lnue sur  Ar(E.  On a J .es théorèmes t

Si  f  est  d i f férent iab le sur  A,  a lors  f  est  d i f férent iab le en

tout  po i ,n t  de A.  De p lus f  est  r run i formément  d i f férent iab ler l

sur  tout  compact  de E.  La d i f férent iab l l l té  se congerve par

oomposi t j -on.  Une autre not j .on dtappl icat ion d i f férent iab le sur

A est  . in t rodui te  et  les re la t ions entre ces deux not j .ons

(q, r f  co inc ident  s i  E est  un espace de Banach réf lex i f  par

exemp le )  son t  é tud léee ,

De même

gn un point de

e n x s i f e s t

on

A ,

rf.

é tud ie  1a  d i f f é ren t i ab l l l t é  d to rd re  n  de  f

puLs sur  A !  f  est  n  fo ls  d l . f férent iab le

I  f o i . s  d i f f é ren t i ab ] .e  en  x  e t  s t l l  ex ie te

une appJ-J-cation mult i l- inéaire séparément contlnue Dnf (*)

d,e En dans F vérif iant La condit ion suivante r

Pour tout v € E et pour tout woisinage de O dans F, t l ,

ex ls te deux vo is inages U ( r . )  e t  Ur  ( . r )  de O dans D te ls  guer

s i  y t  €  v  +  U t  ( . r )  e t  t v r  €  U  ( r ) ,  o n  a l t  t

-  
$< t "1  .  o .1v) ;  Dnr  ( * ) )  e  t \ .

On dl t  que f  est  n  fo is  d i f férent iab le sur  A s i  la  rest r lc t ion

de f  à  tout  sous-espace de d lmension n est  n  fo is  d l f féren-

t l - abJ .e ,  de  d i f f é ren t i eL le  Dn f  ( * )  e t  s l  l r app l i ca t i on  r

André
Rectangle
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( * r t t !  . . . ,  t r r )  - * . - .  /  D n f  ( * )  ( t t ,  r  ! .  r  t  
r )

est  cont lnue sur  A x  En.  Une fonctLon n fo ig  d l f férentLable

sur  A est  n  fo is  d i f férent lab le en tout  po int  de A ( formuJ-e

de  Tay lo r ) .  Lo  d i f f é ren t i ab i l - i t é  d lo rd re  n  es t  conse rvée  pa r

compos i t i on .  D tau t res  no t i ons  d tapp l i ca t l ons  n  fo l s  d i f f é ren -

t i ab les  su r  A  son t  dé f i n ies  e t  comparées  avec  ce l l e -c i .

Des  topo log ies  son t  cons id .é rées  su r  1  r  espace  Dn  des

fonct ions n fo is  d i f férent iab le sur  A,  à  va leur  dans Fr  a ins i

que sur  l tespace D des fonct ions lndéf in iment  d i f férent iab les

sur  A.  On obt l -ent  par  exemple t

S l  E  es t  mé t rLsab l -e  e t  F  (quas i - )  comp le t ,  a lo rs  O to  e t D
c

e tson t  (quas i - )  comp le ts .  S i  E  es t  mé t r i sab le  e t  comp l ,e t

s i  F  es t  un  espace  de  Mon te l ,  a lo rs  D .  es t  un  espaee  de

quas i - compJ .e t .  S i  E  es t  un  espace  (O f ' )  e t  s i  F  es t  un

de  Mon te l ,  a lo rs  tou t  bo rné  de  D .  es t  p récompac t .

Monte l

espace

Sol t  V un ensemble,  La donnée dtun at las compJ.et  A

de E dans V, compatible avec l-e pseudogroupe des automorphis-

mes locaux de E qui  sont  n  fo is  d i f férent iab les a ins i  que

leurs l -nverses,  e t  te l  'que J .a topologj -e comespondante sur  V

soi t  aéparde,  déf in i t  sur  V une st ructure de E-var ié té n fo i .s

d l f férent iabLe.  On montre comment  La théor ie  dee ie ts  ln f in i -

tés imaux et  des var ié tés de d imension f in l .e  s  t  é tend aux E-

var ié tés.  La pr lncJ.pale d i f f icu l té  prov lent  de ce que les

espaces f ibrés à groupe st ructuraL topologique de La théor ie

cJ-ass igue devi .ennent  i -c l  des espaces f lbrés à groupe st ructu-

ral. appelé I 'hypotopologlquerf ,  I l-  en résulte gue le théorème

de  t rans i t i v i t é  des  p ro longemen ts  d lune  va r lé té  ne  n té tend

pJ-us aux E-var ié tés (sauf  dans cer ta ins cas ' 'par  exemple sL
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E es t  mé t r l sabLe) .  l ou te fo l s r  oû  mon t re  que  ce  théo rè rne  es t

vé r i f l é  pou r  1es  pno longemen ts  l e€  p lus  u t l l es  ( j " t s  d to rd re  r ,

G r  -  v i t e s s e s ,  p r o J - o n g e n e n t s  t e n s o r l e l s ) .

Etant  données une E-var ié té V et  une F-var ié té Vt  r  on

étudie . les appl icat ions n fo is  d i f férent iab] -es drun ouver t  A

var iab le de V,  à  va leurs dans Vt  e t  on déf in l t  d i f férentes no-

t i ons  de  d i f f é ren t i e lLes  s i  v  ou  v t  es t  un  espace  l ocaLemen t

convexe ,  Dans  l e  cas  généra l ,  l t espace  de  ces  app l l ca t i ons  es t

mun i  de  topo l -og ies .

Par tant  de La catégor j -e  des appl icat ions J- inéai res

(con t j -nues )  a tun  espace  vec to r i e l  ( t opoLog lque )  aans  un  au t re ,' t

sur  laqueJ- le  on déf in i t  une st ructure dtordrer  or r  in t rodui t  la

no t i on  de  ca tégo r ie  i nduc t i ve  de  c lasse  vec to r teL I -e  ( t opo log i -

gue )  qu i  es t  à  l a  base  de  tou te  l r é tude .  Une  d l s t ruc tu re  es t

un é lément  dtune catégorLe ind.uct lve de c . lasse vector ie l1e

( topologique)  vér i f iant  de p lus une condi t ion de compJ.ét lon a l -
géb r lque  ( . t  une  cond i t i on  de  comp lé t i on  topo log ique ) .

On montre que la  pJ.upar t  des opérat ions fa i tes sur  les

ca tégo r ies  l nduc t i ves  s té tenden t  aux  dLs t ruc tu res .  En  pa r t J . -

cu l i e r ;  1es  p rocédés  d té . l a rg i ssemen t  comp le t  e t  de  passage  aux

Jets locaux permet tent  de former de nouvel res catégorJ.es de

d ls t ruc tu res .  Le  p rLnc ipa l  p rob lène  cons ldé ré  es t  ce tu i  de  Ia

cons t rue t i on  de  l a  pJ -us  pe t l t e  ca tégo r ie  de  d i s t ruc tu res  con te -

nant  une catégor ie  vector ie l le  ( topologique)  aonnée et  répon-

dant  à cer ta ines condLt ions suppléraenta l res ,  La néthod.e

employée consls te à résoudre ce problème I localer :ent f r  en utL] - l -

sant  s imul tanément  La s t ructure a lgébr lque et  la  s t rueture

topo log ieue  r  pu l s  à  r r recoL le r r t  ces  so lu t i ons  l oca les  pa r  un

moyen a lgébr ique,  de sor te à obtenl r  une catégor le  de
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dLstructures.  On donne cer ta ins cas dans lequels  on peut

auss i  t r ouve r  l es  so lu t i ons  l -oca les  d tune  façon  pu remen t  a lgé -

brrique.

Cas par t icu l iers  :  Complét lon au sens dtAronazajn ;  d i f férentes

not lons de d is t r j -but ion ;  eourants ;  d iv j -seurs.  Etude de

d is t r i bu t i ons  ( " t  cou ran ts )  généra l l san t  l es  app l l ca t i ons  d i f f é -

ren t i ab les  d tune  E -va r ié té  dans  une  F -va r ié té  e t  possédan t  l es

p r inc ipa les  p rop r ié tés  des  d i s t r i bu t i ons  vec to r i e l l es  de

L .  Schwar t z .

Les  d i s t ruc tu res  pe rme t ten t  de  re t rouve r  s imp lemen t  e t

de  généra l i se r  ce r ta ins  résu l ta t s  connus r  pa r  exemp le  r

théo rème d téchange  de  l a  mu l t i p l i ca t i - on  e t  de  l a  convo lu t l on

par  t ransformat ion de Four ier  dans des cas p lus généraux,

é tude  des  pa r t i es  f l n ies .  E l l es  on t  beaucoup  d fapp l i ca t i ons

nouveJ-Les,  notamment  dans La théorLe des équat ions aux dér i -

vées  pa r t i e l l es  e t  l a  réso lu t i on  de  p rob lèmes  de  Cauchy  de

type  s imp le  ou  m ix te .  En  pa r t i cu l i e r  I  r éso l -u t i on  e f fec t i ve

de problèmes de mécanique ou de physique mattrématique conure

le  p rob lème de  Burm is te r .  Ces  appJ - i ca t i ons  se ron t  déveJ -oppées

dans  un  a r t i c l e  u l t é r i eu r .


