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" DIFFERENTIABILITE DANS LES ESPACES LOCALEMENT
CONVEXES - DISTRUCTURES "

La premiére partie de la thése est consacrée a la défini-
tion et & l!étude de la notion de différentiabilité dans les

espaces localement convexes,

Soient E et F deux espaces localement convexes, A un
ouvert de E et f une application de A dans F, On dit que f
est tangente a O en O si, pour tout voisinage V de O dans
F et pour tout v & E, il existe deux voisinages de O dans E,
U (v) et U! (v), tels que les conditions : v' g v + U! (v)
et tvt €U (v) entratnent f (tv') £tV. Cette notion se
conserve par composition, linédarité, produit., On dit que f
est différentiable en x ¢ A s'il existe une application
linéaire continue Df (x) telle que l'application

h —> f (x +h) - f (x) = <h, Df (x)D

soit tangente a O en O,



Si E est de dimension finie, on sait que si f admet
des dérivées partielles continues en tout point de A, alors f
est différentiable sur A. Pour étendre ce théoréme au cas
infini, on est amené & poser : f est différentiable sur A
si, pour tout v < E, l'application : t —3f (x + tv), ol
t est un scalaire,'admet une dérivée D.f (x, v) ent = 0 et

sl ltapplication D.f
(xy v) —= D.f (x, v)

est continue sur AXE.On a les théorémes i

Si f est différentiable sur A, alors f est différentiable en
tout point de A, De plus f est "uniformément différentiable"
sur tout compact de E., La différentiabilité se conserve par
eomposition., Une autre notion d'application différentiable sur
A est ‘introduite et les relations entre ces deux notions

(qui coincident si FE est un espace de Banach réflexif par

exemple) sont étudiées,

De m&me on étudie la différentiabilité d'ordre n de f
en un point de A, puis sur A : f est n fois différentiable
en x si £ est n - 1 fois différentiable en x et s'il existe
une application multilindaire séparément continue D°f (x)
de E" dans F vérifiant la condition suivante
Pour tout v € E et pour tout voisinage de O dans F, il
existe deux voisinages U (v) et U! (v) de O dans E tels que,
si v! € v + Ul (v) et tv' € U (v), on ait :

T (X‘i'tV) - f (X) - <tV,Df (X)>" ¢se
~m
n
._/f__\_i‘<(v, .o.,V), Df (X)>é thc
On dit que f est n fois différentiable sur A si la restrictien

de f & tout sous-espace de dimension n est n fois différen-
tiable, de différentielle D"f (x) et si l'application 3
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(x,vl, ss 0y Vn) e an (X) (Vl' e0 ey Vn)

est continue sur A x E', Une fonction n fois différentiable
sur A est n fois différentiable en tout point de A (formule
de Taylor). Le différentiabilité d'ordre n est conservée par
composition. D'autres notions d'applications n fois différen-

tiables sur A sont définies et comparédes avec celle-ci,

Des topologies sont considérées sur l'espace D" des
fonctions n fois différentiable sur A, a valeur dans F, ainsi
que sur l'espace D des fonctions indéfiniment différentiables

sur A, On obtient par exemple

Si E est métrisable et F (quasi~-) complet, alors Dnc et Dc
sont (quasi-) complets. Si E est métrisable et complet et
si F est un espace de Montel, alors Dc eét un espace de Montel
quasi-complet. Si E est un espace (DF) et si F est un espace

de Montel, alors tout borné de Dc est précompact.

Soit V un ensemble. La donnée d'un atlas complet A
de E dans V, compatible avec le pseudogroupe des automorphis-
mes locaux de E qui sont n fois différentiables ainsi que
leurs inverses, et tel que la topologie correspondante sur V
soit séparée, définit sur V une structure de E-variété n fois
différentiable. On montre comment la théorie des jets infini-
tésimaux et des variétés de dimension finie s'étend aux E-
variétés., La principale difficulté provient de ce que les
espaces fibrés A groupe structural topologique de la théorie
classique deviennent ici des espaces fibrés & groupe structu-
ral appelé "hypotopologique", Il en résulte que le théoréme
de transitivité des prolongements d'une variété ne n'étend

plus aux E-variétés (sauf dans certains cas, par exemple si



E est métrisable). Toutefols, on montre que ce théoréme est
vérifié pour les prolongements les plus utiles (jets d'ordre r,

G* - vitesses, prolongements tensoriels),

Etant données une E-variété V et une F-variété V!, on
étudie les applications n fois différentiables d'un ouvert A
variable de V, a valeurs dans V! et on définit différentes no-
tions de différentielles si V ou V! est un espace localement
convexe, Dans le cas général, llespace de ces applications est

muni de topologies,

Partant de la catégorie des applications linédaires
(continues)d’un espace vectoriel (topologique) dans un autre,
sur laquelle on définit une structure dlordre, on introduit la
notion de catégorie inductive de classe vectorielle (topologi-
que) qui est & la base de toute 1l!'étude, Une distructure est
un élément d'une catégorie inductive de classe vectorielle
(topologique) vérifiant de plus une condition de complétion al-

gébrique (et une condition de complétion topologique).

On montre que la plupart des opérations faites sur les
catégories inductives s'!'étendent aux distructures. En parti-
culier, les procédés d'élargissement complet et de passage aux
jets locaux permettent de former de nouvelles catégories de
distructures. Le principal probléme considéré est celui de la
construction de la plus petite catégorie de distructures conte-
nant une catégorie vectorielle (topologique) donnée et répon-
dant a certaines conditions supplémentaires, La méthode
employée consiste & résoudre ce probléme "localement" en utili-
sant simultanément la structure algébrique et la structure
topologique, puis a "recoller" ces solutions locales par un

moyen algébrique, de sorte a obtenir une catégorie de



5.

distructures. On donne certains cas dans lequels on peut
aussi trouver les solutions locales d'une fagon purement algé-

brique.

Cas particuliers : Complétion au sens d!'Aronszajn ; différentes
notions de distribution ; courants ; diviseurs. Etude de
distributions (et courants) généralisant les applications diffé-
rentiables d'une E-variété dans une F-variété et possédant les
principales propriétés des distributions vectorielles de

L. Schwartz,.

Les distructures permettent de retrouver simplement et

de généraliser certains résultats connus, par exemple :

théoréme d!'échange de la multiplication et de la convolution
par transformation de Fourier dans des cas plus généraux,
étude des parties finies. Elles ont beaucoup d'applications
nouvelles, notamment dans la théorie des équations aux déri-
vées partielles et la résolution de problémes de Cauchy de
type simple ou mixte. En particulier : résolution effective
de problémes de mécanique ou de physique mathématique comme

le probléme de Burmister. Ces applications seront développées

dans un article ultérieur,



