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( L état d'€sprit ) (p. 59, [20 de lâ méthode de (progammation dynamique )
de Bellman conduit natutellement à formuler le problèine d'optimisation en
utilisânt Ia théorie des structures et des catégories stûcturées d'Ehr€smânn
On est ainsi amené à étudier un modèle mathématique général, quejepropose
d'appeler sysième guidable préférenti€l. Nous pourrons s€ulement énoncer ici
quelqùes définitions et théorèmes. Ën particulier, nous indiquerons comment,
à I'aide de la théorie d€s distributions vectorielles de Schwartz (considérée
sous une forme ( locâle )), on obtient des équations généralisant l'équation
de Bellmar, mais vâlables sâns hypothèse de diflérentiâbilité trop restrictive
Bien que le théorème de Pontryagin puisse aùssi être trânsposé dansce cadre,
nous n'aborderons pas cette question. Enfrn, nous construirons lesystème gui'
dable associé à ùn système différentiel dépendant de fonctio$ de commarde,
dé6ni sur un espace de dimcnsion infinie. Un texte développé est actùellement
prépubl ié dâtrs H. Les ré"ul tat(  de [5]  soot supposds connus.

1. Systènes elidùl€s.

Si.Eest lm ensemble,le symbole r(E) désipe unetopologie sur'' Si.A'c 4
la topologie idduite par 1(E) sur -6' est notée t(E)/E'

Soit C'ùne catégorie (voir dét 11, Chap. I, [5]) ; la classe de ses unités est
notée C;, ses âpplications source et but d et É respectivement. Supposons que
C' soit ùn sraphe multiplicatif d'opérâteurs (voir déf. 2, Chap. II, [5]) sur
une classe t, rclâtivement à lâ loi de composirion ,.', qui cst une applicât;on
d'nne partie C' .8 de C x -E dâDs ,4, le composé K'(f, z) de Qf' z) e C' + E
étant noté2. Soitp la project ioû canonique z + e, s i  (e,z) eC'+ EeteeCà,
de E sur a;.
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Supposons de plus que (C', r(C)) soit une câtégorie topologique (déf. 1 I5').
Nous dirons que [(c', r(c)\, p, (E, 1(E))] est w noyou d'espèce .të structuw
rclalivemenl à K' si :

lo Soit r Vp l'ensemble produit fibré

u y  p :  { ( f ,  z )  E  c  x  E l u ( t ) :  p ( z ) \ .

Alors C' *, est ouved dâns i(C) x {t)/d V? ; posons

(c). (E) = dc) x (E)lc'a E .

20 p est une application continuc de r(r) daos r(C).
30 r' est une application continùe de !(C) * r(r) dans r(D.

E r e  p l e  i  S i  o n s ù p p o s e d e p l u s C ' * - E = d V p , a l o r s

l(c"I(c)), p, (8,{E))l

est ùne espèce de structures topologique au sens de [5'].

TirBolà,B : ,sot [(c', r(c)), p, (2, r@)] un noyau d'espèce de structurcs et
soit (C' * E)' Ie gruphe nuLiplicatif des hypemoryhismes associé à p', E, r'l
(déf. 6, chap. rI, LsD. Alots C' = ((C' * r)', (C) r (4) ert une catësoie
topologirye et I'application (f, z) + f de C' . E dant C défnit n foncteû î
bien fulèle (déf. 3, Chap. v, l5l\ continu de C' rers (C' , r(c')).

DÉFrNnroN : Nous appelo^s système guidable w élémenT

r = (3r, db), 4, (c . (c)), p, (Ë, (r)l,

ori [(c', (c)), p, (r, (4)] est un noyau d'espèce de structures, et où

(s', "($). 4, (c'. (cr)
est ùn foncteur cotrtitru. Nous disons qte (!t, ù est une solulioù .]e t au-
.lessus d'u,te sous-catégoiie (dé1. 12, Chap.I, [5) Sr de .Sr si les conditions
suivântes sont vérifiées :

1. ((C', (c)), '2, 1s,, "1$7s11 est un foncteur corriûu s€ction (partiele)
de q, i. e. El'(h) : I, Y, e s.

2ô p est une application continue de (3rSà au^ (r), sectior de q?, et,

(û(r l  rp(t))  e c '  .  E . t  l r (h\  a() :  o(p(t)) ,  oi '  t :d(n).

Soit t un système guidable. Soit S()) I'ensemble d€s solutions de ,
âu-dessùs ale Sr et soit 3'(t l'ensemble des foûcteurs continÙsde (Sr, 43yS)
dans ((C' . E)', (C) * r(,s)) sections de 4. p^.
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THÉoRùME: Si (,y', p) É S(D, rapplication

h + (V(h), a@(h))) de s dans c' + E

défnit un élénent l' * q de 3'(t\ et I'application a : Q!, ù - ll .., est une
bijection de s(t, sut s'(tr.

Si x d f sont des espac€s topologiques, nous désignons par Cr(r, 1) (resp.
p r C,g, n) I'espace des applicâtioÂs continues de X dâns f, muni de la
quasi-topologie de la convergeDce locale (défl l-5, Chap. II, [1'D (resp. de la
topolosie de la corvereenc€ compâcte). Soient S/â et Sl(4 (resp. S.(, et
Sl(r))les €spÂces quâsi-topologiques (resp. topolosiqùes) obtenus en munissant
s(t) et S'(â de la qùasi-topolosie (resp. la topologie) induite par

c,G(o. dsys) x crG(E), (Sysà)

cr(,(o + dr), ds)/s)
(resp. par

,i : c.G(c), ($/s) x e"G(D. ($/s;)
et par

e.k(c) . dE), (b/s) .

TrÉoRÈME : si r(t) ért #pdft, rI est un quasi-homéotrlotphisne ll'1 de $lD
sar 31(-D. St de 21ru r(S) est localement conpact, q est un hoûéontotphisme de
S.(D rar 3l(;) €r, s, [C', A, K'7 est une espèæ de sttucturcs, 3(r\ est fetmé
dans À (donc conplet sir(C) et 4E) sont soui-jacents à de.s str cturcs ffiifotmes
conplètes).

2. Systèmes guidables préférenti€ls et problèûes .l'optimisîtioD.

Soit, le système guidable considéré ci-dessus. Soit C" un€ sous-catégorie
de C'.

DÉÈNrrnoN : Nous appelons r)rrAme guidable préférentiel û\ triplet [r, 4
(v', "(t t, <)) vérifiant les conditions suivantes :

l" (t/', 1(I/)) €st une catégorie topologique et tout élémentde ,/'est un épi-
norphisrne (dét 17, Chap. I, [5]);

2ô (/', <) est une câtégorie /'-doninée (déf. 28, Chap. lI, [5]) ;
30 F est un foncteur continu de ((c' * r)', r(c) . !(-E)) dâns (I/', </)).

Soit z : [:, 4 (r', .(rr, <)] un systène slidable préférent€l et soit S.|
ûûô sousratésorie de St. Si h e S, z ê E et qp(z) = a(n), posons

M(h, z) : { U, z) e c' . n I qu\ = h, I e c' \ .
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S'il existe G z) € M(r, z) rel que

rG, z) = nin r(u(n, ù\,i. e. rG, z) < rU, z\ v(f, z) e M(h, z) ,

nous posons Mr(r, z) : F(t z).

DÉFrNrrIoN: On âppeile .iolution optimale de n atrderss de S' c Sùne solu-
tion (û, p) de , âu-dessus de S'| telle qu€, si i € S' et t = d(r), on ait

F(I t(h),  tp(t \ )  = M/h,eO).

THÉoRÈME (pRNcrpE DE L'oprMUM) : sot (Û, p) ûre solution optinale de II
au-ilessus de {ll } c S é/ rot,l" e S. S' il existe h' e S tel que h'. h' : h, et si
MF(h', e d(h'>) est défni, ators (lr, q) est optimate au-dess"s de {h" t,lorsque
û(h") e c' et c'.lJ(h') c c'.

supposons que (3r, r(S)) soit le sroupoide topolosiqu€ ((R x À)r, (À)?),
où R est lâ droite numérique ré€lle, (R) sa topolode usuelle, et (-R x R)r le
groupolde des couples associé à À (ex. 2, Châp.I, [5]) dort la classedes unités
est id€ntifiéc à À par l'application (r, r) J l. Soit P unc partie de r. Pour tout
z Ê E, soit

Pk\  :  { (1 ,  z )  e  c ' '  E  I  f  e  c ' , Jz  e  P  l .

S'il existe _(/, z) e P(z) potlJd lequel r(i z) : min r(r(z), nous poserons

nQ\ = rg; "1. 3oi1. or") I'ens€mble des z € t tels que â(z) soit défini.

DÉnNnIoN: On appelle"tohltio (F, P)-optinale de n au'dessus de |inrervzlle
/ = [;, ro], où i > io, une solution (,y', e) d€ rr tell€ qùe Û soit défini sur
I x I €t que, Vt e.I, on âit

t i

d

3

S
l ,
d
d

)
L

p(t) e O(P) et r(/(;, D, g(')) : n(.p(r)) .

Dans la suite, nous nous limitons à l'érudô des solutions (4 P)-optinales
d€ 11. On obtient des résultats analogues pôur l€s solutions optimâles de 11
âù-dessus de ,s' c S.

Exemples i Id A un polysystème dynamique âu sens de 131/pt a fartiori r
tout système dynamique) correspond canoniquement un système guidable
Les problèmes d'optimisâtion étudiés dans [3] reviennent à chercher des solu'
tiotrs optiinales ou (4 P)-optirnal€s d'un système guidâble préférentiel tet que
(C', -8, r') soit ùne espèce de structùres.

20 A une fonctiotr d'accessibilité au sens de [7] on peut faire correspondre
une espèce de structures.

30 En utilisart la théorie des catégories ditrérentiables de [5'], on peut

définir la rrotiotr de système gxidable t-différentiâble, qui précise celle de svs-
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tème guidable. Pour l'étude de ces systèmes et de leurssolutions t-diFéreûtiables
optimâles, voir [] (partie Il).

40 L idée d'ùtiliser des catégories (non structurées) en relârion âvec l'étude
de systèmes industriels â été émise dâns [4].

3. Etùde des solutions (F PFoptimrl€s.

Rarpels sû les disttib tior's t)ectolielles (l8l et It')) |

Soit d un espâce localement corvexe complet qui soit un espace (rF) 16l.
Si O est ùn ouvert de À, nous désignerons pâr 3)â(O) l'espacc vectoriel topo-
logique dont lcs éléments sont l€s distributions vectorielles sur O, à valeurs

dans G [8]. Soitra l'€nsemble réùnion des 0â(O) lonque J2 varie ; un élément

de Dâ est appelé une G-distribution. ,â est la class€ des stnctures d'ure

espèc€ de structures vectorielle topologiqùe complète [1"]. Soit r€ 0;(O).
Nous désignonspar ?" la G-distdbùtion sur odérivée de ?', par 4o',la G-dis-
rr ibut ion induite prr ? 'sur un ouven O'< J?. Si  teO. soi t . / , ' l le jet  local
d€ ?ed l, c'est-à-dire (déf. Û1, pârtie II, qui est un câs particulier de la défini-
tiod de jet local dans une espèce de structùres locâles [5"]) la clâsse des

G-distributions rr telles qu'il existe un ouvcrt O'conterant I poùr lequel

Tlg' = !lA' . Syt t:@â) I'ensemble des jets locaux en I des G-distrjbutions

Soit 0'(O): D;(a) et D': Dâ. Nous nùnirons 0'(a) de Ia structure
d'ordre dé6nie p. 29 [8']; elleinduit surl'espac€ des mesùressa strùctùre d'ordre
usuelle. Rappelons (th. V, Châp. I, [8']) que toute distribution positive est
ùne mesure posjtive. Nous lltunirons tl(r') de I'otdre ;
ji rr <jl " si, et seulement si, il exisie J2 i , tel que

r'P < rP dâns (S'(o), <) .

Si g est une âpplication définie presqùe partout (au sens de la mesure de
Lebesgue) sur ùn ouvert f2 de -R et définissant une d-disttibution sur O
(déi p. 6s, [8D, cette G-distribùtion est notée [a].

Si/est une applicâtion différentiâble d'un ouvert d'un €space localement
conv€xe E dans G (au sens de ll'l), sâ différcnlielle €n jr est ,/(jr).

Htpothèses i

Soit  11 un syslème guiddblc préférent iel  rel  que ir  -  {R !  Â) '  :  nouc
reprerons les notations du no 2. Pour simplifier lâ rédâction (cn particulie.
éviter I'emploi de mesures vectorielles et le passage en ( cartes locales ), nous
supposons que 1(t) est la aopologie sous-jacente à ùne structurc d'espace
affine localement convexe sur t et que (Z', {t/), <) est legroup€ additifde À,
mùni de sa topologie et de son ordre usuels. Par ailleurs nous supposons véri-
fiées les conditions suivantcs :

129
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t '  {C' ,  r(C))es'  une catégorie lopologique locâlemenl rr iv ial€ [5 ' ]  tel le que

" "- ' -" ta" à;  des élémenis invcÀrbtes de C'soi t  ouver( dros t(C) (cerre

:," f t t , ; ; ; ; ;  p i . .*Ûlpr.  vér i6ée si  (c ' .  t (c))  esr Ia catésorie ropolosique

;;;;-;;;;T;" careàor;e dirérentiàbre (c. .4) ot' (c, '4) est moderé sur

un espace de Banach).

2ô Il existe ùne solution (F P)-optimale (ry', 9) dê au-dessus de / = [i' lo]'

oJi r't"- a.l"n, t e {i, il et ; : 'p(r) soit (sl un intervalle ouvert de R

contcnart a et tel que :

tl/(t,, t) e C' si t, € dCO et

VQ,1)eC; vr € dG) '

Nous désignerons par 3 l'application t + ry'(t, t) de dO dâns C;'

Soit Sô I'eNernble des applications r d'un intervâlle ouvert d(r) de R

auo" c;,'ol, ; e d(s) c d(s), continues de '(À)/d(r) dans ?(c)/C;' telles que

"ô : j, q* <t;."û;-r e c' si ,' € d(r) €t t, > ( et qùe' vr € d(s)' on ait

a(s{r)) :  rr. l ,  (s{t).  z) € C' + 6 ei

On â r e s(t). Si r e SG), soient ,F(r' z) et r/1(r, z) les applicatiots

t - FG(r), z) et , - n1(s(r) z)

de d(r)  dal ,s t  .  un élément 5 de s{ i )  e ' t  di t  r isut iÙ eni s i  I  "pl Î l l ' :1. : : . i

r '  st i t  z de dtr ,  dans E âdmet presque pour toLrt  I  c d(r)  une derr lee r  z lrr

. ,  ' l " i : roo, i . t i i ""  ,  -  r ' r ( / )  déf ini t  tâ E; i" t r ibul ion sur d{sr dér ivée de [ tz]

(t. ". t"' ;i : tr:l') Si ,a est d€ dimension turiê' r est régulier en t si' et seulement

si, rz est absolument contrnu.

Soir  S O I 'etrsemble des s ê 'S{t  t  tels que F(s zi  sort  à.var iat ion.bornée :

dans ce cas, F(t, z) admet pour pfesque tout t € d(r) rne dèovee r {r' zl (ri

et l'âpplication , + F'(r, z) (, définit une distribution

l" Vr € sC), I'appiication l'l(r' z) + '(r, z) est croissante et l'âpplicâtio'

"rG, 4 + fil, a e"t *nstant€ ; m(r' t) défin;t ùne distribution et on a' dans

I'espace ordonné (f:(D'), <) :

min {ii(['nG, ,]'+ [FG, , )]') ] : ['(", ,]' + lr(s' z)J : 0 '

2o SuDDosons I Ê s"(D. Pour tout r € s"(il t applicalioo n(s' zl-âdmet

pou. pt"tqu. tout I une dériYée h'{r. 7, tt) et n'(r, :) défioil utre drstribuhon

( D z € o ( P ) .



suR LE IRoBLÈME GÉNÉRÀL D'oprtÀ,rlsATtoN l3l

sur d(r). Il existe ùne mesure posilive t(r), cotrc€ntrée (Bourbaki) sur un ensem-
ble d€ mesure nulle, telle que l'on âit

nin { r:(tn1s,4l + [F'G, zt + r(")) ] : o,
'Ês"(-

le minirnurr étant atteint pour s : i. De plus, il existe ùn ensemble y de
mesure nulle t€l que, Vl E dO - f, on ait

min {  m'(s, ,  (r)  + F'G,,  (r)}  :  o.
r€s"(;)

30 Supposons que E soit un espac€ de Banâch de type dénombrable, que 3
soit régulier en t €t qu'il existe un voisinage ttlde q(dar)) dâns r(D contenù
dâns O(P) et t€l que n soit continu de i(E\lW da s a(R). Alors il €xiste utr
fihre ..4( d'applications difrérentiables de I/ dâns -R, convergeant vers m
dâns C,(r(Rl.  t lEt lW). !èt i f iaî i  les condit ion. sui \anles. où r  E S(a):

d) Soient ME'IL et r€,41; l'âpplication rr ( rr(rz(t)), r'z(r) ), si
r'z(r) est défini, dé6nit une n-distributiotr notée [< Dn " sz, s' z >].

ô) Le filtre < D.r|( . rz, r' -z ) sur 6'(d(r)) eneendré par les ensembles

{ [ ( D ' " s z , s ' z ) ]  l , e M ] .

lorsque M décrit "tL', converge aans ô'(d1r1) vers [n(s, z)]'.

.) Soit .y(t) l'ensemble des r e S(O réglliers en t et tels que rz(d(r)) c ltl.
Oi a (< Equation de Belnan sénénlisée ù\ |

mh {r ;( l im ( D. l t"s2, s '  z )  + [rG, 4] ' ) ]  :  0,

l€ mjnimuû étârt âttcint poùr r : a.

40 Si ,' est de dimension 6nie, on peùt remplacer dans I le fiitre.rL pâr une
suite (m) d'applicâtions difrérentiables conv€rs€ant vers ln dans c.(Î(R),
1(E)lw).

50 Si r, €st difiérentiable sur t/, on obtienr (<l Eqwtion de Be nanr)

m i n  { [ (  D n " s z , s '  z ) ]  +  [ f G , r ] ' ]  =  0 ,
r€s-(-)

les auûes hl?othèses étant cell€s de 3.
La démonstratiotr de ces résultats (en partio ier dc 3) repose sùr la coisidé-

ration des distribùtons comme d€s distructur€s particulières (voir 0"1 et ["']).
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4. ^pplicrtion âux systèm€s difércnticls dép'ndânt dc comn'nd€s'

Soit run espâce topologique. Si lest un intervalle f€rmé (nonorÈnté)de À'

soir  M{X. /)  l  ;nsemble des appl ical ions me"ufrbler de I  dans K el  so' t  ,a/{X'  n

l 'en.emble quol ient de l ' t (K. I )  par la rclat ion d équi\alence p :

U - U'si, et seulement si' U(r) : U'(r) Pour presque tout ''

i i  u.* i .x,  f ,  soi t  t r :  U moù p e\ d(u) = '  s i ra ùn seul élément ' '

nous posons t;t(K, D = \0j.
Joii C- ru "ru"." a". oipiets (r', ri 4 tels que U e ,Lt(r, 4, oir lest I'intervalle

ferme a'extre,nites t > r;; un triplet (l' O, ') €sl ideniifié âv€c t Soit C" la

catégorie doni Iâ loi de compostlron csr :

( r ' .  ù ' .  r , )  ( ! ' .  Û '  r )  =  r r l  Û"  r t

si, et seulement si, l' = lr, où

U " ( t " ) : u ( l ' \  s i  t ' € d ( Ù )  e t  U " ( l ' )  =  U , 0 1  s i  t ' € d ( Ù 1 )  - { r ' } '

Soit  C' 'e sroupoide projecr ioD (th 9 Châp l t t  ls l )  de C' La carégorie - '

est identiliée à une sous-catégorie de C on â

c ; -  R  d { r . Û  r )  -  t  l i i ' Ù ' t t  -  t

et on identific (r', ù,4'' a'ec $ Û' fi'
Soit t(C') la iopologie ( de faisc€au ) engcndrée par Ies ensembles

r ( / ,  ù ,  0  = {  t i ,  Ù, ,  tJ  e  c '  I  aù )  -  d(q 'Û,  = Ù ld(u ) \ '

lorsque (1, i, r) € a' Alors (-'' (c)) est Ùne catésorie topolosique

PRoposrrlor' : Il ?xistc un Snupoide topolo|iqu? loml?ment. ttiviat \C',' 1'Cù

projecrion dc 1C'. trC )\. adnettant lC . tlc tl paÙ saut'rutégorÊ tolalogiquc

\ous désignerons pâr ( '  un \ous-groupoide dc i 'contenaot - ;  ouvert

pour 1(C) et tel que (l', {.r' r) € C' = C ô C'entraine

f r i . Û  t . r , r c c '  s r  r , € d r u ) e I t ;  c ' / r u t

Alors (C .  4CJl,  oir  (C) --  r(al lc.  en un groupotde lopologiquc locr lemenl

rr i ! ia l .  Se donncr a rc! ienr à 'e donner un enscmble Ï  d 'appl icâl ion\ me'utd'

bles d'un intervâll€ de R dâns X, vérifiant les conditions :

l .  Si  U€f i ,  on à Û - Jd et U/I€Ji  pour to[ t  I  c d(U);

2o - [ d ( i ) l u € J i J = R ;

3" Si Ur € Â ct si d(Ur) a ti e'i pour €xtrémités Vt < n' où

4 + t : t i > t t  Y i < n '
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i l  €xiste UêJt tel  qûe

| | e d(Ù), 4 e d(u) ct u, : uid(ur) (on â 3i : I u I ( ' , u' t e c' ] ).

Soir t  te foncreu! conrinu de {C'.  r{Cr) dâns l(À ,  Rl- .  r{R) ' �1-.Èetrgendré

p^t (t', u, t) - (t', t\.
Soit t' ut êspace afrne localÊment convex€, E : (R x E') et/ trne applicâ-

lion contioùe d'ut ouvert dA de E' x K da'|'s E .

DÉrNmoN: Soit U e JC et / - 4Ù). On dn que X estùne solution d1t prcblème

de catlctry (Û,1,1,1), où t € 1et :G, /) € d(/), si :

l' ,f est une applicatior contiûue d'un inte âlle oùvert d(X) c I dans 1(.8')

t€lle que t € 4T) et xG) - t ;
20 X ad.| . .et  I  G\t) .  UO) pour dérivée pour presque tout ,  cd(x):  lâppl i

cat ioî f(X, Ut:  I  , l (Xt ,  uul)  dêt ' r . ; t  surd(x) lâ Eldisrr ibut;on [X] '
Si E = À', la condition 2 signifie :

f l

x( r )  - . .  -  |  l ( x \ i ) .Uu t )d i  .  v rêd(x )

DÉFrNIrroN : On dirâ que f est $rëSuliet si,VU e X' et Vr e 4U),le problène

de Cauchy (ùl t, x) est (bien posé ), c'est-à-dife s'il admet une solu'

tion X(Û, f, r) défrnie sur 4U, l, jr) et ùnique sut cet intervâlle, telle que I'ap-

plicatior 0', jr') + X(Û, /, ir') (t') soit continue en (t', x)Vt' e d(U, I, x').

Supposons que/sojt Ji-régulier. Soit

c ' '  E :  {  (({ , 'Ù, ù,  ( t ,  i r ))€ c '  x t  I  r '  e d( i ,  r ,  x)}

et soit r.' l'âpplication

((, ' , ù, t, ( ' , x)) - 0', x(ù, ,, r) (r ')) de c" * E dans ,[;.

Soilp I'application (r, r) - I de, dans C; : À.

THÉoRÈME : ((c", Î(c)/c'\, p, E) est n noyau d'e'p-èce de structu'es rclatiw'
DÊnt à'e 'et  i t  existe n srslème sui. taue t(û= (É,q,(c ' ,  1(C)),p,E) tet
que (C' * E soit un srcupoîde prcjectiùn de sa sous-catégarie (C" * E)'.

z'Cl = G, qG', G", r(c')), P, E) est un sous-ststèhe suiddbte lte t(f)

tes solut ion. de tLn corre'pondenl biunrvoquemenl âu\ couple'  (Û. ' i )
tels que U €Ji €t r. €t', et pâr suite aussi aux solutions x(4 i, t) des Problè'
tne. de Caucby (y,/, r. ̂ ). où U e i{ er r L d(U).

Soit I une application irtégrable de d(/) dltns R. L'âpplication

(r r', u, 'r, {r. r)) - J , c(x(u. r. x) ri ). tr{r )) dr

€ngeûdre un forcteur contiru de ((c'*,8)', (c) * '(r)) dans (À+, (R)), noté F.
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DÉFrNrrroN : Or appelle ( t(D, F, (R+ , 4R), <\) h système guilabte préféren-
tiet associé à (xi, I s) aoÉ n Q;, f, s).

Soit P' une pattie de r' et P = R x À Supposons qu'il existe une solution
(Â P)-opt imale de n ( f f .1s) au-dessus de l i .  rol  er soi t  (U. to) Ie couplc
coffespondant de Ji x t'. Soient

t  el î ,  tolet  x = x(t ,  ro,  'o) O.

L'€$emble SO du û' 3 esr isomorphe à l'ensembtc ,î1f; io'-e ae, Û,
où U e Jt, tch qùe 1 € d(r) et que

U  -  X \ Û . i .  r t l i t ) e O t P )  v r ' - . d ( Ô .

ODa SO = S" (7) er rour élémenr de S(') esr résutiere n i. Si Û c 31r-;, po'oo'

ryl) 'xtÙ. t ,  xr.  Le résuhât 2 du n'3 enrraine. s i  i ; t1 i4 = n"k@1.oit
7(ù\ O : (t, x(ù O),

rn jn  l i , ' r lÀ ' (Ûr  | - ls lYtÙt .u)1 .  Ë{Û)}  =  0.

Jn1n { ;(ù'0) + s(x(u) (,), u0))} : 0,
U €J'N

presque pouJ lout red(ô. les minimâ élaor aneints pour t-r  -  U. Sous tes
cotrditions dù #sultât 3, n" 3, l'équâtiotr de Bellman géDérâlisée s'écrit ;

-1. { j1(ri- ( D.r . î(ô, [r,{x(1,). u)] ) + [s(x(ri), u)]) ] = 0,

où JC est un 6hre d'âpplications ditrérentiables convergeant vers m.
Cas particuliet I Si E est de dimension finie, si r( est contenù dâns un esDace

de Banâch. , i  J e\ i  lormé d ippl icar ions mesurable" bornées er si  I  appt ical ion
(x, u) - f(x, ,) âdmet une dérivée coÀtinue relativemetrr à , sv d(fl, ators f
€st Jçrégulier. Les équations précédentes s'appliquenr donc, tandjs que
l'équation de Bellmaûordinairenepeut pasêtre utilisée, car /r, r'est généralemenr
pas difiérentiâble. ,Er Êisant interl)enî l^.lasse y\ d'apptications et pas seute-
meû rensemble des wleuÆ p.ises par .Es applications (âinsi que te lâir pon-
tryagijrt), il est inutile de traiter sépaftment le îas oùt il y a des contrui,ûes.

n reste à savojr si, du point de .!\e prutiq e,les équations er distriburions
obtenues peuvent être exploitées pâr un procédé d,approximÂtjon. Mais te
bùt de nolre étude était de mettre en évidence, d'M�dn point de .tue théo quc,
lâ struf lue mathémarique souçjdcenre âux probtèmes doptrmi,ar io! ;  de
montrer en pa iculier pourqùoi l'équâtion de Be mâÂ peur être emptoyée
heuristiqueme4t, même lorsque l€s h)?othèses de difrérentiabilité reaujses
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Ddr sâ démonitration ne sonl pâ" \éri6ées Le problème qui se pose marnte_

I"'i"" ..iJa" it-rr""ce et ;e l'unicilé des solutions (distributioos ou fonc-

tio$) des éqùations troùvees.
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DISCUSSION

Mme Bastiani étant âbsente, M le Professeur Pallu de La Barière â exposé

l'essentiel d€ la communication
M. JoRcEf]sEN. Il y â des dificultés lorsqu'oû définit un trâjet en disant

oue la dislânce esr nul le Que "e pa-e-t- i l  dans le câs où plr  eremple on d un

travril de force" (circuldtion d'uo vecteur) le loog de 13 boucle fooctioD d'r

M. PÀrLù DE L^ BÀnRIiiRE. - Je n'ai pas dit quc n'importe quel chemin

dont I'origin€ est égale à I'cxtrémité était considéré comme nÙl J'âi simplemeat

indiqué qire pour icccpter lâ not;on de crtégorie, il faÙt introduire cette âbs-

t.action àe Àemin ae ton$eur nùlle. C'est totalemeÂt dilïérent de lâ notion

de chemin âyant sor origine confondue avec son extrémité


