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BIOLOGIE THEORIQUE. Unmodèk matMmatique poû tn système riûant éûlrti|
et hiérarchique, Ionné sur ld thêorie des tutégoties. Note de Andrée C. Ebr€sll|rm et
Jesn-Prul VanbrenEersclt, présentée par Jean-Pielre Chângeux.

Oi propose ùn nodèle malbénalique appelé syslèn€ érolulil hiêrarchiqù€, basé sur la rbéone ds Ca1égo
n6. Noùs étudi€rons ainsi des systènd de nâture dive^e qui, come u orsa sn€, pr6ent€nt les carâctèr6
suivanls : ùne organisalion inrerne avæ des @nposùts plus ou noins compler€s d d6 ElatioN dtre eu!
ùn. éyûlùlion au @us du tenps; ùe hiérùchie de nivaùx de conpleailé. G câdre p.mcl d'expliqùd
l'éne.Benæ de nouvelles propriélés pâr cônplerification, ct de d4nre ùn proæssus de fomation de 1€ls

THEORETICAL BIOLOCY. A rothenatical nodel for living syslem based on etegory theory.

me notù^ oI tn @olutiae hÈrutchical srsten prcposed he.. reraiÆ th? lolloNins chatûLetisLi.s oI !ônê Mttdl
sfeml like Liùi^e otsMis^s: the! hûù? nn intùul o'sanizatio. coÂisrins ol norc or less conplex cûponena
with interelations: the! nainrai^ their ôryaijzttion ia tiùe ulthoush their conpoûenrs are .h.ryinq: ther ùay be
stunie.l at etrùdl conplexir! leæh (..s., hol..Llû, celtule,...). The idea is to nodel th. srat. of rhe systen
at a ai,en insta t b! o coteaar!, rhe eate ùMùioh h! d lutu1ot, a uùllet object bJ the (dir{t) linit al a
pattùn oI linkerl oAe.ts (its oeh orqdnizarion). mè e^etsenee oI 4e|| poperties fot o conplex object B
m6ured, dnn a.lNlopnent po..ss ts devtb.d

Toute modélisation repose sur ùn€ certâine conception de l'objct modélisé. Les pro-
priétés des systèmes évolutifs complexes retenues dans notre modèle seront illustrées par
I'exemple d'une cellule.

L ORcaMsarroN TNTERNE, CATÊcoRrÈs- Une cellule €st formée, à chaque instant, de
composants qui sont aussi bien ses organites que s€s molecules ou ses atomes; ces
composânts sonl liés pâr des relations (contiguité, interactions chimiques, attâchement
d'une molécule à un oryanite, ..-), ce qui détermine l'organisation interne de la cellule.

De fâçon général€, un système ( défini par des éléments et des relations qui l€s
unissent ) sera représenté par une catégorie dont les objeis modélisent les composants,
et les flèches les relations entre eux.

Rappelons !l qlu'nn paùe est formé de sommets €t de flèches (ou liens), châque
flèche allant d'un sonmet vers un âulre. Il pcut y avoir plusieurs flèches entre d€ùx
sommets, et des flèches < fermées ). Une.dégort€ est un graphe ori I'on associe à d€ux

flèches Ar aAz lÀr consécutives unc flèche de A, vers Ar, appelee leur composé, de
sorte que deux axiom€s soient vérifiés (associativité, identité). Un lorrlonoryhisne A. d'û
grâphe G vers un autre K associ€ à un sommel i de G un sommet image Ar dans K, à
une flèche a I tJj de G une flèche A(d) de K, de Ai vers Aj. Si les graphes sont des
catégori€s, un /ordd. esl un homomorphisme qui d€ plùs respocte les composés.

2. SysrÈMEs ÉvoLUrrFS. - Àu cours du temps, les composânts d'une cellule se
modifient : des éléments pris au milieu extérieur sonl assimilés par la c€llule qui, au
contmire, détrùit ou rejette certains de ses composants.

L'évolution d'un systèm€ générâl ainsi ( ouvert D sera représentée par les données
suivantes : 1. Un ensemble T de réels positifs t (les instants où le systèmô est observé); T
peut ètre fini ou in{ini, discret ou noq 2. pour chacun de ces instants r, une catégorie
K, qui rcprésente l'état du système €n r; pour chaquc couple d'instants de T avec r=r',
un foncteur lroiltior de K, vers K!, (qui est l'identilé dc K, si r':r). On d€mande que,
en composant le foncteur évolution de t à t' avec l'évolution dè t à f' > t' , on retrouve
l'évolutior de tà t".
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L'évolution associ€ à un objet C de K, (donc à un composant du système en t) un
oblet de K,, qui représente son état à f instant postérieur r'. Er ro<r, I'objet C peut avoir
plusieurs étâts antérieurs (ce sont les objets dont C esi l'état en r); s'il n'a aucun étât
antérieur à l, c'est un ( nouveau ) composânt en r. C€ci modélise de manière interne les
objets ( pris à I'extérieur ) sans faire inte enir explicitement cet extérieur.

Pour modéliser de même internement la destruction ou le rejet d'un composant, on
introduit dans chaque câtégorie & un objet composant neant (formel) 0, qui est lié à
chaqu€ objet de cett€ catégo.ie par une et une seule lleche (0, est ( initial ) [2]). Une
flèche qui se décompose à trâvers 0, est dite rulle. Un conposant en t a ditparu en t' si
son état er t' est I'objet 0,,. De mêmq une flèche en , a disparu en t' si son imag€ pâr
l'évolution est un€ flèche nulle. Ainsi les objets néant et les flùhes nûlles représenteût ce
qui n'existe plus. Pour qu'un élément disparu ne ré-âpparaisse pas, on suppos€ què le
foncteur évolution de t à t' applique 0, sur 0,,. On a ainsi défini un $,sten. â,olrtf

Dans ùn système évolulif,la ùte [ émeryence d' un composant C est lâ borne inférieure
des instants où C â au moins un état antérieur; sa date dè àkpaîitiaî est la bome
inférienre d€s instants où l'état de C est l'objet néant; la traje.toire de C est formée de
tous ses étâts antérieurs et postédeurs €ntre son émergence et sa dispa.ition.

3. LIvnrs. Ér'renceNce DE pRopruÉrÉs paR coMp - Dans la ccllule. un
organite est un composant complexe : il ( recolle > le systèm€ formé par ses molecules et
leurs interrelations, qui decrit son organisâtion interne et détermine soû comportement
(réductionnisme oÉrâtoire). be mêrne, une molécule €st complexe relativom€nt aux
âtomes liés qui la composent, mais simple par rapport à ùn organite-

Dans un syslème général, un composant est conplexe s'i1a ùne organisation propre,
d€€rit€ par un systèm€ de composânts ôt de liens sÉcifiés entre eux qu'il recalle.
Traduisons cett€ notion dans ùne câtégoie K.

Un graphe peut être considéré comme l'€squisse d'un système abstrait de liaisons; un
homomorphisme A de ce graphe SA veft K réalis€ cette esquisse en un système ( concret )
d€ liens entre les objets Ar de la câtégorie. On dira aussi que A esT in système [objets
lËr de K, d'esquiss€ SA. Un lien collë.ti| de A vers un objet C de la catégorie est une
famille de flèches, de A, vers C, indiées par les sommets i dc SA, et compatibles avec
les l i (ns sÉci l iés entre les Ar au çens suivânt

r r )  P o u r  r o u r e  f l é c h e  d :  i  . i  d a n s  5 4 .  o n  a  { - r e , i J ' n , 1 ç 1

Donc chaque Ar est lié à C, mais d€ telle sorte que, si i et j sont liés dâns I'esquisse, le
lien, de Ai soil ( impose ) par celui de Aj.

Un objet A' est linn? (inductive [2]) du système A d'objets liés si, pour tout objet C
de la catégorig les liens collectifs de A vers C correspondent biunivoqueûent aux flèches
de A' vers C dâns K. Intuitivement, la limite < rccolle, les objets Ar €n tenant compte
des liens sÉrifiés entre eux, et un lien collectif vers C se recolle en un unique lien de
cette :imite vers C.

Un composant complexe €st modélisé par un tcl objet A'qui est limite d'un système A
d'objets lieq A repÉsente l'ofgdûi.çl1rio, inteme de A', à savoir s€s constituants (les objets
indiés AJ et leurs liens sÉcifiques. læs propriétés de A', déterminées par les flèches
issues de A', correspondent aux propriétés des A, qui sont compatibles [au sens de (*)]
âvec les liens sÉcifiques, de sorte que lér,rde de A' est fttme,Ee à cclle de ses co,tstituants
et àe lewr lien: spbiliqres. Les contraintes (*) font qu€ tous les Ai n'ont pas le mêmo
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rôle dans la limite, d'où une véctaltsdtton ultérieu.e. Si l'esquiss€ n'a que des sommets
(sâns flèches), A se réduit â une famille d'objets Ai de la câtégorie, et toute fâmille de
liens ( individuels > I de Ar vers C forme un lien collectif, car il n'y a pas de contrâinte
(*). Dans ce cas la limite (alo^ appelee somme) de lL famille d'objets a les mêmes
propriétés que s€s constituants.

On peut nerlrsl les contraintes qu'imposent des liens, en comparant la limite A'd'un
système A d'objets liés à la somme S de la famille formee des seuls constituânts Ar (on
( oublie ) leurs liens). 1, erirt? u\e Jlèche s de la sonne S ven la limite A' du système
"ëailin t la condtion : les flèches de A' r,e6 un objet C cotrcspondent biu\iÛoE ement aux

Jlèthes de S ners C qui se déconposent à rrdrers s. Ainsi s représente foàstd.ie que doit
surmonter une famille de liens individuels (qui se recolle toujours en une fleche de S
vers C) pour definir un lien collectif de A. C'est d'âutânt que cette flèche s diffère d'un
isomorphisme qtldll y ^ èmergen e dë nou)elle ïopriétés pour I'objet complexe A' par

rapport à ses constituants Ar.

4. SysrÈMES HrÉI.ARciIIeuts. - La c€llule a une organisation hiérarchique, due au fail
que ses composants se fépartissent en trois niveaux de complexité croissantq et elle peut

être étudiee à partir de chacun de ces niveaux-
On appellera s/slA/n? ,térdrcàique une catégorie dont les objets sont Épartis en plùsieurs

niveaux 0, 1. . . .,I de complexité croissante au s€ns suivant : Chaque objet du niveau n
(autre que 0) est limite d'un système d'objets liés du niveau juste inférieur n- 1-

Un objet A'dù niveau fl apparaît à la fois comme simple relativement aux objets d'un
niveau suÉrieur, et complexe par rapport aux obj€ts du niveau n-1; son étude es1
ramenée À celle d'un système A d'objets liés du niveau t- I qu'il recolle. Mais chacun
de ces objets recolle lui-même (en tant qu'objet du niveâu n 1) un systèûe d'objets tiés
du niveau n 2, elc. ParsuiteA'a, par f intermédiaire de ces constituants, une organisation
inteme de chacùn des niveaux & <r, form€€ d'objets du niveau ft âvec des liens (difficiles

à définir, car répartis entre plusieurs niveaux). Dans [3] on crnstrril des hiérarchies dont
l'étude s€ réduit à celle de leurs objets du niveau 0 avec les simples lleches entre eux
(pomme dans les eremples concrets).

tJn système hibarchique éaolutif est ùn système évolutil tel que : 1. la calégo.ie K,
état du système en I est un système hiérarchiqu€, et I'objet néant 0, est du niveau 0;
2. chaque foncteur évolution prés€rve le niveau d'un objet, ou le fait disparaître Il en
résulte que, si un composant en t est du niveau ,r, sa traj€ctoire est formée d'objets du

Dans le système hiérarchique évolutif associé à une celule, un composant complexe
conserve, pendant toute sa vie, son identité due à son organisâtion inleme, bien que ses
constituants se renouvellent peu â p€u-

C€tte nolion d'identitê d'ujr composant complexe prend un sens dans tout système
hiérârchique évolutif : Une trajectoir€ du niveau ll conserre son orsanisotion du ni|eau
n 1 si on p€ut âssocier à chacun de ses éléûents Ci un système C, d'objets liés du
niveau n-l dâIls K, ayant C; pour limite et védfiant la cordition I Si t' ôst ( assez
proche r de t, l'évolution de I à t'fâit disparaîtrc suffisamment peu d'objets de C, pour
que les objets liés maintenus en t' forment un soùs-système d€ C,. ayant la même limite
C;. que C,, tout entier.

5. FoRMA rroN DE sysrÈMEs Évolurrtss- Dans lâ cellulc, l'évolution entre deux instants
t et l' résulte des oÉrations suivantes : assimilation de nouveaux éléments, disparition
ou décomposition de certains composants existant en t, formâtion de composants
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complexes par recollement dc composants liés en I, toùt en prés€rvant I'organisation
int€me d'autres composants,

Décrivons ces opérâtions dâns une catégorie K avec un objet initial 0. Nous considérons
les donnccs suivantcs : une catégorie E (modélisant des objets liés à ( assimiler )), certains
objets N de K (devanl disparaîtrc), un ensemble de systèmes A d'objets liés de K qui n'y
ont pas de limite (systèmes à recoller) et un ensomble de systèmes B d'objets liês de K
qui ont une limite dâns K (à préserver). Alors on montre [3] :

THÉoRÈME D'ÉvoLUrroN. II existe un foncteur G de K oe ( nrc plus petite , catégotie
L tel  qte:1.G v decompose à tra\ers la catégo e sommedeKetE;2. i l  ûppl ique 0 et
chacun des objets N sur tn objet initial 0' de L; 3. |image par G de cha.un des systèmes
A, a une linite .lddns L: 4. les linites te ûarun Aes systèmes B sont Uésenées par G.

Ce théorème (énoncé ici de mânière Dn peu informelle) permet de construire par étap€s
des systèmes évolutifs lorsque les instants de T forment Lrne suite croissaûte (temps
discret). On part d'une catégorie K à l'instant initiâl et on construit par récurrence l'état
du système à chaque instant I connâissant cet état en r, le foncteur évolution de t à
l'instânt suivânt serâ le foncteur G associé par le théorème d'évolution à lâ câtégorie K,
en t et à ùn c€rtain choix d'objels à âssimiler ou à faire dispâraître, et de limites à ajouter

Cetle construction pourrâit s'âppliquer à des systèmes hiérârchiques évolutils concrets
(organismes vivânts, systèmes d'objets mentaux, sociétés, ecosystèmes,...). Mais le \Tai
problème consiste à sél€ctionner à chàqne élâpe les objets à assimiler ou supprimer, les
composaûts liés à recoller et les composants cornplexes à prés€rver. Disons seulement
que ces choix seront faits parmi les différents éléments possibles en utilisant des
( pondéralions ) de ceux-ci à I'aide d'oàseiudàl€s (fonctions numériques définies sur
certains systèmes d'objets liés) €t en tenanr comple des ( lois de Ia nature ) qui lient ces
observables, de manière à obtenir un développement optimâl (( principle of optimal
design r de R. Roscn I4l).

Les Ésultals de cette Note sont développés dans [3]. Rema.quons que le modèle que
nous proposons poùr étudier des syslèmes bio-sociologiques, ... rentre dans le cadre d'une
Biologie relationnelle au sens d€ Rashevsky et R. Rosen [a]- Mais, à la différence de ces
auteurs, on cherche à décrire I'organisation interne du système et non son fonctionnement,
lequel résulterâ des inteûctions synchroniques et diachrodques des composânts et de la
réduction d'un composant compl€xe à ses constituanls liés. ks réseaux morphogénétiques
de Rosen [5], ses systèmes naturels et l€s orgânismes de Louie [6] peuvent se traduire en
tcrmes de systèmes évolutifs lcl I3l).
Renis le 1? fév.i€r 1986.
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