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PRELUDE

Au commencement tout était morne et informe.
Le Géometre dit . Que la lumiére soit !

Et les structures la par espéces pergoit ;

Du chaos émergent attraits, contours et normes.

Dés lors il structure les objets et les fléches,
Puis structure les structures, tdche sans fin.
L’application, outil premier pour Dedekind,
Se mue en morphisme, d’apparence une fléche.

Catégories en expansion dans I’ Univers,
Leurs trios s’accordent, les quatuors résonnent,
Comme les quintettes, niant deux fois Zénon,

Se composent en long, et en large, un sens clair
Aux métamorphoses bien naturelles donnent.
Tout cela, dit le Sphinx (*), pour amuser Zsiv.

(*) Goethe, Faust II, Nuit classique de Walpurgis.

Extrait de «Catégories et Structures», Dunod, Paris, 1965,






REMERCIEMENTS

Je tiens g remercier, pour leurs encouragements et leur appui

pendant la réalisation de cette Partie 11l- 2:

En premier lieu, les Docteurs F. de la SIMONE et plus encore

J.-P. VANBREMEERSCH, dont la compréhension et le ferme soutien durant

tous ces mois m'ont donné la force de mener & bien ce travail; le Docteur

J.-F. de FREMONT, avec qui j'ai eu de si francs et stimulants échanges
d'idées;

Tous ceux qui ont aidé a la réussite du «Troisieme Colloque

sur les Catégories, dédié A CHARLES EHRESMANN» (Amiens Juillet 1980)

en particulier 'UNIVERSITE de PICARDIE, et les nombreux participants

qui m'ont fait d'utiles critiques et suggestions ;

Enfin, les personnes et organismes qui ont favorisé le lance-
ment de la Souscription dont l'apport financier est indispensable pour la
publication de ces «Qeuvres complétes et commentées», et 1'Imprimerie

EVRARD qui réalise efficacement leur impression.

A. C. E., Décembre 1980






Les articles originaux faisant l'objet de cette Partie 111-2 sont
reproduits ci-aprés (par procédé photographique ). Les textes dont le
format initial a dii etre réduit (pages 431 a 530 ) précédent les autres,
ce qui explique que l'ordre chronologique ne soit pas entiérement res-
pecté. Deux articles qui avaient seulement été multigraphiés (l'un a
U'Université du Konsas g Lawrence /93/, l'autre g l'Université de

Paris VIl /113/ ) ont été spécialement composés sur machine Vari-

typer.

Les numéros rajoutés dans la marge extérieure renvoient aux

commentaires situés g la fin du livre.






C. R, Acad. Sc., t. 256, p. 2080-2083. Séance du 4 mars 1963. Groupe 1

/59/

ALGEBRE HOMOLOGIQUE, — Catégories structurées d opérateurs.
Note (*) de M. Cuarres Enresmasy, présentée par M. René Garnier.

Espéce de structures au-dessus d’une catégorie double; cas particulier d’une
espéce de structures au-dessus d’une espéce de morphismes. Définition générale
d’une catégorie structurée d’opérateurs.

Cette Note fait suite &4 deux Notes (*) antérieures dont nous reprenons
la terminologie et les notations.

1. EsPECE DE STRUCTURES AU-DESSUS D 'UNE CATEGORIE DOUBLE.

DeriNiTION. — Soit (€', CL) une catégorie double. On dira que Z; est
une espéce de siructures au-dessus de la catégorie double (C°, C4) relaii-
vement & po, ou que ((C, CL), p., I,) est une espéce de structures, si po
est une application de la classe I, dans € vérifiant les conditions suivantes :

1% (C,, po, Z,) est une espéce de structures (*};

20 (CY po, I,) est une espéce de structures;

3° Soient f€C et €L, tels que p, (o) = 2" (xL (f)); on a

BL (e (f)o)=58"()(at(f) o).

On posera

fo=BL(/) (" (o).

Soit ((€7, CL), ps, X,) une espéce de structures; nous désignerons par &
la classe des couples (f, 9)€C X X%, tels que

Po(a)=al (a" (f));

cette classe sera munie des lois de compositions . et & :

(fa).(fioy=0"-1,9)
si, et seulement si,
at (JH=8"()) et o=al (f)o;
(fra)a (o)=L o)
si, et seulement si,

a (fy=FL(f) e d=a'(f)e.

Soit p I'application (f, ¢) > f de § dans C.

Prorosition. — (8, BL) est une caiégorie double et p un foncteur double
de (8°,8L) pers (C', CL); 8, (resp. &) s'identifie & la catégorie des
hypermorphismes correspondant & (C,, ps, L) [resp. a (C}, po, L.)].
(€, p, 8,) et (CL, p, SL) sont des espéces de structures, les catégories
d&’hypermorphismes correspondantes s’identifiant respectivement 4 8" et 4 SL,

L’application : ¢ - (p (3), o) identifie X, a la classe (SL), = (3,)..

Nous appellerons encore ($°, SL) la catégorie double des hypermorphismes
correspondant & ((C°, CL), p,, I,).
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(2)

Solent (€7, C1) et (87, 81) deux catégories doubles. Considérons les
conditions suivantes :

A. (&7, 81) est équivalente & la catégorie double des hypermorphismes
correspondant & une espéce de structures ((C°, CL), p,, (8,)d).
B. p est un foncteur double de (&7, $4) sur une sous-catégorie double
L, €4 de (€7, @L) vérifiant les axiomes :
12 Pout tout f€C, et tout zLE€SL tels que p (z1) = 2L (f), 1l existe
un et un seul g€3 tel que

Py =r et PLNWE s

S

S

29 Pour tout f€C; et tout z' €Y, tels que p (z7) =« {f), il existe
un et un seul g€ tel que
play=r el PR B
C. p est une application de ¥ sur une sous-catégoric double ¢, de €
telle que :

10 p est un foncteur généralisé (*) de €| vers 8™ ainsi que de Ct vers St

20 Les conditions g€9%, g’ €8, pig)=pg) et al(g) =alig)
vesp. % (g) =% (g")] entrainent g= ¢

Trtortme. — Les conditions A, B et C sont équivalentes.

Derixrrion. — S1 la condition B est vérifie, on dira que (&7, ¥1)

est une catégorte double au-dessus de (€7, CL) relativement @ p, ce qu’on
notera par (G, CL), p, (&, $L)).

Soient € une catégorie et (€, F) une espece de morphismes ('). Soient
a0
fa classe des hypermorphismes correspondante, munie de sa structure de
catégoric double (). Sotent ((a¢°, 1), p,, L,) une espeéce de structures
au-dessus de (7, HL) et ({7, KL}, p, (87, 8L) la catégorie double
au-dessus de (K, #H1L) correspondante.

DerixrrionN. Si p (8) est la catégorie des hypermorphismes corres-
pondant & une sous-espéce (*) de structures de (€, =, &), on dira que
\(‘u{': ‘kK’J')y
morphismes (C, F).

Soit (K, #L), po, Iy) une espéce de structures au-dessus de lespéce

S, 7, K espece de structures déterminée par (€, F) et (a0

Po, o) est une espéce de structures au-dessus de Uespéce de

de morphismes (¢, F). Pout tout e€= p, (%.), P (F (&) est une sous-
catégorie F’ (¢) de $1; désignons par p. la restriction de p a (F'(e)).;
alors (F (e), p., (F' (e))s) est une espece de structures v (¢). Pout tout
fenp (8), Papplication F’' (f)
s> (fip(s))s o zeF(a(f),

est un foncteur de F’ (o (f)) vers F' (B (f)); soit F, (f) la restriction de
F’ (f) a (F’ (e))s. Le couple (F(f), F, (f)) est une application covariante
F(f) de v(a(f)) vers 1 (B(f)). Soient F’ et F les applications : f— F’ (f)
et f— F(f) respectivement, ol f€=p ().

Proposition. — (G, I} est une espéce de morphismes. (e, F) est une
espéce de structures dominée par (K, a*), ot K est une catégorie d'appli-
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(3)
cations covariantes (D, 9) enire espéces de structures (') et o< (D, g) = ®.
Inversement, toute espéce de structures dominée par (K, o) est 'espéce de
structures (C, F) associée a une espéce de structures au-dessus d’une espéce
de morphismes.

2. CATEGORIES STRUCTUREES D OPERATEURS. Soient M une catégorie
d’applications de classes dans classes et (J1L, p, K, I') une catégorie d’homo-
morphismes (*). Nous supposecrons que I' est le groupoide de tous les
éléments 1nversibles de K et que, pour tout couple (s, s') d’unités de K,
il existe dans K un produit s X s’ tel que

PS> s )= p(s)=xp(s).

DeEriNiTION. — Soit (€7, s) une catégorie structurée (') dans K et soit
c&€ K, Nous dirons que (C', s) est une catégorie K-structurée d’opérateurs
sur 7 si les conditions suivantes sont remplies :

19 €' est une catégorie d’opérateurs sur p (5); nous désignerons par =
la projection de p (3) sur €,, par K’ la classe des couples composables (f, z),
ou f€C et z€p (3), par # Papplication : (f, z) - f= de K’ dans p (a);

20 On a (s, 7, 7) €K,

30 1 existe s" €K, tel que

pisH=NK et ($X g, . §YEXK:
49 La velation {s X 7, i, ¢") &K entraine
(s, 4, s 1ed.
On dira aussi que [[C7, s), n, 5] est une K-espéce de structures.

Exemple. — Une catégorie S-structurée d’opérateurs, ot T est la
catégorie des topologies, est une catégorie topologique d’opérateurs au
sens de (*).

DérinitioNn. -— Nous dirons qu'une catégorie d’homomorphismes
(M, p, K, I') est résolvante & droite si la condition suivante est vérifiée :

(R) Soient k€K et k'€ X tels que

)= (K= et (k)= 5(K)
soit A la classe des éléments z€p (s) tels que
PRy (2)=p () ().
Alors 1l existe S€ K, tel que
p(S)=A, (a (k) iy, SYex

et que, pour tout (s, g, S') €K pour lequel g (p (5'))CA, on ait

(8,8 S)ex.
Exemple. — La catégorie des topologies et la catégorie des foncteurs
sont résolvantes a droite.
TuktorimMe, — Soit (M, p, K, I') une catégorie d’homomorphismes résol-

vante & droile. Soient (C', s) une catégorie K-structurée d’opérateurs sur o
et I la catégorie des hypermorphismes correspondant & [C°, =, p (5)]. Alors
il existe s" €K, tel que (X', s”) soit une catégorie K-structurée.
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¢ 1)

DErinrrion, — Si K est une catégorie de foncteurs, une K-espéce de
structures sera appelée une F-espéce de structures.

Pour que [{C", C%), =, Zt] soit une F-espéce de structures, il faut
et il suffit que les conditions suivantes solent vérifides

10 (€7, CL) est une catégorie double et Il une catégorie;

20 [€7, 7, I] est une espéce de structures;

3% = est un foncteur de Ii vers Ci;

4° Les relations

fee, Jee, ze X, seX,
al (=3L(f), =t(s)=3L(3),
sy=x"{f) et m{(sY=a"(f)
entrainent
(ST afy (& sy =1"3s1fs:
50 Les relations
eleclk, el et = (zy=2"(el)
entrainent etsg Il
Du théoréme precedent résulte :
CororLLaiRE. — La catégorie siructuree des thezmorphzsmes associée
& une F-espéce de structures [(C7, CL), =, XL] est une catégorie double (8, 1),
TrtorEME. — Pour que ((C°, 1), p, (8", BL)) soit une catégorie double

au-dessus de (C*, CL) telle que p (8) = C, il faut et 1l suffit que [(CL, C7), p, 8L]
et [(C, CL), p, 8] sotent des F- especes de structures el que les catégories
doubles d’hypermorphismes correspondantes s’identifient a (S1,8") et
a (8, 8L} respeclivement.

Une catégorie € sera considérée comme une catégorie double (€7, @),
ol o désigne la loi de composition définie par :

N —=r si, et seulement si, /= 7.

Soit {(€7, &%), =, XL] une F-espéce de structures; pour tout e€C,, = {e)
est une sous-catégorie F (e) de It; pour tout f€C, soit F (f) I'application
s> f3, on el (=(/N.

Proposition. —— (G, F) est une espéce de morphismes; inversement,
toute espéce de morphismes (C, F) telle que « (F) = C détermine la &F-espéce
de structures [(C, C*), =, EL] ou I est la catégorie somme des catégories
F (e), e€C,.

(*) Séance du 18 février 1963.

(*) Comptes rendus, 256, 1963, p. 1198 et 1891.

(*) Rappelons (*) que, ¢ désignant une application de la classe %, dans la classe I’y
des unités d’une catégorie I', on dit que (I', ¢, X.) est une espéce de structures si une sous-
catégorie I'” de I' opére sur =, le composé fz, ol fel’ et ze I, étant défini si, et seule-
ment si, 2 (f) = ¢ (z). La classe des couples composables (f, z) est la catégorie des hyper-
morphismes correspondant a (I', ¢, £,). Si I'” = I', on écrit [I, ¢, Su].

(") Séminaire de Topologie et Géoméirie différentielle (Ehresmann), Paris, III, 1961,

(*) Colloque de Géométrie différentielle globale, Bruxelles, C.B.R.M., 1959, p. 137.

163.345. — Imp. GAUuTHIER-VILLARs & Ci¢, 55, Quai des Grands-Augustins, Paris (6€).
Imprimé en France.
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C. R. Acad. Sc., t. 236, p. 2280-2283, Séance du 11 mars 1963, Groupe 1
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ALGEBRE HOMOLOGIOUE. — Sous-structures et applications K-covariantes.

Note (*) de M. Cuanres Eunesuasy, présentée par M, Arnaud Denjoy.

Ordres doubles. Sous-structures dans une catégorie au-dessus d’une catégorie
inductive; applications : sous-catégories K-structurées et sous-K-espéces de
structures. Cette Note fait suite a trois Notes antérieures (') dont nous reprenons
la terminologie et les notations.

1. ORDRES DOUBLES.

Derrnrrion. — Une espéce de structures dominée (') par la catégorie
des homomorphismes entre classes ordonnées sera appelée espéce de
structures ordonnée.

Soit Q, la classe des catégories S telles que & définisse un ordre sur
la classe 8, de ses unités (c’est-a-dire deux morphismes de & ayant le
méme  ensemble d’unités sont identiques). Une espéce de structures
ordonnée s’identifie & une espéce de morphismes (C, F) telle que F (e) €.
pour tout e€=x (Fj,.

DEriNirion. — Une espéce de structures ordonnée (C, F) telle que
Ce€, sera appelée espéce de structures biordonnée.

Dirixrrron. — Soit (87, $1) une catégorie double (') telle que 8 €Q,
et St €2, alors on dira que (87, 1) définit un ordre double sur la classe
(1), des sommets de .

Prorosition. — Pour qu'une catégorie double (8, 8L) définisse un
ordre double sur (St),, il suffit que deux élémenis de S ayant le méme
ensemble de sommets sotent identiques.

Les sommets de f€S sont les éléments

a7 xd o Sy 2GSy BT (Al ()Y et 3T(3L([)).

La notion d’ensemble deux fois ordonné de Cantor (*) est un cas parti-
culier de ia notion d’ordre double. On peut de méme généraliser la notion
d’ensemble n fois ordonné de Cantor & partir de la notion de catégorie
n-uple définie par récurrence de la maniére suivante :

DérrviTion. — On appellera catégorie n-uple une catégorie structurée
par une catégorie (n-— 1)-uple.

2. Sous-sTRUCTURES. — Soit (C, 1, K, §) une catégorie d’homomor-
phismes (*) telle que & contienne le groupoide des éléments inversibles
de . Supposons que € soit une catégorie inductive (*), la relation d’ordre
étant notée <.

DErINITION. — Soit SE€4C,; on dira que s&€ X, est une sous-structure
de S si les conditions suivantes sont vérifiées :

1°© On a (S, n (8) n(s), s)€H, ou ®(S) n(s) désigne le pseudo-produit
dans #¢;
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o]

(2)
20 Pour tout (S, g, S)€HK tel que
2 (7w () )= =g et Bim () g =1 (s).
on a
(s, T(s) &, SYen,

o

De 19 résulte : n(s) << = (8).

Provrosition. — St s ef s* sont deux sous-structures de S dans 3¢ telles
que = (s)=mn(s), on a : s=1y¢".

Soit = la relation définie dans #C par :

s S, ous€ H, et SEM,, si et seulement si, s est une sous-structure de 3;

gxg, ou gEIN et g’ €I, si et seulement si, on a

2 (&) e (&), £re) 2L et T m (L
ProposiTiON. — % est une relation d’ordre dans #€C telle que :
10 gxg', gixg, 2(g)=2(g) et 3(g)=73(g) entrainent ¢ =g;
2 gxg, 878, %(8)=5(g) et 2(g) =3(g) entrainent g g =g, g'.
Eaemples. — 1° Dans la catégorie & des topologies, une sous-structure

s de S est la topologie induite par 5 sur Iensemble sous-jacent a s.

20 Dans la catégorie des foncteurs, une sous-structure d’une catégorie
G’ est une sous-catégorie de G’

30 Considérons la catégorie d’homomorphismes (&, Idy, &, & ; dans &
les relations : g <C g’ et gxg’ sont les mémes.

3. CATEGORIES ET GROUPOIDES K-STRUCTURES., — Ol désignera une
classe de classes contenant avec une classe toutes ses sous-classes. avec
deux classes, leur produit. Soit U la catégorie inductive de toutes les
applications de A € M, dans B€ M. Soit (N, p, K, I') une catégorie d’homo-
morphismes telle que T' soit le groupoide des éléments inversibles de K.

DeriNition. — On appellera groupoide K-structuré un couple (G, s),
ot G' est une structure de groupoide sur la classe p s} = G, vérifiant
les conditions suivantes

19 (G, s) est une catégorie K-structurée {');

20 Soit j 'application : f— f' de G dans G; alors on a

8. fosrell

Exemples. — 1° Un groupoide -structuré est un groupoide topo-
logique (7).

20 Soit ¥, la classe de toutes les classes inductives (resp. sous-
inductives) (*) et J la catégorie de toutes les applications inductives
{resp. sous-inductives). Un groupoide inductif [vesp. sous-inductif ()]
est un groupoide J-structuré (d’un type particulier). Une espéce de struec-
tures inductives (resp. sous-inductives) sur un groupoide inductif (resp.
sous-inductif) est une J-espéce de structures (').

Nous supposerons désormais que pour tout couple (s, s:,) €K, X K,
il existe un produit s, X s. dans K tel que

P (s 8) == p(s1) X p($2)s
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(3)
Lt projection canonique de s, X s, sur s; étant
prry ]
FSp {100 S10< Sg) €KL ot I=1.2
g4
Pty )iy jrour tout .1y ) € p (S;‘)X ) (S;).

Soit & la catégorie de tous les foncteurs (€], F, "), ou € désigne
une structure de catégorie sur la classe C€ ML, Soit K, la classe des
eatégorvies  J{-structurées; désignons par K la catégorie des triplets

s, B ET 8)

IA

ol

(€.sieX,. (ClLs)EK,
(. F.¢c)eF el (si. Fus)eX.

Soit ' 1a sous-classe de K formée des triplets tels que (si, F, s) €. Soit §
(resp. 1"+ la sous-catégorie pleine de K (resp. ') dont les unités sont
les groupoides HK-strueturés. Soit p application

(G s Fo@osy)y—> (€. Ko@)

Proposirion. --- St p (I') est saturé (*) dans M ou st (IR, p, K, T) est 1

une catégorie d’homomorphismes dont [ F, P, G, l") est une sous-catégorie
& hamomorphismes.
4. SOUS-CATEGORIES STRUCTUREES. — Dans la suite nous supposerons

que (M, p, K, I} est résolvante & droite et que F est muni de sa structure

de catégorie inductive. 2
Tutonime. — Soit (€', s) une catégorie (resp. un groupoide) K-structuré.
Les conditions suivantes sonl équivalentes : 39

10 &) est une sous-calégorie (resp. un sous-groupoide) de C et s, une
sous-structure de s dans K telle que p (s,) = C;

4

20 (], 8) est une sous-structure de (C

, 8) dans K resp. dans G ..

CoroLraire. — (F, p, K, U') et (F, b, G, ") sont résolvantes ¢ droile.
Dirixrion. — Une sous-siructure de (€, s) dans K (resp. dans §)
seva appelée sous-catégorie (vesp. sous-groupoide) K-structuré de (C°, s).
Derixrrron. — Solent (€, s,) une sous-catégorie MK-structurée de

IC7, ) et [{C], s4), m, 7] une K-espéce de structures; alors on dira que 7
est une K-espéce de structures au-dessus de (C°,s) relativement 4 =, ou
aussi que {(C7, s), 7, 5) est une K-espéce de structures.

5. APPLICATIONS K -COVARIANTES.
DEriNiTION. — Solent

n= ((€",5), 7. 2) et M= (€], §). 7 G)

deux XK-espéces de structures. On appellera application K-covariante
de 7, vers n un couple (P, ¢) vérifiant les conditions :
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49

4
10 bea, u ()= (C.s), F(P)=(C], s :
20 g€ K, «
30 (p (), p(
vers (¢, m,, p(

1

\L\:”— (j("”:Gl:
z)} est une application covartante (') de (¢, n, p o}
’Jl\;f},

Soit v, = (€', s), 7. ) une K-espece de structures: nous désignerons
par (K", 5) la catdégorie K-structurée des hypermorphismes correspon-
dante ('}, On a

H==((C . 5. & (K", F)) e X,

ol
Tfoai=) pourtout (f, s)e k.

Tutorine. — Soit (O, 2} une application K-covariante de (€ . s). ©. 2

vers ({C), s, g, 7)) existe (N, @, ¢, 1€ T K tel que

i

poapd Cfozrzm (b L) p ey (2 pour tout (f. 7y e

Incersement, tout quatuor (M, ®, ¢, 1Iy&€ 0K tel que p {1} et p /11, soient
des foncteurs définissant des espéces de structures détermine une appli-
cation K-covariante (P, ).

Nous désignerons par A (K) la classe des applications K-covariantes.
Prorosttrox. — €L (K est une catégorie pour la lot de composition
(Db = (DY

st. el seulement si.
sy = L d) ot riu =6y

Liapplication (P, z) — {lI,, ®, 2, U} est une équivalence de & I swr une

/

. . , . . . — T
sous-catégorie de la catégorte longiludinale ™ K.
En particulier, ¢U[01L} est une catégorie d’applications covariantes
entre espéces de structures. Doit A (K le groupoide des éléments inver-
sibles de A (K et p Papplication

(Do) (i puv. ot (b pre K.
CoroLLATRE. — (CL{MY, p, & (K. A (K)) est une catégorie d homo-
morphismes.
DériNiTioN. ~— Une sous-structure de v dans €U (K sera appelée sous-

H-espéce de structures de 7,
TutoriMmE. — Les condiiions suivantes soni équivalentes :

\
Jr B G5

w

10 [(C}, s1), T, 51 est une sous-K-espéce de structures de . 8),
ymopia) et

\

(R

20 [C], m,, p (5,)] est une sous-espéce de structures de iC
sy {(resp. ) est une sous-structure de s (resp. 5) dans K.

(*) Séance du 25 février 1963.

(') Comptes rendus, 256, 1963, p. 1i93, 1891 et 2080,

(?) CanTOR, Gesammelte Abhandlungen, Springer, Berlin, 1932, p. 420.

(") Séminaire de Topologie et Géométrie différentielle (Ehresmann), III, Paris, 1961.
() Ann. Inst. Fourier, 10, 1960, p. 307.

(%) Collogue de Géomélrie différentielle globale, Bruxelles, C. B. R. M., 1939, p. 137,

163.546. — Imp. Gavtaier-ViLLars & Cie, 55, Quai des Grands-Augustins, Paris (6¢).
Imprimé en France.
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/70/

ALGEBRE HOMOLOGIQUE. — Produit croisé de catégories.
Note (*) de M. Cusarves Euresnaxy, présentée par M. Arnaud Denjoy.

Les notions de produit croisé et d’homomorphisme croisé sont généralisées au cas
d’une catégorie munie d’une catégorie d’opérateurs. Application 4 la cohomologie
d’ordre 1 d’une catégorie, & valeurs dans une catégorie. Catégorie de cohomologie
centrale d’ordre 1.

Nous reprenons les notations de (').
1. Propurr croisE.

Définition. — On dit que X' est unc catégorie munte d'une catégorie
d’opérateurs (7, la loi de composition étant x, si C est une catégorie d’opé-
rateurs (') sur la classe X relativement & » et si les conditions suivantes
sont vérifiées, ou f€C, €L, le composé z (f, z), s’1l est défini, ¢tant noté fz:

19 I est une catégorie.

29 Si z".z est défint dans X' et si f(s'.z2) est défini, alors [z’ et fz sont
définis et Pon a §(z".2) = (fz").(fz).

30 81 s€X; et sifs est défini, alors fs€X..

St z€X, unité e de € telle que ez soit défini est désignée par =, (z).

Cette définition entraine que, pour tout e€(,;, =, (¢) est une sous-
catégoric F (¢) de X' et que, pour tout f€C, e==x(f) et ' = 3 {(f), le
triplet (F(e), ]7, F(e)) est un foncteur F (f), ou f est Papplication : = — fz;
¢’est-a-dire (7, F) est une espiéce de morphismes (). Inversement, s1 (C, I)
est une espiéce de morphismes telle que = (F) == (U, la catégorie somme
des catégories T {e), ot e€C(], est une catégoric munie de la catégorie
d’opérateurs C.

Soit X' une catégorie munie d’une catégorie d’opérateurs €', la loi de
composition ¢tant z. Alors [(U) ®,, X] est une espéce de structures
admettant [C', =, X'7 pour sous-espéce de structures (*), ou =, est une
restriction de 7,. Soit (C', , 87 la catégoric des hypermorphismes associée
a [C, =, [les ¢léments de S sont donc (*) les couples (f, s)€CxX;

tels que = (f) = =, (s)].

Soit ¥ la classe des triplets {z, f, s tels que
(fys)es, el et Sy a3
Soit ¥ la classe multiplicative obtenue en munissant ¥ de la loi de
composition définie par
(L ) (3 fs ))& Sz o)
si, et seulement si, s’ = [ (z).
THEOREME. —— & est une catégorie; X et S s’identifient & des sous-
catégories de &. De plus, C est une catégorie quotient (') de Tle foncteur
projection étant défini par % : (z, f, s) — f.
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(2)
Les unités de ¥ sont identifiées aux unités de ¥
Tutorime. — Si C est un groupoide, &' est une catégorie équivalente
@ la catégorie ¥ dont les éléments sont les couples (z, f) tels que
Jel. zeX ot S e est défind,
munie de la loi de composition

(o) (s N> (= 00 st, et seulement si. 2(2) =5/ 5.

Ezemple. — 51 C' et X' sont des groupes, alors X) est le produit
eroisé C'X, X [eoir (*)].
Définition. — X' sera appelé le produit crotsé de C' et de X' et sera

e

désigné par le symbole C'x, X"
2. HoMOMORPHISMES CROISES.
ProrosiTion. — Pour que (X', 0, C) soit un foncteur section de | C') 7, )

il faut et il suffit que, pour tout f€C, on ait
D= (o fr o)),

ote ¥ est une application de C dans X vérifiant les conditions

b me fi= 500, L (CC Xy ot (=) e sEoa =500

Définition. — On appelle homomorphisme croisé un triplet (I’ ¢, C)
tel que ¢ soit une application de C dans I vérifiant la condition (H).

On appelle foncteur croisé associé ¢ ’homomorphisme croisé (¥, 2, C) le
- T

foncteur (X, @, (') correspondant.
Exemple. -— 51 C" et X' sont des groupes, on retrouve la notion habituelle

d’homomorphisme croisé [voir (*)].
Prorosition. — Pour que le foncteur croisé B, ¢ associé a X 2, €7
sott un foncteur section de (C, 7, %), il faut et il suffit q’on ait v (C)CX;.
Soit (S, @, C7) un foncteur section de (C', =, §7). Soit T une application
de C dans le groupoide X; des éléments inversibles de X7 telle que, pour
tout e€C;, on ait
a(t(e)) =®(e).

Remarquons que la seule donnée de ¢ définit @, puisque
D)=, 2(z(e))) pour tout f& (. ol e==a(f).
Soit %, 'application

() ey, ou feC, ezl f) 2 =50

Proposition. — (X', o, C) est un homomorphisme croisé; soit ®:le foncteur
croisé assocté. Alors (¥, =, ®) est une équivalence naturelle, ® étant considéré

comme un foncteur de C vers I
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Exemple. —- Si €' et X" sont des groupes, la donnée d’une application *
vérifiant les conditions précédentes est équivalente a la donnée d’un

élément a de I; par suite, %. est un homomorphisme croisé principal.
Définition. — Un homomorphisme croisé de la forme (X, o, C)) sera

appelé homomorphisme crotsé principal.

Tutorime. —- L’application

(X o Oy (g = D)

est une bijection de la classe des homomorphismes croisés principaux sur la
classe des équivalences naturelles (&' 7, ®) telles que = (C})CX..

3. CLASSES DE COHOMOLOGIE D ORDRE 1.

Prorosition. - — Sotent o et o' deuxr homomorphismes croisés, & et @'
les foncteurs croisés correspondants. Soit t une application de C, dans X..
Pour que (©', =, ®) soit une équivalence naturelle, il faut et il suffit qu’on aut

MY <@y .9 /)y~ (fi.-fr(e) poir tout feC. o eralf) et e==3(f).

Définition. -— On appelle équivalence crotsée un triplet (3', 7, 2), ou 9
et o’ sont deux homomorphismes croisés et = une application de C, dans I}
vérifiant la condition (H').

Soit Z'(¥, C) la classe des homomorphismes croisés (¥, 5, () et
soit B' (X', C7) la sous-classe formée des homomorphismes croisés prin-
cipaux. Soit ¢ la relation d’équivalence sur Z' (X, C7) définie par :

z~v 3’ s, et seulement si, 1l existe une équivalence croisée /7, T, 7).

Définition. -— Une classe d’équivalence de Z'(X, () module ¢ sera
appelée classe de cohomologie d’ordre 1. La classe des classes de cohomologie
d’ordre 1 sera désignée par H'(X €.

B' (¥, ') est une sous-classe saturée relativement a 7; mais elle peut
contenir plusieurs classes de cohomologie d’ordre 1, s1 F (¢) n’est pas un
groupoide transitif pour tout e€C,.

4. HoMOMORPHISMES CROISES CENTRAUX. — Pour tout s€ X, nous dési-
gnerons par s.X.s la classe des z€X tels que 2(z) = 8 (z) = s, par G,
le sous-demi-groupe de X' formé des z€s.X.s tels que, pour tout z'€s.%.5,

14

on ait z’.z = z.35".

Définition. - - On appelle section centrale de £ une sous-catégorie H

de ¥ vérifiant les conditions suivantes :

19 La restriction de ® & HNS est une bijection sur C;

20 Pour tout s€H,, on a Hns.X.s = G..

Une section centrale H' de &' étant la sous-catégorie de & engendrée
par les sous-classes HNS et G,, ou s€ H], elle est entiérement déterminée
par la seule donnée de H;.

Définition. — On appelle homomorphisme croisé central un homomor-
phisme croisé (¥, 9, C) tel que, si f€C et e =0 (f), on ait 2 (f)€q,,
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(4)
ou's = ¢ (e). Soit Z; (¥, C) la sous-classe de Z' (X, C') formée des homo-
morphismes croisés centraux et soit

BL(Z, C) —=Z) (X', C)nB (T, C).

Tutortme. ~— Il existe une injection canonique v de 7. (X', C') dans la

classe des foncteurs (H', D, H') eérifiant les conditions :

1° H' est une section centrale de X

\

20 %, @ est la restriction de % o H.
30 La restriction de ® a HAX est Uapplication tdentique.
Il existe une bijection canonique de B! (¥ C') sur la classe réunion des

centres des sections centrales de X' (le centre d’une catégorie est la classe
des automorphismes naturels du foncteur [dentité).
Si seZ, (X, G, alors © (C)) est la classe des unités d’une section

centrale H' de ¥ et Papplication g
G fys) > (z.200) 1, $), ot (3. f,s)el,

définit un foncteur ¥ (9) de H' vers H'.
Tutorime. — Z. (X, C) est une catégorie, dont B. (X', C') est une sous-
catégorte, pour la loi de composition définie par

(#,3)~2.3,  od F.3()=F (1o

st, et seulement st, o (3" (f)) = B (v (f)) pour tout fe€C.

Les unités de Z. (¥, C') sont les homomorphismes croisés principaux ¢
tels que p (C)CZ;.

Remarque. — Si ¢ et ¢’ sont deux homomorphismes croisés quelconques,
en général 3'.¢, méme s’il est défini, n’est pas un homomorphisme croisé.
La sous-classe de Z' (X', C) formée des ¥ tels que « (3 (f)) = 3 (3 (f))
pour tout f€C est toutefois un graphe multiplicatif pour la loi de compo-
sition : (¢', ) — ¢'.9, si, et seulement si, 3".3€Z' (T, ().

Tatorime. — Z. (¥, C) admet une catégorie quotient (') H) (X C)

par la relation d’équivalence ¢. déduite de ¢; les unités de cette catégorie
sont les classes 9 mod p,. telles que 3€B. (X, ().

Définition. — H, (X', C) sera appelé catégorie de cohomologie centrale
d’ordre 1.
Ezemple. — 5i C est un groupe et £ un groupe abélien,

Hi(x, Cy=H (2, C)

est le groupe de cohomologie d’ordre 1 [voir (*)].

(*) Séance du 24 février 1964.

(1) Comples rendus, 256, 1963, p. 1198, 1891 et 5031.

(*) Cu. EHRESMANN, Séminaire de Topologie et Géométrie différentielle, Paris, I1I, 1961.
(*) S. Mac Lang, Homology, Springer-Verlag, 1963.

(Institut Henri Poincaré, 11, rue Pierre-Curie, Paris, 5¢.)

166002, — Imp. GAUTHIER-VILLARS & Cle, 55, Quai des Grands-Augustins, Paris (6¢).
Imprimé en France.
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/72/

ALGEBRE HOMOLOGIQUE. — Ezpansion d’homomorphismes en foncteurs.
Note (*) de M. Cuarres Enrmsmany, présentée par M. Paul Montel.

Théoréme d’expansion « universelle » d’un homomorphisme entre graphes multi-
plicatifs en un foncteur, permettant de rendre inversibles les éléments de deux
classes données. Application au perfectionnement d’une catégorie.

Nous utilisons les notations de (') et (*). En particulier, st K est une
catégorie, R(K") désigne la sous-catégorie des éléments réguliers.

1. CouPLES p-DISTINGUES.

Dérmngrion. — Soit p= (K', p, H) un homomorphisme entre graphes
multiplicatifs (*) tel que H' soit une catégorie. On dira que (F, F) est
un couple p-distingué si les conditions suivantes sont vérifides :

10 F* est une sous-catégorie de R(H) et T, =H;;

20 F est une sous-classe de K telle que «(F)= (Ho) et p(F) cF;

3081 feF, f/'eFnp(H) et a(f)=8(f"), on a (f,fIeK%xK et
f-f'eF,;

4° Si feF, gg€p(H) et f.gi=1{.g,, alors g.= g..

Soit (F, F) un couple p-distingué. Nous désignons par TI(F, p) la catégorie
ayant pour éléments les triplets (f:, fi, k) tels que

fiel. heH, ol fi) = pa(h) el 2(f2) =p 5.
la loi de composition étant définie par
(S S KU i B = (fon fis 100

si, et seulement si, fo=f,.

En particulier, si p= (K’ +, H), ou ¢ est I'injection canonique de H
dans K, nous poserons

(R == T3 (F, (K, 1, HO).

Soit m<H';F‘, H) la sous-catégorie de la catégorie longitudinale des
quatuors (') de H' formée des quatuors (', g, gi, k) tels que g €F.

Prorosition. — m(H, F, H) opére sur 1 (F, p) relativement & la lot
de composition

(Sor frs ) (R gy 800 B0) = (faop (82)s [iip (80)s i)

st, et seulement st, h= h,.

2. F-EXPANSIONS REGULIERES.

DiriniTioN. — On dit qu’une catégorie H' est une F-expansion semi-
réguliére (vesp. réguliére) de la sous-catégorie C' si les conditions suivantes
sont vérifiées :

1°0n a FCR(H) (resp. CH;), «(F)=C,cF et F.(FNnC)cF

443



C2)

20 Pour tout A€H, 1l existe (h, f', f, k)€ O(H'; F, H) tel que ke€C;

30 Si f;€F et B(f.) = B(fy), 1l existe f, €FNC tels que fi.f, =f:.f;

4° SifeFNC, heCet 3(f)=0(R), il existe (h, f,f, )€ 3(C; FNC,C).

Prorosition. — Si (F, F) est un couple p-distingus, ot p = (K', p, HY,
il existe une équivalence = d’une sous-catégorie H de 71 (F, p) sur H et une
sous-classe F' de 1 (F, p) telles que 7 (F, ) soit une ¥'-expansion réguliére
de H.

T est défini par Papplication

(pBAY.pall) b))~k

et I/ est la classe des triplets (f, x(f), s) tels que fE€F et s€H..
Trtorime. — St H'  est une F-expansion semi-réguliére de C,
alors (F, FNC) est un couple (H', 1, C)-distingué. L’application

(fos fro By =K st (k fu i ) e O

°

définit un foncteur qui fait de H' une catégorie quotient strict (*) d’une sous-
catégorie L' de 3 (F, C). De plus, H' est équivalente a la catégorie quotient
strict de 1" par la relation d’équivalence : 1.~ 1, si, et seulement si, il existe
Qe (C; FnC, C) tels que t.Q, =1t Q,

3. COUPLES p-DISTINGUES REGULIERS.

DérmviTron. — On dira qu'un couple (F, F) est p-distingué régulier
§’il vérifie les conditions sulvantes :

12 p=(K’, p, ') est un homomorphisme entre graphes multiplicatifs,
H' est une catégorie et (F, F) est un couple p-distingué;

29 La restriction de p & F.s est une injection, pour tout s€ H,;

30 Si fel, heH (resp. €F) et 3(f) =B (h), il existe

(ho 1y O RYyeo b, F. 1) (resp. e aF:

4° St {f.g:, g ) €K%K, f€F et g €p (F), on a

(fes) .20 7/ (ga.21).

Tutorime. — Si(F, F) est un couple p-distingué régulier, il existe une
catégorie C quotient strict de T1(F, p) qui est une F-expansion réguliére
d’une sous-catégorie C' admettant une équivalence ¥ sur % (p) = H'. De plus,
FAC=7"(F), ot Fest la classe des h€H tels qu’il existe fEF et g €F,

avec h.gi=g. et f.p(g) = p(g.).
C est la catégorie quotient de 7J(F, p) par la relation d’équivalence ¢ :

o~y il existe Q;€ (H'; F, H) tels que 6,Q,7= 6 Q..

F est la classe des classes (f, o (f),symod ¢, ou fE€F et s€H,, et C est
la classe des classes (pB(h), p«{k), k) mod ¢.
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4. TnEorEME D’ExpaNsioN. — Soit JU une catégorie pleine d’appli-
cations, I (resp. &) la catégorie des homomorphismes entre graphes
multiplicatifs (resp. des foncteurs) correspondante (*).

Soit @, la classe des triplets (F, F, p! vérifiant les conditions suivantes :

19 (F, F) est un couple p-distingué régulier;

2¢ La sous-classe stable dans K’ engendrée par p(H) est une catégorie H|.
Si F, désigne la sous-catégorie de H, engendrée par p(F), alors (F, F,)
est un couple (K, : H:)-distingué régulier;

30 Les relations (k;, f)€K x K, f€p(F), k€FuUp(H) et k,.f=k..f
entrainent k, = k..

Soit (D la catégorie formée des triplets (p., p,, U) tels que

P PG P pled,. U= (p, @. 0. pena.
@ (F)Hck, ot @ (T cF,

la loi de composition étant définie par

P D U Cpon o Uy (i pr U U
si. et seulement si, p,= p,.

Soit @, la classe des quadruplets (F,F.C, q) vérifiant les conditions :

1° g=(K, q, Cles et q(F)cF;

20 € est une -I";-Cxpansion semi-réguliere de C;

3% K’ est une F-expansion semi-réguliére de la sous-catégorie H, de K
engendrée par ¢(C).

Soit @ la catégorie ayant pour éléments les triplets (., ¢,, UY tels
que

G KLUV G gied,. U 7. o, &, 7,) € OF,
®(F)HcF,, ' (F)cl, ot D (CHc

la loi de composition étant définie par

G oo U (e G U1 - e 70 UTIU

. N
s1, et seulement si, ¢, =¢. .

Soit (D" la classe des quadruplets (p, 7, W, §;) vérifiant les conditions
suivantes :

10 p=(F, F,pled, = (F, F, C, g €®, et gi=(K;, ¢, C);

20 (p, W, W, ¢,) €O, on g, est 'homomorphisme de C; vers le sous-
graphe multiplicatif G;=H;UF,;U3(F;) de K;, restriction de g;

30 ¥ (F)cF. Si fe€F:NC, il existe g;€F tels que U(f).g = g

Soit » la catégorie ayant U@ U®” pour classe sous-jacente, @
et @ pour sous-catégories pleines et telle que

(or B> U)o (s W, W, ) = (pay @07, @, )
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si, et seulement si, p,= p, ou U = (p,, ¥, ®, p,),
Py D (Goy G0, U = (P YD WD, G
si, et seulement si, § = ¢., ou U = (g, ', ®, q,), ot P, est la restriction
de @ a C; et ou &, = (G, ®":, G)).

Tutorime. — Tout élément de D admet une ('-éjection (*). Pour que
(p, T/ M, p'} soit un (V' -éjecteur, il faut et il suffit que soient vérifides les
conditions suivantes, ot p=F, F, p) et p' = (¥ F ', p') :

1°On a VeT, U (F)cF ca(p). e F'CB(p);

20 W définit une bijection de T’ sur F et, pour tout s’ €C,, la restriction
de p' a F'.s" est une bijection sur F/.p' (s').

On construit un foncteur (L?D, LD’)-éjection naturalisé (%) (4, 3) tel que,
si p=(F,F, plED, et p= (K, p, H), on ait

S == W T A (), on A(p) =BG pY,
et ou v, I et 2(p) [resp. vi, Fy et 3(p)] sont les éléments associés (th. § 3)
a plresp. a (F, Fy, (K, +, H;))], ¥, étant une restriction de W".

Derinition. — Un (-éjecteur sera appelé ezpanseur régulier. Une
'-éjection de meE@, sera appelée expansion réguliére de m.
5. APPLICATION AUX PERFECTIONNEMENTS. — Rappelons qu'une

catégorie € est un perfectionnement (*} de C" st C est un R (C)-expanseur
régulier de C.

Soit 7’ (F), la classe des couples (€', C') tels que C e, soit un perfec-
tionnement de C. Soit T(F), la classe des catégories H €, vérifiant
la condition (P) (*). L’application

> (R (H). R(H), I et (C, T (RO R, ¢, 0

identifie T (F), = T(F), UL (F), & une sous-classe de D, Soit ‘A?(F)
[resp. @ (F)] la sous-catégorie pleine de (@ ayant %(F), [resp. T/ (),]
pour classe de ses unités.

Tatortme. — Toute catégorie H' vérifiant (P) admet une ' (F)-éjection
(w, {).

Ce théoréme donne une signification canonique au théoréme de perfec-
tionnement de (') [retrouvé d’une maniére un peu différente dans (*)].

Pl

Le perfectionnement de H' s’interpréte aussi (*) comme une F”-projection.

(*) Séance du 3 aofit 1964.

(') Séminaire de Topologie et Géomélrie différentielle (Ehresmann), ITI, 1961 (Paris).
(*) Comptes rendus, 256, 1963, p. 5080; Comm. Math. Helv., 38, 1964, p. 219-283.

(*) Catégories et structures, Cours multigraphié, 1964 (Paris).

(*) HoenNkE, Math. Nachrichien, 25, n° 3, 1963, p. 179-190.

167213, — Imp. GAUTHIER-VILLARS & Cle, 55, Quai des Grands-Augustins, Paris (6¢).
Imprimé en France.
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/73/

ALGEBRE HOMOLOGIQUE. — Cohomologie sur une catégorte.
Note de M. Cuaries Euresusny, présentée par M. René Garnier.

Catégorie de cohomologie d’ordre n associée 4 un complexe d’espéces de
morphismes, & valeurs dans une espéce de structures dominée par des foncteurs
doubles. Résolution canonique d’une catégorie en espéces de structures dominées
par des Z-modules et cohomologie correspondante.

Cette Note fait suite & (') et reprend les mémes notations. 51 H' est unc
catégorie et G’ une sous-catégorie de H', nous désignons par O (I'; H, G}
la classe des quatuors (*) (g, k', h, g) de H tels que g€G et g €G.

Prorvosrriox. — Soit H' une catégorie et G un sous-groupoide de H
tel que les conditions (h, gy€H' xH', ¢€G et 2{g)= 3(g) entrainent qu’il
existe (g', h, h, gy€ O (H'; H, G). Alors il existe une catégorie |G quotient
de W' par la relation déquivalence (%)

Fo [T stet senlement st il eviste i L ore D o L Gul

1. ConoMoLoGIE D'UN COMPLEXE D'ESPECES DE MORPHISMES. —— Soit N
une catégorie pleine d’applications, & la catégorie pleine de foneteurs
correspondante ct p, le foncteur canomque de & wvers Jt. Par espeéce
de morphismes, nous entendrons une espéce de structures (€', F) dominée
dans (p,, F) et telle que C'==(F). Soit & la catégorie des foncteurs
doubles (*) et p, sa projection canonique vers N Soit Z Pannecau des
entiers.

Derixition. — On appelle complexe d’espéces de morphismes une suile
(Ky=(F,, %),e; vérifiant les conditions suivantes

10 (€7, F.) est une espéce de morphismes; soit S, la catégorie }: F,(e);

el )
20 3, est un foncteur de S, vers S, _, tel que (C') d,) définisse une appli-
cation covariante (*) de (C, F,) vers (C, F. .):

32 On a

2

‘)rv()/z i1 [Slz‘»l) C (S/: X:):|‘

Soit {K) un complexe d’espéces de morphismes. Soit (C', G) une espéce,

de structures dominée dans (pg, 7); soit G=P,.G et, pour tout e€C,
G(e) = (G(e), G(e)4). Alors (A’ AL) est une catégorie double, ol
A= }; G(e) et Al 2: G(e)t.
FT={} (=0

Dirrnition. — On appelle n-cochatine de (K) vers G un foncteur v de S,
vers A" tel que (C, 9) définisse une application covarmante de (C, F.)

vers (', G,), ou G, (f) =(G(¢'), G{f), G(e)), pour tout feC.
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C2)
Nous désignerons par €' la sous-catégorie de la catégorie (*) de
foncteurs F (\', 5L formée des n-cochaines de (K) vers G.
Provostrion. — L’application v ~8'2, ot $&€C" et o
Stu(z) o {Quer 3y pourtonl €S8,
g & S
définit un foncteur & de C'L vers C''L et lon a
At ‘(C” ')CC'O/ [ :7(/\;“ S;,)nc/lax_
<, Lo - o . .
Soit £74 la sous-catégorie de (' noyau de ¢” formée des ¢ €C" tels
que 2" ¢&Cl 1. Soit B” le sous-groupoide de Z"L engendré par la classe
8/1 l\(‘“ 1‘)n7'7l
TuitorEME, — Swr 27 la relation o

v~y shoel sealement st d erviste (Lo g by € Tyl A B

est une relation d'équivalence. Soit H'(G, K = Z"[o. St AL esi un groupoide,
. . . , i I o
il existe un groupoide 7/1/B"= H"{G, K 4.

Divisirion, — Un élément de 77 sera appelé n-cocycle de "K) vers G

un élément de B” un n-cobord de :K) vers G; le foncteur & sera appelé
foncteur n-cobord: H" G, K: [resp. H*'G, K'* si AL est un groupoide]
sera appelé Pensemble (vesp. le groupoide) de cohomologie dordre n de K
vers Gr.

Soit (', G} une espéce de morphismes. Pour tout e€C), soit Gie).
le groupoide somme des centres des groupes s.Glel, .5, on s€G el
Alors Giev=:{G.e)., Gie).} est un groupoide double.

Dévixirrox. — On appelle groupoide de cohomalogie centrale d’ordre n
de 1) vers G le groupoide H* G, K/ et I'on pose

Heoao g M, Ko,

2. EsPECES DE STRUCTURES DOMINEES DANS ips, %), — Soit % la
catégorie pleine des homomorphismes entre Z-modules libres associée
a U et soit py sa projection canonique vers JL. Pour tout entier n .0,
soit (C, I',) une espéce de structures dominée (*) dans (ps, 5) telle
que z(F,) = C. Soit {(C’, F |} Pespéce de structures dominée dans (psx, %)
telle que

Fojey e} - L i1 eeC):
F_if)y Ao (¢). 7 Yo (e ol 7 (e, 31z (el z) si feCl.

Derintrion, — On dira que (Ly=(F ., F,, 2,),_. est une résolution
libre de Z sur C si les conditions sulvantes sont vérifiées :

10 (C, 9,) définit une application covariante de (C', F,) vers (€, F,_,);

20 Lie) = (F_,(e), Fu(e), dnfe),~, est une résolution libre de {e}XZ
pour tout ¢€C,, ou /e désigne une restriction de J,.

Soit (L) une résolution libre de Z sur C'. On obtient un complexe v(L)
d’espéces de morphismes en remplacant F,(e) par le groupe sous-jacent
a la structure de Z-module de F,{e).
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DeriNtrion, — si €0 G estane espeee de structures  dominée
dans {ps, % (resp. espéce de wmorphismesj, on appelle H* ‘:G, s(Ly:
lrosp. H/ (G, v (L)Y Vensemble de cohomolugie (resp. le groupoide de
cohomologie centrale) dordre n de (L) vers G.

Soit € une catégorie, M une classe et b une application de M dans C.
Soit (M) le Z-module libre engendré par tous les couples (f, m)€Cx M
tels que 2(f) = b(m). Si e€C;. soit M(e} le sous-module de Z(M) ayant
pour  éléments  les Z:Z/\’/( Hmi) €LIMY tels que 3(fii=¢ pour
tout 7 .. n. Posons biz) =e. Soit 5 la classe U M(e, La catégorie C

~eCy
opére sur S relativement a la loi de composition
AT IS S‘/mf.f,x m; siobiz = a{fi.
On identificra Pélément (b(m), m)€S avee m, pour tout meM. la
surjection s -~ fz st z€M{x(f)) définit un homomorphisme Mify du
Z-module Mia!f) dans M(3{)) et (€, M) est une espéce de structures
dominée dans {ps, %).

PR

DerFiNrrion. — On appellera 'C', M. Cespéce de structures libre engendrée
par (C, M, B,

3. RESOLUTION cANONIQUE D UNE caThGorre., — Soit C une catégorie.

DiriNtrios. — Sinoest un entier =1, on appelle n-simpleve de ¢ une

sutte [fs oo fru 2 (FOl, ou fi€C et 2(fi.) = 3(f) pour tout i< n.

Soit 5, la classe des n-simplexes de € et soit b, Papplication
oo ooosfooxif)] -Bif) de o, dans C. Soient o,=C, et b, Papphi-
cation identique de C;. Soit (C, K, Pespéce de structures libre engendrée
par (', 5., b.), pour tout entier n > 0, et soit (C', K_,) espéce de structures
dominée dans (px, %) telle que K ,(e) = el x Z.

Tatorkme. — Il existe une résolution libre L(C)={K ,, K., 3, .
de 7. sur C telle que (C, 3, soit Papplication covariante déterminée par
Papplication

[Soe oos froan f1)] '}")(./-//i‘/.n RN (O-20 A
SN Lo S i 2 ()]
i<n

Y e o 1(/.2),]}

st n>1, par Vapplication [f, 2(f)] > fa(f) — B(f) si n=1 et par l'appli-
cation ¢ — (e, 1) s n==o.
La démonstration utilise le fait que Papplication :

ey =1 fe>{fie]l et flfu o S 2] S oo oy 2 Uf)]
définit une homotopie contractante (*) de L(C’)(e), pour tout e€C,.
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C4)

Pour tout e€C,, soit K)(e) le sous-module de K,(e) engendré par
les n-simplexes dégénérés, c’est-a-dire tels que l'un des f; soit une unité
de C". Soit K.(e) le module quotient de K,(e) par K. (e).

Tutortme. — Il ewiste une résolution libre L(CYy== (K_,, Ku, du)usn
de Z sur C' quotient de la résolution libre L(C) (¢’est-a-dire 9, est un homo-
morphisme quotient de 0, pour tout n > o).

DiFiniTioN. — On appellera L(C) [resp. L(C)] la résolution (resp.
la résolution normalisée) canonique de C.

4, HoMOLOGIE ET COHOMOLOGIE SIMPLICIALE D' UNE CATEGORIE (.

Prorosition. — Soit C, le Z-module libre engendré par 5,. Alors (Cu, dn)us.
est un module différentiel gradué, o

Al for oo for 21 S :m»p APy Y

N O o fro S Je 2 )]
=+ (- ‘)”L/‘Ii""‘,ﬁ_’y a(fz)]§
si n>1 et dilf, ()] = 3(f) — 1),
Dermnirion. — On appelle homologie simpliciale de €' ’homologie du
module différentiel gradué (C,, d,), .
Soit v la catégorie des applications contravariantes entre espéces
de morphismes.

Tutoreme. — Il existe un foncteur H) de U vers & tel que H(C, G)
soit le groupoide H! (G, v(L(C))L pour tout (C', G)EAQ,.
Dirinrrion. — HY sera appelé le foncteur de cohomologie centrale d’ordre n

de & vers & et H'(C, G) le groupoide de cohomologie centrale d'ordre n
de C vers G.

Ezemples. — H(C', G) est le groupoide des éléments inversibles de
la catégorie de cohomologie centrale d’ordre 1 considérée dans (). Si C
est un groupe et G(e) un groupe abélien, H'(C', G) s’identifie au groupe
de cohomologie usuel {¥).

Remarque. — On obtient des notions d’homologie et de cohomologie
cubiques pour C' en remplacant dans ce qui précéde les n-simplexes par

les éléments de la catégorie cM considérée dans (.

Nous montrerons dans une autre Note comment H; est H; interviennent
dans le probléme d’extension des catégories et nous définirons un foncteur
de cohomologie (non centrale) d’ordre n.

(') Comptes rendus, 258, 1964, p. 2461.

(*) Comptes rendus, 256, 1963, p. 1198, 1891 et 5031 et Séminaire de Topologie et Géométrie
différentielle, Paris, V, 1963.

(%) S. Mac LaNE, Homology, Springer, 1963.

(*) Ann. Ec. Norm. sup., 80, 1963, p. 349-426.

167292. — Imp. GAUuTHIER-VILLARS & Cie¢, 55, Quai des Grands-Augustins, Paris (6e).
Imprimé en France. .
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C. R. Acad. Sc. Paris, t. 269 p. 2050-2053 (28 septembre 1964). Groupe 1

/74/

ALGEBRE ITOMOLOGIQUE. — Sur une notion générale de cohomologie.
Note (*) de M. Cnsrres Eureswany, présentée par M. René Garnier.

Suite exacte courte relative 4 un foncteur. Cohomologie pour une catégorie
munie d’un idéal et dominée par une catégorie munie d’un idéal. Foncteurs de
cohomologie relatifs a la catégorie des applications covariantes entre espéces de
morphismes.

5

Cette Note fait suite 4 (*) dont nous reprenons les notations. Si H est
une catégorie, nous désignons par H* sa catégorie duale.

1. COMPLEXES DANS UNE CATEGORIE MUNIE D’UN IDEAL.

Derinition. — Soit H' une catégorie; on appelle idéal de H' une sous-
classe J de H telle que J. HCJ et H.JCJ.

Exemple. — & admet pour idéal la classe J des foncteurs ® = (C') ®, 8
tels que ®(S)cC;.

Soit Z Ianneau des entiers. Soit A la sous-catégorie libre du groupoide
(ZXZ)L des couples d’entiers formée des (j, 1)€ZXZ tels que j.<li;
on identifie (z, 1) avec 1. Soit H une catégorie et J un idéal de H'

Derinition. — On appelle compleve de (H, J) un foncteur K de A
vers H' tel que K(j—1,j).K{j,j+1)€J pour tout jE€Z.

Soit K un complexe de (H, J) et E€H,; on définit un foncteur K;
de A* vers M en posant K (], i) = Homu(E, K(j, {)). On a

Ke (e, =1y K (20— 1, 0)y (Kg (n—1))cJ.

Dérinition. -— Un élément de K¢ (n) est appelé n-cochaine de K vers I;
une n-cochaine g de K vers E telle que Ki(n, n+1) (g)€J est appelée
un n-cocycle de K vers E et un élément de Ki(n—1, n) (Ki(n --1)),
un n-cobord de K vers E.

Soit K(H', J) la sous-catégorie pleine de la catégorie des transfor-
mations naturelles entre foncteurs de A vers H' ayant pour unités les
complexes de (H', J). Soit €(H', J)=H XX (H, J)*.

Prorosition. — Pour tout n€Z, il existe des foncteurs C", 7 et B"
de €(H', J) vers M tels que C"(E, K), Z"(E, K) et B(E, K), o E€H,
et ot K est un complexe de (H', J), soient respectivement les classes des
n-cochaines, des n-cocycles et des n-cobords de K vers E.

St t=(h, (K=, K))€€(H', J); on a

Cn(¢)y == Homy. (1, T(n))
et Z"(t) et B"(t) sont des restrictions de C(t).

2. SUITES EXACTES DANS LES CATEGORIES D HOMOMORPHISMES. -—

Soit (&, p, #) un foncteur; soient C’ et C” deux sous-catégories de &

formées respectivement de monomorphismes et d’épimorphismes. Soit &
un idéal de #' et #' une sous-catégorie de 4¢.
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(2)

DerinttioN. — On appelle (C”, €', p, ¥)-sutte exacte courte (*) un couple
(k, ) €H'x I tel que k.h€F, que h soit une (C', p)-injection, que k
soit une (C”, p)-surjection (*) et que, pour toute (C”, p)-surjection k'
telle que k'.he€, il existe g€IC tel que k'=g.k.

Soit [I= (M, p, H', 4}) une catégorie d’homomorphismes. Soient IM‘
et MU' les sous-catégories de I formées des injections et des surjections
respectivement. 51 (9, j) est une (M, MU, p, J)-suite exacte courte [on dira
simplement une (p, J)-suite exacte courte] telle que

PUY=(p(S), t,p(s)), ou s=a()) et S=5(j),

et que p(¢) soit Uapplication 3 :z -~ zmod g, ob 7 ‘est une relation d’équi-
valence sur p(S), on appellera 3(3) la J-structure quotient de S par s,
notée Sfs.

Derinition. — On dira que II est a (', F)-sutles exacles courtes si,
pour toute (MU, p)-injection j telle que a(j) €I, il existe une (p, J)-suite
exacte courte de la forme (k, j).

TutoriMe., — (M, p,, F, F.,) est a (T, J )-suites exactes courtes,
ot F, est la sous-catégorte pleine de F ayant pour unités les groupoides.

On montre que, st H'€&, et si C est un sous-groupoide de H', il existe
une catégorie H'/C' quotient strict de H' par la relation d’équivalence 2
bicompatible (*) sur H' engendrée par la relation d’équivalence

Lo ' si, et seulement si, il existe (A, 2, &, Aye Qg (H: 1. Cully),

et que ((H/C,Z, H), (H,: C)) est une (p,, J,)-suite exacte courte.
DérinrTion, — Soit S€ I, et soit MCp(S). Soit S(K') la classe des
p-sous-structures s’ de S telles que s"€JC’'; on dira que M engendre une

p-sous-structure s’ de S dans 3¢’ si la classe des s" €S(H') tels que
Mn(up(S{#)))cp(s)
admet s’ pour plus petit élément relativement a la relation d’ordre :

s;acs  si, et seulement si, s; est une p-sous-structure de s.

2. FoxCTEURS DE COHOMOLOGIE. — Soient H' une catégorie, H” une
sous-catégorie de H' et J un idéal de H'. Soit II = (I, p, &', #,) une
catégorie d’homomorphismes; soit #' une sous-catégorie de # et J un
idéal de H'. Soit D un foncteur de H” x H* vers 3¢ tel que p.D soit une
restriction du foncteur Hom,.. Soit €' (H', J) la sous-catégorie de €(H', J)
formée des (h, (K’, 1, K)) tels que h€ H'. Soit C" le foncteur de € (H’, J)
vers # tel que

Cr(h, (K, =, K)) =D (&, t(n)).

Deérinition. — On dira que (#', J, D, J) admet H" pour foncteur de
cohomologie d’ordre n si les conditions suivantes sont vérifiées, ou

(E, K)e ' (H, J), :
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(3)

1° 11 existe un foncteur Z* de €'(IH', J) vers & tel que p.Z" soit une
restriction de Z* et que Z"(E, K) soit une p-sous-structure dans J¢
de C*(E, K).

20 B*(E, K) engendre une p-sous-structure B"(E, K) de Z*(E, K)
dans €.

30 1l existe un foncteur H* de €' (I, J) vers 8¢ tel que H*(E, K) soit
une ‘J-structure quotient de Z*(E, K) par B*(E, K).

Supposons que {K', J, D, J) admette un foncteur de cohomologie H"
et soit S E€F,.

Derinirion. — On dira que HY est un foncteur de cohomologie d’ordre n
de S vers (JC', F, D, J) si les conditions suivantes sont vérifides :

1° Il existe un foncteur L de S vers K (H', J), appelé foncteur résolution.

20 HL est le foncteur de H”" XS vers # tel que

He (R, &) =T~ (A, L(k)).

3. ArpricaTiONs. — Soit &, la classe des foncteurs F de «(F) vers &
tels que (2(F), F) soit une espéce de morphismes. Soit (L la classe des
(F', ®, 2, F) tels que Fe@,, F' €@, et que (¥, ¢) définisse une application
covariante de («(F), F) vers («(F’), F'), munie de la loi de composition :

E, 0, o By (F, @, 5, F) = (F', @@, o', F).
@ est une catégorie admettant pour idéal J, la classe des (F’, @, 5, IF)
tels que
(3(¥), 0, S(F))el,, on S(F) :ZF(@ et ==z (F).
eel;

Soit (€,), la classe des espéces de structures (C', G) dominées dans (*)
(psy ¥) et telles que C'=a(G). Soit @ la catégorie des applications
covariantes entre espéces de structures dominées dans (ﬁj, 7’) appartenant
a ((lj)o Si (€, G) (), et si, pour tout f€C, on a

SN =UGi(¢), Ga(e)), Pz G () (Gu(e), Gate))),
posons
) Gi(f)=(Gite), psG(f), Gile)).
L’application
((C/.’ GI)’ (D, 9), <C.7 G))”*(Gn Q, 9, Gt)
est un foncteur p? de @5 vers @. Soit €U’ une sous-catégorie de & et g
un foncteur de &' vers & ; tel que p?q(1) = u pour tout e,

Prorosition. — Si F€@,, GEA,, G=¢(G) et A= S(G,), (G.A.F)t
est. une catégorie pour la loi de composition :

(G, @, 9", F) L (G, @, 9, F) = (G, @, 0L g, F)

si, et seulement si, ®' = ® et alo'= Lo, on

PLy(s) =¢'(5) Le(5).
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(4)
L’application
(s 1) (G .. F)L, Homg (1, p), (G.@.F)L),
ot
F=03(w), Fle=a(p), G=—=a(y) et G =3 ("),

définit un foncteur D de @' X A" vers &.

TutoriéME. — (F,, Jg, D, J,) admet un foncteur de cohomologie H(q)
d’ordre n et il existe un foncteur de cohomologie HZ de F vers (F,, J5, D, Jg),
construit & partir du foncteur L tel que L(C) soit la résolution canonique (*)
de C.

Derinition. — On appelle H(q) le foncteur de cohomologie d’ordre n
relatif a (A, q) et H'(q) (G, K) la catégorie de cohomologie d’ordre n de K
vers q(G).

4. FONCTEURS DE COHOMOLOGIE CENTRALE. — Soit GE€@,, = «(G)
et G=p,.G. Soit G(e), [resp. G{e).], ou e€C,, la sous-classe de G(e)
formée des z tels que «(z)=3(z) =s et que les conditions

feq, e=a(f) e=5(f), z€G(e) et Jefs.G(e). s
[resp. z2€G(e)y et s'€fs.G(e)y. f5]

entrainent z’.fz=fz.7'.

Proposition. — Gy(e) = (G(e),, Gle),) [resp. Gele)={(G(e)., Gle).)]
est une catégorie double (resp. un groupoide double). De plus, (C, G4) et
(C', G.) sont des espéces de structures dominées dans (ﬁg, F), ou, pour
tout f€C, on a

Gd(f):—,(Gr/(e'),E(f)L, G(1(8)> et Gc(f):<GC(€),9(f)t, Gc(e)>.

DeriniTion. — On appellera (C, G.) le centre de G et (C, Ga) le demi-
centre de G.
Soit @, (resp. @) la sous-catégorie de @ formée des (F', ®, ¢, F)
tels que, pour tout e€a(F),, on ait
9 (Fu(e)) cF (®(e)) [resp. o(Fc(e)) CF.(®(e))]
I’application
(G, @, 9, G) > (Gyy (D, 94), Ga) [resp. > (GL, (P, 9c), Go)ls

ol o, et 9, sont des restrictions de ¢, définit un foncteur ¢, de &,
(resp. ¢ de AL,) vers ;.

Dirinition. — Le foncteur H(q,) [resp. H(q.)] sera appelé foncteur
de cohomologie demi-centrale (resp. centrale) d’ordre n relatif a &.

(*) Séance du 21 septembre 1964.

(") Comples rendus, 259, 1964, p. 1683.

() Les suites exactes courtes permettent de définir des suites exactes quelconques;
voir article a paraitre dans Colloque de Bruxelles, 1964, qui montre comment les résultats
de (') rentrent dans le cadre de cette Note.

(3) Catégories et structures, cours polycopié, Paris, 1964, et Comm. Math. Helv., 38,
1963, p. 219-283.

167345. — Imp. GautHIER-VILLARS & Cie, 55, Quai des Grands-Augustins, Paris (6¢).
Imprimé en France.
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ALGEBRE HOMOLOGIQUE. — Ezxpansion générale des foncteurs.
Note (*) de M. CnarLus Euresmasy, présentée par M. Henri Villat.

Etant donné un foncteur p de H" vers K' et un « couple p-admissible » (F, F),
ot FcK, FcH, on prolonge d’une fagon universelle p en un foncteur p d'une
catégorie H', qui est une F- -expansion de H’, vers K, de sorte que I soit formé
de p-surjections et que p(F) =F et FcF,

Cette Note fait suite a ('), dont nous reprenons les notations.
Si H' est une catégorie et I une sous-classe de H, nous désignons par
R.(H', F) la classe des h€ H tels que les conditions

hf=h.f, ou feF e feF,

entrainent f==f’; par R,(F, H) la classe des h€H tels qu'on ait f={",
sif.h={[".h, f€F et f'€F.

1. EXPANSION ASSOCIEE A UN COUPLE p-ADMISSIBLE.

Dirinrrion 1. — Soit H une catégorie. On dira que H' est une F-expan-
ston de C si les conditions suivantes sont vérifiées :

(1) C est un sous-graphe multiplicatif (*) de H’;

(2) Ona FCR,(H, C),«(F)=C,cF,F.(FNnC)cFet FNnCCR4(C, C);

(3) Les conditions (2), (3) et (4) de la définition d’une expansion semi-
réguliere [voir (')] sont vérifiées.

En particulier, si H" est une expansion semi-réguliére de C’, alors H
est aussi une expansion de C.

Soit p = (K', p, H) un foncteur.

Dérinirion 2. — On dira que (F, F) est un couple p-admissible si les
conditions suivantes sont vérifiées :

(1) F est une sous-catégorie de H' telle que F:=H; et H est une
F-expansion de H'; on a
Fck, a(Fy =p (M) cl;
(2) La restriction de p a F' est fidéle et
(a) p(F)ernRs(Fup iy, K);
(3) SifeF, heH, eH, «(h)=«(h'), 8(h) =Bk et f.p(h)=[.p(h),
on a p(h) = p{I).
(4) Soit F» 1a classe des h€ H tels que p(h) €F et qu’il existe g€F pour

lequel h.g€F. On a F.p(F*)cF.
Cette définition modifie un peu celle de couple p-distingué régulier (*).

Soit (F, F) un couple p-admissible. Nous désignerons par (I, p) la
catégorie construite formellement comme dans (*); la catégorie [D(H'; F, H)
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(2)
opere encore sur J(F, p). Seit [ (F, p) la catégorie ayant pour éléments
les quadruplets (k, f7, f, h) tels que
helH et (K[, fp(h)en(K; T, K),

munie de la loi de composition :

(koo S o Ry (ks 75 fy ) = (kiR £ s B )

si, et seulement si, a(h) =B (h) et fi={".
La catégorie [TI(H'; F, H) opére a droite sur [Z(F, p) relativement a
la loi de composition :

(ky f1o WY CRUT fon DY ==k £ p D £opCFD, A

si, et seulement si, h=Fh'.
Soit ¢ (resp. soit o) la relation définie sur 7 (F, p) [resp. sur [ (F, p)] par:
ti~t, si, et seulement si, il existe Q;€ OJ(H'; F, H) tels que

(=1, 2 el [.()li”,f: I

Soient :

F la classe des classes (f, %(f), s) mod ¢, ou f€F et s€ H;

F 1a classe des classes (f, f, 2(f), s mod s,oufeF etseH;;

C la classe des classes (p(3(R)), p(«(h)), h) mod 2, ou he€H;

C la classe des classes (p (h), (f (R)), p(x(h)), k) mod =, ot he H.
Soit © le foncteur de | (F, p) vers J(F, p) tel que

T(‘I‘" ,/‘” ,/‘* /l) — (juv ,f\ h)

TufortMe. — ¢ el ¢ sont des relations dequivalence Il existe des caté-
gories C et quotient strict de J(F, p) et [: F, p) par p et pars respectwement
et un foncteur (€, o, C) quotwnt de t. C est une F- e:cpanswn réguliére
de C', C est une F -expansion de C et les restrictions (I, wy, F) et (C, w1, C)
de w sont des bijections.

Cororraire 1. — St FCR/(K, K') (resp. FCK}), alors « définit un
isomorphisme de C' sur une sous-catégorie de oy (resp sur C).

CororLatre 2. — Si la restriction de p & F' est bien fidéle (c'est-a-dire
si la restriction de p & F.s est une injection, pour tout s€H,), C et C sont
des catégortes, (H',vy,C) et ¥ = (H', yeor, C') sont des isomorphismes, o

Y(p(B(h)), pla(h)), hymodo]=h.

Remarque. — L’aflirmation relative a C signifie que le théoréme du
n® 3 (') est aussi valable pour un couple p-admissible. La partie relative
a C montre comment on peut « préciser » ce théoréme en faisant inter-
venir tous les éléments de K et pas seulement les éléments de FuU p(H).

Trtorime. — Sott p==(K', p, H') un foncteur. Si (F, H}) est un couple
p-admissible, C' est une catégorie, C est une catégorie a C-éjections et l'on

a b= E(C C\ = classe des (T, C)- -éjecteurs ().
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2. THEOREMES D’EXPANSION GENERALE. — Soit &, la classe des triplets
(F, F, _ﬁ)_tels que pE€F, que (F, F) soit p-admissible et que la restriction
de p a F soit bien fidéle. Soit & la catégorie des triplets (p., pi, U) tels
que

p=(F Frples, U=, ep)ens ¢ Fpck, e g(F)cF,
lIa loi de composition étant
(i”zs [\',Jv Lv)'(i".’v [717 L}) = ([\‘/37 [\11) l'/r_DU)

si, et seulement si, p\ = p..

Soit &, la classe des éléments g=F, F, C, (}) vérifiant les conditions
suivantes :

(1) g= (K, g, C)ed; C est une sous-catégorie de (';

(2) ' est une F-expansion de C; si F=FNC et p= (K, g, (),
le couple (F, F) vérifie les conditions (1), (3), (4) de la définition 2. On
a g(F)cF.

Soit &' la catégorie ayant pour éléments les quadruplets (¢, ¢/, @, §:)
tels que

Ji= ks, Fi, Uy, §:) €&, (g 9,9, q)els,
(F ) cF,, 9 (G) et ¢ (F) ks,
la loi de composition étant
(Gss 35 % F3) - (For 2 90 F0) = (70, %91 §.9, 1)
st, et seulement si, g, = g,.
Soit &” la classe des éléments (p,, ', ¢, g) vérifiant les conditions :
Puy¥,¥: 94

(I) i)i: (Fi, FU ;’JE@’O et a: (F’ Fa C, a Eé;'”;

(2) (o Vv, (3@ ¢, C)eqF [voir ()];

(3) V(F)CF, et $(FnC)cF.

Soit & la classe réunion de &, de &' et de &”. Soit aussi & la catégorie
admettant & et &' pour sous-catégories pleines et telle que

1o

(P2 Py U)o(Py Vs s G) == (P, 9", 9.4, @)

U=(ps, @9, p), §=(FFC8& e  bi=(p)d C),
et
B> Vs 4y §2) (G5 @ 9, 1) = (B Voo 8.5, )
st

71’:(Fn Fu Gy @z) et = (G, w, G).

Nous identifions la classe des unités de & a la classe 6,U68,.

~

TeEOREME. — & est une catégorie a &'-éjections et il existe un foncteur
(&, &')-éjection naturalisé (E, <) tel que, si

ﬁ:(l:» Fyﬁ)e&o et » = (K, p, H"),
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on att
gy ={(V. 17, 0, ) et ep)-—(p. KiW. Ep)).

les conditions suivantes étant vérifides :

(1) p admet p pour restriction; on a

FAll = Fr ol Fcp == classe des p-surjections (7
{2) Pour tout s€ H;, la restriction de p & F.s est une bijection sur F.p(s).
En effet, soit H' la catégorie image de C' (n° 1) par la bijection y :
b=y s kel k-»k sikgC. Kell.
OnaF=yF et p=(K,p, H), ou
Py mpihy st hell et Ptk J' [y moda| k.

Dirmxitiox 3. — Un (&, & )-éjecteur sera appelé un expanseur et une

'

(&, & 1-éjection de m €& sera appelée une expansion de m.

b
Tutorive. — Soient p € F et F, F) un couple vérifiant les conditions (1), (a),

(3), (4) de la définition 2. Si les conditions f €F et pif) € K, entrainent f € F,,
il existe une ¥"-expansion ' de H' et un foncteur p de ' vers K tels que

PO F e FreFaH.

En effet, soit K la classe des sous-catégories maximales G' de H’ telles
que (K', pt, (GAFY) soit bien fidéle. Si G €K, soit G la F.-expansion
de G’ construite ci-dessus. FI' est la catégoviec quotient strict de la caté-
goriez G’ par la relation d’équivalence :

G ex

(g, Gy~ g, G i, et seulement 51, &= g, ol g'e(vi et o el

Les théorémes d’extension [ou plus particuliérement d’élargissement ()]
sont des corollaires du théoréme d’expansion. La construction d’expansions
intervient dans beaucoup de problémes (feuilletages, complétion des
foncteurs ordonnés, ete.). Nous montrerons ailleurs sous quelles conditions
I'expansion ou I'expansion réguliére de (F, F, P peut dtre F-structurée,
si p est un foncteur #-structuré (*).

(*) Séance du 21 décembre 1964,

(") Comptes rendus, 259, 1964, p. 1372.

(?) Catégories et structures, Cours multigraphié, Paris, 1961.

(*) Catégories et structures (extraits) (Sém. Topol. et Géom. diff., VI, Paris, 1964); voir
aussi Cours multigraphié de Montréal, 1961.

(*) Comples rendus, 256, 1963, p. 1198.

(Institut Henri Poincaré, 11, rue Pierre-Curie, Paris, 5¢.)

168172, — Imp. GauTHiER-VILLARs & Cle, 55, Quai des Grands-Augustins, Paris (6e).
Imprimé en France.
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C. R. Acad. Sc. Paris, t. 260, p. 2116-2119 (22 février 1966). Groupe 1.

/80/

ALGEBRE HOMOLOGIQUE. — Catégorte quotient d’une catégorie par une
sous-catégorie. Note (*) de M. Cuaries Enresmany, présentée par
M. René Garnier.

Notions de sous-catégorie propre et de sous-catégorie distinguée. Les éléments
d’une sous-catégorie propre peuvent étre « universellement » transformés en
épimorphismes. Condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe une catégorie
quotient d’une catégorie par une sous-catégorie G°; construction explicite de cette
catégorie quotient si G* est propre.

Si H' est une catégorie, nous désignons par H; la classe de ses unités,
par 2 et {3 ses applications source et but, par R,(H) [resp. R,(H)] la
classe de ses épimorphismes (resp. ses monomorphismes), par R(H) la
classe intersection R,(H)NR(H"), par OH" la classe de ses quatuors ().
Si G’ est une sous-catégorie de H', soit O(H'; H, G) la sous-classe
de OH' formée des

(&' /, h, o)l wels que geG et 2'€G.

Si ; est une relation d’équivalence sur H et s’il existe un graphe multi-
plicatif quotient de I’ par p, nous désignons ce quotient par H/¢.

Soient M une catégorie pleine d’applications, U/ et F les catégories cor-
respondantes des homomorphismes entre graphes multiplicatifs et des
foncteurs ('). Soit p,. (resp. ps) le foncteur canonique

(K, ®, H') > (K, @, )

de M (resp. F) vers JL. Si M’ est une partie de M, I'injection canonique
de M’ dans M est notée (M, 1, M').

Si C est une catégorie et (" une sous-catégorie pleine de C, on appelle
foncteur (C’, C')-projection naturalisé un foncteur naturalisé (I, =) tel
que 7 (e) soit un C'-projecteur (') dans C, pour tout e€C,.

1. SoUs-CATEGORIES PROPRES D' UNE CaTEGORIE. — Soit H une catégorie.

Dirinirion. — On dira qu’une sous-catégorie G° de H' est propre si
Pon a H, <G et si les conditions h€H (resp. h€G), g€G et 3(h) = 3(g)
entrainent qu’il existe (g, &, #/, gYe d(H'; H, G) (resp. € OG).

Tout sous-groupoide G’ de H' tel que H, € G est propre dans H'.

Soit 7, la classe des couples (H', C) tels que C' soit une sous-catégorie
de H' contenant H;. Soit ¥ la catégorie dont les éléments sont les triplets

((H;, Ca), ¢, (Hi, Cy)) tels que
(B, C)ey (i=1,2), (Hi.o H)eF e ¢(C)ch,
la loi de composition étant définie par
((H, G, ¢, (H;, Cs)). ((H, G, @, (H;, C) = ((Hi, Go), 99, (H], Cy))

si, et seulement si, (H;, C;) = (H;, C,).
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Soit 2% la classe des (H', C) tels que C soit une sous-catégorie propre
de H'. Soit | la classe des (H', C) €V, vérifiant la condition :

Sif.h=f.F,oufeC, h€Het ' e€H,il existe f'€C tel que h.f'=h.f".
Soit U, la classe des (H', C)€%, tels que (H*, C)€?,, ou H* est la
catégorie duale de H'; posons U, = %", U?". Soit Y (resp. V) la classe
des (H', C) €, tels que CCRy(H') [resp. CCR(H)]. Soient ¥ (resp. ¥,
V4, 7Y les sous-catégories pleines de  ayant ¥, (resp. ¥, ¥, ) pour
classes d’objets.

Tutortme. — Il existe un foncteur (V7 V)-projection naturalisé (R, r)
et un foncteur (Vr, ‘Z’)-projection naturalisé (R, 7).

On montre qu’on a

r (i, C) = ((H./U, E(C))y g, (I, C)),

ou 5 est la relation d’équivalence sur H telle que :
h~H si, et seulement si, il existe f&€C tel que h.f=1".f,
et ou G est application A — hmods. St (H, C)€¥V,, on a #(H, C) = r(H', Q).
81 (H, C) e, alors
F(H, C) = ((I'/e', & (C)), &, (IT", C)),

ou ¢’ est la relation d’équivalence sur H :

hrv I/ si, et seulement si, 1l existe f€C et f'€C tels que f'.h.f=f .} .f.

2. Sous-cATEGORIES DISTINGUEES. — Solent H une catégorie et G’ une
sous-catégorie.

Dirinition. -—— On dira que (3, (H', 1, G')) est une suite exacte courte
s1 % est une p,-surjection (*), (G)C3(¢). et si, lorsque

¢=(K',® H)eF el P (G) cK,,

il existe ® €& vérifiant ®'.Z=®. Si, de plus, il existe une relation
d’équivalence ¢ sur H telle que Z(h) = hmodz, on dit que B(3) = (H/p)
est la catégorie quotient de H' par G, notée H'/G'.

Cette définition modifie un peu celle de (*).

Dérinrrion. — On appelle sous-catégorie distinguée de H' une sous-
catégorie G’ de H' telle qu’il existe une suite exacte courte (8, (H, 1, G))
et que G soit le noyau de ¢ (== classe des g€ H pour lesquels §(g) € B(§),).
On dira qu’une sous-catégorie C' de H' engendre une sous-catégorie dis-
tinguée de H' s’il existe une plus petite sous-catégorie distinguée de H’
contenant C.

Prorosition. — 8’1l existe une catégorie quotient de H' par G, alors
G’ engendre une sous-catégorie distinguée G' de H' et I'on a H'|G = H'[G".

Identifions F & la sous-catégorie pleine de U ayant pour objets les
couples (H', H;). Rappelons (') qu’il existe un foncteur (F, 9U)-projec-
tion naturalisé (v, 9) tel que, pour tout K'€9Y,, la catégorie v(K) soit
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une catégorie quotient strict de la catégorie des chemins associée au
graphe sous-jacent a K.

Soit (H', G) €%; nous désignerons par (H, A, H) la relation :

(W', k)€ A si, et seulement si, il existe (g, ¥/, h, g€ O(H'; H, G),
et par ¢ la relation d’équivalence bicompatible sur H' engendrée (')
par (H, A, H).

Tutortme. — Il existe un foncteur (F, )-projection naturalisé (V, ¢)
tel que

c(I, Gy == (v (H/0), TAT/8) 5, (I, G)), od S(/8) =po. (V(IT/p)).

De plus, il existe une catégorie quotient de H' par G si, et seulement st,
V(H'[2) est une surjection.

Remarque. — Pour certains (H', G) €%, il n’existe pas de catégorie
quotient de H par G'.

3. CATEGORIE QUOTIENT D’ UNE CATLGORIE PAR UNE SOUS-CATEGORIE
PrROPRE. — Nous allons montrer comment on peut construire explicite-
ment la catégorie H'/G™ dans certains cas.

TukorEmMe. — Si G est une sous-catégorie propre de H' et st (H', G) €,
il existe une catégorie quotient de H' par G'.

On montre d’abord que, dans le cas ou GCR,(HY), la relation
{voir n° 2) est définie comme suit :

Soit ¢ la relation d’équivalence sur H :

(hi, h.)€ ¢ si, et seulement si, 1l existe

(viJys l, 2y e (I HL G) (F==1.2).

Alors on a A'~hmod: si, et seulement si, il existe deux familles
(FD)icrnizn et (f'izmiza telles que (f/, f'/)€z si i<m, j-n, et que,
en posant
Jr=flo o S0 v =L S
on ait
h=/1, =" et SU==fi s L << n.

De plus, 1l existe une catégorie quotient strict de H' par ¢ et 'on a
H/; = H/|G.

Si (H', G)€?,, alors (I, G) = R(H', G) (voir n°1) vérifie les condi-
tions précédentes et on a H' |G = H/G".

Cororratre. — St G est un sous-groupoide de H', il existe une catégorie
quottent de H' par G’

2

Ce corollaire est aussi un corollaire d’un théoréme de ().
Tutorkme. — Soit (H', G) €?’,. Supposons que les conditions

&', h,g)yeg(l'; H, G) et 2"eb(N).G.B(Nh)
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entrainent qu'tl existe (g”, h', h, fye O(H'; H, G). Alors G engendre une
sous-catégorie distinguée G de H et G est la classe des k€ H pour lesquels
Ul existe g€G et g€G vérifiant k.g=g'.

On montre que, si GCR,(H'), la relation ¢ (voir plus haut) est une
relation d’équivalence bicompatible sur H', et, par suite, H /G = H'/c.
Le cas général se rameéne a ce cas, par intermédiaire de la projection
R(H, C).

Cororratire. — Soit G’ un sous-groupoide de H' contenant H; et véri-
flant la condition :

(o) St heH et gel3(h).G.3(h), il existe g€G tel que g.h=h.g.
Alors G est un sous-groupoide distingué de H'.

Cororratte 2. — Sotent H' un groupoide et G' un sous-groupoide de H’
contenant H,. G est distingué dans H' si, et seulement si, on a k' .G.hC G
pour tout h€ H.

En particulier, si H' est un groupe et G' un sous-groupe de H', la sous-
catégorie distinguée G de H engendrée par G’ est le sous-groupe distingué
engendré par G (au sens usuel) et 'on a H'/G'= H'/G".

4. Appricarion. — Soit p=(K', p, H) un foncteur. Soient F une
sous-classe de K et I’ une sous-catégorie propre de H' telles que

FcR,(H). p(F)cF, Y. p(F)cF e  2(F)y=p(I).

Soient 1{(F, p) et [] (F, p) les catégories définies formellement comme
dans (°). Soit G’ la sous-catégorie de ZI(F, p) formée des (f, f.p(f), f),
ot f€F, et soit G” la sous-catégorie de =] (F, p) formée des (3(f), t) tels
que t€G.

TutorkvMe. — Il existe une catégorie C' quotient de J(F, p) par G et
une catégorie C' quotient de =] (F, p) par G".

Si (F, F) est un couple p-admissible, les catégories C et € sont identiques
aux catégories de méme nom construites dans (*).

(*) Séance du 15 février 1965.
(") Comm. Math. Helv., 1963, p. 219-283.
(*) Compfes rendus, 259, 1964, p. 2050,

(*) Comptes rendus, 260, 1965, p. 3o.

(Institut Henri Poincaré, 11, rue Pierre-Curie, Paris, 5¢.)

168591. — Imp. GAUTHIER-VILLARS & Cle, 55, Quai des Grands-Augustins, Paris (6e).
Imprimé en France.
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C. R. Acad. Sc. Paris, t. 261, p. 4583-4586 (29 novembre 1965). Groupe 1.

/84/
ALGEBRE HOMOLOGIQUE. — Groupoides structurés quasi-quotient et quast-
cohomologie. Note (*) de M. CuarLes Ennesman~, présentée par M. René
Garnier.

Symétrisé d’un graphe structuré. Théoréme d’existence d’un groupoide structuré
ou d’un demi-groupe structuré quasi-quotient d’un graphe multiplicatif structuré.
Construction de ce groupoide comme structure quasi-quotient de la quasi-catégorie
libre structurée associée a4 un symétrisé du graphe structuré sous-jacent. Définition
et théoréme d’existence d’un foncteur de quasi-cohomologie.

Cette Note fait suite a [(') et (*)]. Nous désignons par I et I des
catégories pleines d’applications telles que I, et M, solent des univers
~ o . D ~ ,
et que JNC I, par P un foncteur d’homomorphismes (1L, P, IT') résolvant

a droite et Z-compatible, ot & est I'application Jit,-produit. Soit
pe= (ML PLIC),  oin =D (),

1. SYMETRISE D’UN GRAPHE p-sThRucTURE. — Si [C] == (C, 3, %) est un
graphe (orienté), nous notons [C]* le graphe dual (C, %, 3) de [C] et [C],
la classe des sommets de [C]. Soit & (p). la classe des graphes p-structurés (%)
et ¢(p) la catégoric des homomorphismes entre graphes p-structurés,
dont les éléments sont identifiés aux triplets ({C'], &, [C]) tels que

fell. ([Cl.z(k))eg (pre. (1G] 3(A) €8 (pl
et que ([C'], p(h),[C]) soit un homomorphisme entre graphes. Si
([Cl, s) € G (p)e, on désigne pars, la p-sous-structure de s telle que p(s.) =[Cl,.
DiriniTioN. — Soit ¢ = ([C], s) € G (p)s. On dira que e est un p-syméirisé
de ¢ §’il existe un graphe [C'] tel que CNC = [C],, un
g==(CT. ¢ [Ched(p)y
tel que p(g) (z) = x st z€[C],, et si e est une somme fibrée dans ¢ (p) de
(1€ s 50 TCLY)- (IC]: 25 500 [CL),

En particulier, si [C] = (C, §, #) est un graphe, on appelle syméirisé
de [C] un graphe [G] tel que ([G], G) soit un (I, 1, M}-symétrisé de ([C], C).
Pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit qu’il existe un graphe [C’] tel
que CNC = [C],=[C'], et un isomorphisme g de [C] sur [C']*, et qu’on
ait [G] = (Cu(, B, &), on

G amM =@ an o Gl e = @) 80N

pour tout f€C. Dans ce cas, on écrit g(f) = .
Si ([C], 5) est un p-symétrisé de ([C], s) €G(p)o et si [G] est un symé-
trisé de [C], il existe un homomorphisme canonique ¢ de [G]dans [C].
TaktorimE. — St p est un foncteur d’homomorphismes saturé et H' une
catégorie a sommes fibrées finies [resp. si P est un foncteur d’homomorphismes
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saturé — -engendrant (*) pour I, si HeM, et si H est une catégorie a
sommes finies), tout graphe p-structuré admet un p-symétrisé.
Cororratre. — Sotent P un foncteur d’homomorphismes saturé,
e=([C], s)€G (p) et [G] un symétrisé de [C]. St HeM, et si P est a
sommes finies et — -étalant (') (resp. st p est a sommes fibrées finies), il existe

soit un graphe quotient de [G] (resp.

un p-symétrisé ( IE] s) de e tel que IC

que |C] = [G]).

Ezemples. — Sotent e = ([C], s)€ G (p)y et [G] un symétrisé de [C].
51 p = po (resp. = py ou py.) ('), alors e admet un p-symétrisé dont le

graphe sous-jacent est un quotient de [G! (resp. est [G]). Si p = p,, 1l
existe un p-symétrisé (| C I, C1) de e tel que C* soitla (F, 2')-projection N(GY)
de G, s /(Gj G est un Pa-symétrisé de e.

2. GROUPOIDES STRUCTURES OQUASI-QUOTIENT D'UN GRAPHE MULTI-
PLICATIF P-STRUCTURE. — Nous reprenons les notations du n® 4 de ('),
Soit F,(p) resp. ©(p)] la sous-catégoric pleine de F(p) ayant pour unités
les groupoides H'-structurés () (resp. les catégories H'-structurées avant
un seul élément idempotent). Posons

U=F,ouS et = (. PatoWip.

Définissons de méme U (P) et P, et soit HeiL,.
Dirrzition. — On dit que P est (M, “W)-résolvant si P, est —-engendrant

pour () (M, X, U(p)), ou X, est la classe des P, -monomorphismes

J= (. /e ) tels que jePr.

Prorosition. —— St P est —-étalant [resp. st P est —-engendrant pour M
et vérifie la condition D (')], alors P est (M, )-résolvant.
Trtorive. ~— Soit P un foncteur (DN, W)-résolvant. Si ¢ € K'(p), et

si r est une relation sur p,.(e'), il existe une (WU(p), p..)-structure quasi-
quotient de e’ par r. En particulier, K'(p) et F(p) sont des catégories d
W (p)-projections.

CoroLLAIRE 1. — Si p = pg, Pp Py OU Pgy St € €K' (p)y et st 1 est
une relation sur p..(e"), il existe une (W(p), P..)-structure quasi-quotient
de e par r.

CoroLLaRE 2. — Soit ¥, la sous-catégorie pleine de la catégorie F des
foncteurs doubles ayant pour unités les groupoides doubles (*). % est une
catégorie a ¥ projections.

3. CONSTRUCTION D’UN GROUPOIDE STRUCTURE QUASI-QUOTIENT. -—
Soit C' un graphe multiplicatif et soit [G] un symétirisé de [C]. Désignons
par I:([G]) la quasi-catégorie libre associée (*) a [G], par 7.(C’) la relation
(I:[G], B, I:fGD telle que B soit formé des couples

(D2 () (LS 300 et (& ) 2.0),

ou feCet (g, HeCxC.
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Supposons ¢ = (€, s)€K'(p), et soit e = (Icl,s) un p-symétrisé
de (€7,

$). Si ¢ est 'homomorphisme canonique de [G] vers [C] et LA(v)

le quasi-foncteur de I:([G]\ vers ]:(I_CD prolongeant ¢, nous posons

Py =T (o) (P (G et =Ty (.
lorsque 7 est une relation d’équivalence sur C. Reprenons les notations
du n° 4 (7).
Tutorime. — St existe une (F'(p), K(p), £(p))-projection

£e)= (LT 6

de ¢, pour qu'il existe une (F.(p), p,.)-structure quasi-quotient ¢ de ¢’ par r,
- faut et ol suffit que L.(e) admette & pour {F.(p), P.)-structure quasi-quotient
par rUr(C).

Soit. M(C) le monoide libre associé a C et soit r(C la relation
(M(C), D, M(C)), ot D=D'UC xC, et ot D’ est la classe des couples
{{g, ), g.f) tels que (g, [)€C»C. Soit p, le foncteur projection vers I
de la catégorie des homomorphismes entre monoides et soit p,. le fencteur
projection vers I de la catégorie 9, (p) produit fibré p,. V p.

TukorEME. — St S est une p-somme de (s"),e, alors

M(s) — (M(C),S)edat, (pl.:

il existe une (5(p), p..)-structure quast-quotient ¢ de e’ par r si, et seulement
si, e est une ($S(p), pn) structure quasi-quotient de M(s) par ruUr.(C).

TrtoriMe. — Si p est un foncleur d’homomorphismes saturé, —-étalant
et @& sommes dénombrables (resp. si p = py.), el st r est compatible avec %
et 3 et telle que vy~ x, mod r entraine T = x., ot x:€C,, alors ¢ admei
pour {W(p), p..i-structure quasi-quotient par r :

une (F,(p), P.)-structure quotient faible de I:(é‘) par P UF{C), si W = F;

une (S(p), pu)-structure quotient farble de M(s) par ruUr.(C), si U = 5.

Corovrsire. — Si p = py, alors e’ admet une (WU (p), HK'(p))-projec-
tion (M', T) telle que M’ sott une (WL, 3U)-projection de C', st U = F, ou 5.

4. QUASI-COHOMOLOGIE.

Derinttion. — On dira que J est un p-idéal si J est un idéal de H
vérifiant la condition suivante, ot pl” désigne la classe des (MU, p)-injections :

Pour tout h€p, il existe une relation r(h) sur p(3(h)) telle que,
si ke H.B(h), on ait

k.h€J si, et seulement si, p(k) est compatible avec r(h).

Exemples. -— L’idéal J, de & est un p,-idéal. 1’idéal J, considéré dans
le n° 5 (*) est un p,-idéal.

Soient K’ une catégorie, K" une sous-catégorie et I un idéal de K,
et D un foncteur de K”"XK* vers H' tel que p.D soit une restriction
de Homg..
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TutorimE. — Supposons HE N, et soit J un p-idéal. Si P est un foncteur
d’homomorphismes saturé —-étalant, (H, J, D, I} admet un foncteur de
cohomologie (*) d’ordre n.

Soit K (K', I) la catégorie des transformations naturelles entre
complexes (') de (K', I} et soit

C (K, D) =K < (K. 1)

Désignons par X' une sous-catégorie de P, , par J un p-idéal.

Derinrrion. — On dira que (X, J, D, I) admet un fonctewr de quasi-
cohomologie H" d’ordre n §il existe des foncteurs Z“, B" et H" de €'(K, 1)
vers H tels que, pour tout (E, 5)€ € (K', I), :

19 Z(E, 2) et B"(E, 2) sont les (X, p)-sous-structures de D(E, v(n))
engendrées par la classe des n-cocycles et la classe des n-cobords (*) de E
vers ¢ respectivement;

20 H'(E, ¢) est une p-structure quasi-quotient de Z"(E, 3) par la
relation r(h) associée au p-monomorphisme h de source B*(E, g), de
but Z'(E, ¢).

Un foncteur de quasi-cohomologic est déterminé d’une fagon unique,
lovsqu’il existe. Si (X, J, D, I) [resp. si (p7, J, D, I)] admet un foncteur
de quasi-cohomologie quels que solent (D, I) et le p-idéal J, on dit que p
est X-propre (resp. est propre) pour la quast-cohomologte.

Prorosition. — Pour que (H, J, D, 1) admette un foncteur de coho-
mologie H" d’ordre n, il faut et il suffit que H" soit un foncteur de quasi-
cohomologie, que p.Z"(E, v) soit la classe des n-cocycles de F vers ¢ et
que p{k) soit une surjection, st k est la p-quast-surjection définissant
H"(E, o) comme p-structure quasi-quotient de 7(E, ) par r(h), pour
tout (E, 2)e € (K, D,.

Tutorime. — Supposons que Hel, e que P sott un foncteur d’homo-
morphismes saturé. St P est (—-engendrant pour W, alors p est propre pour
la quasi-cohomologie. Soit U= F, F, ou G et X, =X, Np7: si P est
(O, W)-résolvant, p, est X, -propre pour la quasi-cohomologie.

COROLLAIRE. — So0it p = pg, Doy O Ppr; alors pet Py, 0u U=F F ou ¥,
sont propres pour la quasi-cohomologie.

(*) Séance du 15 novembre 1965.

(') Comptes rendus, 261, 1965, p. 1377.

(2) Comptes rendus, 261, 1965, p. 1932,

(*) Comm. Math. Help., 17, n° 38, 1964, p. 219-283.
(*) Ann. scienf. Ec. Norm. Sup., 80, 1963, p. 349-420.

(°) Compfes rendus, 259, 1964, p. 2050 (développé dans Cohomologie a valeurs dans une

catégorie dominée, Colloque de Bruxelles, 1964, p. 1-60).

(Institut Henri Poincaré,
11, rue Pierre-Curie, Paris, 5¢.)

170651, —— Imp. GaurHiER-VILLARS & Cie, 55, Quai des Grands-Augustins, Paris (6¢).
Imprimé en France.
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/87/

ALGEBRE HOMOLOGIQUE., — Exzpansion des systémes de structures dominés,
Note (*) de M. Cuarses Ewneswasy, présentée par M. Henri Villat.

Catégorie des u-transformations naturelles, ol u est une catégorie ordonnée.
Théoréme d’existence de u-limites inductives. Systémes de structures p-dominés,
~

lorsque p est un foncteur ordonné vers une catégorie ordonnée d’applications.
Théoréme d’expansion d’un systeme de structures dominé en une espéce de struc-
tures dominée.

Nous reprenons les notations de ('). En particulier, U désigne une
catégorie pleine d’applications, 91" et & les catégories des néofoncteurs
et des foncteurs correspondantes, p,. et p, leurs projections vers I,

1. u-~koroncreurs. — Soit wu=(H', <) une catégorie ordonnée
assez réguliere (*). 51 h€H et A'€H, nous désignons par A’k le pseudo-
produit (*) de (&', h), s’1l existe dans (H', <).

DériniTioNn. — On appelle u-néofoncteur un triplet F = ((H', <), F, (),
ou € est un graphe multiplicatif ¢t F une surjection de C sur une partie
de H vérifiant les conditions :

1 F(ICH)cH,. SifeC, ona

2(E(N <V e (B =EN):
20 51 (f, /HleC %, on a
FOMOEW) <N

Prorosrriox. — Soit F=(u, F, C) un u-néofoncteur. St p=(u', p, u)

est un foncteur ordonné assez régulier (*), p.F={(u', pF,C) est un

u'-néofoncteur. St G est un néofoncteur de C° vers C, F.G= (u, 7@,‘(:)
est un u-néofoncteur. '

Soit C' un graphe multiplicatif et soit U (u, C') la classe des wu-néo-
foncteurs de la forme (u, F C).

Dérintrion. — On appelle u-transformation naturelle un triplet (F’, =, F)
vérifiant les conditions :

10 FEMN (u,C) et FFeI(u, C);

2% < est une application de C, dans H telle que, pour tout f€C, on ait

(K (), K R By el

ou k<<=(2(f)) et k'==(3(f)).
ProrositioN. — La classe W((H', <), C) des u-transformations naturelles
est une catégorie pour la loi de composition :

('f:x’ 7, f:rl ) (V' 7, F) = (ﬁ‘/, .1, Ff) st, el seulement si, fl: F.

Exemple. — Lorsque u est la catégorie H' munie de la relation d’ordre
triviale (=), un u-néofoncteur est un néofoncteur, une u-transformation
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(2)
naturelle est un triplet définissant une transformation naturelle (') et
W((H, =), C} est la catégorie longitudinale des transformations naturelles,

2. U-LIMITES INDUCTIVES. Soit € un graphe multiplicatif et
w=(H', <C) une catégorie ordonnée assez réguliére.

Posons M =1MW(u, C). Identifions 9U(u, C) avec la classe M, des
unités de B et identifions H' & la sous-catégorie de ' formée des triplets
(F', 1, F) tels que

Fofy—seH,. Fo sy -y el el T(fy=-kes . H.s

pour tout fe€C.

Dirixtrron. — On appelle w-limite inductive de Feli, une {(H, [t")-
projection de F. Si tout w-néofoncteur (u, F, ) admet une wu-limite
inductive, on dira que u est & C-limites inductives.

Exemple. — Une (H', =)-limite inductive de F est une limtte inductive,
au sens usuel, de F.

Munissons N de la relation d’ordre :

A < h sioetseulement si. A est une restriction de A,

Aors (MR, <) est une catégorie inductive (?).
TatorEME, -— (M, <) est ¢ C-limites inductives.

51 F= (M, <), F, ), alors F admet pour (M, <)-limite inductive
la classe Efr quotient de E = N F(e) par la relation d’¢quivalence r
— 1 E)

rel
engendrée par la relation (E, A, E), ou A est la classe des couples

(Ca(fy.z) (B TS (z1)) si zex(Fi/)).

A

Soit p = (v, p, u) un foncteur ordonné vérifiant les conditions :

10 pest assez régulier et w=(H, <) est complétement réguliére
a droite (');

20 u'= (K, <) et p=(K', p, H) est fidele.

Tueorime. — Soit F=(u, F,C) un u-néofoncteur tel que (F(e)).cc,
[resp. que (pFle)).ec;] admette une somme dans H (resp. dans K'). Si K,

est & sommes fibrées finies, st la catégorie 2 (Ra(K"), p) (*) est & H-projec-
tions et st p. T admet une w'-limite inductive x, il existe une p-quasi-sur-
jection (%) j telle que 3(j) soil une u-limite inductive de F.

Supposons de plus vérifiées les conditions :

30 u'= (M, <), o I, est un univers, et il existe un foncteur
P = (), P, H'), —-engendrant pour U et #-compatible (%), ot Jil est

une catégorie pleine d’applications et I, un univers, tel que
p=(M, P, H) et 11:1)'_(311)63?1,,.

4° p est résolvant a droite et p,”C P [notations de (*)].
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3
TugoriME. Avec les hypothéses précédentes et st H' est une catégorie
a C,-sommes, tout u-néofoncteur F = (u, F, ') admet pour u-limite inductive
une p-structure quasi-quotient (*y d’une somme 5 de (F(e)),e.; par la relation

k(r), ou k est Uapplication canontque de E:):BE(e) dans p(S) et

cety
otv Efr est la (M, <)-limite tnductive de p.T.
Exemple. —— S1 u est Pune des catégories ordonnées usuelles () <),
(I, <), (8, <)=catégoriec ordonnée des applhecations ordonnées,

(&, <) = catégorie ordonnée des applications continues, alors w est &
C’-limites inductives, si C€ ML, car les conditions 1, 2, 3, 4, 5 sont vérifiées
par le fonctewr projection canonique de w vers (I, <),

3. SYSTEMES DE STRUCTURES DOMINES,

Tutonime. - - Soit €U, la catégorie des applications covariantes enire
systémes de structures (') de la forme (v, C', 2, n). Il existe un isomorphisme v
de A sur la sous-catégorie pleine de W((N, <), C) ayant pour uniiés
les F tels que

Fleynb(¢)—0 sie, ¢, el el

Soit = {C, S, %) un systéme de structures et = la projection cano-
nique {*) de 5 dans C,. Pour tout f€C, nous désignons par S, la classe
des €S tels que (f, ) €C% S, par f Papplication

z> fz de S, dans Sgp.
L’isomorphisme y associc a v le (N, <<)-néofoncteur (/N <), F, C7)
tel que _

¥(f)y=/ pourtout feC.

Soit p=((M, <), p, (H, <)) un foncteur ordonné tel que (H', <)
solt une catégorie ordonnée réguliere (*) u; soit p= (I, p, H).

DerintTion. — On appelle sysiéme de structures p-dominé un couple
(r, F) tel que 7 soit un systéme de structures, F un u-néofoncteur et
(M, <), pE, C) =~v(n).

Exemple. — 51 1 est une espéce de structures, un systéme de struc-
tures ((ON, <), p, (H', ==))-dominé (v, F) est une espéce de structures
p-dominée au sens de (*).

Dérinirion. — Une w-transformation naturelle (F’) ¢, F) telle que

p.Fey(ag) et p.Fey(ay)
est appelée application covariante p-dominée.

Prorosition. — L’application

(F g F) > (v (p.F), G, v (3.F)), o $= ) pa(e)),
ee€l;
définit un foncteur de la sous-catégorie pleine Ay(p) de W(u, C) formée
des applications covariantes p-dominées, vers (. Ce foncteur est fidéle
lorsque p est fidéle.
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4. TaforEME D’ExpansioN poMINEE. — Soit C une catégorie telle
que CE€IM,.
TukoriME., — Soit A la sous-catégorie pleine de ¢, ayant pour unités

les espéces de structures n=(C,S, »"). Alors & est une catégorie a
Q-projections.

On obtient une (@, ¢,)-projection 7 = (C', é, i') de v comme suit :
Posons ¥(r,) = F. Pour tout e€(], notons C, la sous-catégorie de HC
formée des

pe=(e. S, [ enC.

et soit S, la (M, <)-limite inductive du (M, <7)-néofoncteur F. tel que
F.(g) <oit Papplication

(Joz) = (' 23y de{fix 8y dans { /"1 > Sge.

Alors S est la classe véunion des S,, lorsque e€C,.

Remarque. — Si C' est un groupoide, ce théoréme résulte du théorcme 17
du chapitre V(').

Supposons que p soit un foncteur ordonné vérifiant les conditions 1, 3,
4,5 dun® 2 et que p soit un foncteur d’homomorphismes saturé.

TatoriME. — Soit A (p) la sous-catégorie pleine de . (p) ayant pour
unités les F tels que p.Fev(@,). Alors A (p) est une catégorie & ¢L.(p)-
projections.

La construction d’une projection de F est analogue a la construction
précédente, en utilisant les théorémes du n° 2.

CoroLLAIRE. — Si p est le foncteur ordonné projection vers (I, <) de
Uune des catégories ordonnées (I, <), (F, <), (Q, <), (B, <), alors .(p)
est une catégorie & L (p)-projections.

~

DeriNiTIoN. — Si (7, F) est un systéme de structures p-dominé et si ¥
est une (€.(p), @ (p))-projection de F, on appelle (v (p.F), F) I'espéce
de structures p-dominée expansion de {0, F).

(*) Séance du 20 décembre 1965,

(") Catégories et structures, Dunod, Paris, 1965.

(*) Ann. Inst. Fourier, 14, n°® 1, 1964, p. 2035-268.

(?) Comptes rendus, 261, 1965, p. 1577, 1932 et {583; ces Notes résument Particle
Structures quasi-quotient (& I'impression; multigraphié, Paris, 1965, 93 pages).

(*) Fund. Math., 54, 1964, p. 211-228.

(Institut Henri Poincaré, 11, rue Pierre-Curie, Paris, 5¢).

171004. — Imp. GAUTHIER-VILLARS - 35, Quai des Grands-Augustins, Paris (6¢).
Imprimé en France.
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C. R. Acad. Sc. Paris, t. 263, p. 762-765 (21 novembre 1966). Série A

/89/

ALGEBRE DES CATEGORIES. — Quast-élargissement d’un systéme de structures
structuré. Note (*) de M. Cumaries Euresmany, présentée par M. René
Garnier.

Définition des systémes de structures structurés. Catégorie des applications
covariantes structurées. Théorémes de quasi-élargissement structuré.

Nous désignerons par I la catégorie pleine des applications associée
a un univers M, par p,. le foncteur projection vers I de la catégorie U
des néofoncteurs (') associée & M. Soit p = (M, p, H) un foncteur fidéle;
la restriction de p au groupoide K. des éléments inversibles de J est
notée p..

1. Sous-LimiTES PROJECTIVES. — Soit F= & F I un foncteur:
soit M la limite projective canonique de p.F dans M, et p; la projection
canonique de M vers p.F(z) pour tout i€,

DiFmnrrtos. — On dira que s est une p-sous-limile projective de I si les
conditions suivantes sont vérifiées :

10 s€a,, pl(s)CM et, pour toul 1€l,, 1l existe v;€F{ij. .5 tel
que p(v) soit une restriction de p;;

20 Soit (F, 7, e) un triplet définissant une transformation naturelle,
ot e est le foneteur de 1" vers J constant sur e; soit g Punique élément
de I tel que

pi-g o pirinyy pourtout rel;.

Si giple))C pls), il cxiste un et un seul h€s. 3. e tel que
v T (i) pourtout i€l

Prorosition. — St p, est bien fidéle ') et si s et s, sont deux p-sous-

limites projectives de ¥ telles que p(s) = p(s\), on a s =s,.

Si F admet une limite projective S dans p, alors s est une p-sous-limite
projective de F si, et seulement si, s est une p-sous-structure de 5.

Exemple. — St 1 est la catégorie obtenue en adjoignant un élément
final o a la catégorie triviale J et si s est une p-sous-limite projective
de F, nous dirons que s est un p-sous-produit fibré de (h;),c,, en posant
h;=TF(o, j).

Les propriétés des limites projectives se généralisent aux p-sous-limites
projectives. On définirait facilement des p-sous-limites projectives relati-
vement a un foncteur p de but quelconque.

2. SysTEMES DE STRUCTURES STRUCTURES. — Nous supposons désormais
que p, est bien fidele.
Derinrrron. — On appelle néocatégorie p-structurée un couple (C) s)

vérifiant les conditions sulvantes :
10 = (C, x) est un graphe multiplicatif, s€ ¢, et p(s) =C;
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20 Il existe une p-sous-structure de s, notée s,, ¢t des éléments
a€s,.MH.s et b€s,.d0.s tels que

pla)y = (Cyy a, C) el POy = (€, 5, ).

39 11 existe un p-sous-produit fibré de (a, b) noté sk sctun k€s.H.sx s
tel que p{k)=(C, z, CxC).

5’1l existe un produit s X s de (s, s) dans p, une néocatégorie p-structurée
est un graphe multiphicatif fortement p-structuré au sens de (*).

Nous désignerons par I/ (p) la catégorie des néofoncteurs p-structurés
entre néocatégories p-structurées, dont les éléments sont les triplets

F=0(O0 2 £ s)
tels que :
190, s) et C, s; sont des néocatégories p-structurées:
20 fE5..s et F=(C, p(f), Cear.

La surjection F— f |resp. F-~F, resp. F— p(f)] définit un foncteur
tidele p*{resp. p™', resp. p) de 2T (p) vers H (resp. vers I, vesp. vers L),

Deristrion. — On appelle p-sysiéme (vesp. p-espéce) de structures un
triplet = ((C', s}, s/, »') tel que :

12 (7, 5) est une néocatégorie p-structurée; s’ € K, ;

20 = (C, E, #) est un systéme (resp. unc espéce) de structures (1),
ou E==p(s): soit ¢ la surjection canonique de [ dans C, et CxE la
classe des couples composables;

30 11 existe g€s,.K.s" tel que plg)=1C,q, E; de plus, (a,q) et

\80; @} admettent des p-sous-produits fibrés sk s’ et s, % s tels que
JACE TR et Plsnd sy o= O Lo (e B (G < B s

30 Hexiste e€s’. N .sxs tel que p(k')=(E, »', Cx E).

Exemple. — Si v, est une p-espéce de structures, si (' est une catégorie
et s’ existe des produits s Xs et s Xs' dans p, alors 7, est une H-espéce
de structures (*).

Tutorime. — Sott 1,=((C, s), §', x') un p-systéme de structures. Alors s’
est tsomorphe dans & & sok s =5, \ q. St p est a produils finis et résolpant
a drotte (Y), il existe

gin) = ((C.’ $)s 2}7 ((CHx E), s % sl))e‘:’l’([’)

tel que p™'(q(n)) soit le néofoncteur des hypermorphismes associé a v (*).

3. APPLICATIONS COVARIANTES p-STRUCTUREES.

Dérinerion. — On appelle p-application covariante un quadruplet
m = (., ®, 0, ;) vérifiant les conditions :

1° ;= ((C/, s), 8;, %) est un p-systéme de structures, pour (=1
et 2;

20 m = (., ®, ¢, 7,) est une application covariante (*);
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30 11 existe ®,€s,..s, et 3,€s,.K.s, tels que p(®,)=p,. (P)
et p(en) =39 .
Soit A'(p) la catégorie des p-applications covariantes, dont la loi de
composition est

((ry, 5 ¢ 1)), (0, @0y, ) > (1, D@, "9, )

si, et seulement si, 1), =1,. Nous identifions la classe de ses unités a la
classe des p-systémes de structures. Soit p, le foncteur de @/ (p) vers M
défini par la surjection (7., @, 0, ,) = p,. (@) X@. Soit @(p) la sous-
catégorie pleine de ¢U(p) ayant pour unités les p-espéces de structures
(C, 5), &', 2"} telles que € soit une catégorie. Soit p, le foncteur restriction
de p, & A(p).

TatorkME. — Supposons que p sott un foncteur d’homomorphismes
saturé (). St p est a J-produits, p, et p, sont & J-produits. St p est & produits
finis et résolvant & droite, p, et p, sont résolvants a droite.

4. PLONGEMENT D’UN SYSTEME DE STRUCTURES STRUCTURE DANS UNE

ESPECE DE STRUCTURES. — Désormais i, désigne un univers tel que

RS SN A - .
M, gM,, et P= <JTL, P, (7&') un foncteur d’homomeorphismes saturé

. o
admettant p pour restriction & H = P(M)€IM, Soit I la saturante ()

de I dans M et P la classe des P-monomorphismes ('). Si Sed,, si
AcP(S) et si A€W, nous notons S'A une P-sous-structure de S telle
que P{S|AYCP(S) lorsque S est une P-sous-structure de S et que
ACP(¥). Soit A Pordinal inaccessible associé a Ni, (i. e. la borne supé-
rieure des ordinaux associés aux cardinaux des éléments de JIT,) et
soit {<C.\ un ordinal sans prédécesseur.

Tutortme. — Si P est {-—-engendrant (*), le foncteur P, de A (P) vers m
-est —-engendrant pour (N, X, &(p)), ot X est la classe des P,-monomor-
phismes m tels que ©,,€Pi et v, € P,

En effet, supposons n=((C,s), ¢, x)€c(P),. Soient McCXxP(s)
un élément de N, et p, et p, les projections de C X P(s’) sur C et P{s').
Posons

l:,:l)z(,\l), ‘:1:‘i])][.\l)uq(El), .\';T’_S'!Ej.’ si=—=s1C,.

Soit A << { un ordinal et supposons définies, pour tout £ <4, des P-sous-
structures s; de s” et s; de s. Soit

G=JPe o B P

E<h £

Désignons par C; la sous-catégorie de C engendrée par C,, par M, la classe
des couples (f,2)€Cx E tels que f€(C, z€E, et qu'il existe 7/ €E;
avec [z’ € Ei. Soit

s=s"|# (M) et n=s|C.
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On définit ainsi, par récurrence transfinie, s, et &, pour tout » <. 11
existe des P-sous-structures § de s et 5’ de s telles que

P@3$) = U Pio) et PE) =P

1<t n<i

On montre qu’il existe une P, -sous-structure ((P(5),5),5,%) de 7,
isomorphe a une (X, @ (p))-sous-structure de v, engendrée par M.

Dirpixvition. — Soit = ((C, s), s’,#/) une p-espéce de structures.
On dira que v est maximale (resp. est saturée) si 'on a (f, z) € C'x E lorsque
(resp. lorsque f est inversible et) («(f), z)€Cx E, ou E = p(s').

Soit A (p) [resp. A (p)] la sous-catégorie pleine de A (p) ayant pour
unités les p-espéces de structures maximales (resp. saturées). Soient pi
et p7 les foncteurs restriction de p, a @¥*(p) et a A7(p) respectivement.
Soient Pl et P7 les foncteurs définis de méme & partir de P.-

Tutorime. — St P est -p—-engendrant et si X¥ (resp. si X7) est la classe
des P - (resp. des P -) monomorphismes m tels que me& X, alors P}, (resp. PY)
est —-engendrant pour (OW, X* Q*(p)) [resp. pour (M, X°, &”(p))].

Tutortmr. — Si P estd I -produits et J-—-engendrant et si p est résolvant
a drotte, &' (p) est une catégorie a4 K-projections, ou K = Q(p), &*(p)
o A7 (p).

Une (& (p), &/ (p))-projection de v, = ((C, s), ', #’) est appelée quusi-
élargissement minimal de ; une (Q*(p), €U (p))-projection de 7, un quasi-
élargissement maximal de n; une (¢U°(p), €U (p))-projection de 7, un quasi-
élargissement saturé de 1. Si p est le foncteur identique de I, on a v, = 7v;;
si de plus € est un groupoide, les quasi-élargissements maximal et saturé
de v coincident et s’identifient a I’élargissement maximal (') de v, le
quasi-élargissement minimal sidentifie & 1’élargissement minimal (')
de 7.

*

(*) Séance du 14 novembre 1966.

Yy Catégories et structures, Dunod, Paris, 1965.
(*) Comm. Math. Helv., 38, 1963, p. 219-283.
* C
(

%) Comples rendus, 256, 1963, p. 2080 et 2283,
Yy Compftes rendus, 263, série A, 1966, p. 655,

(Institut Henri Poincaré, 11, rue Pierre-Curie, Paris, 5¢.)
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/90/

ALGEBRE DES CATEGORIES. — Premier théoréme d’expansion structurée.
Note (*) de M. Cunaries Euresnany, présentée par M. René Garnier.

Série A

Généralisation au cas des foncteurs p-structurés du théoréme d’expansion
de (') : existence et construction d’un plongement « universel » d’un couple de
foncteurs p-structurés dans un foncteur avec hypermorphismes p-structuré. Cette
Note fait suite 4 des Notes antérieures (?) dont on reprend la terminologie.

Soit I, un univers; soient M, F ct I/ respectivement la catégorie
pleine d’applications, la catégorie des foncteurs et la catégorie des néofone-
teurs associées a Ji,; soit p, le foncteur projection de & vers I, Nous
nous donnons un foncteur d’homomorphismes (*) p = (M, p, ). Soient

AU (p) la catégorie des néofoncteurs p-structurés (*), p son foncteur cano-
nique vers JU', et F(p) sa sous-catégorie pleine formée des foncteurs
p-structurés.

1. FONCTEUR D'HYPERMORPHISMES P-STRUCTURE.

Dirinrrron. — On appelle néofonctewr bien fidéle (resp. néofoncieur
d’hypermorphismes) p-structuré un néofoncteur p-structuré

~

g ":(:(C', N, g, L )

vérifiant les conditions sulvantes:

19 (C, plg), €} est un néofonctenr bien fidele iresp. d’hypermor-
phismes) (};
20 5 est 1somorphe dans JC & nn p-sous-produit fibré *} de {(«, ¢.1. ou
ES,.H. S el ply = (UL 20 G
To € So. H .S, et plgsy /C. Pl (i,,

Soit I, (p) [resp. T (p)] 1a sous-classe de U (p) formée des néofoncteurs
bien fidéles (resp. d’hypermorphismes) p-structurés.

Proposition. — I, (p) définit une sous-catégorie de U (p).

Désignons par QI (p) [resp. par QI (p)] la sous-catégorie pleine de
la catégoric longitudinale [T] 91U (p) des quatuors (*) de 9U'(p) ayant pour
objets les éléments de 9T, (p) [resp. de I, (p)].

TutorimMe. — Si p est & produiis finis et résolvant & droite, les catégories
Qat,(p) et &(p) [resp. QItu(p) et (p)] sont équivalentes, otr L' (p)
[resp. Q(p)] est la catégorie des p-applications covariantes (resp. covariantes
entre p-espéces de structures) (*).

2. FONCTEUR AVEC HYPERMORPHISMES pP-STRUCTURE.

Derinition. — On appelle foncteur avec hypermorphismes p-structuré
un couple (g, ') vérifiant les conditions suivantes :

19 § = ((C, 5), q, (C', 5)) est un foncteur p-structuré;

20 §' = (K, &), ¢/, (K', &)} est un foncteur d’hypermorphismes p-struc-
turé tel que ¢’ soit un p-sous-morphisme de g et p(§’) une restriction

de p(g);
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(2)

30 Tout f€K est une p(§)-surjection (*); on a

K=p@7) (K) e K=0C,.

Exemple. — Si p est le foncteur identique de I, et si (q, ¢') est un

foncteur avec hypermorphismes p-structuré tel que ¢ soit fidéle, (g, (g'))
est une catégorie d’homomorphismes (*).

Soit 8{p), la classe des couples (g, §’) tels que

10 §=((C, s), ¢, (C, 5)) €F (p);

20 §'= (K, ¥), ¢, (K, &) €7 (p);

3° 5(q’) est une restriction de p(g) et ¢’ est un p-sous-morphisme de g¢;
ona

K,=C, et a(K—K)cp@ (K

Soit $'(p). la sous-classe de S(p), formée des foncteurs avec hyper-
morphismes p-structurés. Soit $(p) la catégorie ayant pour éléments
les quadruplets

Q:((?]m (7.')7 ?h le-, (;1\1, (71))
ayant les propriétés :

10 (G, §) €3 (p)o et Bi= (u,, Fiy u)) €F (p), 0w i=1 et 2

20 G, Fu, B, 50 €05 (p) et (¢, F,, F,, q)€ 0%, ou F, cst un
p-sous-morphisme de F; pour i =1 et 2.

La loi de composition sur $(p) est
(G 20 T Bos (G5, 70D Q)= (@, 30, Fo B BBy 90090))

si, et seulement si, (s, §.) = (s, §a). Nous identifions S(p), & la classe
des unités de E(p). Soit $'(p) la sous-catégorie pleine de S(p) ayant
S (p)e pour classe de ses unités. Soit y(p) le foncteur de S(p) vers M
tel que

Y (p) (Q)=p (L) > p(F).
Soit y'(p) la restriction de y (p) & '(p).

Dans la fin de cette Note, nous supposons que O, est un univers
admettant T, pour élément, que I est la catégorie pleine d’applications
associée a I, et que P :(Of“(, P, HAL’) est un foncteur d’homomorphismes
saturé, admettant p pour restriction a la sous-catégorie H :ijl (M) € I,

de ¢, ot I est la saturante de O dans . L’ordinal inaccessible associé
a O, (borne supérieure des ordinaux des éléments de I,) est noté A.
Soit { un ordinal sans prédécesseur tel que { << A.

TukortMe. — Supposons que P soit (- - engendrant pour NU(*); alors
y' (P) est un foncteur —- engendrant pour (M, X, &'(p)), ou X est la classe
des Qe S’ (P) tels que F, et F, sotent des P-monomorphismes.
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La construction de la (X, § (p))-sous-structure de (g, ¢)€S'(P),

engendrée par une partiec M telle que

M e, et Mcy(P) (g, §)
se fait par récurrence transfinie, par un procédé analogue & celul utilisé
dans (*).

TatorEME. — Supposons que P soit @ M y-limites projectives et -—-engen-
drant pour IN. Alors S(p) est une catégorte o §'(p)-projections. Une
(5 (), S (p))-projection de (3, ') €S(p)o est de la forme (G, §.), aveo

3@ =8y et 3(@)=30D.

Derinttion. — Une (8'(p), S(p))-projection de (g, J)E€S(p)s sera
appelée expansion p-siructurée de (g, q').

2

Cas particulier. — Si g = ¢’ est le néofoncteur p-structuré ¢(7) associé (?)
4 un p-systéme de structures %, alors (¢/, §’) admet pour expansion p-strue-
turée (q(%'), ¢(W)), ot ¢ (%") est le néofoncteur d’hypermorphismes

2

p-structuré assoclé au quasi-clargissement maximal () 7 de 7.

3. CoNSTRUCTION D'UNE EXPANSION p-STRUCTUREE. — Nous supposons
maintenant que p est 4 produits finis et que (g, ¢’), ou

7= ., (@) e (s, o, (B,5))
est un élément de S(p),. Nous posons
g=p() et F=K.g(K).
Il existe un p-sous-morphisme ¢” de ¢ tel que
(7, 478 (pro, ot 7'=((K, ). ", (Ki, %)),

2

Soit H' la catégorie 4 (F, g) dont les éléments () sont les quadruplets
(K, f', f, h) vérifiant les conditions

fer.  f'eF, reC et e, f 1o (h)yeod,

la loi de composition étant
(kvxvanfh /Il) E (/‘I» ‘/ﬂlv .f7 /’) :(k,l '/"'a ./’17 f7 /11-/')

si, et seulement si, = [’ et 2(h,) = 3(h). Soit C, la sous-catégorie de H’
formée des éléments

h—=(q(h), €, e, h), ot e==g(x(h)) et =g(B(h)).
Soit K’ la sous-catégorie de H' engendrée par la classe des éléments
(f, fre,e)ed, ou €K, et e=7 ().

Soit g, le foncteur de H' vers C qui associe k' & (K, f/, f, h). Ona ¢,(K,) = K.

Soit r la relation d’équivalence sur H engendrée par la classe des
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couples (B, ) tels que
h={(g(h), ¢, e, h)eC, et T=@G ), g(h), e, x(h)) e K,.

Soit $” la sous-catégorie pleine de (p) ayant pour unités les m = (z, t/)
pour lesquels
BE)=(C,s) e BE)=(K,s).
Soit z(p) le foncteur de 8” vers I défini par la surjection
QO = (my, £ Fol my) - p(Fy).

TutoriME D’ExpansioN. — Supposons que P soit {-—-engendrant
pour M et & INy-produits et que p sout résolvant & droite. Alors(q, ¢") admet
une expansion p-structurée (§,, q,) telle que p(§,) = g, et 2(g,) =(K;, §,).
De plus, (g, §') admet pour expansion p-structurée une z(p)-structure quast-
quotient (*) de (4., q,) par r. ‘

Supposons que, avec les notations précédentes, (F, K) soit un couple
g-distingué régulier [chap. V()] et que ¢’ € 9L, (p).

Tutorime. — Soit p un foncteur —-étalant (*). Si (F, F, C, q., est une
expansion (1) de (F, K, g), alors (g, ¢') admet une expansion p-structurée
(§s, q,) telle que, st p est & section minimale,

P@) =5 et =K. ¢ (K5, 5)). ot K== Fui)

Ezemple. — Si p est le foncteur identique de MM, on a ¢ = g et le théoréme
précédent prouve que les expansions (I, t, IN)-structurées de (g, §')
correspondent biunivoquement aux expansions de (F, K, §), ce qui justifie
la terminologie. Dans un prochain article, nous montrerons que le théoréme
d’expansion de (') peut aussi étre généralisé d’une autre fagon, a 'aide de
la notion d’expansion d’une catégorie p-structurée.

Remarque. — Si p n’est pas r-étalant, une expansion p-structurée
(@2, §,) de (g, ¢’) n’est généralement pas de la forme indiquée dans le
théoréme précédent. Des conditions suffisantes pour qu’elle soit de cette
forme ont été obtenues pour certains foncteurs p : dans (), lorsque IC est
une sous-catégorie de la catégorie Q des applications entre classes ordonnées
et que K est formé d’inversibles; dans (%), lorsque p = p,.

*) Séance du 28 novembre 1966.
Catégories et structures, Dunod, Paris, 1965.
Comptes rendus, 263, série A, 1966, p. 655 et 760,

» 93 pages). ,

(*) Jousert, Cahiers de Topologie et Géomélrie différentielle, 8, 1966, 116 pages.

(*) S. LEGRAND (a paraitre).

(Institut Henri Poincaré, 11, rue Pierre-Curie, Paris, 5¢.)
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/95/

ALGEBRE DES CATEGORIES. — Deuxiéme théoréme d’expansion structurée.
Note (*) de M. CuarLes Euresmanx, présentée par M. Arnaud Denjoy.

Quasi-expansion et quasi-expansion réguliére d’une catégorie structurée. Théo-
réme de quasi-expansion d’un foncteur structuré expansif. Ces résultats géné-
ralisent les théorémes d’expansion de (*) et font suite a4 deux Notes antérieures (*)
dont nous reprenons la terminologie et les notations.

p= (M, p, X) sera un foncteur d’homomorphismes saturé a produits
fibrés finis. Soit p le foncteur projection vers M de la catégorie F (p) des
foncteurs p-structurés.

1. QUASI-EXPANSION D’UNE CATEGORIE STRUCTUREE. — Considérons les
conditions suivantes :

(Ey) (€, §) est une catégorie p-structurée, (C') s) une sous-catégorie
p-structurée de (', §) et s’ est une p-sous-structure de s telle que p(s')=F.
(E:) Ona F.(FNC)cF et «(F)=C,CF.
Désignons par O (€ F C) la classe des quatuors de C de la forme
m={(k, J', fy h), oun felF, fleF et he(:
elle définit une sous-catégorie [— (C; F; C) de la catégorie latérale [ C
des quatuors de €.

Soit [T](C’; F)* la catégorie duale de la sous-catégorie de la catégorie
longitudinale [T] C’ des quatuors de C' ayant pour éléments les quatuors

n=(h, g, & ') tels que g€FNC et g'eFnC.

Tutortme. — Il existe des p-sous-structures [ (s;s;s) et [0 (s;s’)
de $ X8 X8 Xs, un foncteur p-structuré

h=((C, ), 6, (F3(C5 F; ), (53 85 9)),
tel que p(b)(m)=1Fk, et une p-espéce de structures () :
((CDES B, O (s 5)), OG5 8758), %)
dont la lov de composition est

(n,m)—>m[Tln si, et seulement si, o (m)= ﬁm(n).

Soit ¢ la relation d’équivalence sur (1 (C'; F; C) engendrée par la classe
des couples (m/, m) tels qu’il existe n€ O (C'; F) vérifiant m'=m [T n.

Définition. — On dira que (T, ) est une F-quasi-expansion de (C, s)
si les conditions (E,) et (E,) sont satisfaites et si (C, §) est une p-structure
quasi-quotient de (F= (C'; F; C), O (3; ¢'; s)) par o, la p-quasi-surjection
associée (*) étant b.
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2. QUASI-EXPANSIONS REGULIERES D'UNE CATEGORIE STRUCTUREE. —
Supposons vérifiées les conditions (E,) et (E,) ainsi que la condition
(E;) F est formé d’inversibles de C'.
Soit 1 (€'; F; C) la sous-catégorie de la catégorie des trios (*) I C
de C formée des trios

=(f fi ) tels que  f'elF, feF et hell
Tratorene. — Il existe une p-sous-structure 1(5; s'; s) de § X § x s telle que
2= D 2, (3(C;F;0), 3 Gs 55 9))),
ot p{x)(t)=f'.h.[", soit un foncteur p-structuré et que
(D (G5 B O s 8, T (3585 9), #7)
soit une p-espéce de structures pour la loi de composttion

S my=(f.& f.g si, et seulement s¢, =([f", f, 1) et n=(h,g' g h).

Soit ¢ la relation d’équivalence sur 7 (¢ F; C) engendrée par la classe
des couples (t/, t) pour lesquels il existe n vérifiant ¢’ = »"(n, ¢).

Définition. — On dira que (€, §) est une F-quasi-expansion réguliére de
(C, s) s1les conditions (E,), (E,) et (E,;) sont vérifiées et si (C, §) est
une p-structure quasi-quotient de ( J(C; F; C), I (5; ¢'; 5)) par¢, avec &
pour p-quasi-surjection associée.

Cas particulier. — Supposons que p soit le foncteur 1dent1que de JNL,
que ¢ soit une catégorie, C une sous-catégoric et FcC. Si € est une
F-expansion de C'[chap. V (], C|identifi¢ a (€, C) | est aussi une F-quasi-
expansion de C. Si FNCcC, et si FC R, (C; ), alors € est une
F-quasi-expansion de C si, et seulement si, C est une catégorie & C-éjec-
tions et si F est la classe des (7, C)-¢jecteurs. C est une F-quasi-expansion

réguliere de C si, et seulement si, € est une F-expansion réguliére (') de C.
Ceci justifie la terminologie introduite.

3. QuAs -EXPANSION D’UN FONCTEUR STRUCTURE EXPANSIF :

Définitio . — Soit Y =(M, Y, L") un foncteur et ¢e€M,. On dira que
(s, J) est un Y-prolongement faible de e si s€Li,, j€Y(s). M.e et si, pour
tout s'€L; et tout f€e. M. Y(s"), 1l existe un et un seul /' €s.L.s tel que

Y(fy=j.f. On dira que (s, ;) est un Y-prolongement de e si c¢’est un
Y-prolongement faible et si, pour tout Y-prolongement faible (s, j) de e,
il existe un et un seul h€s.L.§ tel que j = Y(h).J.

Définition. — On appelle foncteur p-structuré expansif un quadruplet
u=(F, F, C, §) ayant les propriétés suivantes :
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10 g=((C,s),q (C,5)) est un foncteur p-structuré et il existe une
sous-catégorie p-structurée (C, s) de (C, 5);
20 [l existe des p-sous-structures s’ de s et 5" de § telles que

p(}’):i et p(s)=F.

30 «(F)=C,cF,F.(FNC)cF, F.p () (F)=F et «(F)CF.
Soit &(p), la classe des foncteurs p-structurés expansifs. Soit &(p) la
catégorie dont les éléments sont les quadruplets (us, D,, Dy, u,) tels que
10 u,»:(F,», F;, G, @i)eg(p)o pour t=1 et 2;
20 (¢, DQ,_Di) @G O F(p); B _
30 p(D,)(F,)CF,, p(Ds) (F.)CF. et p(Dy)(C,)cCa;
la loi de composition étant

((sy Diy Dy, wy), (42, Doy Doy wy)) = (s, Do Doy Dyl Dy, 1)

si, el seulement si, u»= u,; nous identifions &(p), a la classe des unités
de &(p).

Soit &(p), la sous-classe de &(p), formée des u€&(p), tels que C=C
et soit & (p), la sous-classe de &(p) formée des u€&(p), tels que (C,3)
soit une F-quasi-expansion de (T, 3) et que p(g) (F)=F. Soit & (p) la
sous-catégorie pleine de &(p) admettant & (p), pour classe de ses unités.
Soit Z le foncteur de & (p) vers &(p) défini par

L (s, Dy, Dy wy) = (Z (1), Day Dy, Z(e0y)),
ou D) est un p-sous-morphisme de D, et ou
Z () :(F,-, Finéi, Ci, ﬁ; ),
en désignant par g, un p-sous-morphisme de g; tel que p(q;) soit la restric-
tion de p(g:) 4 C;, pour i =1 et 2.
1 _—

Nous supposons désormais que p est la restriction & ¥ = P(IM)e€,

d’un foncteur d’homomorphismes saturé P :(ﬁl, P, R)a (ﬁlo-produits.

THEOREME DE QUASI-EXPANSION. — Supposons que P soit {-—-engendrant
pour M (?), ot { <A, et soit u=(F, F,C, §)€6(p)s. Alors u admet un
Z-prolongement (v, J) tel que J=(Z(¢), B(q), Di, u). Pour que u admette
une Z-structure colibre ¢/, il faut et il suffit que J soit inversible; dans ce
cas, v' est isomorphe & v dans &' (p).

En effet, soit g le foncteur sous-jacent a4 §. A u est associé un

uy=(F, F,, Cy, 31) €8 (p)o

dans lequel «(g) = (] (F,q),$:), ol § est une p-sous-structure de
s X8 x s X 3§etou [(F, q) est construite comme indiqué dans (*). Il existe

481

19



19

29

(4)

une p-structure quasi-quotient (K, 3) de a«(g,) par la relation d’équi-
valence r engendrée sur [ (F, §) par la classe des couples

(A ST ) (s foq (8 Joq (). )

tels que (k, g, g, ¥')€[T](C’; F). Par récurrence transfinie, on construit
des p-sous-structures 7 et ¢’ de 5, et ’on montre qu’on a

v=(F.p(a"), p(s), §) ol 1(6):(1’{', 3)

Définition. — Si (v, J) est un Z-prolongement de u€&(p),, on dira
que ¢ est une quasi-expansion du foncteur p-structuré expansif u.

Cororratre. — Soit p un foncteur —-étalant & section mazimale (*).
Supposons que u={F,F,C, §€8(p), que (F,F) soit un couple g-dis-

tingué régulier (') et que (vC', 7t F) soit bien fidéle. Alors u admet une

quasi-expansion ¢ =(F, F, K, §) ayant la propristé : (F, ¥, K, q') est une
expansion (') de (F, F,q), o q’ est le foncteur sous-jacent @ §.

Cas particulier. — Supposons que p soit le foncteur identique de IN.
Si (F,F,q) admet une expansion ¢ et si F=F [au sens de ()],
u="{_F, F, 2(7), q) est un foncteur expansif et ¢ fournit une solution aux
trois problémes « universels »: de I'expansion (existence d’une Z-structure
colibre engendrée par u); de I'expansion (N, I}-structurée [existence
d’une (8'(p), S(p))-projection (*)]; de la quasi-expansion (existence
d’un Z-prolongement de u). Plus généralement, tout foncteur expansif
u=(F, F, 2(¢), g) admet une quasi-expansion ¢ et, si u engendre une
Z-structure colibre (ce qui peut arriver méme si I'expansion de (F, F, §)
n’est pas définie), elle est isomorphe a ¢. Mais le foncteur Z n’admet pas
d’adjoint & droite. Ainsi le théoréme de quasi-expansion est une générali-
sation directe du théoréme d’expansion [théoréme 8, chap. V (*)], alors que
le premier théoréme d’expansion [plongement dans un foncteur avec
hypermorphismes (*)] généralise le théoréme 17 [chap. V (*)].

(*) Séance du 19 décembre 1966.

() Catégories ef structures, Dunod, Paris, 1965.

(?) Compftes rendus, 263, série A, 1966, p. 762 et 863.

() Compftes rendus, 261, série A, 1965, p. 1577; développé dans Structures quasi-
guotient, & I'impression dans Math. Ann. et multigraphié, Paris, 1965, 93 pages.

(Institut Henri Poincaré, 11, rue Pierre-Curie, Paris, 5¢.)
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C. R. Acad. Sc. Paris, t. 264, p. 56-59 (9 janvier 1967). Série A

/96/

ALGEBRE DES CATEGORIES. — Théoréme de quasi-expansion réguliére.
Note (*) de M. Cuarirs Eunesmany, présentée par M. René Garnier,

Cette Note fait suite &4 quatre Notes antérieures dont nous reprenons la termino-
logie (‘). Théoréme de quasi-expansion réguli¢re généralisant au cas des néofoncteurs
structurés le théoréme d’expansion réguliere de (?). Ce théoréme permet de résoudre
le probléme « universel » du perfectionnement d’une catégorie structurée.

Soit p:(JR, p» #C) un foncteur d’homomorphismes saturé a JM,-pro-
duits fibrés. Nous désignons par IU'(p) la catégorie des néofoncteurs
p-structurés (*), par p’ son foncteur projection vers 9U'; par F (p) la caté-
gorie des foncteurs p-structurés et par p son foncteur projection vers IN.
Si s€dt, et si s’ est une p-sous-structure de s, nous posons s' = s|p(s’).
Soit p, la restriction de p a la sous-catégorie pleine F,(p) de ¥ (p) dont
les unités sont les (C,s)€F(p), tels que (C}, s|C,) soit un groupoide
p-structuré (°). Dans cette Note [ainsi que dans (1)] (K, s') est appelé
sous-catégorie p-structurée de (C, s)€F (p)s st K' est une sous-catégorie
de C et s'=s|K; alors (K, s') € T {p),.

1. NEOFONCTEURS STRUCTURES EXPANSIFS.

Dérinttion. — On appelle néofoncteur p-structuré expansif un quadruplet

w=(F,F.C,7), oin §=((C,s).q(C, 8))ea (p).
vérifiant les conditions obtenues en remplacant partout foncteur par
néofoncteur dans la définition d’un foncteur p-structuré expansif ('),

Désignons par R (p), la classe des néofoncteurs p-structurés expansifs.
Soit R (p) la catégorie définie a partir de ® (p), de la méme fagon que &(p)
a été définie & partir de &(p),; ses éléments sont done certains quadruplets

(u2, D2, Dy, u,) dans lesquels

uzG&(P)o el (2, Do, Dy, Gy ey a'(p).

Soit ®(p) la sous-catégorie pleine de ®R(p) ayant pour objets les
(F,F,C,2)€R(p)o tels que ()= (C, 5)€F(p)..

Soit ®’(p) la classe des triplets v = ((C’, §), h, w) vérifiant les condi-
tions' suivantes :

0 (ér §>E Fi(plo, u= (F’ F’ C, Q)E R(p)o et §= ((C’ s), ¢, <C7 ';‘—C))’

20 p(k) = (F, h, F) est une surjection et he(s|F).7.(5|F);

30 (€,5) est une F‘-quasi-expansion réguliégre () de (C, EIC—) On a
F=FnC.

4° En posant G = FUB(F)uUC, il existe un néofoncteur g, de G' vers C
admettant p’(g) et p(h) pour restrictions.
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(2)
Soit R'(p) la classe formée des quadruplets
= (0o, day dyy v1)
ayant les propriétés suivantes :

19 0= ((C,, 3, b, w) € R’ (p)a pour i=1 et 2;
20 (q.,s ds, d,, 6.,1)6 Ooav;
30 Il existe Y(w)= (us Diy Dy, w) €R(p) tel que p’(D,) soit une

restriction de d, et p’(D.) = d»;
40 Il existe g €al(h.).H.a(h)) tel que p(gi) soit une restriction
de pou(dy).

®R'(p) est une catégorie pour la loi de composition
(¢, dyy dy. 90, (oo dy, dyo0)) > (Vy dy. dol 'y dyeg)
si, et seulement si, do=4d,.
Prorosition. — St w€R’(p), il existe un unique
D(wre(Cy, 5.).7(p). (5, 5)

tel que p'(D(v)) admette d, pour resiriction. Les surjections p— D(w)
et u.— Y{u) définissent des foncteurs D et Y de R'(p) vers & (p) et vers R(p)
respectivement.

2. QUASI-EXPANSIONS REGULIERES.

Trtorime. — Si u*=(F,C,, C, §)€R(p), alors u’ admet un Y-pro-
longement (') o(u®) = (J,., 0.0) tel que J.. soit inversible.

En effet, posons
G (G 8), g (T, 5)) el G=F1(§).

Désignons par J(F, q) la sous-catégorie (*) du graphe multiplicatif
{1C)x C, ou JC est le graphe multiplicatif des trios (*) de C, ayant pour
éléments les couples (¢, k) tels que

keC, t=(f.f,gtkhye1C. feF, [feF.

Il existe une catégorie p-structurée (s, s) = ( J(F, ¢), 9), ot & est iso-
morphe dans # & une p-sous-structure de sXsXsX3s. Soit F, la classe
des couples (2, ¢) tels que

e€Cy,  t=(/7(e); 7te)),  feF.g(e),
et C, la classe des couples (g, (k), k), ou

keC et §(k)=(F(BK),7(x(k), T (k)
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(3)
On montre que (s, 5) est une F,-quasi-expansion réguliére de (c, O'IC,)
et que
Y == ( 3 (51 ¥)7 h(}’ ul)v

uJZ(F, (C'>'07 Cl» 51) et P(ho) :(F3 Elv F‘)

2 N

Nous supposons dans la fin de cette Note que P=<Zm., P, 36) est un
/\ .

foncteur d’homomorphismes saturé a I,-produits fibrés et que p est la

=1 —
restriction de P & # =P (IM)€IM,. Soit A Vordinal inaccessible associé
a Punivers N, et soit {<C A un ordinal sans prédécesseur.

TutorimMe. — Supposons que P soit {-—-engendrant (!) pour JM. Si

(H', )€ &F(p)s, et si r est une relation d’'équivalence sur H, il existe une
p.-structure quasi-quotient de (H', S) par r.
On montre d’abord, en utilisant un raisonnement par récurrence trans-

A A o
finie, que le foncteur P, de &, (P) vers I est (N, B, &,(p))-engendrant,

B étant la classe des N = (c,, n, c,)Eﬁq(P) tels que n soit un P-mono-
morphisme. Le théoréme résulte du théoréme d’existence de structures
quasi-quotient (*).

THEOREME DE QUASI-EXPANSION REGULIERE. — Supposons que P soit
{-—-engendrant pour I et que

e=(F,F,C, 3)e®R(p).

Onau=(FC,C, §)e®R(p) et u admet un Y-prolongement v{u) = (v, J.)
tel que D (v.,) soit une p,-structure quasi-quotient (K, 8) de D{g,.).

En effet, soit r la relation d’équivalence sur J(F, q) engendrée par la
classe des couples

((f’s fy k)’ (f/?(g,)v f-?(é’)v l"))a

ou (k, g, g, k)€ (C; F). 11 existe une p,-structure quasi-quotient (K, &)
de J(s, s) par r. Par récurrence transfinie, on construit des p-sous-struc-
tures ¢’ et ¢” de & et 'on montre qu’on a

"u:((K‘) 3), R, Ilz}, a(h)=d

et
Uy — (F’, Fg’ C., ﬁ,), on C,:p(o‘”).

CoroLLaIRE. — Soient p un foncteur —-étalant & section mazimale (*) et
u=(F,F,C,§)eR(p). Supposons que (F,F) soit un couple g-distingué
régulier (*), ot g =p’'(q), que (("., q F) soit bien fidéle et que (F, F, C, 7', K')
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(4)
soit une expansion réguliére [chap. V (*)] de (F, F,q). Alors u admet un
Y-prolongement (K, %), b, us), J.), oit

ug:(F,FnC, C, Q‘,) et a:(/z):&lf’,

P’(g.) étant une resiriction de ¢'.

Dérinition. — Si (v, J) est un Y-prolongement de u€ R (p),, on dira
que ¢ est une quasi-expansion réguliére du néofoncteur p-structuré
expansif u.

Tutorime. — Supposons que P soit [-—-engendrant pour O et que
u € R{p)e. Pour que u engendre une Y-structure colibre v', il faut et il suffit
que u admette un Y-prolongement (v, J) tel que J soit inversible; dans ce cas,
v est ausst une gquasi-expansion réguliére de u.

Cas particulter. — Supposons que p soit le foncteur identique de N
et que w=(F,F,C, ¢ €®R(p). Si Pexpansion régulicre de (F, F,q) est
définie au sens de (*), elle correspond biunivoquément & une quasi-expan-
sion régulitre de (F, T, q). Si F=TF" [notation chap. V (?)], 'expansion
réguliere de (F, F, g) est donc solution des deux problémes universels :
de V'expansion réguliére (existence d’une Z-structure colibre engendrée
par u) et de la quasi-expansion (existence d’un Y-prolongement de u).
Ce deuxiéme probléme est naturellement plus général.

Application au perfectionnement. — Soit u = (F,FnC,C, §)e R(p), tel
que p(§) soit Vinjection canonique de C dans C. Alors u admet un Y-pro-
longement (¢, J). Nous dirons que (C, 5)=D(v) est un (B(§), F)-quasi
perfectionnement de %(§) [resp. un F-perfectionnement de (C, 5) si (C,5) =§
et si J est inversible]. Si P est le foncteur identique de I, un (C', R(C))-
quasi-perfectionnement C de C est un R(C)-perfectionnement de C' si,
et seulement si, C' vérifie la condition (P) du chapitre V (*); dans ce

cas, (' est un perfectionnement (*) de C.

(*) Séance du 4 janvier 1967.

(") Comptes rendus, 263, série A, 1966, p. 655, 762, 863 et 264, série A, 1967, p. 5.

(?) Catégorie et structures, Dunod, Paris 1965,

(®) Ann. Ec. Norm. Sup., 80, 1963, p. 349-426.

(*) Comples rendus, 261, 1965, p. 1577, développé dans Structures quasi-quotient a
Iimpression dans Math. Ann., multigraphié, Paris, 1965, 93 pages.

(Institut Henri Poincaré,
11, rue Pierre-Curie, Paris, 5¢.)
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TOPOLOGIE ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE VOL. VI
Séminaire dirigé par C. EHRESMANN
MARS 1964

/77/

CATEGORIES ET STRUCTURES : Extraits

par Charles EHRESMANN

Le texte suivant est formé d'extraits des chapitres 2 et 3 d'un livre provisoi-
rement polycopié sur les catégories et les structures qui développe un cours donné 2
I'Institut Ilenri Poincaré (1963-G4). Comme ce livre ne paraitra pas avant plusieurs mois,
nous en indiquons ici, afin de pouvoir ultérieurement nous y référer, un certain nombre

de définitions et résultats. Ce travail est un complément aux articles [1],[2] et[3]

dont nous reprenons la plupart des notations,

1. Especes de structures dominées.

Soit M une catégorie pleine d'applications et soit F la catégorie de tous les
foncteurs (E' ,®,C*) tels que (E,CI), C) eM; soit (M, bF ,F) le foncteur canonique
défini par pg : (C*,®,C*)>(C,D,C).

Si C- est une catégorie et si une sous-catégorie C; de (- est une catégorie
d'opérateurs sur une classe S relativement 4 la loi de composition «', le triplet
(C-, So ,K') définit une espéce de structures (au-dessus de C‘); si C;=C-, nous
écrirons aussi [C*, SO,K' ] au lieu de (C-, So, K'). Nous désignerons par C " x Se la
classe des couples (f,z) € C X So tels que K'(f,z) soit défini et nous poserons
K'(f,z) = fz. La catégorie des hypermorphismes associée a2 (C*, §_,«') sera notée
(C*x5,). Soit ;l‘application définie, lorsque f € C , par:z > fz, ot (f,z) €C%S;
Soit '@(M)o la classe des espéces de structures 71=(C", SO,K') telles que C* 63:0
et S Emo ;soit @(M) la catégorie des applications covariantes (-7—7,((1), %), ) pour
lesquelles e @(M), et e @(M),; soit p I'application :

(T8, 6, (D,9),(C",5,, 8" N>(S5,,9,5,)
de (M) dans W, qui définit un foncteur (m,p,@(m)).
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2 C. EHRESMANN

DEFINITION. Soit X=(m, X, 2)e%. on dit que (C*,F) est un couple dominant
dans (7, £) une espéce de structures, ou que ((C*, So, K'), F) est une espéce de
structures dominée dans ( M, £), si F = (8, F, Ci) est un foncteur et si (C‘,X ._F-)
est un couple définissant I'espéce de structures (C-, So, K'); on appelle (C*, So, K')
I'espéce de structures sous (C*, F).

Seit m=(C*, S, ,k") € @(M), et soit 7' l'application : z» e, ot e eC; et
{e,z) €C xS .

PrOPOSITION. Si (M, X, 8) est un foncteur fidéle, (M, F) est une espéce de struc-
tures dominée dans ( N, §) si, et seulement si, F est une application de C,CC dans
8 verifiant les conditions :

1)Sieen'(S, ), ona F(e)ef et MF(e)) = e,

2) St [ €C et s'il existe z €S, tel que k'(f, z) soit défini, on a:
F(f)=(F(e'),[,F(e),  one=alf), e =p(])

Une espéce de structures dominée dans (pg:,g‘) est appelée une espéce de

morphismes [ 1].

DEFINITION. On dira que S- est une catégorie munie d'une catégorie d'opérateurs C -,
la loi de composition étant k', si C* est une catégorie d'opérateurs sur S relativement

a K', et si §$* vérifie les conditions :
cl)Si (z',z) €S xS etsi (f,z'.z)€EC xS, ona:

(f.2') €C*xS,([,z)€C xS et [(2'.z)=fz'.fz.
cz)Si z, €5 et si (/,zo) €EC*xS,0ona /zo ES‘;.

Cette définition signifie [1] que [C*, §, k'] est I'espéce de structures sous
une espéce de morphismes (7), F) et que §S- est la catégorie somme des catégories
F(e), ot e €C;.

Un cas important d'espéces de structures dominées est celui des espéces de
structures dominées par des applications covariantes, c'est-3-dire des espéces de struc-
tures dominées dans (p, aomy.

Pour que (77, F) soit une espéce de structures dominée dans (p, Ay il faue
et il suffit que les conditions suivantes soient vérifiées :

Hm=(C*,S,,k") est une espéce de structures; soit 7' l'application z + e
de S dans C;, od (e,z)€ C'x S, et soit C} la sous-catégorie de C* opérant sur
s, -

2) Il existe un foncteur G de C; vers F et, pour tout e EW'(SO), F(e) est

-1 —
une espéce de structures (G(e), 7' (e}, k' (e)).
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CATEGORIES ET STRUCTURES 3

3)Si feC ,e=oa(f)ete =pS(f), alors F(f)=(F(e'),(G(f), % (/)) F(e))
est une application covanante c'est-a-dire ¥,(f) est une application de 77'{e) dans

-1
7T(e ) telle que, si zETI(e) (g,z)eG(e)*’lT(e) on ait :

Plf)(gz)=G(f)(g)e,(f)(z).
Supposons ces conditions réalisées. Pour tout e €(C ) désignons par I:"(e)

la catégorie (G(e) *77 (e)). Pour tout f € C , posons :

F()=(F(B().[.F(alf)), on f(g,z)=(G([)(g). %([)(z).
Soit % * la catégorie somme des catégories F(e).

PROPOSITION. X * est une catégorie munie de la catégorie d'opérateurs C; relativement

@ la loi de composition K’ :
(f.(g,z))~ f(g,z) si, et seulement si, (g,z) EI‘:(a(/)).

REMARQUE. Les conditions 1, 2 et 3 n'entralnent pas que (C*, G) soit un couple
dominant dans (pg, F) une espéce de structures. On peut toutefois se ramener 4 ce cas
en remplagant G(e) par la catégorie équivalente dont les éléments sont les couples
(e, g) tels que g €G(e).

Supposons de plus que (C*,G) soit un couple dominant dans (pjt,ﬂ:) une
espéce de structures pu, c'est-a-dire que (i, G) soit une espéce de morphismes. Soit

"+ la catégorie des hypermorphismes associée a l'espéce de structures . On sait

[4a] que (-, I“J‘) est une catégorie double, la loi de composition +- étant définie par:
(f.g)*(f.g)=(lg g
si, et seulement si, f'=fet (g, g)€G(e)xG(e), o e=al(f).
Soit (?‘, So,;') I'espéce de structures somme des espéces de structures F(e),

ol e ETI'('SO).

f(gz) &z s s, &(fm)
(fg.fz)
(g, z) 4
/Z ;t
(foz) %
mw* 3: m
— F
& G
e,——é—l—-——e C [3 C- C ?
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4 C. EHRESMANN

Rappelons le théoréme suivant (voir [4b ], p.2) qui relie la notion d'espéce de struc-
tures dominée dans ( p, @ (M) a la notion d' espéce de structures au-dessus d'une espéce

de morphismes, définie dans[4b]:

THEOREME. ((['-, r+ )R ;', So) est une espéce de structures au-dessus de l'espéce de

morphismes (1, G), ou M(z) = s si ;'(S, z) est défini, L'application :
(C,S,, k'), F)-((T-,T"),7,5,)

est une bijection de la classe des espéces de structures dominées par des applications

covariantes sur la classe des espéces de structures au-dessus d'une espéce de mor-

phismes.

CAS PARTICULIER, Soit C* la catégorie des couples (U', U), ot U et U’ sont des
ouverts d'un espace topologique E et U’'C U, munie de la loi de composition entre

couples. Si (u, G) est une espéce de morphismes et si G(U, U) est un groupe (resp
un groupoide) pour tout (U, U) € C;, alors G est un préfaisceau de groupes (resp.

groupoides). Si de plus I'espéce de structures 4 est une espéce de structures inductive
compléte [5], G est un faisceau de groupes (resp. groupoides). Supposons que

[C-, So, k'] soit une espéce de structures complétes et que ([C-, So' k'], F) soit
une espéce de structures dominée dans (p,@(m)). Avec les notations des conditions
I, 2 et 3 et si G estun faisceau de groupes, p F est un faisceau d'ensembles muni du

faisceau de groupes d'opérateurs G [6].

COUPLE DE CATEGORIES D'OPERATEURS.

Soit ([ C-, SO, '], F) une espéce de structures dominée dans (p. &(m));repre—
nons les notations des conditions 1, 2, 3, ci-dessus; supposons que,pour tout f € C,
G(f) soit le foncteur identité de la catégorie et que, pour tout e €C , F(e) =
= [E_L,;}'(e), /?’(e)]. Alots C~ esf aussi une catégorie d'epérateurs sur So rela-

tivement & la loi de composition K
— - -
(g, z)»K'(e)(g,z) si, et seulementsi, 7'(z)=e et (g, z) eC” 7' (e).

Soit 7' I'application : 2 » s si, et seulement si, ;'(s, z ) est défini, de §, sur E:;
cette application est 1'application somme des applications 77'( ¢ ) correspondantes aux
espéces de structures F(e).

La situation précédente est équivalente & la suivante :
Soient C* et C deux catégories, S une classe vérifiant les conditions suivantes :
A) C* est une catégorie d'opérateurs sur S relativement & «'.
B) C* est une catégorie d'opérateurs sur S_ relativement 3 x'.

C) Soient z €5, [e€C et 766 Si fz et 72 sont définis, les composés 7-([2)8!:
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/(./_z) sont définis et on a : /(—/_z) = /_(/z).

DEFINITION. Si les conditions A, B et C sont vérifiées, on dira que (C ',E'L') est un
couple de catégories d'opérateurs sur So relativement & (K', ;').

T.es catégories C- et c* jouent des rdles équivalents dans la définition pré-
cédente,

Soit (C',_C.J') un couple de catégories d'opérateurs sur une classe X relati-

vement 3 ( K' ,;,'). Soit H la classe somme de C, de C etde 3.

PROPOSITION. H' est une catégorie admettant C* et la catégorie duale de c* pour
sous-catégories pleines, la loi de composition étant définie par

(I f)-r./ si (f.f)ecC «C*

([T si (T,[nect T

(z./)+71z si (f,z)€CT 4%

(f.z)>f2 st (f,z)eC* 4«3
EXEMPLE. Soit [C",S_,«'] une espéce de structures et soit C™ la catégorie ayant
pour seul élément une unité aé C. Alors (C*,la}) est un couple de catégories d'opéra~

teurs sur §_ relativement & (K’ ,;'), ol :
;'(a,z)=z pourtoutzeSo.
La classe H est la classe somme de C, de § et de a. Dans la catégorie H* corres-
pondante, tout élément z €5 admet a pour unité 4 droite.
Soit K * une catégorie; soient (K-, p,C") et (K ',;,—C_J') deux foncteurs. Soit

3 la classe des triplets (e, k, e) tels que :

e€C;, e€C,, keK, PB(k)=ple) et a(k)=p(e).
C - opere sur ¥ relativement a la loi de composition «' :

(f.(e k,e)>(B(f),p(f).k,e) si, et seulementsi, a(f)=e.
La catégorie duale (EJ')* de C™ opére sur X relativement 3 K

(To(e b, &N (e, k.p(f),alf) si, et seulement si, &= B(f).

PROPOSITION. (C*,(C)*) est un couple de catégories d'opérateurs sur X relati-
vement a ( K', ;');soit H' la catégorie correspondante; il existe un foncteur (K-, 5, H*)
admettant p et ; pour restrictions.

Nous aurons en particulier & utiliser la construction précédente dans le cas ol
™" estune sous-catégorie de K*etp =¢.
CATEGORIES DOMINEES.

Soit C - une catégorie; pour tout couple (e’, ¢) d'unités de C -, nous désignons
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6 C. EHRESMANN

par Hom(e',e) la classe des b €C tels que a(h)=e¢ et B(h)=e'. Soit ['*
sous-catégorie de la catégorie produit C * x C* formée des couples (', f) € C X C tels
que Hom(o(f),B(f)) ¥ @ . Cette catégorie est une catégorie d'opérateurs sur la classe

C relativement 3 la loi de composition «'(C*}:

(. fl.b)>f.b.f
si, et seulement si, (b,f) €C-xC et (f',h)€C xC".

Soit m(C*)=(I"*, C, k'(C*)) l'espéce de structures ainsi définie. Le couple définis-
sant 7M(C*) est le couple (C* xXC* Hom), ol Hom est le foncteur de M vers M tel
que Hom([,[) soit l'application : b f'. h.f de Hom(a(f' ), B(})) dans Hom( B(f'), a(f))
pour tout (', f) el

DEFINITION. Si (M(C*),F ) est une catégorie dominée dans (M, £), oa (M, 7, &) eF,

on dira que (C-", F) est une catégorie dominée dans ( 7»,£).

EXEMPLE. Une catégorie préadditive [ 8 ] est une catégorie dominée dans (pg ,Q), ot
@ est la catégorie des homomorphismes entre groupes abéliens et pg Ia restriction de
pF a G.

CONSTRUCTION D'ESPECES DE STRUCTURES DOMINEES A PARTIR DE (7}, F).

1) Soit (?ﬂ,q,}(,}{y) une catégorie d'homomorphismes; soit (M, q ;,H) le
foncteur tel que H soit la catégorie des foncteurs - structurés et -q_ sa projection cano=
nique dans H (voir[11]). Soit (7, F) l'espéce de structures dominée dans (p, aomy
cons1déree au début, (i, G) l'espéce de morphismes correspondante. Supposons que
(e, G) soit une espéce de structures dominée dans (q,F) telle que G = q G et que
(77 H) soxt une espéce de structures dominée dans (g, H).. Supposons de plus que
H(e) = (G(e) 77' ,H(e)), ou 7Te est la restriction de 7' A 717 '(e)=p F(e)=q Hfe),
soit une }(-espéce de structures (voir [ 4c]), pour’ tout e E(Cl)é et que, pour tout
fecC,

HO[)=(H(e ), (G(), 9,( 1), H(e)
soit une application M- covariante [4c], od e = a([), e’ = B(f). Ceci signifie que
(m, f;) est une espéce de structures dominée dans (p PY ,,@(}()) ot @(H) est la
catégorie des applications H-covariantes [ 4¢c ] et Py sa projection canonique dars A,
EXEMPLE. Si on prend pour H la catégorie des applications continues entre espaces
topologiques (resp. des applications r fois différentiables entre variétés r fois diffé-
rentiables), on obtient une situation qui généralise celle des espaces fibrés topolo-

giques (resp. différentiables), et que nous préciserons plus loin.
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2) Soit (7, F) l'espéce de structures dominée dans (p, Amy déja considérée.
Soit ()ﬂ, 7\,3) un foncteur. Supposons que, pour tout e E(Cl)‘; , (F(e), Ne) soit une
espéce de structures dominée dans ( A ,£ Yet que, pour tout {€C [ (F(e'),N . ), F(f),(F(e),N}
soit une application covariante I;(/') entre espeéces de structures dominées dans &)
(voir [ 3], p. 16). Ceci signifie que (7, I;) est une espéce de structures dominée dans
(p * ,@' ( 7\,&)), o (' ( 7\,.53) est la catégorie des applications covariantes entre
espéces de structures dominées dans (A ,f) et Asa projection canonique dans am

(voir[3]).

EXEMPLE. On peut prendre pour (X, X, &) le foncteur (M, p?,f}-); ce cas intervient
en théorie de la cohomologie sur les catégories; la notion de faisceau de groupes admet-
tant un faisceau de groupes d'opérateurs [ G] en est un cas particulier. D'autres cas
particuliers ont été utilisés dans des constructions d'Analyse ou de Géométrie différen-

tielle.

2. Surjections et projections.

Soit C* une catégorie. Nous désignerons par Rg(C *) (resp. R, (C*)) la sous~-
catégorie de C' formée des monomorphismes (resp. épimorphismes) de C*, par R(C")
la sous-catégorie Rg(C')ﬁ Rd(C') dont les éléments sont les éléments réguliers de
C-.

Les coriditions feC, e Rg(C ‘) et f = [.g entrainent g € Rg(‘C‘) .

Seit (C*,p,C*) un foncteur et soit C' une sous-classe de C. Nous dési-
gnerons *) par C*( &', p)_ et C‘(é', p)_, les classes des (&', p)-injections et
(&', p)- surjections respectivement, qui sont des catégories [ 2] si C* est une sous-
catégorie de é Si heC et si b' est un (&", p )- sous-morphisme (resp. (é Lp)-

morphisme quotient) de b, nous posetons*) .
b'yfa—— b (resp. h'(_C,_.J"p)b).
(C',p)
PROPOSITION. Si j €C*(C,p)_ et si p(j) €R,(C") (resp. €C; ), ona jER,(C")
(resp, € C,; ). Si [ admet un inverse a gauche dans C* et si p(f) € Rd(C_')' [ est une
(C,p)-surjection faible. Si [ admet un inverse & droite dans C- et si (C*,p,C*) est

un foncteur fidéle, [ € C'(é' Sb)_, .
PROPOSITION. Soient [' €C et f €R,(C*). §i ['.[ est une (&,p)-surjgction (resp.
surjection faible), alors ' est une (é, p )- surjection (resp. surjection faible).

COROLLAIRE. Soient, j €C*(C,p)_ , j,€C(C,p)_ et (j,.f.j.h)enC"Si
heRy(C), ona:jlCth,

*)

Ces notations différent de celles dc[ 3] oa C*(Chp)_, et C'(C',p) sont représentés par C* S, p
—

etC*'(C',p) et o les symboles — et  sont resp. notés — et ol
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8 C. EHRESMANN

THEOREME. Soient b €C et b' € C. Les conditions suivantes sont équivalentes :
1) b' estun (C,p)-morphisme quotient de b .
2) Ul existe des (OC, Op )- surjections (B(j),j.7, a(f)) et (b',jl,i,b).

PROPOSITION. Soit C ; unme sous-catégorie de C*. §i j, eclnc'(é.p)_, , ona
i€ Ci(&, pu)_, si, et seulement si, les conditions g €C et g-7,€C, entrainent
geC,.

Soit (] une sous-catégorie de C* et C* une sous-catégorie de C* contenant

p(s) pour tout s E(Ci)o .

DEFINITION. On dira que Cy vérifie la condition (o) (resp. (o*)) relativement a
{C'.p) si les conditions jEC*(C',p)_, (resp. | €C(Cp)_ ) alj)eC, e
207) €C, entrainent j € C(C',pt)_, (resp.j ECi(C',PL)r__);

Une sous-catégorie pleine de C* vérifie la condition (o) relativement 2 (é' .0l
PROPOSITION. Pour que C| vérifie la condition (0 ) relativement & (&', p) il faut et
il suffit que les conditions :

(C'p)
b’ ———p/b, heC,, a(b)eC, et B(k") €C,
entrainent b’ € C,.
PROJECTIONS ET INJECTIONS.

Soit H ' une catégorie, C* et C* deux sous-catégories pleines de H*, Supposons
que H soit la somme de C, de C et d'une sous-classe 3 de H telle que, pour tout
f€3, onait a(f) €C et B(f) € C. Cette situation se présente par exemple si H* est
la catégorie associée (voir paragraphe 1) a un couple (¢, ¢ de catégories d'opéra-
teurs sur 3. Remarquons que la donnée de H* et de C détermine entidrement I et C.

Soit ® la catégorie ayant 3 éléments distincts z, a(z)= e et B(z)=e. 1l

-1
existe un foncteur (®,Z,H*) tel que Z(e)=C, a savoir le foncteur défini par :

g+e si g€C, g-oe si gEC et [z si [feX.

DEFINITION. On dira que j € H est un (C, H*)-projecteur si j est une (®, Z )-surjec-
tion telle que Z(j)# e. Si b €C est un (®, Z )-morphisme quotient de b € H, on
dira que b' est une (C, H')-projection de b.

Tout (C,H*)-projecteur est un épimorphisme puisque z est un épimorphisme

de .

PROPOSITION. Pour que j €H soit un (C,H"*)-projecteur, il faut et il suffit que
i€ C,;, ou que les conditions g €3 et a(g)= a(j) assurent l'existence d'un et d'un

seul g' € C tel que g’ .j=g.
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CATEGORIES ET STRUCTURES 9

Soit K* une catégorie et soit C-une sous-catégorie pleine de K*. Soit Cla
sous-catégorie pleine de K- ayant pour unités les s € K tels que s #C‘; . Appliquons
la construction du § 1 aux foncteurs (K* 0, C") et (K*yu ,-C-') et identifions la classe
3. des triplets (s,k,;) tels que k €K, s = a(k) EC et s= B(k)€C alasous-
classe de K formée des morphismes k pour lesquels a(k) €C et B(k) eC. Soit H*

la catégorie construite au §1 qui s'identifie & la sous-catégorie de K ° réunion de C,
de C etde 3.

DEFINITION. On dira que j € K est un (C, K*)-projecteur si j est un (C,H " )-projec-
teur. On dira que h' € C est une (C, K*)-projection de h € K s'il existe un quatuor
(b',7',j.h) €eOIK" tel que | et j' soient des (C,K*)-projecteurs; dans ce cas, on
posera ; b’ (C.K )p,

Ce'tte définition, qui est donnée dans [ 3], coincide avec la définition précédente
lotsque K = H. Nous allons énoncer ici des propriétés des (C, K*)-projecteurs non

indiquées dans {3 1].

PROPOSITION. Pour que j € K soit un (K, K*)-projecteur, il faut et il suffit que j

soit inversible dans K+,

REMARQUE. Plus généralement la construction précédente s'applique méme si C* n'est

pas une sous-catégorie pleine de K- ; alors un (C, K")-projecteur est soit un élément

de C,;, soitun j € K tel que a(j) &C et que les conditions g €K, a(g) = a(j) %Cc;

et B(g)e C; assurent l'existence et l'unicité de g’ € C vérifiant g = g’.j.

PROPOSITION. Soient b €K, et j et j* deux (C, K" )-projecteurs tels que a(hbh) = a(j)

et B(b)=a(j). Il existe un et un seul b’ (C'“K)/b tel que (b',i',7,h) €0K".

PROPOSITION, Si j est un (C, K" )-projecteur, alors j.g est un (C,K*)-projecteur,

pour tout g € K,;, .

PROPOSITION. Les conditions sutivantes sont équivalentes:

1)(b', . 7. b) et (B(j),j,j.a(j)) sontdes (QC",[IIK"*)-projecteurs.

2) b' est une (C,K*)-projection de b et (b',j" ,j,b) €0K*, od j et j* sont des
(C, K*)-projecteurs.

PROPOSITION. Si h €K, b’ (C.K Db et bm (._C_LK_')/b, il existe un et un seul quatuor

(b',y',7y,b) €0IC" tel que 'yec,; et y' GC,;, .

CATEGORIES A C-PROJECTIONS.

DEFINITION. On dira que K* est une catégorie A C-projéctions (resp. @ C-éjections)

si C* est une sous-catégorie pleine de la catégorie K- et si, pour tout e € K, il existe

un (C,K*)-projecteur j tel que a(j)=e (resp. un (K*, C)-éjecteur j tel que

B(i)=e).
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10 C. EHRESMANN

Soit K* une catégorie a C-projections. Soit- U(C, K*) la sous-catégoriede
Hk - formée des quatuors (b', 7', j, b) tels que b’ € C et que j etj’ soientdes (C, K*)-

projecteurs.

PROPOSITION. \Z=(K',¢,U(C,K')), on Y(h',j',j,b)=h, est un foncteur défi-
nissant K* comme catégorie quotient strict de U(C,K*) (voir[2]).

Soit Py la relation d'équivalence sur U(C, K*) associée 3 i, qui est définie

par :
(B", 7 1 b)) (b, 5, h).

Soit P l'équivalence de K sur la catégorie quotient strict U(C, K')/p¢ de U(C,K*)
par g, définie par :

b (b',j' i, b)mod py.

THEOREME. Supposons que C* vérifie la condition :

(0) Tout trio (g,g,f) de C*, oa f € C,; , est contenu dans un quatuor de (C*;C, C.;,).
Pour tout h € K, représentons par o(h) la classe des (C,K")-projections de b,
Alors C - admet une catégorie quotient strict c- par la relation d'équivalence g ~. g’ si
o(g)=0(g' ), dont les unités sont les satumntesl zies unités de C* dans C*; de plus
(6 *,0,K*) est une bF - surjection définissant E * comme catégorie quotient strict
de K-.

PROPOSITION. Un foncteur section Il de .l,l-l est une équivalence de K* sur une sous-
catégorie de U(C, K*), tout autre foncteur section H1 de L—L‘ se déduit de Il par une
équivalence naturelle. Soit 7 I'application de K dans K telle que (77(:3))B = aB(H(e )

o, .,
pour tout e €K;; alors (B 11,7 ) est un foncteur naturalisé,?’

PROPOSITION. Soit T une application de K dans la classe des (C, K" )-projecteurs
telle que a(m(e)) = e pour tout e €K;. Il existe un foncteur naturalisé (:r, ) tel
que (b)) (E2K b pour tout b € K et I'application b (T(h), m(B(h)), T(alh))h)

définit un foncteur section de -l/;

DEFINITION. Une applicﬁtion 7 de K dans la classe des (C,K*)- projecteurs telle
que e = a7 (e) pour tout e € K; sera appelée (C, K *) -projection naturalisée; le fonc-
teur naturalisé (7,7) correspondant sera appelé foncteur ('C, K *)-projection :natura-
liséassocié & 77,

]

’ Dans une catégorie C *on appelle saturante d’'une sous-classe B de C la catégorie engendrée dans C° par
1a classe

C,y .BUB ‘C‘y

2)g; fek, onpose B = (B, 1,1, a(t) e (3= (g, BCH), D), D).

496



CATEGORIES ET STRUCTURES 11

IMAGE D'UNE PROJECTION PAR UN FONCTEUR.

Soient K* et K- deux catégories, C* et C* des sous-catégories pleines de K-
et K respecuvement Soient P(C,K*) et P(C K ) les classes des (C, K*) projec~
teurs et des (C K )- pro;ecteurs E(K*,C) et E(K C) les classes des (K*, C)-
éjecteurs et des (K ., C)- éjecteurs.

Soit ;z(K', p.,K*) un foncteur tel que p(C)C C soit v, la restriction de
pac,.
PROPOSITION. Sotent j et j' deux (C,K*)-projecteurs tels que a(j)=a(j') et
p(i)=p(i"). Si (C,y s by . Cy ) est de plus un foncteur bien fidéle *) et si p(j) est

un épimorphisme de K*, ona j=7j'.

PROPOSITION. §i f € K est une (K,p)-surjection telle que B(f)€C et p(/)sP(&, f(')
on a feP(C,K*). Si ?(C) = C et si les conditions 1; GK et a(l;) eC entratnent
,B(I;) EC, les relations j€P(C,K*) et p(j) ERd(K') assurent que j estune
(K, p)-surjection. R

DEFINITION. On dira que p est un foncteur ( C, C)-compatible avec les projections

(resp. les &jections) si p(P(C,K-)CP(C,K*) (resp. si p(E(K*,C)CE(K*,C)).

PROPOSITION. Soit p un foncteur (C, C )-compatible avec les projections; si b’ est
une (C,K*)- projectionde beK,ona p(b'),(_w p(h).

Supposons que K- soit une catégorie & C-projections (resp. C-éjections).
Soit 77 une (C K ). pro;ectxon (resp. (K',C)-éiection) naturalisée et (I‘—[,';T) le

foncteur naturalisé associé a .

DEFINITION. On dira que T est une ( C, K" )- projection (resp. (K*, C )- éjection) natu-

ralisée appliquée par ; sur P si 7 est une (C, K" )-projection (resp. (K", C)-éjection)

naturalisée telle que pm = TTp . On dira que b est compatible avec (‘;T C)s'il existe

une (C, K*)-projection (resp. (K*, C)- éjection) naturalisée 7 appliquée par p sur 7T
' Si on suppose le foncteur (C vy C ) bien fidele, il existe au plus une

(C, K*)-projection (resp. (K*, C)- éjection) naturahsee appliquée par p sur 77 .

PROPOSITION. Si 7 est une (C,K*)-projection (resp. (K-, C)-éjection) naturalisee

appliquée par ; sur 7 et si (I1,7) est le foncteur naturalisé associé & T, ona:

p.n=1.%

PROPOSITION. Si p est compatible avec (1,C), alors p est un foncteur (C,C)-

compatible avec les projections (resp. les éjections).

*) Un foncteur (;(‘, q.K* ) est bien fidéle si les conditions : k; €K, atk,) = a(k,) et q(k,) = a(k,)

entrainent kl = kz .
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12 C. EHRESMANN

3. Applications des projections : Produits et produits fibrés .
PRODUIT DANS UNE CATEGORIE,

Soit C- une catégorie. Soit § une classe de classes (qui peut &ure réduite 2 un
seul élément I). Soit §(C*) la catégorie dont les éléments sont les familles (fidier
ol f€Cet]e€ 4 munie de la loi de composition suivante :

(FDjey(f)ie) = (i dDier

si, et seulement si, | =1 et (f;.,/z.) € C'xC-pourtout i €,

En particulier si § admet | pour seul élément, §( C*) est la catégorie produit C* I'. dans
le cas général, §(C*) est la catégorie somme des catégoriesC'l, on I €.

Soit 3(9) la classe des couples ((fl.)i‘el, e) tels que (/!.)l.“ €d(C*) et
a(/i) = e pour tout i €], C* opére sur 3 (9) relativement a la loi de composition K'1 :
(8. ((f);ep el ((f;-8);e; 2(g)) si, et seulement si, e = Blg).

decH opére sur 3.(9) relativement a la loi de composition k' :

((8;);eyr (e el ((g;f)ies )

si, et seulement si, I = | et (gi' fl.) €C*xC* pour tout { €],

De plus (4(C%, C*) est un couple de catégories d'opérateurs sur % (§) relativement a
(' ,K'l). Soit H'($) la catégorie correspondante (§ 1) dont §(C*) et C- sont des

sous-catégories pleines.

DEFINITION. Un (H*(9).C)- éjecteur ({ /i)i el e) est appelé g-produit naturalisé
dans C*; une (H*(4),C)- éjection de (bi)i e €St appelée g-produit dans C-* de
(bi)iel' On dit que C* est une catégorie a §-produits si H*(§) est une catégorie a
C - éjections; une application (resp. un foncteur) (H «t4),¢c)- éjection naturalisée est
appelé application (resp. foncteur) §- produit. *)

Si § est la classe de tous les ensembles finis, non vides,d'entiers, une catégo-

rie a §- produits sera appelée catégorie & produits finis.

proOPOSITION. Si §'C ¥, ((/1.) e) est un g'-produit dans C* si, et seulement si,

i€l
c'est un §- produit dans C* tel que 1 €§'.

Nous supposerons que toutes les classes I d'indices considérées appartiennent
4 une méme classe mo de classes, qui contient avec une classe toute ses sous-clas-
ses et qui admet pour élément tout ensemble fini d'entiers; ainsi § désignera une sous-
classe de mo. Nous désignerons par P(C°) la classe de tous les mo-produits. En

vertu de la proposition précédente, on peut dire produit au lieu de §- produit, ou de

*)Lu notion de produit naturalisé dans C “est équivalente 3 celle de produit dans C * an

sens de [7 ] , texte auquel nous renvoyons pour d’autres propriétés du produice,

498



CATEGORIES ET STRUCTURES 13

mo - produit.

PROPOSITION. Les conditions suivantes sont équivalentes :
1) b est un produit de (bi)iel dans C-.

2) 1l existe ((h,, [, f,.b); o ;) € P(COC) et (/1 8), . B ) e P(CTC )

ie]’ iel’
COROLLAIRE. S7 b' et b sont deux produits de (bi)isl dans C-*, il existe y € C,;, et
v € C}', tels que b" . y="y'.bh.

Soit C- une catégorie a §- produits. Soit (II,77) un foncteur §- produit nacuralisé.

On posera :

H

Tk, = il}{bi ou  I(h)c )=k X..Xb .
Soit e, € C. pour tout i €] et W((Ei)iel)z(([’i)iel'e)f on appellera b la projec-r

tion canonique de [l e, sur e, .Si g, €C, a(g,)=¢" et ﬁ(gl.) = e, pour tout 7 €],
1€e]
nous représenterons par [g; ]1.51 (ou [g, .0, g,] si I est fini) l'unique élément de

C tel que:

p; lg;), ey =8, pourtout i el
Soit (&',p, Cc) = ;2_ un foncteur; soit p,y la restriction de p a C& . ; s'étend
en un foncteur g(;) de H*(4) vers ]:1'(4) en posant :

SCoIUhD; ) =(h (kD s oh b, €C,

$OP)UF ;e ) =UP([N;eppple)), on [eC et e=alf).
PROPOSITION. §i (&)',,py, C,; ) estde plus un foncteur bien fidéle les conditions
(f;);e;re) €P(C), . ((f)ie;.e')€P(C), Bif,) =801, p(f)=p(]}) et
(D ([, cp 0(e)) €P(C") entrainent e = e’ .
DEFINITION. On dira que ; est compatible avec les §- produits si on a g(;)(P(C '))CP(&‘).
Si T est une application §-produit naturalisé dans &', on dira que b est - compa-
tible s'il existe une application §- produit naturalisé 7 dans C* appliquée sur 7 par
Sp).
PROPOSITION. Soit (ﬁ, T.T) un foncteur §- produit naturalisé dans & et supposons que

; est 7- compatible. Il existe un foncteur g»proa’uit naturalisé (11, ) dans C- tel que:
Ihr)=1 b, i h,eC.
P(iel i) ielp( i) * ¢
Si g, €C et a(g;)=e" pourtout i €1, ona: P([gi]iel):[p(gi)]x'el'

PROPOSITION. §i C* et C* sont des catégories a produits [inis et si p est compatible

avec les { 1,2} -produits, alors b est compatible avec les produits finis.

THEOREME. Soit 7 une application produit fini naturalisé dans C* et soit 7, sa
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restriction a é‘; X &; . Si ; est '1‘72 - compatible et si (CA.‘,;,, p,y, C,;, ) est une catégorie
d'hypermorphismes saturée, alors p est - compatible.

Soit (&', p,C*) un foncteur fidéle (respectivement soit (C“, p,C, C,;,)
une catégorie d'homomorphismes). Soit 7 une application produit fini naturalisé dans
C-. Pour que ;;_ soit compatible avec les produits finis (resp. soit - compatible), il
faut et il suffit que les conditions suivantes soient vérifiées, ou s; € C(;, i=12 et
T(p(s ) p(S,)=((py.0,)00):

1) Il existe s, Xs, €Cytelque p(s  Xs,)=p(s,)Xp(s,);

D) Uexiste p, €C tels que a(p)=s Xs,, B(p,)=s et p(p,)= B

3) Si g;,€C, a(g;)=s" et ,B(gi) = s,, il existe [81'82] € C tel que:
a(lg,.g,1)=s", Blle,.g,1)=s,xs, et p(lg,.g,1)=1p(g,).p(g,)].

PROPOSITION. Soient C* et C* des catégories & {I}-produits. Si p est compatible

avec les {11-produits et si on a j€ C'(& » D). pour tout i €1, tout produit de (j,); .4

est une (é , b )-injection.

CATEGORIE D'HOMOMORPHISMES A PRODUITS AU-DESSUS DE M.
Soit M une catégorie pleine d'applications telle que Wo contienne avec une
classe toutes ses parties, avec 2 classes leur produit. Soit (II,77) le foncteur produit

naturalisé dans M tel que :

(M ),5,)—((1:,),6,.,1'1 M), 0% pi(x); ¢y =

X
DEFINITION. Soit (M, p,H) un foncteur et soit s; 6]( on dira que (s, Diel admet
((P ) ie]’
produit naturalisé de (s,), ., dans H tel que p(p ) soit la pro;ect:on canonique de

iI;IIp(sx.) sur p(si).

§) pour produit dans (m, P, K) et on posera : § = H s si ((p ) S)estun

iel’

Soit (T, P, K ,.) une catégorie d'homomorphismes.

PROPOSITION. §i s 6}(0, st (s5); ¢4 admet un produit ((p iepS) dans (M, p,H) et
s'il existe ss/-;S tel que p(sy) soit la diagonale A de p(S), il existe -§€H7 tel
que a(d)=s, /8(-8-):58 et :

p(8)=(B,[p(s)], opols))

DEFINITION. Soit s 6}(0; si(s), iel admet un produit ((p )161' $) dans (M, p,H) et

s'il existe sg /—S tel que p(sg) soit la diagonale de p(S) on dira que sg est une

structure d1agonale de (s), et on appellera l'élément T de H sdont | *existence est

ie]

assurée par la proposition ci-dessus, 1'isomorphisme diagonal de (s), el
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PROPOSITION. Supposons (M, P, H,.) résolvante a droite (resp. saturée). Si (S)i< n
admet ((;i),- < p+S) pour produit dans (M, p. H), il existe une structure diagonale s

de (S)i_<_n‘

PROPOSITION. Soient s 6}{0 et s’ E}(o. Supposons que (s). et (s'). ., admettent

ie] i€l
des produits ((pi)i el S) et ((;'i)i el S') dans (W, p,H) et des structures diagonales

s5 et s's respectivement. On a : s/—p-s' si, et seulement si, S,T §'.Soit p une rela-
tion d'équivalence sur p(s). S'il existeje}((m.PLtel que a(j)=S5, B(j}=S5" et

pli)= 'H, po, alors s’ est la p-structure quotient de s par p [2].
ie

DEFINITION. On dira que la catégorie d'bomomorpbz:smes (M, b, K,.) est a produits
finis st ;‘= (M, 0, 1) est un foncteur 71- compatible; on munit toujours W du foncteur
produit naturalisé (ﬁ, .7_7-) tel que 7 soit appliqué sur 7 par S](p_) .

Cette définition est équivalente a celle donnée dans [1],1II.

PRODUITS FIBRES.

Soit C* une catégorie et § une classe de classes. Soit §(C") Ia catégorie
des familles de HC-.Soit 0(C*9) la sous-classe de §( HC*) formée des familles
(qi)iel telles que 1 €§ et ,Bm(qi) =,5D](qi) pour tout i,j €1. Alors O°'(C*,9) est

une sous-catégorie de ¢ BC') et nous identifierons sa classe des unités i la classe

des familles (1) e de C telles que 5(/".) = e pour tout { €],

Soit 3 (4) la classe des familles (b f);ep telles que:
f;e€C, b,€C et- b.f, =h]..[,. pour tout i, €1.
Q:(C*,9) opere sur 3 (9) relativement 4 la loi de composition «' :

((9)ier (Pinfi)ie)» (hikif)iep st a;= (R, by by k).

C* opére sur 5.(4) relativement i la loi de composition K

1
(bo(hifidiep)»(byfyb)ieq st alf)=PB(h).

De plus (Q'(C',g),C*) est un couple de catégories d'opérateurs sur i(g) relati-

vement 3 (?',E'l). Soit f;‘(C‘,g) la catégorieb correspondante, dont Q*(C-,4) et

C - sont des sous-catégories pleines (§ 1).

DEFiNlTION. Un (F;'(C',g),C)-e'jecteur (b f)

naturalisé de (b,) "

ie] ©St appelé un §-produit fibré

iel dans C*. Une (H‘(C',g),C)-e’jection de (qi)iel est appelée

un g-produit fibré de (q.). , dans C*. Si (b, [.). est un §- produit fibré naturalisé
i‘iel i'fi‘iel

dans C*, on dira que (bh.,f.). est une §- somme fibrée naturalisée dans C°.
i'lilie]

PROPOSITION. Si §'CY, un g-produit fibré naturalisé (hi'/i)iel dans C- tel que
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16 C. EHRESMANN

1€8 est un §-produit fibré naturalisé dans C*; en particulier, c'est un {1}- produit
fibré naturalisé dans C*.

Comme plus haut, nous supposerons que toutes les classes § sont des sous-
classes de mo. Nous désignerons par V(C*) la classe des 'mo-produits fibrés natura-

lisés dans C* et un ¢lément de V(C*) sera simplement appelé produit fibré naturalisé.

PROPOSITION. Pour que (( /i) e) soit un produit naturalisé dans C-, il faut et il

i€l
suffit que ((“'B(/i))'/i)iel soit un produit [ibré naturalisé dans la catégorie C*

obtenue en ajoutant @ C* un @ - produit a &C (par la construction du § 1).
PROPOSITION.Ona (b,f) €eV(C") si, et seulement si (b,f) EC*xC" et | eC,;, .

PROPOSITION. Supposons q,=(k', b}, b, k;) €QC" pour tout i €] et ke Rg(C').
Les conditions (b!, k;.f;) EV(C*) et bi./iZbi./j pour tout i,j €1 entrainent

on a (bi'/i) €EV(C") si,et

ie]
(bi'/i)iel €V (C*), en particulier si q;€( Bc)
seulement si, (b;"ki'/i)iel EV(C*).

v’ i€l
PROPOSITION. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1) k est un produit fibré de (9;);e; dans C*.

2) Hexiste (q;,(k, [}, [; k) €V(ITC") et (EB(qi),/',-B)i“ evV([nc:).
THEOREME. La classe V'(C*) des quatuors (h, . b, .f,.f,) tels que I'on ait

(b, /i)i =1, o €V(C") est une sous-catégorie saturée de [IC".
2

DEFINIT ION. On dira que C* est une catégorie a g-produits fibrés si ;I'(C', §) est
une catégorie a C-éjections; une application (resp. un foncteur) (;1 «c+,4),C)-
éjection naturalisée est appelé application (resp. foncteur) §- produit fibré naturalisé
dans C-.

Si § est la classe de tous les ensembles finis d'entiers non vides, une catégorie
a 4- produits fibrés sera appelée catégorie a produits fibrés finis.

Soit C* une catégorie & §- produits fibrés; un foncteur §- produit fibré naturalisé

sera généralement désigné par (V, v) et on posera :
V((qi)iel):i\sllqi ou V((qi)iﬁn)qu V...V 9y -
Soit b, € C et B(h;) =ﬁ(bi) pour tout i,f €], Sion a:

vlh)ie) = (b v)ieqs

1
on appelle v, la projection canonique de ‘VI b, dans a({h,) et on désigne souvent cette

i€ .
projection par "i(bi) Si g;€C et bi.gi=b]-.gi pour tout 7,7 €, l'unique é&lé-

jel*
ment g de C tel que /i'g:;_gi seranoté [ b, ] g1, .. B
Soit (C*, p, C*) = p un foncteur; soit p,y la restriction de p A C_;, . p s'étend
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CATEGORIES ET STRUCTURES 17

en un foncteur §(5) de H(C-,%) vers H-(C*,4) en posant :
§3)(Cap), e =(Op(a)e;s Si (9);¢,€0(C,0),
S0 (bt e = (0B 00 Vseps s (buf)iep €2(H).
PROPOSITION. i (é,;,,py.
(hiifidier € V(C), (hfi)iey € VIC ), v(f,) = p([}) pour tout i€l
et (p(h),p(f;));e; €V(C") entrainent f;=1%.

iel

C, ) est de plus un foncteur bien fidéle, les conditions

DEFINITION. On dira que ; est compatible avec les g—produits fibrés si on a :
$(oIV(CHCV(C). Si v est une application §- produit fibré naturalisée dans C,
on dira que ; est v~ compatible s'il existe une application §-produit fibré naturalisé

v dans C-telle que 135(;)0 = Q(F)V, et on dira que VvV est appliquée par ; sur v,

THEOREME. Soit V une application §-produit fibré naturalisé dans C* et scit v, sa
restriction & la classe des (b, b,)eCXxC tels que —'B(bl) 2,3(112). Si ; est i/, -
compatible et si (C,}', by C, ) est une catégorie d'hypermorphismes saturée, b est

v-compatible.

PROPOSITION. Soient C* et C* des catégories 2 {1}-produits et supposons p compa-
tible avec les {1}-produits. Siona q,= (k' by, b k) €0C" et si k' et k, sont des
(¢, p)-injections pour tout i €1, alors tout produit fibré de (q,), ., est une (é y P -
injection.

Soit M la catégorie d'applications déja considérée. Soient b, des applications
de M, dans M, ob i appartient & une classe finie . Alors (b)), ., admet pour produit

fibrté dans M la sous-classe V Mx. de
i€] {

e M; ayant pour éléments les (x.); el tels

que :
bi("i):b;’("j) pour tout i,j €[,

la projection canonique v, = v (b.), , étant la restriction de p, A V M, ot p, est
el -
la projection canonique de II Mi sur M. Nous désignerons toujours par (V,v) le
el

1
foncteur produit fibré naturalisé tel que :

V(b)Y e ) =(hpv)ieg -
DEFINITION. Soit (M, p,C") un foncteur et soit h,€C, ﬂ(bx.) = ﬁ(bl.) pour tout
i,j €1. On dira que (b, [;);.; est un produit fibré naturalisé dans (M, p,C*) si
(bifi)ie €V(C:) et si plf)=v(p(h)); ¢ On dira qu'une catégorie d’homomor-
phismes (o, p,C-, C,;, ) est a produits fibrés finis si (m, p,C") est v-compatible,

THEOREME. Supposons que ;: (E,", p, C*)soit un foncteur fidéle et soit bi eC
tel que ,B(bi) = ﬁ(bj) pour tout i,j € 1. Supposons qu'il existe un produit naturalisé
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18 C. EHRESMANN

((p))ie1:S) de (alhy); gy dans C- tel que l'on ait (p(p, )l”,p(S))eP(é') et
qu'il exzste (p(b ). v, ),EIEV(C ). Pour quzl existe (b leleV(C') tel que
plv,)=v,, i /aut et il suffit qu'il existe une (C p )-injection k telle que S(k) =S
et p(p) p(/e):v dans ce cas, ona(h ;- le),e EV(C*).

corROLLAIRE 1. Si (M,p,C", C,;,) est une catégorie d'homomorphismes résolvante

& droite et & produits finis, c'est une catégorie d'homomorphismes & produits fibrés finis.

COROLLAIRE 2. (W,pn,fh, ) (?R,pn.,?l', L) et (m,pj:,gz, .) sont des catégories

d'homomorphismes a produits fibrés finis.

PROPOSITION. Soit (Cf)ifl une famille de catégories. Si (bz:, /{:)i” est un produit

fibré naturalisé dans C.', pour tout j €1, on a :
—((b’),e,.(/,),E,),e,eV(H Ci)e

De plus les projections canoniques p]. = (Ci',p,., II C].') sont compatibles avec les
jel]

produits fibrés.,

COROLLAIRE. §i C est une catégorie & §- produits fibrés pour tout j €], alors Il C:

i€l
est une catégorie a g produits [ibrés.,

COROLLAIRE. Soit C une catégorie, on j €]. Siona ((/7)t€I,e7) EP(CI.') pour tout
j€], ona F—(((f )161 zel'(el),e])ep( H C ). Si C’.' est une catégorie a §-

produits, I C]. est une catégorie @
| €

ad- produzts et p est un foncteur compatible avec

les §- produits.

THEOREME. Soit (g, )lejeQ(? {11), on q,=((I>' H H;, 5.) et6‘=(12.'®. K:)

Soit ®= V ;- Soit Hs la restriction de H; a la sous-catégorie Ks = K (K ‘I) )
je]

Les conditions :
S 3
entrainent (f. ), €] E(‘V H.)( .V] H~,$) .. Dé méme si H; est la restriction de H].

a K.‘(K. <I>.) ) les r:ondttzons (/) E V H et Hi(f})e'Rg(a(lI)')) entrainent

ie]
que ([ )]E_, est une ( V H (D) m]ectzon

COROLLAIRE. Soth =(C-, H K ) un foncteur, pour tout j €]. Soit (H v, );e]EV(S:)‘
fi est une (C ,Hj) sur;ectton (resp injection) et si Hi(/i) =f ERd(C ) (resp.
eRg(C')) pour tout j €], alors /-(/ )l€]

est une (KI' . vl.)-suriection (resp. injec -
tion et /—est une (C , Hi v,.)-sur]ectzon (resp. injection).
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REMARQUE. Avec les notations précédentes, une (C , H,. v].) surjection peut ne pas

étre de la forme (/i) ol /i estune (C , H].)- surjection pour tout j € [,

jiel”
THEOREME. Soit ﬁ]- =(K-, Hi' Kf) un foncteur et soit C].‘ une sous-catégorie pleine
de K]? pour tout j €], St /i est un (Ci,K;)~projecteur et si H].(/].)= / €Rd(K‘)

pour tout j €], alors f:(/i)ifl est un (j\sl] H;.,i
(Ki',CI.)—e’jecteur et si H,'(/j)=/€Rg(K') pour tout je],(/;.)

V] H;)- éiecteur. On désigne par H;. la restriction de H;a C,. .
je€

v .ﬁl)-projecteur. Si [ est un
e 7 !

je] est un (jyj H].,

COROLLAIRE 1. Soit H, = (C*, H,, C;)€F, pour tout j€]. Sion a((p]); . .el) €P(C;),
st Hi(pi.)z p;etsi p,.g=p,.g" pourtout i €] entraine g = g', alors on a :

(1) ep)ier()iep) Ep(j‘e/]ﬁf)'
COROLLAIRE 2. Soit ﬁiz(C',Hj,C;)eff, c'= v 71,., -b—i=(b§).€] eE,

= : = N iel i
f; = (/{')je] € C. et 0, = (bi,/i.)iel € V(C].') pour tout j€]. Sile:‘ conditio_rfs
Hi(/f).g = H].(/li).g' pour tout i €l entrainent g=g', alorsona w = (b, {,); €V(C).
COROLLAIRE 3. Soient Ei =(C-, H,., C,.') des foncteurs T-compatibles, o T est une
application §- produit (resp. §- produit fibré) naturalisé dans C*. Sion a (ﬁi, ;, i€ ev(¥,
le foncteur E];] est T- compatible.
THEOREME. La catégorie 63(7!() des applications covariantes entre espéces de struc-
tures (C*,S_, k') telles que C emo et § Emo, est une catégorie a - produits fibrés,
si M est une catégorie a §- produits.

Soit @(M) la catégorie des homomorphismes entre catégories d'homomorphismes,

dont les éléments sont les quadruplets (II 1 Fy . F, Iy tels que II = (& “ H,C*,S§) et

II = (éi ,H 1 Ci ) 1) soient des catégories d'homomorphismes et que l'on ait:
(Cy.H,C;).F F.(C".H, C))en¥,
la loi de composition étant définie par :
(I, Fy Fp ), FI)=(I1,,F,.F,,F,.F,TI)
si, et seulement si, H2 = Hl .

@ (M) est équivalente a la sous-catégorie pleine de @ (M) ayant pour objets les I tels

que C =§.

THEOREME. §i M est une catégorie & §- produits, @(M) est une catégorie & §- produits
fibrés, de méme que la sous-catégorie pleine de Q(M) ayant pour objets les catégories

d'homomorphismes saturées.
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20 C. EHRESMANN

4. Extensions de foncteurs et élargissements.

DEFINITION. Soit ;= (K*,p,H*) un foncteur. On dira qu'une sous-classe F de K
est ;— admissible si elle vérifie les conditions suivantes :

Ja(F)=p(H;JCF et F.p(H.;, JCF.

2)Si [ €F, la condition {.g, = f.g,, 00 g;€p(H), entraine g, = g, .

La condition 1 entraine p(H,;, JCF. .

Soit 5_0 (resp. 50) la classe des couples (F,;), ol ;z (K*,p,H) €T, tels
que F soit ;- admissible et que (K‘,p,y ,H,; ) soit un foncteur fidéle (resp. bien
fidele, c'est-a-dire tel que deux éléments de H,; ayant méme source et méme image
par p, sont égaux), b, étant la restriction de p 2a Hy . Soit S:) la classe des triplets
(F, C, g) vérifiant les conditions suivantes :

Dg=(K,q.H)eF ec (K-, 9., ,H, ) est un foncteur bien fidéle.

2) C* est une sous-catégorie pleine de H', et H' est une catégorie & C-éjec-
tions; on a g(E(H*,C))CF, en désignant par E(H",C) la classe des (H*,C)-
éjecteurs.

3) F est une classe (K*,q¢, C*)-admissible.

THEOREME. Soit (F,p) €S_ et p=(K*,p,H). Il existe X(F,p) €8, et ce¥F
vérifiant les conditions suivantes :

DX(Fp)=(F,H.(K*,p,H")) et G=(H",0,H") est une pg-surjection.

2) Soit F=E(H*',H) et s €H; la restriction de p 4 F.s est une bijection
sur F.[:(s).

3)8i (F, ;) € 50, o est une équivalence.

Soit B(F, ;) la catégorie des quadruplets (&, /', [, b ) tels que :

(k,f".f,p(h)) €0K", f'e€eF,[€eF,bheH,

la loi de composition étant définie par :
(Iel,['1,[1,})1)5(1’.,/',/,1:)=(k1,k.,/'1,/, by, b)
si, et seulement si, f, = [* et a(b )= B(h).
La catégorie ED(H';H,;, ,H) opére a droite sur D(F,;) relativement 3 la loi de com
position :
(k. f'.f.b)(b,g.g. b )=(k [ .p(g) [.0(8). D).

H* est la catégorie quotient de B( F,?) par la relation d'équivalence 0 dont les classes
d'équivalence sont les classes d'intransitivité de l'espéce de structures correspon-

dante; p est l'application :
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(k, ", f, b)mod p- k
et O est le foncteur défini par:
bs(h,B(h),a(b), bh)modp.

DEFINITION. Soit (F, ;) € So; X(F, ;) sera appelé I'extension canonique de ( F, ;);

1

le foncteur 0" sera appelé 1'équivalence canonique associée de H* sur H".

Soit § la catégorie dont les éléments sont de la forme (52 , ’;1' U) ot :
py=(F,.p) €8, i=1,2, U=(p,,,®,p,) e0F, @ (F)CF,,
la loi de composition étant définie par :
(B, 0 Ul py. by UY=(PY, 5y, U COIU)
si, et seulement si, 5'1 = 52 .
La classe des unités de & est identifiée a la classe 50 .
Soit &' la catégorie dont les éléments sont de la forme (4,.4,,U) ou:
,‘i’i =(F,, Ci’;i) 55;, U= (;Z,(I)',(I),;‘) eD?,fb'(Fl)C F,
et O est un foncteur (C2 s Ci)-compatible avec les éjections,
la loi de composition étant définie par :
(§., 8. U)(F,. 4,U)=(8,.4,,U' TU)
si, et seulement si, Z}" =4, -
La classe des unités de &' est identifide a 5‘0 et 1'élément (52 ) éi' U) sera aussi
désigné par le symbole (§,,d',0,7,).
Soit &" la classe dont les éléments sont de la forme (5, ‘I",‘I‘,é’l), ol :
p=(F,p)eS,, §,=(F,.C,q,)€8, W' (F)CF

et (;. ¥y, -q—’l) en¥, ;’1 désignant la restriction de ;1 ac;.

S opére sur &" relativemer;t 4 la loi de composition « ' :
(P D (0,0, ), (5. ¥ ¥, 5,0)((p. 0. ¥, 0. 9.7)
et ia catégorie duale $'* de &' opére sur &" relativement & la loi de composition K' :
(7, 0,0,5),(5,¥",%,§,)+(5.9.0.9.0,7)
ott @1 est la restriction de ® & C et t}’l’-‘—(Fl, Cx*;1)'

(§,8'*%) est un couple de catégories d'opérateurs sur 8" relativement a (', k').
Nous désignerons par § la catégorie correspondante (voir §1) dont § et &' sont des

sous-catégories pleines; 1'élément (Z),W' ) ‘P,z‘]’l) de &' est un morphisme de S, de
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source z}'l, de but 5
THEOREME. O est une catégorie & O'-éjections et il existe un foncteur (8,8)-
éjection naturalisé (X, £) tel que, pour tout p € So, on ait £(p)= ((;, K, % X(p)),

ot X(p) est l'extension canonique de p et 'y l'équivalence canonique associée.

® Hi
ba U 2, N 6 f;
1
' ¢ g ~
® Kl (I)l CJ: L
L
fl —_
pr — q
F? Fl 9, U A !
(1;2'1;11(])65 -~
K; ~
2 o [
< , f K
(P, W', W, %,)es 4
£ F

(4, §,U')e&

DEFINITION. Un (§,8")-éjecteur sera appelé extenseur. Une (8, 8")- éjection de

m €8 sera appelée extension de m, ou extensionde U a (F,,F }, si m= ([;2 , 1;1,U)

et I;iz(Fi:;i)-
Si m=(§2,§1,u)€8 et U=(;2,<I)',‘D,[71), I'extension canonique X(m)

de m est l'élément (X([;2 ), o ,(I),X([;l)), ol P est le foncteur défini par 'applica-
tion :

(ko f' f,b)mod p (D' (k) ®'(f),®'(f), D(h))mod p, .
PROPOSITION. Pour que ?;'=(F,H, (K*.q,K})) €8 soit une extension de {;=(F,(K'.qt.H'))

il faut et il suffit que les conditions suivantes soient vérifiées :

1) Pour tout s € H;, la restriction de q a F,.s,oa F,= E(K;, H), estune

bijection sur F.q(s).
2)Si T=(f,,f,h)€DF Ky et si Q=(k,1q(T)) €O(K*;F, K), il

existe un et un seul le1 €K, tel que q(k,) = k et (kl,’[‘) €0K;.
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COROLLAIRE 1 (transitivité verticale). Soit p=(F,p) €S, p=(Kp.H") (b, K'\YV.(F.C.q)
un extenseur et F=E(a(q),C). Soit p’=(H",p’,L*)€F tel que H;=p'(L;) et

que ;ﬁr soit bien fidele. Si (F,Z, —q—') est une extension de (F, ﬁ.;'), alors (F, Z, :1-.:1—')

est une extensionde (F,p.p') og u= (G-(;). (, C).y

COROLLAIRE 2. Soient m=((F,p),K*,%,(F,C.q)) et m = ((F,, q),K*,¥,.(F,C,.q)
deux extenseurs. Pour que (F"’;;1(C)';1) soit une extension de (F",ZJ_), il faut

que FOF, C K?" et F" =F .F.

PROPOSITION. Soit (F,L,-q_) une extension de (F,;) e«So. Si ; est un foncteur
fidéle, :]. est fidéle. Lorsque p est bien fidéle, ; est bien fidéle si, et seulement si,
les conditions [, €F, b, €H, a(bh,)=oa(h,) e [, plh )={,.B(h,)assurent
I'existence d'un g €H,;, tel que a(g)= ﬁ(ln1 ) et fl = /2 .p(g).

PROPOSITION. Soit (F,C,q) une extension de (F,p) €3, on p=(K".p,H" ). et
supposons que les conditions [, € F et ,3(/1) = fB([,) entrainent qu'il existe gE€F
tel que F.gCF et [, ={ .g (resp. EEH,;, tel que f, =/l.p(§)). Alors ;'y est

une catégorie d'bypermorphismes (resp. q est une catégorie d'bypermorphismes si p en

est une).

THEOREME. Soit I une catégorie d'applications & §- produits; 8§ est une catégorie a
- produits et § et §' sont des catégories a §- produits fibrés. Soit ';i une extension de

m; €8 pour tout i €1; alors II '711‘ est une extension de 11 m; et, si B(ml.) = ,B(mi)
iel ie]

‘pour tout i,j €1, V m; est une extensionde V m,, od 1ed.
i €] iel

1

DEFINITION, Soit C* une sous-catégorie d'une catégorie K'. On dira que K' est un
élargissement de C* si C* est pleine dans K-° et si K, est une catégorie & C,;,-
éjections.

Cette définition est équivalente & celle donnée dans {s].
PROPOSITION. Pour que K* soit un éiargissement de C*, il faut et il suffit que K
soit une catégorie & C- éjections et que tout (K-, C)- éjecteur soit inversible dans K.

Soit s la sous-catégorie pleine de g ayant pour objets les 1; =(F, p—) € Sa tels
que FC ,3(;)7 et les éléments (F, C,;) 6‘5'0 , ol ;‘= (K°,q,H"),tels que FC K,;,
et que H- soit un élargissement de C*. Soit &' =&' N §.

THEOREME. & est une catégorie & S - éjections, admettant (X,£) pour foncteur

(8,8 )- éjection naturalisé, oa X et £ sont des restrictions de X et £.

COROLLAIRE. Soit (F,C,;) une extension de (F, ;) ESO et ((Fl,_q-), K-, "71,(F1.C1,;1))'
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24 C. EHRESMANN

un extenseur tel que F C F . Pour que (F", ;"( C), _q_l) soit une extension de (F", ;) ,
il faut et il suffit que F C K,;, ;onaalors F"=F F.

DEFINITION. Soit m=(p,, pl,—U) €8, on p;=(F, p;). On dira que‘U'=(.z;2,<I>’,(I>,;,)

est un élargissement de m si p, est une restriction de g; i=1,2 etsi (2}2, z}fl, Uy
~ A

est une (S, S')- éjection de m.

; € F estun élargissement de t;:(F, ;) 650 si, et seulement si, (p;, K. H, (F, H,;))
est un extenseur. (;2 ,®! ,(D,;l) €1F est un élargissement de (f;2 ,51, U) si, et
seulement si, ;i est un élargissement de ’;i et si U= (;7—2 , o' ,@1,;1), ot &, estune
restriction de @ .

&
=)

. A
PROPOSITION, Il existe un foncteur (§,8')-éjection naturalisé (X', tel que,

a
N . v v N . .
pour tout m Géo, on ait X'(m):(q2,q1,U), od U est un élargissement de m .
a

pPROPOSITION. Soit (F,H,q) €dr, 7=(K", q. Ki) et F =E(K;,H). Pourque 7
soit un élargissement de (F,(K*, qu,H*)), il faut et il suffit que q définisse une
bijection de Fl.s sur F.g(s), pour tout s G(Ki)o'

Soit F' (resp. F") la sous-classe de F formée des foncteurs ; tels que ;-y
soit bien fidele (resp. définisse une catégorie d'hypermorphismes). F' est identifié a la
classe des unités de T(F; F,F).

THEOREME. Dans F' (resp. F") la relation :
;f 4 si, et seulement si, il existe une classe b-admissible F telle que 7 soit
un élargissement de (F,;),
est une relation transitive (resp. de préordre). La classe des ;E Fr tels que p—< —q_, ou

p €5, admet un élément minimal et un élément maximal dans (F", € ).

COROLLAIRE. Dans [ F:F, F') (resp. UF,;F,F")) la relation :

U € [‘J si, et seulement si, il existe m = (p‘z, ;;1, U) 65 tel que ljl soit un élar-

gissement de m,
est une relation transitive (resp. de préordre). Pour tout U e F:F,F') la classe
des EJ e(F ;F.F") tels que U € (} admet un élément minimal et un élément maximal
dans (C(F;F,%7), €).
DEFINITION. Soit U e F;F,F'); si U € lj/, on appelle [] un élargissement de U ;
si U’ est un élément minimal (resp. maximal) pour la relation € dans la classe des U
tels que U € {J on appelle il' un élafgissement minimal (resp. maximal) de U.
Soit 3:: la sous-classe de F" formée des ; €F" tels que ;'y soit une catégorie

d*hypermorphismes saturée.
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THEOREME. [T F: F, F') est une catégorie a T(F; F, F7)-projections et 2 O(F; F, 3:;)—
projections, un élargissement minimal de U étant une (O(F; T, F*), (¥ . 5.5 ))-
projection de U et un élargissement maximal de U étant une (0O(F; F, F7), m(F.F,5)-

projection de U,

;eff' , ;eg"

oS

> c-
m(;):e'largissement minimal de; ' l(s ) @ ® ‘ﬂ(s )
w(p)=(mlp), K"t . p) (D (b)
o] H(h)
q’l
; -n(s) an(s)
H m(p) 7

]

(4.8, 8,5)=(q. 8,3, m(p)(Drlr) g.

1

DEFINITION. Soit [l =(K*,p.H", C) une categorze d'bomomorphismes. On dira qu'une
catégorie d'homomorphismes fi = (K-, p H C) est un élargissement (resp, élargisse~
ment maximal) de 1 si (K-, p, H') et (K-, pL , C') sont des élargissements (resp.
maximaux) de (K-, p,H*) et (K", pi,C").

“

PROPOSITION. Soient Il=(K+, p,H*,C}) et II=(K-", 1; H é) deux catégories
d'homomorphismes, et H CC. Alors 11 est un élargissement (resp élargissement
maximal)de 1 si, et seule:nent si, H* est un élargissement de H* et C*un élargisse-
ment de C* (resp. tel que 11 soit de plus saturée),

. Cette proposition montre que ﬁ est un élargissement de Il si, et seulement si,
IT est un élargissement de H* au-dessus de K*, au sens de [5].

PROPOSITION. Soit [ =(K*,p,H*, C) une catégorie d'homomorphismes. Si C = H,;
(resp. si p(C,;, ) est un sous-groupoide plein de K, ), alors [1 admet un élargissement
maximal.

REMARQUE. La condition plus faible indiquée dans le corollaire 2, p. 37 [ 5] n'est pas

suffisante pour que II admette un élargissement II .
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26 C. EHRESMANN

5. Espaces de structures.
Nous aurons a utiliser la notion suivante :

DEFINITION. On dira que (m,p,C',.) est une catégorie d'homomorphismes avec
atomes si (M, p,C*,.) est une catégorie d'homomorphismes saturée, & produits finis,
st C* admet un @ -produit a tel que p(;) soit I'ensemble ayant un seul élément a et
si, pour tout s €C tel que a € p(s), il existe b € C vérifiant a(h) = a et B(h)=s;
on appelle 2 un atome de (M, p,C*, . ).

Cette définition entraine que » est une (M, p)- injection.

PROPOSITION. Soit (M, p,C*,.) une catégorie d'homomorphismes a produits finis. Si
s, €C;,0n i=12etsi Cadmet un @ -produit a tel que p(;) ={al}, on a epls,),

il existe b €C, tel que a(bh)=s, et ,@(h):;-st )

COROLLAIRE. Si (M, p,C*,.) est une catégorie d'homomorphismes avec atomes et si

s; €Cr,oai=1,2, il existe b EC,;, tel que :
a(b)=s,, Blhlgs,Xs, et p(B(h)=1x1xXp(s,),

pour tout x ep(sl).

Soit (M, q,H,.) une catégorie d'homomorphismes. Soit 71=(C", S, k') une
espéce de structures et soit 7' I'application z » e de § dans C telle que(e, z) €C S .
Si ((C*,s), 7 ,(S,0)) est une H-espece de structures [ 4c] nous désignerons aussi

cette K- espéce de structures par le symbole ((C-,s),(S,0),«").

DEFINITION. On appelle H-espace de structures une H-espece de structures
N=(C",s),(S,0),K") vérifiant la condition suivante : il existe une espéce de

structures ( 7 ,H) dominée dans (q, K) telle quespour tout e € C(; , on ait H(e)Ta .
On appelle alors ( M, H) l'espéce de structures dominée sous —'r).

THEOREME. Si (N, q,H,.) est une catégorie d'homomorphismes avec atomes toute
X. espéce de structures est un K- espace de structures.

Si (M, 4,H,.) n'est pas une catégorie d'homomorphismes avec atomes, une
H- espece de structures peut ne pas &tre un H- espace de structures. Ainsi pour qu'une
¥ - espece de structures ((C*, c ),SJ', k') soit un F-espace de structures, on
C,=1(S), il faut et il suffit que 'on ait C;C C: et que, si f* L [ est défini dans
Ch, on ait fz = f'z pour tout z 6;%'(01.([)). En particulier ces conditions sont véri-
fides si ((C-, CJ'),S'L, k') est la ?-espéce de structures associée A une espéce
de morphismes (c'est-a-dire si + est la loi de composition triviale sur C [ 4c ]).

Si (52 S, cpo),.‘r-h) est une application H- covariante [4c ] et si .'7_72 et ;_‘
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sont des H-espaces de structures, alors (), e,) définit aussi une application cova-
riante entre les espéces de structures dominées sous ;;-1 et sous ;7-2 respectivement,

Soit Q(H) 1la sous-catégorie pleine de @(J}() formée des applications K-
covariantes entre M- espaces de structures. Nous désignerons par pf( et pz( les pro-

jections :
(M, (2,9, 7,)5(C; ,5,),0,(Ci 5D
et (M,,(2,9),1)-(0,,9,,0,)

de G(}() vers la catégorie X des foncteurs X - structurés et vers la catégorie H respec-

tivement. Soit (K ,:7_, H) te foncteur canonique de T vers X.

DEFINITION. On appelle H-espace de morphismes un couple (%,G),oﬁ 7 est un
}(-es[mce de structures ((C*,s),(S,0), k') et oa ((C*,S,K"'),G) est une espéce
de morphismes, vérifiant la condition suivante : soit (7M,H) ['espéce de structures
dominée sous % alors (G(e), H(e)) est une catégorie H-structurée, pour tout e €7'(S) .

Soit (5, G) un H-espace de morphismes. Soit G I'application définie de la

fagon suivante :
Gle)=(G(e), H(e)) sieem'(S)
et E(/)=(-(_;(e'),/~,5(e)) si feC, a(f)=e e B(f)=¢",

o C; est la sous-catégorie de C - opérant sur§-. Le couple (C',.(J:) est un couple
dominant dans (q-q—,K) une espéce de structures. Supposons C, = C et désignons par

3. - la catégorie produit croisé §*X . C* (voir[ 4d 1).

THEOREME. Si (M, g, H,.) est une catégorie d’homomorphismes a produits finis et
résolvante a droite, il existe G 6}(0 tel que 5’7 OX s X O et que (i ©, &) soit une
catégorie N - structurée.

Soit M= (C", S ,K') une espice de structures; soit 77 la projection canonique
de C'*SD vers C et C1= W(C'*So). Soit

n=((C*,s),(S,,0),K")

un H-espace de structures et (7, H) l'espéce de structures dominée sous :r)— Soit
(7, F)} une espéce de structures dominée dans (p,@(?ﬂ)) (nous reprenons les notations
des conditions 1, 2, 3, $ 1) et supposons que (C°*, G) soit un couple dominant dans
(pg:,ﬂ:) une espéce de structures (L = (C',E, ®'). Soit @ I'application source dans

la catégorie §*, somme des catégories G(e), et soit 7' 1'application canonique de

S, dans Eé .
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Soit (; ,G) un H-espace de morphismes, od ; =((C*,s), (E,;),;') et soit
(p ,-1-7) I'espéce de.structures dominée sous ;—2 . Nous supposons de plus que
- — -1 s
n'(e)=((G(e),H(e)), (' (e),H(e)), k'(e)) soit un H-espace de structures, pour
tout eG(C-l)(;. Soit (C*, ;7) le couple dominant dans (pg:,?) I'espéce de structures
" =(C+,%,K") construite au § 1, telle que :
- -1
F(e)=(G(e)xm'(e))" pour tout e €(C )
THEOREME. Si (W, g, H, .) est une catégorie d'homomorphismes a produits fibrés finis,
(.77 ", I:“) est un H-espace de morphismes, oii
nT=(C,s),(5,0),K")
et o o est le produit fibré dans (N, g, ) défini par :
o=(0,a,5)V(o,7",0).
Soit (77",1}) l'espéce de structures dominée sous 5"; alors f.l(e) est la catégorie

K- structurée des bypermorphismes [ 4c | associée & 7'(e), pour tout e € C. .
fo

DEFINITION. Si les bypothéses précédentes sont vérifiées, on dira que (%,:L_L, F) est

un K - espace de structures au-dessus d'un } - espace de morphismes.

H{e)

G(e) E(e)

Q»
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WY.ESPACES DE STRUCTURES.

Soit (M, q, H,.) une catégorie d'homomorphismes et soit ¥ = (X ,k/l,}(') un fonc-
teur fidele.

DEFINITION. On dira que (-7—7, H') est un V-espace de structures si les conditions
suivantes sont vérifides :

1) -7-’]-= ((C*,s),(S,0), k') est un }(-espace de structures; soit (m,H)
l'espéce de structures dominée sous -?3

2)(C-,H') est un couple dominant dans ( q\, Ht) une espéce de structures et
ona H=yH'.

La notion de W-espace de structures généralise la notion d'espace fibré dont

-1
les fibres sont munies de superstructures; le couple (7'(e),H(e)), oo e €7'(S),

peut &tre considéré comme la fibre sur e, H'(e) étant la superstructure correspondante,

PROPOSITION. Pour que (;)‘,H) soit le H-espace de structures sous un M -espace
de morphismes (-7_7,6), il faut et il suffit que (-'r_),-ﬁ) soit un (H,;,K)-espace de
structures, ou K est la catégorie des foncteurs H- structurés et E( e)=(G(e)},H(e))

pour tout e €77'(S).

CAS PARTICULIER. 1) Supposons que (M, ¢, K,.) soit une catégorie d'homomorphismes
A produits finis, que ¥ soit un foncteur compatible avec les produits et que (M,qy¥ H', )
soit une catégorie d'homomorphismes avec atomes. Soit (C',s) une catégorie K-

soit H'(e)=0' x e , ol e estl'atome tel

structurée. Soit o' € H' . Pour tout e € C
o o

que g (e)={e}; soit H' I'application de C dans H':f+0o' x (e, £,e), on
Ele)=c¢', e=a(f), e =B(f). Soit n=(C", §, k') l'espéce de structures dominée
par (C-, H') (qui est I'espece de structures associée au foncteur constant f -+ qy(o".
Alors

.7—7.=((C',s),(S,O"Xso),K'), ol s, s,
est un H-espace de structures et (%, H') est un ¥-espace de structures appelé le
V- espace de structures trivial défini par (C*,s,0").

2) Soit D la catégorie des triplets (l—i"? (9,9, E ’), ot Ei =

( E:' »(K;,+,.)) estun espace vectoriel topologique sur le corps topologique (K, +, D
ol ¢ est un isomorphisme topologique du corps (K ,,+,.) sur (K,,+,.) et ol ¢' -est
un homomorphisme continu du groupe topologique Et dans E; tel que :

Q' (kx)=Qk)P'(x) si x €E, et k€K, .

La loi de composition sur U est définie par :

(B oy (9 @) L) (Ey (9, 9),E )= (E o (9,9, 9,9),E,).
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Soit v le foncteur de U vers la catégorie J des applications continues entre espaces

topologiques tel que :
V(E, ,(9,9),E }J=(E, xK,,9" x9,E, xK,).
Soit @1 (resp. gz) la catégorie des homomorphismes continus entre groupes abéliens

(resp. corps) topologiques et soit ;i = (m,pi,gi) le foncteur fidéle canonique, od
i=1,2. Soient ;Ii les foncteurs de U dans Qi :

Py (E, . (¢,9),E)=(E}, o, ET)

PL(E, (9, @), E)=((K,, +,.), P K+, D)
Soit (;, H') un v-espace de structures, ol

M=((C*,s).(5,0),k") et H'(e)=(E} (K, +,.)) pourtout e €C;.
Soit ;1 (resp. ;2) le groupe (resp. anneau) atomique tel que Pi(;i) =e, i=1,2. Si
f€C, e=a(f) et e =pB(f), posons G,(f)= ;‘1 H'(f)X &;, ot &; est'isomorphisme
trivial de ;-i sur :’i. (C-, Gi) est un couple dominant dans (p,.,gi) une espéce de
structures 7, = (C NI E Soit o, (resp. 0,) la topologie sur 5, (resp. §,) homé-
omorphe 4 la topologie induite par o sur la classe des couples (z,0,), ou 0, estle
0 de (K,_,+,.) (resp. (0, k), od 0', est l'unité de E:). En posant
T =UCTs) (5,0, K,

(.7_7:" G;) est un ;‘i-espace de structures. Un v-espace de structures est appelé un
espace fibré vectoriel généralisé; c'est un espace fibré vectoriel ordinaire si C* est un
groupoide localement trivial et si (772, Gz) est le ;}-cspace de structures trivial
défini par (C*, s, (K, +,.)).

Soit (-’r;,-/.:,F) un H.espace de structures au-dessus d'un X-espace de mor-
phismes (nous reprenons les notations antérieures). Supposons que (-7;, H') et (/_1-,7-1.')
soient des ¥ - espaces de structures et que, pour tout e E7T'(So) ,F’(e)=((G(e),E'(e)), H'(e), k})
soit un }'-espace de structures. Ceci é&quivaut A se donner une espéce de structures
(m, F') dominée dans (p}z(' ,G(}(' )) telle que :

L} — ] —
\/zp}z( F'=H e Yy p}f F'=H.
PROPOSITION. (7:], ;1') est un W-espace de structures, oa I.{'(e) est, pour tout
e em'(S ), la catégorie - structurée des bypermorphismes [ 4c ] associée a F'(e).

DEFINITION. Avec les notations précédentes, on dira que (1, i, F') est un W-espace

de structures au-dessus d'un J - espace de morphismes,
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CATEGORIES STRUCTUREES ET CATEGORIES
DIFFERENTIABLESY)

PAR

CHARLES EHRESMANN
(Paris)

On donne une théorie générale concernant le probleme &’introduire des struc-
tures supplémentaires sur des catégories ou des groupoides, ces structures devant
étre compatibles avec la structure algébrique de la catégorie ou du groupoide.
La théorie met en évidence les faits algébriques communs a des cas en apparence
trés différents. Elle conduit & I'introduction des catégories topologiques et des
catégories r-différentiables.

Depuis longtemps on considere sur certaines structures algébriques
(groupes, anneaux, corps, algébres, espaces vectoriels) des structures sup-
plémentaires, par exemple des structures topologiques, des variétés diffé-
rentiables, des structures métriques, de structures d’ordre... De la
méme fagon, on est amené 2 introduire des structures supplémentaires sur
des catégories ou des groupoides, ces structures devant évidemment étre
compatibles avec la structure algébrique de la catégorie ou du groupoide.

La premiére idée pour « structurer » une catégorie est de munir cha-
que classe Hom(e’, e) d’'une structure supplémentaire. D’une facon précise :
Soit p un foncteur fidéle d’une catégorie H* vers une catégorie M d’appli-
cations, une unité s de H' étant appelée une p-structure sur p (s). Soit ¢
une catégorie. On appellera catégorie p-dominée ([1] chapitre I1) un couple
(C', I), o F est un foncteur de C" x C* vers H  tel que p - F = Hom,.
Ainsi les catégories préadditives sont des catégories p-dominées, p étant
le foncteur d’oubli de la catégorie des homomorphismes entre groupes abé-
liens vers M. On peut préciser cette notion lorsque p est &4 produits finis
(déf. 6—1IV [1]): On appelle catégorie discrétement p-structurée un couple
(C", Fy), ou Fjest une application de (, x C, dans H, (= classe des unités
de H') vérifiant la condition : Si e, ¢’ et ¢’ sont des unités de €', il existe
un morphisme % (e”’, €', €) de source Fy (e, e’) X F, (¢, €), de but Fy(e", e),

*) Cet article est le texte des deux conférences données par l’auteur au Colloque

international sur les variétés différentiables de Bucarest (juillet 1967). Les notations sont
celles de {1] (voir fin de la bibliographie).

REV. ROUM. MATH. PURES ET APPL., TOME XIII, NO 7, p. 967-977, BUCAREST, 1968
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tel que
p(Fy(e, €)) =Homg. (¢/;¢) et p(k(e’, ¢, €)) (y, x) =y

On appellera catégorie fortement p-dominée une catégorie p-dominée (€', F)
telle que 1a restriction F, de F & Cy X €, définisse sur ¢ une structure
de catégorie diserétement p-structurée.

Si (O, F,) est discrétement p-structurée et si p est 4 atomes (déf.
8 —1V [1]), 1] existe une catégorie fortement p-dominée (C’, F) prolongeant
F,. Ceci est par exemple le cas lorsque p est le foncteur d’oubli de la
catégorie des applications continues vers M ; mais non lorsque p est le
foncteur d'oubli pr vers M de la catégorie F des foncteurs. Si (C°, F,)
est discrétement p-structurée et sip est & sommes, on peut munir C'de la
structure s = = F(e’, ¢). La notion de catégorie p-structurée [2] que nous
allons rappeler « assouplit » Ia notion ainsi obtenue en admettant sur ¢ des
structures s qui n'induisent pas nécessairement sur €, une structure « dis-
créte » (i. e. somme d’atomes).

Des exemples importants de catégories structurées sont fournis par
les catégories topologiques, différentiables, ordonnées, doubles, ete. L'inté-
rét de faire une théorie générale réside dans la mise en évidence des faits
algébriques communs & des cas en apparence trés différents, ce qui con-
duit & des théorémes fins, dans lesquels interviennent seulement les hypo-
théses algébriques néecessaires pour leur validité.

1. DEFINITION DES CATEGORIES STRUCTUREES

Nous désignons par M la catégorie pleine des applications entre en-
sembles appartenant 3 un univers M,. Soit p un fonecteur (M, p, H')
d’une catégorie H' vers M. Pour simplifier, nous supposons toujours
que p est un foncteur d’homomorphismes saturé, i. e. ([1], déf. 20—1IT):

1° p est un foncteur fideéle; par suite on peut représenter he H par
le triplet (B(R), k, «(k)) qui le détermine entiérement, h désignant la sur-
jection & — p (k) (z) de p (« (k) sur une partie de p (8 (h)). En particulier,
p (s) sera noté g pour toute unité s de H'.

2° Si s« Hy et si f est une bijection de s sur M, il existe un et up
seul inversible he H tel que o(h) = s et p(h) = f.

Rappelons que s’ € H; est une p-sous-structure de s ([1], déf. 7—1III),
noté s’ — s, si

1° s’ s et(s,, s)eH, ou (3, 1, 8") désigne l'injection canonique
de s’ dans s. . . .

2° Soit h = (s, h, 8)cH tel que h(s) Cs'. Alors (s', h, s)e H.

DRFINITION [2]. On appelle catégorie p-structurée un couple (C, s}
tel que:

1° ¢ est une catégorie, se Hy et p(s) = C;

2° 11 existe ¢+ = (8, 1, 8o) € H tel que p(s)) = Co, @ = (89, x, 8) :
eH, b= (8, B 8)cH.
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3° 11 existe un produit fibré sxs de (a,b) dans H' tel que k = (s,
%, §¥8)eH, ou x est la loi de composition de C'.

a
iR i\ X Pt
5 - sxs - *
Nt A v
L’axiome 2 entraine s,—s. 8’il existe un produit sxs dans H tel

que p(sxs) = Cx 0, alors on a 8 % s — $xs. Dans tous les cas, s, est le
noyau de (s, a) et de (s, b), ou

a=(s o s) =it.ac Het b=(s, B, 8) =4.b e H.

DEFINITION. On  appelle foncteur p-structuré un triplet
F=(C,s), F, (C,s)) tel que

1° (€, s) et (C, 5) sont des catégories p-structurées;

2°F = (C, F, C) est un foncteur et (5, F, s)e H.

XNous désignons par F(p) la catégorie des foncteurs p-structurés,
dont la loi de composition est

((Ci. 5), By, (01, ). (T, 8), F, (C7, 8) = ((Cy, 5), Fy B, (€, 9))

si, et seulement si, (C;, ) = (C', 5). On définit trois foncteurs canoniques
de source F(p), & savoir

Fp)
p’ vers F, b P
A . H
p* vers H' | F
p=p- pi=rp.-p vers M. e F

Raffinements de la notion de catégorie structurée

Soient H' et H’ des parties de H et (C, s) une catégorie
p-structurée.

1° 8Si acH', beH', ke H"”, on dit que (C, s) est p (H', H'), H'')-
structurée.

2° 8i ke H"” et 8%l existe
[b7 a’] = (SOX.S‘O, [ﬁ; OL], 8)8H7 ol [B’ Oc] (w) = (p (ﬁ); O((.’L')),
on dit que (O, s) est p (H', H")-structurée.

3° 8i € est un groupoide et s’il existe (s, I, s)e H, ou I (z) =271,
on appelle (€', s) un groupoide p-structuré. Dans ce cas, (s, I,s) e H,.
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2. THEOREMES GENERAUX

Nous supposons dans ce paragraphe que le foncteur d’homomor-
phismes saturé p est & produits finis et & noyaux, c’est-a-dire :
1° Pour toute famille (s;),c; d'unités de H', ot I est fini, il existe
un produit (qui est alors unique) IT s; dans H' tel que p (IT s) = II ;.
ier el

iel

2° p est résolvant & droite ([1], déf. 8 —III), i. e. si by et Ry sont deux
éléments de s'. H. s, il existe une p-sous-structure s’ de s telle que s’ soit le
noyau de (p (hy), p (hy)), ¢’est-a-dire 1a classe des x e s tels que hy () =h, ().

Avec ces hypothéses, (€, 8) est une catégorie p-structuréde =i, et seu-
lement si, Ia catégorie € et se H, satisfont les axiomes :

1° 11 existe @ = (8, z, s)e H et. b = (s, B, s)e H;

2° Soit s 3¢ s le produit fibré de (d@, b) se projetant sur ¢ 3 C (s3-s
existe, car p est saturé et admet des produits et des noyvaux)., Alors
ko= (s, »,8%8)eH.

THEOREME [2]. 1° f) est un fonctewr d’homomorphismes saturé & pro-
duits finis et & noyaux, donc & I -limites projectives pour toute categmle finie
I'. Si de plus p est a J -limites projectives, il en est de méme pour p

2° Soit (€, s)F(p)y. St C; est une sous-catégovie de €' et si §,—8 el
ps)) = Cy, alors (€1, ) est une p-sous-structure de (C'ys) (on dira sous-
catégorie p-structurée).

Supposons que p soit la restriction d un foneteur d homomorphhmes

saturé & produits finis et 2 noyaux P = (M P, H ), ol M Gst Ia cateoorle

pleine d’appheatlonx associée & un univers M0 tel que My e M0 et M,C M0
et ot A = £ {M). Soit M, la classe des MeMO admettant une bijection
sur un élément de M,.

On dlt [3] que P est — -engendrant pour M s’il vérifie la condition :
Soient Se HO et MeM, tel que M C P(S); soit 4 la classe des P-sous-
struetures 8 de § telles que M C P(s'); il existe §e A vérifiant

P(5) =N P(4) et P(5)eM,.
On dit que P est dénombrablement engendmm pour M [3] «'l est
— - engendrant pour M et si, pour tout S = Ho et toute suite (s,);ey de P-sous-
structures de 8§ telles que P (s;) C P (s, 1)EM0, il existe une P-sous-
structure § de S telle que P (8) = U P(s).

THEOREME [3] Supposons P denomb;ablement engendrant pour M.

Alors le foncteur P deF F(P) vers M est—- engendrant pour M, de méne
que sa restriction & la sous-catégorie pleine F,(P) de F(P) ayant pour unilés
les groupoides P-structurés.

522



5 CATEGORIES STRUCTUREES ET CATEGORIES DIFFERENTIABLES 971

Ce théoréme a de nombreuses applications. En particulier, & Paide du
théoréme d’existence de structures libres ({4] th. 1), on en déduit :

THEOREME [3]. Supposons que HGMO et que P soit dénombrable-

ment engendrant pour M et & Mo-pmdmts Alors F(p) est une catégorie &
Fo-limites inductives. Soient (C°, s)€F(p), et + une relation d’équivalence

sur C; il existe une p-structure quasi-quotient de (C°, s) par v (appelée caté-
gorie p-structurée quasi-quotient de (C°, s) par v ).

(Rappelons la définition d’une g-structure quasi-quotient, relative-
ment & un foncteur ¢ de K vers M: On
dit que ¢ est une g-structure quasi-quotient 5/ #
[3] de se K, par la relation d’équivalence .
rsur ¢(s) il existe jeo. K. 6 tel que ¢(j) - ¥i
xoit compatible avec r ¢t que, si heK. o )
et s ¢ (h) est compatible avec r, il existe un we 9B !
et unseul A" e K vérifiant B’ j = k. Si de AN T s
plus ¢ (j) est la surjection canonique r de 7/ . - A
s sur ofr on dit que ¢ est une g-structure \\_ﬁ S :
quotient ([1], déf. 9—1I1) de & par ».) \\~,=¢I/

THEOREME [3]. Si les conditions dv thé-
oréme précédent sont vérifices, F(p) est une catégovic & F (p)-projections ei
a 3 (p)-projections ([1], déf. 15—1I11) ol S(p) est la sous-catéyorie pleine
de F (p) ayant pour unités les gronpes p-str neturés.

Autrement dit : Toute catégorie p-structurée admet un « plongement
universel » en un groupoide p-structuré et en un groupe p-structurd.

Noient | et J deux parties de Fy. Soit F'H (p) la classe des tui
plets 6 == (((7, 8), v, @), ou (', 8)eF (p)y ¢t ol v el u sont respective-
ment une applieation  |-limite projective partielle ¢t une application
J-limite indnetive partielle sur € (Clest-a-dire w associe & certains fonctenrs
D de I'e) vers ¢ une transformation naturelle u (®) de @ vers un
foncteur # constant sur e, définissant e comme limite inductive de @),
Roit F'H(p) la (ateomle dex triplets (s, I, oy), ot ¥ = ((C3, 85}, F, (',
s))eF(p) et oit p' (F) est compatible avee (&,, %) (c'est-i-dire ()
L (D) =5, (p(F). D) pour &=y et v. Soit FU(p) la sous-catégoric
pleine de F '” (p) ayant pour objets les o tels que p et v soient des appli-
cations |-limite projective et J-limite inductive totales saur C'.

THEOREME DE COMPLETION \TRUCTLPLE (4] Supposom P dénom-
brablement cngendrant pour M et & M0 produits. St HeMO, lcM, et J=
M, la calégorie F'Y (p) est & F'(p)-projections.

Ceci signifie qu'une catégorie p-structurée peut étre « universellement
plongée » en une catégorie p- \tructm ée & [-limites projectives et & J-limites
inductives, avee eonservation de certaines limites naturalisées données.

Exemples
1°. Cas o P est — -étalant, i. e. [3]si seﬁ(; et si M C g, il exis-
te s’ —s tel que ' = M. Si P est & M,-produits, les théorémes précé-
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dents s’appliquent. Il en est ainsi dans le cas des catégories ordonnées,
qui sont des catégories w-structurées (oll o est le foncteur d’oubli vers
M de la catégorie des applications ordonnées) et dans le cas des caté-
gories topologiques (catégories 0-structurées, 6 désignant le foneteur d’ou-
bli vers M de la catégorie des applications continues entre espaces topo-
logiques).
A

2° Cas out P est le foncteur d'oubli vers M de la catégorie des homomor-

phismes entre struectures algébriques d’une certaine espece [5]. Alors P

A

est dénombrablement engendrant pour M et & M,-produits [5], de sorte
que les théorémes généraux s’appliquent. Tel est le cas pour les catégories
doubles (catégories p -structurées {2]), pour les catégories multiples (défi-
nies [2] par récurrence comme les catégories pi'~U-structurées, ou py'~1 est
le foncteur d’oubli vers M de la catégorie des foncteurs (n — 1)-uples),
pour les catégories sous-préinductives [3]. )

3° Cas ol p n'est pas & noyaus. Les hypothéses des théorémes précé-
dents ne sont pas vérifiées. Mais on peut canoniquement étendre p en un
foneteur p satisfaisant ces conditions; la construction d’une extension
« minimale » et d’une extension « maximale » sont données dans le mémoire
[127]. Les théorémes généraux sont done valables pour les catégories p-
structurées. En particulier cette méthode pourra étre appliquée au fone-
teur 3" vers M de la catégorie C" des applications r-différentiables, qui
est & produits finis, mais non & novaux ; on étendra ainsi 3" en un fonctenr
4 NOYAUX (resp. & noyaux et & M,-produits) 8" et on étudiera les catégories
d7-structurées.

3. ESPECE DE MORPHISMES ASSOCIEE A UNE CATEGORIE STRUCTUREE

Soit ¢ = (€', s) une catégorie p-structurée, ol p est un foncteur
d’homomorphismes saturé (M, p, H ‘). Pour tout s'e H,, désignons par
K, la classe multiplicative telle que K,,=s. H.s', la loi de composition
étant

(h'y Ry — Boh = (8, % [.}ﬁly .;l]a 8’)

si, et seulement si, (s, «, s). B’ = (s, B, 8). h. Autrement dit : il existe un

unique v(k’, h) e (s ¥ 8).H.s" associé au couple (&', k) par le produit fibré
de (s, b), et

Reh =k.v(h, h), ol k= (s,%,8%5).
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THEOREME. K3, est une catégorie, dont les wunités sont les h e Ky
tels que h(s' ) Ci. Soit K° la catégorie somme des catégories K3, ot 8’ € H.
Alors (o) = (H*, K°*, »') est une espéce de morphismes, x' étant la loi
de composition

(fih) = hf si a(h) = B(f).

Ceci signifie que, pour tout f € s'.H.s"', la surjection h — h.f définit
un foncteur de K3 vers K3, ([1], déf. 29 —II).

Ainsi 3 la catégorie p-structurée ¢, nous avons associé 7 (s), qui est
une structure de H -catégorie sur s (au sens de [10]). Mais la notion de ca-
tégorie p-structurée est plus stricte que celle
de H'-catégorie sur une nnité de H' (les rapports
entre ces deux notions sont discutés dans [6]).

Soit IZ(6)" la catégorie produit croisé as-
sociée i 1'espéce de morphismes (o ) ([17, agéf. ™
32 —TD). Ses éléments sont les triplets (m, f, /), ol :

me(l,,) ,fes’-H-8", he K, ¢t 5
m-f = B°(h) = (s, 8, )4,

la loi de compuosition éfant

(m's ', 1) (my £y ) = (m/s f* .y (B.f) o B)
si, et seulement si, «® (') = (s, «, 8).b =m

Suppomm que q = (M, g, H") soit un foncteur d’homomorphismes
saturé b produits finis et a4 noyaux, et que (H', D) soit une catégorie
g-dominée telle que le foncteur Ds, : b — D(h, s’y soit compatible avec les
produits fihrés finis pour tout 8" e Hy.

TuroriME. (K&, D(s, s')) est une calégorie q-structuvée.

Suppoxons de phm que (H', D) soit fortement g-dominée. Pour tout
couple (s, ¢') d'unités de H', désignons par R(s’, ') la classe des (m, f,
h)e R(x) tels que fes' .H.s"

THI«ORHIE Il existe une g-sous-structure D(s', s'') de D(S. 8y X
% Dis’, 8) X Dis, 8") telle que q(D(s', 5")) = R(s', &) ef, si 8" e H,,
il existe un élément k(s”', s', 8'') de D(s’"", ' )H .S a/)phque par q sur la
restriction de la loi de Lomposmon de R(c) a R(s'", 8" X R(s',8""), ot § est
une g-sous-structure de D(s'"’, 8') x D(s’, s"').

COROLLAIRE. Supposons q & atomes. Il exisle une catégorie fortement
q-dominée (Rls), D), on I)(p. . u) est une y- sous structure de D(s’, s pom‘
tout couple d>unités pwe R(s"’, ') et p' e R(s', 8'). De plus (R, (o), (s ,87)
est une catégorie q»structurée, ot R (6) est la sous-caibgorie de R(es ) défi-
nie par R(s’, §').

4. SECTIONS LOCALES DES CATEGORIES TOPOLOGIQUES

Soit 6 le foncteur canonique vers M de la catégorie T des appli-
cations continues. Une catégorie 6-structurée est appelee catégorie topo-
logique. C’est done [2], [7], [9]) ur. couple (O°, T'), oi C- est une catégorie,
T une topologie sur C, vérifiant les COIldlthIlS

1° (T, «, T)eT et (T, B, T)eT.

5 — . 5392
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2° (T, », T¥%T)eT, oo TX% T est la topologie T X T/C (" in-:
duite par T x T sur C' % C’. Si de plus € est un groupoide et (7,1, T) e
eT, ou I(x) = a4, alors (C°, T) est un groupoide topologique.

Le foncteur 6 est un fonecteur d’homomorphismes — -étalant & M,-
produits et & atomes. Les résultats du §2 s’appliquent & la catégorie
F (6) des foncteurs continus. Le théoréme d’existence d’une catégorie
topologique quasi-quotient se préeise :

THEOREME [T]. Si (€', T') est une catégorie (vesp. un groupoide) to-
pologique et v une relation d'équivalence sur C, il existe une catégorie (resp.
un groupoide) topologique quasi-quotient de (C°, T) par v dela forme (C°, T),
olt (" est une catégorie quasi-quotient de C" par v.

A A

Méme i € = Cfr, 1a topologie T peut étre différente de T'/r.

Soit ¢ = (", T) une catégorie topologique. Soit R(s)' la catégorie
produit croisé associée a I'espéce de morphismes %(sc) correspondante
(§3). Nous allons définir nne sous-catégorie de E(c).

DEFINITION [7]. On appelle section locale de o un triplet (U', ¢, U),
ou:

1° U et U’ sont des ouverts de T3

2 (T, ¢, TIU)eT, a o(x) = o et Bo(x)e U’ pour tout xe U.

Soit 8(s) la classe des sections locales de o.

THEOREME. On définit une catégorie S(s)® isomorphe a une sous-ca-
tégorie de R(s), dont la loi de composition est

(Lw/’ (Ply IJ{)O(U’, {‘?’ lY) — (L,VI/’ <P”a Lr) ’\1 Lv{ — Lv/’ 01\1 {?r/ —
= % [¢' B9, @] (Cest-d-dire " (r) = ¢’ Po (). ¢(x)).

Il existe une quasi-topologie [11] canonique 7. sur 8(c)telie que(S(q)',Ax)
soit une catégorie quasi-topologique [7].
L’isomorphisme est défini par la Dijection ~ :

(' o, Uy =T, v TIUY(TiU'y B, T/U), (T, 9, T/U)).

S(c)* est appelée catégorie des sections locales de o. En général, elle n'ext
pas munie d'une topologie. En utilisant les résultats du § 3, on peut la

munir dune quasi-topologie A (qui est définie directement dans [7])

et (8(a)°, 7A\) est une catégorie quasi-topologique. En effet, (T, D) ext
une catégorie fortement 0'-dominée, 8’ étant le fonctenr d’oubli vers M
de la catégorie T’ des applications quasi-continues [7] entre espaces quasi-
topologiques, la domination D associant & (7, T') Ia quasi-topologie de la
convergenee locale [7] sur la classe T.T.7" (celle-ci généralise la topolo-
gie de la convergence compacte, a laquelle elle s'identifie si 7" est locale-
ment compaecte). Soit o, la catégorie topologique (€7, T.), ou (", est la
catégorie somme de C* et d’une unité a e ¢, et ot T est la topologie la
moins fine sur C. telle que T_./C = T; soit Ty, = T /C,. On définit

une bijection ; de S({c) sur une sous-catégorie de R(s,)" par:

(U @, U) = ((Toy vy Toi)y (Taus Boos Ty ) (T, 0., To )
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ol v, est 'application identique de U’ et ot ¢, est I'application « globale »
associée a o:

o, (@) =¢(wv)sizeUet o, () =a si velU.

Cette bijection définit un isomorphisme de 8(o)* sur une sous-catégorie
de Rr,, (s,) (notations § 3). Comme cette derniére catégorie est

0’-structurée, par image réciproque par :} on. obtient une catégorie
quasi-topologique (S(s)°®, 2).

Soit 8, (o) la catégoric des sections locales pointées de o. Ses éléments
sont les couples ((U’, ¢, U), (¢', x)), o0 e U et z' = Po(x),la loi de com-
position étant celle induite par S* x (€; x C5)1, en désignant par (Cj x

X Cg)L le groupoide des couples associé & Cj. Soit #* la relation d’équi-
valence sur S,(c) engendrée par

(UL, o1, U, (&, 1) ~ (U o, U), (&', @)
si Uiy U, U,CU et ¢ = ¢/U,.

THEOREME [7]. Il existe une catégorie quasi-topologique J* (o) quo-
tient de (8,(c), N') par 1*, oi N est la quasi-topologie induite par » X
X (Ty X To) ‘

Un élément de J*(s) est appelé jet local de section, noté j% ¢. Par
itération, on peut définir une suite de catégories quasi-topologiques, appe-
lées prolongements non holonomes de o. Si T, est localement compact,
ces catégories sont topologiques (voir [7], IIT).

5. CATEGORIES DIFFERENTIABLES

Soit C la catégorie des applications r-différentiables entre variétés
r-différentiables de dimension finie ou infinie (modelées sur un espace de
Banach oun sur un espace vectoriel localement convexe gueleonque). Soit
8" son foncteur d’oubli vers M et soit S C’ sa sous-catégorie formée
des submersions.

DEFINITION. Une catégorie 3" ((SC’, 8C'), C')-structurée est appelée
catégorie r-différentiable ([8], [9]).

C’est donc un couple (C°, A), o € est une catégorie, 4 une
structure de variété r-différentiable sur C telle que:

1° 11 existe (4, ¢, 4,) € C avec a = (4y o, 4) e 8C’, b = (A4,
8, 4)e 8C” (11 s’ensuit que A4, est une sous-variété propre fermée de A
et (4, ., 4, vne immersion).

2° Comme @& et b sont des subimmersions, il existe un produit fibré
A4 de(a, b)ysur C % . Alors k = (4, », A% A)=C'. (1l s’ensuit que
A A est une sous-variété propre de 4 x A )

TUne catégorie r-différentiable (C°, A) est dite réguliérement diffé-
reniiable si

3° [b, a] est une subimmersion [8].

Elle est dite localement triviale [9] si de plus
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4° [b, a] (C) est un ouvert de A, x A, C, est ouvert pour A et
(C,, A,) est un groupoide r-différentiable.

Cette derniere condition entraine que tout ec C, admet un voisi-
nage ouvert U dans A4, qui admet un relévement »-différentiable v dans
A, relativement & B tel que av (U) = {e}.

THEOREME [8]. Si (C°, A) est une catégorie r-différentiable et si A
est une variété banachique, O, est ouvert dans A et (C,, 4,) est un grou-
poide r-différentiable.

REMARQUE. La théorie des espéces de structures r-différentiables
[8] au-dessus d'un groupoide différentiable localement trivial est équi-
valente & la théorie des espaces fibrés localement triviaux (voir [9]).

Soit ¢ = (C", 4A) une catégorie r-différentinble, ! un entier < /.
Nous désignons par gla catégorie topologique sous-jacente & o. Soit 87'(c)*
la sous-catégorie de S(s)® formée des sections r-différentiables de o,
i.e. dont les éléments sont les (U', ¢, U) e 8(o) tels que (4, ¢, A/U)eC.

THEORBME. S7(0)* est isomorphe  une sous-catégorie de la catégoric
produit croisée R(c) associée & lespéce de morphismes v(c) corresposndant
&4 o.

Soit J** (c) la sous-catégorie de J*(s) formée des jets locaux de
sections différentiables; c¢’est done la catégorie quotient par la relation
d’équivalence induite par * de la sous-catégorie S)(c) de § (g) formée
des sections pointées r-différentiables.

THEOREME [8]). Il existe une catégorie (' quotieni de J*7(5) par la
relation @ équivalence ¢ :

Ghe ~ jro’ si, et seulement si, o €l o ont le mime l-jel en .r (i
dans des carles locales convenables, o et o' ont mémes différentielles homo-
génes dordre 1" < I, en x). De plus (07, Ay est une catégovie (»v—1)-dif-
féventiable, A' étant la structure de variété (r—U)-différentiable canonique
sur Uespace des l-jets de A, dans A [8].

COROLLAIRE. On définit la catégorie (r—1)-différentiable (JI, A"
des 1-jets d’applications v-différentiables ¢ partir de la catégorie différentiable
«universelle » des v-germes (¥ X Y)J‘. V X V), o V¥V = variété ,univer-
selle” des germes des variétés Ve Cj.

On appelle (0, 4Y) le prolongement holonome d’ordre T de s, noté
o'. Par itération, on définit les prolongements non holonomes d’ordre 7
et aussi les prolongements semi-holonomes de s (voir [8]).

Soit u (s) = (C™, K*, »') l'espéce de morphismes associde & o =
= (C", A). Soit 7, 'espéce de morphismes pointée ( o K®,, %) suivante :
Les éléments de K, sont les couples (h, (2, 2')) tels que he K, 2'e a (k)
et @ = h (¢'), la loi de composition dans Kj étant

((hl, (ml’ x/))7 (h‘7 (wy TI))) %(h”}h (xl ) .13‘/))

si, et seulement si, h's h est défini dans K°. La catégorie C, est formée
des applications r-différentiables pointées et la loi x; est définie par

((f, (@y &)y (hy (@, &) = (R f, (2, 27"))

si, et seulement si, B(f) = o(h). Soit A.J 1a classe des X eJ7 dont le
but est un germe de A.
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THEOREME. Il existe une espéce de morphismes v (o) = (J©, (4.JY)°,
K"') quotient de v, . De plus ((A. J™)*, An [A.J™Y) est une catégorie (r—IU)-
différentiable et 7'(y) est sous-jacente & une espéce de morphismes (r—I)-
différentiable [8],” notée +'(o).

La loi de composition de (A. J™!)* est [8].

(X'y X) = ko(X', X) 81 aX’' = bX, ou v(X’, X) est I’élément associé
a (X', X) par le produit fibré (j}y., @, jhx, b), O a = (A4, o, A), b =
= (4, & 4).

C%mme 1}s) est (r—I)-différentiable, la catégorie produit croisé
associée est une catégorie (r—I)-différentiable.

THEOREME. Le prolongement (C'*, A') s’identifie ¢ une sous-catégorie
(r—1)-différentiable de la catégorie (r—U)-différentiable produit croisé asso-
ciée & 71'(c).

Ces résultats conduisent & une étude « catégorique » des propriétés
infinitésimales de catégories différentiables et par suite de la Géométrie
Différentielle.

Recu le 30 juin 1967

Institut H. Poincaré
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Notations [1]. Une catégorie (C, ») est représentée par C*, ot C cst la classe sous-jacente
et . le symbole de la loi de composition x: (y, x) > y.x de C x C* dans C; ses applications
source et but sont notées & et 3, 1a classe de ses unités C;, le groupoide de ses éléments inver-

sibles C;{, sa duale C*. Si e et ¢’ sont des unités de C°, la classe Home. (¢’, ) des morphismes
de source e, de butl ¢’, est désignée par e'.C.e.
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COHOMOLOGIE A VALEURS
DANS UNE CATEGORIE DOMINEE

PAR

Charles EHRESMANN

INTRODUCTION

La cohomologie est généralement définie & partir d’une caté-
gorie abélienne, c’est-a-dire d’une catégorie préadditive vérifiant
certaines conditions. Peut-on remplacer dans ce probléme les
structures de groupes abéliens par des structures de catégories? Le
probléme de la cohomologie non abélienne est un cas particulier
de celui-ci. L’étude de ces questions conduit & décomposer le
probléme :

Soit p un foncteur fidéle d’une catégorie # vers une catégorie
pleine .# d’applications. Soit H* une catégorie, J et _# des idéaux
de H* et # respectivement. Soit D un foncteur d’une sous-catégorie
H'* x H*de H* x H* (ou H* est la duale de H*) vers # tel que
p. D soit une restriction du foncteur Hompg.

1) On définit la notion de (p, 7 )-suite exacte courte (en utili-
sant les p-surjections et les p-injections []).

2) On définit la notion de complexe de (H*, J).

3) A un complexe K de (H*®, J), on cherche a associer une
(p, 7 )-suite exacte courte dont le « but » sera une structure de
cohomologie de X.

4) Un complexe de (H*, J) dont la structure de cohomologie
est triviale est appelé une suite exacte de H”.

5) A une catégorie donnée, on associe un « foncteur résolution »
a valeurs dans la catégorie des complexes de (H*, J).

Dans le cas classique, H® est la catégorie sous-jacente 3 une
catégorie abélienne, J est ’idéal formé des O-morphismes, D est le
foncteur de H® X H* vers la catégorie ¥ des homomorphismes
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entre groupes abéliens tel que D (e’, e) soit le groupe abélien donné
sur Hom (¢’, e); enfin _# est I'idéal de ¢ formé des applications 0.
Les suites exactes de la catégorie abélienne H* sont alors « retrou-
vées » par la méthode 4.

Nous réservons pour un autre article le probléme 5 de la
résolution (voir aussi conclusion). Un cas important est celui o #
est la catégorie des foncteurs % ; I’étude des suites exactes courtes de
foncteurs est faite dans le n° 3, ou le probléme du quotient d’une
catégorie par une sous-catégorie propre est résolu. Les n® Set 6
montrent comment construire des foncteurs de cohomologie relatifs
a la catégorie des applications covariantes ou contravariantes
entre espéces de morphismes (cette catégorie jouant le role de la
catégorie H"® et ¢ étant la catégorie #); le foncteur D est défini par
la donnée d’un foncteur a valeurs dans les applications covariantes
dominées par des foncteurs doubles [2]. On obtient par exemple le
foncteur de cohomologie centrale,

Les résultats de cet article ont été résum@9 dans deux Notes
a ’Académie des Sciences [3]; dans deux autres Notes [4], le cas de
la cohomologie dune catégorie a valeurs dans une espéce de
morphismes a été considéré.

Se rattache aux questions traitées ici le probléme de ’extension
des catégories (probléme inverse du passage au quotient) qui,
comme nous le montrerons ultérieurement, se raméne a ’étude de
certaines catégories de cohomologie d’ordre 2 et 3.

1. SUR LA NOTION DE SOUS-MORPHISME

Notations :

Soit H* une catégorie. Nous désignons par Hj la classe de ses
unités, par o et § ses applications source et but, par H* « H* la
classe des couples composables, par H, le groupoide des éléments
inversibles et par H* la catégorie duale. Si (f3,..., f1) est une suite
d’éléments de H tels que «(fiv1) = B(fi) pour tout i < n, nous
poserons :
igﬁ = fp- ... . f2 . 1.

Soit e € Hy; si e’ € Hj, nous désignons par e.H. e’ la classe des
heH tels que S (h) == e et a(h) = e’.
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Si H'* est une sous-catégorie de H°, nous désignerons par
O(H*; H, H) la sous-classe M de [OH* (voir [*]) formée des
quatuors (k', k, h,h')de H* telsque k" e H et h’ e H'. La classe M
définit une sous-catégorie double (voir [2]) de la catégorie double
([0 H*, & H*). Les applications source et but dans M (resp. dans
M©) seront notées a5 et 85 (resp. « T et 7). Si 4 € H, nous posons :

h® = (B (h), h, h, (h)) et hT = (h, B (h), o (h), h).

Soit Ry (H*) (resp. soit Rq (H*)) la classe des monomorphismes
(resp. des épimorphismes) de H*. Sur H la relation :

I’ H<_f si, et seulement si, il existe ge Htelque /' =f.g

est une relation de préordre. Soit A4 une sous-classe de H. Si 4

admet une borne supérieure (resp. borne inférieure) dans la classe

préordonnée (H, <), on appelle une telle borne une H°®-borne
o

supérieure (resp. une H'-borne inférieure) de A; nous désignons
par Uy A la classe de toutes les bornes supérieures de 4, par N g°A
la classe de toutes les H°-bornes inférieures de 4. On a :

(UH' A) . H;; = Ug* A; (('\H' A) . Hy. = Ng* A.
Si beuy A et b’ e un A sont des monomorphismes de H*, il
existeunetunseul ge H, telque b.g =b".Sibeun Aethe A,

on appelle b un H*-maximum de A; P’ensemble des H°-maxima
de A est noté max A (ou seulement max A). Sibeng Aetbed,

on appelle b un H*-mininmm de A; la classe des H°-minima de A4
est notée mgp A (ou min A4). On a b e max 4 si, et seulement si,

beAdet Acb.H;:onabemin Asi, et seulement si, b € A et si
bea. H, pour tout a € 4.

Remarque : Soit (h;); 1 une famille de H admettant une H*-borne
inférieure A. Si H* est formé de monomorphismes, il existe un
produit fibré naturalisé (%, gi)i e dans H* tel queh; . gi = h. Sih;
est un monomorphisme pour tout i € /, il existe un produit fibré
naturalisé

((hi, g)ie1, (h, a(h))) dans H*.

Par dualité on définit aussi sur H la relation de préordre <.
Hﬁ

La relation de préordre sur H engendrée par < et par la relation

de préordre duale de < est la relation : a
Hi

[ < f'si, et seulement si, il existe (', f', f, h) e O H".
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Nous désignerons par .# une catégorie pleine d’applications,
dont la classe des unités est identifiée a une classe .#o de classes.
On supposera que .#o contient avec une classe toutes ses sous-
classes, avec deux classes leur classe produit. Soit .#¢ (resp. #°) la
sous-catégorie de .# formée des injections (resp. des surjections)
et soit #*¢ (resp. #°¢) la sous-classe de .# formée des injections
canoniques (M, ¢, M") d’une sous-classe M’ de M dans M (resp.
des applications ¢ : s — s mod p, ou g est une relation d’équivalence
sur « (g)).

Soit H* une catégorie telle que ¢’ . H.e € .#o, pour tout
(e’, e) e Hy x H, Nous désignerons par Hompg* (ou simplement
Hom) le foncteur de H* X H* vers .4 tel que

Hom (e',e) =e’'.H.e si(e’,e)e Hy X Hp

et que Hom (#', ) soit I’application
f—h.f.h de Hom (x(h’), f (h)) dans Hom (3 (h"), = (h)),
pour tout (h', 1) e H X H. Sie € Hy et h e H, Papplication
Hom(e,h): f—f.h
est appelée application e-fransposée de h, et notée h¥. Si
p=(H, 2 K’) est un foncteur et si e € H,, I’application
k —Hompy" (e, p (k) = p (K)F
définit un foncteur de K* vers .#, noté p¥ et appelé foncteur e-trans-
posé de p.
Soit F la catégorie de tous les foncteurs

&= (C, D, C) telsque (C,2,C)e 4.
Soit p; le foncteur projection :
(C*, @, C*) - (C.P,C) de F vers 4.

ps est un foncteur d’homomorphismes (i.e. un foncteur fidéle tel
que (A, pgt, F,) soit un foncteur d’hypermorphismes [!]). Soit
F 4 la sous-catégorie pleine de # ayant pour unités les groupoides
G* € F,. Si @ est un foncteur de C* vers C*, nous représentons par
@ la surjection de C sur @ (C) = C telle que & = (C*, D, C*), par
(€, D, C™) la restriction de @ a une sous-catégorie C’* de C°, et
nous poserons :

@y =(Co, D1, Co) et D, =(C; D, C).
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Espéces de structures p-dominées :

Soit p = (#, p,#*) un foncteur. Rappelons ['] qu’un couple
p-dominant une espéce de structures est un couple (C*, F), ou F
est un foncteur d’une sous-catégorie de C* vers /# tel que :

p(F(e)) #o et p(F()np(F(e)) =0

si e e x(F), e e€a(F) etes#e'. Soit x'(F) I’application
(f; 2) = fz = F(f) (2) si, et seulement si, f € « (F) et z € F(a(f)).
L’espéce de structures

n(F)=(C,S(F),z (F)),ou S(F)= u _ p(F(e)

e€x(FYp

définie par le couple (C*, p . F), est dite sous (C°, F). On dit aussi
que (n (F), F) est une espéce de structures p-dominée.

Pour simplifier, nous supposons que p est fidéle et nous écrivons
un élément de 2# sous la forme d’un triplet

h = (8 (h), p (h), = (W)).

Soit &/ (p)o la classe de tous les foncteurs F tels que (« (F), F) soit un
couple p-dominant une espéce de structures et que I’on ait «(F) € Fo.
Soit .7 (p) la classe des quadruplets (F’, @, ¢, F) tels que :

Fed(pp, F edph, P=(@F) P «(F)) e,
p= (S(F), 9, S(F))e#, que (n(F), D, ¢, n(F)) soit une
application covariante [1] et que, pour tout e € o (F)o, on ait :

(F'.D(e), pr, F(e)) e .
Un élément de o7 (p) sera appelé application covariante p-dominée
de F vers F’ (voir [1]).

Nous noterons aussi 7 (p) la catégorie obtenue en munissant
la classe 7 (p) de la loi de composition :

(F,o,¢',F) . (F, 9,9, F) = (F', D' . D, 9" . ¢, F)

si, et seulement si, F; = F’.

Cas particulier :
Un couple ps-dominant une espéce de structures est appelé

une espéce de morphismes (voir [1]). Soit (C*, F) une espéce de
morphismes. La catégorie S (F)' somme des catégories F (e),
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oue e a (F)o, est une catégorie munie de la catégorie d’opérateurs
o (F) relativement & »’ (F) (au sens de [1]). Soit FO le foncteur de
o (F) vers Z tel que

Fb(e) = F(e)o si eea(F)o,
FO(f)=F(f) sifee .a(F).e.

Le couple (C*, F9) est une espéce de morphismes triviale (¢’est-a-dire
enti¢rement déterminée par I’espéce de structures 7 (F%)). Le couple
(C*, F7), ou F7 est le foncteur de « (F) vers & tel que

Fr(f)y=F(f)y si fee . a(F).e,

est une espéce de morphismes et on a S(F?)° = S(F),. Nous
poserons & == .7 (pg). On a (F', @, ¢, F) e & si, et seulement si,
Festy, F' eslo, ®= (x(F'), D,a(F)) e F,(S(F'),9,S(F)) e Z,
et si (5 (F"), D, o, n (F)) est une application covariante.

Sous-foncteurs et foncteurs quotient :

Soit p = (C*, p, H*) un foncteur. Soient C’ et C” deux sous-
classes de C formées respectivement de monomorphismes et
d’épimorphismes de C° et définissant des sous-catégories de C°.
Nous désignerons par (C’, p) la classedes (C’, p)-injections, par
(C”, p)—' 1a classe des (C”, p)-surjections (voir [1]).

Soit JU(H*) la sous-catégorie de la catégorie longitudinale
des transformations naturelles formée des ¥ e & H*. %. Soit p le
foncteur de It (H*) vers JT (C*) défini par 'application? — Hp . ¥
(voir prop. 1 [5]). Soit I’ (C’) la sous-classe de It (C*) formée des

V'"=(3C,¥Y,KYeF telsque ¥'(K)c O(C*; C’, O).
Puisque C’ est formé de monomorphismes de C*, la classe (1 (C*;
C’, C) est formée de monomorphismes de [T} C* et par suite Jt’ (C’)
est formé de monomorphismes de 9t (C*).

De méme si C” est une sous-catégorie de C* formée d’épi-
morphismes de C°, la sous-classe " (C”) de It (C*) formée des

Y =(BFC,¥, K telsque P"(K)c O(C*;C",O)

est une classe d’épimorphismes de 3 (C*).

Proposition 1 : Soit ¥ e RN (H"); pour que toute restriction
(B H*, ¥, K)) de ¥ a une sous-catégorie K, de K* = « (¥) soit une
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(S (C"), p)-injection, il faut et il suffit que, pour tout fc K, on ait
Y(f)eQH;(C,p) , H).

Démonstration : Soit ¥ = (HH*, ¥, K*) une transformation natu-
relle et soit ¥’ = (8 H°, ¥, K,) une restriction de ¥. Supposons
que, pour tout f € K, on ait

' (NHeOH;(C,p), H).
Soit @ € T (H") tel que
ro="¥ et p(@)=»pF)D¢.

D’apres le théoréme 2,3 [1], ¥’ (f) est une (OO C°, (1] p)-injection,
de sorte qu'’il existe un et un seul @' (f) e O H" tel que

V(NHDSN)=2() et Op(@(MN=9¢'(f). ()
Si(f",f) € K; = K,, il existe aussi un et un seul &’ (f") € O H* tel que

(D) =2(f) et Op(P'(f) = ¢'(f) (2
et il existe un et un seul @' (f'. f) tel que
P NDLS.N)=S(f.f) et Op(@'(f-N=¢(.) (3)
En multipliant latéralement membre 4 membre les égalités (1) et (2),

et en utilisant I’axiome de permutabilité (prop. 30,1[1]), on trouve:

2(MHBN=F)DLUNB @ D2
=@ (N B YN DE@ () B2 ()
=¥ (.HIE@ () B2 ().
En comparant avec I’égalité (3), il en résulte
(BN =2 (f.f)
car ¥’ (f’. f)est un monomorphisme. Donc I’application f’ — @' (f’)
définit un foncteur @’ de K| vers [§ H* et @’ est I’'unique transfor-
mation naturelle telle que ¥' 1P’ = D et p (P') = ¢’. Ainsi
¥ e (U (C'), py . — Inversement, supposons que toute restriction
de ¥ soit une (N’ (C’), p)-injection. Soit e € K, et soit ¥ (e) = j5,
oujeH. Soit h € H tel que
B =83) et pW=p().1.
La transformation naturelle
VY = (E H.a T”s K;)s ou K; = {e}’

27

537



est une restriction de ¥. Soit
&= (DH", DK} et D(e)=h;

ona
P(P)=p(P) Mg, ou ¢ (e)=hE.

Comme ¥’ est une (IV(C’), p)-injection, il existe un et un seul
&' eI (H") tel que

S=9 0P et H(D)=7¢;
on en déduit, si @ (¢) = h'F,
h=j.h e p(h)=~h.
Donc j est une (C’, p)-injection. 11 s’ensuit
Y(K)c OH*;(C,p) ", H).

Définition 1 : Soit F = (H"', F, K*) un foncteur. On dira que F’
est un (C’', p)-sous-foncteur de F s’il existe une transformation
naturelle ¥ de F' vers F telle que ¥ (K)< OJ(H*;(C',p), H).
On dira que F” est un (C”, p)-foncteur quotient de F s’il existe une
transformation naturelle ¥ de F vers F” telle que

P (Kye O H";(C", py—/, H).

D’aprés la proposition 1, F’ est un (C’, p)-sous-foncteur de F
si, et seulement si, il existe une transformation naturelle ¥ de F’
vers F dont toute restriction est une (JU' (C’), p)-injection. Par
dualité, F” est un (C”, p)-foncteur quotient de F si, et seulement si,
il existe une transformation naturelle ¥” de F vers F” dont toute
restriction soit une (91 (C”), p)-surjection.

Remarque : En particulier si p est le foncteur projection canonique
de la catégorie des homomorphismes entre groupes dans .#, un
(A, p)-sous-foncteur de F est un sous-foncteur de F et un (#*, p)-
foncteur quotient de F est un foncteur quotient de F, au sens de [¢].

Proposition 2 : Supposons que C' définisse un ordre sur la classe de
ses unités et soit F = (H", F, K*) un foncteur. Si F' et F} sont deux
(C’, p)-sous-foncteurs de F tels que p .F = p.Fy, il existe une
équivalence naturelle I" de F vers F’ telle que p (I") € I (C’).

En effet, soient #; et ¥ des (N’ (C’), p)-injections de F; et F’
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respectivement vers F. Comme, pour tout e € K, le k tel que
Op(P(e)) = k" est le seul élément de C’ de source p. F’' (¢) = p. F(e)
et de but p. F(e),on a p (¥) = p (¥1). Puisque ¥ et ¥; sont des
(O (C"), p)-injections, il résulte du corollaire 2 du théoréme 1,3 [1]
que 'on a ¥1 = Y [[J I, ou I est une équivalence naturelle telle
que p(I)(e) = p. F' (¢)°.

Corollaire : Avec les hypothéses de la proposition 2 et si py est bien
fidéle [*), on a F' = Fj.

Proposition 3 : Soit F = (H", F, K*) € & ; soit t une application de K,
dans (C', p)~ telle que, pour tout f e e’. K . e, il existe un quatuor de

C* de laforme v (f)=(p F (f), p ('), p T (e), p(f)). Alors il existe un
(C’, p)-sous-foncteur F' de F tel que (F, ©, F’) définisse une transfor-
mation naturelle si Bt = Fy.

Démonstration : Soit (f,f)e K* x K* et ¢ = 3(f’); on a
() Bv(N=@ES.NptE)pr@. . o(f). ¢(f)
et
v =@E(S.NpleD)prle v (f ./
Comme C’ est formé de monomorphismes, la relation
prE).o(f . N=pES./N.prE@=pr().o(f). ¢(f)
entraine ¢ (f'.f) = ¢(f). ¢ (f), ot v (f.1) = v(f") B v(f)-

Ainsi 'application f-— v (f) définit un foncteur . Par ailleurs,
d’apres la proposition 4,3 [1], il existe un et un seul

P(N)=F()rE), () F(fHeOH
tel que p (F'(f)) = ¢ (f). 1l en résulte
FUHIBEND=EFEJ.N )@, F ). F())
les relations 7 (e”) e Ry (H) et
(). F'(f).F(f)=F(f.f).t(e =1(e"). F (f.f)

entrainent F' (f".f) = F'(f’) . F’ (f). Donc ’application f — F’ (f)
définit un foncteur F’ de K* vers H* et ¥ est une transformation
naturelle de F’ vers F. Ceci signifie que F’ est un (C’, p)-sous-
foncteur de F.
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Cas particulier : Supposons que p = (.#, p, H*) et que p, soit bien
fidele. Soit F= (H*, F, K*) € %. Si F est une application de K
dans H, telle que F;(e) soit une (#*, p)-sous-structure de F(e)
pour tout e € Ky etsiona p F(f) (p Fy(e)) = p (Fy(e")) pour tout
fee . K.e, alors il existe un et un seul (.#*, p)-sous-foncteur ¥’
de F prolongeant Fy. En effet, il existe un et un seul (.#¢, p)-sous-
morphisme f de F(f), de source Fj(e) et de but F; (¢’), de sorte que
le résultat est conséquence des proposition 3 et 2.

Définition 2 : Soit F = (H*, F, K*) un foncteur. Un (M#*, p)-sous-
Joncteur (resp. un (M3, p)-foncteur quotient) de F sera appelé un p-
sous-foncteur (resp. p-foncteur quotient) de F.

(C’, p, Hy)-sous-morphismes :

Soit p = (C*,p , H") un foncteur; soient C’* et C"* deux sous-
catégories de R, (C*) et de Rq (C*) respectivement et soit H; une
sous-classe de H,.

Définition 3 : Soient s € Hy et j e p(s). C'; posons Z=15.(C’, p)~ . Hy;
un élément de 2 est appelé un (C’', p, Hy)-sous-morphisme de s.
Supposons qu’il existe j € U p (X) et qu’il existe un produit fibré
naturalisé (1], 4) ((j,7"), (J, J)) dans C'*. On dira que j engendre un
(C’, p, Hg)-sous-morphisme h de s si la classe des h' € X tels que
j-J' < p (W) admet h pour (C’, p)™ -minimum.

[

Soient s € Hyet j € p (s). C'. Pour que j engendre un (C’, p, Hy)-
sous-morphisme 4 de s, il faut et il suffit que les conditions suivantes
soient vérifiées :

1) il existe j € U+ p (2) et il existe un produit fibré naturalisé

((j>7, U,J")) dans C**;

2) la sous-classe 2’ de p (2) formée des majorants de j.j’
admet p (k) pour C’*-minimum.
En effet, ces conditions sont nécessaires, puisque p est compatible
avec les préordres < et < Si elles sont vérifiées et siona b’ e X

et p(hH e il ex1ste ge C’ tel que p (h) = p(h") . g et, en vertu
du théoréme 1,3 [1], il existe un et seul g e (C’, p)/~ tel que

h=hn.g e p(@=

La classe des (C’, p, Hg)-sous-morphismes de s engendrés par
jep(s).C estlaclasse des éléments 4.g’ tels que A soit un (C’, p, Hy)-
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sous-morphisme engendré par j et que I’on ait
g'eH, Hy et p(g)eC’,

puisque (C’, p)  est formée de monomorphismes de H°.

Soit & un (C’, p, Hy)-sous-morphisme de s engendré par
jep(s).C’; s’il existe un (C’, p, Hg)-sous-morhisme h tel que
j=p@H)eve. p(2), d’aprés le théoréme 1,3 [, & est un
(C’, p) * -maximum de Z.

Si s e Hy et si p(s) e C’, alors s est un (C’, p, Hg)-sous-mor-
phisme de s engendré par p (s).

Proposition 4 : Soient s € Hy et p (s) € C'. Pour que p (s) engendre un
(C’, p, Hy)-sous-morphisme de s, il faut et il suffit que la classe X des
(C’, p, Hy)-sous-morphismes de s admette un (C’, p) "-maximum.

Démonstration : Soit e = p (s). Supposons que h € max Zetsoit
CHpr—"

j=pH). On a jeucg.p(X), puisque p est compatible avec les
préordres < et <. De plus ((e, j), (J, «(j))) est un produit fibré
H* c*
naturalisé dans C’*. Soit 2’ la classe des k € p (2) tels que j < k;
Clo
comme p (X) < Jj, les éléments k et j sont C’*-équivalents. Donc
o

p(h) eming~ 2’ et h est un (C’, p, Hg)-sous-morphisme de s

engendré par j. — Inversement, soit A un (C’, p, Hj)-sous-mor-

phisme de s engendré par j. Soit j e uc~ p (X). Puisque ((e, j),

(j,()))) est un produit fibré naturalisé on a j < p (h), par hypothése.
cn

Il en résulte que j et p (h) sont C’*-équivalents. Pour tout /4’ € X,
onap((h’) < j < p(h), de sorte qu’il existe g € C’ tel que p(h') =
CI' C'.

p(h).g. D’aprés le théoréme 1,3[1], il existe un et un seul
ge(C,p)  tel que

h=h.g et p(@=c¢g.
Ceci montre que A est un (C’, p) °-maximum de ZX.

Soit H’* une sous-catégorie de H".
Définition 4: Soit F = (H*, F, K*) un foncteur. On dira qu’un
foncteur F' = (H*, F',K*) est un (C’, p, H')-sous-foncteur de F
si F' est un (C', p)-sous-foncteur de F tel que F' (K) = H'.
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Cas particulier : Soient p = (#, p, H*) un foncteur d’homomor-
phismes [1], H; une sous-classe de H, et H'® une sous-catégorie de
H*,

Définition 5 . Soient S € Hy et M < p (S). On dira que M engendre
une (p, Hg)-sous-structure s de S si (p(S), ¢, M) engendre un
(A, p, Hy)-sous-morphisme h de S tel que « (h) = 5. Soit
F = (H", F, K*) un foncteur et soit G un M -sous-foncteurdep . F. On
dira que F’ est un (p, H')-sous-foncteur de F engendré par G si F' est un
(A, p, H')-sous-foncteur de F tel que, pour tout ¢ € K,, I’élément
F’ (e) soit la (p, H'y)-sous-structure de F (e) engendrée par G (e).

Si F' est un (p, H')-sous-foncteur de F engendré par G, la
transformation naturelle ¥ de F’ vers F correspondante est définie
par le triplet (F, 7, F'), ol 7 () est le (#*, p, H, )-sous-morphisme
de F (e) engendré par G (e), i.e.

x1(e) =F'(e), fr(e)=7F(e) et pr(e)=(pE(e), 1, pE'(e))

Soient S € Hy et M < p (S). Soit X la classe des p-sous-struc-
tures s’ de S telles que s’ € Hy. D’aprés les définitions 3 et 5, pour
que M engendre une (p, Hg)-sous-structure §° de S, il faut et il
suffit que la classe des s’ € 25 tels que

Ma(vp(2s) <= pls)

admette §' pour plus petit élément relativement & la relation
d’ordre [1] s /_s’ si, et seulement si, 5 est une p-sous-structure de s”’.
D’aprés la proposition 4, p (S) engendre une (p, Hy)-sous-structure
de S si, et seulement si, 1a classe des 5" € Hj tels que s’ —5S admet
un plus grand élément pour la relation —. Si Hy, = H;, alors M
engendre une (p, H,)-sous-structure s de S si, et seulement si, la
classe des s’ tels que s’ — S et M < p(s") admet s pour plus petit
élément relativement a —; on dira dans ce cas que M engendre la
p-sous-structure s de S.

Soit F = (H", F, K*) un foncteur. D’aprés le corollaire de la
proposition 2, il existe au plus un (p, H')-sous-foncteur de Fengendré
par G. En particulier, F est le (p, H)-sous-foncteur engendré par
p.FE.

Proposition S : Pour qu’un foncteur F' = (H*, F', K*) soit le (p, H')-
sous-foncteur de F engendré par le #-sous-foncteur G = (#,G, K*)
de p . F il faut et il suffit que
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1) pour tout fe K, F' (f) e H et F' (f) soit un (#*, p)-sous-
morphisme de F(f);

2) pour tout e € K, F'(e) soit la(p, H'y)-sous-structure engendrée
par G (e).

Démonstration : Ces conditions sont évidemment nécessaires. Si
elles sont vérifiées, soit = I’application e — 7 (e), ou 7 (e) est, pour
tout e € K;, ’élément de H défini par le triplet (F(e), ¢, F’ (¢)).
D’aprés la proposition 2, il existe un (.#*, p)-sous-foncteur unique
F’ de F tel que (F, 7, F”) définisse une transformation naturelle.
Soit fe K; comme F'(f) et F"(f) sont deux (.#*, p)-sous-mor-
phismes de F (f) de source F'(e) et de but F' (e'), ou e = a (f) et
e’ = B (f), ils sont égaux. Donc F' = F" et F’ est le (p, H')-sous-
foncteur de F engendré par G.

Exemple : Soient C* € %y et M < C; alors M engendre une pg-
sous-structure de C*, i savoir la sous-catégorie M* de C* engendrée
par M. De plus M engendre une (pg, # go)-sous-structure de C*,qui
est le sous-groupoide de C* engendré par M n C;.

2. SUITES EXACTES COURTES RELATIVES A UN IDEAL

(C’, p, H')-images :
Soit p = (C*, p, H"®) un foncteur et soit H'* une sous-catégorie
de H*. Soit C’* une sous-catégorie de Ry (C*).

Définition 6 : Soit g € H. On dira que g admet m pour (C’, p, H')-
image si les conditions suivantes sont vérifiées :
1) p («(g2)) engendre un (C', p, Hy')-sous-morphisme h de « (g).
2) Soit H, la classe des h' e (C’, p)/  tels qu’il existe
(g, h',h,ghe OH ,oug eH.

Alors H, admet m pour (C', p)/ *-minimum.
Dans ce cas I'élément G’ tel que (g, m, h, g') e [1 H® est appelé
(C', p, H')-sous-morphisme image de g.

En particulier, g € H a m pour (C’, p, H)-image si, et seulement
si, la classe H, des h' e (C',p) tels que g=~h'.g’, ol g’ € H,
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admet m pour (C’, p)~ -minimum, c’est-3-dire si, et seulement
si, m € Hy et si la condition #" € H, entraine qu’il existe k e H
tel que :

m=~hn .k et pkyeC’

(car, d’apreés le théoréme 1,3 [1] cette derniére condition a pour
conséquence k € (C’, p)’™ ).Sig e(C’, p)/ alorsgestsa(C’, p, H)-
image.

Simestune (C’, p, H')-image de g € H, pour touty’ € « (m).H,,
tel que p (y') € C’" I’élément m . p’ est aussi une (C’, p, H')-image
de g.

Proposition 6 : Soit g € H et supposons que p («(g)) engendre un
(C’, p, Hy)-sous-morphisme h de «(g); pour que g admette une
(C’, p, H)-image m, il faut et il suffit que la classe Q4 des quatuors
(g, h', h,g’") e Ltelsque g’ € H' admette un L™ -minimum (g, m, h, §'),
ou L =010 (H.; (C” p)/_—a H)-

Démonstration : Supposons que g = (g, m, h, ') soit un LT-
minimum de Q. Soit A" e H; il existe ¢' = (g, h', h,g") e L, et
par suite il existe

q"=(g',h" k,g")eL telque g =q' M q".
Il en résulte m =h'. A", Aot m < h’ (et aussi kK = « (h), car

H
h.k=heRy,(H"). Ainsi m est une (C’, p, H')-image de g. —
Inversement, soit m une (C’, p, H')-image de g et soit

q=1(gmhg)elL.

Supposons ¢’ = (g, h’, h,g’) € Qy. La relation A’ € H, entraine
qu’il existe h” € (C’, p)~ telque m = h’ . h". Les égalités :

h.gg=g.h=m.g'=n.h".§

ont pour conséquence g’ = h”.g’, car h’ est un monomorphisme
de H*. On en déduit :

g =g ,h",xh),g)el e g=¢q [Mq".

Par suite g est un L™-minimum de Q,.

e
Exemple: Soit @ =(C*,®,5*)eF. Le foncteur @ admet (C*, ¢, D(S)*)
pour (A4, ps, F)-image et (C*,, C,) pour (#*, pg, F4)-image,
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—
ou C; est le sous-groupoide de C* engendré par @ (S;). De plus @
admet (@ (S), @,S°) (resp. (C;, P, S)) pour (A, ps, F)-
(resp. pour (A", pg, F¢) -) sous-morphisme image.

Idéaux et noyaux :

Définition 7 : Soit H® une catégorie. On appelle idéal de H*® une sous-
classe Jde H telleque J . Hc J et H. J <= J.

Exemples : 1) Une catégorie H*® munie d’un idéal Jtelquee’. J. e
contienne un et un seul élément pour tout (e’, €) € H, X H, est une
catégorie avec O-morphismes, I’élément unique de e’. J.e étant
appelé le 0-morphisme de e vers e’.

2) La classe J5 des foncteurs @ = (C*, @, $°) e # tels que
@ (S) = C, est un idéal de 7.

3) La classe J, des (F', @, ¢, F) € & tels que :
(SEFE), 9, S(F))els
est un idéal de «7.
Définition 8 : Soit H* une catégorie. On appelle application idéalisante
pour H* une application I de H, dans H vérifiant les conditions :

1) BI(e) =e pour tout e c Hy; posons eo = xl(e); on a
I(eo) = €g.

2) Pour tout h € H, il existe un ho € H tel que :
(I Bh)sh,ho, Ta(h)) e O H".

Proposition 7 : Si H* est une catégorie et I une application idéalisante
pour H*, la classe J des g € H tels qu’il existe g’ ¢ H vérifiant
g=1I8(g).g estunidéal de H".

En effet, soitgeJete =8(g).SiheH.eetf(h)=e',0ona

g=1(.g et h.g=h.I(e).g'=1I(). h.g,

d’ouh.geJ Sih' ex(g). H, on trouve :
g.hh=1I().g .hel

Par suite J est un idéal de H'.
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Exemples : % admet ’application : C* — (C*, ¢, C;) pour appli-
cation idéalisante et J est 'idéal correspondant. o7 admet ’appli-
cation :

F —(F,(C*, 1, C'), (S (F), 1, S (F)), F%

ou C* = u (F), pour application idéalisante; J,, est 1’idéal corres-
pondant.

Soient p = (C*,p, H*) un foncteur, H’ une sous-catégorie
de H*, Jun idéal de H* et C’* une sous-catégorie de C* formée de
monomorphismes de C*.

Définition 9 : Soit g € H; on dira que g admet n pour (C', p, H', J)-
noyau si g.neJ, si ne(C',p) . Hy et si les conditions h € H,
g.held et a(h)ye H' assurent Pexistence d’'un h’ € H' tel que
h=mn.h'

En particulier, soit H' une sous-catégorie pleine de H". Si
g € H,gadmetun (C’, p, H’, J)-noyau i, et seulement si, ne(C’,p)/
et si la classe des h e« (g) . H. Hy tels que g . h € J admet n pour
H*-maximum.Si j e J. H;', jadmeta(j) pour(R,(C"),p, H', J)-noyau.

Exemplf : Soit F=(C*, F, §°) € % ; alors F admet (S*, ¢, S}), ol
S1 = F (Cp) est le noyau de F, pour (A, pgz, F, Js)-noyau et
(S.’ L (Sl);) pour (“ﬂta Pz 995 J.?’)'noyau'

Suites exactes courtes :

Soit (C*,p, H*) = p un foncteur. Soient C"* et C"* des sous-
catégories de Ry (C*) et Rq(C°) respectivement, Ho une sous-
classe de H, et H'® une sous-catégorie de H°.

Définition 10 : On appelle (C”, C’, p, J)-suite exacte courte un couple
(k,h) tel que h € (C’, p) ™,k € (C”, py— et que k soit un H*-maximum
de la classe des k' tels que k' .heJ. Ondira que p est a(C”, C', Hyp, J)-
suites exactes courtes si, pour tout h € (C', p)~ . Hoy, il existe une
(C”, C’, p, J)-suite exacte courte (k, h).

Remarque : Si p = H*, si C"* et C”* sont respectivement les sous-
catégories de H* formées des monomorphismes et des épimorphismes
de H° et si J est un idéal de O-morphismes (ex. 1), une suite exacte
courte au sens de[] est une (C”, C’, H*, J)-suite exacte courte,

36

546



mais non réciproquement, car nous n’imposons pas que / soit un
(C', p, H, J)-noyau de k. En effet, cette derniére condition ne sera
pas toujours vérifiée dans les cas que nous aurons a considérer.

Pour que (k, ) soit une (C”, C’, p, J)-suite exacte courte, il
faut et il suffit que I’on ait

he(C,pYy ke, py—',(k,))eH «x H et k.heJ

et que les conditions k" € H et k' . h € J assurent I’existence d’un
ge Htel que k' = g . k (alors g est déterminé d’une maniére unique
par ces conditions).

Soit j e J; le couple (8 (§), j) (resp. (4, «(j))) estune (C*,C’, p, J)-
suite exacte courte si, et seulement si, j e (C’, p) etp(B(i)) e C”
(resp. si j € (C”, p)y—/, p(«(j)) € C’ et si, pour tout j’ € J. «(j), il
existe e C vérifiant p (j') = f. p(j).)

Proposition 8 : Soient (k,h) et (k', h’) deux (C’, C’, p, J)-suites
exactes courtes et soit q = (h', g', g, h)ye O H'. ll existe ¢’ e (1 H®
tel que (q', q) soit une (C”, C’', = p, J)-suite exacte courte, oti on pose
C'=[0O(C*;C,C",C' =1T(C*;C,CYet J =0 (H*; H,J).

Démonstration : D’aprés le théoréme 2,3 [1], ¢ est une (C', & p)-
injection, car 4 et A’ sont des (C’, p)-injections. Puisque (&, &) est
une (C’, C’, p, J)-suite exacte courte, la relation

k'.g¢g . h=k.h.ged

entraine qu’il existe un et un seul g" e H tel que k' .g"' = g” . k.
Posons ¢’ = (k’,g",g',k);onaq e 0 H* et ¢’ est une (C”, 5 p)-
surjection, d’aprés le théoréme 2,3 [1]. De plus Jest un idéal de
HH etonaqgBqgel Soitq”=(f,3",g,f)e OH" tel que
g'B qeJ. Comme f.heJetf .hel, ilexiste fe Hetf e H
tels que f=f.ketf =j .k’. On obtient :

g . f. k=g .f=f.g=f.k.g=f.¢g .k,
d’oug”.f=J".g", car k est un épimorphisme de H°. On en déduit
a=(.q"¢.)eDH e ¢ =787

Donc (¢’, q) est une (C”, €', 3 p, J)-suite exacte courte.

Corollaire : Soit F= (H', F, K*) € ¥ et soit (F, 7, F') un triplet
définissant une transformation naturelle tel que F' soit un (C’, p)-
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sous-foncteur de F. Si pour e € K, il existe une (C”, C', p, J)-suite
exacte courte (v’ (e), ©(e)), il existe un (C”, p)-foncteur quotient
F” de F tel que (F’, v', F) définisse une transformation naturelle.

Démonstration : Soit feH,e =a(f) et ¢’ = f(f). D’aprés la
proposition 8, il existe une et une seule (C”, C’,8 p, J)-suite exacte

courte (4" (f), 4 (f)), ou

g(f) = (F(f), T (). T (e), F' (f)) et
9’ (f) = F"(f), 7' ('), 7" (e), F(f))-

Comme [0 p (¢’ (f)) e O C*, il résulte de la proposition duale de la
proposition 3 que ['application f— F”(f) définit un (C’, p)-
foncteur quotient de F et que (F”, t’, F) est un triplet définissant une
transformation naturelle.

La notion de suite exacte courte permet de définir celle de suite
exacte quelconque. Nous allons donner seulement des indications
sur cette question, dont nous réservons I’étude pour un autre article.

Définition 11 : Soit g € H; on dira que g admet n* pour (C",C',p,H’, J)
-conoyau si g admet une (C’', p, H')-image m et si (n*, m) est une
(C”, C, p, J)-suite exacte courte. On dira que g admet m* pour
(C", C', p, H', J)-coimage si g admet un (C', p, H', J)-noyau n,
si (m*, n) est une (C”, C', p, J)- suite exacte courte et s’il existe
g' e H tel que g =g’ . m*.

Remarque : Si p = H*, la définition 11 est différente des définitions
analogues dans[7]. Si H" est abélienne, les notions que nous venons
de définir (relativement & p = H®, C’' = Rq(H"), C' = Ry (H"),
H' = H et a la classe J des O-morphismes) sont identiques aux
notions généralement utilisées.

Proposition 9 : Soit g € H; si g admet n pour (C', p, H', J)-noyau
et m* pour (C”, C', p, H', J)-coimage, n est aussi un (C', p, H', J)-
noyau de m*.

En effet, on a m*.ne J; soit he Het m* . h e J; il existe
g eHtelqueg =g’ .m* dou:

g.h=g .m* hel,

comme 7 est un (C’, p, H', J)-noyau de g, il existe fe H' tel que
h=n.f. Doncnestun (C’, p, H', J)-noyau de m*.
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Si (k, k) est une (C”, C’, p, J)-suite exacte courte, k est ie
(C’, C', p, H, J)-conoyau de h, puisque 4 est alors une (C’, p, H)-
image de A.

Définition 12 : On dira que (g', g) est un (C’, C’, p, H', J)-couple
exact si(g’,g) € H*x H"® et si g’ admet une (C”, C', p, H', J)-coimage
m* telle que m* soit un (C”, C’, p, H’, J)-conoyau de g. On dira
qu’une suite (g:)i c1, out I est un segment finiou infini de I’ensemble des
entiers, est une (C", C’, p, H', J)-suite exacte si (gir1, 1) est un
(C”, C', p, H', J)-couple exact, lorsque iel et i + 1 €I,

Si (gi)i<n est une (C”, C’',p, H', J)-suite exacte telle que
e=u(g1)eJ (resp. e’ = f(gy) €J), alors (gn,..., g1, €,..., €,...)
(resp. (..., €', gn,..., g1)) est une (C”, C’, p, H', J)-suite exacte.

Remarque : Si(g’, g) € H®* » H"® et si g admet une (C',p, H')-image m
telle que m soit un (C’,p, H', J)-noyau de g’ et si g’ admet une
(C”, C', p, H', J)-coimage m*, le couple (g’, g) est exact. Mais cette
condition n’est pas nécessaire.

Proposition 10 : Si(g’, g) est un (C”, C', p, H', J)-couple exact et si
m est une (C’, p, H')-image de g et n un (C', p, H', J)-noyau de g’,
il existe fe H telquem =n.f;,sideplus H = Hyonag .gelJ.

Démonstration : Soit m* la (C”, C’, p, H', J)-coimage de g’; alors
(m*, n) est une (C”, C’, p, J)-suite exacte courte, de méme que
(m*, m). D’aprés la proposition 9, n est un (C’, p, H’, J)-noyau de
m*, de sorte qu’il existe fe H' tel que m = n.f. Par ailleurs,
st H' = H,ilexiste un g1 € Htel que g = m . g1; par suite on trouve:

g.g=g. m.g=¢g .n.f.;meJ.f. ;1
Proposition 11 : Si (k, h) est une (C”, C’, p, J)-suite exacte courte
telle que k admette un (C’, p, H, J)-noyau n, alors (k, h) est un

(C", C',.p, H, J)-couple exact et (k,n) est une (C*, C’, p, J)-suite
exacte courte.

Démonstration : h étant une (C’, p, H)-image de A, I’élément k est

un (C”, C’, p, H, J)-conoyau de h. Puisque k. 4 € J, il existe fe H
telqueh =n.f. Soitk’ e Htelquek’.n e J. Larelation :

K.h=k.n.fed
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entraine qu’il existe k" e H tel que k' = k" . k. 1l en résulte que
(k, n) est une (C", C’, p, J)-suite exacte courte, ¢’est-a-dire k est la
c’,C’, p, H', J)-coimage de k. Donc (k, h) estun (C", C’, p, H, J)-
couple exact.

Cas particulier :

Supposons que p = (#, p, H*) soit un foncteur d’homomor-
phismes.

Définition 13 : Une (3, 4#°, p, J)-suite exacte courte sera appelée
une (p, J)-suite exacte courte; si(g,J) est une (p, J)-suite exacte
courte telle que p (J) € M+ et p(0) € H9, on appellera f (o) la (p, J)-
structure quotient de S par s, notée Sfs, ou S = p(j) et s = a(j).
Si F' est un p-sous-foncteur de F = (H*, F, K*) et si F" est un
p-foncteur quotient de F tel que F"(e) = F (e)/F’ (e) pour tout e € Kj,
on appelle F’ le p-foncteur quotient de F par F'.

Supposons p saturé [1]. Pour toute (p, J)-suite exacte courte (k, /),
il existe une (p, J)-suite exacte courte (g, j), ou p (9) € 4, p(j) € 4",

¢=g .k, j=h.g geH, e g eH,.
Par suite, si H'"" est une sous-catégorie de H', pour montrer que p
est & (H’, J)-suites exactes courtes (i.e. a (45, 4, H'y, J)-suites
exactes courtes), il suffit de montrer qu’il existe S/s, sis e H'y,
S eHyet s —S. Danscecas,si F'(K;) = H; ,ou F’ est un p-sous-
foncteur de F, il existe d’apres le corollaire de la proposition 8
un p-foncteur quotient de F par F'.

Remarque : Si g est un p-épimorphisme tel que p (g) € 42 (C’est-
a-diresi 5 (§) est la p-structure quotient de S (¢) par une relation
d’équivalence ), il peut ne pas exister de s € H, tel que (g, « (§)<— 5)
soit une (p, J)-suite exacte courte.

3. QUOTIENT D’UNE CATEGORIE PAR UNE SOUS-CATEGORIE

Sous-catégories propres et sous-catégories distinguées :
Soit H* une catégorie.

Définition 14 : On dira qu’une sous-catégorie G* de H* est propre
si on a Hyc G et si les conditions h e H (resp.he G),g € Get

40

550



B(h)=pB(g) entrainent qu’il existe (g, h,h’',gYe OH"; H, G)
(resp. € 1 G*).

Une sous-catégorie C* de H* est telle que C* soit propre dans la
catégorie duale H* de H* si on a H, < C et si les conditions

geC, heH(esp.eC) et a(h)=a(g)
assurent I’existence d’un
g . h,hg)eO(H*; H C) (resp. e 10 C").

Tout sous-groupoide G* de H' tel que G, = H, est propre.

Soit ¥ la classe des couples (H*, C) tels que C* soit une sous-
catégorie de H* contenant H,. Soit ¥ la catégorie dont les éléments
sont les triplets (H;, C,), ¢, (H;, C1)) tels que

(H;, C)e¥o,i= 12, (Hy 9, H)eF et ¢(C1)< Co,

la loi de composition étant définie par :

((Hs, Cs), ¢', (Hs, C3)) . ((H2, C2), @, (Hy, C1)) =

((Hz, Cs), 9" @, (H1, C1))
si, et seulement si, (H 3, C3) = (H,, Cs).
On identifie ¥¢ a la classe des unités de ¥. Soit 7 (resp. ¥¢,
resp. 7°7) la sous-catégorie pleine de 7~ ayant pour unités les couples
(H*, C)tels que C* soit propre (resp. propre et que C = Rq (H*),
resp. C <= R(H")).

Théoréme 1 : ¥ est une catégorie a ¥ *-projections['] admettant un
foncteur (V'¢, ¥")-projettion[l] naturalisé (R,r) tel que, pour tout
(H*, C)e¥%, on ait r(H',C) = ((H'[s,6(C)), &, (H", C)), out
H*[o est une catégorie quotient strict de H* par la relation d’équiva-
lence o :

h ~ k' si, et seulement si, il existef e Ctelqueh.f=h'.f.
Démonstration : Soit (H*, C) € ¥°o. La relation o est réflexive

(car C, = H;) et symétrique. Soient he H, h' e H et h" € H tels
queh ~h' eth’ ~h" Ilexiste fe Cetf € C tels que

h.f=Hh.f e h.f'=~h"_f.
C* étant propre, il existe (f, f', f1,f1) € O C etona
h.(f - f)y=h.f A=k [i=k.[fi=h.(f.N)

41

551



d’ou h ~ h". Ainsi ¢ est une relation d’équivalence sur H, compa-
tible avec « et § et dont la restriction & H, est I'identité. Montrons
que o est compatible sur H°. En effet, supposons

h~h,m~h,(h,heH «H et (h,h)YeH +H".
I existe f e C et fi € C tels que
h.f=h'.f et h.fi="h.~1A
Puisque C* est propre, il existe aussi
(b k", f)eQH; HC) et (f,fg,8)edC.
On obtient :

hoh(f.g)=mh.fi.h". g =h fi.h".g =h . h.f.g =
=h, . h.f.g=H W . f.g=H k. (f.2)

ce qui signifie i1 . h ~ hy . h’. Par suite o est bicompatible sur H*
et il existe une catégorie #° = H*/o quotient strict de H* par o. —
Soit & le pg-épimorphisme (H°, &, H*) correspondant; posons
C=¢é(C);onaC,= H,.Soitf e C et f=6(f).Soienthe Heth' e H
tels que

Gh).f=06().f, cest-adireg(h.f)y=2¢6 " ./).
Il existe g € C vérifiant A’ .f.g = h.f.g, par définition de o,
et par conséquentona h ~ h’ et G (h) = & (h'). Ainsi C =« Rq (H").
SiheH(resp. eC)etsi B(h) = B(f), il existe he h (resp. e Cn k)

tel que 8 (f) = p(h), car o n’identifie pas deux unités différentes; il
existe alors

q=(fihh.f)eOH ; H C)(resp. e O C),

de sorte que ’on trouve
O&@=~GheWm),é(f)en @ ;A C) (resp. e OC).
Donc C* est une sous-catégorie propre de H* etona (H*,C) e ¥ ?et

Z=((A*,C*, & H",C)e¥.

— Soit @ = ((K*, G), ¢, (H*,C)) e¥ et (K*,G)e¥ . Si heH,
heHeth~FH,il existe feC tel que h.f=Hh.f Comme ¢
définit un foncteur, on a

e .e(N=9®). ().
Or ¢ (f) € G € Rq(K*); on en déduit ¢ (h) = ¢ (h'). Ainsi ¢ = ¢’ &,
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si @’ désigne I’application & (k) — ¢ (k) de A dans K. Etant donné
que & est un pz-épimorphisme, on a aussi (K*, ¢’, H*) € #. Puisque

¢ (O)=¢6(C)=9(C)c g,
on obtient
? = ((K.a G)’ (p’a (ﬁ.9 C)) evye

et @' est I'unique élément de ¥'¢ tel que @' . £ = ®. Ceci prouve
que X est un (¥'¢, ¥")-projecteur, que nous noterons r (H*, C).
D’aprés la proposition 25,3 [1], il existe un foncteur (¥4, ¥')-
projection naturalisé (R, r). — Si C < Rq (H*), le couple (A*, €)
s’identifie a (H*, C).

Théoréme 2 : Si C* est une sous-catégorie propre de la catégorie duale
H* de H*, il existe une catégorie H* quotient de H* par la relation
d’équivalence oy, :

h ~ h' si, et seulement si, il existe fe Ctelquef.h=f.h'.
Si 6, est le pz-épimorphisme de H* sur H*, la classe G, (C) définit une
sous-catégorie propre de H* et &, (C) < Ry (H").

Soit 77§ la sous-classe de ¥"o formée des (H*, C) € ¥ vérifiant
la condition :

SiheH heH, feCetf.h=f.h', il existe g € C tel que
h.g=h'g.

Soit ¥ la classe des (H*, C) e ¥g tels que (H*,C) € ¥. Soit
Yo =¥ §u ¥ etsoit ¥ la sous-catégorie pleine de ¥ ayant Yo
pour classe d’unités.

Théoréme 3 : Il existe un foncteur (¥'", ¥ )-projection naturalisé
(R, tel que #(H*,C)=r(H*,C) si (H*,C)e¥y et que, si
(H*,C) eV}, on ait #F(H,C)=(H*,C), otr H est la catégorie
quotient strict de H* par la relation d’équivalence ¢” :

h ~ k' si, et seulement si, il existe fe C et f' € C tels que

fohf=f h.f

Démonstration : Reprenons les notations de la démonstration du
théoréme 1. En particulier, soit

2= r(H‘, C) = ((ﬁ.a C)9 &’ (H., C))

— Supposons (H*, C) e ¥;. Comme ¥ est une sous-catégorie
pleine de ¥, pour prouver que r (H*, C) est un (¥, ¥)-projecteur,
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il suffit de montrer que ’on a C = R, (H*). En effet, soient f € C,
heH et ' eH tels que f. h=f.h'. Cette égalité signifie qu’il
existe

hehhehetfefnCtelsquef.h ~f.h" modo;

par suite il existe g e Ctel que f. (h. g) = f. (A" . g). Par hypothése,
il existe aussi f* € C tel que

h.g.f =W0.9.f.

11 s’ensuit 2 ~ A’ mod o, d’ou C = Ry (H*).

— Supposons (H*, C) e ¥4. OnaC < Rq(H"*) et C* est évidemment
une sous-catégorie propre de A*. D’aprés le théoréme 2, il existe
une catégorie A*® quotient strict de H* par la relation d’équivalence
Oy '

h ~ k' si, et seulement si, il existe fe Ctel quef. h = f. h'.
Soit @, le pg-épimorphisme de A* sur A*/o,. Laclasse C = &, (C)
définit une sous-catégorie propre de H*® telle que C < Ry (H*).
Supposons

hef, heA e fel
telsque h.f=h'.f llexiste h e h, k" e h et f € f tels que

h.f~h .fmodo, et feC,
ie. ilexistegeCtelqueg.h.f=g.h' .f. Comme C = Rq (H"),
on en déduit

g.h=g.h', dou h~h"modo,.
Ainsi C< R(A*) et on a (A°,C) e ¥7. — Une démonstration
analogue a celle du théoréeme 1 montre que
2 = (A, 0),é,, (H, ) ev
est un (¥, ¥ 9)-projecteur. Puisque X' est un (¥"¢, ¥")-projecteur,
2. E=(A,0C),e,6,(H,C)) eV

est un (¥, ¥)-projecteur, en vertu du théoréme 7,3 [}]. ¥ étant
une sous-catégorie pleine de ¥°, des relations X’'. X e¥ et
(B*, &) e, il résulte que X’ . X est un (¥r, ¥)-projecteur.

— Soit ¢” la relation (H, B, H) telle que
(7', h) € B si, et seulement si, il existe g e C et g’ € C tels que

g.h.g=g.n.g
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Si(h',h)eBetg' .h.g =g .h.g,ougeC,g’'eC,ona
(g).6(W=26(g . h)=36(g. h)=25().a(h),
d’ott 6 (h') ~& (W) mod o, et 6,6 (h') = &, & (h). Inversement, si
G,6((h)=¢6,6((),olheHeth € H,

ilexiste f' e Ctel que 6 (f". h) = & (f' . h’), ce qui assure I’existence
de feC tel que f'.h.f= f".h'.f Ceci montre que ¢” est la
relation d’équivalence associée 3 &, &, de sorte que A° est isomorphe
a la catégorie quotient de H* par ¢". Il s’ensuit que (H*, C) admet
(H*[a", &" (C)) pour (¥, ¥)-projection. Si (H*,C)e¥q 0¥ et
sig'.h.g=g".h.g ilexiste feCtelque h.g.f=h.g.f;
ainsi les relations o et ¢” sont identiques dans ce cas. On définit
donc une (¥, ¥')-projection naturalisée 7 en posant :

FOH®, C)=r(H", C)si(H", C) e ¥
et F(H*,C)=((H"[o",5"(C)), 8", (H",C)) si(H",C)e¥7,

Définition 15 : S’il existe une (pg, Jg)-suite exacte courte
(0. (H*, 1, G*)) et s5i G* est le noyau de ¢, on appellera G* une sous-
catégorie distinguée de H*. On dira qu’une sous-catégorie C* de H"®
engendre une sous-catégorie distinguée G* de H® si G* estlaplus
petite des sous-catégories distinguées de H® contenant C. Une
(P&, Jg)-structure quotient de H*® € Fo par C* e Fy est appelde
catégorie quotient de H* par C* et notée H*[C".

Si G* est une sous-catégorie distinguée de H*, les conditions
k.g=g (resp.g. k=g),ou keH, geGetg ed, entrainent
keg.

Proposition 12 : Soit G* une sous-catégorie de H*. S’il existe une
catégorie quotient de H* par G* alors G' engendre une sous-catégorie
distinguée G* de H* et on a H*/G* = H"*/G".

Démonstration : Soit (g, (H*, t, G*)) une (pg, J)-suite exacte courte.
Si G* estle noyau de g, le couple (3, (H*,:,G")) est aussi une (pg, Jz)-
suite exacte courte d’aprés la proposition 11, de sorte que G* est
une sous-catégorie distinguée de H*® et que 'ona H*/G* = H*/G".
— Soit C* une sous-catégorie distinguée de H* contenant G et soit
6, (H*,t, C*)) 1a (pg, J4)-suite exacte courte correspondante. On a

é.(H,1,G)e ],
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aussi existe-t-il un y € # tel que x . ¢ = 4. On en déduit
6 (G) =% (G)) CB (),

c’est-a-dire G est contenu dans le noyau C de 4. Donc G est la
plus petite sous-catégorie distinguée de H* contenant G.

Identifions & & la sous-catégorie pleine de ¥~ ayant pour
unités les couples (H*, Hy). Soit (N, ») le foncteur (¥, A4"')-projec-
tion naturalisé construit au théoréme 9,3 [1].

Théoréme 4 : Il existe un foncteur (F,¥")-projection naturalisé (V, v).
Soit (H*,G) € ¥o; on av (H*, G)= (N (H"[2), 2(H"[g) &, (H", G)),
ot ¢ est la relation d’équivalence bicompatible sur H* engendrée par
(H,A',H) :

(W', h) € A’ si, et seulement si, il existe (g', h', h, e O (H*; H, G);
il existe une catégorie quotient de H*® par G* si, et seulement si,
Py v (H"[5) est un épimorphisme.

Démonstration : D’aprés le théoréme 6,3 [1], il existe un graphe
multiplicatif H*/p quotient de H" par g; soit ¢ le p_,--épimorphisme
7 canonique de H* sur H*/g. Posons
v(H*, G) = (N(H'[a), v (H"[g) §, (H", G)).
Si g € G, la relation (g, 2 (g)) € 4’ entraine g ~ a(g) mod g, d’ou
P (G) = (H*[@)o et v(H*, G)e?V .

Soit & = (K*, ¢, (H*, G)) e¥. Si

g=1(g h',h,9) e O(H"; H, G),
ona

D@ =9®® =¢®)",

car ¢ (G) < K,. Par suite la relation d’équivalence g, associée & ¢
est une relation d’équivalence bicompatible sur H* contenant A4’;
il en résulte qu’elle contient g, c’est-a-dire on a ¢ (h) = ¢ (&),
st h ~ h’ mod g. Soit ¢’ I’application # mod § — ¢ (k) ainsi définie;
¢ étant une p -surjection, ¢’ = (K°, ¢’, H*/g) est I’'unique néo-
foncteur tel que
(K, ¢, H) = ¢ . .
Comme (N,») est un foncteur (&, #')-projection naturalisé,
N (¢’) est 'unique foncteur satisfaisant i la relation
N(¢).v(H[p) = ¢'.
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On en déduit :
N(p).v(H'g).8 = (K°, 9, H"), dou N (¢).v(H", G)=9.

Ainsi v (H', G) est un (&, ¥)-projecteur. Nous poserons
o = (H']D) . 6.
— Supposons que p,-v(H /) soit un épimorphisme. D’aprés la
proposition 39,3 [1], ¢’ est un ps-épimorphisme. Ona
8’ .(H,,G)elJs.

Soitg = (K, o, H)e Fetg.(H 1, G')eJg; comme

= (K,pH,G)e7,
la démonstration précédente montre ’existence d’un ¢” € ¥ tel que
¢".0" = ¢@. Donc (§',(H',+, G')) est une (ps, J&)-suite exacte
courte et il existe une catégorie quotient de H" par G, isomorphe &
N (H'[g).
— Inversement, supposons qu’il existe une catégoriec H'/G et
soit (6, (H', +, G*)) la (p#, J#)-suite exacte courte correspondante.
Puisque §'.(H ,(, G') e Jg, il existe ' € F tel quey’ .6 = 5"
Par ailleurs on a

B6),8,(H,G) eV

et, d’apres le début de la démonstration, il existe un " & F tel que

p” . 8" = 6. Ces relations entrainent :
p .y . 8=8 et vy .y .v(H,GQ =v(H,QG).
Il s’ensuit " =9"1eF,, car & est un pz-épimorphisme et

v(H', G) e R4(F, ¥). Par conséquent §’ est un p ,-épimorphisme,
ainsi que v (H'/3).

Contre-exemple : Soit H' la catégorie ayant 5 morphismes A, A2,
J1, f2, k et 5 unités distincts ey, e, s1, 52 et e tels que :

hesi.H.e,, hsees.H.52, fiesi.H.e,i=1,2, etk=hs.fa.

Soit G" la sous-catégorie de H* engendrée par la classe {e1, ez, f1, f2}.
Avec les notations du théoréme 4, H'/g est un graphe multiplicatif
ayant 2 morphismes kb et A2 et 3 unités distincts &, 52 et 2 tels que

a(h)=e=p(h) et (ke h) ¢ (H'[2)« (H'[).

Par suite p,- v (H'/g) n’est pas un épimorphisme et, en vertu du
théoréme 4, il n’existe pas de catégorie quotient de H' par G.
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Catégorie quotient d’une catégorie par une sous-catégorie propre

Soit H' une catégorie; le théoréme 4 donne des conditions
nécessaires et suffisantes pour qu’il existe une catégorie quotient
de H’ par une sous-catégorie G'. Nous allons maintenant montrer
comment construire, dans certains cas, cette catégorie quotient.
Pour démontrer le théoréme 5, nous aurons a utiliser la proposition
suivante :

Soit H' une catégorie; soit o = (H, A, H) une relation d’équi-
valence compatible avec « et §. Supposons qu’il existe une sous-
classe G de H vérifiant les conditions suivantes :

) Hyc G. Si (g, i, hg)e O(H": H,G), on a (b, h) e A.
2) SieieHyi=1,2et(e,e2) € A, il existe g; € G tels que
B (gi) = ei, x(g1) = x(ge) et g1 € Ry (H").
3) Sige G, he H(resp. h € G) et B(g) = B (h), il existe
(g, h,h',g)eO(H ; H, G) (tesp. e O (H'; G, G).

Proposition 13 : Si les conditions précédentes sont veérifides, la relation
d’équivalence g bicompatible sur H™ engendrée par o est la relation
(H, B, H) telle que

(W', h) € B si, et seulement si, il existe deux familles (fi<m. j<n
et (f"ism, 1<n telles que (f, ") € A sii < m,j < net que, en posant

Si=f fl - Sy et fI=f1.f0 ... f

onaith=fLh =f'm et fI=fitlsl <j<n.

De plus il existe une catégorie quotient strict de H™ par §.

Démonstration : En vertu de la condition 1, pour tout g € G, on a :
g.a(g =getf(g).g=2¢

d’ou (g, x(g)) edet(B(g).g) e 4.

Soit M = [J(H'; H, G). On a A c B et (H, B, H) est une relation

d’équivalence. Supposons (h',h) e B et soient (f{)i<m,j<n €t

(f"Di<m, j<n les familles correspondantes. Comme (f7, ) € 4, on

doit avoir f7 ~ f'7 mod g, car § est compatible sur H"; étant donné

que § est une relation d’équivalence et que f'7 = f+1, on en déduit
h' ~ h mod g. Ainsi Bc 4, si § = (H, 4, H). — Montrons que
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(H, B, H) est bicompatible sur H'. En effet, supposons (k, h)eH" + H
(F'.,h) e H « H" et (R, k) € B. Soient (i<, s<7 et (f'Di<m, 1<7 les
deux familles correspondant au couple (%', A). On peut supposer
n = fi(car, si n < #, il suffit de remplacer les familles (f{)i<m, j<u
et (f"i<m,<n respectivement par les familles (fl)i<m,s<i et
(f"Di<m, 3<iis o0 fl = fI= fsin < j < 7). Soit :

=B =BUED et &=a(f)=a(ff),
pour tout 1 < j < n; en particulier, on pose :

l=al)=pMH)=¢' et é*l =a(h)=pgH)=er.

La relation d’équivalence ¢ étant compatible avec x et 8, on a :

(el,elyed et (&,81t1) e A,
d’on :
(ef,e)ed, (e/,él)ed et (&,ef)eA.
Par hypothese, si 1 < j < n, il existe g7 € G et g7 € G tels que
a(g) =a(g), B(g)=e,p(g)=2¢ et gleRy(H).
Choisissons :

gl=el=4g' et gntl = en+l — gn+l,
Posons :
fan=78 e [fil=fi.gh,sil<js<n
Ona
G ~B~77 et fi. ~fimodo,

et par suite . L
S ~ Sy mod .

D’aprés la condition 3, il existe, pour tout j tel que 1 <j < n
=(ghfi . fi.g)eM ou (fi.fl)ed
Ty = G Lo Sy 1 8 ) €M, O (f]_1 . f1_)) €4,
et, par recurrence, pour tout i vérifiant 1 < i << m, il existe
4= (&), S e EM, ob (PfDed.
De méme, il existe, pour 1 < j < n,
q;'{ = (gf+1,f;’{,f , 8 ’J) eM et q’] = (g+1,f;’j’f;']', gi’j) eM
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sil < i< metona(ff%) eA. llexiste aussi
g = (g, gf % ki, k"™ )ye O(H*;G,G), ou 1<js<n

et on a
fi ki ~7] et fii . k' ~f7 mod o.
En particulier, soient
Jl=fl=f1 e fa=fo=frsil<si<m

Posons :

j;f

l

fefi=fisil<ism+1,1<j<n,
j :j Ij='j i \.\- \'\
Ra=Retfi=lisi2<i<ml<j<n

<,

ik et fml=fim kL si 1 <j <,

o

A=F e Jietfi=fi. . Jisil<j<n

Comme,sil <j<nona
¢, 0q, ,D..0¢g MgeM

gt M .. O g~ M (gqL gl k=L k) e M,

on obtient
fiogl k=gl fi=gl .fim1, dPou fi =fi1, car g e Ry (H")
Tl en résulte que la famille ();<m-17, j<n a les propriétés suivantes, ol

. . s Ay ~,. ~ps . .
= - o fhfetfi=fi . ... fisil<j<n:

Jr=ft.frt=h.h fr=fn.fr="h.n,
(ji‘f,.g’f)eA si l<sism+tmetl<j<n,
fi=fi.g1.fi=f11-1, g fri-l = f'i-1

sil<j<n Donc(h .h',h.h)eB, ce qui prouve que(H, B, H)
est compatible sur H'. — Il en résulte que (H, B, H) est identique
3 la relation d’équivalence § bicompatible sur H" engendrée par ¢,
et que ¢ et § induisent la méme relation sur H,.

— Soient & € H et e € Hy tels que (e, S (h)) € A. 1l existe g e G et
g € G tels que

a(g)=a(g), B =pH(g) et f(g)=e.
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D’apreés la condition 3, il existe (g, h, ', g") € M et, en vertu de la
condition 1, ona (A',h) e A et (g.h', h") € A. Par suite

g.h~hmodp et f(g.h)=ce.

Ainsi la condition de la proposition 14,3 [1] est vérifiée, de sorte
qu’il existe une catégorie quotient strict de H' par p.

Corollaire : Si G' est une sous-catégorie propre de H' et si
o= (H, A, H) est une relation d’équivalence compatible avec « et f5,
vérifiant les conditions 1 et 2, alors il existe une catégorie quotient
strict de H' par la relation d’équivalence ¢ bicompatible sur H'
engendrée par o.

En effet, o et G vérifient évidemment les conditions 1,2, 3; le
corollaire est donc conséquence de la proposition 13 et la relation g
est celle définie dans 1’énoncé de la proposition 13.

Soient H" une catégorie et G” une sous-catégorie propre de H'.
Nous désignons par (H, A, H) la relation :
(h', h) € A’ si, et seulement si, il existe (g', #', h,g) e O(H'; H, G)
et par ¢ la relation d’équivalence bicompatible sur H" engendrée
par (H, A', H).

Théoréme 5 : Si (H', G) € ¥, il existe une catégorie quotient de
H'par G°. Dans le cas ot G = Ry(H"),onaH'|G" = H’'[§; sinon,
H'|G" est isomorphe a H'|G", ot (A", G) est la (¥r, ¥')-projection
R (H’, G) (théoréme 3).

Démonstration : Supposons d’abord G < R;(H") et posons
M = [O(H"; H, G). Soit ¢ = (H, A, H) la relation définie par :
(h2, ) € A si, et seulement si, il existe (g, 4, h, gy e M, i =1, 2.
On a A" < A. Si (he, 1) € A, il existe h € H tel que
(he,l)e A’ et (hi,h)e A,

de sorte que g est contenue dans la relation d’équivalence engendrée
par (H, A’, H). Nous allons prouver que ¢ est identique a cette
relation d’équivalence. Comme ¢ est réflexive (car Hy < G) et

symétrique, il nous suffira pour cela de prouver que g est transitive.
En effet, soient

(hs, hz) €A et (hz, hl) e A.
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Il existe
@, hi,hyg)eM,i=12 et (g, h,hg)eM,j=23.
G" étant propre, il existe
(82, 82, f0, /) e O G, (85,82, f0/) e O G et (fh.fo,k f)eM.
On en déduit
h.gi.fo.f=g.h.fo.f=8.1:k
d’ou (g} .fa M, k,g1./2.f) € M. Les relations

g fo k=g .fo. k=g .h.foi.f=h.g.fo.f=
he.g2.fo.f=8:. k.o f

et g, € Ry (H') entrainent f; . k = k . fz . f. Par conséquent
(gz;a h3’ hs g3) _E_ (fé’ h, k,fz 'f) = (g-':'}'fé, h3, k, g3 'fé 'f) €M.

11 s’ensuit (A3, h1) € A. Donc p est la relation d’équivalence engen-
drée par (H, A’,H). Elle est évidemment compatible avec x et f et elle
vérifie les conditions du corollaire de la proposition 13. En vertu
de ce corollaire, il existe une catégorie quotient strict de H' par la
relation d’équivalence § bicompatible sur H" en gendrée par ¢ et la
relation g est construite effectivement dans cette méme proposition
13. Ainsi on a H'/g = N (H'/) et, en vertu du théoréme 4, H'/§
est la catégorie quotient de H' par G'.

—Supposons (H', G) € ¥ et soit R(H", G) = (A", G); soit & le
ps-épimorphisme canonique de H' sur A'. La premiére partie de
la démonstration affirme qu’il existe une (pg, J5)-suite exacte courte
@, (A°, 1, G)), car G = R (H"). Montrons que

¢.6,(H,,GY)

est aussi une (pg, Jz)-suite exacte courte. En effet, soit
®=(K', D, H)eF et ®(G)< K,

Sih e H,h' € Het 8(h)=2¢&(h"),il existe par construction (théoréme 1)
geGetg' eGvérifiant g’ . h.g =g’ .h".g; on en déduit
O(h=2(g).PMh).P(g)=P(g).2(h). P (g)= @ (),
car @ (G) = K,. Ainsi on définit une application & (h) — @ (4) et,
& étant un p-épimorphisme, il existe un et un seul @’ € # tel que
@ .6 =@ Comme (8, (H ,:,G")) est une (ps, J5)-suite exacte
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courte, la relation @’ (G) < K, assure Dexistence d’'un @ € #
tel que

" o=, dou @ .(9.8)=d.

Ceci prouve que (¢.6,(H', 1,G")) est une (pg, J)-suite exacte
courte. Par conséquent il existe une catégorie quotient de H  par
G, isomorphe a H°/G".

Corollaire : ps est a(F 4, Jg)-suite exactes courtes; si C' est un sous-
groupoidede H € Fo,ona H'|C'= H'|G" = H'[§, ou G= Cu H,.

En effet, on a (H', G) € ¥ et G = R(H'). Remarquons que,
dans ce cas, la relation (H, A’, H) est une relation d’équivalence,
et par suite est identique a o.

Théoréme 6 : Soient H une catégorie et G  une sous-catégorie

propre de H' telle que (H", G) e ¥} et que

(0') Les conditions (g1, h', h, ;1) e O(H"; H, G) et g, € B (h").G.B(h)
entrainent qu’il existe(gs, h', h.g,g) e O (H ;H,G)otg € G.

Alors G* engendre la sous-catégorie distinguée G* de H', oi1 G est la

classe des k € H pour lesquels existent g e G et g’ € G vérifiant

k.g=¢g'.

Démonstration : D’aprés le théoréme 5, il existe H'/G". — Suppo-
sons d’abord que I’on ait G = R, (H"), (ce qui a pour conséquence
(H', G) e v'y) et que G vérifie la condition (0’). Reprenons les
notations de la démonstration du théoréme 5 et montrons que ¢
est compatible sur H'. En effet, posons i = 1, 2, et supposons

(h, h) e H « H', (hs, 1) € A et (hy, hy) € A.

11 existe

g = (G, hi, hg) e M et g/ = (&, hi, I', g)) € M,
par définition de p. Comme G est propre, il existe

(81, 8, /1, A) e DG et (g5. /1, 82. 1, /3./) e O G,
ce qui donne

t,=(g,8,f1.Juh . f)eD G
11 existe aussi
U'=(H.Juhk.fleM
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et, en vertu de la condition (0"), il existe g€ G, k = k' . g et
to=U T b k. f2) e M.
On obtient, en posant f; = f. g et t; = (/i . f1, h, k, ),
g, Mt, Mt =8, h.8,-hh' . f1.71. k. f)eM,

et, puisque §;. 7 = h; . gi, on en déduit
@ h, h 0. f1.]1- kg, - f)eM.

Ceci montre quel’on a & . ha~ hy . ln mod p, de sorte que o et g sont
identiques.
— Soit G le noyau du pz-épimorphisme 5 de H  sur H/o. On
aGc G.SikeG,onak ~ B(k)mod o, aussi existe-t-il
& k.hgleM et (g,pk),hg)eM.
Par hypothése, il existe alors (g, k., k. f,g)eM,oufe G. On
en déduit g1.f=g;.h.f=k.g". Donc keGet G =G.
— Considérons maintenant le cas général et reprenons les notations
de la démonstration du théoréme 5. Soient
@uh,hg)e(H;H G et Gep(h).G.A(R).
Hexistegyeg, K eh’,heh, g ejretg, edstelsque g/ € G,
gi-h~h . gimodeo e gyefh).G.B(hH).
Par définition de o, il existe fe G tel que g;. h.f=h .g1.f,
c’est-a-dire
(gL H.h.f,g1.HeM=0TEH; H, G).
Puisqu’il existe ¢ = (g3, #', h.f. g, g2) € M, 0ol g € G, il en résulte
O&(q) =@k, k", g2)e 0(H; H, G),
ouh” = h.é(f.g). Ainsi (A", G) vérifie la condition (0’) et, d’aprés
la premiére partic de la démonstration, le noyau C du pg-€épi-
morphisme ¢ de A" sur A°/G" est la classe des k € A tels que I’on
ait k.g =3, ougeG etd eG. Soit G la classe des k € H tels
que I'on ait k.g=g’,ollgeG et geG. Si keG, on a
6 (k).6(g) =46(g), dou 6(k)eC, et k appartient au noyau
C du ps-épimorphisme ¢ . 8 de H' sur H'/G'. Inversement,
sikeC,on ak=¢&(k)eC et il existe e G et §’ € G tels que
k.é(g) = & (g").ls’ensuit quil existe f e Gtelque k. g.f =g’ . f,
ce qui entraine k € G. Donc G = C.
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Corollaire 1 : Soient H" une catégorie et G' un sous-groupoide de H'
contenant H,. Pour que (H, G) vérifie (0'), il faut et il suffit que : (0)
siheHetg eB(h).G.8((h),ilexistegeGtelqueg . h=~h.g;
dans ce cas, G est une sous-catégorie distinguée de H et H'|G"=H"|p.

En effet, (0') entraine (0) et si (0) est vérifié, les relations

(¢ h',hg)eOH ; H,G) et g ef().G.B(h
assurent I’existence de (g;=!. g, A, A, f) e O (H ; H, G), d’oul’on
déduit (g3, h', h,g1.f) e O (H'; H, G). Dans ce cas, en vertu du
théoréme 6,ona g = get G = G, car des conditionsk € H,g € G et
g =k.geG résulte k =g .g"1eG.

Corollaire 2 : Soit H' un groupoide. Pour qu’un sous-groupoide G’
de H' contenant H, soit distingué, il faut et il suffit que I'on ait
h=t. G.h< G pour tout h e H.

Démonstration : St G° vérifie cette condition, il vérifie aussi la
condition (0) et, d’aprés le corollaire 1, il est distingué dans H'.
— Inversement, supposons G distingué. Soient 1€ H et g ¢
tels que

g = h-1.g.h soit défini.
Soit ¢ le p-épimorphisme de H sur H'/G'. Ona
e(g)=20(h1).0(g). o) = ¢ (x(h)),

car G estlenoyaude $;d'oug’ € G.
Corollaire 3 : Si H' est un groupe et C" un sous-groupe de H', alors
H'|C" est le groupe quotient de H" par le sous-groupe distingué
engendré par C'.

En effet, le plus petit sous-groupoide distingué de H' contenant

C est identique au sous-groupe distingué (au sens usuel) engendré
par C".

4. COHOMOLOGIE

Complexes :

Soit Z I’anneau des entiers. Soit w la sous-catégorie libre du
groupoide (Z x Z)* des couples d’entiers formé des (j, ) e Z X Z
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tels que j < i (la loi de composition + est définie par :
(j's i) L (j, i) = (J', i) si, et seulement si, i’ = j).

On identifie (i, i) avec i. Soit H' une catégorie et J unidéal de H". .

Définition 15 : On appelle complexe de (H', J) un foncteur K de o
vers H' tel que, pour tout j € Z, on ait

Puisque @ est une catégorie libre, un complexe K est entiére-
ment déterminé par la donnée de la suite (K (17 — 1, n))nez. Inver-
sement, si (f1n)n <z st une suite telle que :

hn € H, [3 (h'n) = o (hn—l) et hn,—l . hqz € J,

Papplication | (n — 1,n)— Ay

(n’l, n) — hrm+]_ . hm+2 «eer . hn——l . hn

n—> a(hy)
définit un complexe K; pour simplifier, on dira que K est alors le
complexe (n)nez.

Proposition 14 : Soit K un complexe de (H', J) et soit E € H,. Si
K désigne le foncteur E-transposé ac K (voir n® 1), pour tout ne€ Z
ona:

Kx(mn+1). Kt (n—1,n) (KX (n— 1)) c J.

En effet, si K est le complexe (hp)ncz etsigeKz(n — 1) =
E.H.K(n— 1), ontrouve:

KX (n,n+1). Kt (n— 1,n)(g) = (hur))} . (ha) (8) =
g.hy honnecg.Jc J

Définition 16 : Soit K un complexe de (H', J); un élément de K (n),
oit E € H,, est appelé une n-cochaine de K vers E;une n-cochaine
g de K vers E telle que K; (n, n +1) (g) € J est appelée un n-cocycle
de K vers E et un élément de Ki(n— 1,n) (Kgz(n— 1)), un
n-cobord de K vers E.

Soit " (H", J) la sous-catégorie pleine de la catégorie des
transformations naturelles entre foncteurs de  vers H' ayant pour
unités les complexes de (H', J). Un élément de & (H', J) est
déterminé par (et souvent identifié avec) un triplet (K’, 7, K), o K

56

566



est un complexe (Ma)nez, o K’ est un complexe (h,)ncz €t OU 7
est une application de Z dans H telle que, pour tout # € Z, on ait
tm)eK'n).H.K(n) et h.t(my=t(n—1).hn

Soit G(H", J)= H x A (H', J)*.

Théoréme 1 : Pour tout n € Z, il existe un foncteur C*de C(H', J)
vers M et des M-sous-foncteurs Z* et B® de C* tels que C* (E, K),
B" (E, K) et Z*(E, K) soient les classes des n-cochaines, des n-
cocycles et des n-cobords de K vers E, si K est un complexe et E € H,.
Démonstration : L’application

K,7,K)—=>1(n), ou (K,7v,K)ex (H'J),

définit un foncteur 7 de " (H', J)* vers H*. Soit C» le foncteur
Homp- . (H" x A) de € (H', J) vers 4.
Si (E, K) e @ (H", J), la classe Cn (E, K) est la classe E. H. K (n)
des n-cochaines de K vers E. Soit
c=(h(K,7,K))eC(H", J),
ou K est le complexe (hn)nez, ot K' est le complexe (/n)ncz €t
ou E= g (h) et E' = a(h). Alors C"(c) est I’application
f—h.f.7(n) de C»(E’, K') dans Cm (E, K).
— Soit fe Z*»(E',K');on a
Ki(mn+DEC@Q()N)=h.f.2(n). hon =
h fihps.t(n+1)ed,
et par suite :
Cn(c) (Z"(E', K')) = Z" (E, K).
Il en résulte que 'application :
c—>(Z"(E, K),C"(c) ¢, Z* (E', K"))

définit un foncteur Z» de € (H', J) vers A, qui est un A-sous-
foncteur de C». Soit B* (E, K) la classe des n-cobords de K vers E
et soit g e B»(E', K'); ilexiste g’ € KFf (n — I)telqueg =g . h,
et on obtient :
Cr(c)(g)=h.g . h .t(n)=

h.g.t(n—1).hneKg(n—1,n (Ky (n — 1)) = B"(E, K).
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On en déduit que ’application
c— (B (E, K),C"(c)+, B*(E', K"))

définit un foncteur B» de € (H', J) vers M, qui est un Ab-sous-
foncteur de Z=.

Définition 17:  Avec les notations duthéoréme7, les foncteurs Cm, Z"*
et B™ sont appelés respectivement foncteurs n-cochaines, rn-cocycles
et n-cobords relatifs a (4", J).

Foncteur de cohomologie :

Soit p = (M, p, #) un foncteur d’homomorphismes. Soient
A’ une sous-catégorie de # et S un idéal de #. Supposons que K
soit un complexe de (H", J) et que Dg soit un foncteur de w* vers #
tel que, pour tout n € Z, on ait :

pDE(n—1,n)) =K} (n—1,n), ou E€H,.
Posons : C» (E, K) = D£(n); on a p(C*(E, K)) = C*(E, K).

Définition 18 : On dira que K admet une (D§, #', #)-structure de
cohomologie d’ordre n vers E, notée H™(E, K), si les conditions
suivantes sont verifiées :

1) Il existe une p-sous-structure Zn (E, K) de Cm(E, K) telle
que p(Z"(E, K)) = Z» (E, K).

2) B (E, K) engendre une (p, #{)-sous-structure B" (E, K)
de Z" (E, K).

3) Il existe une (p, F)-structure quotient A" (E, K) de Z" (E, K)
par B» (E, K).

On dira que A" (E, K) = 5 est triviale si p (s) engendre une (p, #)-
sous-structure s’ de s telle que s’ € £,

Les conditions 1 et 2 entrainent que B» (E, K) est la (p, #,)-
sous-structure de C (E, K) engendrée par B*(E, K). Si p est a
(', #)-suites exactes courtes et saturé la condition 3 est vérifice.

Soit H’® une sous-catégorie de H et soit D un foncteur de
H" x H* vers # tel que p.D soit une restriction du foncteur
Hompg-. Si K est un complexe de (H ', J) etsi E € H';, désignons par
DE le foncteur de w* vers o tel que

DE(n,n+ 1) = D(E,K(n,n+ 1)).
58

568



Soit €'(H",J) la sous-catégorie de €(H", J) formée des (h,(K’, 7, K))
tels que # € H' et soit C» le foncteur de G’ (H', J) vers ## tel que :

Cn (h, (XK', 7, K)) = D (h, 7 (n)).

Le foncteur p . C est une restriction de C. En particulier, si (E, K)
est une unité de €' (H", J), on a :

C*(E, K) = D (E, K(n)) = DE (n),

de sorte que C» (E, K) est une structure (appartenant a ) au-
dessus de la classe des n-cochaines de K vers E.

Définition 19 : On dira que (#', #, D, J) admet H" pour foncteur
de cohomologie d’ordre n si les conditions suivantes sont vérifides :

1) Il existe un p-sous-foncteur Z* de Cn, appelé foncteur
n-cocycle pour (5#', £, D, J), tel que p . Z™ soit une restrictionde Z*.

2) Il existe un (p, #')-sous-foncteur B™ de Zn engendré par
B*; on I'appelle foncteur n-cobord pour (#', £, D, J).

3) A" est un p-foncteur quotient de Z* par B,

Ces conditions entrainent que A" (E, K) est une (D%, #’, F)-
structure de cohomologie d’ordre n de K vers E.

Le probléme de la cohomologie pour (#', #, D, J) est le pro-
bléme de ’existence d’un foncteur de cohomologie d’ordre n pour
(#', 4, D,J).

Proposition 15 : (#’, #, D, J) admet au plus un foncteur n-cocycle
et un foncteur de cohomologie d’ordre n.

En effet, si (E, K) e €' (H', J)o les conditions de la définition 19
déterminent Z» (E, K), B» (E, K) et H* (E, K) d’une fagon unique.
Par suite la proposition 15 résulte du corollaire de la proposition 2
et de son dual.

Définition 20 : Si (3¢, £, D, J) admet H" pour foncteur de cohomo-
logie d’ordre n et si K est un complexe de (H', J) tel que A" (E, K)
soit triviale pour tout E € H'y, on diru que K est une suite exacte pour
(', £, D, J).

Ainsi on peut définir une notion de suite exacte dans une caté-
gorie munie d’un idéal J et d’un foncteur D tel que (H", D) soit une
catégorie p-dominée. Nous étudierons ailleurs cette question.

59

569



19

Théoréme 8 : Supposons p saturé et a (#', F)-suites exactes courtes.
Pour que (K#', £, D, J) admette un foncteur de cohomologie d’ordre n,
il faut et il suffit que les conditions 1 et 2 de la définition 18 soient
vérifiées pour tout (E, K) € €' (H", J)o et que, si c € ' (H', J), onait
Cr()(M)=M', ot M =p(Bn(x(c))) et M’ = p(B"(8(c))).
Démonstration : Ces conditions sont évidemment nécessaires.
Supposons-les ‘vérifiées. Soit

ce®@ H,T), x()=(E K) et B(c)=(E, K.

Comme S = Z#(E,K) et "= Z»(E’, K’) sont des p-sous-struc-
tures de C» (E, K) et de C» (E’, K’) respectivement et que ’on a

Cr()(p(S)) = p(S)

d’aprés le théoréme 7, il résulte de la proposition 3 qu’il existe un
p-sous-foncteur Z» de C», qui est un foncteur n-cocycle pour
(#',#,D,J) — Soient s = B*»(E,K) et s = B»(E’,K’) les
(p, s¢)-sous-structures de § et S’ engendrées par B* (E, K) et
B» (E', K"). Puisque Z* (¢) (p (5)) = p(s'), il existe, en vertu des
propositions 2 et 5, un p-sous-foncteur B de Z» engendré par B”.
Comme p est a (', #)-suites exactes courtes, le corollaire de la
proposition 8 affirme qu’il existe aussi un p-foncteur quotient de
Z» par B». Ce foncteur est un foncteur de cohomologie d’ordre n
pour (¢°, 4, D, J).

Corollaire : Supposons que D soit un foncteur de H” x H* vers &
tel que px . D soit une restriction de Hompy-. Pour que(¥ g4, J&, D, J)
admette un foncteur de cohomologie d’ordre n, il faut et il suffit que,
pour tout (E, K) e & (H*, J)o, la classe Z™ (E, K) définisse une sous-
catégorie Z» (E, K) de C»(E, K).

Démonstration : La condition est évidemment nécessaire. Supposons-
la vérifiée. Du début de la démonstration du théoréme 8, il résulte
qu’il existe un foncteur n-cocycle Z* pour (¥, Jgz, D, J). Soit

ce@ (H',J), a(c) = (E K) et f(c) = (E', K.

La classe B?(E, K) engendre une (pg, & go)-sous-structure de
Z»(E,K), a savoir le sous-groupoide €’ de Z» (E, K) engendré
par la classe
C = B"(E,K) n 2" (E, K),.
Soit de méme C’° le sous-groupoide de Z» (E’, K') engendré par
C'=B"(E,K')nZ"(E K),.
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Posons Z” (¢c) = F. D’aprés le théoréme 7, on a
F(B* (E, K)) < B®» (£, K').

Puisque Z* (c) est un foncteur tel que p (Z* (c)) = F,ona:
F(Z»(E,K),)< Z»(E',K"),, d’ou F(C) <= C".
SifeC,onaF(f1)eC'-1. Soit ke C; il existe f e C u C! tels

que k = fu. ... . f1; il en résulte

F(k)=F(fas).....F(f1), ou F(f)eC v C1
Donc F (k) € C’. De plus ps est & (F4, Jg)-suites exactes courtes,
d’aprés le corollaire du théoréme 5. Ainsi les conditions du théo-

réme 8 sont vérifiées; en vertu de ce théoréme, (¥4, J&, D, J) admet
un foncteur de cohomologie d’ordre n.

5. FONCTEURS DE COHOMOLOGIE RELATIFS AUX ESPECES DE MOR-
PHISMES

Foncteurs de cohomologie relatifs a s/ :

Soit ¢ la catégorie des applications covariantes p,-dominées
(n° 1). Soit J,, son idéal construit dans le n° 2. Soit C' e Fo;
soient /¢ la sous-catégorie de o/ formée des (F', C’, ¢, F) € o,
et Jor I’idéal de o/ ¢+, intersection de J , et de o7 c".

Définition 21 : Un complexe de (oA, J,) (resp. de (¢, Jc)) est
appelé complexe d’espéces de morphismes (resp. de morphismes
sur C°).

Un complexe d’espéces de morphismes sur C~ est un complexe
d’espéces de morphismes K tel que

K@ — 1,n) = (Fn-1, C', ¢a, Fn) pour tout n € Z.

Soit Z la catégorie des foncteurs doubles [2], pz son foncteur
projection canonique vers .#. Soient pZ et p7 les deux foncteurs de
ZF vers F tels que, si @ = ((§°, $4), @, (S", S*)), on ait

pE (@)= (5, 2, 5) et pz () = (54, 2, 5.
Soit o/ (Pz) la catégorie des applications covariantes pz-dominées
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(n° 1). L’application
(€, ®,9,0)—>(p3 .G, B, ¢,px .C), ohi=1,2,
définit un foncteur p¥ de o (55) vers .

Soit G € o (p#)o. Alors G; = p? . G est une espéce de mor-
phismes et on a

7 (G) = n(G1) = n(G2);
de plus (S (G1)', S (Gz)") est une catégorie double, que nous noterons
S(G). Si (G, D, ¢, G) e o (P7), on a
(5(G), 9, S(G) e#.
Soit A = (8", 81) € % et s0it. S" € F; les applications source
et but dans S+ sont notées - et f-. Si ¢ et ¢’ sont deux applications

de S sur une partie de S telles que «* ¢’ = B+ ¢, nous désignons
par ¢’ L ¢ 1’application

f—= o' (L ¢(f) de S dans S.

Rappelons [2] que I’on obtient une catégorie, notée F (4, S°), ou
Z (5§, $7)*, en munissant §* . # . S" de la loi de composition

S, 9,8)L(8,9,5)=(5",¢'L ¢, S7)si, et seulement si, a* ¢’ = B+ g.
Supposons donnée une sous-catégorie o' de & et soit g un
foncteur de &’ vers o (p5) tel que pf .q = «’. (Par exemple,

&' peut avoir un seul élément G = p¥ . G, ol G € & (Pg)o-) Si
G e o', posons S(q(G)) = (S(G), S(G)).

Proposition 16 : Il existe un foncteur D de o' X * vers F tel que
Px. D soit une restriction du foncteur Hom,, et que, si

(G, F)esty x oet S(q(G)) = (5,54,
D (G, F) soit la catégorie obtenue en munissant G .« . F de la loi
de composition :
(G, P,¢',F)L (G, D, ¢, F) = (G, D, ¢'L ¢, F) si, et seulement si,
ate' =p¢p et ' = .

P

Démonstration : Soit (G, F) e 4} X o et S(g(G)) = (57, 8.
Soit M* la catégorie produit

@(G). F .« (F)° x F (&, SE)
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ou % est la loi de composition triviale (tous les éléments sont des
unités). Soit y la bijection

(G, D, 9, )~ (2,(5, ¢, S(F)))
de G. . F sur une sous-classe M’ de M. Montrons que M’
définit une sous-catégorie de M*. Pour cela, il suffit de prouver que,
si
mi=(G, @, p5, F)esd, i=12 et atgs= "¢,
ona
o (y(m)) e M, B~ (y (m)) e M’ et y(m)Ly(m)eM,

c’est-a-dire que (1 (G), D, a* ¢, 1 (F)), (n(G), @, B* @i, 1 (F))

et (n(G), D, p2L g1, n(F)) sont des applications covariantes. En
effet, soit fea (F)et ze F(x(f)).On a :

2 () (2"9: (2)) = 2 (D (f) 94 (2)) = & @u(f2),
D (f) (B i (2)) = B~ (D (f) 91 (2)) = B 9i (f2),

2l 1 (D)= (D)L 1 () = P(f) 92 (D)L P(f) ;1 (2) =
=P () ez (2L 91 (2)) = P () (o2 L 1) (2),

car I’application z'— @(f) z’ définit le foncteur double g (G) (P ().
On en déduit

(G9 Q, a-L ¢'55F) Ed,(G9 ®,13'L‘Pi’ F) Eﬂet(G, @, ‘P‘Z 1 971) F) € 'd'
Donc M’ est une sous-catégorie de M™, et par suite (G . & . F)*

est la catégorie image de M'* par y~1; nous la noterons D (G, F).
— Soit (in’,m) e A’ X o, o

m =(G,9,¢',G) et m=(F, D, ¢, F).
Ona
q(m) =(q(G), D', ¢, 4 (G)) € o (Pz).

Montrons que Hom (m’, m) = a définit un foncteur D (', m) de
D (G, F) vers D (G, F’), d’ou résultera la proposition 16 puisque
Hom est un foncteur et que p est fidéle. En effet, supposons

mi= (G, ¥V, y,Feod, i=1,2, et aty =gy

Posons ¥/ = @' . ¥. & et ¢ .ys.¢=19y;;0na
a(m)=(G.¥,y,F)ed.
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Puisque ¢’ définit un foncteur de S (G)* vers .S (G'), on trouve :
wty, =@ atyrg =@ fryip=F"yy,
ainsi a (mg) L a (mi1) est défini dans D (G', F ). De plus la relation

v lyi@D =9 Ly =9 (y29@))L ¢ (41 9(2)
=9 (9@ Lvie@) =19 (v2 L v)9(2)
pour tout z e S(F'), entraine :
a(me)L a(m)=(G, ¥, y; Ly, F) =
= (G, D' V.D,¢'.(v2 L v1). @, F) = a(mazL m;).
Ceci montre que a définit un foncteur D (m’, m) de D (G, F) vers

D(G',F"). Doncl’application (m’,m)—D(m’;m)ou(m',m) e &' X
définit le foncteur D cherché.

Théoréme 9 : (Fy, Jg, D, J,,) admet un foncteur de cohomologie
A (q) d’ordre n, ot D est le foncteur construit dans la proposition 16.
Démonstration : Soient C», Z" et B» les foncteurs n-cochaines,
n-cocycles et n-cobords associés a (&, J,), qui sont (théoreme 7)
des foncteurs de € vers F, ou E = X H (A, J)*;

soit &'=o' x H (A, J)*.
Supposons
(G, K) € 6,6, ou K = (an)n ez et anz(Fn—-l, ¢n, Pny Fn) €.

~e A

Posons S (g (@) =(8,5%). On a
Ps . D (G, Fy) = Hom (G, Fy) = C" (G, K).
D’aprés la proposition 16, ’application
m—->m.og,oumeG.A. Fp,

définit un foncteur 67 de D (G, Fn-1) vers D (G, Fy). En vertu de
la proposition 14, on a §#+1, 47 (m) e J,,, ce qui signifie

Y Pn Pn+l (S (Fn+1)) < S(.)’ sim =(G9 v, vy, Fn—l)-
Soit N+ = F (§5(q(G)), S(Fp+1)). Soit N’ la sous-classe de N
formée des I' e N tels que I' (S (Fp+1)) = S;. Comme S, définit une

sous-catégorie de S+, la classe N’ définit une sous-catégorie N'*
de N +. D’aprés la proposition 16, il existe un isomorphisme y de
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D (G, Fp41) sur une sous-catégorie M’'+ de
Mt=I10x Nt, ou L=ua(G).F .a(Fun).

Par définition, Z» (G, K) est la classe des m = (G, ¥, v, Fy) € o
tels que 67+1 (m) € J,,, c’est-a-dire tels que

(5, ¥ @ui1, S(Fan1)) € N'.

Ceci signifie que Z” (G, K) est I'image réciproque par 6»*+1 de la
sous-catégorie y1 (L X N')n M’) de D (G, Fp+1). Il en résulte
que Z* (G, K) définit une sous-catégorie de D (G, Fy) = C" (G, K).
On en déduit, en vertu du corollaire du théoréme 8, que

(Fo I3 D, J )

admet un foncteur de cohomologie d’ordre n, que nous noterons
H"[q]. On a :

A [q}(G, K) = Z" (G, K)*/B" (G, K),

ou B (G, K) désigne le sous-groupoide de Z* (G, K)* engendré
par la classe B™ (G, K) n Z" (G, K);-. —Remarquons que ’on a :

en désignant par § le foncteur de la sous-catégorie de .« ayant G pour
seul élément vers F tel que 4 (G) = ¢ (G).

Corollaire : Si G e ] et si S(q(G))* est un groupoide, alors
Hn {q] (G, K) est un groupoide.

En effet, reprenons les notations de la démonstration du
théoréme 9. Comme S+ est un groupoide, F (§°, S (Fn))* est un
groupoide, I'inverse de I étant le foncteur I de S (F,)" vers S'[2],
ou I'" (z) est l’inverse de I’ (z) dans S+, pour tout ze S (Fn).
Il en résulte que D (G, F,) est un groupoide. Puisque S définit un
sous-groupoide de S+, la catégorie Z*(G, K)" est aussi un groupoide,
de méme que sa catégorie quotient par B (G, K).

Définition 22 : Avec les notations du théoréme 9, le foncteur H™ [q]
est appelé foncteur de cohomologie d’ordre » relatif 4 («, gq). Si
(G, K) e &, on appelle A" [q] (G, K) la catégorie de cohomologie
d’ordre n de K vers q (G), notée aussi A (q (G), K).

Soit &/” une sous-catégorie de « et soit § un foncteur de /"
vers & (p5). Posons = = p7 . 4. Pour tout m e /", soit gm le
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foncteur de la sous-catégorie de 7 engendrée par {n (m)} vers
& (Pz) tel que

gm (7 (m)) = 4 (m).
Alors ’application
) (’n’ (K', T’. K))_> ﬁn [qm] (7z (’/n)’ (K’a T, K))

définit un foncteur, noté H» [§], de o7" x A (, J,)* vers &, en
vertu de la remarque terminant la démonstration du théoréme 9.

Définition 23 : Avec les notations précédentes, H" [q} sera appelé
foncteur de cohomologie d’ordre » relatif a 4.

Exemple : Soit G .97y et soit GU e foncteur de «(G) vers Z tel
que,sifex(G),e = a(f)ete = B(f), onait

{ GE () = (GB (¢"), O G(f), GV ()
GH (e) = (M G (e), T G (@)
L’application

(G, @, 9, G)— (G'Y, &, 00 ¢, GD),

ou (G, @, ¢, G) €., définit un foncteur q© de 57 vers o/ (77)-
11 en résulte un foncteur de cohomologie A [g1].

Foncteur de cohomologie centrale :

Proposition 17 : Soit G e y; pour tout e € « (G)o, seit G(e)a la
classe des z € G(e) tels que a(z) = p(z) = s et que, si

fex(G).e, 7 efs. GBS,

on ait fz .z’ = z' . fz. Il existe un pg-sous-foncteur Gq de G tel que
Ga(e) = G (e); et il existe G2 e o (p7) tel que
pY . GP = Ga=p7 . GJ.

Démonstration : SiI” est le centre d’un demi-groupe, alors (I, I'™)

est une catégorie double. 11 en résulte que, si I' (e)” est la sous-

catégorie de G (¢) somme des centres des demi-groupes s . G (e) . s,

ous € G (e)o, alors (I" (¢)’, I (¢)’) est une catégorie double. —Posons
S = G(€)a. On a S« I' (e). Soient

zes.S.s, 22 es.S.s5, fea(G).e et e = B(f).
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Comme f(z'.z) = fz' . fz, pour tout z" e fs . G (e’) . fson a
2 fE )=z fe=f 2 fr=fr .2 =f(z'.2).z",

d’ou z'.zeS. Par suite " est une sous-catégorie de I'(e)" et
(S", 8") est une sous-catégorie double de (I"(e)’,I'(e)’). Si on
suppose de plus

[ea(G). e et nef'(fs).GEBU)).f (),

on trouve
a.f'BD=a.(f Nz=(" " Nz.2a=f () .z,
et par suite fz € G (e¢")a. Ceci prouve que I’application
f=(Ga(e), G(f)+, Gale)), ou fea(G),
définit un foncteur Gy € .27,. 1l s’ensuit que ’application
f=((Ga(€), Ga(e), GUf) v, (Gale), Ga(e))).

ou f e « (G), définit un foncteur G e o7 (57)o.
Définition 24 : Avec les notations de la proposition 17, on appelle Gq
le demi-centre de G. Le demi-centre de G, est appelé centre de G
et noté Ge.

Soit /¢ (resp. /¢) la sous-catégorie de .«/formée des applica-
tions covariantes pz-dominées (G’, @, ¢, G) telles que

9 (G (9) c G, (@ (e)) (resp. ¢ (G, () ¢ G, (P (e))),

pour tout e € a (G)o. L’application
(G, D, 9, G) - (G2, D, gq, GI2Y), o1 g, = (S(G), 9. S(Gy))

(resp.  (G', @, ¢, G)— (G2, D, ¢, GL2)),

0]‘.1 q?c == (S (Gc’)s 2 L S(Gc)) )

définit un foncteur de .&/¢ (resp. de Z°) vers ¢ (F3), que nous
désignons par qq (resp. par gqc).

Définition 25 : Le foncteur de cohomologie H™[q4) (resp. A" [g.])
relatif & qa (resp. a q.) est appelé foncteur de cohomologie demi-
centrale (resp. cohomologie centrale), noté A (resp. A™). La catégorie
H3(G, K) (resp. H7(G, K)) est appelée catégorie de cohomologie
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demi-centrale (resp. cohomologie centrale) d’ordre n de K vers G,
ot K est un complexe de (, J,;) et G € y.

Foncteurs de cohomologie sur une catégorie :

Soit C’ une catégorie et soit G e (p5) tel que « (G) = C”
et G = p{ . G. Soit g le foncteur vers =7 (p5) de la sous-catégorie
o/ ¢ ayant G pour seul élément, tel que q(G) = G. Si Fe oy, la
classe G . /¢ . F définit une sous-catégorie D¢ (G, F)de D (G, F),
ou D est le foncteur relatif a ¢ construit dans la proposition 16.
Soit m = (F,C", ¢, F) e/. On a

D(G,m) (D (G, F))< Ds (G, F');

par suite D (G, m) admet pour restriction un foncteur Dg (G, m) de
Dg (G, F) vers Dz (G, F') et ’application (G, m) — Dg (G, m)
définit un pg-sous-foncteur Dg de D.

Théoréme 10 : (F 4, Jz, D¢, Jc*) admet un foncteur de cohomologie
HZ. [q) d’ordre n. Si K est un complexe d’espéces de morphismes sur
C’, alors HZ [q1(G, K) est une sous-catégorie de H* (G, K). Si
S(G)= (8, 8+) ou 8* est un groupoide, HZ [q)(G, K) est un
groupoide.

Démonstration : Soient CZ., Z¢. et BZ. les foncteurs n-cochaines,
n-cocycles et n-cobords relatifs a (<¢., J¢.); on a

CL(G,K)=C"{(G,K)nH,.=V
en posant V = p; (Dg (G, K)), d’otr :
2% (G, K)=272"(G,K)n V

et
B2 (G, K) = B*(G,K)n V.

Comme V' définit une sous-catégorie de D (G, K (n)), il en résulte
que Z%. (G, K) définit une sous-catégorie Z%. (G, K) de Z» (G, K)*
admettant pour sous-groupoide la classe B (G, K) n &/ ¢. (nota-
tions théoréme 9). D’aprés le corollaire du théoréme 8, il existe donc
un foncteur de cohomologie HZ. [q] pour (F4, J5, Dg, Je.). — Soit
¢ la relation d’équivalence bicompatible sur Z» (G, K) = V'+
engendrée par la relation o :

~

g ~ g'si, et seulement si, il existe (h',g’,g,h)e CUV'L; V',B*(G, K)).
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D’apreés le théoréme 5, on a H» (G, K) = V'*/p. Or Z%. (G, K) est
saturé pour g, et par construction aussi pour . Il en résulte que
HZ.[q] (G, K) est la sous-catégorie de A" (G, K) formée des classes
(G, C', ¢, K(n)) mod ¢. — Si de plus S* est un groupoide, alors

&+ (G, K) est un sous-groupoide du groupoide(corollaire theoréme9)
Z™(G,K)* et par suite AZ. [q] (G, K) est un groupoide.

Définition 26 : Avec les notations du théoréme 10, HZ. [q] est appelé
le foncteur de cohomologie d’ordre n sur C° relatif & G et
H7.[9) (G, K), la catégorie de cohomologie d’ordre n sur C" de K
vers G, notée H2. (G, K). Pour tout G € /¢ on appelle H?. (G?, K)
(resp. HZ.(G?, K)) la catégorie de cohomologie demi-centrale
(resp. centrale) d’ordre n sur C relative & G.

Remarque : Supposons S(G) = ($°, §*); alors la classe sous-
jacente 3 HZ. (G, K) est ’'ensemble de cohomologie d’ordre n de K
vers G, au sens de [4]; si $* est un groupoide, HZ. (G, K) est le
groupoide de cohomologie d’ordre n de K vers G, dans la termi-
nologie de [4]. Le groupoide HZ.(G?, K) est le groupoide de
cohomologie centrale de K vers G, selon la définition (donnée de
facon imprécise) de [4].

6. FONCTEURS DE COHOMOLOGIE RELATIFS AUX APPLICATIONS CONTRA-
VARIANTES

Applications contravariantes :

Soit F = (., F, C") un foncteur. Nous désignerons par o (F)
Pespece de structures (C’, S, »’) définie comme suit: Soit S la classe
des couples (e, z) tels que e e Cyet z € F(e); on a

% (f, (e, z)) = (e’, F(f) (2)) si, et seulement si, fee’ . C.e.

Si T = (F', 7, F) définit une transformation naturelle de F vers F’,
alors

c(T) = (0 (F), C, 9,0(F)), ou ¢le,z)=(e7(e)(2))

est une application covariante.
Soit &/ la sous-catégorie de la catégorie des applications
covariantes entre espéces de structures [1] formée des applications
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covariantes de la forme (', C", ¢, 3), ou C' € Fo, 5 = [C", S, ']
ety = [C", S’, »”]. Rappelons que .# est une catégorie d’opérateurs
a droite sur la catégorie 6°(N) des triplets définissant des transfor-
mations naturelles (voir proposition 1,1 [*]) relativement alaloi de
composition :

(F', =, F),®)=(F . ®, ¢ ®, F. ®)si,etseulement si, x (F) = (D).

Soit H=(n',C",p,n)e et DeC . F. Soient F et F' les
foncteurs de C* vers . tels que (C', F) et (C, F’) soient les couples
définissant % et n’ respectivement et soit (F’, 7, F) le triplet définis-
sant une transformation naturelle canoniquement associ¢ a H
(théoréme 6,2 [1]). L’application covariante o((F’, 7, F) @) appartient
a ./ et sera désignée par H - @. En particulier soit n = [C', S, %],
@ = (C", @, C) et soit z 1a projection canonique de S sur C;. Alors

o (F. D)= 5o ® =[C". Sa, %],
ou S est la classe produit fibré [1] @y V zet ou
g (fi (e, 2)) = (¢/, D(f) 1)

si, et seulement si, fee'.C.e et =(z)= D (e).

Remarques : 1) % n’est pas une catégorie d’opérateurs a droite sur
/¢y rvelativement a la loi de composition (5, ®)— 5D, car
7 -(P . D) est une espéce de structures équivalente, mais non
identique, a (- D) - @',

2) Si y (n) est le foncteur d’hypermorphismes associé a [1], alors
x (n - D) est tel que

(x (), 0). (P, x (n-D))), ol v(f (e 2))=(P(f),2),

soit un produit fibré naturalisé dans .# (voir [1]) et (%, D, 5 - D) est
une application covariante ol y (e, z) = z.

Définition 27 : Soient n=][C",S, %] et #=1I[C",8, %] deux
espéces de structures. On dira que (f, D, ¢, ) est une application
contravariante de » vers # si les conditions suivantes sont vérifiées :

1) @ est un foncteur de C* vers C".
2) (%, C°, @, n - D) est un application covariante.

La condition 2 signifie que, si = est la projection canonique
de S sur C,, alors ¢ est une application de la classe So = Pp V=
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dans Stelle que,sifee’ . C.eetn(z) = D (e), on ait
foe,2)= 9, @(f)2).

Si @ = (C", @, C°) est un foncteur, soit ®* = (C*, &, C*) son
dual.

Proposition 18 : Il existe une bijection canonique a, de la classe # des
applications contravariantes entre espéces de structures sur la classe
Q, des quintettes de la forme (F*, #*, ¥*, ®*, F*), oi (x (F), F) et
(x (F), F) sont des couples définissant des espéces de structures et @
un foncteur de a (F) vers « (F).

Démonstration : Soit n = [C", S, »'] € &o; posons a, (1) = (C’, F),
ou (C', F) est le couple définissant 7. Soit m = (74, D, ¢, n) € B
et soient :

a(m)=(C,F), a(®=(C,F) et a(n-P)=(C",F-P).
11 existe une équivalence naturelle I" de F. @ vers F - @, définie par
I’application

> EF-D(f), vy F.P(f)),

ou fee'.C.e et ou p¢ est la bijection z— (e,z). Comme
(%, C, @, 7~ @) est une application covariante, il lui est associé
d’une fagon biunivoque une transformation naturelle ¥ de F- @
vers F telle que

(f) = F () o) g(e) F-2(f)),

ou ¢ (e) est une restriction de ¢. Il en résulte que ¥ [[J I est une
transformation naturelle de F. @ vers F et par suite on a :

a, (m) = (F*, %, (¥ [0 D)*, %, F¥) e Q,.

— Inversement, si
M = (F*, &*, P*, &% F*) e Q,, P (e) = (v ()7,

et si 7 et # sont les espéces de structures définies par (« (F), F) et
(« (F), F) respectivement, on a :

M:a* (m), Oﬁm:(ﬁ’ Q’ @, 77) €% et

ou ¢ est ’application (e, z) — v (e) (z). Donc a, est une bijection
de # sur Q,.
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Corollaire : # est une catégorie pour la loi de composition :
@, 2,¢,7). (1, P, 0,m)=(7",P.D, ¢" + g, )

si, et seulement si, n' = #, ou ¢’ t ¢ (e,2) = ¢’ (e, ¢ (D’ (e), 2)).

En effet, O, définit une sous-catégorie de la catégorie longitu-
dinale Q° des quintettes (voir [5]) et la catégorie % définie dans ce
corollaire est la duale de la catégorie image de Q, par 'applica-
tion a;l.

Applications contravariantes p-dominées :

Soit p = (A, p, ) un foncteur. Soit Q) la sous-catégorie
de Q" formée des quintettes
M = (F*, #*, P* &% F*)
tels que
PM = ((p . F)*, M*, W', &%, (p. F)*) € Oy, 0¥’ = (Bp . ¥)*.

Si M e Q, il existe, d’aprés la proposition 18, une application
contravariante (4, @, ¢, n) = az;! (pM). En particulier, si p est
fidele, la donnée de (F, @, ¢, F) détermine entiérement le quintette

Me Q.
Nous supposons désormais que p est fidéle.

Définition 28 : On appelle application contravariante p-dominée de F
vers F un quadruplet (F, ®, ¢, F) vérifiant les conditions suivantes :

1) (¢ (F), F) et («(F),F) sont des couples p-dominant des
espéces de structures m et # respectivement.

2) (%, D, ¢, n) est une application contravariante.

3) Pour tout e e (F)o, il existe ¢¢eF(e). #.(F.®P(e))
tel que p (¢°) = @y?, ou y° est la bijection z — (e, z), 0tz ep . F(e).

Proposition 19 : La classe des applications contravariantes p-dominées
devient une catégorie % (p) pour la loi de composition :

(F,o,¢' F)Y.(F, D, 0, F) = (F', D . D', ¢’ 4@, F) si, et
seulement si, F' = F,
et lapplication (F, ®, ¢, F) — (#, D, ¢, n) définit un foncteur
fidéle = (p) de & (p) vers # (corollaire prop. 18).

Démonstration : Soitm = (F, @, ¢, F) e # (p).Ona(#, D, ¢, 1) € &,
ou 7 et # sont les espéces de structures sous (« (F), F) et (« (F), F)
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respectivement. D’aprés la proposition 18, il existe
((p . F)*, &*, 7%, &% (p. F)*) = a, (4, D, ¢, n) € Q.
Puisque p est fidéle, il en résulte qu’il existe
b, (m) = (F*, x*, P* &* F¥) e Q,,
tel que ¥ soit la transformation naturelle définie par ’application
f—>F ), ¢, 9¢, F. D(f)) sifee' .C.e.

De plus I’application m — b, (m) est une bijection sur Q,. La
catégorie image de Q) par la bijection bl est la duale de la
catégorie définie dans I’énoncé.

Soit p = (M, p, #) un foncteur d’homomorphismes saturé
au-dessus de .# (c’est-a-dire p (s#,) est un sous-groupoide saturé
de .#). Soit (9, F) une espéce de structures p-dominée, ol
n=[C", S,%']. Soit @ un foncteur de " vers C". Pour tout e e C;,
il existe un et un seul g¢ € 5, . (F . @ (e)) tel quep (g°) soit la bijection
y¢ . z— (e, z). L’application

f—>g' (F.D(N).(g9)", sifee .C.e,

définit un foncteur Fo @ de C vers & et (n- @, F - ®) est une
espéce de structures p-dominée. Soit de plus M = (F'. C', ¢, F)
une application covariante p-dominée et soit 1’ I’espéce de struc-
tures sous (C', F’). Pour tout e € C,, il existe g¢ € F' (¢) . # . F (¢)
tel que p (F°) soit une restriction de g; si e € C;, posons :

P = (8. 9. (g) eF D). # .F:-D(e),
ou p(g'9) (2) =l(e,2).

Alors (F' -« @, C", y, Fo ®) est une application covariante p-domi-
née, que nous désignerons par M - P, le symbole u repré-
sentant ’application (e, z) > (e, ¢ (z)), somme des applications

P (#.

Proposition 20 : Soient (n, F) et (#, F) deux espéces de structures
p-dominées. Pour que (F, @, @, F) soit une application contravariante
p-dominée, il faut et il suffit que @ soit un foncteur de « (F) vers « (F)
et que (F, « (F), ¢, Fo ®) soit une application covariante p-dominée.

En effet, il existe g¢ € F (). o# . Fo @ (e) tel que p (¢°)
soit une restriction de ¢ si, et seulement si, il existe un ¢¢ vérifiant
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la condition 3 de la définition 28, car :

@f = @¢. g%, ou p (g°) est la bijection y¢ : z — (e, 2).

Foncteurs de cohomologie relatifs a # (pg):

Nous aurons a utiliser la catégorie % (ps) des applications
contravariantes entre espéces de morphismes, c’est-a-dire pg-
dominées. D’aprés la proposition 20, (F, ®, ¢, F) € Z (pg) est
équivalent aux conditions : F € &/, F €57y, @ est un foncteur de
a (F) vers o (F) et (F, « (F), ¢, Fo @) € .o.

Soit p:f- le foncteur de # (p5) vers Z (ps) tel que
Pz (P, @, ¢, F) = (pf . F, @, ¢, pf . F) (mot. n° 5).

Soit #’ une sous-catégorie de # (pg) et soit § un foncteur de
#' vers B(pg) tel que py .4 = &',

Soit % la sous-catégorie de la catégorie %’ X A (o, J,)*

formée des couples
(G, 2, 9, G), (K, 7, K'))

vérifiant les conditions suivantes :

DG, D,¢,G B, on ®@=(C,DC);

2) K est un complexe sur C°, K’ est un complexe sur C’ et on a

1 (n) = (K (n), D, pu, K’ (n)) pour toutn € Z.

Les unités de € sont identifiées aux couples (G, K), out G € B, et K

est un complexe d’espéces de morphismes sur « (G).

Théoréme 11 : Pour tout n € Z, il existe un foncteur A" de € vers F
tel que A (G, K) = H. (4 (G), K), si (G, K) e %..
Démonstration : Soit ¢ = ((G', D, ¢, G), (K, 7, K')) e 4. Soient :

r(n) = (F,, ®, ¢,, F.), K(n — 1,n) = (F, ,, C’, 3,, F,)

et Kmn—1,n=(F,_.C, a.,F).

Posons :
K(n_ lﬁn):K(n_lan)°¢=(Fn—1°¢9 C.a 3’IL,I:"l’L°¢)9

ol d, est Papplication (e, z) — (e, 3, (2)), si z € Fy (@ ().
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L’application (n — 1,n)— K (n — 1,n) définit un complexe K
d’espéces de morphismes sur C°, noté aussi K - @. Pour tout n € Z,
posons % (n) = (Fn o @, C", g, F.), OU {n est I’application

z'—~>(e, 9,(2)), ou z' € F, (e).
Onaz(n) edé. et, siz’ € F, (e),

I P (2) = (@0, 9, (&) = (@ 9y 3, (2N = G4 5, @)

dou(K,?,K)e %k (JJC., J¢&.). Lapplication m—m - @, ot m € o .,
définit un foncteur @ de o/ vers /4. tel que @ (Jo.) = Jg. 11 en
résulte que 'on a :

@ (Z?.(G. K)) ¢ Z7, (G- 2,K)
et .

& (B", (G, K)) ¢ Br(G-P,R)

(notations du théoréme 10). Posons :
G=4(G) et S(6) =(5,5".

Dr’aprés la démonstration du théoréme 10, Z%. (G, K) définit une
sous-catégorie Z%. (G, K) de & (S°, S (Fn))*. La restriction de
@ i Z%. (G, K) définit un foncteur &’ de Z2. (G, K) vers la catégorie
Z" (G- ?,K). Smt &/’ la sous-catégorie de & engendrée par la
v classe {m}, ou m = (G, C’, ¢, G - D), et soit g’ le foncteur de .o/’
vers % (pz) tel que

q’ (ﬁl) =(q (Gl)’ 6'9 P, Go Q).

Soit D le foncteur de of" X of* vers # correspondant a ces données
d’aprés la proposition 16. En vertu du théoréme 9, (F4, Jz, D, J )
admet un foncteur n-cocycle Z» et un foncteur n-cobord B». Si

a = ((G,, C.s P Go gb)’ (K9 %9 K,))g
alors Z» (¢) est un foncteur de Z» (G - ®, R) vers Z* (G', K') tel que
Zn (&) (27, (G- 2,K)) c Z, (G, K,
Z”(CA)(G°¢’ CA.’ v, Fpo ¢) = (G, C.,(p. Y. &n’ Fy’; )-
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Comme Z%. (G- ®,K) et Z2 (G, K’) sont des sous-catégories
de Z»(G-®,K) et de Z»(G’, K’) respectivement, il existe un
foncteur X de Z2 (G - @, K) vers Z. (G', K') restriction de Z* (¢).
De plusona

X (B} (G- ®,K)) = B (G', K').

Par conséquent X . &’ est un foncteur de ZZ. (G, K) vers Zz. (G', K')
appliquant BZ. (G, K) dans B;.(G’, K’); nous le désignerons par
Z7 (c). Comme HZ. (G, K)estla catégorie quotient de ZZ. (G, K) par
le sous-groupoide de Z¢. (G, K) engendré par B¢.(G,K)nZ" (G, K),,
il résulte de la proposition 8 qu’il existe un foncteur A~ (c),
quotient de Z» (¢), de HZ. (G, K) vers HE (4(G"), K).
—Montrons que Papplication Z* : ¢ -+ Z* (c) définit un foncteur
de % vers Z. En effet, soit aussi

C_’ — ((G”, ¢l, (F/, G’)’ (K/, T’, K!I)) E %.
Soit m = (G, C’, v, Fu) € Z2. (G, K). Posons

Zn(c)(m)= (G, C, v, F)
Zn(c").2n () (m) = (G", C", y1, F)
27 (c’.c)(m) = (G", C", v,, F2).
On a
v (@) =g(e,vea(2)), siz' eF,(e)
Si z” € F, (e), on obtient :

p1(2") = ¢ (e, ¢ (D' (e), vy, ¢, (")) =
=@ vo(e, v ¢, 9,(2")) = w2 (2").
Il en résulte

Zr(c").Zn(c) = Zn(c" . ¢),

et par suite 27 définit un foncteur Z» de € vers %. D’aprés le
corollaire de la proposition 8, ’application ¢ —> A" (c¢) définit un
ps-foncteur quotient A» de Z».

Soit Jg l'idéal de #(ps) formé des applications contra-
variantes

(F', @, ¢, F) e # (ps) telles que ¢ (S (Fo D)) = S(F')y,
c’est-a-dire telles que (F', a (F'), ¢, F- D) e J,, .
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Théoréme 12 : Il existe un foncteur D, de B' X A (pz)* vers F tel
que pg . D, soit une restriction de Homgpg) et (F4, Jz, Dy, Jg)
admet un foncteur de cohomologie d’ordre n.

Démonstration : Soient :

m=(F,®, ¢, F)e B (ps),m = (G, P, ¢',G)eF,

C'=a(G) et C" = x(G’). Posons G =4(G) et G = 4(G’).
Soit M la classe des (G, ¥, ¢, F) e # (ps) tels que ¥ soit fixé.
L’application

iv: (G, 9, F)— (G, C,p, F-¥)

est une bijection de My sur G.¢ .(F-¥). Soit encore
D¢ (G, F-¥P)la catégorie construite au n°® 5 (avant théoréme 10), qui
admet iw (My) pour classe sous-jacente. Soit My la catégorie image
de D; (G, Fo V) par izt. On obtient une catégorie D, (G, F) somme
des catégories My en munissant la classe G .# (ps) . F de la loi
de composition :
(G,q‘—”, ‘lI"s F)'L (G’T5 Y, F) = (G’Yj5 U"l Y F)
si, et seulement si, ¥ =¥’ et atyp = fty.

L’application U — U - @' définit un foncteur Y de D; (G, F- V)

vers
Dg, o (GP',(FoP)o D)

Siu=(G¥,y,F)e My, on a

u' =Homm' ,m)(u) = (G, Q. ¥.P, ¢" typtq F)
et

ivw.o W) =(G,C, ¢ tpto, Fo(®.¥.P))
= ig- (). Y (G, C, 9, F-¥).m",

ou m" = (Fo¥W)o @', C, 3, Fo(®.¥. D)) e/ est I'application
covariante telle que
12 = (6,(P' (), p(¥.P (e),2) si zeF(D.¥.P (e)).
D’aprés le théoréme 10, I’application u” — ie- (m’) . u” . m" définit
un foncteur Y' = Dg(ie- (n"),m") de Dg_ o' (Go @', (F-¥) - D)
vers Dg (G, F), ot F'= Fo(®.¥. D). Ainsi Y'.Y est un
foncteur de Dg (G, F-¥) vers Dg' (G', F’). Puisque

Hom (m’, m) () = ipwer X' Yiw (u),

on en déduit que l'application Hom (m’, m) définit un foncteur
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D, (m',m) de D, (G, F) vers D, (G’, F). Comme p, est fidéle
et que pg . D, (m’, m) = Hom (m’, m), I’application
(m',m)— D, (m', m)

définit un foncteur D, de B’ X #B (pz)* vers .F.
—Soit

Ke '}{('@(Pf)s Jag), G 6@6 et G=4 (G)

D’aprés le théoréme 8, il suffit de montrer que la classe Z; (G, K)
des n-cocycles de K vers G définit une sous-catégorie de D, (G, K(n)).
En effet, soit :

K(n,n +1)=(Fn, D, pn+1, Fp+1) = dnnetu= (G, ¥,y,K(n)) e B(pz).

Posons My, = Z, (G, K) n My; on a u e M, si, et seulement si,
ig.w(u. 0py1) € J,, de sorte que la restriction de iy & M, est une
bijection de M, sur la sous-classe Ny, de D; (G, Fp - ¥) formée des
Utels que U.m € J,, oum==ig(0y41) ¥.Etant donné que Ds(G,m)
est un foncteur, un raisonnement analogue a celui fait au cours de la
démonstration du théoréme 10 prouve que N, définit une sous-
catégorie de D ; (G, Fy - ¥). 1l s’ensuit que My définit une sous-
catégorie de D, (G, K). Donc Z} (G, K) définit une sous-catégorie
de D* (G, K), somme des catégories M, lorsque ¥ varie. Ceci
achéve la démonstration du théoréme 12.

Corollaire : Soit G € Bjet § (G) = (§°, §4), oit §+ est un groupoide.
Si K est un complexe de (B (pz), Jg), alors H (G, K) est un
groupoide, ott H} est le foncteur de cohomologie d’ordre n relatif a
(Z 9, Iz, Dy, J ).

En effet, si Fe 4,, alors D () (G, F - @) est un groupoide
pour tout @ € %, d’aprés la proposition 11, de sorte que D, (G, F)
est un groupoide. Comme au théoréme 10, on en déduit que
2% (G, K) est un groupoide, et par suite sa catégorie quotient
H} (G, K) est aussi un groupoide.

Définition 29 : Avec les notations du théoréme 12, le foncteur de
cohomologie H} d’ordre n relatif & (¥ g4, Jg, Dy, J4) sera appelé
foncteur de cohomologie d’ordre n relatif 3 (# (pg), §) et noté
7 9).

Soit #” une sous-catégorie de # (py) et soit § un foncteur de
A" vers # (ps); posons 7 = pf— . §. Soit gm le foncteur de la sous-
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catégorie de # (p ) engendrée par {x (m)}, oum € B, vers & (p;) tel
que gm (7 (m)) = § (m). L’application

(m’ (Klﬂ T, K))_> H: (‘?771) (:T (M), (K,, 7, K))

définit un foncteur, noté H; (§), de B’ x A (# (pg), Jg)* vers F,
que nous appellerons aussi foncteur de cohomologie d’ordre n
relatif a §. De méme, en désignant par H”" (4») le foncteur de
€ (gm) vers F relatif 4 § = 4m construit dans le théoréme 11,
Papplication

(m’ (K” 7, K))—é Fln (L?m) (7‘[ (m)’ (K,: T, K))

définit un foncteur d’une catégorie % (§) vers % que nous représen-
tons par A" (§).

Exemple : Soit B4 (resp. #.) la sous-catégorie de # (p,) formée des
applications contravariantes (G, D, ¢, G) € Z (p5) telles que

(G, C', ¢, G- D) € o2 (resp. € .o/°)
(voir fin n° 5). L’application
(G, D, ¢, G) > (Ga, D, pa, Gg) (resp. — (Ge, D, @e, Go)),

ou Gq et G, sont respectivement le demi-centre et le centre de G
et ou g¢gq et ¢, sont des restrictions de ¢, définit un foncteur 4, de
Ba (resp. 4. de B;) vers #(pg) (car (G-P)g = Ga- D). Le
foncteur de cohomologie A} (44) sera appelé foncteur de cohomo-
logie demi-centrale d’ordre n relatif a # (py) et le foncteur HE (4,),
foncteur de cohomologie centrale d’ordre n relatif & Z (pg).

CONCLUSION

Supposons,avec les notations du n° 4, que (+#', #, D, J) admette
un foncteur de cohomologie d’ordre n, noté A", et soit S* une
catégorie.

Le probléme qui se pose est celui de la construction d’un
foncteur R de S° vers " (H', J) (foncteur « résolution»). S’il existe
un tel foncteur, le foncteur H». (H"" x R¥) sera appelé foncteur de
cohomologie d’ordre n de S* vers (#', #, D, J). Nous réservons
Pétude de cette question pour un autre article. Rappelons toutefois
(voir plus de détails dans [2]) le résultat suivant, relatif au cas ou
S = Z.
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Soit C" une catégorie. On appelle n-simplexe de C* une suite
(fns s f1, €), telle que (fu, ..., f1) soit un chemin du graphe sous-
jacent 3 C” (voir [1]) et que e = « (f). A partir de ’application by, :
(fu> - S1, € — B(fn) de la classe des n-simplexes de C* dans C
on construit une espéce de morphismes sur C°, notée K,, telle que
K (e) soit un quotient du module libre engendré par 5! (e). On
définit une résolution libre (voir déf. dans [4])

R (C.) = (K——l, Ka, an)n>0

de Z sur C°, appelée résolution normalisée canonique de C°. On en
déduit un foncteur résolution R de C* vers & (<7, J,), et par suite
un foncteur de cohomologie de # vers (%4, J4, D, J,,), & savoir le
foncteur HZ.. (o7, X R*). De plus on obtient:

Théoréme 13 : Il existe un foncteur A? de B. vers F tel que A" (F)
soit la catégorie de cohomologie centrale de R (a (F)) vers F.
En effet, 'application

(G, D, 9, )~ (G, D, ¢, G), R(P))

définit un foncteur R de %, vers la sous-catégorie % (4. de
Be X A (A, J,)* et le foncteur cherché est le foncteur H™ (4.) . R
(voir n° 6 fin).

Nous montrerons dans un autre article que le foncteur A" a
les propriétés d’un «foncteur de cohomologie» usuel et qu’il
permet, en particulier, de définir la cohomologie d’une catégorie a
valeurs dans une catégorie abélienne. De plus nous appliquerons nos
résultats a 1’étude de la cohomologie non abélienne.
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Note ajoutée sur épreuves : Certains résultats de cet article (en particulier :
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INTRODUCTION TO THE THEORY OF STRUCTURED CATEGORIES
by Charles EHRESM ANN

INTRODUCTION.

If p is a functor from a category (  toward a category C°, a unit
s of C' is called a p-structure on p(s). If & is a category M of map-
pings, p-structures on classes are usually defined by the construction of
a typical functor (CS, Appendix II) from a sub-category of M toward M. In
many cases, it may be shown that the p-structures obtained by such a cons-
truction are equivalent to structures defined by using only «functorial» pro-
perties of the category M, so that «similar» structures can also be defined
when M is replaced by a category H . So an important problem is the fol-

lowing one:

From now on, we suppose that p is a functor from C° toward the
category M of mappings associated to a universe M, . How to define «an-
onically», for a category H' , the notion of a structure of kind p over H’
(or more strictly on a unit e of H™ ), so that a p-structure be a structure
of kind p over M ? This problem may be reformulated: Let ¥ be the cat-
egory of functors corresponding to a universe Dﬁo admitting M, as en ele-
ment. Is it possible to construct a «canonical» functor y(p) from a2 sub-
category Y(p) of F toward ¥ and a natural transformation defined by a
triple (J,t,y(p)), where J is the injection functor from Y(p) toward
f;: and where t(M)=p ?

Depending on the properties of the functor p, three main methods

are available.

1) If e is a unit of a category H' , let ng. be the canonical functor
b > Hom(e,k ) from the dual category H* of H® toward W which asso-

ciates to a unit e’ of H' the class e.H.e' of morphisms with source e’
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and target e .
"

4

A functor 7721 (p) from H* toward € such that p.ng'(p) =7
is called a structure of H -element of C, on e . This method was outlined
in [4) and [ 7]. But in that way a p-structure s corresponds to a structure

of M-element of C; on p(s) if, and only if, p has the property :

If s is a unit of |, for each class M’ there exists a «canonical» p-
H

structure on the class of mappings from M’ into p(s ).

This property is satisfied if p is the forgetting functor from the category
of homomorphisms between some elementary algebraic structures ( groups,
rings,...) or from the category of functors or neofunctors, However, it is
not fullfilled for many usual functors p such as the forgetting functor from
the category of continuous mappings or from the category of homomorphisms

between fields.

2) Suppose that a p-structure s be characterized by a sub-multiplica-
tive graph sjj of M satisfying some «functorial» axioms ( this will be made
precise in the section 1) and that g be a functor from a category H' to-
ward . Then a g-structuration of s may be defined as a section of ¢ over
sy compatible with the axioms. Algebraic structures (elementary or not)
are so defined. In particular let p§ be the forgetting functor from the cat-
egory of functors corresponding to M,. A P§ -structure is a category S
such that Se My ; to S° is associated the sub-multiplicative graph Sjn of
M generated by the law of composition of S* and its mappings source and
target; the axioms of a category are expressed «functorially» in terms of
S§'ﬂ and of some fiber products of elements of Sjﬂ (this is mentioned in
[4]). The g-structurations of S* correspond to the g-structured categories
defined in [6] when ¢ is a homomorphisms functor with finite products,
This method was first devised to get topological and differentiable categ-
ories in [ 8], and generalized in [5]. If ¢ is equivalent to the canonical
functor toward M associated to a generator of the category H, the g-struc-
tured categories correspond biunivocally to the structures of H' -element

of Cp .

3) The second method leads to a more abstract approach : Suppose that
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there exists a bijection from the class of p-structures onto the class of neo-
functors from a multiplicative graph U/ toward H satisfying some «func-
torial» properties (with the definition of the section 1: onto the class of
homomorphisms between a t-sketch over U and a t-sketch over M ). Then
we define a structure of kind p over H* as a neofunctor from U~ toward
H' satisfying «similar» properties, Such a definition ) will result from
the section 1. It admits as special cases the definition of a structure of
monoid on an object of H given in [12], and its refinements for other el-
ementary algebraic structures (such as groups in [11]}, and the general in-
trinsic notion in [9] of algebras of type T over H' ). Remark that a cat-
egory S is not an «elementary» algebraic structure (.in the meaning of
[9]) on S, but only on the family of classes (e. S. e')(e’e,) where e and
e' are two units of S . It follows that the type TS; of a category depends
on the class of units S; of §° and that the structures of kind pg over H'
(i.e. the (H',H*, VH ' )-categories defined in the section S) do not corres=

pond to the algebras of type Tg* over H ™.
']

Of course there exist functors p which do not fulfill the property
listed in 3; indeed, in the definition of p, more peculiar aspects of the
category bt might be used, for instance the fact that each unit of M is the
suxﬁ of «atoms». But all the usual functors, including the forgetting func-
tors 0 from the caregory of continuous mappings and p, from the category
of homomorphisms between fields (which were excluded in 1) satisfy these
conditions, For example, to the fields is associated a multiplicative graph

U

and a demi-group and by adding some morphisms to translate the distribut-

;,, which is obtained by gluing together the sketches relative to a group
ivity axiom; the properties will include one requiring that if u, u, and u*

are respectively the units of Ué such that
F(u)=K, F(u; )=1{0}, F(u*)=K-{0}

when F is the neofunctor defining the field (K,., +), then u be mapped

*) More precisely, with the potations of page 13: Suppose that there exist I[s SS#’#I),
Ae(o(t)(pl))f‘ and [ ¢ F such that p.I’ ZHL.pA(ZI) , where HL is the L}

product functor from WL toward M. Then we call structare of kind p over H' (or
on a family of units of H™ ) a p)\(ﬁ )-stzucture, when ﬁ e g(u,uz) and a{t)(ﬁ “)=H".
593
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by a structure F of kind p, onto the sum of F(u; ) and of F(u™). When
p is a functor satisfying both the conditions 1 and 3, underlying a structure

of kind p over H' there is a H -element of C, .

To a functor p may be associated several sketches. We will not
study here the problem of equivalence of structures defined by two different
sketches. Such a problem has been strudied for algebras of type T over M
in [10], for algebras of type T over H' in [9]. We will concentrate our
attention on the «smallest» sketches, for they are the most interesting ones
to get structures easily handled ( while the «types» which are the greatest
ones, are more suitable for logical purposes ). So we will define the «idea
of the structure» and the first section is devoted to the outline of an «ideo-
logy». This paves the way for a general theory of structures defined by an
idea, theory which will be developed in another paper.

In the subsequent sections, we will define the ideas of a quasi-
multiplicative graph, of a quasi-category, of a category and of a groupoid.
Though the sketches are easily obtained from the remark of 2, our main tar-
get will be to define «the smallest» idea. So a (H ,H*', VH" )-category,
where H' is a sub-class of monomorphisms of H° and VH' a class of
naturalized {11, 2}}-fiber products, will be defined as a neofunctor toward
H® from a multiplicative graph admitting only 3 units and 6 morphisms, the
«axioms» to be satisfied by these elements being abstract formulations of
the axioms of a category given in [CS]. A (H ,H',VH" )-category is also
a(H’,H" )-quasi-multiplicative graph satisfying supplementary axioms.

In the last two sections, we compare the notions of (H ,H', VH" )
categories on one side, of g-structured categories and of structures of /=
category on the other side. We show that the category of (H', H¢, VH )-
functors is an enlargement of the category of g-structured functors, if g is
a functor from H' toward M (if a category is an enlargement of another
one, both are equivalent). The structures of H -categories correspond iso-
morphically to the (H’ ,Rg(H. ), VH" )-categories when H' is a category
with finite fiber products and VH" the class associated to a fiber product
mz:pping. In general, they‘correspond isomorphically to the ([; , Rg(H'),

VH" )-categories, where H® is a category obtained from H° by «adding»
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INTRODUCTION TO STRUCTURED CATEGORIES 5

fiber products.

The terminology and notations are those of «Catégories et Struc-
tures» which is referred to as CS. In particular, if U" is a multiplicative
graph, we denote by U, the class of its units, by a and B its mappings
source and target, by C *C’ the class of its composable couples. A map-
ping f from a class M into a class N is denoted by the triple (N, f, M),
where f is the surjection from M onto f(M)CN defining f. The restric-
tion of { to a subeclass M' of M is written (N,IL,M'). A neofunctor F
from U’ toward a multiplicative graph V" is also denoted by (V , F,U"),
where [ is the surjection defining the mapping from U into V underlying
F . A quartet of a multiplicative graph U’ is a quadruple

(y',x',%,y)e U* suchthat y'.x = x'. y.
The quartets of U’ are the morphisms of the double multiplicative graph
(B8U°, U ). A natural transfomationr ® between neofunctors from a mul-
tiplicative graph K' toward U’ is a neofunctor from K* toward BU . The
triple defining ® (usually called natural transformation) is (F',7, F),
where F and F' are the neofunctors from K toward U’ and r the surjec-

tion from K, into U such that

O(x) = (F'(x),r(e')r(e), F(x)),
if x¢ e'. K.e. The groupoid of all invertible elements of a category H is

denoted by H;/.
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INTRODUCTION TO STRUCTURED CATEGORIES 7

1. IDEAS OF STRUCTURES.

Let M, and ﬁ(o be two universes such that f)ﬂo € ﬁ(o. We denote by
M and i respectively the full categories of mappings corresponding to M,
and ﬁlo, by f(‘ the category of neofunctors associated with ﬁl , by an. its
canonical functor toward ﬁl ; we identify the units of fi* with the multipli-
cative graphs U" such that U ¢ fﬁlo.

We suppose given a family ¢ = (T;); ; of functors from i toward

JU' such that T.(j) be a monomorphism if j is 2 monomorphism.

EXAMPLES 1. Let K' be a multiplicative graph and denote by tg.(U")
the horizontal multiplicative graph (called «graphe multiplicatif longitudi-
nal», CS Chapter 1, DCefinition 40) of natural transformations between neo-
functors from K toward U’ . If p is a neofunctor (U'Z,l), UI) the surjec-
tion ® » Bp. P defines a neofunctor Ng.(p) from NRy.(U;) toward
Ny.(U,) (CS Chapter II, Proposition 46). So we define a functor %.
from ﬁ' toward ﬁ' ; most often, we will choose for T; such a functor. In
particular, if K" is the category the elements of which are n units, the
corresponding functor %K' is identified with the functor y, which maps

the multiplicative graph U~ onto (U )" and p onto p”.
P grap P

DEFINITION. We call t-sketch a couple p = (U™, (¥, Jie ;) such that:

1) U® is a multiplicative graph and U" ¢ ﬁ:, .

2) M; is a sub-class of Py,. T;(U) foreach iel.
A couple (z,(y,x)) such that (y,x)e U'+*U" and z =y.x is called
an axiom of yu .
We call homomorphism between t-sketches a triple (py, F, ;) satisfying
the conditions:

Du, = (Ur.n’(M::n)ifl) is a t-sketch for m =] and 2.

2) F = (U;,E, U;) is a neofunctor.

3) T;(F)(M})C M? foreach iel.

A t-sketch is also a t~sketch, if ¢ =(T,); where T; is a sub-

el ?
functor (CS Chapter III, Definition 36) of T'; for each ie I.
If 4 is a t-sketch, the class of all axioms of y is the graph of the

mapping «(U" ) (law of composition of U'); it will be denoted by A(U" ).
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The homomorphisms between f-sketches are the elements of the category

8(t), which admits the law of composition

(kg B ) pigs Fopy) = (13 F'Fopy) if, and only if, p} = py.

We identify the class of units of S(t) with the class S(t)o of t-sketches.
The surjection (p,, F, p;)> F (notations of the definition) defines a
functor o(t) from &(t) toward ﬁ‘. A Pn,.o(t)- sub-structure p; ofa
tesketch p = (U',(Mi)iel) will be called a t«sub-sketch of p ; it is a
t-sketch p; = (U7,(M}); ;) such that:

1) U7 is a multiplicative sub-graph of U" ;

2) f;(M}) =B(_]fi)ﬂMi for each i ¢ [, where f; =T, (U ,¢,U7).

14

DEFINITION. We say that a t-sketch p = (U',(Mi)iel) is defined by
w; and the class A of axioms if p; is a t-sketch which has the form

(U, (M) ;) where My =T;(U , ,U*)(M}), and if
AU ) = AU )uA.

Suppose given a t-sketch & = (H, (Mf{ Ji¢ 1) in which H 1isa
category.

DEFINITION. We call g-realization of a t-sketch u a neofunctor

F=(H ,F,U") suchthat (F,F,p)ed(t).

EXAMPLES 2. a) If ¢ is the empty family @, a t-sketch is identified with
a multiplicative graph and 8(¢) with the category g .

b) Suppose I ={ 1,2} ; define T; as the functor (ff(' W ,ﬁ') and T,
as the functor WK- constructed in Example 1, If U" is a multiplicative
graph, denote by v(U") a class of natural transformations ® ¢ ERK'(U.)
defined by a triple (¢,7,€), where € is the «constant neofunctor» over
ee Uy ;then p=(U ,(M,v(U"))), where M C U, is a t-sketch. Let H
be a category and g = (H",(H"'",N)) be a t-sketch with N the sub-class
of v(H") formed by the elements ® ¢ Ry -(H ) defining a projective li-
mit (CS Appendix I). A neofunctor F = (H',F,U") is a f-realization of
p if, and only if,

F(m)eH' foreach meM
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INTRODUCTION TO STRUCTURED CATEGORIES 9

and 8F.De N foreach ® e (U ).

DEFINITIONS. Let y be a t-sketch. We say that (u,p;) is a p-idea (of
a t-structure) if (p, tsp;) is a homomorphism between t-sketches and if
two p-realizations of p extending the same ﬁ-realizatién of p, are equi-
valent; if moreover each p-realization F of p; may be extended into a
i -realization F of {t, we say that p is p-generated by p, . We call cons=
tructive p-idea (abbreviated in: p-Idea) a couple (p,p;) such that gy
be a t-sub-sketch of pu and that there exist a t-sketch p' satisfying the
conditions :

1) p is defined by p' and a class 4 of axioms;

2) p' is p-generated by p; ;
then p; will be called a p-system of generators of . If (u,p;) is a
p-idea, we call (u,p,pu; Fstructure a p-realization of p; which extends

into a p-realization of .

If p is defined by p' and a class 4 of axioms, then (p,p’) isa
p-idea; in particular, (u,pu) is a p-Idea for each p. Let (u,p;) be a
p-ldea and F a p-realization of p; ; with the notations of the preceding
definition, F extends into a p-realization F of p' and F is a (ﬁ’“’”l )=
structure if, and only if,

F(z)=F(y).F(x) foreach (z,(y,x))¢ A.

In that case, any p-realization of p extending F is equivalent to
(H' ,F,U") , hence (p,p;) isa w-idea,

The ﬁ-;ealizations of p are identical with the (ﬁ,y,y)-structures.

We denote by }((ﬁ,#,pl) the full sub~category of R+ (H") the
elements of which are the morphisms between (ﬁ,y,pl)-structures, i.e.
the natural transformations ® defined by a triple ( F',7, F) such that F

and F' are (juspt,p; )-structures.

REMARKS. 1) A t-sketch p may admit two different p-systems of gene=~
rators ; conversely there may exist two p-ideas (u,p;) and (p’,p;) with

the same p; . A [i-idea may not be a ji'-idea.

2) In some examples, we have the following situation : Let (p,p; ) be
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a p-idea; there exists a t-sub-sketch p, = (U, (M; Jie1) of g such
that two p-realizations of py are equal if they have the same restriction

to Ué . Then the mapping
F - (H.,EL,U.Z), where F is a (ﬁ,y,gl)-structure,

is injective, so that we may identify the category of morphisms between

(s sty )ostructures with a full sub-category of %UZ(H ).

Let B be the functor from A+ toward J' which maps a multiplicative
graph U~ into the vertical multiplicative graph BU" (CS Chapter I, Def-
inition 40) and a neofunctor p onto Bp . We denote by agl. (resp. by
B?]]. ) the neofunctor from BU " toward U" such that (CS Chapter I, Pro-
position 27)

a?}].(q)= x (resp. Bi',].(q)z ') if g=(x",y",y,x)eU" .

If U'C U, we write 3(U ; U,U") for the class of all ge gOU  such

that xe U' and x"¢ U', Let (c) be the conditionon T, :

(c¢) There exists an equivalence defined by (B.7;,y;, I;.B) and

for each U’ ¢ ﬁ(‘, , we have
Ti(af. ) =a$i(u. )-vi(U") and Ti(Bf.)= 3$i(u.).yi((/').
(For example the functors %K . and Y, satisfy this property.)

PROPOSITION 1. If T, satisfies (c) for each iel, then

K pop) = H(BE,papdo
where u is a t-sketch and
8p=(8H,(L; ), 1) L; =y, (H LB H M ), Hy =T, (H ).
PROOF. Put p = (U',(Mi)id). Let ® =(8H ,®,U" ) be a natural
transformation defined by the triple ( F',r , F ). Suppose m ¢ M; . As T, (D)

is a neofunctor from T;(U") toward T;(BH ), we have
T,(®)(m)e T,(8H") and @ =y, (H ). T;(®)(m)e OT;(H").
By hypothesis:
T,(F)=T;(af.®)=T;(a} ). T,(®) =a$i(H.).yi(H'). T,(®).
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Hence
a%]i(H.)(ﬁz) =T,(F)(m) and, similarly, B?i(H.)(r?zjz T,(F'j(m).
It follows that I',(®)(m)e L, if, and only if,
T;(F)(m)eM and T,(F')(m)eM .

So ®¢ (i, p,p) is equivalent to @ ¢ H(Eﬁ,y,y)o .
COROLLARY. With the assumption of the proposition I, if (p,p,) is a
fi-idea, then M (8@, u; ) C Hs o).

Indeed, ® is a Hp-realization of u7 if, and only if, it is a morphism
between i -realizations of yu; , according to the proposition 1, If

De H(Eﬁ’#,ﬂz do

then ® extends in a H—realization d of p and so ®e H(G,p,p,).

A

Suppose that ‘mo belongs to a universe Tﬂo. Let M and F be the
category of mappings and the category of functors corresponding to ?ﬁo .
Then (f? , <) is a regular sub~inductive category {2] for the order:

F< I:” if, and only .if, F =(H2',_ﬁz,H}), where H; and H; are
sub-categories of a(F ) and B( F) respectively.
The forgetting functor toward M from F defines an ordered functor
PF = ((W,c),PF,(F,<).

Let 8't) be the full sub-category of &(t) the units of which are
the t-sketches (H.,(Mfl Jie1/) such that H® be a category. Denote by
H(¢t) the category sum of the categories }((ﬁ,#,yl) , when (#’#1) is
a ji-idea of t-structures and & € &'(t),. So an element of H(¢) is a couple

&)=(®,(ﬁ,p,p1)), where (I)e}((ﬁ,p_,yl).

PROPOSITION 2. n=(8"(t),}(t),k’) is a system of structures ( CS
Chapter ll, Definition 6 ), where k' is the law of composition:
@LED® =(8F. 0, (1 ;) where F=o(t)(@F0),
if, and only if, ®=(®,(F,pp,)) andif (uyp;) is @ f-idea.

Moreover there exists a Pg-dominated system of structures (5, X) [31.
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P ROOF. For each e &(t),, denote by X(%) the full sub-category of
H¢t) sum of the categories H(ji, 1, p; ), where (gsp;) is a p-idea. Sup-
pose

F=(3"F,i)eS(t) and F=a(t)(F).
Let MI:* be the full sub-category of X(ﬁ) sum of the categories }((ﬁ,p,yl)
such that (p,pl) be a ji-idea and a p'~idea, 1f

(I)EM;: and ® =(®,(F,p,pu;))
where @ is the natural transformation defined by the triple (G,,7,G; ),
then F. G, , for m =] and 2, is a p'-realization of p; ; if G, is a p-

realization of p extending G, ,

F.G,, , so that

the p'-realization F. G, of p extends

F.G,eH(a pwop)e and BF.®c K pop,).
Hence
FO=(8F. 0, (F u.uy)) e XGEY.
The surjection o - F‘I) defines a functor X(F) from M- toward X (')
(CS Chapter II, Proposuxon 46). If F' =(u", F',u')e S (t), denote by
qS the functor X(F )X(F), pseudoproduct [2] of (X(F ),X(F)) in
¥,<). The source of ¢ is the full sub-category of Mﬁ the units of which

are the

GeM, suchthac X(F)(G)eMy
i.e.the G =(G,(fs popg)) e My such char (uypy) isa fi'-idea. Hence,
b < X(F F) This proves that the surjection X: F X(F) defines a
(F, < yneofunctor [3]1 X = ((F,<),X,8"(t)). It follows that
X'=((W,c), Pg X, 8(¢t))
is a (ﬁl, C )-neofunctor associated with a system of structures, for (Theo-
rem 3 [3])
X(GnX(EN=0 if g £pu'.

It is clear that 7 is the system of structures associated with X', so that
(n, X) is a P§~-dominated system of structures.

Let S(H,#l) be the full sub-category of S'(t) such that I S(ff’“l)
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when (y,yl) is a p-idea; suppose A = (u; Jier » Where u;eo(t)(y, Joe If
( ) - .
ﬁegf’ﬂl , we define a functor p)\(ﬂ)‘:([‘] L,f,}((ﬁ,u,#l)), where

f(¢)=(7(”i))i€L if qS(ui):r(ul-)E, and a natural transformation

Cpspyg) a (s py) - (uypy)
®>\# 72 85,0, M7) such thar, if Feﬁ".S“ #1 TN

O(F)=((a(t)(F))*,py "), py(E'), F'), where F'<X(F).

CONVENTIONS,

If M is a class, the groupoid of couples associated with ¥ is de-
noted by (M XM)", with the law of composition (CS Chapter I, Fxample 2 ):
(u?, u')u’'su) =(u",u) if, and only if, T'=u’,

We suppose given a category H' and a sub-class H' of the class
Rg(H') of all monomorphisms of H" ., Let IIH" (resp. VH ) be a fixed
sub-class (eventually empty) of the class of all naturalized {{1, 2}}~pro-
ducts (resp. -fiber-products) in H' (CS Chapter IV). In the case where
H® is with finite products (resp. fiber products ), we say that [IH" (resp.
that VH' ) is associated with a naturalized {{ 1, 2} -product (resp. -fiber
product) mapping v (CS Chapter IV, Definitions 1 and 10) if it is the class

of all v{x,x'), where
(%,%')e Hf XH, (resp, e HXH and B(x)=B(x")).
We denote by [[*H" the class of couples (v;,v,)satisfying the conditions
1) B(vy)=B(v,)=s, alv,)=a(v,)=s";
2) There exists a naturalized product ((pl,pz),S)eHH. of (s,s)
anda je S.H'.s' suchthat v; =p,;.j and v,=p,.].

DEFINITION. We call left regular family of H  a family (w;) where

iel?
w,eH.e and ecl,,
such that f=f’ if w;.f=w;.f" foreach iel.
For example, the family of projections of a naturalized product or
fiber product is left regular. The class of all left regular families (w;,w, )
of H* will be written R°H" . We have II'H" C R?H",

Suppose q; = (b, [l fh;)e OH . If f; = f for each iel and if
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(hi)iel and (hi')iel are left regular families of H' , then (qi)z’el is a
left regular family of BH . We denote by MZH  the class of couples
((‘11992),fe) such that

fi1=1f=f ((hphy)sa(f))ellH, ((h%,h5),B(f))eH",

by VOH" the class of quadruples (( 975495)5(9 5 q,)) such that

4B a;= 0,8, ((hy by )i (hyh ))e VH, ((RY,hY), (kY k! ))e VA,
We know (CS Chapter IV, Propositions 5 and 25) that [ ®°H" (resp. VEH ")
is a class of naturalized products (resp. fiber products) in B H".

If H™ is the category  of mappings such that the universe M, be
an element of ﬁlo, we choose for M! the class of canonical injections
(M,¢,M") of a sub-class M’ of M into M. The class of all injectionsis
M. Let I be the class MM associated with the canonical {{ 1, 2}} -pro-

duct mapping 7 such that
a((M, M) = ((pY,p%"), MxH’),
where M XM’ is the cartesian product,
i ((mym’'))=m and py'((m,m"))=m’.
We write II1' instead of II‘M. Let V be the class VI associated with

the canonical naturalized {{1, 2} }-fiber product mapping v in M, such
that
vifsfa) =((fpv D(fyvy)) i B(f)=B(f)s
where a(v;) is the sub-class of M; XM, =a(f;)Xa(f,) formed by the
couples
(m;,m,)e My;xM, such that fi(my)=fy(m,),
M.

and where v; is the restriction of p; ' to alvy).

The functor (ﬁ',z ,71') is denoted by x; and let x, and X4 be
the functors from fuo toward )i (defined in the Example 1) such that

X2(p)=p2 and x4(p)=p4, where pell'.
In the following constructions, we will always suppose that the

constructed multiplicative graph U’ is such that the class U *U" of com-
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INTRODUCTION TO STRUCTURED CATEGORIES 15

posable couples be the smallest sub-class of UXU having the listed pro-
perties and that U ¢ M, .

Let U" be a multiplicative graph and U; a sub-class of U. We
will say that U" is stably generated by U; if U™ is the stable sub-mul-
tiplicative graph of U" generated by U; (CS Chapter 1, Definition 10 ).
IfU; is a sub-multiplicative graph of U (that is if a(U, JUB(U,)C U, ),
then U’ is stably generated by U, if, and only if, each element of U is
a composite of a finite sequence

X=(x,,...,x;) where x,eU;, for i =1,...,n
(CS Chapter I, Proposition 1). In that case two neofunctors F; and F,
from U" toward a category H~ are equal as soon as
Fi(x)=F,(x) for each xeU,.

If (F',t,F) is a triple defining a natural transformation between neofunc-

tors from UI. toward H° and if F and F' are restrictions to UI' of neo-

Py

functors F and F' respectively from U’ toward H' , then (F', ¢, F) also

defines a natural transformation.,

2. TWO ELEMENTARY SKETCHES.

A. The defining sketch of a graph.

Let Ug be the multiplicative graph, the elements of which are

two units u and u, ,
: ; u u
three morphisms a, b, i, 4
a

such that

ie u.UQ.uD and b.i=u =a.i
(which implies that U'Q*Ug is formed by the couples:

(u,u), (uo’uo)’ (a,u)’ (b,u)’ (u,,,a), (uoab)a (u’i),
(i,up)s (@,7) and (b,7)).

By adding to U.Q two other morphisms
G=1l.ac¢ u.Ug.u and E :i.beu.Ug-u,
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we obtain a category ﬁg with the following table of multiplication :

v w, ¢ a b @ 3

b 2 u |u i a ;)
uﬂm u, 1, a b
e

@ a | a U, a b

b b u, a b

a|a i a b

blb i G b

It is clear that rG = (Ug ,iil) isa (x ;)-sketch,

PROPOSITION 1. Let G, be the class of graphs [Cl=(C,B,a) such
that C e Mo, and let G2 be the class of neofunctors I' =(M,T, U’Q} such
that T'(i)e M'. There exists a bijection Yg: F->(C(u),T'(b),T'(a)) of
gg onto @o.

PROOF. Suppose I ¢ @E and write

F(u) = Ca l—‘(a) = (CD ,a,C), r(b) = (CD:,B, C), F(l) = (C,L, Co)-
As I' is a neofunctor, I'(a.i) = C,, so that the restriction of ¢ to C,
is the identity; similarly the restriction of 8 to (, is the identity. It fol-
lows that (C,B,a) is a graph, denoted by yg(r). - Conversely, if
[Cl1=(C,B,a)¢ @, , there exists a unique neofunctor I’ = (m,r,U('g)
such that

U(a)=(C,a,C), T(b)=(C,B,C) and I'(i)=(C,¢,Cy ),

where €, =a( () is the class of vertices of [C]. Naturally [C] = yg( ry.
Thus yg is a bijection of Q},’ onto @o .

Let ;leﬂ be the (y; )=sketch (M, (ME)) . Then @}j is the class of
(uﬁ(,ug,ug )-structures ; so the Proposition 1 leads to:
DEFINITION, pg = (U'g,f i}) is called the skeich defining a graph.
A (pfs LG 1G )estructure, where pf . is the (x; )-sketch (H' ,(H')),
will be called a (H",H")-graph and a morphism between (pj,. G HE )-

structures, a morphism between (H™ ,H*" )-graphs.
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Hence, a (H', H')-graph is a neofunctor F=(H",F, U'g) such
that F(i)e H'. We denote by G(H",H") the category H(yu};. 1@ G )
of morphisms between (H',H')-graphs. As y,; verifies the condition

(¢) (nol), the Proposition 1-1 asserts that a morphism between (H ™, H*)-
graphs is a (BH ,0(H ;H,H") }-graph.

PROPOSITION 2. There exists an isomorphism )7% from G(H ,H') onto
the sub-category G(H",H") of the category

B X(G(H  H )o xG(H"  HY)o)!
formed by the couples (h,(F,, F,)) such that
hoFi(i).F(a)=F,(i). Fy(a).h, h.F (i).F;(b)=F,(i).Fyb).h.
PROOF. Let ® ¢ §(H ,H') be defined by the triple (F,,r,F ). Wite
h=r(u).We get

hoF (i).F (a)=Fy(i)or(u).Fi(a)=F,(i).Fy(a)h

and, similarly,

heF (i) F (b)=F,(i).F,(b).h.
Hence

A Cryt

7@ (®) =(h,(Fy, F1))eG(H ,H").
- Conversely, suppose

b =(hy(FyFy))eGH Y.

We write &:Fl(d) and (2'=F2(d) for each dEUg LI R, =aTLh.T
we have

- -

''h andalso h,.b=0b"1,

Remark that h, = b'. k.0, for " is a monomorphism and
[} y

A

Db R =k b f=h i =0k, )
So (F2 »7 s I} ) defines a natural transformation ® , where
r(u)=h and 7(u) ="hy.

It follows that
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®¢G(H  H') and qs:,;fé'(zp) .
This proves that }zé PO 5)% (®) defines an isomorphism from G(H, HY)
onto Q(H',HL).

COROLLARY 1. QU= Q(M,MY) is isomomphic to the category § of homo-

momphisms between graphs corresponding to M.
PROOF. Suppose
h=(h,(F,, F ))eMx(GIxGd).
Then, according to the Proposition 1, we have
yg(Fm) = [Cm] = (Cm,Bm,am)e G .
The relation f:e G(M,M) is equivalent to the relations
a,h = ha, and B,k =4iB,,
that is to the relation
7]=([C2]aﬁs[cl])f g
Hence the surjection h >y defines an isomorphism )7@ from Q(?ﬁ,)ﬁ")
onto §, and 9@95 is an isomorphism from GV onto §, denoted by )79 .
COROLLARY 2. The surjection
JH . JH
pi9g @~k if pg (®) =(h,(F;,F;))
H® . .
defines a faithful functor @ from G(H ,H') toward H".
EXAMPLE. §(J,M) is the class @B af all neofunctors F = (N, F, U('g) .
Suppose F e Gy and F(i)=j; since F(a).j=F(u,), the mapping ;

is an injection from M =a(j) into C = F(u) ; if we write C, =j(M) and

if we denote by j' the bijection (C,,[,M), then
(€] =(C,j". F(b),[".F(a))

is a graph and j' defines M as a class of objects for [ C] ; we say that

(LC1,j') is a «concrete graph». So a (N, M )-graph is also a (W,)Ri)-

graph, and §'§,’ is isomorphic to the class of all concrete graphs,

B. The defining sketch of a multiplicative class,

Let Ujh be the category formed by:
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A 2 units u and u*u,
u . u*u 3 morphisms k, v;, v, of source u*u
\___4 and of target u.

2
By = (Uj-(,({(vl, vz)})) is a (x ,)-sketch. Ley V-)I]’(I and yyﬁ be respec-
tively the (x, )-sketches

pi = (0, (1)) and R = (W, (RZ)).

We denote by N1V and by NIV respectively the categories of morphisms bet~

ween (uﬁ,yn,gn)-stmctures and between (@%,pj‘(,pj‘()-structures.

PROPOSITION 1. J1V is isomomhic to the category N of homomorphisms
between multiplicative classes C' such that C ¢ M, and Tv is the sat-
urated sub-category of o generated by N1V ( CS Chapter I, Definition 16 ).
PROOF. An element of JUV (resp. of .‘71’;,’) is a functor I" = (?ﬂ,[‘,Uﬁ),
such that I'(v, ) be the restriction of pg to C'*C’ =["(u%u ), where
C=0"(u) (resp. that the family (I'(v;),I"(v,)) be left regular). If
e T(g, we have
Pl) = (T(u),T(k)) e NN,
Conversely, if C° =(C,x )e o, then C* = )‘/‘f)‘((F) , where
O =(MI,05), Tik)=x, D(v,)=(C,pCe,C xC")
for m =] and 2.
- If ® eV is defined by the triple (Fz,r ’Fl) , we get
(@) = Gu(T,),r(u), 9 (T D) e )T,

and Y9 defines an isomorphism from J1° onto J.

- Suppose F e MY and write

F(k)=(C,xk,M) and F(v,)=wv] form =1 and 2.
There exists a unique mapping w =[v/,v}] of M into CXC such that
pC.w =wv! (it is defined by w(d) =(v{(d),vs(d))). For (v],v’) to
be left regular, it is necessary and sufficient that w be a monomorphism.
So there exists a bijection f of M onto w(M) = C"*C" such that w =j. f,

where
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/=(C><C,L,C'*C')53ﬂ‘.
We get
v [T = 05w [ = by,
and (C,F(k).f 1) is a multiplicative class C". It follows that there
exists an equivalence <I>631}3.5‘(° defined by the triple (F',7, F') such
that
YR(F')=C", r(u)=C and 7(u*u)=f.

So IV is an enlargement (CS Chapter V, Definition 10) of JTV. Moreover

fno is isomorphic to the class of concrete multiplicative classes, i.e. of

couples (C",f), where C’¢ N, and where f is a bijection onto C ' *C".
DEFINITION. pjy = (U.(h’({ (vy, vy)})) is called the sketch defining a
multiplicative class. Let ugt and “5. be the () ,)-sketches (H,(TTYH))
and (H ,(R?°H’)) respectively. A (us. s 9 s 97 )-structure is called a
H ~multiplicative class and a (u gt s Y » 1 97 I-structure a (H™, 11 H ") -mul-
tiplicative class.

We denote by JI(H" ) and JU(H ,TI'H" ) respectively the category
of morphisms between H -multiplicative classes and between (H ", My )-
multiplicative classes,

P ROPOSITION 2. There exists an isomomhism )75.’( of (H" ) onto a sub-
category FUH' ) of H X(W(H JoxI(H )o)*; hence pl p§i" defines a
faithful functor @ from N(H" ) toward H".

P ROOF. Let ﬁ(H' ) be the sub-category of H  X(TU(H" JoxT(H'), )" form-
ed by the couples (h,(Fz, F,)) such that he Fy(u).H.F (u) and that
there exists Axh ¢ H satisfying

Fy(k).heh=h.F, (k) and F,(v,) hsh=h.F (v,)

form =1 and 2.

In that case (F,,7, F;), where r (u)="h and r (uxu)=hxh isa triple
defining a natural transformation ® ¢ JU(H" ). - Conversely, if ®¢ W)

is the natural transformation defined by the triple (F,,7, F,), we have

@) = (7 () (Fyu Fy))eR(H).
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' H' . v .
The surjection )7"‘)!( s 0 Yy (®) is a bijection from JI(H") onto JU(H").
Indeed, if )?5.’(' (®') = y‘%' (®) and if @’ is defined by the triple (F,7',F})
we have

Fi=Fp, Fy=Fy, r(u)=h=r'(u),

Fz(vm).r(u*u)=r(u).F1{vm) = Fz(vm).r'(u*u)
form =1 and 2. Since (F,(v;),F,(v,)) is left regular, the last equal-
ities imply 7 (u*u)=r"'(u*u). Hence ® =®'. We conclude that
PR 0 2 T(0)

defines an isomorphism from J{(H ) onto ﬁ(H) and that the surjection

® > 7 (u) defines a faithful functor 775_{. =(H’ ,ﬂ)li(. JJUHT)).

3. THE IDEA OF A QUASI-MULTIPLICATIVE GRAPH.
Let us recall the following definition [1]:
DEFINITION. A quasi-multiplicative graph is a triple (C", 8,a) such that

1) C° is a multiplicative class, (C,B,a) isa graph [C", B,a] ;
2)If(g,f)e C +C", then

B(g-f)=PB(g) a(g.-f)=a(f) and afg)=B(f).

A quasi-neofunctor is a triple (D,, F, D; ) such that:

1) D, is a quasi-multiplicative graph (C'm, B,»a,) for m=1 and

2) (C'z,F, CI' } is a homomorphism between multiplicative classes;

3)(ID,], F,ID,]) is a homomorphism between graphs.

Let Uje be the multiplicative graph admitting Ug and U).-( as
sub-multiplicative graphs stably generated by UQ.‘H = UQ wU9 and such
that:

b.v,=a.v;, b.hk=b.v;, ak=a.v,.

b v,
7 /“k\u/‘/’f_‘_\ u*u U
a vy

611



C. EHRESMANN 22

(So Uypa = Ugmk){a,v], b.v], a.v2§ )

uxy Umu

PROPOSITION 1 Write
e = (Uspns (Lid v 0, )8)) and @y = (U (il vy, 0508 ).
Then (pyis.n@y) isa n-ldeaof a (x ;. x,)-structure, where

o= (H, (H,HxIl)).

P ROOF. G is clearly a (XZ,X2)-sub-sketch of the (v;»x> )-sketch
pye - Let Afn- be the class formed by the three axioms

(acv,, (byvy))s (bovys (bik))s (a.vy (a,k))
of Ui« and denote by Uy(w the multiplicative graph such that
A(Ugs) = A(Ugn) = Ao
Then pjiw is defined by
e = Uy (Lids E(v,0,)1)) and Ay

If F=(H ,f,(fgﬂ) is a neofunctor, we define a unique neofunctor F=
(H,F, Ui..) extending F by writing
F(a.v;) = F(a).F(v,), F(b.v;)=F(b).F(v,),
Fra.v,) = F(a). F(v,).
So ui"(u is p-generated by n G and kG is a pesystem of generators
of I ICE
Denote by ;L;HH the (s X 5 )-sketch M, (Me, 1)),

P ROPOSITION 2. The category X"V of morphisms between (,1;)‘]%1, (1 » ,ugn)
structures is isomomhic to the category N* of quasi-neofunctors corresp-

onding to M.
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PROOF. Suppose I'¢ JUaV. so I is a neofunctor (m,f,U'gn) such that
F(i)EmL’ (F(UI)’F(vz))f HL 3

which extends into a neofunctor I from Uj-(\, . VWrite Yy« () =(C", Ba),

where
(CyBsa)=(T(u),T(¢(b),T'(a)), xk=T(k) and C" =(C,k).

We know that (C,B,a) is a graph ( Proposition 1-A-2) and that C" e J{,
(Proposition 1-B-2). If (¥, %) e C %C" , we have

a(y)=a(p§(y,%)) =L (a0 )(y,5)=T(b.v,)(y, %)=

B(pS(y, %)) = B(%),
a(y.x)=T(a.k)(y,x) = (a.v,)(y,x) = a(x),
B(y.x) =T(b.k)(y,x) =T (b.v)(y,x)= B(y).

Therefore (C",B,a)e 2. - Conversely, if (C",B,a)e N*, itis the im-
age by y» of the neofunctor "¢ J(2Y such that

U(k)=(C,g,C+C" ), T(a)=(Cs,a,C), T'(b)=(Cy,B,C)
and T(v_) =(C,pSe,C +C").
- If ®¢JU"Y is defined by the triple (I',,7,I";), we denote by 7y n(®)
the triple
P () = (P (T)7 (), Py ))).
It follows from the Proposition 2-B-2 and the Corollary 1 of the Proposition

2-A-2 that Yy.(D) e v . so Yy{» defines an isomorphism from Y on-
to JU".

DEFINITION. (uy{w ,1@)) is called the Idea of a quasi-multiplicative
graph. Let ﬂqu and p;}] be respectively the (y;,x ,)-sketches

WiR = (H ,(H*,R?H")) and p'H =8, (B, 10H")).
A (u‘HR.,uj)-(.,ygj‘()-structure (resp. (u‘HH,u:n.,ugfn -structure) will

be called a (H" ,H" }quasi-multiplicative graph (resp. (H",1*H" )-quasi-
multiplicative graph ).

We denote by JI*(H ,H') and NI"(H ,1I‘*H" ) respectively the

613



C. EHRESMANN 24

categories of morphisms between (H", H')-quasi-multiplicative graphs,
and between (H, [1*H" )-quasi-multiplicative graphs. Hence JU"(H ,H'),
(resp. U*(H ,IIH" ), ) is the class of neofunctors F =(H',_E,U.§j*()
such that
Fi)eH', (F(v,),F(v,))e R2H" (resp. eTItH" )
Fla).F(vy,)=F(a).F(k), F(b).F(v,)=F(b).F(k),
F(a).F(v,)= F(b).F(v,).

PROPOSITION 3. N*(H ,HY)YCcTN"(L ,LY), , where

L'=8H" and L'=0(H ;H,H).
There exists an isomomphism )?51(" from J"(H ,H') onto a sub-category
forer, 1Y) of

H X(T(H JH )y xT(H  H ) ;
hence B?_)_??[{“ defines a faithful functor 77%." from T (H ,H') to-

PROOF. Suppose that ® ¢ JI"(H',H') is the natural transformation de-
fined by a triple (F,,r, F; ). By hypothesis, there exist neofunctors F
and F extending F and F2 respectively to Ufjw. Since Ujya is stably
generated by UQ , the triple (F2,r R F ) also defines a natural trans-
formation d = (L, U?‘(n) extending @ . It follows that ® isa (L " ,L ")
quas1-mult1phcat1ve graph; so JU"(H ,H') c N~ (L LY),.
- Let fie (H ,H') be the class of all couples h =(h,(F,,F;)) such
that F', and F, are (H ,H')-quasi-multiplicative graphs, that e / and
that

(h,(F3, F3))eGen 1)
(Proposition 2-4-2), where F, =(H',F ., U'Q),

(h, (F5,F%7))e )

(Proposition 2-B-2), where F =(H", F, ., Uf)-()

According to the Propositions 2-A-2 and 2-B-2, there exist ®'¢ §(H ,H")
and ®"e¢ JI(H ) such that

(h,(Fy,F1))= @ (®") and (h,(F3,FF))= .‘)‘( (®7).
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As the neofunctors ®' and ®” from U'g and U¥ respectively toward

BH° have the same restriction to U(gﬁ Uy ={u}, there exists a unique

natural transformation
® = (EH.,_(P,U'Qn) from F, toward F,

extending both ®' and ®". Hence ® ¢ JI"(H",H"'). It follows that the
surjection

® - (r (u),(F,, F, )}, where ® is defined by (Fysrs Fr ),

H* . v .

defines an isomorphism yyw from Jo"(H*,HY) onto U"(H ,H'), 5 that

. . . H' .
the surjection ® »r (u ) defines a faithful functor 7y n from NerH  HY)
toward H .
REMARK. A (L, L' )-quasi-multiplicative graph @® (notation Proposition
3) is not always an element of JI"(H ,H') ; indeed, if ® is defined by
(F,,7,F,), the relation (P(v;),P(v,))e R?L" does not imply

(FZ{UI)’ Fz('uz))f RZH..
In fact, N"(H ,H ') is the class of (i°, E9ms kGN Yestructures, where
U =(L ,(L*,RYH")) and RBH" is the class of couples (9159,)
such that q_ =(h!,f', f,h_)e OH,
(hysh,)e R?°H" and (R}, h})e RH .

From the Example A-2 and the Proposition 1-B-2, it results that
Jwv :.‘)’(“(fm,?ﬂi) is the saturated sub-category of 31"(911,311") generated
by J1*V and that there exists a bijection of 51:;" onto the class of bi-con-
crete quasi-multiplicative graphs, i.e. of triples

(Dsj'sf), where D=(C",B,a)eNs
and where /' and f are bijections onte C, and C %" respectively.
DEFINITION. We call non associative quasi-category a quasi-multiplica-
tive graph (C*, B,a) such that
(y,%)e C*C" if (y,x)e CXC and a(y)=p(%).

A quasi-neofunctor (D,, F, Dz) such that D1 and D, be non associative

quasi-categories-is called a non associative quasi-functor.
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(C',B,a)cN7 is a non associative quasi-category if, and only

if, C"%C  is the class aVB of all couples
(y,x)e CXC such that B(x)=a(y).
We will denote by &, the quadruple
Eo = ((a,vy), (byv,)),

by gy the (x;sx,)-sketch (Ui, id,1&1)), by ki its O X g
sub-sketch (U.QT(’({ it 1&,1)) by fo its (x, "X, Yesub-sketch

[U;,({i},{ﬂg)) , where U_= U@U{k,u*ui),

by ut' the (x;sx -sketch (H ,(H', VH")).

PROPOSITION 4. (”Cf#’“‘gfn) is a u;IY-ldea. If VH is associated with

a naturalized fiber product mapping, (uff#’”f) is also a u‘H‘{-ldea, The
category S* of non associative quasi-functors corresponding to M is iso-
momhic to the category F*V of momphisms between (p fmv.ucf#,ugfn)—
structures.

P ROOF. The proof of the first assertion is similar to the proof of the Pro-
position 1. If VH' is associated with a fiber product mapping and if F is

a “;IV -realization of i, , there exists a unique
E(F)=((F(a),v]),(F(b),v}))e VH",

so that F extends into the unique p ‘NV -realization F of u'gn such that

F(v,)=v; for m =1 and 2.

As u('gn is a ”LHY -system of generators of #‘f# , it follows that (uF#sp, )

isa u;,‘./-ldea.

-Let I’ bea (“BHV’MT#’“(E)’().SU‘IQM& Since (I'(v (), T'(v,))e R°W,

the Proposition 2 asserts that )?)*(.‘(I") is a quasi-multiplicative graph

(C,B,a). From the relation
(T(a), T (v ))(T(b),T(v,)))eV,

we deduce that C'xC  =a VB, so (C* 1Brale .(ff. Hence the restriction

of Y= (Proposition 2) to F*V defines an isomorphism of F*Y onto the
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¥

full sub-category J” of ﬂ", denoted by yAcf# .

DEFINITION. (g Cﬁ"”@'ﬁ) is called the Idea of a non associaiive quasi~

category. A (u §1Y,ucfs&, ,ué)).( )-structure is called a non associative
(H ,H', VI }quasi-category and a morphism between (y bv PG Cé}y( )
structures, a non assoctative (H™, H', VI~ )~quasi-functor.

We denote by ff#([f , ', VH" ) the category of non associative
(11", H', VH" Y-quasi-functors. So F*(H , ', VH" ) is the full sub-cat-
egory of JU"(H ,H"') the units of which are the (H ,H ! )-quasi-multipli-

cative graphs F such that

So(F) = ((F(a),F(v,)),(F(b),F(v,)))eVH".

4, THE IDEA OF A MULTIPLICATIVE GRAPH.

Let Uﬁ. be the multiplicative graph admitting Uj{e as a sub-mul-
tiplicative graph, stably generated by the class the elements of which are
the elements of Uya,
two other units uxuy, and uy*u,

four other morphisms j;, iy, [,, iy

such that
ali,)=usty, ali,)=u*u,
Jm is the inverse of k. i
v, (i, J,)=u

vye(i;.j;) =t.a and vl.(iz.j2)=i.b.

:l form =] and 2,

So U?)*(. has 6 other morphisms k.1 ,i.a and 1. b, Let 1y be

m? Lm']m

the (x;» X ,)=sketch (U;)l.,({i,il,iz}, tv,v04)).

PROPOSITION 1. Let F=(H", F,Uj) be a neofunctor; then
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EF)=((i"a'yvi.if), (i, b v).i7))
and £ (F)=((i'ya’.v].i}), (i".b",v5.05)),
where d'=F(d) for d e Uy, are naturalized fiber products in H°, and
jI is the inverse of v .i' for m =1 and 2. Moreover (u)-(.,pgfn) is
a u‘,ﬁ-idea.
P ROOF. We are going to prove that &;(F ) is a naturalized fiber product.

We have

]; is invertible in H" , for j1 is invertible in Uj{s ; from the relation

vl it jt=F(v,.(iy.j,)) ety

it follows that v}.i} is the inverse of ]3 . As i' is a monomorphism be-

~ause it admits a’ as a left inverse, we may use the

LEMMA. If (hy,h,,f,,f,) is a quartet of H* such that erH;/and
h e Rg(H' )s then n =((h,f ),(h2,f2)) is a naturalized fiber product.
(Indeed, the Proposition 23 (CS Chapter IV) shows that

((hpa(h] ))s (h21f2'f1.1 ))
is a naturalized fiber product, so n is also one, for f] is invertible.)

- Similarly, &,(F) is a naturalized fiber product. - In order to show that
(uf)-(.,ugn) is a pLHR -idea, we have to prove that, if F' is a u‘[ﬁ-real-
ization of p9yy. admitting the same restriction to U'(ia))‘( as F, then F and
F' are equivalent. Indeed, denote by d” the element F'(d) for de Uy ,
by g, the element ],','er:['l for m = 1 and 2. We have
G = (Jps 8o "5 ip ) e OH .
Since d' = d* when d¢ Ugj-( , We get
PAT R

1.
Yo tmIm

[NRY
|

— ’ cr s’ 14 o y
=y i fry vieiye]

?

2

14

e

IR RTINS

hence i".jr =1i'.j,, for (v}, v;) is left regular. It follows

- Y T VLY ) g ’ -y .
L BT i =iy SO qr = (i) ;uxu',g i’ )e OH .
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As the class M = Ugnu{ Lysdys L ]2} stably generates U'f)"(' , the sur-
jection from M into T3 H" defined by

d>d'® if deUgws 1,290 Jp 9
may be uniquely extended into an equivalence from F onto F’.

PROPOSITION 2. The category JU'V of morphisms between (p sun,uj“(o,ug)‘()"

structures is isomorphic to the category JU' of neofunctors corresponding

to M.

PROOF. Let I' be a (”)L]IH’“W"#QN )estructure. Then I' extends into
a neofunctor I' = M, ,Ufn.) such that

C(i)eMe, T(i )M form=1 and 2, (T(v,),T(v,))ellt.
Since "¢ IV (Proposition 2-3), we know that (C*,8,a ), where
a=0(a), B=T(b), C" =(T(u),l'(k)),

is a quasi-multiplicative graph. We have to show that, if x ¢ C, the element
a(x) (resp. B(x)) is the unique right (resp. unique left) unit of x in
C . It follows from the proof of the Proposition 1 that C**(; ‘—‘l:‘(u *uy )
is the class I'(i).T"(a)V (i) of couples (x,a(x)), that F(jl) is
the bijection

x> (x,a{x)) from C onto C *C,

and that F(iI) is the canonical injection from C *C, into C *C' . Si-

milarly, [°(j,) is the bijection
x> (B(x),%) from C onto Cy*C" C C'+C".

Since I'(k.i ).1°(j )=T(u), we have

x.a(x)=x=p(x).x foreach xe¢C.
It (xa(x))e C+C" , we get

a(x')=Bla(x))=a(x), hence x'.a(x)=x".a(x')=x".

If (B(x),x')e C'+C", we also get B(x).x"'=x". As

a(x) = Bla(x)) and B(x) =alB(x)),

we conclude that a(%) and 8(x) are units of C*.If e is a unitof C,
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it results from the relation (B(e),e)e C'*C" that e = B(e) ; if more-
over {x,e)e C"+C", wehave a(x)=fB(e)=-e. So ax) is the unique
right unit of x and, in the same way, 3(x) is the unique left unit of x.
Consequently C* ¢ JU!, We write C* = Py ().
- If ®e AV is the natural transformation defined by the triple (Fz,r »I'p)
and if C, =yy.(T ), we have
PR(®) =(C5,7(u),C;) el (Proposition 1-B-2),
((CysB ,a),Lu),(CI sBsal))e Q (Proposition 1-A-2).
It results that yJ7.(®) e JI' and that $97, defines an isomorphism from
JUV onto JU', denoted by P9is.
COROLLARY. If (C',B,a) is a quasi-multiplicative graph, then C° is
a multiplicative graph if, and only if,
x.a(x)=x=B(x).x foreach x¢ C.

Indeed, let I be the neofunctor ;?5{..(6', Bsa) and f; (resp.

f> ) the bijection
%~ (x,a(x)) (resp. » (B(x),%))
of C onto C' xC, (resp. onto Cp *C" ). The preceding proof shows that
[ extends into a neofunctor I' from Ujrs such that F(] )=f, and
['(i )eMt if, and only if,
C(k).C(i ).f, =C for m=1 and 2,

which is equivalent to the listed condition.

DEFINITION. (uy(+,1 @) is called the tdea of a multiplicative groph. A
(e H SLY LGN )-structure (resp. (y ST LGN yestructure ) is called
a(H ,H')- (resp.a (H ,TI*H" )-) multiplicative graph.

We denote by JU'(H ,H') and by JU(H ,I1'H" ) respectively the
categories of (H",H " )-neofunctors (i.e. of morphisms between (H",H t -
multiplicative graphs) and of (H",I1*H" )-neofunctors (i.e. of morphisms
between (H' ,II*H" Jmultiplicative graphs). Hence FeJU(H ,H'), if,
and only if, F is a neofunctor (H" ,_‘{F, U@j‘(} ‘such that Fe I*(H",HY,

and that there exists a neofunctor F = (H‘,_E,Uj')‘(.) extending F and
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satisfying the relations
F(i,)e H' for m =1 and 2.

According to the Proposition 1, F is determined up to an equivalence by
F. The category JU'(H ,H') (resp. ' (H ,II*H Y ) is a full sub-cat-
egory of JU"(H",HY) (resp. of I"(H",II'H" ) ). The restriction m)’!(. of
n%w to JU(H' ,H") is a faithful functor toward H' . From the no 3, it fol-
lows that m'(m,m‘;) is the saturated sub-category of e (m,mi) generated
by JUU = JUr (N, IT¢ ).
PROPOSITION 3. JU"(H ,HY) C JU(L",L'),, where

L =8BH and L =0(H ;H,H").
PROOF. Suppose that ® ¢ JU(H*,H') is the natural transformation de=
fined by the triple (FI',r »F} ). Since F} and F) are (H",H"*)-multipli-
cative graphs, there exist p‘HR -realizations F1 and F2 of p9i+ extending
respectively FI' and FZ' . We write A =7(u),

— . : el -
hm_FZ(]m)'h’Fl(]m) for m =] and 2,
Gy =(F, (, )uk by F () e OH

The quadruple

a' = (Fy (i )yr(uru),h F (i )
is such that, in the vertical category H B H' of quadruples of (H ;H" )
(CS Chapter I, Proposition 35), we have

d(v,)Bq;B q, =®(u)e OH",

TIJ(UZ)Bq;Ei q, =0(i)BP(a)c OH".

As (F2 (vl), F2 (112)) is left regular and as Fz (j,/ is invertible, we de-
duce from the following lemma that

q'€ OH" and, similarly, qhe¢ OH".
LEMMA. Let Q =(x',y ,¥,,%,) be a quaduple of (H ;H" ), for
m=1,2,3,4.1f

QI’ 03’ 04’ Q}B 02501 and 045025 Q]

are quartets of H' and if
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’ ’ 25 .
(xs,x4)eR H® and xIeHy,
then QZ is also a quartet of H". (Indeed, we have

’ .4 —_ ! 4 4 — ’ — ’
Ko Xge Yy e X Z X XL X LY FY X KK T YLK, X

for m =3 and 4. So
2.y .x =yl.x .x and xl.y =yl x_,
2 72 1 2 2 1 272 2° 72
that is Q25DH'.)

- As U“'n, is stably generated by UQT(U{L'I,]’], }, there exists a

i ]
unique natural transformation ® from F1 toward F2 2ext2ending ® o Uj-(.
and such that

®(j,)=4q, and B(i )=q!.
Therefore ® e JU'(L",L%),.

PROPOSITION 4. [f H* =H;,.H¢, then JU(H ,H') is a full samrated
sub-category of " (H*,H").
PROOF. Let ® ¢ U"(H ,H') be an equivalence defined by the triple
(F2,r,F1 ), and suppose FI eJU(H ,H'),. We have to show that:
DeJU'(H ,H')Y. As
Fz(vm)=r(u).F1 (vm).r(u*u)'l for m =1 and 2,

and as (Fl(vl )s FI (v2)) is left regular, (Fz(vl), Fz(v2)) is also left
regular, Denote by FI’ a llLHR -realization of u9;+ extending F, , by 7’ the
surjection :

a-»r(a) if @ =u,u, and u*u,

Uxly, - UxlUy and Uy *U > Up*U.
There exists a neofunctor F extending F, such that the tiple (Fj,7 ', F[)

defines an equivalence ®’, We have

Fi(i,)=r(uwsu). Fy(i,)e H), . HECH for m=1 and 2,
Hence F) is a ,L‘HR -realization of p 9y« extending F, , and ® ¢ JorH ,HY ).
DEFINITION. We call non associative category a multiplicative graph c’

such that €' *C" =aVB . A neofunctor between non associative categories

is called a non associative funcior.
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Let G w be the (x 75X )-sketch (Ugpa, (i}, 1£,})) and ,L'gn its

(X ;» X, )-sub-sketch (U'gy(, (tit,{€,1)). We suppose in the end of this
Section that H* is with finite fiber products.
P ROPOSITION 5. (uff.‘,u'gfn) is a uj,_lv.-ldea. The category F*V of mor-
phisms between (u suv,#g‘.,uéjm)-structures is isomorphic to the category
F* of non associative functors corresponding to M .
PROOF. Denote by Aq 4 the class of the 4 axioms

(u, (heigni))s (u, (kaiyjy))s

(g, (s kaig))s (o*uy(fykeisy))

of Uyy. Let Ui-(. be the multiplicative graph such that (notation Propo-
sition 1-3)

A(US) = ACUS) - (A AF ).
Then wéw=(Uj,(ti},1&3)) is a (x sy )-sketch and pa is de-
fined by p,cl'}. and Ay(wUAFw. Suppose that F is a u‘H‘./-realization of

u‘gn; so F is a neofunctor (H',_E,U'gf)-() such that F(i)e H® and
Eo(F)=((F(a),F(v;)),(F(b),F(v,)))eVH".

We are going to construct an extension of F to U)LI. . Let F be the ext=
ension (H',rF, U‘:)In) of F constructed in the Proposition 1-3. We will
write d' instead of F(d), if de¢ Ugn - There exist naturalized fiber pro-

ducts
ECF)=((i"aw)), (' wh)) and  E,(F)=((i'wh),(i'.b",w}))

in H .As (i'.a').u' =i'.a’, there exists one and only one j! ¢ H such
4 1

that

w;]E =u' and w'2]; =a',

Since ((a’, v; ) (b, v'z)) is a naturalized fiber product and since
a’. w) =b'i' e w} = b'.(i’. w’),
there exists one and only one i'1 ¢ H such that
13 s 4 L4 4

— 1 14 . a— 14
v i = w] and vieiy =itLwly .
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In the same way we define ]é and i2' . Let F be the surjection from Uy,

into H admitting F as restriction to UJys and defined moreover by
F(i,)=i\, E(j,)=j;, and F(d.d)=d".d"
if (d,d)=(i,a), (i,b),(k,i, ) or(i_,j )form=1 and 2.We get

14 ; ?

vi-ipedy T wpejy =ul

vioij.jy=ilowy.j; =illal.

From the relations w}.jj. w; = w’ and

wi.ji.wi =a.wh =a' vl i) =blvhi] =bL i wh = wh

e

it follows jj.w} =afw}), for (wy,wh) is left regular. Thus jj admits
w' as an inverse. For the same reasons, we get
vh.iz.jh =u', vilibojh =i b
and j, is invertible. Hence (H', F, Ui,) is a neofunctor F extending F.
-F isap ‘HV -realization of uéf. . Suppose tPat F' is also ap ‘H‘./-realiza-
tion of #%-'“ extending F . The neofunctors F and F' admit F as restric-
tion to U.‘}(“ . The last part of the proof of the Proposition 1 shows that F
and F' are equivalent (for this proof does not use the axioms belonging
to Af)‘(,.UAS.‘.. ). So #Q‘R is a #‘HV- -system of generators of pu%a .
- Let F be a (p "mv,y&‘ n,uén y-structure and F its extension to U;l'
constructed above.; we may suppose
fZ(F)e V and fZ(F)e V.
Then i} ¢ M, so that F ¢ N1} . According to the Proposition 2, yy{+( F) =
(F(u),F(k)) is a multiplicative graph C" . Since
C'+C =Ffusxu)=F(a)VF(b),
we have C' ¢ F¥. It follows that the restriction of Y= to FrV defines

an isomorphism Y4« onto the full sub-category Fr of M.

COROLLARY. 4 (u ‘H‘/.,,L?”,u'gn)-structure is a non associative (H",
H', VH" )-quasi-category F such thas

F(k).F(i ).F(j )=F(u) for m=1 and 2,
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o . 1} .
where F is the extension of F to Uy, constructed in the proof above.

Indeed, the condition is necessary, Suppose that it is satisfied by
F . We have seen in the preceding proof that F(j ) is invertible. Hence
F(k).F(i,) is its unique inverse in /", so that
F(j,)-F(k).F(i )eH, for m =1 and 2.
So(H,F, Uf)‘(.) is a neofunctor, and F a (u LHV s F ,u'gﬂ )=structure,

DEFINITION. (uFe ,ug‘n) is called the Idea of a non associative cat=
egory. A (;LLHV. ,u‘}n,u'@‘n Y-structure is called a non associative (H' ,H*,
VH' )-category and a morphism between (u LHV YU ,u'g)-()-structures, a
non associative (H  ,H', VH" )-functor.

We denote by F"(H" ,H', VH ) the category of non associative
(H ,H', VH" )-functors. It is the full subecategory of JI"(H ,H"') the
units of which are the non associative (H',H', VH" )-quasi-categories F
such that, for an extension F of F to U";'(':

F(k). F(i,).F(j,)=F(u) for m=1 and 2
( Corollary of the Proposition 5). The restriction of )'/‘5!(" (Proposition 3-3)
to F"(H ,H',VH" ) is an isomorphism onto a full sub-category
ForH  HY, VH') of No(H",HY).

The restriction of 77%; ( Proposition 3=3) to ?"(H. ,H(, VH.) is a faith-

ful functor toward /' .

5. THE IDEA OF A CATEGORY.

Let us recall [1] that a quasi-category is a non associative quasi-
category (C ,Bsa) in which the following axiom of associativity is sa-
tisfied:

(AYIf z.(y.x) and (z.¥).x are defined in C’, they are equal,
A category is a non associative category satisfying (A); it is also a qua-
si=category.

Let Ug, be the multiplicative graph admitting U}§{s as a sub-mul-

tiplicative graph, and stably generated by the class the elements of which
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are:

the elements ofU"n..,

2 other units ux{u+*u) and (u*u )xu,

7 other morphisms kl’ k2, Wy, Wy, Wy, Wy, 8,
and such that:

a(w;)=uxlusu), a(w3)=(u*u)*u,

a. w, =(b.k).w2, (a.k).w3:b.w4,

w, = vz.kl, k.w2 = v2.k1, k.w3= Ul.kz, w, = v2.k2,

W, 8 =V, Wy, vl.(ws.g)=w1, v2.(w3.g)=v1.w2,

k.(k, g)=k. k.

Let UG be the multiplicative graph admitting Uj{» and U§. as two sub-
multiplicative graphs and such that U§ = UyyWUF . (more precisely Ug
is the fiber sum of

((U'f}-, L’Uj'(w),(U‘?"(!,l,Uj'(w))

in the category JU' of neofunctors ).

generators of U'ff wkfuxu )
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We write
&=((a, w1)9(b~ k, wz)) and ¢&'=((a.k, wj)’(bs w4))
and we denote by pg+ and by p§ respectively the (y; ,)(4)-sketches

pF o= (U5, 16,6,81)) and g =(UF, (L}, 16, ,&,6)).
These sketches admit G# = (Ufn.. it i 5 1)) as a (x7»Xy )sub
sketch.

We always suppose that H” is with finite fiber products and that
VH' contains the class associated with a naturalized {{1, 2}}-fiber pro-
duct mapping.
PROPOSITION 1. ((.Lffv,u?#) and (,Lg,u?#) are u‘H‘{-Ideas. (1 Fo ,,u'gm)
and (ug,ugn) are uqu. -ideas.
PROOF. Write Ag, = {(k.(kz.g),(k.kl))} and denote by Ufjt. the mul-
tiplicative graph such that

A(U o= A(Ug.) - Ag
by UC}‘ the multiplicative graph such that
A(UGy= A(UG )= (AF UAFe)

(notations of the Proposition 5-4). Then

F':(U v,( 'fo ,f f })) and Il ‘(U {i}9{§a"§!§'}>)

are (x ;X 4)-sketches. pg. is defined by '“3:' and the class A¢g. (form-
ed of one axiom); u¢ is defined by yfjt and A§ = AF1UAFn .
- Suppose that F = (H ,F,Ujs) is a pH -realization of HGt We are
going to show that F may be extended, uniquely up to an equivalence, into
a ll‘LHV' -realization of pé‘. .If de Uy, we write d' = F(d). In particular
we have a’. k'=a’'. v’y and b'. k' = b'. v" . There exist

E(F) = ((a"w}), (b k' wy))e VH"
and

E(F)=((a" k", w}), (b',wh))e VH' .
As((a’,v}), (b’ v'))) is a naturalized fiber product and as

a'.wp =b (kW' ),
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there exists one and only one k¢ H such that
wh=v7. kY and k'.wh = vh k).

Since a’. (k'.w%) ='b', wY, there exists one and only one k% ¢ H such that
E'owh =o' kY and w'y= 0% k5.

From the equalities

= bt k', wé = b"(U'I‘ wé),

y ; =a'.(vé.w;),

it follows that there exists one and only one f; ¢ I such that
wh=vi f7 and vi.w) =vl.f]

and that there exists one and only one fé ¢ H such that

1 r - 14 ? ': 14 r
vi.wy vi. f, and w', v f'.

We get
(a' k') fy=a". vi.fy=al. v w!, = b'.(vé. w')
and
a'.vhowh=blvh o wh=b v fy=b" k]

So, since é(F)e VH™ and £'(F)e VH" , there exists one and only one
g'e H such that

wi.g'=f7 and wji.g"=v5.w
and there exists one and only one g} ¢ H such that

wi.gy=vi.wi and wh. g’ =f].

Moreover

14 ' — 14 | — ’ r r 14 | — r ’
vhowg g’ = vl f1=w) and viiwh gt =0l [l =0 w).



INTRODUCTION TO STRUCTURED CATEGORIES 39

Hence we define a neofunctor F from U(%?. toward H' by writing :
F(d)=d' if de UF and if d' is defined above,
Flustusn))=a(k]), F((weajeu)=a(ky),
F(dy.d)=F(d;).F(d) if (d,d)e U§5U%,,

the preceding proof implying

F(dl)-F(d)Z F(d;).F(d) whenever d,.d=4d;.d,
except perhaps when
d;=k=d;,, d=k, and d=k,g,

case which is not to be considered, for (%, k1 Jt U%‘.* Ué»‘. .

- Let us show that g' admits g'l as inverse in H' . Indeed, from the re-

lations

viowli.gr.g'=viflgl = vz.w;.g'zv"?.f; =vj.w)
and

''= v;.wé,

we deduce wé, gl' . g"=w', for (v; , v2') is left regular. We have also

4 r

w;.g;.g'=v1.w3.g’=v'1.f1 = w]
and, (w},w}) being left regular, we conclude that g;.g" =a(g’). In the

same way we obtain
14 14

’ 14 r 14 — ’ -
w;.g' g —v2.w2.g1—02.f2—w4,

14 r o ’
and w3.8'. 87 = w; because

v5. w;.g'. gy =vi.wh.g" = vi.fy= 5 wh.
Thus g’.g",=B(g') and g’ = (g’ ‘L H.
- i’ isa ILLHV- -realization of ué‘. extending F . Suppose that i"is another
ub‘{-realization of y%:. extending F , and denote by d” the element i;"(d)

for d e Ug .. We have
Vd’zd” if d( U:)"(w.

As rf(i"') = i’4(§) and f(‘F‘") = i?'4(§) are naturalized fiber products of

(a', b'. k'), there exists one and only one d; ¢ H;/ such that
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» — ” — 2
wl'dl—u}] and w2.d1 = w).

Similarly, there exists one and only one d,¢ Hy such that

.4 -— ? n — 4
w3.d2 = w3 and w4.d2 = wy.

Let 7 be the surjection from (UJ.,. Yo into H;, such that
r{i)=0a if & =u,u oruxu,

r(ux(uxu))=d, and r{(u*u)su)=d,.

We are going to prbve that (;",r , %) defines an equivalence. Indeed, we
have
vi ki =wi=wh d; = v k. dy,
vy k] =k wh=kE . wi. d = v5. k. d;y;

so, (v, v}) being left regular, kj = k7. d; . Similarly k% =k3.d,. From
the relations

vi.wg.dy g’ = vl wi. g’

vhe whdy g’ = viiwi.g' =vwh=viwhd; =vhowio gt dp,
we deduce w3.d,.g" = wj. g". d; ; we also get
whody g’ =wh.g' = viiwh =vhowh.d; =wl.g". dy,
and (w3}, w}) being left regular, dy. g" = g". d;. Write
M =Uj'('ui W, Wy, W3, Wy ki, ko gh.

The equalities that we have just proved mean that (;71' 3T s I;:'I) is a triple
defining an equivalence, where ;;'1 and ‘I:‘ﬁ are the restrictions of i” and
F' to M’ . Since M stably generates Uéj:. , the triple (;",r R ;‘) also de-

fines an equivalence. Hence o is a yf_,‘./-system of generators of p g .

- To show that (#3:’#3—'#) is a ‘u,‘{‘{-[dea, we will extend the neofunctor

F constructed above to Ué: . Lert Uj’-(. be the multiplicative graph such

that, with -the notations of the Proposition 5-4;
' .
A(UY) = A(U) = AF e = AU )0 Agia.
The Proposition 5-4 asserts that there exists a neofunctor (H ,F', U;-(. ),

extending F . As F is a neofunctor from Ujye toward H', the surjection

' - .
F' also defines a neofunctor F'=(H", F,Uy). By definition, Uja is
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a stable sub-multiplicative graph of U%. and of Uj}(' , and U?f is the fiber

sum in JU' of
((U Frotr UNw ),(Uf)'(' GUe)).
Hence there exists a unique neofunctor F =(H’ ,f Uj) extending both

F and F’, and Fisa HH.-realIzation of #‘f extending F.

- Suppose that F' be another wy V.-realization of /LJ. extending F, and
denote by F' and F" respectively the restrictions of F' o Uj. and to
U?"(. . From the beginning of the proof and from the Proposition 5-4, it fol-
lows that there exist two equivaiences ® from [%' onto i" and @' from

F' onto F" such that
(I)(d):(l)'(d):d'e for each deUf)-(,,_

Therefore, there exists a unique equivalence C.I) from %’ onto ;7' extending
both ® and ®'. This proves that pg# is a ulﬁl‘./-system of generators
of peg .

-G isa g, Y .realization of VQ.T( and if GI and GZ are two T Vreal-
izations of p G (resp of ug) extendmg G, then (;1 and G, admit the
same restriction G to Ut . Since G isa L -reahzamon of pgy and
(#‘}')#f}#) and (p.J-,p.cj:#) are yH.-Ideas GJ and 62 are equivalent.
Consequently (LF ,#'gn) (resp. ("Cf’“‘gﬂ) Yis a ”H V.idea.
COROLLARY. If VH" is the class associated to a naturalized {}1, 2}}-
fiber product mapping in H", two “‘H‘/.-realizations i’ and IE‘ of p+

(resp. of [,l. v ) admitting the same restriction to Ugfn are equal.

Indeed, FI and F admit the _same restriction F to UT(.. and the

preceding proof shows that F, and F are equal to the extension F of

of F constructed above.

P ROPOSITION 2. The category $*° of morphisms between (u ‘m}/,utf. M 'gj—()-
structures is isomorphic to the category ' of quasi-functors correspond-
ing to M ; the category TV of momphisms between (u ?mv,#a:,u'g)-‘)-struc-

tures is isomomhic to the category § of functors corresponding to M.

PROOF. Suppose F ¢ 3:;"’ and denote by (C°,B,a) thenon associative
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quasi-cate gory }?cf 4(F ) (Proposition 4-3), According to Ehe Corollary of
the Proposition 1, there exists a unique u(mv-realization F of L exts
ending F, which is constructed in the proof of the Proposition 1. We see
that F is defined as follows :
i’(u*(u*u)) is the class C'#(C " «C" ) of all couples (z,(y,x))
such that (y,x)e C'«C" and z¢ C.B(y),
i'((u*u)*u) is the class (C"%C" )xC" of all couples ((z,y), %)
such that (z,¥)e C"«C  and xca(y).C,
i"'(kl) is the mapping from € #(C %C" ) into C" xC" such that:
(2,(y %)) (2, 5. %),
;7(/52) is the mapping from ( C**C" )+C" into C (" such that:
((z,5)s%)>(z.y,%),
F(g) is the bijection (z,(y,%))> ((z,y),%) from C"#(C"+C")
onto ( C"+C" )xC .
Thus ;V(k. (kz' g)) and ;;'(k). 1:*'(k1) are respectively the mappings
(2:(y,x))>(z.y).x and (z,(y,x))>z.(y.x)
from C #(C «C" ) into C. As (H',_i', UEJT‘) is a neofunctor, we get:
%(k.(k?g)):i’(k).%(kl) ; so
zo(y.x)=(z.y).x if (z,(y,%x))e C x(C xC" ),
that is if the two members are defined. So (C°, B8,a) is a quasi-category,
denoted by yq.(F).
- Conversely, if D is a quasi-category, we always have
D=yg.(F), where F =y (D),
-If® is the natural transformation ®e F'Y defined by the triple (FZ,T , FI)
then ® ¢ F*Y , so that (Proposition 3-3)
)755 KO =g (Fy)ir(u),7F(Fy))e F*E.
As ' is a full sub~category of 5 #, we conclude that the restriction };?'

of ¥4 to F'V is an isomorphism onto .

¥
- Suppose F ¢ ¥ ; we have Fe !V and YF(F)=(C",B,a). The Pro-

position 5+4 asserts that C is a non associative category; hence C is a
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category, denoted by yq( F ). If ¢ 4V is defined by the triple (F,, 7, F;)
we get

PEA®) =((C,,Bra)sr(u),(CiBra)) e T
so (C,,r(u),C7) is an element ﬁj(@) of ¥, and YF: P~ y"ff(@)de-
fines an isomorphism y§ from £V onto F.
DEFINITION. (“?"“'Qﬁ) (resp. (yff,u'g)-()) is called the idea of a
quasi-category (resp. of a category). A (ub‘{,pg.,ugfn)-structure is
called a (H ,H'",VH" )-quasi-category, a (u ‘HV. W ff,y'gn Y-structure a
(H' ,H', VH" )~category. A morpiism between (H',H', VH" )-quasi-cat-
egories is called a (H ,H¢, VH )Jquasi-functor, a morphism between
(H ,HY, VH )-categories a(H ,H', VII" )-functor.

We denote by F'(H',H', VH ) the category of the (H ,H*, VH" )-
quasi-functors, by F(H ,H', VH ) its full sub-category formed by the
(H ,H', VH Y-functors. Hence F ¢ g'{H', H' ., VH' ), is a non associa-
tive (Il ,H', VH' )-quasi-category such that, if F is a y[‘{‘./-realization of
{Lftf' extending F (there exists such a F according to the Proposition 1),
then

F(k).F(k,)=F(k).F(k,).F(g).

A (H ,H*,VH )~category is a (H',H', VH" )-quasi-category F such
that, if F denotes a y;{‘(-realization of ﬂéf extending F, we have

F(k).F(i ).F(j, )=F(u) for m=1 and 2.
FH L HY, VH ) is a full sub-category of

No(H*,H) andof F*(H',H', VH").
1f Rg(H'} =H;/.HL.H;/, then cf(H',H‘, VH') is a full sub-category
of JU(H',H'): it is always a full sub-category of F"(H ,H', VH").
The restriction of 77151-(; to Cf'(H.,HL, VH") (resp. to S(H ,H',VH ))
is a faithful functor ngt. (resp. ﬂg‘. )y toward H'.
REMARK. Tf VH  is the class associated with a naturalized {{7,2}}-
fiber product mapping in H' , a(H ,H', VH" )-quasi-category (resp. -cat-

egory) F' may be identified with its restriction to U; , where
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U, :Ugu{k,u*u},
which determines uniquely F.
PROPOSITION 3. F'(H ,H', VH') = F'(L",L*,VPH" ), and
F(H ,HY, VH ) =F(L ", L, VOH"),,
where L° =8BH and L*=0(H ;H,H).

PROOF. A (L°,L', VBH )-quasi-category is a (H ,H', VH )-quasi-
functor, according to the Corollary of the Proposition 1-1. Conversely, sup-
pose ®e F'(H ,H',VH") and denote by (F 7, F1) the triple defin-
ing the natural transformation @®. Let Fm be a pf;- V-realization of BF

extending F,, for m =1 and 2, and F, its restriction to Ujyw . The tri

- — D —
ple (F277 » F; ) defines a “i,v -tealization @ of K ( proof Proposi-
tion 3-3 ). There exist naturalized fiber products ¢ and t' of
(D(a), ®(b.k)) and (P(a.k), ®(b))

respectively in L™ such that
(o )4e) = E(F, ), (p)i0) = E(F L),
(b)) = ECF,), (pH)E(er) = €(F)),

where pg = n-th projection of H*%. We have constructed (Proposition 1)

A

a u"L‘{D-realization D of p.fjt. extending ® such that ff(fi))=t and
& ((i; y=t'. As %’1' =q m(‘i)) is the unique (Corollary Proposition 1) #LI_[V'
realization of y}. extending ‘1-7 such that
f(F')-f(F ) and f(F )‘f(F )

we get F F Slmllarly EZ—IB_EJL_@_) So (L, ) yUg1) is a natural
transformatlon from FI into F2, and ® e F (L, L', VPH" ), . Using the
proof of the Proposition 3-3, we find a similar result when ' is replaced
by ¥.
PROPOSITION 4. F'(H ,H', VH') and F(H ,H',VH") are saturated
sub-categones of $tH ,HY, VH' ). If S(HY) —H JHE. H' , the categ-

(Ht)”‘ ‘H,S(HY), VH)(resp J’(H)—?(H S(H‘),VH ))
where VH' is the class of all {11, 2} }-naturalized fiber products in H*
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is an enlargement of $'(H ,H', VH ) (resp. of $(H ,H*, VH ) ).

# o . .
PROOF. Let ® ¢ F (H ,H',VH' ) be an equivalence defined by the tri-
ple (F,,7,F,), where Fle(f'(H',H‘,VH')O.Then ® extends into a

A

[I.LLV- D—realization O of p%. ( proof of the Proposition 3), defined by the
triple (i2,f, ;7 ). The construction of (f) (Proposition 1) shows that (f)
is an equivalence. Since F; is a (H ,H', VI~ ) quasrcategory, F] =
(H, FI’ Uj- ) is a neofunctor. It follows that F2 =(H", F2,U3?‘) is
also a neofunctor. Hence

FoeF'(H ,H' , VH ), and ®c Fr(H',H, VH')y
This proves the first assertion. A similar proof shows that F(H" ,H', VH")
is a saturated sub-category of (f#(H CHY, VHT ).
- Suppose F ¢ ff'(H; o and let F be the neofunctor extending F' to Ujw .
As S(H') :H;/.HL.H;/, there exist

ye H'

y and y,,eH;/ such that y. F(i).ys T e Ht.

Write
F'(a)=1y,.F(a).y!l and F'(b)=y.F(b).y!
Since VH® contains the class associated with a naturalized {11, 2}}~

fiber product mapping, there exists
=((F'(a),vi), (F'(b),v"))e¢ VH".
As ye H.y’ Y € H;/ and £,(F)e VH , we have (CS Chapter IV )
((F'(a), y.F(v,)), (F'(b),y.F(v,)))e VA"
So there exists one, and only one, x¢ H;/ such that
vi.x=y.F(v;) and vh.x=y.F(vy).
Denote by r the surjection
U Y, Uy > Y, UKL > X

into H;/. There exists a neofunctor F'= (H", Uj‘( ) such that the
triple (ﬁ ,7 5 F ) defines an equivalence ®'. The restriction of D' to U@m

is an equivalence ® defined by the triple

(F',r,F), where F'=(H',F'L,U§N).
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We have

®eF*H ,S(H'),VH ) and F'e¢F*(H ,H',VH ),
because

F'(i)=y.F(i).v; e H' and &(F')=te VH .
It follows from the first part of the proposition that ® belongs to F' (HZ Y,
so that F'e g’{H'L ). We have seen in the proof of the proposition 1that we
may construct an extension F' of F' to Ug satisfying the relations
E(F')e VH  and £'(F')e VH .

Hence F'e $'(H ,H', VH ). This proves that ?'(H;) is an enlarge-
ment of ?'(H',HL, VH ).
- If moreover we suppose F ¢ S:(Hc)o, we have ®¢ cf(H;), according
to the first part of the proposition; consequently F'e¢e $(H ,H',VH ) ,
and (f(H;) is an enlargement of $(H" ,H', VH" ).

COROLLARY. The category ?'Uzﬂ:'(m,mi,f/fm) is an enlargement of
FV oand FY< S‘(W,W*', VMY is an enlargement of gV,

Indeed, this is the particular case of the Proposition 4 when

H =M, H'=M".

6. THE IDEA OF A GROUPOID.
Let Uj{w be the multiplicative graph admitting U¥n as a sub-mul-
9
tiplicative graph, stably generated by the class Uy U {”1 } and such that
vyen,=u and k.n,=i.b
(i.e. Uye has two more elements than U9{«, namely n; and i.b ).
i.b
/b’\%‘ib
i Y/

u

Uy 7E37]

Ust

Let U'g be the multiplicative graph stably generated by UynLU g ,

. . T 3
admitting Uw and U§ as sub-multiplicative graphs, and such that
3
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(i.e. Ug = UCfU{n

Y% .nI} ). an..ui v..n,} defines a sub-multiplica-

tive graph Ui-(“ of U™ .
g g
We again suppose that VH' contains the class associated with a
natralized {11, 2} }-fiber product mapping in H" .

PROPOSITION 1. Let p, and yfn" be the (XI,X4)-sketches:
ug = (U (Lil 14,6, )) and kN —(U.‘)I«,( A&E1)
Then (#g’#?"(;) isapfh Vildea ad (;Lg,yg)-() isa “H V.idea.
P ROOF. Write Ag ={(u,(vn,,vn;))} and let Ug be the multipli-
cative graph such that, with the notations of the Proposition 1-5:
A(U‘) = A(Ug)- (4, uAff).

kg is defined by the (x ;»X 4)-sketch pg = (U S (Vi 18 ,€,6')) and the
class AguAj of axioms, Suppose that F' *(H ,_F ,Uf)“(.y) is a ‘u;{‘(-
: k'

realization of Kyrn - Since F =(H ,F'. Uj“ w) isa H;IY-realization of
LG #, there exists, according to the Proposition 1-5, a “[f[‘(-realization F

of H"éf extending F . It is clear that U" is the fiber sum in JI' of
((Uj’(u,t,U?‘( s (U 7laU‘)‘( M.

The neofunctors F and F’' admit F as restriction to Uj*(.. ; so there ex-
ists a unique neofunctor 7= (H, F U ) extending both F and F'. Let
F' be another i V -realization of pg extendmg F'. The Proposition 1-5

asserts that there exists an equivalence
A

d from F onto ;—'"_(H FL,UJ—)

It follows that there is an equivalence d from F onto F' extending P

and such that
®(d)=F(d)® foreach de Uyu.
k'
Hence pujw is a ;LLH‘./-system of generators of g-

-Let F bea ;LLH‘{-realization of “'9?1 and suppose that -Fz and ;’2 are

two p ' V.erealizations of extending F . Since
KFu Pg 4
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jod .5 1 .3 Ts

F1=(H ,fIL,UCf) and F2'=(H ,fzt,Uj‘(‘;)
admit the same restriction to U'jn.,, there exists a unique neofunctor
(H* ,z'" ,Ugl) extending both F; and FJ. It is clear that Fr= (H‘,_Z"', Ué)

is also a neofunctor, because F; and F2 are neofunctors from U _ . We are

- g
going to show that F" = F; . We write | = v,.n; and

Fi(d)=d', F*(d)=d" foreach deU,.
By hypothesis, d” =d" if d ¢ Uyn. We have
a' ["=a vi.n=e k'.ny=a'.i" b =]’
and
b'.I"=a'. I".I" = a';
similarly,
a’' . ["=b" and b'.1'=a’.
&E(F; ) being a naturalized fiber product in H~ , from the relation
a' I"=b"=b" 0" b =b" k' g
it follows that there exists a unique fe¢ H satisfying

? — [ 4 4 — 1
wl.f—l and w . f=n'.
The element kl'f has the properties :
v'l.kl'. =w'1.f=l", v;.k;.f‘—“k'.w;.f=k'.n; =i b'.
Using the left regularity of (v}, v"), we get ky.f=i].jl. 1" for
vi.ij.jp 0" =17 and wi.iy.jr 0" =0 at 1" =00b
So k' kj.f=k"i/.j;.I"=1". Now we calculate k’. k. g". f. We obtain

vi.ky. g f=k"wh g'.f,

rErL gl f=w g = w  f=otn =" =i
vy kgl fmwlgl =l f=0hn Vortals
From the equalities

’

vy

.w'3.g’.f=w3.f=l"=v .
and

'.w’. l. - '. 7
vewi.g f v w

we deduce w;.g'.f= n‘;.l". Hence
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[okSg =kl g f =kl "=t BT =i b = vy il )T
so that
cg' f=i5.j5.01" and k' kY g'.f = kL5510 =10.
Since we have k'.k; =k'. ké.‘g',we get
I"=Fk'"kj.f=k'" kY. g'.f=1"

| —

Furthermore n,=ng, because

r

—v'Z.n; and vh.n] =1"=]["=

v;.n; =u —v2.n1
As Uffu{nl,” stably generates U , the neofunctors F1 and F" are

equal. Thus the neofunctors F1 and F admit the same restriction to U'fn,,
9

and, (yg,uj"(n) being a ;LIL_IY-Idea, 2'1 and iz are equivalent. Conse-
9

)

quently, (yg,ug‘n) is a l‘H V.idea.

COROLL ARY. There exists a bz]ectwn r from the class of {PLH ,yg,pn")

structures onto the class of (V'H ,pg,ygm)-structures

PROOF. If F' is a (“H‘ ,pg,u:"(.)-structure, denote by r( F'") the neo-
k' 4

functor (H™ , F'd, U'Q:n) ; then r(F') is a (p;_l‘{,pg,y'gn )estructure.

. Conversely, suppose that F is a (p.H ,pg,ugn)-structure and denote

by F a TR V.realization of g extending F, by F' its restriction to

Uj"(; Thus F' is a (;LH.,yg,‘uj“(‘; )-structure, and we have F =r(F').

The last part of the proof of the Proposition 1 shows that F' does not de-

pend on the particular extension F chosen. So r: F'>» r(F') is a bijec-

tion.

PROPOSITION 2. The category 5‘; of morphisms between (y ‘mv,yg,u'gj-(}-
structures is isomomphic to the full sub-category ?9 of ¥ the units of
which are the groupoids C" € 5.

PROOF. Suppose I' ¢ c.f;o and denote by I a 7 Wv-realization of pg ext

ending " . Since I" ¢ FY, it follows from the Proposition 2-5 that

Pg(I) = (T (u), T (k))

is a category C* . Write ['=D'(v,.n,). As
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C(vy).C(ni)=T(u) and T(k).T(ny)=T(i.b),
we have, for each x¢ C :

Dini)(x)=(x,1'(x))e C+C and x.1'(x)=B(x).
So I*(x) is a right inverse of x in C' . From the relation I'"1I'=U({u),
we get x = ['(I'(x)), which means that x is also 2 right inverse of I'(x).
Hence x is the inverse of [’(x) in C°, and C is a groupoid.
- Conversely suppose C’ ¢ 590 and let ﬁ be a u?mv-realization of pgF ext-
ending I' = )?;fI(C’ ). Then ' ¢ 5;, for we construct an extension [ =
(fm,I_“,U;g) of I such that ['(n ;) be the mapping

x> (x,x'l) from C into C % C'.

It follows that the restriction of ¢ to ?; is an isomorphism )?g onto 3:9 .

DEFINITION. (pgs ¢t ! T() is called the ideaof a groupoid. A (FFLIV'”‘g’P"@?"()
structure is called a (H*,H", VH' )-groupoid.
We denote by ?9(H' ,HY, VH ) the category of morphisms between
(H ,H', VH" )-groupoids. It is a full sub-category of F(H ,H', VH™ ). A
(H ,H', VH" )-groupoid is a (H', H t VH" )-category F such that F ext-
ends in a neofunctor F’'=(H" ,F', U a) satisfying the condition
9
F(v,). F'(n,). F(vy). F'(ny) = F(u).
In fact, we will show ( Proposition 5) that this last condition is implied
by the preceding ones,
P ROPOSITION 3. ?g(H', HY, VH ) is a saturated sub-category of the
category S(H ,H',VH). If S(HY) = H;/.H‘.H;/, the category
P . _ . y .
J‘g(HL) = (f%(H ,S(HY),VH")
where VH® is the class of all nawralized {{ 1, 2}}~fiber products in H
is an enlargement of Cfg(b’. ,HY, VH ).
PROOF. Let O S(H ,H', VH' )y be the natural transformation defined
by the triple (F2,r , FI) such that F; be a (H ,H', VH )-groupoid, De-
note by F; a #LHV' -realization of g Extending E1 > by F; its restriction

to U)-(‘; There exists a neofunctor F, = (H-,_E2,Uf')‘(;) extending F,
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such that the triple (F2 8T ,771) define an equivalence. If we put
B=r(u), h=r(usu), n) = F(ng), vy =F(v,),

nt=F,(n,), v5=FE(v,),

=htob h hony AT R oy R n) R =

h'ovlontv).on) k™ = Fy(u)=F,(u).
This implies F,e$_(H ,H', VH" )
- Suppose S(H‘)=H'},.H‘.H'y and F ¢ ‘fg(H;)o s as F(H') is an en-
largement of $(H ,H', VH" ) (Proposition 4-5), there exists an equival-
ence ® from F onto F'e F(H ,H',VH ),. Since Cf%(H'L) is saturated
inF (), we get © e F_(H), from which we deduce F'e F_(H", 0", VI’).
Hence ?9(11;) is an enlargement of ‘fg(H’ LHY, VH ).
COROLLARY. FV= ?9(711,311& VM) is an enlargement of 5.
PROPOSITION 4. ?9(!1' JHYL, VH ) = ffg(L',L‘, VOH" )., where

L =8H ad L'=0(H ;H,H).

0
PROOF. As (yg,pgfﬂ) is a piv -idea (Proposition 1), it results from
the Corollary of the Proposition 1-1 that a (L™, L*, VOH" )-groupoid is an
element of 3:%([1' ,HY VH"). Conversely, suppose that D¢ 3:9(}1', HYL VH)
is the natural transformation defined by the triple (F2,r ,F1 ). Denote by
F,,form=1 and 2, a uLHV -realization of g extending F,, . According

A

g
to the Proposition 4-5, there exists a p ‘LV. -realization @ of p§# extend-
ing ®, defined by a triple (F2 o7 s F,) where

-

F,=(H ,F, U%).

,-.m

The elements
fr=r(usu).Fy(n,) and f,=F,(n;).r(u)
satisfy the relations
Fo(vi)ef =r(u).Fy(vy). Fy(ny)=r(u)=Fy(vy).fy
Fy(k)ofy=r(u).Fy(k).F(n;)=r(u).F(i.b)=
Fo(icb)ur(u)=Fy(k).f,.
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It results from the following lemma that f; = f,. Hence the triple (E’Z,r s ;’1)
defines a natural transformation ® extending ® | since Ué is stably gene-
~ ni

rated by Uffu{ n;3.S0 ® isa p‘LV -realization of ig extending @,
and ® isa(L',L% VUH" )-groupoid.
L EMMA. Suppose F ¢ ffg(H' LHY, VH )y and fre Fuxu).H for m = 1
and 2. If

F(vl).fl = F(vl).f2 and F(k).f1 =F(k).f ,
then f1=f,.
PROOF. Denote by F the unique extension of F to Uﬁ,. (Corollary of

the Proposition 1). We write d’ instead of F(d), when de Uf)’(u.
E(F)e VH and

14 I — [4 I — ? ' —
vy f, =a'vl. vy f, =a'k’nlivl f =
a'.i'. b’ vY. f ;.fm=b'.k'.fm,
where ':v2'.n;, there exists one and only one tmeH such that
? — ’ 1 —
wi.t =1" ). f and w), =1,
We deduce k'I. t,= k; ot from the relations
14 ? J— L r _— — ! 14
vl kit =wlot = ol f = =0k,
? p— 14 r —_ 14 — 14 —_ ?
kiot, =k w2.t1~k.f1 k' f,=v) k.t
Hence
1 14 — 1] p— 1] 14 —_ ’ 14 1
/t.kz.g =k’ /c k.kl.t2~k.k2.g.t2.

We are going to prove the equality
14 —_ ? 13 14
vy f, =k' k. g
from which will result v} f1 =v.f,, and so f, = f2, because (v}, v})
is left regular. Indeed, we find w;. glot,=n;. ' v} f , for
? — j— L4 14 — ’ 14 ? 14
viewioglot =wit, =1 el f = vl <7 s
— —_ — ! " e ’ E 14
vhewlhoghot, =viowhot, = vy f =N f = vhong. I'.v%. f,.
Using the relations

vi k5.8
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R A N — oL N Y
bt vp f T=itiat el f =it brvdf

1 H r — 14 ! j— 14 14 — r
vy kL. gt =wy.glit =vhowhot =uhf o,

we get ki.g'.t =il jl. ). f , since

14

U]'L

vl f, =it b vl fand vh.ib vl f, = vl .

N

It follows
k' kY. g'ot =k e jhe v f = V5 f0s
which was to be proved.
COROLL ARY. There exists an iscmomphism 7 from the category
Hply%s g KIL)
of morphisms between (p LHV ,p.g,p)‘(" J-structure s onto ?9([1' CHY, VH ).
k2
PROOF. The surjection
L¢) J (BH',@(_,U.@T(), where @ ¢ }((#‘HV ’“é”“ﬂ;)
defines a functor 7 from }((;LLHV ,;Lg,un; )} toward Cfg(H"HL’ VH' ) If
o) = F(E’), where ® and ® are defined respectively by the triples:
(F2’T’F]) and (F29T—9F1)
we have, according to the Corollary of the Proposition 1,
Fy=F, and F; =F;;
U‘gn being a sub-multiplicative graph of U§{w admitting the same units,
k4

weget 7 =7 .So ®=®  and 7 isinjective.
If ¢ ?9([1',[1‘, VH" ), the Proposition 4 asserts that ®' is a (L,

LY, VOH" )-groupoid, i.e. there exists a ILZV -realization @ of pg ext-

- . ] O
ending ®', and ®=(BH ,0¢,Ujin) is a (,uLLV. ,yg,yj-(n)-structure.
9

Using the Corollary of the Proposition 1-1, we find
O H(P‘HV-’Hg’F?'(‘;) and D' = A(D).
This shows that 7 is an isomorphism onto ?g(H' JHY, VH ).
Denote by Uag the multiplicative graph such that

A(UY) = A(Uy) = Ay, where Ay ={(u,(vy.ns, vy.ng))}.
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PROPOSITION 5. ?9(}’{' ,HY VHT ) is isomorphic to the category
|4
Hipsy s u"g,m;)
of morphisms between (p LHV.,yog, uj@. J-structures, where

by = (U3, iL 16 €, €1)

PROOF. It follows from the Proposmon 1 that “g is defined by “g and
the class 4w of axioms and that 'ug is p HV -generated by #jn; . There-

fore (ug,yf)'(") is a uH.-Idea.-Suppose Fe }{(”H"l‘g’ufﬂ;)o . Then

F is a neofunctor (H , F, Uj'( ) which extends into a HLV - realization
< -

F of p% . We are going to show that [’ defines a #LH . =realization of i
i.e. that
F(vz).F(nZ).F(v2).F(n1) = F(u).
Though a straightforward calculation would lead to this result, it will be
easier to give another kind of proof. Denote by u’ the element F(u), by
p:, the functor from H ' toward M such that
p:,(e) =eH.u if ecH,,

pu*,(h) =(B(h).H.u',h,a(h).H.u'), where h(k)=h.k, ifheH.
This functor is compatible with finite fiber products ; if V denotes theclass
of all naturalized {{ 1, 2} 1~fiber products in M, and if p=(M, M, V)) ,
the triple (u ,p_:.,y‘HV.) is a homomorphism between (XI,X4)-sketches
Since (u%,‘unn) is a p-ldea, the Proposition 2-1 proves that G -p . F
is a (u, I.Lg,un'v )-structure. Consequently G'= (M, G, Ugn) is a

(m (Dﬂ V ))-category. It follows from the Proposition 4-5 thatthere exists

an equivalence ®'¢ ?‘P.Fy. G' which is defined by a triple
(G]sr5G') suchthat r{u)=u' H.u"eN,.

Since U¥{w is stably generated by Ugf)-(ug n }, the equivalence ®' may

be extended into an equivalence defined by the triple (01,7 » G ) ,where

Gl’:(fm,gl,Uj-(n) and Gl(nl)Zr(u*u).G(nl).
We have ¥
I'= G (v,).Gy(n,) = G(v,).r(usu ) or (uxu). Giny) = G(v,). Glny).
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Denote by € the catetory Y§(G') (Proposition 2-5); then C = u'.H.u’.
Suppose x ¢ . We see as in the proof of the Proposition 2 that ¥ admits
I’'({x) as a right inverse. A category in which each morphism admits a
right inverse is a groupoid (CS Chapter 1. Proposition 7). If C° is a

groupoid, /"(x) is the inverse f x in C’, and we have

I'(fl'(x)) = x foreach xe¢ C.

From the relation
['= G(UQ)'G‘/'L]):Pu*"F(Uz)'p:"F(n1)’
we deduce ['(x)=F(v,).F(r;).x and
x=l'(l'(x))=F(vz).F(nl).F(v2).F(n1).x.
Replacing x by the particular element u'e C in the last equality, we get
u =F(vz).F(nl).F(v2).F(n1).
Hence F is a (u‘HV.,ug,uj'(.)-structure. - Conversely a (ILLHV-’ﬂg'ﬂT(")
k' k4

structure is also a (u4Y., 0 1197w -Structure. So
' #g #ng

}((ﬂty‘-/v#g’#ﬂ;) = }((uLHV- ,/Lgyitf)‘(;_)

and the proposition follows from the Corollary of the Proposition 4.
COROLLARY. (pg,p3y) is a uhY-idea and F (0 HS VH) is also
the category of morphisms between (u ‘HV , u%, y'@n Jestructures.
P ROOF. Let :"1 and %'2 be two ;LLHV -realizations of “é extending F =
(H',_E,U'gfn). Then F, =(H',f,,,,(/j‘(§), for m =] and 2, is a
(,L‘HV. ,y:’g,un;)-structure. According to the Proposition 5, _Fm defines
a p‘HV -realization of jg - Hence F is a (H ,H', VH" )-groupoid. As
(“g , “'QT() is a pLHV -idea (Proposition 1), F; and F2 are equival-

. . . . . '
ent, 1.e. (‘u"g,pgj-() is a y‘HV ~idea. - Since F is a (p‘,_lv.,p,g,ﬂgn)-
structure if, and only if, F isa(H ,H', VH" )-groupoid, gg(lf, HLVH)
is identical to the category of morphisms between (u ?_,V ,y%,p.'gfn)-struc-
tures.

REMARK. The last assertion of the Proposition 1 (resp. the lemma of the

Proposition 3) could also be proved by a method similar to the one given
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for the Proposition S, using the functor p:, as well as the known result:
each element of a category admits at most one inverse (resp. of a groupoid

is left regular).

7. DUALITY; PRODUCTS.

Suppose that H™ is with finite fiber products and that VH' con-
tains the class associated with a naturalized {{ 1, 2}}-fiber product map-
ping. Let K by any of the symbols Cf#, Fe , I , ¥ or Cf‘}.

PROPOSITION 1. There exists an isomorphism & from N("(H*,H"') onto
itself, applying onto itself the full sub-category JU(H ,H') (resp. sub-
category K(H ,H', VH" ), if
((h',hl),(hz',hz))e VH' implies ((h'shy )b b)) e VH . )
PROOF. The surjection
d->d if d=u, u,u*u,i or k,
a->b, b-a, ViU, U,d Uy,
defines an isomorphism A of Ugfn onto itself. This isomorphism extends
into an isomorphism A.‘)‘(" of U¥iw onto itself, and also into an isomor-
phism A 3, of Uj{+ onto itself such that
Aylig) =iy AY(iy) =i, AN(ig) =iy Ayliz) =i
Suppose F =(H',E,U'(§?~()e?.("(H',H‘)O and write F*¥=F.A.. If F is
a I,LLHR. -realization of pyw (resp, of pJyr ) extending F, the neofunctor
F.Aye (resp. F.Ay)is a /,LLHR. -realization F* of pjiw (resp. of pye)
extending F*. Hence
F*e Mo (H ,H'), (resp. F*eJU(H ,H") ).
If ®eJI"(H ,H') is the natural transformation defined by the triple
(F;27, F), the triple (FI*,T » F*) also defines a natural transformation
®*e N*(H ,H'). By mapping ® onto ®*, we get an isomorphism § from
T"(H ,H') onto itself, which maps JU'(H ,H') onto JU'(H ,H'), and
such that 8.8 =J("(H",H"').
- Suppose that VH' satisfies the symmetry relation listed in the proposi-

tion. We replace (H",H',VH ) by (-) to simplify the notations. It is
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clear that
S(FH-) =F%(-) and 8(Fr(-N=F"(-).

Suppose F e F'(-); and denote by Fa ;LLHV -realization of u¢. extend-
ing F' ; the element F(d) will be written d’, for each d ¢ Ug .. The proof
of the Proposition 1-5 shows tha: g’ is invertible in #  and that we cons-
truct a y‘HV. -realization F* of puq. extending F* if we put:

Frow ) =wl, F¥w,)=wy, Fiw,)=wl, Fiw,)=uw)

F¥(k,)=kY, F¥k, =k,

F*(g)= g'-l.
Thus F*e ' (=), and 8(F'(-))=F'(-). If moreover Fe F(-), and if
F is a [,LLHV -realization of p<§ extending F, there exists a unique p.ﬁ,_lv.-
realization F¥* of ©§ extending both F* and (H.’.Etan}'(')-Ava- So

F*e (<)% and 8(F(-))=F(-).
- Finally, suppose F ¢ ?g(-)o , and let -13 be a #LHV -realization of tg ext-
ending F . Write
n'1=-i'(n1), I'=F(vyn,;), ny=np.0".
We get
F*(vl).n;’ =vhnp ' =0"1"=u’,
FX(k).nf =k'.ny . I"=0". 0" 1"=i".a"=i". F¥*(b).

Hence we extend F* in a neofunctor F'*=(H",F’,U¥w), if we put

F'*(nl) = n; . By definition of y"g , there exists a unique HLHV -realiza-
tion F* of py extending both F'* and F*. According to the Proposition
56, F* defines a y‘HV -realization of tg - We conclude that F* isa
(H ,H', VH" )-groupoid. Therefore & (?9(-)) = c}g(-).
COROLLARY 1. If VH  is the class associated with a naturalized ff1, 24
fiber product mapping v in H', there exists a canonical isomomphism &__
v
from St H  H',VH' ) onto itself which maps K(H",H', VH") onto itself.
PROOF. Suppose h, e H, hze B(h,).H, and write

S(hyohy) = ((hy h)s(hysh3)), Tlhy, k) =((hy, k%), (hy,k3)).
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Since 17(h2,h1) and ((}Lz,hé),(hl »h')) are both naturalized fiber pro-
ducts of (h,,h ), there exists one, and only one, x¢ H)'/ , denoted by
%, (hl s hz)’ such that
h'2= h%.x and h',=h]. x.
We replace (H ,H', VH") by (-) and (H ,H',VH' ) by (=) where
VH" is the class of all naturalized {1 1,2} -fiber products in H . Suppose
Fe ff#(-)o : we have F¢ $*(=), and, VH" satisfying the symmetry con-
dition of the Proposition 1, F*=8(F )¢ $*(=). There exists an equival-
ence @y defined by the triple (F),7, F*) such that
r(u)=u, r(u,)=u,,
r(uxu)=x,(F(a),F(b)).
F* extending into a neofunctor from Uj{«, the same is true for F; ,SO
that FX e No(H",H'). As
Eo(FX)Y=V(F(b),F(a))e VH",
we get F: e F*(-). The surjection
O DL, BS(O)TD, if D F.F*(-).F,
defines an isomorphism oy from F*(-) onto itself.
- If FeK(-), we have F*¢ X=% accerding to the Proposition 1. As
K(:) is a saturated sub-category of F* (=) (Propositions 4-5 and 4-6),
we find
bpeK(=) and FJeK=nF)=K(-).
It follows 8= (K(-))=K(-).
COROLLARY 2. The isomomphism &, relative to (W, M*, V) defined in
the Corollary 1 maps I" onto T'%, where yy«(I") is a non associative
quasi-category (C",B,a ) and fn,(f‘;j") its dual (C*,a,f ).
Indeed, if F='}7511-,(C. ,B,a), the bijection x,(I"(a),'(b))
defined in the Corollary 1 is the bijection
(m,m’)>(m',m) from aVB = C *C" onto BVa = C*+C*,

so that P:(k) is the law of composition of C* :
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(m',m)-> m.m' if, and only if, a(m)=8(m").

DEFINITION. If VH" is the class associated with the naturalized { {7, 2}~
fiber product mapping ¥, and if F is a non associative (H ,H', VH" )-
quasi-category, the non associative (H ,H', VH" )-quasi-category d5(F)
constructed in the Corollary 1 of the Proposition 1 is called the v-dual
of F.

Let 5£ be the full sub-category of the category 5()(1,)(4) of homo-
morphisms between (XI,X4)-sketches the units of which are the (X1’X4)
sketches

p o= (0, (H, VH)),

such that H" is a category with finite fiber products, H' a class of mono-
morphisms of H* , and VH™ a class of naturalized {{1, 2}}-fiber products
in H containing the class associated to a naturalized {{ 1, 2}}-fiber pro-
duct mapping. In particular, the sub-category of ? formed by the functors
pe F compatible with the monomorphisms and with finite fiber products is
isomorphic to the full sub-category of Sf the units of which are the (x;,x,)
sketches (H', (Rg(H' ), VH" }), where VH  is the class of all natural-
ized {11, 2}1-fiber products in H~,

For each u‘HV € 5% , we have constructed in the preceding sections
categories
Kui¥y =Ko 0, ve ),
where X is again one of the symbols 3:#, I, 57, cfg . Let ? be the
category of functors associated with the universe f)ﬁo . It results from the
Proposition 2-1 that there exists a functor '}.( from Sg toward F such that

?(HIL{"/"’E’PLHV' ) be the functor
®->8(H",p,H ).®
from T((;HHV.) toward T{(#;IY")-

According to the Propositions 4«5 and 4«6, the functors X so def-

ined satisfy the relations

Wl

‘? — ?‘o__,,r‘j:#

Wl
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where Ko R means that -K' is a sub-functor of X and that K'(p LHV ) is
a full saturated sub-category of K(u LHV ) for each p LHV € SE .

PROPOSITION 2. $F is a category with mo-products and K is a funcior

compatible with products.
PROOF. Suppose M ¢ ﬁlo and, for each me M,

W= (H, (B, VH )€ SE.
Write

H'= 1 H and H'= 11 H¢

m eM meM

We denote by VH™ the class of all families

(((]7'71” me M ’(UT )meM Js ((hgz )meM r(vgl)mem ))
such that
((h7],07 ), (kG , v5))e VH,, foreach meM.
We know (CS Chapter IV, Proposition 33) that VH  is a class of natural-
ized t{ 1, 2} }-fiber products in #" . Hence

WiV =i, s v ))esh,

) . 7 S &
Since &t is a sub-category of the category ¢% (f) induced from F by
the mapping o%:pbY > H' (CS Chapter Iv, Definition 13), it follows
(CS Chapter IV, Corollary 1, Proposition 39) that p;{V is the product of
(o )meM in Sg , the m -th projection being

- H -
(ym,_}_)m,p‘HV. ), where p, = (Hm,fmm,f[ )
is the m -th projection of #* onto i, .
- Suppose F, ¢ K(#m)o for each m ¢ M. The surjection x - (Fo (%) )me u

if xe¢ Ugfn defines the neofunctor F =[F ] toward ', and F_ =

meM
Pp-F.IfF isa p;{‘{-realization of p¥ extending F_ (if K= ?g’ we
write pf = p, and Ug = Ué ), the neofunctor [F,}, y isa y;,‘./-real-

9 K4 - -
ization of ¥ extending F; so Fe K(y LHV ). Conversely, any F'¢ K(y,;‘-/)n
is of the form

F’:[pm'F']mgM , Where p_. F'eR(,um).

Let g be the isomorphism from HM (BH, ) onto BH" such that
me
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UWChiys fons Los B e = (s st (F e st s Chon Jme st s (o It )+
If ¢, fk(#m) forme M, then

b=g.[0 ] W e]_((;tﬁ,‘./) and §, =Bp,.0.

S -
° (I)%(Erpm.(b)meM, where (De]((u;{‘./),

defines an isomorphism from R(u;{‘{) onto I K(um ). Therefore -K(#LH‘./)
meM

. 7, . & E7 . .

is a product of (K(um D,em in I, sothat K is a functor compatible with

mo-products.

PROPOSITION 3. Suppose pu= p;,‘./e Sf—, f M isa {Mi-product functor
in H' such that ﬁ((hm)meM)c HY when h, e H' for each me M, then
T((y) is a category with { M {-products.

P ROOF. Denote by 7 a naturalized { M{-product mapping in #  corres-
ponding tothe {M}-product functor I from (H )™ toward H™ . In the proof

of the Proposition 2, we have constructed a product
W= (M (HM )N
of () y In Sg For this product, we have ﬁ4(V(H')M)C f/H' , SO
M= (3,00 ,,") e SF, where g =(H',(H', VH"))
and VH" is the class of all naturalized it 1, 2}}-fiber products in # " .

- Suppose F, ¢ K(y)o for each m ¢ M. In the horizontal category of nat-

ural transformations W(H',U’gfn)m, the family (¥, ) . admits as a

product the parallel product (CS Appendix II) méXM F, =U0.[F, ), .y - We

put F = XM F, ; the m-th projection of F onto F,, is the natural trans-
me

formation ®,, defined by the triple (F, ,7r,. , F), where 7, is the surjec-

tion Zl £y, J,ycy which maps i e (Uigy o onto p,, , if
FOOF(8)) e ) = (P I » ().
According to the Proposition 2, [F,, 1.,y ¢ K(™ ) and
F=RAF,1 )Rz

Hence ((®,), y>F) is a natralized product in T{(y‘) The proofs of

me M

the Propositions 4-5 and 4-6 imply that K(;l‘) is an enlargement of R(#),
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So there exists an equivalence ® from a F'e K(u) o onto F . It results

that ((®, WP ), y,F') is a naturalized product in T((p) of (Fpy Jen
Consequently ]—((,u) is a category with { M%-products.

We are not going to develop here the general theory of (H,HY VH')
categories. Instead, we will show in the next sections how the notion of a
(H,H',VH" )-category compares with the notion of a structured category
on one hand, with the notion of a structure of category on a unit of H~

(in the meaning of [4] ) on the other hand.

8. STRUCTURED CATEGORIES.

Suppose that g is a faithful functor (K", ¢, H" ).
PROPOSITION L. If F is a uh‘? -realization of HGN and if

g.F N (K", Ry(K™)),

then FeU"(H ,H"). If ¢* V= (_}L?(‘{,g,p.;_]‘{)f 5? and if F iia Vfi"/'
realization of ”'QT(’ we have F eK(pLHV.) if, and only if, q. Fs}((p‘K‘./),
where K =F* Fn Frvor§.
PROOF. We will use the following lemma :
LEMMA. Suppose § = (" qsp’) €d'(t), where o(t)(§) is the faithful
functor q (notations of the Section 1) Let p be a t-sketch defined by
#1 and a class A of axioms. If #" is p'-generated and y"-generated by
;s a p'-realization G of u; is a (p'spopg Jostructure if, and only if,
q.G isa(u Tslsptg structure.

(Indeed, the condition is necessary. If it is satisfied, there exists a
p'-realization G’ of ul extending G . Since q. G' is a y"-realization of
ul extending ¢. G, the surjection EG' defines a p"-realization G" of
p. Foreach (z,{y,x))c A, the elements G'(z) and G'(y).G'(x) are
equal, for they have the same right and left units and they are mapped by
q onto G"(z)=G"(y).G"(x).So G' defines a y'-realization of p ext-
ending G, and G is a (u’, ptyp; )-structure, )

- We have

(u',g,p.;ﬁ) ES’(XI,X4), where p" = (K" ,(K,KxK)).
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Let I be a uh’?-realization of p@Ex such that ¢. F e N*(K', Rg(K')) .
Then ¢. F is also a (u",pu T o ’l‘@fn )-structure. Since u9ys is defined by
;lezn and Ajys (Proposition 1-3), it follows from the lemma that
Felin(H ,H").

- Suppose ¢tV 5‘7 and denote by F a puf" V -realization of B jn such that
q.Fe }\([L ¥) . We have just seen that F e N (1", 1Y) | hence Fe F* i -
If K=5» , F' or F, we know ( Propositions 3-4 and 1-5) that pK is de-
fined by yi{ and a class of axioms, where p}‘( is y;{‘/-generated and

“K -generated by g - Therefore the lemma asserts that Fe K(u ).

Since g is faithful, a neofunctor I from a multiplicative graph U/~
toward //” is uniquely determined by the couple (q. F, F, ), where F, is
the restriction of F to U, . Suppose moreover that 9, = (K',_gL,H'y) is

right faithful («bien fidele», CS Chapter II, Definition 3). Denote again
by R one of the functors f‘F, f?" s f?' , C? or 5}:9 (Section 7).
PROPOSITION 2. Suppose Fe Ly, F'e &£, and q. F = q. F'; then F = F'

in each of the following cases:

1) F(u)=F'(u) when £ = G(H , "), or when
5‘32]‘((#,‘,‘{) if q‘V=(;L ,q,uHV)EStZ
2)F(u)=F'(u) and F(u*u)=F'(uxu), when
L=N(H } or L=N"(H" ,H).
3) Fluxu)=F'(uxu) when
L=Nvb ,0Y) and q.Fff)I'(K',Rg(K‘)).
PROOF. 1) Suppose F(u)=F'(u). -1 £=G(H ,H'), the elements
F(i) and F'(i) are two g-monomorphisms, since they admit F(a) and
F'(a) as left inverses (CS Chapter III, Proposition 1); 9y being right
faithful, from the relations
B(F(i))=F(u)=F'(u)=LB(F'(i)) and q(F(i))=q(F'(i))
it follows (CS Chapter III, Corollary 2, Theorem 1) F(i)=F"'(i). Hence
F(uy )= F'(u,) and, q being faithful, F = F', -
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qLVeS‘Z and £ :-}Z(u,‘,‘./),

the preceding proof shows that F and F' have the same restriction to U‘g .
As &o(F ) and £,(F') are two naturalized fiber products of (F(a), F(b))
such that

G E(FJ)=Eal g F) =0 (a-F') = g*(Eo(F"))
be a naturalized fiber product of (¢q. F(a),q.F(b)) in K', we deduce
E(F)=EG(F') from the assumption that 9y is right faithful (CS Chap-
ter IV, Proposition 28). So F(u*u )= F'(u*u) and F = F'.

2) Suppose F(u)=F'(u) and Ffu*u)=F'(uxu). -1 £ =N(H" ),
then F' = F', because u and u*u are the unique units of U§y . - If £=
Jv(H',H'), from the beginning of the proof it results that F and F' have
the same restriction to U'Q . The restrictions of F and F'' to UY belong-
ing to JU(H" ), they are also equal. So F = F"'.

3) Suppose £ =TN'(H ,HY),

F(usu)=F'(usu) and q.Fe?l'(K',Rg(K')).
We denote by F and F' a ;L‘HR -realization of u%+ extending F and F’
respectively. Since ¢. F and gq.F' are extensions of ¢. F to Uji., we
have seen in the proof of the Proposition 1-4 that there exists an equival-
ence ® from gq. F onto q.F' such that

®(d)=q.F(d)® foreach de Uy .

As a(i,.j, ) =u and B(i .j )=ux*u, it follows that

q.F(im.jm) = q.F'(im.jm) for m =] and 2.
The elements F(i .j ) and F'(i_.j,) admitting respectively F(k)
and F'(k) as left inverses, they are two g-monomorphisms with the same
target F(u*u) and the same image by g. Therefore (CS Chapter III, Co-
rollary 2, Theorem 1) they are equal, i.e. F(u)= F'(u). Using the second

part of the proof, we conclude that F = F',

COROLLARY. Suppose that F and F'are elements of X(H",[I'H"), such
that

g F=q.F' and F(u)=F'(u),
where H =1, ' or f1°. If q3(HH')C K", where HK" is theclass
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associated to a naturalized 111, 23 {-product mapping in K, and if It is

a class of g-monomomhisms, then F = [},
PROOF. Suppose H - JU. There exist

=P ppsy) s5)e A, n'= ((pl’,pé),s')e i, jelt and j'e llt
such that
F(v,)=p,.j and F'(v )=p!.j" for m =] and 2.

As (]3(77) and q3(7]’) are two naturalized products of (q. F{u ), q. F(u))
belonging to LK™, they are equal. The functor 9y being right faithful,
it follows (CS Chapter IV, Proposition 8) that 5 = 7’. Using the relations

9P, )eq(i)=q. F(v )=9q(p) ).q(j")=q(p,}.2(j'},
we find ¢(j)=¢q(j'), because (q(p;),q(p,)) is left regular in K° |
Since j and j' are two g-monomorphisms with the same rarget s = s’, we
get | = j" (CS Chapter [II, Corollary 2, Theorem 1), 7y being right faith-
ful. Hence

Fruxu)=afj)=a(j")=F"(usu), and F = F',

-1 H =T or H =" | the restrictions F, and F| of F and F' to U’Q))
belong to §(H ,H"') and FI (u)=F[(u), so that, according to the Pro-
position 2, F; = F1. The restrictions F, and F) of F and F' to Uy
are also equal, for they are elements of JI{H ,II'H ). Consequently,
F=F.

In the end of this section, we consider a functor p =(9H,B,H')
from H" toward the category M of mappings. Let v (resp. let 7 ) be the
canonical {171, 2} {-fiber product (rsep. =product) mapping in M ; the clas-
ses Il and V are again the classes associated to 7 and v respectively.

‘We suppose that:

H* is the class of (M, p )-injections (CS Chapter III, Definition 1);

[IH" is the class of all naturalized products

((P1sPy)ss) inH™ suchthat ((p(p;),p(p,)),p(s))ell;

VH" is the class of all natwralized fiber products

n=((hy,hy),(hyh})) in H such that p4(p)e V.
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Let X be again any of the symbols F*, F* ', F or 59 and let H be
any of the symbols Q, O, ,)-(" or X. We will use the following cat-
egories :

1o §(p) is the caterory G(H ,H') :

20 H¢p), for H =N (resp. =JU" or JI" ), is the full sub-category of
JU(H ) (resp. of H(H" ,H') ) the units of which are the H - multiplicative
classes (resp. the (H™,H')-quasi-multiplicative graphs) F such that
p. Fe HY (Propositions 1-B-2, 2«4 and 2-3 ).

30 Rep)=H(H ,TIH" ), for K =9, T or M" . it is a full sub-
category of H(p ).

40 Kep)=X(H ,H*,VH ) if p is v-compatible (CS Chapter 1V,

Definition 11), i.e. if YH  contains the class associated to a naturalized
fiber product mapping.
PROPOSITION 3. The surjection ® > Yy (Bp.®) defines a functor P
from X(p) toward H. The surjection ® »>r(u), if ®eH(p) is the nat-
ural transformation defined by the triple (F,,r,F;), defines a faithful
functor ni( from X (p) toward H".

PROOF. Lenote by m j( the surjection ® > Bp.d where ® ¢ H¢p). Since

PE= (R, o) ey
the Proposition 2-1 asserts that Lng defines a functor mg from Q(p) to-
ward §(M, (M*)). We have seen (Proposition 1-4-2) thar G(M, (M¢)) =
QU and, in the Corollary of the Proposition 2-A-2, we have constructed
the isomorphism )?g from G° onto § . Hence ﬁg is the functor )?‘gmg .
-1f K(p) is defined, we have

pV=tutl e, nty) e s

The surjection m ¥ defines the functor —K(p‘ V) (Proposition 1-7) from
K(p) toward T((#‘?HV):KU. So p% =7K-K(ptV), where px is the
isomorphism from KV onto X defined in the Propositions : 4-3 if X = F¥
s-4if K=F" ;25 K=F or F'. 26 if}(:‘f%.
- By definition _r_n}((fl)) ¢ HY when @« Hep)y and X =70, T or N, So
m j{ defines a functor my( from H(p) toward HY, and we have PH=VH -mK
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where yJ{ is the isomorphism from HY toward H defined in the Proposi-
tion: 1-B=2 if { =0 ; 2-3 it K =" ; 2-4 it H =70,
- rf‘;{ is a faithful functor, for it is a restriction to the category }((p) of
one of the faithful functors:

né. if {=§ (Proposition 2-A-2);

7751(' if H=N (Proposition 2-B-2);

1751-(,. if H=00 N" o K (Proposition 2-3).
COROLLARY./f p is faithful, Py is a faithful functor.
PROOF. Suppose that ® ¢ H(p) and ®'¢ H(p) are the natural transfor-
mations defined respectively by the triples (FZ,T , F]) and (F,,r ", F ;)
and that py(®) = py(D'). If Dm = ﬁ}((Fm)g}(o form =1 ,2, we have

(DZ,T(LL), DZ) = IS}(((I)) = ﬁ}((@') = (D29T_'ﬂ), DI).
As p is a faithful functor toward M, from the relations
r{uj)e Folu). . Fy(u), r'(u)e Fytu).H.F;(u) and r(u)=r"(u),
we deduce 7 (u)=7"(u). Hence
rf () =7 (u) = af (D7),
and according to the Proposition 3, & = ',
PROPOSITION 4. [If Py =(3Hy,£¢,H‘y) is a saturated hypermorphisms
functor (CS Chapter Il, Definition 20), X(H", Rg(H'), VH') is an en-
largement of K(p), where VH' is the class of all natwralized 111, 2}k
fiber products in H'.
PROOF. Suppose Fe K(H', Rg(H'), VH™). We have seen in the proof
of the Proposition 2 that F(i) is a p-monomorphism, so that
FeXelp~, VA" ),

where p~ denotes the class of p-monomorphisms. If ge p”™ , there exists

g'e H;/.a(g) such that p(g’) be the bijection defining p( g) ; it follows

g.g"le Ht .

*

so p"_=HL.H)'/.

We have constructed in the proof of the Proposition 4-5 an equivalence

®cKp)o K(H R (H'), VH').F.
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Hence K(H", Rg(H'), f/H) is an enlargement of K(p).

DEFINITION. We say that F is a (K, p fstructuration of D if Fe {(p),
and if D =p}(F) (Proposition 3). If Feﬁ(p)o, where H =7, ' or
Nr wecall F a strong (X, p Jstructuration of PH(F).

In other words, F is a (N, p)-structuration of D if F is a i~

structure on D e H,. If p is faithful, we have the following bijections :

Fo (PY(F),F(u),F(u,), F(uxu)) from H¢p) into
HxH, xHixH, if H =T, N or K ;

F> (BH(F),F(u),F(us)) from §(p) into GxHy XH,; ;

Fo (PY(F),F(u),F(uxu)) from N(p) into UXH, xH, .

Moreover, let F be a (?#,p)-structuration of D. Then F is a (X,p)-
structuration of D, where K =F* F* or F | if, and only if, D¢ X, , accor-
ding to the Proposition 1. F is a (?g,p )=structuration of D ¢ ?90 if, and

only if, there exists an extension of F to Uj{n.
9

We suppose now that p is faithful and v-compatible, and that its
restriction Py to H;/ is right faithful . It follows from the Proposition 2

and its corollary that there exist the following bijections:

dY: F - (ﬁ}((F),F(u)) from H(p) into H, xH,

if H=6 or X;
SH:F > (FH(F),F(u),F(uxu)) from H(p) into HoxHyxH,,
if X=X or Nn.

DY F = (py(F), Fluxu)) from J(p) into Ny xH; ;
S F > (PY(F), F(u)) from Hip) into HyxH,;
if H =f)1, U or v,
From the Corollary of the Proposition 3, we deduce that the surjection
a]—(:q) - (¢}((F2)’Z_M’¢}((F1))
(resp. $p : @ (¢f((F2)’T (u)ydp f(F1))
where ® ¢ H(p) (resp. ef((p) and H =70, 1" or N» ) is the natural
transformation defined by the triple (Fy,r,F;), is a bijection, We denote

by He(p) (resp. by f('(p) ) the category image of H(p) by %}( (resp.of
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~ -1 - -
Heep ) by if X =), N or 1" ). The surjections z{{d and PYD !

R K PHEH
(Proposition 3 and its corollary) are faithful functors from Ho(p) toward

H' and toward H respectively.

DEFINITION. An element of }(‘(p)0 (resp. of 3{('(}3)o for H =T, or
JU* ) will be called a p-structured (resp. a strongly p-structured) element
of H, .

The word «element of H, » may be in each case replaced by its
usual meaning: for example a p-structured element of F_ is also called a
p-structured category, etc...

Hence (D,s) is a p-structured element of H,, for H =§ or K
(resp. for { = JU' ) if, and only if, there exists a (}, p )-structuration F
of DeH, such that Fru)=s (resp. that F(u*u)=s ). To say that
(D,s,s+s) is a p-structured element of K, for H =7 or 1" means that

there exists a (H, p )-structuration F of D¢ H, such that
F(u)=5s and F(uxu)=s*s.

(D,s) is a strongly p-structured element of H,, for H = J, JT* or JU", if,
and only if, there exists a strong (H,p )-structuration F of De H, such
that F(u)=s. The (X, p )-structuration F is always uniquely determined
by these conditions, since ¢ and ¢ are bijections.More directly these
definitions can be expressed as follows: Suppose se H, and C =p(s).
The symbol $'~ S means that S’ is a p-sub-structure (CS Chapter III,
Cefinition 7) of 5.
1) (L CY,s) is ap=-structured graph if, and only if,
a) [C] isagraph (C,B,a);
b) there exist s, — s, @¢ sp.H.s and _l;e sp-H.s such that
P()=(a(C)ya,C) and p(b)=(a(C),B,C).
2)(C", s,s%s) is ap-structured multiplicative class if, and only if:
a) C* is a multiplicative class;
b) there exists .l;e s.H.s*s such that p(Z) be the law of com-
position «(C ") of C" ;

c) there exists D e s.H.s*s, for m = ] and 2, such that
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P(v,)=(Cyprsi,C%C).
3) (D, s, s*s) is a pe-structured quasi-multiplicative graph if, and
only if:
a) D=(C ,B,a) is a quasi-multiplicative graph;
bY((C,B,a),s) is a p-structured graph;

c) (C ,s,s*s) is a p-structured multiplicative class,

4) (D, s) is a p-structured non associative quasi-category if, and
only if:
a) D=(C",B,a) is a non associative quasi-category;
b) ((C,Bsa),s) is a pestructured graph; it follows that, with the
notations of 1-b, there exists a fiber product s*s of (Tz,Z) in H' such
that p(s*s)=C"x C ;

c)(C",s,s%s) is a p-structured multiplicative class.

5) (D, s) is a pestructured non associative category (resp. p-stmc-
tured quasi-category, resp. p-struciured category) if, and only if:
a) D is a non associative category (resp. a quasi-category, resp.
a category);

b) (D, s) is a p-structured non associative quasi-category.

6) (C",s) is ap-structured groupoid if, and only if:
a) C' is a groupoid and (D, s ) a p-structured cate gory;
b) there exists 75 s.H.s such that p(?) be the bijection x » %1
from C onto C .
7Y (C°,sxs) is a p-structured multiplicative graph if, and only if:

a) C° is a multiplicative graph ;

b) there exists ] ¢ H;, such that 8(7, )~ s*s, form =l and 2,
that a(TI) = a(j'z), and that p(7;) be the bijection ¥~ (x,a(x)) and
p(T ,) the bijection x~(B(x),%), where x¢ C.

¢y (C,s,sxs) is a p-structured quasi-multiplicative graph,

where s =a (7).

8) (D,s) is a strongly p-structured multiplicative class (resp. p-

structured quasi-multiplicative graph, resp. p-structured multiplicative
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graph ) if, and only if:

a) Dell,y (resp. e Y, resp. € N6 );

b) there exists a product sXs of (s,s) in H* and s*s~ sXs,
such that (D, s, s*s ) be a p-structured multiplicative class (resp. p-struc-
tured quasi-multiplicative graph, resp. that (D, s*s) be a p-structured mul-

tiplicative graph ).
REMARKS. 1)Let p = (m,_g, f1") be a functor. The surjection

F - (}39(}7), F(b),F(a)), where FeSG(p),,

is a bijection from §(p), onto the class of pestructured graphs defined in

the Definition 3, II [5}. The surjection

F o (py(F),F(k)), where Fell(p)o (resp. gﬁ{p}o),

defines an injection from )-((p)o (resp. from ?I(p)o ) into, but not neces-
sarily onto, the class of (resp. of strongly) p-structured multiplicative

classes defined in the Definitions 1 and 2, II {5]. The surjection
F o (BR(F ), F(k),F(b),F(a)), where Fel(p)o (resp. Re(p)o )

defines an injection from .T('(p) (resp, from ﬁ'(p) ) into, but not onto,
the class of (resp. of strongly) p-structured multiplicative graphs defined
in the Definition 7, II [5]. If p is a homomorphisms functor (CS Chapter
I1, Definition 19) or more generally (as was remarked in [1]) if p is faith-
ful and Py right faithful, the notions of p-structured graphs and of strongly
p-structured multiplicative classes or multiplicative graphs defined here
and in [5] are equivalent. But, even in this case, the definition of a p-
structured multiplicative class (resp. multiplicative graph) given here is
more restrictive than the one in [5]; indeed in [5] we do not require that
the condition 2-c be satisfied (resp. satisfied nor that, with the notations
of the condition 7-b above, B{7,) (but only B(j;) )bea sub-structure
of s*s ). It is easy to see that the results of [S] are also true with the

more restrictive definition of this paper.

2) If p is a homomorphisms functor with finite products, the notions
of a p-structured category and of a p-structured groupoid (C*, s) are equi-

valent to the notions of a H -structured category and of a H -structured
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groupoid of [6]. Indeed, if (C",s)=¢J(F), then s¥s = F(uxu) is a
subestructure of sXs, since s*s is the fiber product of (F(a),F(b))
(CS Chapter IV, Theorem 6). The p-structured quasi-categories are defined
in the Section 7 of [1].

9. STRUCTURES OF H' -CATEGORIES.

If H is a category, we denote by I‘/H' the class of all naturalized
{1, 2} -fiber products in H" . The symbol H will again replace one of
the symbols

g, .‘).(, f)l', N or K,where}( :?#,5:",3:',3: or F
Let X(H" ) be the category
H(HO,Rg(H'))‘when H =§,.T(, U or f).(",
Xew, Rg(H’ ), VH' ) when H =X and " is with finite fiber

products.

g°

The sketches
e =(H S (HY)), wif =(H (W, R2H"))
and wY = (B, (HY VH))
relative to the case H* = Rg(H') are denoted r:espectively by

P‘;I" u;IR and y;{V .
The category H(?ﬂ) is represented by H® as was previously done,
We suppose that H™ is a given category such that
e'.H.eeM, foreach eeHy and e'cH, .
If K° is a category, we denote by {(K" ) the horizontal category
R(K*,H*)T
of natural transformations between functors from the dual category H* of
H" toward K' ; its units are identified with the functors from H* toward
K'. 1f K is with §-fiber products or Y-products, where § is a class of clas-
ses, @(K") is with §-fiber products or with §-products respectively (CS
Appendix II, Proposition 2).

In particular, we write @ = @(M). Suppose that ¥ e @ be the
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natural transformation defined by the triple (Gm 3T s Gm) for each integer
m . We have
‘Pme Rg(@) if, and only if, 7 (e)e W for each ec H, ,

(‘I’I,‘I’z) ¢ R2@ if, and only if, (11 (e),rZ(e)) ¢ RZM for each e H,.
Moreover (! admits as a canonical naturalized {1, 2}}-fiber product map-
ping the mapping v ¢ such that, if G, = Gz’ we have

\ - (P .Y
LU, ) = (0, 0)), (%,,8))
where

((rl(e),rg(e)), (72 (8)',T4(e))) ¢ V foreach ecH,.

We construct an isomorphism 7 from H'™ onto a sub-category H"(f
of @ as follows: If e ¢ Hp, the functor n(e) from H* o N maps e'e H,

onto the class e. H.e' and h ¢ H onto the mapping
(e.H.a(h) h,e.H.B(h)) where h(h')=h'.h forh'c e.H.B(h).
If fe H, then 5(f) is the natural transformation defined by

((B(f))srin(a( ),

where r/(e') is, for each e’¢ H, , the mapping
h'> f.h' from a(f).H.e' into B(f).H.e".

H@ is a full sub-category of @ ; indeed (CS Chapter II, page 63) if e
is the natural transformation defined by the triple ((e’),7,n(e)}), where

eeH, and e'¢ H, ,and if f=7r(e)(e), then ®=n(f).

Let m}{ be the faithful functor ( previously noted n% ) from fo
toward W such that 7 (¥) =7 (u) if Ve HP is the natural transforma-
tion defined by the triple (F',7 , F). We define a functor 7 | from @(‘}.(U)
toward & mapping ¥ onto B 7§ -¥ . We have shown in the preceding sec-
tions that there exists an isomorphism yJ from the sub-category HY of

H° onto K , and that fo is an enlargement of HY. The surjection
7 -1
[ B(}(U,QH LJO.P, where We @(H),

defines an isomorphism from @ H) onto a full sub-category of @(H®) which

admits @(}(U) as an enlargement.
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PROPOSITION 1. There exists an isomorphism aj( from H(@) onto
QRHY). If H =8, N, N or N* (resp. If H" is with finite fiber pmoducts ),
there exists an isomomphism ny from H(H") onto a full sub-category of
@(;(U) mapped into Hg by 7} .

PROOF. It is well known that, if U" is a multiplicative graph, there ex-

ists a canonical isomorphism afU" ) from
A, U )" = RRM,H*), 0 )0
onto
REAMUT )T, H*)
in particular a(U") maps a unit Ge N(A,U" )P onto the functor G' from
H* toward (M, U" )T such that
G'(h)(x)=e¢.G(x)(k) foreach he H and x¢ U,

¢ denoting the canonical isomorphism (CS Chapter I, Proposition 23) from

BN onto MM defined by the surjection
(£',2',2,2)(2',2",£,2) where (£',2',2,5)e OM.
Suppose G ¢ N({A,U" )P and write G' = a(U")(G ). We have
G(x)e Rg(@) if, and only if, G'(e ){x)e M* for each e ¢ H, ,
(G(x1),G(x2))e R°Q if, and only if,
(G'(e)(x1),G'(e)(x,))¢€ R?W for each e H, ;
((G(%),G(%,))s(G(x'),G(x,)))e VA if, and only if,
((G'(e)(x),G'(e)(x;)), (GC'(e)(x'),G'(e)(x,)))e VN
for each ec¢ f,,

because G(x)(e) is, for ecH, and xe¢ U, the degenerated quartet
G'(e )(x)P associated with G'(e)(x) (CS Chapter I, Proposition 30).
-1t H =G or M, it follows that

Ge X(®), if, and only if, G'(e)e HY for each ec H,,
i.e. if, and only if, G'(H) c V. -1t H =0 or " (resp. =K ), we

deduce from the preceding result that G is a uiée-realization of N (resp.

a u&V-realizatiOD of "'QT( ) if, and only if, G'(e) is a u;ﬁR-realization of
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-

kEN (resp. a yzg)]lv-realization of y‘g‘n ) for each ee¢ H, . Similarly, G is
a yiéz-realization (resp. a ’Li&V -realization) of g} extending G if, and

only if, G’ =a(a(G))(&) is a neofunctor such that G'{e) be a #ljnR"
(resp. a y’f.mv-) realization of puj( extending G'(e) for each ee H, (we
write kg =H3:g ). Hence Ge H({), implies G'(H)C}-(U. Conversely,

suppose G'(H )C HY and let G'(e) be, for each ec H, , a y§ﬂR~ (resp.
a uimv-) realization of pj( extending G'(e); if he H, we have constructed
in the proofs of the Propositions 3-3 and 3-4 (resp. 3-5 and 3-6) a #ZEI;T( -
(resp. a yiE‘gn-) realization G'(h) of pJ extending G’(h) defined by a

triple of the form
(G'(a(k)),r,G'"(B(k))).

The surjection b~ G'(h ) defines a functor G' ;

; as said above

G =a(a(G))(G")

is a #i@R_ (resp. a p'&v-) realization of p} extending G . So,whatever
be X , we have

CeH(Q), if, and only if, G'(H ) K.
This proves that the surjection

G- aj(G)= (K6, H*)

is a bijection from H(@®), onto @(HVy,.
- Let ¥ H({) be the natural transformation defined by the triple (G,,r, G;)
and denote by (Gz',r ', GI') the triple defining ¥' = af a(¥))(¥) . We have

G! =ay(G,)=(H° G, H") for m =1 and 2.
The tiple (GJ,7', G7) also defines a natural transformation a]{(‘l’) , be-

longing to @(RU). Hence the surjection ¥ > a}((‘l’) , where ¥ ¢ H({) ,
defines an isomorphism e} from H({®) onto @(‘}.(U)

- Denote by 5’ the injective functor (&,n,H ), where n is the canonical
isomorphism from H" onto H{§ (resp. H{# and suppose H' with finite

fiber products ).

-

wlonrh.) and g nn®) (respoand g mani¥))
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are homomorphisms between (X1 )-sketches and (X1 ,X4)-sketches (resp.

and (X1 » X 4 )-sketches). According to the Proposition 2-1, the surjection

O > By'.®, where e H(H ),
defines an isomorphism H(5) from H(H ) onto a sub-category H'(({) of
H(®). As Hg is a full sub-category of (I, if W e H({®) is such that its
right and left units belong to H'(({), we get ¥(U)C O H§ ; we conclude

that the surjection

x> By H(¥(x)), where xe U,
defines an element ® ¢ H(H ) for which
¥ = Hinp) (D) e Ho(@).
Therefore H'({) is a full sub-category of } ({). The surjection ay H ()

defines an isomorphism. g} from H(H" ) onto a full sub-category of @(}.{U).
-If FeH(H ),, from the relations

a}((ﬂ"-.F)(h)(u) =qp'.F(u)(h)P,

w e deduce
AW (FI(R) =n' F(u)(k)
for each h e H , so that
EHaH(F) =n(F(u))eHg.
As H@ is a full sub-category of (I, it follows that
g (P elg if e H(H )
as was to be shown.
The Proposition 1 shows that, if F e {(H"),, then n}(F) is an

element of @(j{u) mapped by 7} onto an element of H(§ . But this con-

dition does not characterize an element of H(H.)o .
DEFINITION. If ec H, , we call generalized H'-element of {, a functor
G'e @(HP), such that TH(G') =n(e), where ee H,.

This definition agrees with the definition of structures of a certain
species on an object of the category H ' given in [7]. From the Proposition

. . -1 w1 .
1 it follows that the restriction of aj{ to the class 7} (H@{,) of general-
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ized H'-elements of H, is a bijection onto a sub-class of H (({). By
shrinking this sub-class of H(®), we are going to sharpen the notion of

a generalized / "-element of }(o , when K is one of the categories K.

Let K‘g be the class of concrete elements of Ko, i.e. the class of
couples (D, ¢) such that De X, , that ¢ is an injection of a class M into
the class C underlying D and that ¢{D) is the class of vertices of D. In
other words, ¢ defines M as a class of objects for the non associative
quasi-category D . For example, cfﬁ is the class of concrete categories
(most frequently in the literature, the word «category» means concrete cat-
egory). Let X be the category formed by the triples (( D', c')sf,(D, c))

such that
(Dyc)eXS, (D',c')eKs and (D', £,D)eK,
the law of composition being

((D" "), L',(D", 8" )).((DYc' ), fo(D,e)) = (D", c"), L'L,(D,c))
if, and only if, (D', é')=(D',c’). We identify K with the full sub-cat-
egory of K the units of which are the couples (D,(D,t,D,)). Let Vi:(

be the faithful functor from K< toward M which maps
((D'e'),Li(D,e))e RS onto pX (D", £,D)=(C",{,C),

where p | is the canonical forgerting functor from K toward WM.

PROPOSITION 2. K® is an enlargement of K and there exists an isomor-

phism y¥ from the category KW, M, V) onto X<

PROOF, If (D,c)e K, we have (D,¢,(D,c))e K, .K;, so that K© is

an enlargement of K.- Suppose F EK(W,WE VYo . Ifr is the surjection

from (U'g)-( Yo onto my such that

u > u, uku > uxu,
uy > ¢ where F(i)=(F(u),c,F(u,))e N,

there exists a triple (F',r, F) defining an equivalence ® . We have shown
that KV is a saturated sub-category of Nt (M, U'gy()m ;. so we find ®¢ K; .
Since F'(i)e Mt and E(F')=¢&(F)eV, we have F'¢ K,. It follows

that we define a bijection
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FoS%(F)=(3%(F'),F(i)) from X(M, M, V) onto K&,
which extends into the isomorphism yy from K(?ﬂ,?ﬂi, V) onto K© map-

ping ® onto (yK(F,),r(u)syK(F;)), when @ is the natural trans-
formation defined by the triple ( Fy,r, F; ).

We denote by V({ the class of naturalized {{ 1, 2}}-fiber products

in (@ associated with the mapping v (.

PROPOSITION 3. There exists an isomorphism i} from {(X<) onto a
full sub-category of @(j‘(u) and the surjection gj{léj( defines an isomor

phism b} from { (K<) onto K(@,Rg(@),l/@).

P ROOF. Since K(?ﬂ,?ﬂi, V') is a full sub-category of KV, it follows from
. -1 7 v 1 . . .
the Proposition 2 that y§ = (KU,,\_/}( ,K¢) is an injective functor, Sothe

surjection
P> B7y.D', where O'e A(K9),
defines an isomorphism i} from ({(K<) onto the full sub-category of
(@ (KV) the units of which are the functors
G'e @(KV), suchthar G'(H)< K(M, M, 7y,
Moreover the surjection @i’ L} defines an isomorphism by from @ (K<)
onto a full sub-category of K({), because a} is an isomorphism from
K(@®) onto @(KY), according to the Proposition 1. If G'e @(KY ), the
functor G = ajf(c') belongs to K({, R (@), V@) if, and only if
E(GC)=((G(a),G(vy ), (G(b),G(vy))e VA,
iie.if £,(G'(e))e V foreach ee H, . This last condition means that
G'(e)e N(M, M, V), foreach ecH,
Hence the relations
GeK((‘f,Rg(Cf),V@)o and a} (G)e ik (A(K®)),

are equivalent. We conclude that b} is an isomorphism from @ (K<) onto

K(&,Rg(&), V@y.

The isomorphism 7 from H' onto H{i maps Rg(H') onto a sub-
category of Rg(@) denoted by (f¢. Let @(Kc) be the full sub-category
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of {(XK®) the units of which are the functors
G'e @(K<), suchthar bg(G')e K(@, QL VQ).
1f G'e @(K<),, we have G'c @ (K<), if, and only if there exists i'e Ry(H")
such that b} (G')(i) =n(i’'), which means (Propositions 3 and 1):
IK(G')(h)(i)=e.q(i')(h) foreach heH.
It follows from the Proposition 3 that
by =(X(Qd,Q, v @), by, A(K*))

is an isomorphism.

Let [T[ be the full sub-category of (@ saturated by finite fiber pro-
ducts generated by H {3 . This category admits a restriction l/& of v as

a naturalized {} 1, 2}}-fiber product mapping. Denote by VH" the class
V@nH* associated to V& .

PROPOSITION 4. There exists an isomorphism by from @(KQ) onto
K, Q4 , VH" ). If VH" is the class associated with a naturalized
{{1, 20-fiber product mapping in H', then Q(X<) is isomorphic to
Kt Rg(H™ ), VH" ).
P ROOF. We write K () instead of K(H™, @, VA" ). Since (i o )
is a homomorphism between (X1 » X 4 )-sketches, the surjection

D - (E@,_@,U'g)-(), where ® ¢ K (-),
defines an isomorphism A} from K (-) onto a full sub-category of
R(&,&*, V&) . Suppose GeK(Q, @, VQ@),. We have G(i)e H g and,
H@ being a full sub-category of {, we find

G(a)eH@ and G(b)eHG.
The category i’ is saturated by finite fiber products in (, so that
£(G) =v{(G(a),G(b))e VA" .

Moreover G( k)¢ H , for H' is a full sub-category of @ . Hence

G(Ugn)C H and G'=(H',G,Uly)
is a p.‘I:IV -realization of u‘gn. If G isa p‘@V-realization of p} extend-

ing G, similarly, according to the constructions of the Propositions 3-4,
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-

1-5 and 1-G, the class f;(a(f;)) is contained in H ; it results that
([;.,.é, a(&)) is a ILLI}‘./-realization of p¥ extending G', from which
we deduce

G'e K(-)% and G =nK(G').
Hence 77}\ is an isomorphism from X(-) onto K@,q, v@)y, and nK bK
is an isomorphism b]’{ from i (K¢) onto K(-).

- Suppose that VH" is the class associated with a naturalized {{ 7, 2}}-

fiber product mapping in H™ . The surjection
® > B(H, n,H").®, where D K(H Ry (H ), VI ),

defines an 1somorph1sm 7;]( from K(H", R (H* ), VH" ) onto the full sub-
category K of K(H ¢, VH ) the units of which are the elements  of
K(H , @, VH Jo such that &(G e YVH). Using the preceding re-
sult, we have only tc prove that KZ and X (=) are isomorphic. If %; and

%, are two elements of # such that
B(x;)=B(x,)e HG, a(x;)eH3, alxy)e H@
there exists one and only one
b= ((xy,%5), (%5, 55)) en?(VH)
and one, and only one,
'= ((xlax';)’ (xzyx‘;))f VH".

As t-and t' are two naturalized fiber products of (xl,xz) in H', there
exists one, and only one, X ¢ H;, , denoted by X(xl, x,), such that

x:n:x”n.X(xl,xZ) for m =1 and 2.
Suppose

CeXK(-)o, a'=G(a), b'=G(b)

(resp. Gye KZO’ a'=Gy(a), b'=6G,(b)).

A method already applied (Proposition 4-5) shows that there existsa triple
(6197"6), where

r(u)=u, r{u)=u, r(uru)=Xla"’,b'),
defining an equivalence P ¢ K(ﬁ',@‘, f/il) We have 01 € K] (resp.
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have Ge K(-)) and G; is the unique unit of ‘Kl equivalent to G and ad-

mitting the same restriction to U’Q as G . So the surjection
0> 0,00 MO, where ®e G’ K(-).G,
defines an isomorphism 8§ from K(-) onto KI . We conclude that

ﬁ'JiI.BK.bk
is an isomorphism from G(Kc) onto X(H", Rg(H'), VH" ).
DEFINITION. We call H -element of X, on (e,e,) an element G of
G(Kc)o such that

bK(G)(i)=n(i'), where i'e¢H, a(i')=e, and B(i')=e.

The notions of H -categories and of H "-groupoids on (e, e, ) have

been defined in [4] and [7]. The Proposition 4 asserts that the /" -cat
egories on (€, e, ) correspond biunivocally to the (;{ , @, Vf‘.l')-categories
(i.e. to the ((, @, V(@ )-categories G such that G(u) and G(u,) be re-
presentable functors) and, if K~ is with finite fiber products, to the
(H", Rg(H' )» VH )-categories, where VH" is associated with a naturale
ized {{ 1, 2}}~fiber product mapping in H" .
REMARK. To consider the category [.1 is a way of adding fiber products
to the category H™ (virtual products [9] are obtained by a similar cons-
truction). If H* is with finite fiber products, I} is the saturated sub-cat-
egory of @ generated by H’@ ; so it is equivalent, but not isomorphic, to
H" . We can construct a catégory i[ with finite fiber products, admitting
i as a sub-category, and which reduces to H* when H" is with finite
fiber products: Choose a naturalized {{ 1, 2}}~fiber product mapping © in
( such that

17(‘?1,‘1’2) € Hé if ¥;¢eHg, ¥, e H@ and if there exists a fiber
product of (7]'1(‘1’1),7;'1(‘1’2)) in H*
17(‘111,‘11'2 ) =‘V@(‘P1,‘P2) otherwise,
Let H' be the intersection of all full sub-categories K' of @ such that

HRCK and (¥, ¥,) e K* if ¥, cK and ¥, e BO(¥,) .K.
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Then H* admits a restriction ©#' of © as a naturalized {11, 2}}-fiber pro-
duct mapping ; denote by VH™ the class associated with #'; we can iden-
tify H with the sub-category H{ of //*.The method applied in the last

part of the Proposition 4 shows that

G’(K"’) is isomomphic to K(i]' , (@, VH ).
The categories /* and H* both may be interpreted as solutions of «univ-
ersal problems» of adding finite fiber products to #* (see «Sur l'existence

de structures libres et de foncteurs adjoints», to appear in «Cahiers de

Topologie et Géometrie Différentielle», Paris, 1966 ).
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INDEX OF NOTATIONS.
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X
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ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE
/ 104/

CATEGORIES STRUCTUREES GENERALISEES

par Charles EHRESMANN

Plusieurs articles sont consacrés en partie ou en totalité a la
théorie des catégories structurées ([1], [2], [3], [4]). Ces textes
sont assez denses, les hypothéses y étant réduites au minimum; il semble
donc utile d'en extraire les principaux résultats, avec des hypothéses
moins générales mais vérifiées dans beaucoup de cas. Tel est le but du
§1. Les exemples les plus courants sont rappelés dans le §2. L'esquisse
d'une catégorie (un peu plus simple que celle utilisée dans [4]) et les
catégories structurées généralisées sont définies dans le §3, ou sont
aussi comparées diverses notions de catégories structurées.

Les résultats nouveaux (énoncés sans démonstration dans [7 ]) se
trouvent dans le §$4 : Soit p un foncteur de H vers la catégorie d'appli-
cations JI. On associe a une catégorie p - structurée (C*, s) une espéce
de morphismes dont les fibres sont formées des éléments de H de méme
source et de but s. Ces fibres deviennent des catégories g-structurées
lorsque (H, D) est une catégorie g-dominée, le foncteur D étant supposé
«partiellement » compatible avec les produits fibrés. Si en outre g est &
atomes, la catégorie produit croisé associée [ 5] est fortement g-dominée.
Ces théorémes permettent par exemple de retrouver la catégorie quasi-
topologique des sections locales associée 4 une catégorie topologique [G].

La terminologie et les notations sont celles de[5].

677



2 C. EHRESMANN

1. Catégorie des foncteurs p - structurés.

A DEFINITIONS.

Nous supposons donné un foncreur p = (W, ¢, H*) d'homomor-
phismes saturé au-dessus de la catégorie pleine d';pplications M. Le
symbole s’ ~ s signifie que s’ est une p- sous-structure de s €H ;.

p est & noyaux (de couples) si, et seulement si, p est résolvant
4 droite. Si p est & ¥~ produit et & produits fibrés finis, il est aussi a pro-
duits finis; en effet, soit 4 un élément final de H " tel que p(a) soitun
ensemble ayant un seul élément; si s, €H; et s,€H;, il existe un et un
seul f,€a,H.s; pour i =1 et2, et (s, s,) admet pour produit dans
p le produit fibré de (f,, f,). Dans ce cas, p est a I -limites projec-
tives, pour toute catégorie finie [*; si F est un foncteur de [* vers
H*, il existe une limite projective s de F telle que p(s) soit la limite
projective canonique de p.F, c'est-a-dire la classe des familles
(xi)iE] € i];[ p.FE(i), ou J =1;, ayantla propriété : Pour tout k €1/,
on a xg., =(p. F'(k))(xa(k)). Il s'ensuit que les cqnditions suivantes
sont vérifiées :

Io Si s;—s pour tout i € I = ensemble fini, il existe s’ ~ s telle

que
p(s') =\ p(s;).
te]
20 Si beH et si s'~ B(h), il existe un (M, p)- sous-mor~
phisme b’ de b de but s’.

DEFINITION. On appelle catégorie p-structurée un couple (C*, s)
satisfaisant les axiomes :
lo C* estune catégorie, s eHo’ ec C=p(s).

o .
2> Ilexiste s r~s, a€s .H.s et beso\.H.s tels que

p(s)=(C;,a, C) et p(b)=(C;, B, C).

30 1l existe un produit fibré s 4 s de (a, b) etun k €s. H. sy s

tels que

p(k)=(C, K, C'*C’),
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K étant la loi de composition de C* .

REMARQUES. 1)Si p est a produits fibrés, il existe un produit fibré
sxs de (a, b) dans p tel que p{s 4 s)=C"xC* et la condition 3
devient :

3' Ilexiste k €s.H.sxs telque p(k)=(C, k, C*xC"*).

2)Si p est résolvant i droite, la condition 2 peut étre rem-
placée par :

2% Ilexistea€s.H.s etbes.H.stels que p(a)=(C,a, C),
p(b)=(C, B, C). En effer, s, est alors le (MY, p)-noyau du couple
(s, -a—) (ou (s, ;)).

3) La condition 2 est équivalente & la suivante :
2"0 1] existe s,€H;, ies.H.s ,aes .H.setbes .H.s

tels que
p(i)=(C, ¢, C})» p(a)=(C;,a, C), p(b)=(C;, B.C).

Soit F(p) la catégorie des foncteurs p-structurés dont les éléments

sont les triplets

F=(C*,s), [,(C", s))

vérifiant les conditions
lo (C+,s)et(C*,s) sontdes catégories p - structurées;
20 FZ(E',/,C')'estunfoncteur;
3o Il existe /.E_E.H.s tel que p(/):(E,/, Cc).
Les surjections : F+F, Fo [ et F - p(f) définissent des foncteurs

ﬁ;f de ?(p) vers la catégorie ¥ des foncteurs,
H

ﬁg de ?(p) vers H*,

f de?(p)versm.
On a évidemment § = .pr =p.p0.

b=05 .09 =0 ﬁ?

Si (C*, s) est une catégorie p- structurée, une f-sous- structure

(resp. p-structure quasi- quotient) de (C*, s) est appelée une sous-

catégorie p- structurée (resp. une catégorie p- structurée quasi- quotient )

de (C*, s).
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B. QUELQUES THEOREMES GENERAUX.

Supposons que p = (M, p, H*) soit un foncteur d'homomorphis-
mes saturé A produits finis et résolvant & droite (et par suite & [ * -limites
projectives pour toute catégorie finie I* | en particulier & produits fibrés
finis) .

THEOREME 1. f est un foncteur d'homomorphismes saturé a produits finis
et résolvant & droite.

En effer, on montre que (C;, s.), , admet pour produit dans §
la catégorie p-stucturée ( 11 C;, Il s.). De plus (F , F,) admet

iel el ! o2
pour (M, §)-noyau la catégorie p- structurée (K*, s'), ot K* est le

R , - H — H —
noyau de (ﬁ(c;(Fl),p'St(Fg)) et s' le noyau de (ﬁj:(Fl),p'ff(Fz)).

THEOREME 2. Soit (C*, s) une catégorie p- structurée; si (E‘, est une
sous- catégorie de C* et si S ~s et p(s)= é alors (é' , §) est une
sous- catégorie p - structurée de (C*, s)-

Supposons que p soit la restriction d'un foncteur P = (ﬁ, P, H *)
d'homomorphismes saturé, ol M est la catégorie pleine des applications
associée A un univers mo tel que DRO Eﬁ(o et Uﬂocjﬁo. Sit H = él(ﬁﬂ),
P est dit dénombrablement engendrant pour M si les conditions suivantes
sont vérifiées, ou § Ei}(; : . .

I° Si MCP(S) et si M €l = saturante de M dans M, il existe
une P -sous-structure s de S telleque MCP(s), P(s) Ef)ﬁ et que,
pour toute P- sous- structure s’ de S vérifiant M C P(s’), on ait P(s)CP(s').

20 Si s; est une P-sous-structure de § pour tout entier 7 et si
P(si) CP(s;4, )‘, il existe une P - sous-structure s de § telle que
P(s)= U P(s,).

ieN ’
La condition 1 signifie que P est ,~- engendrant pour J.

THEOREME 3. Supposons P dénombrablement engendrant pour M et a
mo—produits fibrés. Le foncteur P de F(P) vers M est dénombrable-
ment engendrant pour DR Si de plus H Gfﬁlo, pour tout (C*, s) € Cf(P)o
et toute relation d'équivalence r sur C, il existe une catégorie p- struc-

turée (é' , §) quasi- quotient de (C*, s) par r.
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La derniére affirmation veut dire qu'il existe un foncteur p - struc-

turé
G=(C".3), g.(C", s))
tel que g soit compatible avec r et que, si F eF(p).(C+, s) etsi
[5(1::) es?compatible avec r, il existe un et un seul F' €F(p) tel que
F'.G=F.
Tous ces théorémes sont précisés et démontrés dans « Structures

quasi- quotients [3].

C. CATEGORIES STRUCTUREES PARTICULIERES.

DEFINITION. On appelle groupoide p - structuré une cafégorie pestructurée
{C*, s) vérifiant de plus |'axiome :

40 C* est un groupoide et il existe un 1 €s. H. s tel que p(I)
soit la bijection x > x"! de C sur C.

Soit f}'g(p) la sous- catégorie pleine de F(p) ayant pour unités

les groupoides p - structurés et soit ﬁg la restriction de § a cfg(p).

THEOREME 4. Supposons p a produits [ibrés finis. cfg(p) est une sous-

catégorie saturée, stable par produits et noyaux de F(p).

THEOREME 5. Supposons que p soit la restriction d'un foncteur P dénom-
brablement engendrant pour WM et & mo-produits fibrés, comme dans le
§$B; alors f’g est dénombrablement engendrant pour W et, si H Emo ,
le foncteur ﬁg est a structures quasi-quotient et la catégorie F(p) &
ffg(p)-projections.
Soient H' et H” deux sous- classes de H.

DEFINITION. On appelle catégorie p((H', H'), H")- structurée (resp.
p(H', H” )- structurée) une catégorie p - structurée (C*, s) telle que

I'on ait, avec les notations de la définition § A,
a €H', beH" e keH"
(resp.la, 6] €H' et keH").

Si H'*® est une sous-catégorie de H *stable par produits et par

p - sous- structures, les résultats précédents sont aussi vrais pour les caté-
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gories p(H', H®)- structurées ou p((H', H'), H" )- structurées.

2. Exemples de catégories p - structurées,
Parmi les exemples les plus importants figurent les catégories

structurées par des ordres.
A. CATEGORIES ORDONNEES.

Soit {) la catégorie des applications ordonnées et w son foncteur
projection vers M. Le foncteur w est un foncteur d’homomorphismes saturé
a mo—produits fibrés et 4--étalant (i.e. si (M, <) EQO et st M'CM,
alors M' définit la sous- structure (M’, <) de (M, <) ).

Soit {)' la sous- catégorie de () formée des applications ordonnées
strictes, i. e. des /= ((M, <), f, (M, <)) €Q tels que

14

x' = x lorsque x'<x et f(x')=f(x).

DEFINITION. On appelle catégorie ordonnée une catégorie w (', )-
structurée.
EXEMPLE. La catégorie N, munie de l'ordre
(M'y, [y, M) (M, f, M) si, et seulement si, M, CM, M CM
et [, f/M

est une catégorie ordonnée.

Pour que (C*, <) soit une catégorie ordonnée,il faut et il suffit
que soient vérifiées les conditions suivantes :

Io Six'<x,onaa(x')<a(x) et B(x')< B(x).

2 x'<x, y'<y, (y.x')eEC xC* et (y,x)€C" xC"
entrafnent y', x' <y, x-

3 x*<x, a(x*)=a(x) et B(x")=B(x) entrainent x' = x.
Les résultats du § 1- B s'appliquent aux catégories ordonnées.

Soit ()" la sous- catégorie de () formée des étalements, i.e. des
/ €} tels que, pour tout x €M et tout y' < f(x), il existe x'< x véri-
fiant y' = f(x"). Une catégorie w({)', (")- structurée est une catégorie
ordonnée (C*, <) telle que

z<y.x entraine qu'il existe y'<y, x'<x et z = y', x',
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Soit (C*, <) une catégorie ordonnée. Si (x, y) € C X C, notons

{x, y) 1a classe des couples (%', y') €C* 5 C* tels que x' < x et y'<y .

pEFINITION. Si (x, y> a un plus grand élément (;, ;) dans (CXC, <),
alors x. ; est appelé pseudoproduit de (x, y) et noté xy.

Soit (1, la sous-catégorie de (1" formée des f€() tels que, si
y'<f(x), la classe des x' € M vérifiant x'<x et f(x")<y'admetun

plus grand élément x* et l'on a f(x') =y’. Soit Q,=0, N

DEFINITION. Une catégorie w{(( Qz', Q;), Q")- structurée est appelée
catégorie ordonnée réguliére.

Ceci signifie que (C*,<) est uné catégorie w (', (I")- struc-
turée vérifiant de plus ["axiome :

Six €C, e<a(x) et e € C(;, il existe un pseudoproduit xe€C . e,

si e’ EC(; et e’ < B(x), il existe e'x €e’'. C.
B. CATEGORIES INDUCTIVES.

Rappelons qu'une classe inductive est une classe ordonnée (M, <)
telle que toute partie A ¥ ¢ admette une intersection (borne inférieure) NA;
ou d'une maniére équivalente, toute partie majorée A admet une borne
supérieure, appelée agrégat, \JA.

Une application inductive est une application ordonnée

f=M, <), [, (M <)eQ,
oua (M, <) et (M’, <) sont des classes inductives, vérifiant:

1o Si A est une partie majorée dans (M,<) on a f(\UA)=Uf(A):

20 Siy<xety'<x, ona f(y"\y')=[(y)O[(y).

Soit § la sous- catégorie de () formée des applications inductives et soit
wy la restriction de w a §. Alors wg est un foncteur d*homomorphismes
saturé a mo-produits et résolvant a droite.

DEFINITION. On appelle catégorie inductive une catégorie wg(gm QL 9-
structurée.

Pour que (C*, <) soit une catégorie inductive, il faut et il suffit

que soient vérifiées les propriétés :
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le (C=*,<) est une catégorie ordonnée et (C, <) une classe
inductive;

20 Si A<x, ona a(lUA)=Ua(A} et S(UA)=UB(A);

3 Si y<x et y'<x, on a a(y'Ny)=a(y') Na(y) et
B(yNy)=B(y)NB(y);

40 Siy,<y, x;<x et (y, x;) €C"x C" pour tout i €] (resp.

pour i = [, 2), ona

Uy,.x;=(U y). (U x))
iel iel

tel
(rtesp. (¥ Ny ). (x Nx,)=(y .2, )Ny, x,)).

PROPOSITION 1. La condition 4 est conséquence des conditions 1, 2,
3. (C-*, <) est une catégorie inductive si, et seulement si, c'est une
catégorie  w(§ NQ', §)- structurée (resp. w80 Q' Q)- structurée ).
Dans ce cas, deux éléments quelconques ont un pseudoproduit et le pseu—
doproduit est associatif si, et seulement si, (C*, <) est aussi w(Ql, Q") -
structurée.

Les catégories structurées par des ordres sont étudiées en particu-
lier dans « Catégories ordonnées, holonomie et cohomologie» [8 ], ot 1'on

trouvera d'autres références.

C. CATEGORIES TOPOLOGI QUES.

Soit J la catégorie des applications continues entre espaces to-
pologiques et soit O son foncteur projection vers J; & est un foncteur
d*homomorphismes saturé a mo- produits, résolvant a4 droite et ,-éta-
lant, la &-sous-structure de T sur MC &(T) étaant la topologie T/M

induite par T sur M.

DEFINITION. Une catégorie O - structurée est appelée catégorie topo-
logique.

(C*, T) est une catégorie topologique si, et seulement si,

1o C* est uné catégorie, T une topologie sur C;

2 (T a,T), (T,B,T) e (T kK, Ty T) sont des appli-

cations continues, ot Tsx T=TXT/C"x C-.
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PROPOSITION 2. Soit (C°, T) une catégorie topologique. Si T est sé-
parée, C; est fermé. Si (C*, T) est un groupoide topologique (i.e.
O - structuré), T est séparée si, et seulement si, TO est séparée et Co'
fermé.

Soit & le foncteur projection vers M de la catégorie F(6O) des
foncteurs continus (i.e. & -structurés). Ce foncteur a les propriétés indi-
quées dans le $1-B. En particulier, si (C*, T) est une catégorie
topologique et C* une sous- catégorie de C*, alors (Ef‘ , T/é) est
une catégorie topologique.

Soit (C*, T) une catégorie topologique. Soit r une relation d'équi-

valence sur C.

THEOREME 6. Il existe une catégorie topologique (C*,T) quasi-quotient

de (C*, T) par r et C* est une catégorie quasi- quotientde C* par r.

PREUVE. On construit (C*, T) comme suit: Soit F(®) la catégorie
des foncteurs continus relatifs a4 'univers mo considéré au $1 -B. Soit
I laclassedes F €F(8).(C", T) tels que O(F) soit compatible avec

r. Dans F(®), il existe

(G, T):FI}I,B(F) e F=[Fl . -

l.a classe é(i:*)(C) engendre une sous- catégorie G * de é et (G-, YA“/G)
est une sous- catégorie topologique de (6‘, ’;'). On a G 657‘(, de sorte
qu'il existe un isomorphisme V ch(@),y de (G, T/G) sur (C S T)eF (O )y
Alors V. F est la O-quasi-surjection définissant (C*, T) comme caté-
gorie topologique quasi- quotient de (C*, T} par r.-Montrons que C*
est une catégorie quasi- quotient de C* par r. En effet, soit f =(K*,[,C*)

un foncteur compatible avec r; on a
F=({(K-, Kg),f,(C', T)) €I,

en notant Kg la topologie grossiére sur K, par suite, il existe F' € F(6)
tel que F'.(V.F)=F. Il sensuit [ = O0q (F').j, on j=0g(V.F).

Ceci montre que j est une b - quasi- surjection. m
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10 C. EHRESMANN

COROLLAIRE. (C*, T) admet une catégorie topologique quasi-quotient par
r de la forme (N(C*/7),T), oa ¥ est la relation dv’e'qzivalence bicompa-
tible sur C* engendrée par r et oi N(C*'/F) est la catégorie (F,JU)-
projection du graphe multiplicatif quotient C* /7.

En effet, N(C*/7) est une catégorie quasi-quotient de C* par r.

COROLLAIRE. §'il existe une catégorie quotient C*de C* par r, il existe
une catégorie topologique gquotient (C,T) de (C*,T) par r, oad T est
une topologie sur C moins fine que T /r.

Les catégories topologiques et leur cas particulier, les catégories
microtransitives, sont étudiées dans l'article «Catégories topologiques»

I,u,m [6].

3. Categories structurées généralisées.

A, ESQUISSE D'UNE CATEGORIE.
Soit [U1] le graphe ayant 4 sommets u, u , usu, (uxu)x(uxu)

et dont les seules fléches sont

a et b de u vers u,

i de u_ vers u

[o]
vy, v,et k de usxu vers u
v(u,i.a) et v(i.b,u) de u vers uxu

W, w,, ket kode (usu)s(uxu) vers usu.

Nous désignerons par Ué le graphe multiplicatif défini comme suit : [Ul]
est un sous-graphe du graphe [Ug:] sous-jacent a Ug.:, contenant toutes

les unités de U'f} ;

v(u,i,a)

(s u)we (ux u)

v(iJb,u)

les éléments de US: sont ceux de U, et 11 autres morphismes g;» 00 1<7 1L
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In loi de composition est telle que les seuls composés soient les composés
d'un élément avec ses unités a droite et & gauche, et les composés expli-
citement indiqués dans les formules ci-dessous; de plus deux composés
sent égaux si, et seulement si, 1'égalité figure dans les relations suivantes:
(@) u, = a,.i =b.1;
(2)g,=a.v,=b.v,; g, a.v,=a.k; g, =b.v, =b.k.
(3 u = voovlu,ia) = 1/2.1J(z'.b, u); g, ,~i.a= vz.v(u,i.a) ;
g7 v v(icb,u)=1.6,
(8Yk.,v(u,7.a)=u=k,v(i.b,u);
(S)gg=vpw, mvw, g, =kow =v, .k, g, = VW, =V, k
8o Tk w,m vk, g T v w = vk,
(6)g,, = kok =k.k,.
(Ainsi Uf;t est engendré par [U1] et une relation, i.e. c'est un quotient
d'un sous-graphe multiplicatif de la catégorie libre des chemins associée
alu L .
Soit m=(H",u,H') un uiplet formé d'une catégorie H~*, d'une
classe H'! de monomorphismes de H° et d'une application produit fibré
naturalisé fini 4 sur H*® (déf. 10-IVT1]). Désignons par F(7) la

.
classe des néofoncteurs F de USI vers H* vérifiant les conditions sui-

vantes
1o F(i)eH!',
2 ((F(a),F(v )),(F(b),Flv,)=pn (F(a),F(b));
3 ((F(v,), F(w),(F(v,),F(w,))=p (F(v,), F(v)).

PROPOSITION 3. Si F et F' sont deux éléments de 37(77)0 tels que

F(1i)

F'{i), F(a)=F'(a), F(b)=F'(b) et F(k)=F'(k),
alors F = F'.

PREUVE. F et F' étant des néofoncteurs, on a
F(u)=F(u), F(u)=F'(u ) e Flusu)=F(uxu).

De plus la condition 2 entraine que F(ui) = F’(vi) pour i =1 et 2, de
sorte que la relation 3 a pour conséquence F(wl. )= F'(wl.) pour i =1 et 2.

Désignons par c} I'élément F(d), o d € l.Comme H*° est une catégorie,

¥
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on trouve
d.i=d_.i=b.7.d

et, en vertu des formules (3), F(v(u,7.a)) est 'unique élément associé

au couple (4, i d) par le produit fibré naturalisé wuid, 1;); par suite
F(v(u,i.a))=F'(v(u,i.a))

et, de méme,
Fluv(i.b,u)) = F'(v(i.b,u)).

On obtient également

d.g,=d.k.0 =4.0,,0 =4.0,.0,= b.70,. 0,

d'aprés (5), F(k,) est 'unique élément associé par le produit fibré
ula, 1;) au couple (lea.zb1 ,{52.22/2). Donc F(kl) = F'(k 1) D'une maniére
analogue F(k,) = F'(k,) est l'unique élément associé par u(d, b) au
couple (7 ., /2.12/2) .Ainsi F et F' sont deux néofoncteurs ayant méme
restriction au sous-graphe [ U, ] qui engendre U ; il s'ensuit F = F'. =
Soit F(m) la sous-catégorie pleine de la catégorie N (H ", US_L)m,
des transformations naturelles entre néofoncteurs de U: vers H* ayant
pour classe d'objets 3:(77)0. Soit M* la classe des injections canoniques
(M, ¢, M) el et soit Hyp 1'application produit fibré naturalisé fini cano-

niquede JN.

PROPOSITION 4. Soit = (M, M, ), la catégorie F(ny) est iso-
m M 8 M

morphe a la catégorie F des foncteurs associée a M.

PREUVE. Soit F € F(my),, C=F(u), C;=F(u,) et (C,k,C*4xC*)=
= F(k). Comme F(i)€eM', on a C;CC et les relations (1) impliquent
que F(a) et F(b) sont des rétractions a et 3 de C sur C.. Des éga-
lités (2), il résulte que C°=(C, k) est un quasi-graphe multiplicatif;
puisque C ‘4 C* est le produit fibré aN\/[, cequasi-graphe multiplicatif
est une quasi-catégorie non associative. Les conditions (3) montrent que
F(v(u,i.a)) est I'application x - (x,a(x)) de C dans C*sC* et,

d'aprés (4), on a

x.o(x)=k{x,a(x)) = x pour tout x € C;
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de méme [B(x) .x = x pour tout x € C, de sorte que C* est une catégorie
non associative.Les formules 5 et le fait que ((F(u2),F(w1)), (F(ul),F(wQ)))
soit un produit fibré naturalisé entrainent que F(k ) et F(k,) sont res-

pectivement les applications
((x,y), (y,zh)>(x.y,z) et (x,y),(y,z))>(x,y.2)

de F(UQ)\/F(Ul) dans C*x C*. L'axiome (G ) exprime donc que K est
associative. Ainsi C* est une catégorie,
-Inversement soit §°* une catégorie; on construit un unique néo-

foncteur F eff(nm)o tel que
F(i)=(S,¢,S8;), F(a)=(S;,a,5), F(b)=(S:,B.5),
F(k)=(8,Kk,5'%5"),
d'aprés la proposition 3 . Nous avons ainsi prouvé que |"application
Yo F>C=(F(u), F(k)

est une bijection de F(7my)_ sur F_.
-Soit ¥ 63"(773“) une transformation naturelle définie par un tri-

plet (F', 7, F). On voit facilement que
YUY =y (F'), T(u), ¥, (F))

est un foncteur, et que l'application ¥ » v (¥) définit un isomorphisme

de F(myp) sur F. m

DEFINITION. Un élément de F( 7)), sera appelé catégorie 7)-structurée.

REMARQUE. Les catégories 7)-structurées sont définies dans «Introduction
to the theory of Structured Categoriess, [ 4], avec une définition légére-~
ment différente, puisque l'esquisse d'une catégorie Ufj: est définie un
peéu autrement.

Soit F(H*) la sous-catégorie pleine de la catégorie des trans-
formations naturelles entre néofoncteurs de U vers H' ayant pour unités:

¥

les foncteurs F tels que
(F(a), F(v)),(F(b),F(v,)) et (F(v,),F(w)),(F(v,),F(w,)

soient des produits fibrés naturalisés dans H *.
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PROPOSITION 5. Soit F €F(H") ; s'il existe [€H; et [, €H, tels
que /.F(z')./;1 appartienne a H', il existe une équivalence naturelle

définie par un triplet (F', 7, F), oa F' €F(m)_, T(u) = [ et T(u )=, .

PREUVE. Nous posons d = F(d) pour tout d € U. Puisque a.i =« _,on

~ -

trouve d.i = #_, de sorte que i est un monomorphisme. Soient

@ =f a7 et b= . b.fTh.

Comme (( d, 131 ),(l;, 132)) est un produit fibré naturalisé,
(@, [ . 8,0,(6,f .3,

en est aussi un et, Si

W@, by = (@, 5'), (6,3,
il existe [ EH?‘, tel qué 13;..//:/.131. pour i = I, 2. Posons B = /.1;./"1.
D'une maniére analogue, ((7°, f'. @ ), (9" .[' . @,)) et

(o', 0% ) = (0, &' ), (D), @)
étant des produits fibrés naturalisés de (9', '), il existe /"'e HS tgl
que l'on ait 4/, /" = f'.&; pour i = I,2. Soit 7 la surjection

”

usf, u >f , usxu->f et (usu)s(usxu)-[";
il existe une équivalence naturelle ' définie par un tiplet (F', 7, F);
il est évident que F'(d) = d', lorsque ce dernier a été défini. En parti-
culier
F'(i)=1", F'(vl.) = 1,7'1. et F’(wl.) = z?/i',
. (o z . 2 .
cequi montre que F' € (7). La démonstration est donc achevée. ®

COROLLAIRE 1. S§7 H,;, .H‘.H,;, = Rg(H'), la catégorie F(H*) est un
€largissement de 3:(77).

En effet, cf(”q) est pleine dans ?(H_’). Si F e‘}(H‘)o, on a

. e TRFTIN

F(z)eRg(H )—Hy.H .H,y

morphe dans F(H*) a un F' €F(n); ceci signifie que F(H*) estun

et, d'aprés la proposition 5, F est iso-

élargissement de F( n). m
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COROLLAIRE 2. §i = (H* H',a), on i est une application produit
fibré fini sur H*, les catégories cf(?’}) et ff(ﬁ) sont isomorphes.

En effet, soit F 65(57)0; la construction faite ci-dessus en pre-
nant f=u et [ = u_ conduit a une équivalence naturelle I'(F) de F
sur F' Eff(n). On voit que la surjection ¥ > r(F1 YyY o (F)™t,
ot F=a®y et F = B™ W | définit un isomorphisme de F (%) sur F (1) .

Soit M= (H* H',u) un triplet de la méme forme que 7 et soit
G un foncteur de H * vers H*, compatible avec (/:, 1) et tel que G(HYCHS
Alors la surjection ¥ ~H G .9 définic un foncreur de F(m) vers F(n).

B. COMPARAISON AVEC LLES CATEGORIES p-STRUCTUREES.

Soit p = (M,p ., H"*) un foncteur d'homomorphismes; supposons que

l'on ait 1= (H", H‘T,u), ot H' est la classe des (M, p)-injections et
olt A est une applicatibn produit fibré naturalisé sur H* telle que p soit
(3, ) -compatible. ’
PROPOSITION 6. J(7) est isomorphe a la catégorie $(p) des foncteurs
p-structurés.
PREUVE. Supposons F 65(77)0; puisque p.—I; 63:(773]'()0, il existe
d'aprés la proposition 4 une catégorie C°= y(p.—b:). Il est clair que
(C ',F(u J) est une catégorie p -structurée, les morphismes «structurant» a,
B et k étant respectivement F(a), E(b) et —ﬁ(k). Nous poserons
(C*,Flu)=Y(F).

-Inversement, soit (G*, s) une catégorie p-structurée, et soit F’'
le néofoncteur ¥ }(G*). Désignons par F'(i), par F'(a) et F'(b) et
par F'(k) respectivement les uniques éléments de s.H.s_, de s .H.s

etde s,H.sxs appliqués par p sur
F'(i)=(G,c,G}), F'(a)=(G;,a,G),
F'(h):((i(;,ﬁ,(;), F'(k):(G,FK,G‘*G').
Puisque p est (,U.m,/i)-compatible, il existe des produits fibrés natura-
lisés

(F'(a), F'(v ), (F'(b), F'(v,))
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et
(F'(v,), F'(w)), (F'(v, ), Flw,))
tels que
p(F (v,) = F'(v;) e p(F(w))=F(u)
pour i=1et2 Si d,=F'(d,) aéé défini et si F'(d ).F'(d,) =
ZF'(da).F’(du), alors ‘}1"22:‘}3"}u’ puisque p est fidéle. Une
démonstration analogue a celle de la proposition 3 permet de construire

d'une fagon unique des éléments

Flv(u,i.a), Fv(i.bu)), F(k ) e F(k,)

2
appliqués par p respectivement sur

F'(v(u,i.a)), F'(v(i.b,u)), F' (k) e F(k,).
Ainsi nous obtenons une surjection E’l :d»F'(d) définissant un homo-
morphisme du graphe [U ] vers [H ] et telle que p E'l soit une restric-
tion de F’. Comme [Ux] engendre U et comme F' est un néofoncteur

de U:x vers M, il en résulte que F' s'étend en un néofoncteur unique F'
¥ * E,

de Uf'} vers H* vérifiant

L —

p.F'=F, F eF(n) et (G.s)=y(F).

-p étant fideéle, le foncteur de N (H", U‘}) M vers N (M, U(;:)m

associant [ p. ¥ a ¥ est fidele. Si ¥ eF(n) est défini par le trfplet
(F',7,F), ona y(¥) eF(p), o

YOy = (Y(F), (), y(F.
Inversement, sﬁppqsons
®=((G*.s"), 9. (C*.s)eF(p),
oy (Co.s)=v(F) et (G, s')=y(F).
Puisque 9= (G*, ¢, C*) est un foncteur, il existe, en vertu de la proposi-

tion 4,
(F, 7. F)=y" (@) €F (my ).

Désignons par T(u) I'élément de s'.H.s tel que
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P(T(u))=(G, ¢, C)=7(u)
et soit 7(u,)=F'(a).7(u).F'(i), on trouve
POT(u ) =(G 90, Co)=T(u,)
Etant donné que F'(a).7(u)=7(u,).F(a) et que p est fidele,
F'(a).7(u)=7(u).Fla).
Un raisonnement semblable montre que
F'(b).7(u)=7T(u).F(b) et 7T(u).F(i)=F(i).7(u,).

L.es relations

F'(a).7(u).F(v,)=7(u,).F(a).F(v,)=T(u,).F(b.v,)=

It

F'(6).7(u).F(v,)
assurent |'existence d'un et d'un seul 5 tel que
F'(vi).b = ;(u).F(vi) pour i = let 2,

car ((F'(a),F'(v,), (F'(b), F'(v,))) est un produit fibré naturalisé.
On a

p(h)=7(usxu), dou F'(k).h=1(u).F(k);
posons T(ux u) = h. De méme, des égalités
F'(v).b.F(w)=T7(u).F(vy).F(w)=7(u).Flv, w)=
=F'(v,).h.F(w,),
on déduit l'existence d'un et d'un seul b’ vérifiant
I_:’(wi).b’ = b.-I;(wi) pour i = I et 2;

et 'ona p(h') =T usu)sx(usu)). En posant T((usu)s(usu)) = b,
on définit une surjection 7 de ch:o dans H telle que p T= 7.Puisque F
et F' sont des néofoncteurs (premiére partie de la démonstration), que p
est fidéle et que (p JF'. T, 4 .F) définit une transformation naturelle,
(T”,;,F) définit aussi une transformation naturelle ¥, telle que ’;/(\IJ) =

= @ . Par conséquent ’3/ définit un isomorphisme de (7)) sur F(p). m

COROLLAIRE. Avec les notations de la fin du §A, la catégorie F(H*)

est un élargissement de ff(p).
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4. Espece de morphismes associée a une catégorie structurée.

A. Soit = (H*,H', 1) un triplet d'une catégorie H*, d'une classe
H' de monomorphismes de H"' et d'une application produit fibré natura-
lisé fini u sur H°. Soit F Ef}(?’))o et s = F(u). Nous désignerons par
d 1'élément F(d), pour tout d € U&.. Soit K la classe s.H. Si h € K et

bh' € K sont tels que d.%' = b.h, il existe un et un seul g tel que
U,.g=h et D,g=h,
car ((4, ['1 ),((;, 172)) est un produit fibré naturalisé; nous écrirons
g=v(h', bh).
THEOREME 7. K ® est une catégorie pour la loi de composition :

(B h)>h' eh=Fk.v(h', b) si, et seulement si, é6.b" = b.b.

PREUVE. Posons 4’ =i.4d et &' =i.b. Montrons que K® admert pour

unités les m € s, H tels que m = d@'.m. Pour un tel m, on a
q

m=b,d . m=b.i.d.m=d.m.

T

1
S
3

1
8
3

H
3

a.h
Il existe v(h,m) et l'on a
vib,m)=v(d.bh,d" . b)=v(d,i.d).b,
par définition de (7)), on sait que
kov(i,i.d)=k.F(v(u,i.a)) =4,
il s'ensuit
bem=k.v(h,m)=k.v(d,i.d).h=d.h=h.
De méme, m @b’ = h' lorsque G.m=b.b". Ainsi m est une unité de
K®, tout b € K admet pour seule unité a droite 4'.5, pour seule unité a

gauche ', b.
-Le composé b' @b est défini si, et seulement si, 4".h' =b'.bh;

dans ce cas, on trouve
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-

da'.(h'eb)=4a k.v(bh' bh)=4d".0,.v(b,b)=a b,
b (b eh) = b k.u(bh,h) = 6B (b, h) = b b
Supposons les composés h"e(h'eh) et (h"e h’) @ b définis. ((7,,%,)(0, ,@,)

est un produit fibré naturalisé, et 'on a
k1:1»(k.t?/1,132.1?/2) et k_=uv(D,. .0, k.w,),

car F E?("f}). Puisque
Uv(b", b')=h" =0, 0(b", b),
il existe un et un seul g tel que
W.g=v(h", b)) e dwg=v(h,b).
Les relations /;.1;1: ‘.l; s

2

kokyg=k.v(k.d.g, 0,id,g)=k.v(k.v(b", b'), iuv(bh’ b)) =

—k.u(b” @b, b)=(h"eh')eh,

Eaaky

&y
~
o}

It

&y

<

=

<

(b b)), E.v(b', b))=k.v(b", b eh)=h"e(h' eh)
entrainent
(b"ebh' )eh =hb"e(h'eh).

Ceci prouve que K® est une catégorie. m
PROPOSITION 7. La catégorie H* duale de H* est une catégorie d'opé-
rateurs sur la catégorie K® relativement & la loi de composition K':

([, h)>b.[ si, et seulement si, ,B(f) =a(h).
PREUVE. (H*,K, k') est une sous-espéce de structures de l'espéce de

structures canonique associée a l'opération de H* sur H définie par la

loi de composition de H". Si m €K: etsi a(m)=LB(f), ona
m./:d'.m./EK:.

Si bh'eh et (b'eb).[ sont définis, ‘l'égalité arJb.f)= l;'.b./ assure

que le composé (h'.f)e(h.[) est défini, et |"on obtient

(B [)e(h J)=k.v(b' [ h.[)=k.v(b b).[=(heh).[.
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Ainsi la surjection b - b ./ définit un foncteur de K.B(/)® sur K. alf)®;

ceci achéve la démonstration de la proposition. ®

DEFINITION. K® est appelée le 7)-prolongement de F. L'espéce de mor-

phismes (H*, K®, k') est appelée I'espice de morphismes associée a F.

EXEMPLE. En particulier, soit (C*, s) une catégorie p-structurée, ol
p=(M,p H*) est un foncteur d'homomorphismes (p9y> 4 -compatible.
D'apres la proposition 6, a (C*, s) correspond un élément F de F(m.
Par suite la classe s,H = K admet en vertu du théoréme précédent une
structure de catégorie. On dira aussi que 1'espéce de morphismes (H* K® k')
est associée a (C*, s).

Apartir du triplet (H*, K®, x'), on peut construire la catégorie
produit croisé P( F) (voir chapitre II de « Catégories et Structures» ) :

ses éléments sont les uiplets (m, [, b) tels que
meK® heK, fea(m).H.oa(h) e b'.h=m.f,

la loi de composition étant
(m', [", B (m, [, b)=(m", . [, b .[fah)

si, et seulement si, m = d'.5»’. Nous aurons a considérer plus loin des

sous-catégories P’ de P(F).

B. CAS DES CATEGORIES DOMINEES.

Reprenons les hypothéses du début du § A et supposons de plus
que (H*, D) soit une catégorie g-dominée, g étant un foncteur an, q, f} )

d'homomorphismes saturé, A produits fibrés finis.

PROPOSITION 8. Soit F € ¥ (n)_et s' €H;.Sile foncteur G: h>D(h, s*)
de H* vers H'estcompatible avec les produits [ibrés finis, (K s'® D(s,s')

est une catégorie q- structurée, oi s = F(u)-

PREUVE. Soit o = D(s, s"). Comme le foncteur G est compatible avec
les produits fibrés finis, on a F=G.F EF(H"Y, on ?([}’ ) est la

catégorie associée A H* a la fin du § A. Posons 7A7:([1‘, qtr—, }AL) ,
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ou q(r_ est la classe des (M*, ¢q)-injections et /A,L I"application produit
fibré naturalisé telle que ¢ soit (ugy, p)-compatible. Puisque F(i)
admet F(a) pour inverse a gauche, F(i) est un ¢- monomorphisme; g4
étant saturé, il existe 7 € qt’— tel que F(i)=1. fo, ou f, € f}y D'aprés

la proposition 5, on peut construire une équivalence naturelle définie par

un triplet (F', ’T,‘I;), ol
T(u)=F(u)=0c, T(u)=( e F eF(n),.

N

Le foncteur q.[—:' appartient a F( 7); il projette a sur l'application
source a®: bh-i.d.bh de la catégorie (K.s')® et b sur son applica-
tion but ,B.; comme q.F'(u* u) est le produit fibré canonique a'\/,6°
dans N, c'est (K. s")®+(K.s')® et q- -[‘:'(k) est la loi de composition
de K .s'® q.F' est la catégorie nm-structurée correspondant (propo-
sition 4) 4 (K.s')® . En vertu de la proposition 6, (K.s'., o) est
la catégorie g - structurée associée a Fre%( 7:] ). =

Désignons par t} le foncteur projection canonique de F(g) vers m.

PROPOSITION 9. Supposons que, pour tout s' € H:, le [oncteur
D.:b->D(h, s') de H* vers H* soit a produits fibrés finis. Si
F eS¢ 77)0, I'espéce de morphismes (H*, K®, k') est sous- jacente

@ une espéce de structures ¢-dominée (H*, D), oa
D(s')=((K.s')®, D(s, s"))

pour tout s' € H:.

PREUVE. D'aprés la proposition 8 , D(s') est une catégorie g- structu-
rée. Si f€H, a(f)=s" et B(f)=s", ona g=D(s,[)€H, et, en
vertu de la proposition7, g = g(g) définit un foncteur de (K. s')® vers
(K.s")®. Donc (B(s"), g, D(s')) est un foncteur q - structuré B(/) .
La surjection f » _15(/) définit un foncteur de H* vers F(q) tel que (H * D)
soit une espéce de structures G- dominée, admettant (H*, K,« ') pour

espéce de structures sous- jacente. W

DEFINITION. On dira que (H*,D ) est une catégorie discréetement q-

structurée si D = est une application de H: x H: dans H: ayant les
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propriétés suivantes :
10 q(Do(s", s')) = s".H.s' pour tout (s", s') EH(; X H(; ;

20 Sis;€H; pour i =1 2et3, il existe
k(s,, s, s,) €D (sy,5).H.D (s;,5,)xD (s,,5)
appliqué par g sur une restriction de la loi de composition de H* .

L'élément k( Sy, S, 51) est entiérement déterminé par ces conditions.

PROPOSITION 10. Si g est un foncteur d'homomorphismes a atomes
(chapitre 1V, « Catégories et structures» ) et si (H", Do) est une caté-
gorie discrétement q- structurée, il existe une catégorie q-dominée (H*, D)

telle que D  soit une restriction de D.

PREUVE. Soient s, s’ et s" trois unités de H*, et fes" H.s'. Il
existe un élément final f_ de H* tel que q(f) =1/}, etune (M, ¢)-
injection j/ de source f_, de but D _(s", s'), par définition d'un fonc-
teur 2 atomes; désignons par { le morphisme de H* de source D _(s',s) ,
de but D _(s",s’), tel que g([) soit 'application constante sur [ (on a

/= i/.g/, ol gy est 'unique élément de /+.l;.DO(s', s)). Posons
D(f, s)=Fk(s", s, s).07, D (s', s)1;
alors D(/, s) EDO(S"’ S).’}'Do(s" s) et q(D(/,S)) est l'application
h-f.h de s'.H.s dans s".H.s. Si g €s.H.s , on définit de méme
D(s" g)= k(s", s, sl)'[Do(S”: s), E] €DO(S"‘ Sl)'H' DO(S".S)-
Le morphisme

D(f, g)=D(s" g).D([, s) €D (s*,s).H.D (s s)

est appliqué par g sur Hompy.(f, g). La surjection (f,g)»D(f, g)
définit un foncteur D de H*X H* vers H' tel que g.D = Homy. .
Autrement dit, (H*, D) est une catégorie ¢:dominée. Puisque D _ est

la restriction de D & H; X H:, la proposition est démontrée. =

DEFINITION. On appelle catégorie fortement g-dominée une catégorie
q-dominée (H', D) telle que (H*, D ), ot D_ est la restriction de

D a H;x H;, soit une catégorie discrétement g- structurée.
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REMARQUE. Supposons que ¢ soit a atomes et a mo-sommes et que
H 6‘“.(0. Soi1t (H -, DO) une catégorie discrétement ¢- structurée; il existe

une somme O de (I)O(.s‘", s'))(q.. e dans [;’ *vérifiant g(o)— H ;
) o

st el
les applications source et but de H* sont «structurées» respectivement
— A _ R _
par un @ €0.H .0 et un b €0, H.o (a savoir : ¢ est la somme de
- ~ . »_r - ” ’ [ T
(5" gm0 el H o ¢ applique s"s’" o, H.D _{s", s")sur I"appli
cation constante sur s’). Mais (H*, 0) n'est pas nécessairement une
. - P [y
catégorie g- structurée. Cependant (Il *, o) €. (g) lorsque
- a b
X .2 0. = E e.\’e.,oﬁe.c’H‘etl&m;
el i (i 7 7 i o e}
(i,j)elxI

20 l'injection canonique de ¢, dans P ¢; est un g-monomor-
iel

e X%

(40
Lgl 7

phisme.
En effet, avec ces hypothéses. (¢, b) admet pour produit fibré &4 &

dans I+ la somme dans g de ([)(sq,52)><D(52,51 )] et l'untque

s.€H"
i 0

Leo . H,oxo déterminé par la famille (% (53 S, S, ))g ¢y - Structure la
i o

loi de composition de [/°. Ces conditions sont par exemple satisfaites
si g est le foncteur & de J vers M.

Dans la fin de ce &, g est un foncteur d’homomorphismes saturé,
résolvant a droite et a produits finis (donc a produits fibrés finis), ({{*, D)
est une catégorie ¢-dominée telle que, pour tout s’ €11, le foncteur
1)5. Sf »D(f, s") soit & produits fibrés finis. Soit P’* la catégorie pro-
duit croisé P (') associée (fin §4 ) a I'espece de morphismes (HY K® x "),
désignons par 77 le foncteur projection canonique de P * vers H-*, tel

que 7T (m, f, h)= /.

THEOREME 8. Avec les hypotheses pricédentes, il existe une applica-
tion D de (H:><H:*) dans H; wérifiant les conditions suivantes, ol

', s" et s™ sont des unités :

s
]o (].B(S",S')?ﬁl(S".fl.S'),'
2° 1l existe k'(s™, s”,s') 65(5"’, s').[}, de source une g-
sous- structure de 5(5"', s") X B(s", s'), appliqué par q sur la res-

triction de la loi de composition de P* ala classe

(P-x P ) Nat(s™ H.s")X 7T (s".H.s").

699

1+



24 C. EHRESMANN

PREUVE. Soit s” et s’ deux unités de H*; notons p,, p, et p_ les
projections canoniques du produit S = D(s, s”} X D(s”, s") X D(s, s')
(qui existe dans ¢g). Le couple

(k(s,s".s).[p,. p,]. D(*.s").p,)
d'éléments de D(s, s'). H.S admet un (W¢, g)-noyau s tel que g(s )
soit la classe des (m, f, b) € g( ) vérifiant m. [= b'.h (o b* = i.b),
c'est-a-dire q(s1 Yy =7 s". H.s"). Nous poserons s, = B(S", s'). Si
s™ €H;, on définit de méme

52=B(s"’, s”) et 53=B(s'", s').
Désignons par f, le (Mt q)- sous-morphisme de p; de source s, de
but B(p;), pour i =1, 2et 3; soit f; les éléments analogues corres-

pondants & s,. Si p, et p  sont les projections canoniques du produit

s,X s, sur s:et sur s, respectivement, le couple
(6,0, D(@, s").f%.p,)
admet un (M¢, g)-noyau s,+s, tel que g(s,45,) soit la classe des
couples
(£',8)eP P, ou Leqls)) e £ €q(s),);
soient f, et f . les (M¢, g)- sous- morphismes de p, et p, de source

s,+s,. Considérons les morphismes

ty=p.p,eD(s,s™) . H.s x5,

t,=k(s™, 57,5 [ 5% Py B, €D(s™, sV H. s, us,

t's:[k(s,s",s').[ﬁ'a.ﬁu,ﬁz.ﬁsl,ﬁa.ﬁs] €D(.<;,s’)><D(s,s').i.l.s;?*sl
associant & (&', £), ou &' =(m', 1. b"), E=(m, [, h) et (£7.£)¢
q(s,x s, ), respectivement : m*, ', [ et (b*.[, b). Puisque (K.s)®, o),
ol o = D(s, s'), est une catégorie g- structurée (proposition 8), il existe
F'(k)eo .f{.o*a tel que q(;':'(k)) soit la loi de composition de

(K.s')®; comme 04O estune g-sous-structure de o X O et que
g( ' )(q(s, x5, )Cq(0x0),

il existe un (M, q) - sous-morphisme t5 €040 H, S, S, de 'y I'ims ge
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par g de

t, = F'(k).l'a'e‘D(s, s').H.sz*s1

est l'application (£', &) (h'.f)®h. Par suite, si z=[t1,t2, 13] ,
g(t) est une restriction de la loi de composition de P*, et I'on a
q(1)(q(s s NCaqls,), od s,=D(s™ s");

il s'ensuit l'existence d'un (N!, q ) -sous- morphisme t"653. H.s,xs,

de 7, et ce [ est I'élément k'(s™, s", s') cherché. =

THEOREME 9. Supposons vérifiées les conditions du théoréme 8 et q a
atomes; soit (s", s') € H; x H;. Il existe

a’(s®, s') EE(s', s').H. 5(5", s') et b'(s",s") eD(s", s").H.D(s", s')

appliqués par q sur des restrictions des applications source et but de
P-. De plus il existe une catégorie f[ortement q-structurée (P", D?)
telle que DP(,U, My ) soit une q-sous-structure de D(s%,s') si 7(jt )=s'
et 77(:“1 ) = s".

PREUVE. Reprenons les notations de la démonstration du théoréme 8.

Notons

s"ED(s",s").H.s1 et ;‘—'ED(S',s').f‘i.s1

les éléments, qui existent par définition d'un foncteur & atcmes, appliqués
par g respectivement sur |'application constante sur s et sur s’. Il

existe
g=06,. 5" 6,1 eD(s, s")x D(s", s") X D(s, s*).H. s,
comme q(g) (&)= B(E) pourtour £e7(s".H.s'), on a
g(g)(q(s, )Cq(D(s", s")),

de sorte qu'il existe un (e, q) - sous- morphisme b’(s*®, s') GB(S“, s?). f}.s,
appliqué par ¢ sur une restriction de 1"application but de P *. D'une fagon

analogue, il existe
g =[D(&, s").f,. 5, D(a, s').p, €D (s, s°)% D(s*, s)X D(s,s").H s,

tel que g(g') (€)= a(£), etun (MY, g)- sous- morphisme
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a'(s", ") eD(sT, s ) lLs,

de g’ appliqué par g sur I'application source de [’ .
- Supposons BT (m L s’, "y ) € l’(; et p = (m, s, me PO'. La

-1
classe u.P.u L est formée des (m, [, h) em(s". ll.s"} tels que
d'.h = m . Toujours avec les notations de la démonstration du théoréme

8, il existe

m6[)(5",5).[‘*1.51 et 11/1&[7(;%",5).!;[.3‘1

appliqués par g sur les applications constantes sur m et sur m respec-

tivement. Le couple (p m) admet un (M, ¢)-novau « _ et le couple

17 1

(Dear, s").p,, "y ) admet un (¢, g)-noyau ¢ . Le foncteur g étant
a4 produits fibrés finis, il existe une g- sous-structure ;1: (rl('\ o, de

s | telle que

g(s )= q(o ) nq(oz)zp,.l’.p’l.
Posons DP(,L(,;,L1 ) = 51. On construit d'une maniére analogue des ¢-

~ 3 ~ 2] .
sous- structures 52:D’(,u,',p) de s et sazl)l(,u',,ul) desS,sx

2
2

mt=Cm, s, omt) € P(‘). Le produit s _x s

) , €st une ¢ - sous-structure de

S,xs, et I'on a
glt)(q(s,x s NCqls,), ol = k"(s™, 5", s°).

. s

Par suite il existe un (M, q)- sous-morphisme /' < Sae

X &
o, % s, de ¢,

et g(t') est I'"application
(E',E)Y- 8" &5 de (' Pp) x (. P.p, ) dans p'. P, .
Si l'on désigne par Ds I"application
(e oy ) DP(/L,yl) de P; x P: dans 1:1('),
ceci signifie que (H*, Df) est une catégorie discrétement g-structurée.
D'aprés la proposition 10, il existe une catégorie fortement g- structurée

(H+, DF) dans laquelle Df est une restriction de PP =

COROLLAIRE. Avec les bhypothéses du théoréme, (P;,,E(s', s')) oa

1':,:77‘1(5' JA1.s') est une catdgoric g- structurée, pour tout s' € H ;.
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En effet, P _, définit une sous-catégorie de P dont les applica-
tions source et but et la loi de composition sont structurées respectivement

pat a'(s',s'), par b'(s’ s’) et par k'(s',s", s'). &
C. APPLICATIONS.

Rappelons que, étant donné un ensemble E, une quasi-topologie
sur E est une application 77 associant A tout x € E un ensemble 7 (x)
de filtres sur E (appelés filtres quasi-convergents vers x), vérifiant les
conditions :

1o 77(x) contient le filtre de toutes les parties de E contenant x;

20 Si X et X' quasi-convergent vers x, le filire engendré par les
ensembles M UUM’', ot M € X et M’ € X', quasi-converge vers x. Si M est
une partie de E, nous notons 77 /M la quasi-topologie induite par 7 sur
M. Soit ?o I'ensemble des quasi-topologies 77 sur les éléments E de
l'univers mo.

Soit ¥ la catégorie des applications quasi-continues (7', /,77)
entre éléments de g)o, et 3 son foncteur d'oubli vers M. Ce foncteur est
un foncteur d'homomorphismes saturé, résolvant a droite, a 3](0 -produits et
a atomes. Soit )\O I"application associant au couple (77',7) de deux quasi-
topologies la quasi-topologie de la convergence locale [6] A(7',77) sur
l'ensemble 7'.% .7 des applications quasi-continues de 7 vers 77'. Si
fem . P.m, les filtres quasi-convergents vers [ dans A(7',77) sont
les filtres F sur 7'.P.7 ayant la propriété : Si X € 7 (x), on a
F(X)em'(f(x)), on F(X) est le filtre engendré par les ensembles (M)

avec

PeF, MeX e d(M)= U _frm).
/e

On montre que (g), >\O) est une catégorie discrétement (Q‘/-Slructurée [61.
D'aprés la proposition 10, A _ s'étend en un foncteur A tel que (P, \)
soit une catégorie & -dominée. De plus, on prouve que les A(7',-) sont
compatibles avec les produits fibrés finis.

Soit (C*,7) une catégorie quasi-topologique (i.e. o - structurée).

Dans [ 61, nous avons associé a (C*,7) la catégorie quasi-topologique
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S(C*,m)=(5%,0) des sections locales de (C*,7) : Ses éléments sont
les triplets § = (U’,s,U), ot U et U' sont des ouverts de la topologie
T(m,B) sous-jacented 7 = W/C; etol (7,s,7/U) est une applica-

tion quasi-continue telle que
Bs(U)CU'" et as(x)=x pour tout x € U;
la loi de composition est définie par :
(U, s, U") o(U,s,U)=(U" k[s"Bs,s1,U)

si, et seulement si, [/' = U'. On sait que la quasi-topologie o est cons-
truite & partir de la quasi-topologie de la convergence locale sur |'ensemble
des applications quasi-continues d'un ouvert quelconque de 7 ( 7,)
vers T .

Nous allons montrer que 1'on peut retrouver cette catégorie a 1'aide
des résultats du §B. Soit {é", ‘;7) la catégorie quasi-topologique obtenue
de la fagon suivante : C* admet C* pour sous-catégorie pleine et posséde
un seul élément (quiest une unité) a n'appartenant pas & C, si x €C
les filtres appartenant 2 ;T(x) sont les filtres sur C engendrés par les
éléments de 77(x); enfin ;7(a) contient tous les filtres sur é La caté-
gorie quasi-topologique (é",’;r) admet (C*,7) pour sous-catégorie
quasi-topologique; on pose ;To = ;T/C-';. Soit (P* JK® k" I'espéce de
morphismes associée A la catégorie quasi-topologique (é‘,;T) dans le
§A. Soit P la catégorie produit croisée correspondante, i sa projection
canonique vers P* er §= 50’1(;70.?.';70). Le foncteur & et la domina-
tion A vérifiant les hypothéses des théorémes 8 et 9, il résulte du corol-
laire du théoréme 9 I'existence d'une quasi-topologie canonique o sur §

telle que (f' ,5’) soit une catégorie quasi-topologique.

THEOREME 10. La catégorie quasi-topologique S(C*,7)=(S®,0) des
sections locales de (C*, 7 ) est isomorphe a une sous-catégorie quasi-topo-

logique de ($*,0).

PREUVE. Soit § =(U’,s,U) €S. Nous associons 3 § :

L) -
- 'application quasi-continue § = (7,s ,7 ), ol
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s,(x)=s(x) si x €U, sl(y)Zasiyec‘a—U;

. . . . . a “ - N
- 'application quasi-continue $,=(7 ,s,, 7 ), o

s,(x)=x si x €U’ et s(y)=a sinC";—U;

- I'application quasi-continue §, = (7,s,,7 ), ou

s,(x)=Bs(x) sixe€U et s,(y)=a siyéé‘;—U.

La surjection §-($,, $,,$ ) définit une bijection z de S sur une partie
de P. On vérifie facilement que z(S)C§ et que z définit un isomor-
phisme de la catégorie S® sur une sous-catégorie §'* de la catégorie S
et un quasi-homéomorphisme de la quasi-topologie o sur la quasi-topologie
o/

En particulier, une topologie T s'identifie & la quasi-topologie 77
telle que les filtres quasi-convergents vers x soient les filtres qui conver-
gent vers x dans T. Le théoréme 10 appliqué en partant d'une catégorie
topologique (C*, T} (c'est-a-dire la quasi-topologie 77 est une topologie
T ) permet de retrouver la catégorie quasi-topologique (S®,0 )des sections
locales d'une catégorie topologique. Rappelons que cette catégorie n'est
généralement pas une catégorie topologique; une condition suffisante pour
que O soit une topologie est que la topologie induite par T sur C: soit

localement compacte [G ].
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/1N3/

ETUDE DES CATEGORIES DANS UNE CATEGORIE
per Andrée et Charles EHRESMANN

Le but de ce cours est de développer une théorie des catégories in-
ternes a une catégorie donnée H . Le plus souvent, H est munie d'un fonc-
teur d'oubli p vers la catégorie N des ensembles. Une catégorie dans H,
appelée catégorie p-structurée, revient alors a la donnée d'une catégorie
C dont I'ensemble des morphismes est sous-jacent 3 une p -structure ( = ob-
jet de H ) s, et dont les applications source, but et composition se rele-
vent en des morphismes a, b; s> s et k:s*s-> s, ot S¥s est un produit
fibré de (a, b) dans H . Par exemple, les catégories topologiques ou dif-
férentiables (lorsque p est le foncteur d'oubli de la catégorie des topolo-
gies ou des variétés différentiables) interviennent de fagon essentielle en
Géométrie Différentielle; elles sont 3 l'origine de la notion générale.

Fn l'absence de p, une catégorie dans H devient un foncteur d'une
sous-catégorie Up de la duale de la catégorie simpliciale («esquisse de
catégorie») vers H , commutant avec certains produits fibrés. Elle est dé-
terminée par la donnée des «morphismes» source, but et composition (n°1).
Si H est a produits fibrés, les catégories dans H correspondent aux struc-
tures de catégorie sur un objet de H (au sens de Grothendieck), i.e. & cer-
tains foncteurs contravariants de H vers la catégorie des catégories (II).
Les transformations naturelles dans H forment une 2-catégorie représenta-
ble, une représentation de F étant la catégorie inteme de ses quatuors
(1II). Fnfin (IV) diverses constructions universelles de catégories dans
H sont indiquées; elles reposent sur l'existence de «sous-catégories in-
ternes engendrées» lorsque H est munie d'un «bon» foncteur vers M.

Les notations sont celles du cours «Algébrer, C.D.U., 1967. Si

est une catégorie, H, est la classe de ses unités, H* sa duale.
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1. DEFINITION DES CATEGORIES INTERNES.

A. Catégorie simpliciale.
Un entier naturel n est considéré comme étant 1'ensemble
n=1%0,1,...,n-1}
des entiers strictement plus petits ; en particulier, 0 = @ et I ={0}. On
munit n de 'ordre usuel: 0< 1< ...<n-1.
Nous désignerons par:

n . . . .
6; , pour i< n, l'application croissante de n vers n+ ] ne prenant pas

pas la valeur ¢, c'est-3-dire telle que
87(j)=j sij<i, 87(j)=j"+1 si igj'<n;
a? , pour i < n, l'application croissante de n+ 1 vers n prenant deux
fois la valeur i , c'est-a-dire ;
oF(j)=] si jgi, ol(j)=j"-1 sii<j'sn.
DEFINITION. Qn appelle catégorie simpliciale la catégorie A ayant pour

objets les entiers naturels n tels que n # 0, et pour morphismes les ap-

plications croissantes entre ces entiers.

REMARGQUE. Dans certains textes, on appelle catégorie simpliciale la ca-
tégorie A formée des applications croissantes entre tous les entiers;

donc A admet A pour sous-catégorie pleine et  pour objet initial,
A est engendrée par I'ensemble D formé
des 5? , ouiln, des 0:-1 , oni<nm,

n étant un entier non nul. Plus précisément, si L est la catégorie libre
des chemins propres du sous-graphe de A engendré par D, on montre que

A est isomorphe a la catégorie quasi-quotient de L par la relation:

sr*l.e} - 87187 si i</,
a;-z.a'i“r] - 0;’.0;-2:11 si i<7j,
8?.0?.1 st i<j
0;?+1.3;’+1~n+] sii=jeti=j+1
;.’_1.07 si j+I<i,
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DEFINITION. Soit # une catégorie. On appelle objet simplicial dans "H
un fonctenr de la duale A* de A vers H . On appelle application simpli-

ciale dans H une transformation naturelle entre objets simpliciaux dans H .

Fn particulier, si H est la catégorie M des applications associée
2 un univers U, un objet simplicial (resp. une application simpliciale)
dans M est appelé simplement objet simplicial (resp. application simpli-
ciale). La Topologie algébrique est essentiellement 1'étude de la catégo-

rie des applications simpliciales,

B. Esquisse des catégories.

Soit U* la sous-catégorie de A formée des morphismes de la sous-
catégorie pleine de A ayant pour objets I et 2, des morphismes de 1 et
2 vers 3 etde 3. Soit U;; la sous-catégorie de A ayant pour morphismes
les morphismes de la sous-catégorie pleine de A ayant pour objets 1, 2
et 3, ainsi que les morphismes de [, 2, 3 vers 4 et l'unité 4. Nous dé-

signons par U et Ugp les catégories duales de U* et de Up.
g P F 8 F

- Description de U : La catégorie U est engendrée par le graphe ori-

enté dessiné ci-dessous:

on on écrit:
1 1
a=81, B=8,, t=0l, v;=8%, v,=83, k=52
On a:
a-v;=B.v,, a-i/2=a-K, Bv; =Bk, ace=I1=8.0;
il s'ensuit que ¢ est 3 la fois un noyaude (2, t.a) etde (2, ¢.3).
- Description de Up: La catégorie Up contient le graphe U' sui-
vant, ou
Jja=05, ig=0%: V=85, V,=83, k1 =8}, k=83
elle est engendrée par U’ et les relations:

a) U est une sous-catégorie de Up etonav,.v, =v,.y; ;
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b) ((a,ul),(ﬁ,vz)) est un produit fibré naturalisé et, relativement
a celui~ci:
ja =[2,t.al (c'est-a-dire Vl.ja =2, V2.ja =t(.a ),
]6 ={..8, 2], K1=[V1 .;1, K--V.Z], K2=[K-I_/-1, VZ.;2].
<) K-ja = 2= K]B (unitarité); K.k ;= K.k, (associativité).
Ces conditions caractérisent parfaitement UF comme catégorie quasi-quo=-

tient de la catégorie libre sur le graphe U'.

- Enfin on notera U la catégorie engendrée par U’ et les relations
a et b précédentes (mais non c); elle admet UF pour catégorie quotient

et U’ pour sous-graphe; le foncteur canonique de U sur U est noté p .

C. Catégories dans [/ .
Soit H une catégorie.
DEFINITION. On appelle catégorie interne ¢ H (ou caiégorie structurée
dans H , abrégé en catégorie dans H ) un foncteur F' de Up vers H tel que:
((F(a),F(v,)), (F(B),F(v,)))
et

((F(v,),F(vi)),(F(v),F(v,)))

soient des produits fibrés naturalisés dans H.

CONVENTION. Pour simplifier les formules et sauf indication contraire,
si F est une catégorie dans H nous poserons:
s=F(2), so=F(1), s¥xs=F(3),
a=F(a), b=F(B), k=F(c), i=F(),
v =F(vy), v,y= Flv,), w,=F(T,), w,=F(7,),
fu = Flig)s iy =Flig)s ky=F( ), ky = Flx,).
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Si F' est une autre catégorie dans H , nous utiliserons des notations ana-

logues, mais en ajoutant un " & coté de chacun des symboles s, a,...
b

La proposition suivante sera utilisée plus loin pour montrer qu'une
N

catégorie dans // peut &tre reconstruite «par limites» 4 partir de ses res-

trictions & différents sous-graphes de UF , lorsque H a assez de limites,

PROPOSITION 1. Soit F: U~ H une catégorie dans H.

Io Si u=1, 2 ou 3, il existe ¢, e H tel que F(u) soit la source
d'un noyau de (Flu; ,)¢,).

2 s, estunproduit fibréde (j,,j, ) et s unproduit fibré de (j),f})

o1 j, et jj sont respectivement les crochets

[s*s,ja.vZ] et [jb.vl,s*s]
relatifs au produit fibré naturalis é ((vyw, ), (vy,w,)).
> S s estun produit fibré de (jg-wy jLowy) dans H, il existe
des ¢éléments j7 et j7 be ss-H.F(4) tels que s*s soit un produit fi-
bréde (j7, ;).
A . 1o i est inverse a droite de @, car ¢ est un inverse i droite de a
dans Up ; donc i est un noyau de (sy,%.a). Comme j_  admet v, pour

inverse a gauche, j estun noyaude (s *s,j .v ;) - Les égalités

v2.F(3):v2=v1.ja.1)2, Uz'jb‘v1=v1 =v1.F(3)

assurent l'existence des crochets j! et j, . Puisque j; et j; admettent

respectivement w, et w, pour inverses i gauche, J!, est un noyaude

(F(4), jc'l.wl) et j, unnoyaude (F(4), jj.w,).

7. i

20 a) Montrons que ((ja, i),(jb, i)) est un produit fibré naturalisé,

En effet, j, =[s, i.a] et jb=[i.b, s], de sorte que

jei=liyivanil=li,il =i boi, il =j,.i.
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Si f et f’ sont deux morphismes de H tels que j,.f=j,.f", on obtient

f=vpeduef = viejpefr=isb.f",
f'= v2°jb'f':v2’].a'f=i-a-f’
d'oy a.f=a.i.b.f'=b.f’. Ainsi, { étant un monomorphisme, a.f =
b.f' est I'unique élément " tel que f=i.f" et f' =i, f".
b) Montrons que ((j,>7p)s(ihsis)) est un produit fibré naturalisé,

Onaj,.j, =jbeja, car, par définition de j}, comme crochet,

Wi-jasjb=[p TJp-Viefa =W jyed
Woefgelp =la- V- Jb=Ja= Waejbeia
Si g et g’ sont des morphismes de / vérifiant j'. g =J],- 8", on trouve
g=w1.j;.g=wz.j;).g'=jb.v1.g',
g’=w2.]'b.g’=w2.j;.g=ja.z)2.g,
ce qui implique
| J— ; ~—
Vo8 =)0, T,

”

etg'=j .g".

’ »

Donc v, . g’ est I'unique élément g" telque g =j,.g

¢ ) Supposons qu'il existe un produit fibré naturalisé dans H
((];' w2’ 1:;}1)’ (];‘ w]’ﬁ]z)) .

Alors ((w2, ﬁ)z),(wj, L‘UZ)) est aussi un produit fibré naturalisé, j| étant

N

un monomorphisme (partie a). Relativement 4 celui-ci, il existe des cro-

chets jh =[F(4),j;.-w,l et jy=0j;.w,,F(4)], en vertu des égalités
wy  F(4)=w,=w, . ji.w, et w,.jj.w, =w,=w,;.F(4).

Montrons que ((jy,j})s(Jpsiy)) est un produit fibré naturalisé dans H.

It i

En effet, les égalités
Wyefg-Tp=Jh =Jhewyedy =W f5jgs
e ey
Wyela-lp = Ja
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impliquent j7.j; =j7.j’. Si b et h' sont des éléments de H tels que

, on trouve

jne =jé'.h’
h :ib].jz.h =fi)1.jg.h':j;,.w1.h',
h'=d,.jp.h" =, jo h =] w,. k,
c'est=a-dire
w, h'=w, L jiow, h=w, h

est l'unique élément A" vérifiant b = j} A" et h =j . A". V
PROPOSITION 2. Soit G un foncteur de U vers H tel que

((Gl(a)sG(v,)) (G(B)sG(v,)))
soit un produit fibré naturalisé dans H. St ((G(V2)’w1 ),(G(V1 )s wz))
est un produit fibré naturalisé dans H, il existe un et un seul foncteur
F: Z/—>H tel que F ait G pour restriction ¢ U et que F—(T/Z) =w, et

F(V—2) =w,. De plus G estlarestriction d'une catégorie F dans H ssi
(1) F(x).F(j,)=F(2)=F(c).F(ig)y F(x).F(x;)=F(x)Flrs).

A . 1o Puisque j_ = [2,0.a], il existe un crochet [ G(2),G{(.a)] re-

lativement au produit fibré de (G(a), G{8)); nous poserons:
Jo.=16G(2), Gli.aldl.
De méme, il existe des crochets relativement & ce produit fibré

Jp =LG(c.8),6(2)1, k;=[CG(vy).wy, G(x).w,),
ky={G(x).wy, G(v, ). w,],
car les égalités
a-v, =f.vy, B.v;=B.xk et avk=a.v,
entrafnent

Gla).Glvi)-wi=G(B).G(vy).w;=G(B).Glvy). wy,=
G(B).G(k) wy,
G(a).G(K).w1= G(a).G(VZ).wI =G(a).G(v;)ow,=
G(B).G(V2).w2.

On montre facilement qu’il existe un et un seul foncteur F: U~ H vérifiant

les conditions voulues et tel que
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Flig)=iar Flig)=iy F(xy)=k;, F(x,)=k,.
Cire que ce foncteur vérifie les égalités (1) signifie qu'il existe un fonc-
teur F: Up > H tel que F=F.p,et F estune catégorie dans / .

20 Soit F': Up » H un foncteur et posons F'= F.p: U~ H ;les fonc-

N

teurs F et F' ont la méme restriction 2 U'. Supposons que F soit une

catégorie dans H ayant G pour restriction & U . Puisque

((G(vy)s F(T,)), (G(v )i F(T,)))
est un produit fibré naturalisé et que F et F' prennent la méme valeur sur
v, et v,, F' est le foncteur F associé plus haut 3 G . Comme F vérifie

les conditions (1), F' les vérifie aussi. V

COROLLAIRE. Si F et F' sont des catégories dans H telles que F et
F' aient laméme restriction G & U, alors F est équivalent ¢ F’.

A . Comme on a les deux produits fibrés naturalisés
((vyywp), (v, wy)) et ((UZ: “’;)’ (Upwi)))
(avec la convention ci-dessus), il existe un unique inversible g tel que
w}.g =w; et w'2.g = w,,
d'on une équivalence ¢ de F’ vers un foncteur F": Up -/ ayant méme

restriction 3 U que F', telle que ¢(4) =g. Les foncteurs F.p et F".p
ont la méme restriction 3 U ut ;1 ,1—/2} , donc ils sont égaux d'aprésla Pro-
position 2. Il s'ensuit que F = F'" et que ¢ est une équivalence de F'

vers F'. V

La Proposition 2 peut &tre précisée comme suit (et le résultat sera
utilisé plus loin) en utilisant la sous-catégorie U” de U formée des mor-

phismes de 3 et 2 vers 2.

PROPOSITION 3. Supposons H g produits fibrés finis. Soit G': U"~> H un
foncteur tel que

((G'(eea), G v ))s (G'(eB),G'(v,)))

soit un produit fibré naturalisé. Alors G' s'étend en un foncteur G de U
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vers I et en un foncteur G de U vers H tel que
(G(v, ),C(v,))s (C(v,),C(v,)))
soit un produit fibré naturalisé. De plus G et G sont déterminés & une

équivalence prés.

A. Posons G'(v,) k, G'(i.a)=a, G'(..B)=b.

i

v, G'(x)
Puisque

.a et a.b=b=5h.s,

T~

Ql

a.s =
il existe des crochets j_= [s,al et Iy = [Z,s] relativement au produit
fibré ((5, Ul),([_)v, 'IJZ)) . Comme H est a produits fibrés, il existe un pro-

L"

i

duit fibré ((] _,i),(j,.i')), et l'ona i

car
i=s.izh.jgi=k.j,.i"=i"

Il existe des crochets

a=[a,a] e b=[b,b]

relativement & ((j ,t), (j,,t)), étant donné que ies relations

v a:a:b.a:vl.]b.a et v, j.a=a=v,.],.a

N

.

entrainent ja. a= Iy a et que, de méme, on trouve ja. b= jb'g' Cn ob-
tient un foncteur G: U » H étendant G' en posant

G(e)=1i, Gla)=a, G(B)=b.
- Si G ; est un foncteur de U vers H étendant G, alors © = Gj( ) est in-
verse a droite de 61 (a ), de sorte que c'est un noyau de (a,G(2)), et
qu'il existe un inversible unique ¢( 1) vérifiant £.¢( 1 )= i . On obtient une

équivalence ¢ de G vers G, en posant de plus
t1(2)=6G(2) e t(3)})=G(3).

-
- L'existence et l'unicité «a équivalence prés» d'un foncteur G: U > H pro-

longeant G résulte de la Proposition 2. V

REMARGUE. On montre de méme, en s'inspirant de la Proposition 1, que
si H est a produits fibrés ou & noyaux de couples, tout foncteur de la sous-
catégorie pleine de A* ayant pour secul objet 4 s'étend en un foncteur de

U vers H.
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D. Foncteurs dans H.

On désigne toujours par H une catégorie,

DEFINITION. On appelle forncteur intemne ¢ H ou structuré dans H (en

abrégé foncteur dans /1 ) une transformation naturelle entre catégories

dans H .

Nous désignerons par F(H) la sous-catégorie pleine de la caté-
gorie %(H,UF) (des transformations naturelles entre foncteurs de Up
dans H ) ayant pour objets les catégories dans H . C'est une sous-caté-

gorie saturée de N(H, Up), un foncteur équivalent a une catégorie dans

H étant une catégorie dans H .

Soit BH la catégorie latérale des quatuors de H ; notons a¥ et

’

b® les foncteurs de B H vers H appliquant le quatuor
(y'sx",x,y) respectivement sur y et sur y'.
P ROPOSITION 4. Il existe une bijection m' de !'ensemble des foncteurs

dans H sur l'ensemble des catégories T dans BH telles que aTT et

bT T soient des catégories dans H.

A. Soit m la bijection canonique de l'ensemble des transformations
naturelles entre foncteurs de UF vers H sur l'ensemble des foncteurs de
UF vers HH qui associe a t: F> F' le foncteur T UF—> E H tel que

T(x)=(F'(x),t(u'),t(u),F(x)) si xeu' . Up.u.

- Si T est une catégorie dans BH et si a®T =F et 6T = F' sont
des catégories dans H , alors m'I(T): F > F' est un foncteur dans H .
- Si t est un foncteur dans H , alors T =m(t) est une catégorie dans
B H : en effet, si g, §, q" et §' sont des quatuors de H tels que g 5§ =
q'Bq’ et si

((a®(q),a® (), (a®(q"), a®(§" ), (6" (qhbP(3)),(b"(q') b (§'))
sont des produits fibrés naturalisés dans H , alors ((q,3),(q',3')) est

un produit fibré naturalisé dans B H . Par suite m admet pour restriction

la bijection m* cherchée. V

COROLLAIRE. Si H est une catégorie g produits fibrés finis, il existe
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semble des catégories dans BH .

A . Dans ce cas, tout produit fibré naturalisé ((q¢,q),(q',q"'}) dans
B H est transformé par a®
dans H . Par suite, si T est une catégorie dans B H , les foncteurs a® T
et b™ T sont des catégories dans H . Ainsi la bijection m’ de la proposis

tion a pour image l'ensemble des catégories dans H H.

P ROPOSITION 5. Soit F et F' des catégories dans H ; soit f un élément

de F'(2).H. F(2) vérifiant

Alors il existe un momhisme ' tel que vi.f"=f.v,, vi.f"=f.v, .1l
existe un foncteur t: F-> F' dans H tel que t(2)=f ssi k'.f"'=f.k,

\%

ita'.f=fi.a, i'.b'.i=fi.b.

Dans ce cas, t(1)=a’.f.i et t(3)=[".

A . Les égalités

entrafnent a’. f.v; = b'.f. v, , de sorte qu'il existe un crochet

f’z[f.v1,f.v2] (c'est-a-dire Ul"f'zfclﬁ et vé-f’:f-vg)

relativement au produit fibré naturalisé ((a’,v; ),(b', v;)). Supposons

1

de plus que k'. f' = f.k et posons

t(1)

v(1)=a' foi, t'(2)=],

b’ vy

i’ k!

a’ Ué

L f

b v,

i k

a 111
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et par b7 en des produits fibrés naturalisés

fn



A, & C. EHRESMANN 12

1o Désignons par T'(x) le quadruplet
(F'(x),¢'(u'),t'(u),F(x)), pourtour xeu'.U.u.

On définit ainsi un foncteur I’: U > B H. Fn effet, comme U est engen-
dré par {a ,B,L,VI,V?,K} , il suffit de vérifier que T'(x ) est un quatuor
lorsque x est 1'un de ces générateurs. Or:

-T'(v,) et T'(v,) sont des quatuors, par définition de f',

- T'(« ) est un quatuor par hypothése,

- T'(¢) estun quatuor, vu les égalités:

ie(l)=da' fii=flilacl = (.0,
= T'(a) et T'(B) sont des quatuors, car
t'(l1),a=a'.fii.a=a".i'".a'. f=a'.f,

t(1).b=a'.fi.b=a'.i'. b’ [=b"f.

]

20 Puisque ((1);,w;),(v'1,w'2)) est un produit fibré dans H , les
égalités
vy flewyp =fivw; = fovwy = v flowy
assurent l'existence d'un crochet f” =[f".w;,f'. w,]. En posant
Wy=(wl,f'f"wy) et Wy =(whf' f " wy),
on obtient un produit fibré naturalisé (( T'(VZ), W, )(T"(vy), Wz)) dans

B H . 1l résulte de la proposition 2 que le foncteur T': U~ B H s'étend
d'une maniére unique en un foncteur
T: Z/—> BH tel que T(;I): WI et T(;Z) = WZ'

Comme aTT étend la restriction a®T' de F a U et applique v, sur
w, et 172 sur w, , il est identique au foncteur F=F.p:U-»H déduit de
F (Proposition 2). De méme, 6T T et F' ont la méme restriction 4 U .
Comme F’ et F' vérifient la condition (1) de la Proposition 2, il enest
de méme pour T , de sorte que T' se prolonge en un foncteur T': Up - BH
pour lequel a®T et b T sont les catégories F et F' dans H . La Pro-
position 4 montre que la transformation naturelle ¢; F'> F' canoniquement

associée a T est un foncteur dans H . Or on a

t(1)=¢t'(1)=a".f.i, t(2)=2t'(2)=f, ¢(3)=¢'(3)=f". ¥V
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Soit p un foncteur de H vers une catégorie K, Si C est une ca-
tégorie, notons N(p, C) le foncteur de N(H, C )} vers N(K, C )} associant

a une transformation naturelle t: F' > F' la transformation naturelle
pt:p. F->p.F': C> K.

PROPOSITION 6. 5i p: H » K est un foncteur compatible avec les produits
fibrés finis, le foncteur N(p,Up ) admet pour restriction un foncteur de
F(H) vers F(K). Ce foncteur est fidele si p est fidéle.

A. Si F est une catégorie dans H , alors p. F est évidemment une

catégorie dans K, puisque p transforme les produits fibrés

((ayv,)y(b,0,)) et ((vyyw;)s(v551,))
en des produits fibrés dans K. Par suite, si t: F> F' est un foncteur
dans H, pt:p.F > p.F' estun foncteur dans K. Ainsi N(p, Up) admet
pour restriction un foncteur p: F(H ) > F(K). Ce foncteur est fidele des

que p est fidele, ?R(p,UF) étant alors fidele, V

E. Catégories dans JI.
Soit M la catégorie des applications entre ensembles appartenant a

un univers U.

PROPOSITION 7. La catégorie F (M) des foncteurs dans la catégorie M

. . ~ , . < ., ~
est équivalente g la catégorie § des foncteurs associée 4 u.

A . Soit K une catégorie dont I'ensemble K des morphismes appartient
8 A8 P

4 l'univers U . On définit un foncteur G: U~ M en posant:
G(1)=Ko, G(2)=K, G(3)=K*K
( classe des couples composables dans K ) et en appliquant

¢ sur l'insertion de K, dans K,
a et B sur les applications source et but de K,
k sur la loi de composition de K |

v;s v, surles projections canoniques de K+ K dans K.

Ce foncteur s'étend (Proposition 2) en un foncteur F:U-WM tel que Fﬁ;] )

et F—(Zz) soient les projections du produit fibré canonique des applications
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(G(v,),G(v;)) vers KxK . Ce foncteur F remplit la condition (1) de
la Proposition 2 qui exprime que K, est 'ensemble des unités et que la
composition est associative, Par suite G se prolonge en un foncteur F de
UF vers M qui est une catégorie dans M telle que F = F.p . Nous po-
serons n'(K)=F.

20 8i K et C sont des catégories, une application f de K dans C
définit un foncteur de K vers C ssi f est compatible avec les applica-
tions source, but et loi de composition, i, e, ssi [ vérifie les conditions de

la Proposition 5 relativement aux catégories dans M

F=n'"(K) et F'=yp'(C).
Ainsi on définit un foncteur 5': $ F(M) associant au foncteur (C, > K)
la transformation naturelle t: 5’(K) > n'(C) correspondant 3 f.

30 Le foncteur 7’ est évidemment injectif. Pour montrer que 7' dé-
finit une équivalence de F vers F(M) , il suffit de montrer que toute ca-
tégorie F dans M est équivalente 4 un foncteur de la forme n'(C).En
effet, posons € = F(2). Comme i est une injection, il existe une bijec-
tion §, de F(1) sur:une partie C, de C telle que i =7.g, , ot i est
I'insertion de €, dans C. Si ((a,9;),(b,5,)) est le produit fibré cano-
nique dans M, comme par hypothese ((a,v;),(b,v,)) est aussi un pro-
duit fibré dans N, il existe une unique bijection g' telle que

D.8"=v; et Dy.8"=v,.
On vérifie que (C, k. g"l) est une catégorie ( et qu'il existe une équi-
valence 0: F - n'(C) vérifiant
0(1)=80, 6(2)=C, 0(3)=g".
On en déduit une équivalence 7: F(M)->F définie par

n(F)=C et n(t)=(n(F')¢(2),n(F))

pour tout foncteur ¢t: F > F* dans M. V

COROLLAIRE. ¥ est isomomphe & la sous-catégorie pleine F'(M) de
F (M) ayant pour objets les foncteurs F de Up vers M tels que

((a,0;),(b,v,)) et ((vy,w ) (vy,w,)
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sotent des produits fibrés naturalisés canoniques et que F(.) soit une

insertion, noyau canonique de (F(2), i.a) dans M.

A. Pour un tel F | la catégorie n( F) construite ci-dessus est de la
forme (C, k), car g, et g' sont des identités. Ainsi F'(W) est I'image

de F par ', et la restriction de 7' a F’(JM) est un isomorphisme. V

DEFINITION, Les équivalences 77 et 7' construites pour prouver la Pro-
position 7 sont appelées équivalences canoniques respectivement de F(W)
vers § et de F vers F(M). La catégorie n{ F) associée i une catégorie

F dans M est dite catégorie déterminée par F.

F. Catégories structurées strictes.

Soit H une catégorie a produits fibrés finis, munie d'une applica-
tion produit fibré naturalisé p (qui associe a deux morphismes de méme
but un produit fibré naturalisé de ces morphismes dans H ) et d'une appli-
cation noyau partielle u’ associant a4 deux morphismes de méme source

et de méme but ayant un noyau dans H un tel noyau «canonique ».

DEFINITION. On appelle catégorie dans (H, p,p’) un foncteur F: Up » H

tel que:

((F(a ), F(v,)),(F(B),F(v,)))=p(F(a), F(B)),
((F(v,), F(v)), (F(v; ), F(v,))) =ul(F(vy),F(vy)),
F()=p'(F(2), F(i-a)).

Une transformation naturelle entre catégories dans (H,pu,p’) est appelée

foncteur dans (H,p,un').

On note F(H,u,p’) la sous-catégorie pleine de F(H ) ayant pour

objets les catégories dans (H,p,p').

EXEMPLE. Si # est la catégorie M des applications, munie de son appli-
cation produit fibré naturalisé pY et de son application noyau naturalisé
canonique lL:)'n , une catégorie dans (m,um,uy'n) s'identifie a une caté-
gorie (Corollaire précédent), Une catégorie F dans (m,pm D), ou F(2)
n'est pas le noyau canonique de (F(2),F(t.a)) s'identifie 4 une caté-

gorie munie d'une classe d'objets F(1).
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Supposons que H soit une catégorie i produits fibrés finis et que
p: H- N soit un foncteur d*homomorphismes saturé, compatible avec les
produits fibrés finis et avec les noyaux. Il existe une unique application

produit fibré naturalisé p sur H telle que

((p(h)sp(v))s(p(h')p(v'))) zum(P(h),P(h'))
si ((}L,‘U),(h', U')) :,u(h’h')’

et une plus grande application noyau partielle p' sur H vérifiant
PlR'(hy b)) =g (p(h)sp(h')).

DEFINITION. Cn appelle catégorie p-structurée un couple (C,s) d'une
catégorie C et d'un objet s de H tel que p(s) =C, vérifiant les con-
ditions suivantes:

1o Il existe un objet s, de H et des morphismes
ge sg.H.s, besg.H.s, ies.H.s,

tels que p(a), p(b) et p(i) soient respectivement 'application source
de C, son application but et I'insertion de €y dans C.

201l existe un morphisme & de H de but s tel que p(k%) soit la loi
de composition de C et que la source de £ scit le produit fibré canonique

s*s de(a,b) dans H.

On appelle foncteur p-structuré un triplet ((C',s’),f,(C,s)), ou:
1o (C,s) et (C',s') sont des catégories p -structurées,

20 fe s'.H.s et p(f) définit un foncteur de C vers C’.
Les foncteurs p-structurés forment une catégorie, que nous note-
rons F(p ).
PROPOSITION 8. /! existe un isomorphisme n de F(p) sur F(H,u,p').

A. 1o Soit (C,s) unecatégorie p-structurée, G le foncteur de U

vers H obtenu en posant (notations de la définition précédente):
G(.)=i, G(a)=a, G(B)=b, G(x)=k,
et tel que
((a,G(vi)), (b,G(v,)))=unla,b).

Soit F: U~ M 1le prolongement de G a U construit dans la Proposition 2-1.
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p.F: UM est le prolongement unique de p. G i Z/ . Comme p.( se pro-
longe aussi en un foncteur unique de Up vers M définissant la catégorie
7'(C) dans M canoniquement associée a3 C, le foncteur p. F vérifie la
condition (1) de la Proposition 2. Le foncteur p étant fidele, cette condi-
tion est également remplie par F. Donc G se prolonge en un foncteur
F:Up~H tel que p.F définisse n'(C). Alors F est une catégorie
dans (/{ ,p,pn"), que nous noterons 7( C, s ).

20 Soit F' une catégorie dans (H,u,u"). Alors p. F est une catégo-
rie dans (W,um,ujﬂ ), de sorte qu'il existe une catégorie C telle que
p.F=n(C).Deplus (C,s), on s = F(2) estune catégorie p-structurée
car

a=F(a), b=F(B), i =F(¢), k=F(x)
vérifient les conditions de la définition précédente. Donc: F =5(C,s).

30 Soit f=((C",s'),f,(C,s)) un foncteur p-structuré. Posons
F=7(Cys) e F'=7(C"s"),
Comme p(f) définit un foncteur de C vers C' et que p est fidele, on a
e f=fiiia, iNb . f=f.i.b et k'.f'=k.f,

ou f'=1f.v;,f vyl estle morphisme de s *s vers s+ s’ tel que p(f")

associe (p(f)(x),p(f)(y)) & (x,y)e Cx C. Ainsi la Proposition 5
assure qu'il existe un et un seul foncteur t: F - F' dans H vérifiant

t{2)={f.FEnassociant ¢ & [, on obtient le foncteur

n:F(p) > F(H,pu,p').

40 Le foncteur 7 est évidemment injectif. Montrons qu'il est surjec-
tif, de sorte que c'est un isomorphisme. En effet, soit ¢’: F » F' un fonc-
teur dans (H,p,p’). D'apres la partie 2, il existe des catégories p-struc=
turées (C,s) et (C’,s') telles que

F=n(C,s) et F'=q(C',s").
La transformation naturelle pt' est un foncteur dans M, de p'(C) vers
n'(C') ; autrement dit, p(t'(2)) définit un foncteur de ¢ vers C'. Par

suite, ((C',s’),t'( 2),(C,s)) est un foncteur p-structuré, ayant t’ pour

image par 7. V
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COROLL AIRE. La catégorie F(p) est équivalente ¢ F(H ).

A . Comme 7§ est un isomorphisme de F(p) sur la sous~catégorie
pleine F(H,p,pn') de F(H), il suffit de montrer que, si F est une ca-
tégorie dans H , il existe une catégorie p-structurée (C,s) et une équi
valence naturelle de F vers 5(C, s). Or la Proposition 5 montre qu'il
existe une catégorie C et une équivalence naturelle §: p. F - 5'((C) telle
que G(2) = (. Le foncteur p étant un foncteur d'’homomorphismes saturé,

il existe un et un seul inversible O(u ), de source F(u), tel que
p(é(u)) =0(u) pour u=1,2,3 oud4.

On détermine ainsi une équivalence ¢ de F vers un foncteur F': Up > H
telle que pf =0 . Comme F est une catégorie dans f{, le foncteur F' en
est aussi une; plus précisément, F’ est une catégorie dans (H,u,u’),

carp. F'=9'(C). Il s'ensuit F'=7(C,s). V

Ce corollaire montre que l'étude «catégorique» des catégories p-
structurées se rameéne a celle des catégories dans /1.
EXEMPLES. Soit PR le foncteur d'oubli fidele de la catégorie F des fonc-
teurs vers M qui associe & une catégorie l'ensemble de ses morphismes.
Une catégorie pp-structurée est appelée catégorie double, On appelle 2-
catégorie une catégorie double C = (C", C9) telle que toute unité de C*
soit aussi une unité de €9, Dans ce cas, l'ensemble des unités de Co dé-
finit une sous-catégorie de C' qu'on appelle catégorie des I-morphismes
de C, alors que €' est dite catégorie des 2-celulles de C.

Une catégorie pp-structurée, ol pp est le foncteur d'oubli de la caté-
gorie des applications continues vers M est appelée catégorie topologique.
Une catégorie différentiable est une catégorie ppy-structurée (ou ppy est le
foncteur d'oubli de la catégorie des applications différentiables entre va-
riétés © vers M ) vérifiant la condition supplémentaire que a et 3 soient
des submersions (pour qu'il existe un produit fibré ).

Les catégories topologiques généralisent la théorie des espaces fibrés
car les espaces fibrés principaux localement triviaux peuvent &treidenti-

N

fiés a certaines catégories topologiques.
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1l. STRUCTURES DE CATEGORIE SUR UN OBJET D'UNE CATEGORIE.

A. Rappels sur les transformations naturelles.
1o Si t est une transformation naturelle de F vers F', on F et F’
sont des foncteurs de C vers C', on écrira t: F> F': C=> (C’.

La catégorie longitudinale B¢ C', C) des transformations naturel-
les entre foncteurs de C vers C' est souvent notée C'C | et ses unités
seront identifiées aux foncteurs de € vers C’.

Si t': G->G': C'= C" est une autre transformation naturelle, on
définit la transformation naturelle t'. ¢, dite composée latérale de (t',t),

comme étant la transformation naturelle t": G. F» G'. F': (= C" ou
t"(e)=t"(F'(e)).G(t(e)) =C"(i(e)).t'(Fle))

pour toute unité e de C"@@C
F

ot
G'te t'Fe’ G
’

te '

G'F'f

tr .
te
t'F'e e

(les parenthéses ont été supprimées pour alléger 1'écriture ).

La catégorie  des foncteurs associée a l'univers U est la caté-
gorie des 1-morphismes de la 2-catégorie des transformations naturelles
(?R‘,Yﬁm) dont les deux lois sont respectivement la composition latérale
(définie ci-dessus) et la composition longitudinale (de sorte que N T est

. . . . . s
une catégorie somme des catégories C'C oy C et C' sont objets de F ).

20 Une catégorie H est dite cartésienne fermée si H est a produits

finis et si, pour toute unité s de H , le foncteur
-Xs:H~H:fb fxs
produit partiel par s admet un coadjoint.

[ . . S , .

F est une catégorie cartésienne fermée: Si € et K sont deux ob-
. (74 ) . PPN P : C
jets de J, la (- X C )-structure colibre associée 4 K est la catégorie K

des transformations -naturelles, 1'éjecteur correspondant étant le foncteur
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évaluation de K€ xK vers K qui associe & (¢,f),ou t: F> F': C= K ,
et fee'.C. e, le morphisme t(e’). F(f)=F'(f).t(e) de K, que nous
noterons £(f). Avec cette notation, et si t': G» G': K= H est aussi

une transformation naturelle, on vérifie que

(t'.t)(f)=t'(t(f)) pourtout fe C.

L'F'e! ! t’f' Ez' e’
: F'f
: ’ Geft 4
& i (t .t)f‘ tf GFf an t"f tf Apf f
G’F’f t'Ff - (t’.t)f
A e Gte t" te ¢

Par ailleurs, si t": F'» F": C = K est une transformation naturelle,

(t"Te)(f)=t"(f)t(e)=1t"(e').t(f) pourtout fee'.C.e.
La catégorie ! " des transformations naturelles est cartésienne fer-
mée: le foncteur produit sur  s'étend en un foncteur produit xg sur -
et K€ est aussi la (-xq € )-structure colibre associée a K.
30 Comme J est cartésienne fermée, si K, C et C' sont trois caté-
gories on a un isomorphisme canonique ¢: K ¢rxc, (K C)C':
- Soit G: C'XC > K un foncteur, Le foncteur g/ G ): C*~» K¢ asso-
cie & I'unité e’ de C' le foncteur partiel
G(e',-): C-K: fbG(e',f).
Si flee® . C'.e’, alors g(G)(f') est la transformation naturelle, notée
G(f',-),de G(e’,~) vers G(e",-), définie par
G(f'y-)(e)=G(f"', e) pour toute unité e de C.

Cette notation est justifiée par 1'égalité:

G(f'-)(f)=G(f',f) pourtour feC.

- Soit T:G-»G': C'XC = K une transformation naturelle, Alors la
transformation naturelle (T ): ¢(G )~ g(G'): C'= K€ associe a l'uni-

té e' de C' la transformation naturelle

q(T)(e'): Gle',-)> G'(e’,=): C>K
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définie par
q(T)(e')(e)=T(e',e) pour toute unité e de C.

On vérifie 1'égalité ( qui détermine entierement q( T) ):

g(T)f')f)=T(f',f) pourtout fe C et f'e C".

T(e"é) e
G'(fe) A Afr
G(f¢) (10
AN Trete) e
Gle "f)

Il existe aussi un isomorphisme canonique g': K C'™XC, (K ¢He
associant 3 T: C’'X(C = K la transformation naturelle ¢'(T): C=> K¢
telle que q'(T)f)f')=T(f,f) sifeC, f'e C'. D'ou l'isomorphisme
cancnique composé g = g'. ql: (K€ )C s (KC" )<,

EXEMPLE. Au foncteur évaluation V:K®X(C K est ainsi associé le
foncteur identique de K€ (car pour toute transformation naturelle t: C> K,
on a

Vie,-)(f)=V(e,f)=¢(f) pourtout fe C, d'ou V(t,-)=1t).
Pour toute unité e de C, le foncteur
Vi-,e): KC-K:t bife)
est appelé foncteur d'omission de K€ associé g e. Si q: KE'™XC, (KC)C'
est 'isomorphisme canonique, on obtient
V(~,e).q(T)=T(~,e) pourtout T:(C'XC=K.

40 Soit J et € deux catégories. Pour toute unité ¢ de C, on note e”
le foncteur de / vers C constant sur e. Si fe e'. C.e, alors [~ désigne

la transformation naturelle de e~ vers e'” telle que

f(j)={f pourtout jel/.

Une transformation naturelle t: e” » F: J = C, de source un fonc-
teur constant, sera appelée cone prmojectif dans C, de sommet e, de base
F, indexé par ] ; un tel cdne est dit cone limite (ou limite projective na-~
turalisée) si e est une limite projective de F et t{j) la projection cano-

nique de e vers [(jj pour toute unité j de J . On définit de méme un cdne
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inductif comme une transformation naturelle de but un foncteur constant,
Soit K une catégorie etp,: K¢ > K le foncteur d'omission asso-
cié & une unité e de C. Considérons un céne projectif T: F*» P s ] = KC.
Sip,.T:F(e)">p,.P est un céne limite, pour toute unité ¢ de C,
alors T est un céne limite dans K (dit «limite calculée terme & terme»).
Il en résulte que, si K est a J-limites projectives, K€ l'est aussi et les

foncteurs d'omission sont compatibles avec ces limites.

B. Plongement de Yoneda.

Nous désignons désormais par H une catégorie telle que s'.H.s
appartienne a 'univers U pour tout couple (s’,s) d'unités de / , et nous
notons Hom le foncteur homomorphisme de I/ X H* vers M. Ainsi

Hom(h',h): s H.s » sj.H.s : fl>h' f.h
sihes.H.s eth’e s H.s".

DEFINITION. Cn appelle plongement de Yoneda de H le foncteur Y’ de
H vers WH™ canoniquement associé au foncteur Hom: H XH *- .

Comme Hom yx(h,h')=Homy (h',k), pour tout couple (h',h)
de morphismes de H , le plongement dé Yoneda de la duale H* de H est
identique au foncteur de H* vers MY associé a Homy ; on le notera Y.

Avec les notations de la partie A, le foncteur Y' associe i l'unité
s de H le foncteur Hom(s,-): H*» W et, pour he s’ H.s, Y'(k) est

la transformation naturelle Hom (h,-): Hom(s,«)» Hom(s',-) telle que
Hom(h,-)(h') =Hom(h,h') pourtour h'cH.
PROPOSITION 1. Y’ est un foncteur injectif ayant pour image une sous-

- *
catégorie pleine H de MY ", il est compatible avee les limites projectives,

ainsi que le foncteur Hom(=, s): H >N pour toute unité s de H.
A . 1o L'injectivité provient du fait que
Y'(h)(s)(s)=Hom(k,s){s)=h pourtour hes'.H.s.

20 Si s et s’ sont deux unités de H et t:Hom(s,-)>» Hom(s',- )

une transformation naturelle, on a

h=t(s)(s)es' . H.s et t=Y'(t(s)(s)).
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En effet, le fait que ¢ soit une transformation naturelle signifie que, pour
tout fe s.H.s",ona
t(s") . Hom(s,f)=Hom(s',f).t(s),

d'on

s(s" ) f)=¢t(s" ). Hom(s,f)(s)=Hom(s", f).t(s)(s)=

=Hom(s',f)(h)="h.f=Hom(h,s")(f).
Donc t(s" )=Hom(h,s"), et t =Hom(h,-) appartient a la catégorie
[? image de Y'. Ainsi i] est une sous-catégorie pleine de W”*.

30 Notons Ps:me*» M le foncteur d'omission associé a l'unité s
de H . D'aprés la partie A-4, pour que Y’ soit compatible avec les limites
projectives, il suffit que p.. Y’ le soit pour tout s. Or (Exemple, A-3)
p..-Y' ' =Hom(-,s): H~ M . Ainsi tout revient 4 montrer que Hom(~,s)
est compatible avec les limites projectives. Pour cela soit ¢t: e™> F: [ = [

un cbne limite. Le foncteur
Hom(=,s). F: [ >W:j|» Hom(F(j),s)
admet pour limite projective canonique ['ensemble A des familles
t’ 3(‘;)u5] telles que t) e F{u).H.s et,sijeun’.]. u,
toe =Hom(F(j),s)(t,)=F(j).t.,
i.e. telles qu'il existe un cdne projectif ¢(t'): s"» F défini par
ce(t')(u) =1, pourtout uelfy.

On obtient ainsi une bijection ¢ de A sur l'ensemble A' des cdnes pro-
jectifs de sommet s et de base F. En associant a c(t') son crochet f
relativement 2 ¢ (c'est-3-dire 'unique [ tel que £(u ). f = +! pour tout u )
on construit une bijection de A’ sur e.H.s = Hom(-,s}(e). 1l s'ensuit

que ¢.H.s est aussi une limite projective de Hom(-,s). F, le céne li-

mite correspondant étant Hom(-,s ).t. V

DEFINITION. Un foncteur G de H* vers W est dit représentable s'il exis-
te une unité s de H telle que G soit équivalent & Hom(s,~) ; on appelle

alors s un représentant de G.

Si s est un représentant de G , alors G admet s' pour représentant
b
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ssi s et 5' sont isomorphes dans H .

*

Cn note R(H ) la sous-catégorie pleine de mH ayant pour objets

les foncteurs représentables. C'est la sous-catégorie saturée (i,e., fermée
- -

par isomorphismes) de mH engendrée par la sous-catégorie H image de

H par le plongement de Yoneda Y,

P ROPOSITION 2. Le foncteur y': H~ R(H ) restriction de Y' est une
équivalence. Si H est a [-limites projectives, R(H ) est une catégorie

stable par J-limites projectives dans mH*

A. 1o La restriction de Y a H étant un isomorphisme sur H, c'est
une équivalencevers la catégorie R(H) équivalente & H . Plus précisément
on construit une équivalence r: R(H )» H telle que r.y"= H comme suit:
Pour tout foncteur représentable G choisissons un représentant s de G
et une équivalence naturelle {;: G > Hom(sg,-) ; on prendra pour [ une
identité si G = Hom(s,-)e H, . Soit t: G-» G' une transformation na-
turelle entre foncteurs représentables ; comme lG,[I] LT l'G] appartient 2
H, il existe un unique ke sc..H.s; tel que t'=Hom(h,-). Alors r
est le foncteur R(H)->H:tb h etl: R(H)> y'.r est une équivalence.

20 Le foncteur insertion z de R(H ) vers WH* est équivalent au fonc-
teur Y'.r, puisque y'.r est équivalent 4 I'identité. Comme Y’ est compa-
tible avec les limites projectives ( Proposition 1) ainsi que 1'équivalence
r, le foncteur z l'est aussi.

30 Supposons que H soit 4 J-limites projectives. La catégorie équiva-
lente R(H) l'est également. Puisque l'insertion z préserve les limites
projectives et que R(H ) est fermée par isomorphismes, il s’ensuit que
R(H ) est stable par J-limites projectives, i.e. que G est représentable si

G est limite projective d'un foncteur P:J > A" a valeurs dans R(H). V

C. Structures de catégorie sur un objet d'une catégorie.
Nous désignerons par:
H une catégorie telle que s'.H.s appartienne 3 U pour tout couple
(s',s) d'unités de H, par F{H )} la catégorie des foncteurs dans I,

%
Y:H*> M7 et Y': H->M"" les plongements de Yoneda,
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l} et R(H) les sous-catégories pleines de mH* ayant respectivement
pour objets les foncteurs ¥Y'(s), o s¢ H, et les foncteurs représentables.
L (resp. L") la sous-catégorie pleine de F(W}Hﬂ< ayant pour objets
les foncteurs G tels que p,. G soit représentable (resp. soit objet de f} )
pour toute unité u deUp , ot p, : F(W )M désigne la restriction du fonc-

U

teur d'omission M F o M: T - T(u) associé a u.

PROPOSITION 3. [l existe une équivalence d de F(H) vers L, ayant
pour restriction un isomomphisme d': F(H )~ L', et associant au foncteur
t dans H latransformation naturelle d(t) telle que

dit })(h)=Hom(-,h).t et p,(d(t))=Y"(t(u))
pour tout h ¢ H et toute unité u de Up.
.= * U U * . . .
A . Soit g¢: (DRH JF Sl F)H I'isomorphisme canonique (A ).

— * *
1o Il existe un isomorphisme g': F(WH ) - F(m)H tel que le fonc-
teur N (g, H*). §' soit une restriction de ¢ (ou () est l'insertion).:
= H* . H¥ .. .

a) Un foncteur G: Up - M est une catégorie dans M ssi il existe
un foncteur ¢'(G): H*> F(M) restriction de ¢(G). En effet, pour toute
- = = *
unité s de H, ona q(G)(s)=p,.G, on ps:mH > H* estle foncteur
d'omis sion associé &4 s. Les limites projectives se calculant terme 3 terme

wHY = . H¥* . = .
dans M7, C est une catégorie dans M ssi p..G est une catégorie
dans M pour toute unité s, c'est-a-dire ssi g(G) prend ses valeurs dans
la sous-catégorie pleine F(M).

- - = *
b) Il s'ensuit que, si T: G- G’ est un foncteur dans M7 la trans-
formation naturelle (T ): q(G) - q( G') admet pour restriction une trans-
formation naturelle ¢'(T): q¢'(G )~ q'(G"). On définit ainsi un foncteur

- *
" F(mH*) - F(fm)H et ce foncteur est un isomorphisme,
q P

~, ¥ ”
%(LW,H*) +LH
(mYp y* 9 e Ue YL UF) HUF

20 Y’ étant compatible avec les limites projectives, d'aprés la Propo-

U * .
sition 5-1, le foncteur N( Y’, Up): H F oLt )UF admet pour restriction
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un foncteur Y": F(H )~ F(mH*) associant Y'.t a te F(H). Considé-
rons le foncteur: d = §'. Y":F(H)~ F(W)H*. Il est injectif, l'injectivité
de Y' entrafnant celle de Y” . Nous allons voir que d admet pour restric-
tion un isomorphisme d: F(H )~ L’.

a) Si t est un foncteur dans H, la transformation naturelle J(t) est

telle que, pour tout e H , on ait

d(e)(h)(x)=q'(Y'e)(h)(x)=Y'(t(x))(h) =
Hom(t(x),h)=Hom(-,h).t(x)
pour tout xe Up , c'est-a-dire d(t)(h)=Hom(-,h).t. Fn particulier
pu.g{t) = Y'(t(u)) pour toute unité u de UF.

b) Montrons que L’ est I'image de d . Pour cela, soit T un morphisme
del'et T'=g' (T ). Pour toute unité u de Up,onaT'(u)=p,.TeH,
de sorte que T' admet pour restriction une transformation naturelle 7" :

- *
UF > H. Comme T’ est un foncteur dans M/ , sa restriction 7" est un
foncteur dans la sous-catégorie pleine / . Par suite, en désignant par y
l'isomorphisme canonique de [/ sur H restriction de V', la transformation

naturelle y*I. T” est un foncteur dans H , vérifiant
diyl.r*)=q.Y' (vl T")=53"(T")=T.
bt C m
FOD) 1T fl* H
G H Up

11 s'ensuit que d admet pour restriction un isomorphisme d'; F(H )-> L',

3011 nous reste & voir que la restriction d: F(H )~ L de d est une é-
quivalence, ce qui revient & montrer que tout objet de L est équivalent a
un objet de L’. Nous désignons par r une équivalence de R(H ) vers f]
telle que r.y' soit l'identité (il en existe, cf. Proposition 2). 5"1(6)
admet pour restriction un foncteur 6”: Up > R(H) ; or, le foncteur y'.r

~

étant équivalent a l'identité de R(H ), le foncteur Y'.r.G" est équiva-

lent 2 6"1(0). Il s'ensuit que le foncteur ?1’((7"1(6)) = (G est équi-
valenta g'(Y'.r.G") = J(r G")eLy. V
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R(H)
Nous allons voir que, si / a «assez» de limites, un foncteur G de

H* vers F(M) est un objet de L dés que l'un des foncteurs p, -G est re-

présentable. La preuve utilise la Proposition 1-1.

PROPOSITION 4. L est identique (donc F(H ) est équivalent) a la sous-
catégorie pleine de F(fm)H’k ayant pour objets les foncteurs G tels que
p, .G soit représentable, oy ;

1o u=2{(resp. u =3, resp. u =4 ), si H est g produits fibrés finis;

» u=4, si H est gnoyaux.

A . Soit G: H*> F(M) un foncteur, Nous désignons par G' la catégo-
rie 3*71(G) dans MH ™ (voir Proposition 3). Gn a G'(u') =p,..G , pour
toute unité u’ de U, de sorte que G appartient & L ssi G'(u’) est re-
présentable pour tout u'.

lo Supposons H a noyaux et p, .G représentable, i.e. G'(4)¢ R(H).
C'apres la Proposition 1-1, G'(3) est la source d'un noyau de (G'(4), €3 )
ot ¢; est une transformation naturelle de G'(4) vers G'(4). Comme
R(H) est une sous-catégorie pleine stable par noyaux (Proposition 2), ¢
appartient 3 R(H ), de méme que G'(3) ; ainsi G'(3) est représentable,
D'une maniére analogue, G'(3) étant représentable et G'(2) étant la sour-
ce d'un noyau de (G'(3),¢c, ), o ¢, est une transformation naturelle de
G'(3) vers G'(3), on voit que G'(2) est représentable. Fnfin G'(1) est
représentable, car c'est la source d'un noyau d'un couple (G'(2),¢; ), ou

G'(2) est représentable.

2° Dans cette partie, nous supposons H a produits fibrés finis.
a) Supposons G'(2) représentable; G'(c.a) et G'(¢.B) appar-
tiennent alors a la sous-catégorie pleine R(H ). Comme G'(3) est un pro-

duit fibré du couple (G'(t.a), G'(t.B)) et que R(H ) est stable par pro-

duits fibrés finis (Proposition 2), G'(3) est représentable. On en déduit

733



A.& C. EHRESMANN 28

que G'(4) est représentable, comme étant le produit fibré de
(G'(VI),G’(VZ)), o G'(v;): G'(3)> G'(2) estdans R(H).

Enfin G'(1) est représentable, la Proposition 1-1 assurant que G'(])
est un produit fibré de (C'(ja), G'(]B ))you G'(j,):G'(2)> G'(3)ap-
partient a R(H ).

b) Supposons G'(3) représentable. G'(4) est un produit fibré du
couple (G'(v,),G'(v; )); comme v; est un inverse 4 gauche de Jg »
J¢ = G'(j, ) est un monomorphisme. Par suite G'(4) est aussi un pro-
duit fibré de

(g C'(v3)s ia- G'(vy)).
Puisque G'(3) est représentable, j, . G'(v,) et j . G'(v,) appartiennent
a la sous-catégorie pleine R(H ) et, R(H ) étant stable par produits fibrés
finis, G'(4) est représentable, D'aprés la Proposition 1-1, G'(2) estun
produit fibré de deux transformations naturelles de G'(3) vers G'(4) les-
quelles appartiennent donc & R( /). Par conséquent G’(2) est aussi re-
présentable, et nous sommes ramenés 3 la partie a.

c) Supposons G’(4) représentable. Considérons la transformation

naturelle j’ = {G'(3), G'(j,- 1/2)] , crochet relativement au produit fibré:
((G'(v,), C(T,) )y (C'(v,),G'(T,)))

Puisque H est a produits fibrés finis, R(H ) l'est aussi, de sorte qu'il

existe un produit fibré naturalisé D de (j,.G'(v,),j%.G'(v,;)), dans

R(H ). D'apres la Proposition 1-1, G'(3) est un produit fibré de deux trans-

formations naturelles de G'(4) vers D ; celles-ci appartenant 4 R(H ), il

s'ensuit que G'(3) est représentable, On est ainsi ramené & la partie b, V

COROLL AIRE. Si H est g produits fibrés finis, F(H) est équivalente g
la sous-catégorie pleine de FH - ayant pour objets les foncteurs G tels
que p - G soit représentable (en désignant par Pg le foncteur d'oubli fi-
déle de T vers M ).

A. Soit 5: F(M) > ¥ I'équivalence construite dans la Proposition 7-1,

telle que n(F)=(F(2),F(x)) siF est un objet de F(M) et
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n(0)=(qn(F'),0(2),9(F)) si 6:F-F"'.
Comme

pg.-n(0)=0(2) =p,(0) pour tout 6,

on a pg.n =p,. Il en résulte que, si G:H*> F(M) est un fonceeur,

p,.G estreprésentable ssi P G l'est. Autrement dit, 1'équivalence
*
bl (n,H . F ( 311 H

admet pour restriction une équivalence 7: L~ L vers la sous-catégorie
L ayant pour objets les foncteurs G tels que pj_ G soit representable
Conc L est équivalente 3 F(H ), le foncteur d= n.d: F(H)~ L étant

une équivalence (ou d est 1'équivalence de la Proposition 3).

D EFINITION (Grothendieck). Un foncteur G: H*- ¥ tel que Pe- G soit

représentable par s est appelé structure de catégorie sur l'objet s de H.

Le corollaire précédent signifie que, si [/ est a produits fibrés fi-
nis, les notions de catégorie dans H et de structure de catégorie sur un
objet de H sont équivalentes. Ceci n'est plus vrai si  n'est pas & pro-
duits fibrés finis, une structure de catégorie sur un objet de H pouvant

alors ne pas déterminer une catégorie dans H .

D. Existence de limites projectives.

Nous reprenons les notations de C et nous désignons par

PZ:F(H)%H: tht(u)

N

le foncteur d'omission associé a l'unité u de UF‘

PROPOSITION 5. Soit ®:J~> F(H) un foncteur. S pg. ® admet une li-
mite projective pour toute unité u de Up, alors ® admet une limite pro-
jective.

A. Remplacant U par un univers plus grand si nécessaire, nous pou-
vons supposer que J appartient & U. Alors F(M), équivalente a T, est
a [-limites projectives, ainsi que F(W)H Soit d: F(H)- L I'équiva-
lence construite dans la Proposition 3 et &: L~ F()T() H* l'insertion. Le

foncteur £.d.®: ] - F(W}”* admet une limite projective G . Montrons
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que p,.G est représentable pour tout u. Il s'ensuivra que G est aussi
une limite projective de d.® | et a fortiori que ® admet une limite projec-
tive F telle que d( F) soit équivalent 3 G . En effet, p, étant compatible
avec les limites projectives, %(pu ,H*) l'est aussi, et p, . G est une li-
mite projective du foncteur
®,=N(p,, H*).Ed. ] » MH”,
Cna ® =Y pg.(b , car, pour tout élément j de J,
O, (j)=p,-d(Q(j))=Y"(O(j)(u))=Y"(pl.0(j)).

admet Y'(s, )

pour limite projective, oit s, est une limite projective de pg .® . Il en ré-

Comme Y' est compatible avec les limites projectives, @,

sulte que p, . G est représentable par s, , car il est équivalent a Y'(s, ).

COROL L AIRE. Soit ® un foncteur de | vers F(H ).

1o Si H est g noyaux et si plz .® admet une limite projective, ® ad-
met une limite projective.

20 Si H est g produits fibrés finis et si pg.CI) (resp. si pg{ .®, resp.
p? D ) admet une limite projective, ® admet une limite projective.

A. La preuve est analogue & la précédente, car d'aprés la Proposition
4-C, il suffit de vérifier que p, .G est représentable lorsque u = 4 (resp.

u=2,30u4) V

11l. TRANSFORMATIONS NATURELLES STRUCTUREES DANS H .

Dans cette partie, H désigne une catégorie & produits fibrés finis,
F(H) la catégorie des foncteurs dans H . Nous allons montrer que F(H)
est la catégorie des l-morphismes d'une 2-catégorie représentable. Nous
désignons par M la catégorie des applications associée i un univers u
auquel appartient s'. /.s pour tout couple (s’,s) d'unités de H. Si F
est une catégorie dans H, nous reprenons les notations de la partie I, &

savoir a = F(a ), b=F(B), s =F(2),....

A. Catégorie des quatuors d'une catégorie dans H .

Soit 1 la catégorie
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o' 1
(1,0)<
o 0
servant a définir les produits fibrés de couples. Nous noterons V le fonc-

teur «produit fibré canonique » de ML vers M.

Si € est une catégorie dont l'ensemble des morphismes appartient
a U et si K est sa loi de composition, l'ensemble 0 (' des quatuors de
C s'identifie au produit fibré canonique k-V k- (en identifiant le quatuor
(x',y',y,x) au couple ((x',y),(y",x)) ), de sorte que k-Vk- est
I'ensemble sous-jacent 3 la catégorie latérale B € des quatuors de C ;
autrement dit, 0 C = V(W(C)), oa W(C) est le foncteur de I vers M
appliquant 0 et 0o’ sur x. .

Si f= (C',_[:, C) est un foncteur, soit W(f): W(C)=> W((C') la

transformation naturelle vérifiant
Wef)c1,0)=f, Wif)(0)=W(f)1)=f+f,

ot f*f est une restriction de f Xf . Le foncteur B f: B C~> E (' estdé-

fini par I'application O f = V(W(f)).

¢ > cc
Iz ot of
c Ke LrCl—=Jn¢

. N [ong 78 <C
Nous obtenons ainsi un foncteur W; J - e .Le foncteur 8 : ¥ » F

associant B f & [ vérifie: pPg-B=V. W.

Pour toute catégorie (, l'ensemble ( est une classe d'objets de
la catégorie longitudinale 1 C des quatuors de C, et (BC, D C) est
une catégorie double. En particulier, I'application source et l'application

but de € définissent des foncteurs

a2:8C-mC, pI:BC-WmC.

Fn associant &[CD (resp. BECD ) a C, on définit une transformation naturelle
a® (resp. BU) de B vers T : F- ¥.

%
. . . < H .
Nous noterons encore L la sous-catégorie pleine de ¥ qui a
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pour objets les structures de catégorie sur les objets de H , i.e. les fonc-
teurs G tels‘ que pg. G soit représentable, Soit c} I'équivalence ﬁ d de
F(H) vers L (Corollaire, Proposition 4-11):

- Si F est une catégorie dans H , alors (}(F): H*-> ¥ associe a I'uni-
té e de H la catégorie sur s.H.e dans laquelle la source de fes.H. e

esti.a.f, sonbutesti.b.f etle composé f'of est:

frof =«.lf",f] ssi a.f"=0b.f.

- 8i t: F> F'" est un foncteur dans H, la transformation naturelle
;l(t); (}(F)—> (}(F’) est telle que (‘J.f(t)(e): (s.H.e)°~>(s'.H.e)° soit
le foncteur

Hom(t(2),e): fl>t(2).f.
En particulier pq. d(t) = Hom(t(2), - ).

* %
PROPOSITION 1. Le foncteur R(5,H*): FH 5 F1° admet pour restric-

tion un foncteur By : L~ L.

A. 11 suffit de montrer que, si G est un objet de L, alors B.G est
un objet de L. Fn effet, choisissons une catégorie F dans // telle que
d(F) soit équivalent a G ; désignons par O s un produit fibré de (&, k),
ott kK = F(«). Nous allons montrer que Pe- B. G est aussi représentable
par O s, de sorte que B. G sera un objet de L. Fn effet,

pg.Eﬁ.d(F) = V.W.d(F).

Par construction, la loi de composition de d( F )(e) est de la forme

d(F)(e)=Hom(k,e).g, , ou g.:(f>f) b Uf1],
pour toute unité e de H . Il en résulte que le foncteur . &(F) est équi-
valent au foncteur D: H*- M1 appliquant :
- I'unité e sur le foncteur D(e): [+ N associant Hom(k,e) a o, o',
- hee'.H.e sur la transformation naturelle D(k): D(e)~ D(¢€)
telle que

D(h)(1,0)=Hom(s, k), D(k)(0)=D(h)(1)=Hom(F(3),h).

V.D est un produit fibré du couple
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(HOm(k,-),Hom(k,-)} = (Y'(k)’ Y'(k))

B3
dans MH™, Comme le plongement de Yoneda Y': H >MH” est compatible

avec les produits fibrés, Y'([1s) est aussi un produit fibré de ce couple,

i.e. est équivalent a V. D, et, a fortiori, a pg_-. B. (Q(F). Donc pg.E. G
est représentable par (0s. V
COROL L ATIRE. [l existe un foncteur By: F(H)» F(H) tel que l'on ait
BHYd=d.B, et que By F(2) soit un produit fibré de (F(x),F(x)),
pour toute catégorie F dans H.

A. Comme d est une equxvalence pour toute categorxe F dans H nous

pouvons choisir une catégorie F dans H telle que d(F} =H. d(F) et il

existe un et un seul foncteur

By: F(H)-> F(H) telque By (F)=F
On peut construire explicitement i’ de la maniere suivante:

Soit ((k,zl),(k,z2)) un produit fibré naturalisé dans H et Os la

source de z; . Posons

=v,.2;, b:vl‘227 a=v,.2,, b:vl.zz.

IsH

Puisque k. iy = k. /,» il existe un crochet i = [jb’ja] relativement au pro-
duit fibré ((k, z;), (k, z,)). Choisissons un produit fibré natura lisé
((@,9;),(b, 172 )). Nous utiliserons les égalités:

b.b=b.v,.z, =bk.z =b.k.z, =b.v,.z, =b.b,
a.é:a.vl. I:b.vz.zl'—‘b a,
a.b:a.v1.22:b.v2.z2=b a,

a.c_z:a.vz.z.Z:a.k.zQ:a.k.zl=a.v2.21=a.d.

Comme

a.b.v,=b.a.v :b.b.vzzb.b.v2,
il existe un crochet m, =[b.9,,b.%,] relativementa ((a,v;),(b,v,));
de méme il existe m, =[a. 51, a. 132] . Les égalités

.02201.21.02 et 02.22.‘0120.1)1:1)1.”1“

o

v2.mb -

assurent l'existence de crochets
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c,= [mb , zl.vz] et ¢ = [zz. b ma]
relativement & ((v,, w, Js (‘U] R w2)). Enfin, il existe un crochet
k= [k,. o kl‘ c,l
relativement a ((k, z1), (k ,22)) , Car, en posant toujours

ki=lvjwp, kow] et ky=[k w;, vy w,],

on obtient

k’kz'cb:k'kz;cb :k.[vl.wl,k.wZ].cb:k.[b.f)l,k.zl.
:k.[b.ﬁl, k.z2.z‘)2] =k .k, Qz,.0,,2,.0,] =
:k.kz.[zl.i)], z 5 172] :/t.[k.zl.ﬁz, v2.22.172]
=k.lk.z,. 0, 5.52] =k.kyoc,=k.k,c,.

>
On. vérifie que a, b, k, ... définissent une catégorie F dans H et que

d(F)=8.d(F).

Yy

Ds‘/ 3

Axy

w

fz, 1
REMARQUE. La construction explicite de F est inutile en pratique, car
il est plus simple de la déduire de la définition de 5. G. Il est toutefois

bon de noter qu'on peut aussi définir F sans recours & la structure de ca-

tégorie G associée 3 F.

DEFINITION. Avec les notations du corollaire précédent, on appelle F la

catégorie latérale des quatuors de F dans H.

En particulier, si F est un objet de F (M) et C la catégorie (usu-
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elle) associée B C s'identifie 4 la catégorie associée 3 la catégorie la=-

térale des quatuors de F dans J .

DEFINITION. On appelle catégorie double dans H un couple (F', F"} de
deux catégories dans H telles que:

lo F*(t.a ) et F"((.B) définissent des foncteurs 4 et B dans H,
de F' vers F'.

20 F"(x) définit un foncteur K: AVB > F' dans H.

PROPOSITION 2. [l existe une bijection de ['ensemble des catégories dans

F(H ) surl’ensemble des catégories doubles dans H .

A. 10 Soit D une catégorie dans F(H ). Alors D(2) est une catégo-

rie F' dans H ; le foncteur
p5H) D Up~H: x b D(x)(2)

est une catégorie F* dans H, les foncteurs d'omission étant compatibles
avec les produits fibrés. On vérifie aisément que (F', F") est une caté-
gorie double dans H ; notons-la ¢ (D ).

20 Soit (F', F") une catégorie double dans / ; on voit, 4 l'aide de la

Proposition 3-1, qu'il existe une catégorie D dans F(H ) telle que
D(2)=F', D(v.a)=4, D(c.B)=B et D(x)=K

(avec les notations de la définition). De plus ¢(D)=(F', F"). Ainsi

‘nous avons défini une bijection ¢ de F(F(H)), sur l'ensemble FZ(H)U

des catégories doubles dans H. V

PROPOSITION 3. [l existe une équivalence Ey :By > 0y telle que le
couple (B (F), 0y (F)) soit une catégorie double dans H, pour toute
catégorie F dans H.

A. Soit F une catégorie dans H et ((k,z,),(k,z,)) le produit fibré
naturalisé servant a définir F =By, (F ).

1o Comme k.z, =k.zy, il existe un crochet [22’21] relativement &
ce produit fibré, et ce crochet est son propre inverse. Par suite il existe un

foncteur My (F) dans H et une équivalence E (F): F> Ty (F) tels que
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E,(F)(1)=F(2), By(F)(2)=F(2),
Ey(F)(3)=lz,z2,1, E (F)(4)=F(4).

Nous noterons My : F(H )~ F(H )} 1'unique foncteur tel que I'application:
F > E,( F) définisse une équivalence Ly : 5, ~» 0 ,.
20 Posons F = My, (F) et montrons que (i'_', F ) est une catégorie dou-
ble dans H . Si G = (}(F), on voit que
AF)=B.C e d(F)=1.GC.
I s'ensuit qu'il existe un foncteur A: F > F dans H tel que d(A) soit

la transformation naturelle 4 ®. G: B. G > @. G ; ce foncteur est défini par

f.a.[z,,z,)=0vy.2,=F(i.a)
(avec les notations du Corollaire, Proposition 1). De méme, le morphisme
L‘.b.[zz,zl] = L‘.vl.zl =F(..B)
définit un foncteur dans H:
B:F->F telque d(B)=B".G.
Eofin soit &P la transformation naturelle de dPVBT vers BH telle que le
foncteur K C): (M C+mWC)®-> BC soit défini par la loi de composi-

tion de [0 C, pour toute catégorie C . Il existe un foncteur dans H:
K: AVB- F telque d(K)=rT.G,

et K est défini par le morphisme [zz,zz]‘i’(x)z F(x). V

B. Transformations naturelles structurées.

DEFINITION. On appelle transformation naturelle dans H un triplet 0 =
(t',0,t) vérifiant les conditions suivantes :

1o t: F'> F et t’: F'> F sont des foncteurs dans H .

20 GeF(2).H.F'(1) et a.8.b"'=b.t(2), b.H.a’=a.t'(2),

k.[e.b', ¢(2)1=k.0t'(2),0.a']
(ou les crochets sont relatifs au produit fibré ((a,v, ), (b, 1)2)) ).

Nous dirons plus précisément que §: ¢~ t’: F'= F est une trans-

formation naturelle dans H . Si F et F' sont des catégories dans H , nous
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notons N(F,F') I'ensemble des transformations naturelles 0: F'>F

dans H.

Considérons la catégorie latérale J1' des transformations naturelles
associée 3 I'univers U, et la sous-catégorie QB de la catégorie latérale
des quatuors de JU' formée des quatuors (®,r ', 7 ,D’), o @ et O’ sont
des foncteurs. Soit 7 et 7' les foncteurs de QF vers ¥ associant res-
pectivement ® et ®' a (®,r',7,®"). Fnfin, ¢, désigne l'ensemble des

foncteurs ®: H*> 0% tels que 7.0 et r'.® appartiennent 4 la sous-
g E 3
catégorie pleine L de ¥ (considérée dans la Partie A).
PROPOSITION 4. ]l existe une application D de l'ensemble N(H) des trans-
fomations nawrelles dans H sur Qy ; si F et F' sont des catégores
dans H, alors D admet pour restriction une bijection D . de N(F,F')
sur l'ensemble Q(F,F’) des foncteurs
Oc Oy tels que 7.0=d(F) et n'.@=d(F').
A. Soit F et F' des catégories dans H , et soit
G=d(F) et G'=d(F').

1o Soit é =(t',0,t): F'> F une transformation naturelle. On a les
transformations naturelles T = d(t) et T'=d(t') de G’ vers G.

a) Soit ¢ une unité de H . L es foncteurs T(e) et T'(e ) sont défi-
nis par les applications Hom(t(2),e) et Hom(t’(2}, e) ; nous identifions
l'ensemble des unités de G'(e) =n(Hom(-,e). F') a Hom(s},e}. Les
conditions indiquées sur @ signifient que Hom( 6, e} définit une transfor-

mation naturelle O(e) de T(e) vers T'(e) ; en effet, si
feG'(e)(2)=s""H.e,

on obtient dans la catégorie G(e) :
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Hom(6,e)(b'.f)oT(e)(f) = k.[6.b".f, ¢(2).f] =
=k (0.0 e(2)).f=k.[t'(2),0.a'].f=
=T'(e)(f)o Hom(B,e)(a’.f).
b) Soit he¢ e.H.e'; alors on a

Oh)=(G(h),0(e'),B(e),G'(h))e Oy,

car
Oe’).C'(h)(fo)=0(e’)(fo-h)=0.fo.h=C(h).O(e)(fo)

pour toute unité f, ¢ F'(1).H.e de G'(e). Nous avons donc obtenu un

foncteur ® de H* vers (J; , puisque G et G' appartiennent a4 L. Posons

®=D(0).

20 Soit ®: H*> QF un élément de (Jy vérifiant:
7 ®=d(F)=C, »'.0=d(F')=G".
Pour toute unité e de H, posons Oe) =(T'(e),r(e),T(e)) Enasso-

ciant T(e) (resp. T'(e)) a e, nous définissons une transformation na-

turelle T (resp. T') de G’ vers G dans i . Il existe un unique foncteur
t: F'> F dans H tel que z;(t)= T
et un unique
¢': F'> F tel que :i(t') =T,
Fn associant & e l'application ’
r(e):G'(e)y =Hom(s;,e) > pg.G(e)=Hom(s,e),
nous définissons une transformation naturelle
r:Hom(s},-)~» Hom(s,-).
Puisque R(H ) est une sous-catégorie pleine de ?HH*, il existe un et un
seul ¢ s.H.sh tel que 1 = Hom(0,-) (a savoir § =7 (s,)(s’)). Le

fait que ®(e) soit une transformation naturelle, pour toute unité e de H,

implique que (t’,0,t) est une transformation naturelle dans H. C'est l'uni-
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que transformation naturelle @ dans H vérifiant D(6)=0. V
On définit sur Q une 2-catégorie ( 9, Q" ) comme suit :
(®,7%,7,0)0(®,r "7, ) = (D,7'M7 "7 Tr, )
ssi® =@, ®'=D' ecsi 7'Mr " et 7 Mr sont définis ;
(0,7,7,00.(D,7",7,8") = (D,7".7",F.r, 0
ssi E)'sz.
Il en résulte une 2-catégorie (@}, Q) sur Oy :
O'NO=0", on O"A)=0"(h)UB(L)
-ssi ce composé est défini pour tout £ dans #,
®.0-0", oy O"(h)=0"(h).O(h)

ssi ce composé est défini pour tout b dans H.

PROPOSITION 5. L'ensemble N(H ) des transformations naturelles dans

fl est muni d'une structure de 2-catégorie pour les lois :
(t",0%,6,)0(t",0,t)=(t", k.[0",0),¢)

ssi t'=ty: F'=>F,

(4,60 b0 ) (0, 8)=(th .t k" [0,.t"(1),t,(2).0],¢,.¢)
ssit t':F'> F et t,: F>F".

A. 1o Soit F et F' des catégories dans . L'ensemble Q(F, F') dé-
finit une sous-catégorie de QE,] : soit N(F,F')? la catégorie image de
Q(F,F')® par la bijection inverse de la bijection DF,F' ( Proposition 4).
On vérifie facilement que la catégorie somme des catégories N(F, F')T
s'identifie 3 N(H)T .

20 Soit é =(t',0,t) et é,, =(t; ,00,t, ) destransformations naturel-
les dans H . Si B = D(é) et B, = D(éo ), on montre que 0,.8 est dé-
fini dans @y ssi é,, .0 est défini dans N(H )' et dans ce cas, é,, .0 est
1'unique transformation naturelle dans H telle que

D(6,.6)=8,.0.
Comme (QH , QEIJ) est une 2-catégorie, on en déduit que (N(H )’ L,N(H)T)
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est une 2-catégorie ayant pour sommets les catégories dans / , et dont les

1-morphismes s'identifient aux foncteurs dans f.

t'(1) ‘ t2)

L"

C. Représentabilité de la 2-catégorie des catégories dans /.
Si (C",Co) est une 2-catégorie, la catégorie de ses l-morphismes

est la sous-catégorie de € formée des unités de Co .

DEFINITION (Gray). Une 2-catégorie (C°, C9) est dite représentable si
le foncteur insertion de la catégorie des I-morphismes vers C' admet un
coadjoint. Une structure colibre associée 3 un sommet e est appelée une

représentation de e.

PROPOSITION 6. La 2-catégorie des transformations naturelles dans H
est représentable, une représentation de la catégorie F dans H étant la

catégorie latérale des quatuors de F dans H.

A. la catégorie des I-morphismes s'identifie 3 F(H ). Soit F une ca-
tégorie dans H et F la catégorie latérale de ses quatuors. Nous reprenons
les notations de la Proposition 1,

10 1l résulte de la Proposition 3 que

a=v..2, et b=

2% 1t ?

1
définissent des foncteurs A et B dans H, de F vers F . Montrons que
(B,s,4), on s =F(2), est une transformation naturelle dans H, que

nous noterons J(F ). En effet,

»
o
!
Q)
~

—a.vl.zzzb.vz.zz-fb.

a
é.s.a:b.vz.zl =a.v;.2; = a.
b

o~

a
=k.dv,.z2,, v2.z1] =k.[b, s.a].
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20 Soit F' une catégorie dans H et 9 = (t',0,t): F'= F une trans-
formation naturelle dans H . Nous lui associons le foncteur @ = D(é)
Pour toute unité e de H | la transformation naturelle

Ble): d(F')(e)=> d(F)(e)
définit 1'unique foncteur }(e) : ;(F')(e) - (}(ﬁ)(e) tel que
d(A)(e).T(e)=d(t)(e), d(B)(e).T(e)=d(t')(e),
T(e)(f)=6.f pourtout fe F'(1).H.e
autrement dit, 5'(6) est 'unique foncteur tel que

D(I(F))(e).T(e)=0O(e),

car
D(I(F))(e)=(d(B)(e), Hom(s,e), d(A)(e)).
On définit ainsi une transformation naturelle T: d(F')=> d(F). A celle-
ci est associé un unique foncteur T: F'- ;7 dans H tel que Q(T) = 5’
Puisque
D(I(F).T)=D((F)).D(T)=D(I(F)).d(T)=D(I(F)).T = D(8),
le foncteur T' dans H est 'unique foncteur dans H vérifiant J(F). T =0 .

Ceci montre que J( F ) définit F comme représentation de F.

F

A

F - F' v
COROLLAIRE. Si F et F' sont des catégories dans H, il existe une bi-
jection de N(F, F') surl'ensemble des foncteurs dans H de F' vers By F .

A. Ceci résulte de la proposition. D'une maniére explicite, & une
transformation naturelle @ =(t',60,t) entre F' et F dans H, on associe

le foncteur de F’ vers By (F) dans H défini par le crochet
[lerr2),icat), Li b, e02)1]

relativement au produit fibré ((k,z;), (k,z,)). \Y
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IV, SOUS-CATEGORIES STRUCTUREES. FAISCEAU ASSOCIE.
Dans cette partie, I désigne une catégorie i produits fibrés finis,

A. Sous-catégories d'une catégorie dans 4.,

Nous reprenons les notations de I.B et nous désignons par p un

foncteur de H vers la catégorie I des applications compatible avec les
produits fibrés finis. Si A est un morphisme de H , on notera par A l'ap-
plication p(h ).
PROPOSITION 1. Soit F une catégorie dans H et C la catégorie n(p.F)
déterminée par l'objet p. F de F(M). Soit f:s'> F(2) un p-monomor
phisme tel que f(s') définisse une sous-catégorie de C. Il existe une ca-
tégorie F' dans H définie ¢ une équivalence prés, telle que f définisse
un foncteur dans H de F' vers F.

A. Nous reprenons pour F les notations de la Section I. Comme | est
un p-monomorphisme, _f est une injection et il existe une et une seule caté-
gorie C' telle que (C,f,C') soit un foncteur. L'équivalence 75’ de ¥
vers F(M) (Proposition 7-1) associe au foncteur (C, f, C') une transfor-

mation naturelle 7 : ®'> ® telle que 7(2)=f et il existe une equivalence

y:®>p. F telleque y(2)=C.
Il s'ensuit que f définit aussi 1'élément 7' =y M7 : ®'>p. F de F(M).
1o Puisque
plica.f)=p.F(i-a).r'(2)=7"(2).®'(t.a)=f.®'(.a)

et que f est un p-monomorphisme, il existe un et un seul a' tel que

i.a.f=f.a" et p(a')=0'(c.a).
De méme, il existe un et un seul b tel que

i b.f=f.b" et p(b')=0"(.0).
Soit ((a’, vy) (b, v"z)) un produit fibré naturalisé dans H . Il existe un
crochet f'=[f. v}, f. vé] relatif au produit fibré ((i.a,v,),(i.b,v,)),

car
iva.f. o) =f. a’.vy = f.E'.v'Z: i.b.f.v).
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Y Y
- k'
ki
v! v’
a’ 1 =1
@'(VZ) g
fy Vf' _f‘ q)'(VIV) v[
- 7'(3)
> &
k
v1 fyl

Le foncteur p étant compatible avec les produits fibrés finis, il existe un
et un seul g tel que
(v, ).g=v} et D'(v,).g=v);
les égalités
v.r'(3).8 =f.®'(v,).8 =f.v/ =v,.f" o i=1,2,
entrafnant f' =7'(3). g, il en résulte
kfr=kr'(3).8 =f.P(x).g,

et, [ étant un p-monomorphisme, il existe un et un seul %’ tel que

k.fr=fk' ec p(k')=®'(c). g.
Ceci prouve qu'il existe un foncteur G': U"» H défini par
G'(c.a) =a', G(.B) =B, G'(v;)=v, G'(x)=k";
en posant
i(2) = f ec t'(3) = f",
on définit une transformation naturelle ¢’ de G' vers le foncteur restric-
tionde F a U".

20 D'apres les Propositions 1-1, 3-1, G' s'étend en un et un seul fonc-
teur F’ de U vers H tel que ((vé,ﬁ'(vl)), (vi, F'(vz))) soit un pro-
duit fibré naturalisé donné. De méme (en raisonnant dans B H ), on voit
que t' s'étend en une unique transformation naturelle t de F' vers F, ou

F est le foncteur de U vers H déduit de F (voir I). Si nous montrons que
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E.F'(j,)=s"=k" F'(jB) et K. F'(k;)=k".F'(x,);
on déduira de la Proposition 3-1 que ¢ admet pour restriction un foncteur
dans H , noté t: F'» F .Or, I étant une transformation naturelle on obtient
[ R F'(jo)=t(2). F'(kejo)=F(k-j,)-2(2)=2)=f,
f-k'.F'(jg)={(.F'(x.jg)=F(x.jg)-f={,
f.k'.F'(KI)ZZ.(2)-F'(K-K1):F(K-KI).Z(4)-_—F(K-KZ).E(4):
= E(Z).F'(K.KZ) = f.k'.F'(Kz),

ce qui donne les égalités voulues, f étant un monomorphisme. V

Soit p_.[}— le foncteur de la catégorie F(H) des foncteurs dans H |

vers M associant p(¢(2)) a t.
PROPOSITION 2. Soit t: F'> F un foncteur dans H. Si t(2) est un p-

monomormphisme, t estun ﬁ,}- -monomorphisme.

A. Soit t{2) unp-monomorphisme ; posons £(2) = f et supposons que
t': F*"> F soit un foncteur dans H et b une application vérifiant
Pol(t)) = Fg(t).b =L.h.
Comme f'=f.h, ou f'=1'(2), et comme f est un p-monomorphisme, il
existe un et un seul £ tel que f.h =f" et p(h) =k . Nous allons montrer
que h définit un foncteur de F" vers F', c'est-3-dire vérifie les condi-
tions de la Proposition 4-1; il s'ensuivra que ¢ est un pcf-monomorphisme.
Or, prenant des notations analogues pour F', F' et F", nous obtenons les
égalités :
foita' h=i.a.fh=i.a.f'=f"i".a"=f.h.i".a”,
qui entrainent
i'a'.h=h.i".a"; deméme {'.b".h=h.i".b".
Désignons par h' le crochet [h.v", h.v"] relativement au produit fibré
((a',v}), (b',v5)) ;ona t(3).h"=¢'(3), car
vi.t(3). ' = f.v;..h' =f.h.v!= f’.u’]’. = vj.t'(é’),
pour j = I, 2.1l s'ensuit

[kt R =k.t(3). R =k.t'(3)= [ k" =f.h.k",
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dou k'.h"=h.k" . Donc h définit un foncteur de F" vers F'. V

DEFINITION. Un foncteur t: F'> F dans H tel que {(2) soit unp-mono-
morphisme est appelé Fg-monomorphisme strict, et F' est dite sous-caté-
gorie p-stricte de F dans H . En particulier, avec les notations de la pro-
position précédente, F' est dite sous-catégorie de F dans H définie par

f=¢02).

B. Sous-catégories engendrées dans [/ .

Dans la suite, i désigne la catégorie des applications associée a
un univers | contenant U et (TJ est I'ensemble des éléments de Tl équipo-
tents a un élément de U. On note P un foncteur d'une categone H vers
M a produits fibrés finis et on pose P(h)=h si he¢ H Enfin, X est un

ensemble donné de P-monomorphismes.

Si § est une unité de H et g une application de 4 ¢ {l dans §.on
dit que j estun (P, X)—sous-morphzsme de § engendré par g si:
10 je§. Xetge]m
2° on a jej'. H lorsque j'¢ S. X et gej'. i
Remarquons que j est un (P,X)-sous-morphisme de § engendré
par g ssi j est un (P, X)-sous-morphisme de 5 engendré par l'inclusion

de g(A) dans 3.

Nous désignerons par < N> la sous-catégorie du groupoide des cou-
ples (NxN)c formée des couples d'entiers (n',n) tels que 0<n<n’,
qui est associée 3 l'ordre sur N. Si n est un entier, <n> désigne la sous-

catégorie pleine de <N> ayant pour objets les m tels que 0 < m < n.

DEFINITION. On dit que P est dénombrablement (W, X )-engendrant si les
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conditions suivantes sont vérifiées:

1o P est (M, X )-engendrant, i.e. pour toute unité § de H et toute
application g de A dans §, on A appartient 2 U, il existe un (P,/%)-
sous-morphisme de § engendré par g.

20 Soit @ :<N>-> H un foncteur et ¢t une transformation naturelle de
® vers un foncteur constant telle que t(n)e¢ X pour tout entier n . Alors,
il existe une limite inductive naturalisée t' de P telle que pt’ soit une
limite inductive naturalisée et que I'on ait lim,, te 3( , ol liml,t est l'uni-

que kb vérifiant t(n) =h.t'( n) pour tout entier n.

D'aprés la remarque ci-dessus, la condition 1 équivaut a:

N

1'c Pour toute unité § de H et toute partie A’ de § appartenant a

U, il existe un (P, X )-sous-morphisme de § engendré par l'insertion de

A' dans §.

Si P est saturé (i.e. si, lorsque § est une unité de H et f: 5> B
une bijection, il existe un inversible f de H de source § appliqué sur
f par P), et si X est I'ensemble des P-monomorphismes dont la source
est appliquée par P sur un élément de ‘Tl, la condition 2 équivaut a:

20 Si (s, )neN est une suite de P-sous-structures d'une unité § de

H telle que s, C s, ;¢ U pour tout entier n, alors il existe une P-sous-

-+

structure s de § telle que s = U s .
neN

Considérons la catégorie F(H ) des foncteurs dans H et le fonc-
teur Z—’:’f de F(H) vers M associant P(t(2)) aufoncteur ¢t dans H.

Soit Xp l'ensemble des foncteurs ¢ dans H tels que t(2) appartienne a

X . D'aprés la Proposition 2, X est formé de Fg-monomorphismes.

PROPOSITION 3. On suppose que § appartient 6 U, pour toute source §
d'un élément de X. Si P est dénombrablement (M, ‘)‘()-engendrant et g pro-
duits fibrés finis, 133: est (N, XF)-engendran't.

A. Soit F une catégorie dans H ; nous reprenons pour F les nota-
tions de I. Soit A une partie de s, ou s = F(2), telle que 4 apparti‘enne

a cl—l Il suffit de montrer que l'insertion j: A » s engendre un (P_ 5> XF)-

sous-morphisme de F.
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Ie Soit C la catégorie déterminée par P. F . Nous allons construire
un «plus petit» élément { de 3( tel que 1'application _f définisse un fonc-
teur vers C ; d'aprés la Proposition 1, il s'ensuivra que f définit un fonc-
teur dans H vers F.

a) Soit A; la sous-catégorie de C engendrée par A ; nous notons
j; V'insertion de 4; dans C;=5s eti; l'insertion de 4 dans 4, de sorte
que l'on a j=j,.i,. Comme A appartient & ‘TJ, I'ensemble A4, y appar-
tient aussi. Fn effet, le sous-graphe du graphe sous-jacent 3 { engendré
par A est défini par U'=a(A)UuB(A)UA, qui appartient a l'univers ‘l—J; la

classe L") des chemins propres de [' est une partie de UNF" , réu-
ne

nion qui appartient a U, car N et les I'" y appartiennent. Par suite,
L(T) appartient 2 U, de méme que son image A; par l'application qui

~

associe 3 un chemin son composé dans C.

b) Puisque A; appartient & TJ, il existe un( P, %)-sous-morphisme
f; de s engendré par j, ; soit s; sa source; en particulier il existe une
et une seule application g; de 4; dans s; telle que j; = f;.g;. Soit n
un entier et supposons construits un foncteur ® :<n+I1>- H ', une trans-

formation naturelle ¢,, de ®, vers le foncteur s~ constant sur s telle que
f,=t,(m):s, > s appartient 2 X pour tout m<n,

et une suite croissante (4, ) de sous-catégories de C vérifiant:

mn

(1n) (1) =s,, ta(1)=f1,

(20) juo = fn-8n»> Ot jn: Ay > s estlinsertion, si m<n.
Comme [, appartient a X ,ona

s, el et fn(fn)e U,

de sorte que la sous-catégorie A,,; de C engendrée par f (s,) vérifie
An+1 € U soit i nt1’ Sp An+1 I'application restriction de f,. Le fonc-
teur P étant (N0, X) -engendrant, il existe un (P, X) sous-morphisme f,_ . ;
de s engendré par l'insertion j, ,;: An+1 »> s ; notons s, ,; la source

de f,,; et considérons l'unique application

Bnyrs A

Puisque f,,; estun P-monomorphisme de but s et que

ni1” Snygp telleque joog =foig 80y
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_fn N R :f"+1-gn+1.in+1 ’
il existe un et un seul %, tel que

fn+1.hn =f, et h Sl PR S
1l en résulte que l'on définit un foncteur (I)n+1 :<n+2> - H et une trans-
formation naturelle £, ;- o, +178 " étendant ¢, et vérifiant les conditions

(1n+1)et(2n+1) en posant:

Q, . (ntl,n)=h, et tn+1(n+1)=fn+le)-(.

¢) Par récurrence, on définit donc des suites croissantes de fonc-

teurs (Cbn)neN et de transformations naturelles (¢, )neN vérifiant les

conditions (1n) et (2n). Soit ® le foncteur de <N> vers i{ ayant les

®_ pour restrictions et ¢ la transformation naturelle telle que
t(n)=1t,(n) pour tout entier n.

Le foncteur P étant (M, X )-engendrant, il existe une limite inductive na-
turalisée t':® - s’" telle que pt’' soit une limite inductive naturalisée

dans W et que f=1lim .t appartienne a X.

d) L'ensemble C'= u__ A, définit une sous-catégorie de (', puis-
ne

que c'est la réunion d'une suite croissante de sous-catégories de C . Mon-

trons que C’ = f(s’). L'égalité

jn :_fn'gn :_._f't'(n)-gn

entraine A, Cf(s'), pour tout entier n, d'on C'Cf(s'). Inversement,

soit x' un élément de s' ; par construction des limites inductives dans M,

il existe un entier n et un x dans s, tel que x’ =t'(n)(x); il s'ensuit
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f(x')=1,(x)e 4,,; C C".
Autotal, C'=f(s").

e) f étant un P-monomorphisme et f(s') définissant la sous-caté-
gorie €' de C, I'injection f définit un foncteur vers C. Par suite, la Pro-
position 1 assure l'existence d'une catégorie F’ dans H et d'un foncteur
r:F'> F dans H vérifiant 1 (2) = fe 3(

2° Montrons que r est un (F?’)ZF )-sous-morphisme de F engendré
par l'insertion j de A dans s .

a) Par construction, 7 est un élément de XF de but F . De plus,

P=ip-ig=f- 80 =f(1) g i e fN.

b) Soit 7': F"> F un élément de X tel que je¢ F?(T ')?ﬁ . Posons
[r=r'(2) ec F"(2)=s".0na f'¢ X.s" et {'(s") définit une sous-ca-
tégorie (" de C contenant 4 = j(A), et a fortiori 4; , c'est-a-dire j,

appartient A ['.m . Puisque f; est le(P, X )-sous-morphisme de s engen-
dré par j1 , 1l existe un unique
t"(1)es" H.s; telque f'.t"(1)=f,.
Supposons construite une transformation naturelle t; : (Dn > s"" telle que
4 =" LA = i
tn(I) t7( 1) et f.tn(m) fm si m<n.
Alors f (s ) est contenu dans f'(s”}, de sorte que la sous-catégorie
“n'—n -
A i de C engendrée par fn(sn) est contenue dans C", c'est-a-dire:
n - sn - -
. ! rd - - i
]n+1€—f .. Ecant donné que fn+1 est l‘e ( P, X )-sous-morphisme de s

et que f' appartient a3 X, il existe un et un seul &'

engendré par j ntl

n+1
tel que f’.h;+1 =f, .- Les égalités

f'.h'rl+1.®(n+],n) :fn+1.fl>(n+],n) =f, =f".t"(n)
entrainent h'n+1. ®(ntl,n)= t’(n), car f' est un monomorphisme, On

®

4 4 M " " - n
é : - a
définit donc une transformation naturelle 1 @S étendant ty
ant t " n+ =h' .. Par récurrence, on en déduit une transfor-
€n posant I/ 1( 1) a1 (S s

mation naturelle t” de ® vers s" telle que f'.t*(n) =f pour tout en-

tier n . Il existe un et un seul A’ = lim . t” tel que

R*'.t'(n) =1t"(n) pour tout entier n.

755



A.& C. EHRESMANN 50

On af'.h'=f, car
froRttt(n)=f"t"(n)=f =f.t'"(n)
pour tout entier n. Comme t' est un F?-monomorphisme (Proposition 2),

il existe un unique foncteur r*: F'> F* dans H vérifiant
r'(2)="h' et r'Mr"=r.

Ainsi 7 estun (ﬁjl, X )-sous-morphisme de F engendré par j. \Y

C. Applications,

Nous supposons ici que P est un foncteur de [} vers 4 produits
fibrés finis et p: H > M sa restriction a la sous-catégorie pleine H définie
par P (W) . Fnfin X est un ensemble de P-monomorphismes dont les sour-
ces appartiennent 2 H . De plus les conditions suivantes sont remplies:

1e H appartient 3 l'univers U et P est a J-produits si J ¢ 1.
20 Tout couple (A', h*") d'éléments de H de méme source et méme but

admet un noyau n dans p tel que X.nC X.

30 P est dénombrablement (m, X )-engendrant.

PROPOSITION 4 (Théoréme du faisceau associé). Sous les hypothéses
précédentes :

Io Le foncteur insertion de F(H ) vers la catégorie HUF de tous les
foncteurs de Up vers H admet un adjoint; .

2 F(H) est g K-limites inductives pour toute catégorie K, og Ke ‘fl;

30 Le foncteur p_g: de F(H) vers M admet un adjoint.

- aU N
A. 1o Le foncteur insertion [: F(H)-H F est a U-produits (Sec-
tion II) et A noyaux, car P est a limites finies et‘U-produits. L e foncteur
U -
HESM:¢bPre(2))
admet PSZ pour resmctxon a F(H) Comme H appartient 2 U par hypo-
thése, l'ensemble H des transformations naturelles de la catégorie finie
Up vers H appartient aussi a U. Enfin 133: est (N, X )-engendrant, vu
la Proposition 3. Ainsi les conditions du critére d'existence de structures

libres sont vérifiées, de sorte que I admet un adjoint /.

20 Le foncteur ;73: est la restriction de Pg a des sous-catégories
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pleines, Or 15_6} est (fm,XF)-engendrant et 3 K-limites projectives, pour
toute catégorie K telle que K appartienne 3 M. 11 résulee du théoreme
d'existence d'adjoints que P_‘f admet un adjoint et que F(H ) est a K-li-
mites inductives. Un foncteur G: K~ F(H) admet pour limite inductive
I(F) siF estune limite inductive de /. G (il en existe, la catégorie HUF
ayant des limites inductives qui se calculent «terme 3 terme» & partir des
limites inductives dans H, car H est 3 K-limites inductives en vertu du
théoreme général d'existence de limites inductives dont les hypotheses

sont remplies par ;1 , P,

REMARGCUE. 1° Bien d'autres théoréemes d'existence d'adjoints peuvent
se déduire de méme de la Proposition 3. Ainsi F(H )C_, HA* a un adjoint.

20 Souvent p et P seront de la forme el;IQHomH(-, e), od {} estun
ensemble d'unités de H. Si P est fidele, X pourra étre l'ensemble des

noyaux dans H dont la source appartient 3 H.

EXEMPLES. La catégorie F(F) dse foncteurs doubles est a K-limites
inductives, pour toute «petite» catégorie K . Son foncteur d'oubli vers bt
admet un adjoint et la catégorie des objets simpliciaux dans F est a
F (F)-projections. Il en est de méme pour la catégorie F(J) des catégo-

ries topologiques et la catégorie des catégories sous-préinductives.
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CAHIERS DE TOPOLOGIE v

ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE
/ 94/

TRENDS TOWARD UNITY IN MATHEMATICS

by Charles EHRESMANN(™)

Though mathematical results are commonly considered as being
immutable truths, Mathematics is not a rigid body of theorems, or perhaps
a somewhat expanding collection of theorems, giving rise to more or less
complicated exercises as well as to numerous applications in other scien-
ces, but really it is a living science, actually in rapid evolution. And this
is a time of proliferation of mathematics; however we can recognize also
signifiant trends toward unity.

The same development which leads to a new literature where no-
vels do not need to have a plot, to an abstract music, sometimes written by
a computer, to abstract sculpture and painting, which do not intend to give
an ordinary representation of real objects, this same development toward
abstraction leads to a kind of Mathematics much less motivated by possi-
ble applications than by a profound desire to find in each problem the very
essence of it, the general structure on which it depends. This is not sur-
prising, for Mathematics is very akin to Art; a mathematical theory not
only must be rigourous, but it must also satisfy our mind in quest of sim-
plicity, of harmony, of beauty; and a beautiful theory is an inspired crea-
tion like a piece of Art.

For the Platonists among the mathematicians, the motivation of
their work lies in this search for the true structure in a given situation and
in the study of such an abstract structure for itself. For the more pragmatic
mathematician, the purpose of his efforts is to solve a preassigned pro-
blem arising in pure or applied Mathematics with any means at his disposal,

avoiding as much as possible the introduction of new general concepts. But

*
(=) Talk given at the Honors Dinner of the Department of Mathematics of the Univetsity of
Kansas, Lawrence, April 25, 1966.
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2 C. EHRESMANN

all mathematicians agree that the value of a work in mathematics is best
proved if it stimulates new research, and the main range of applications of
mathematics is Mathematics itself.

Until recently most philosophers, even Bergson, talked about Mathe-
matics as a science concerned with numbers and with quantities in ordinJary
space, but this is no longer adequate and corresponds more or less to the
mathematics of the classical Greeks.

For the Greeks, Mathematics was Arithmetics, i.e. the science of
natural numbers, and Geometry, i.e. the study of figures and of ratios of
geometrical quantities in ordinary space. Their Geometry was really an
axiomatic theory, but they thought the axioms were imposed by «evidence»
and in fact they implicitly assumed more axioms than they explicitly. stated.
It may surprise that they never introduced the notion of a real number,
though Eudoxe's theory of ratios of quantities was not essentially diffe-
rent from the definition of real numbers given by Dedekind more than 20
centuries later. This abstraction which consists in considering as a new
object a class of previously known objects, in this case a class of rational
numbers, was entirely foreign to their mind. Even Archimedes, who invented
new domains like Statics and Hydrodynamics, and opened the way for inte-
gration theory, was not willing to define abstractly real numbers. After him
the urge for invention seemed to be exhausted and Mathematics slumbered
throughout the Middle Ages.

The revival came through the introduction of new notions of numbers,
the negative numbers and the imaginary numbetrs by the italian mathema-
ticians of the 16th century, and the introduction of algebraic notations by
Viete. The Greeks had a kind of geometrical algebra, but they had no alge-
braic notations, so that their works are very difficult to read.

A new impulse came from Descartes and Fermat who unified Alge-
bra and Geometry in Analytical Geometry. The problem of the definition and
of the determination of the tangent to a curve, already solved in very spe-
cial cases (for example the spiral by Archimedes) could now be studied in

an efficient way and led to the discovery of differential Calculus by Newton
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and Leibniz. It seems that Leibniz had guessed many of the future deve-
lopments of Mathematics. Not only did he introduce clearly the notion of a
function as a mathematical object, and so prepared the path to functional
Analysis, but in his unachieved theory of universal characteristics he
dreamed to uncover the algebraic structure of all things and to introduce an
universal algorithm to express it. So he was not satisfied with Descartes'
analytic Geometry which uses arbitrarily a coordinate system; confusely he
foresaw an intrinsic algorithm for Geometry, dream which may be considered
as partially realized in linear algebra and Grassmann algebra. Unfortuna-
tely his ideas were too advanced for his time and he had not followers
enough to persevere in this trail. However his work on differential and inte-
gral Calculus was adopted, especially with his notations, and Calculus
became for a long period the principal domain of Mathematics.

A further advance came from the discovery in the 19th century of
non-euclidean geometries (Lobatchewsky, Bolyai). Now all the ancient
bounds of Mathematics were broken : Euclidean Geometry was no longer
imposed by petrception, but it was a human creation based on axioms; and
many other systems of axioms could be devised. Kant's «a priori» of our
conception of space becomes hereby obsolete. What was then the essence
of Geometry ? The unifying and generalizing notion for the geometries of
that time was discovered in the notion of a space with a transitive group of
transformations, the group of the euclidean geometry being the group of
euclidean displacements. Thus Geometry becomes the theory of invariants
and covariants of a group of transformations. In fact this definition applies
only to geometries of homogeneous spaces, and already other geometries
were discovered and the need for different generalizations was felt. This
led ultimately to the definition of topological spaces, which is the proper
setting for all questions concerning continuity, limits and approximations,
stressing the common structure underlying most problems of Analysis and
Geometry.

At the same period Cantor's theory of sets appeared and became
more and more the unifying basis of all Mathematics. It was a new abstrac-

tion. From now on «Mathematics is entirely free in its developments», as
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says Cantor, «and its concepts have only to be non contradictory and linked
with concepts previously introduced by precise definitions». Though para-
doxes were discovered soon after, endangering the whole theory of sets
and hence the whole edifice of Mathematics, Cantor's masterpiece opened
the road to modern mathematical thinking.

The freedom in the creation of mathematical theories has led since
the beginning of our century to a multitude of new kinds of structures con-
sidered on sets : Besides the various types of algebraic structures (like
groups, rings, fields, semi-groups, modules, algebras, Lie algebras, etc...),
there are the structures of measure and of probability theory and the nume-
rous refinements of topological structures: uniform structures, metric spa-
ces, topological manifolds, differentiable or analytic manifolds with all
sorts of infinitesimal structures like riemannian structures and connections,
algebraic manifolds, etc... By association of different structures on the
same set, new structures are created such as Lie groups, topological vector
spaces, Banach spaces, Hilbert spaces, normed algebras, etc... These
structures have mostly been introduced for the needs of pure Mathematics,
but naturally they will have ever more applications in other fields as soon
as they will be more generally known, and the utilizers of Mathematics will
be more and more numerous.

After the introduction of all these different kinds of structures, the
necessity of unification was deeply felt; without some unifying theory fol-
lowing a period of rapid expansion, the mathematicians would farally tend
to use divergent, incompatible languages, like the builders of the tower of
Babel.

Considering the similarities of all theories, 2 vaification is obrained
by giving a general definition of the notion of a structure, or more precisely
of a species of structures over sets. This idea is developed by Bourbaki
and is the basis of the order and contents of his treatise «Eléments de
Mathématiques». The two initial structures considered in Mathematics, the
set of integers and the euclidean space, once axiomatically defined, cor-

respoad to rigid species of structures over sets, i.e. the structures of such
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a species are all isomorphic. The species of structures over sets intro-
duced more recently (for example groups or topologies) do not have this
rigidity.

The theory of structures over sets admits a more general and axio-
matic form within the theory of categories and functors, and this theory of
categories seems to be the most characteristic unifying trend in presentday
Mathematics; for that reason I think it will soon have to be taught at the
University level like other fundamentals, as early as linear Algebra or
Topology.

A category is a class together with a partially defined law of com-
position satisfying some axioms. A group is a particular caregory, with
only inversible elements and one unit; but the most typical categories are
the categories of mappings, the elements of which are mappings of z set into
a set with the usual composition of mappings. The axioms of an abstract
category are suggested by these categories of mappings. An elcment of &
category, instead of mapping, is called a morphism and pictured as an arrow
from one unit, its source, to another unit, its target. So this general notion
of a morphism generalizes the notion of a mapping, which was considered
by Dedekind as the basic tool of Mathematics.

Functors are mappings between categories compatible with the laws
of composition. They are again morphisms of a category, the category of
functors. The usual homomorphisms between the structures of a given spe-
cies of structures over sets ate the morphisms of a category, and this cate-
gory admits a canonical functor toward a category of mappings; it is the
forgetting functor, i.e. forgetting the structures and remembering only the
underlying sets. For example, we have the forgetting functor from the cate-
gory of continuous mappings between topological spaces, or the forgerting
functor from the category of homomorphisms between groups.

Now more abstractly we may consider a functor p from a category
H toward a category C. A unit (or object) S of the category H will then
be called a structure relative to the functor p, or a p- structure, cn the unit

p{S) of the category C. So H is considered as a category of morphisms
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between p - structures. Surprisingly, most of the results obtained for spe-
cific species of structures over sets can be integrated in a general theory
of p-structures, where one defines and studies sub-structures, quotient
structures, free structures, products and sums of families of structures,
inductive and projective limits of a functor, etc... At present, given this
definition of a p- structure as a precise mathematical object, mathematical
research, I believe, will be less concerned with the study of a given p-
structute or even of a given functor p, instead its aim will be to define
classes of functors p such that, for the corresponding p - structures, a
certain theorem previously established for a particular functor p be valid.
Once the true reasons for the validity of this theorem are understood, it
will generally be seen that only a few of the assumptions are really neces-
sary, and so the class of functors p to which the idea of the theorem may
be extended contains many functors besides the original one. In particular,
it may contain well known functors to which the initial theorem did not
seem to apply. For example, the theorems of compactification of a topolo-
gical space, of completion of a uniform space, the construction of a free
group, a free module, or generally a free algebraic structure generated by
a given set, are all special cases of an abstract existence theorem of free
p - structutes.

Naturally the scheme just described is merely a rough scheme.In
fact it is only the creative power of a mathematician which will enable him
to discover interesting new classes of functors. As we have seen, one cha-
racteristic creative process in Mathematics consists in recognizing as a new
object a class of previously defined objects. Have we just reached a stage
of the same kind but of superior otrder when we begin to study classes of
functors and, once this new theory will be again sufficiently entangledand
sophisticated, will it be necessary to discover a higher degree of unifica-
tion ? We will not try to answer this question. Yet we realize more and
more that Mathematics is a never finished creation, which has not to justi-
fy its existence by the importance and the expanding number of its appli-

cations; it is not just the «bulldozer of Physics». It is the key for the
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understanding of the whole Universe, unifying all human thinking, from
Sciences to Philosophy and Metaphysics. So the great ideal of Plato and
Leibniz, the ideal of Mathematics as the essence of all knowledge, might 1

at last be attained.
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COMMENTS ON PART Ili-2
by Andrée CHARLES EHRESMANN

INTRODUCTION

The general motivations, contents and conventions are explained
in the Introduction to the comments of Part III-1, So we only point out pec-
uliar features of this Part II-2.

While the papers in Part Il -1 were full-length or summaries of such
ones, several articles reproduced here have been written very quickly (the
Notes were often transmitted to the «Académie» on the day they were fin-
ished) with the idea of a future development which was not realized. The
corresponding comments ( which use unpublished material, e.g. lecture
notes) provide the missing proofs /60, 89, 90, 95/, correct eventual er-
rors /95, 96/, show how modem tools help to enlight and strengthen some
results /73,77, 87, 104/.

The first section of the Report /93 / is an introduction to the theory
of sketches which is one of the subjects of Part IV-1; further comments on
it will be given there, Less mathematical recollections. illustrate the Note
/ 94/ which exhibits Charles's enthusiastic conception of Mathematics and
of the central role of Category Theory, in the sixties,

On the suggestion of some readers, the Synopsis is expanded to in-
clude «modern translations» of the main results, with simplified or general-

ized versions of groups of papers.

Finally, the terminology is modified on two points :
1o A functor p: H > K is said to lift ( canonical ) limits indexed by
[ if, whenever F;I > H is a functor and t: u=> p. F is a ( canonical) lim-

it cone in K, there exists a limit cone ¢; 4 => F in H such that pt=t¢t.
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In Part III- 1, the term «create» was used i,0. «lift»; but this is rather con-

fusing, since «create» generally (e.g. in [74]) means that each cone
t': u’'> F such that p¢' =1¢
be a limit cone (this condition is not satisfied by very usual functors),

20 In Part IfI- 1, Gray's teminology [133] for fibrations was followed.
Here we adopt the dual Grothendieck's one: A fibration is a functor with
final (i.o0. initial) lifts of singletons and (unless specified) with a given
normal cleavage. These fibrations which are associated to Cat-valued func-

tors are frequently used in the papers and the comments.

As in Part III~1, the comment numbered Y.X is the xth comment on

page Y. The symbol:
§ warns of real flaws or omissions,

+ indicates more substantial addenda.
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GENERAL COMMENTS

ON /59/: CATEGORIES STRUCTUREES D'OPERATEURS.

This Note has not been developed elsewhere, except in series of

unpublished lectures.

431.1. This condition is not clearly stated; it should read:
Ifpyfo)=a(a l(f)), then both composites B‘(f)(a‘(f)o) and
B (f)a l(f)o) are defined and they are equal.
It implies that the two species of structures are strong in the sense
of Comment 23.1. Hence the definition means that € and @:; act on
3, and these two actions commute.
431.2. The last { is inverted.
432.1. For the condition A to be equivalent to B and C, it is necessary
that :
-Gl =C inBorC,
-or (C ',Gl) be replaced by the double category (Gl' ,@i) in A.
The proof follows from the equivalence between the category of strong
species of structures, the category of discrete fibrations and the cat-
egory of generalized functors (cf. Comment 25.1).
432.2. R. 8 i.o. §".
433.1. For more comments on species of structures dominated in the cat-
egory of species of structures, cf. /77/ and its Comments.
433.2. Condition (3+4) is not strong enough; later on /89/ it has been
replaced by:

3'oc There exists a pullback

o -« s

Ty Y

s - s
a

where @ is the source morphism of (C*,s), and (s,k,s")¢ K.
Then it is not necessary that p lifts products. If p lifts canonical

products and pullbacks, both definitions are equivalent.
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A more general study of internal category actions (called internal dia-
grams in Johnstone [56]) is done in /89, 90/, in Comments of which
their sketch is given.

433.3. Topological actions are thoroughly treated in Part II (cf. also Com-
ment 25.1 for historical remarks).

433.4. This definition means that p lifts canonical equalizers (cf. Com-
ment 221.2).

433.5. This theorem is generalized in /89, 90/.

434.1. The proof follows from the fact that (@L, e Y is also a double cat-
egory and from the Proposition page 431.

434.2. This result says that species of morphisms are in 1-1 correspon-
dence with discrete fibrations in Cat over a discrete double category.
It is a particular case of Propositions A-B, Comment 26.2, which as-
sert that species of structures dominated in a cartesian category V are
( pseudo-discrete) intemnal species of structures over a free V-categ-
egory; here V = Cat, so that a free V-category is just a category.

434.3. To say that I'' acts on X, implies that g(3,) is the class of
objects of I (though there is some ambiguity in the definition given
in /55/ ). In fact, all the results of this Note are still valid if we in-
terpret [T, ¢, 2,] as meaning that (I', ¢, Z,) is a strong species of
structures (Comment 23.1), i.e.,

fz is defined iff a(f)=q(z)

(but q'l(e) might be void for some objects e ).

ON /60/ : SOUS-STRUCTURES ET APPLICATIONS K-COVARIANTES.

Sections 1-4 of this Note are developed in /63/ to which we refer

for further comments.
435.1. This terminology is confusing since an ordered species of struc-
tures also means an internal species of structures in the category of
posets /55, 85/ . It would be better called a species of ordered struc-

tures.

435.2. Since only «concrete» internal categories have been defined in the
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preceding papers, it must be precised that a n-fold category is a struc-
tured category for the concrete functor Cat,_; > Set from the category
of (n-1)-fold categories which maps an (‘n-1)-fold category on the set
of its (n-1 )-blocks.

435.3. The sub-structures may be defined without using an order on C.
cf. /66, 69/ . Anyway, here it is sufficient that C be subinductive
(Comment 31.1) and this is used in Sections 3-5.

436.1. The orders < and a coincide whenever the functor is an identity.

436.2. Inductive and subinductive groupoids and species of structures are
studied in a series of papers summarized in /86/ (cf. Part II).

437.1. p(I") saturated ( = closed by isomorphisms) means that p lifts
isomorphisms (1i.e., has the transport by isomorphism property ).

437.2. F is only a subinductive category.

437.39 Condition 1 implies 2, but not conversely (cf. /63 /, Remark page
417). However the corollary remains valid.

438.1. These conditions are not sufficient; the composite is defined iff
(®',p") isa K-covariant map whose source is the target 7, of (D, )
(the same structured category 6(CD) could act in two different ways
on B(¢) ).

438.2. R. un isomorphisme i.0. une équivalence .

This proposition is generalized in /90/.

438.3. To be coherent with Section 2, the category @ (M) must be equipp-
ed with an order, namely the product order induced by CatX Set, and
so it becomes a subinductive category.

438.4 9 The conditions are not equivalent (due to the error in Section 4).
The theorem should read:

2 implies 1. If 1 is satisfied and if s is ap-sub-structure of s, then
o is ap-sub-structure of o.

A. 1o If 2 is satisfied, there exists a K-species of structures 7 of
the form ((@’1, s1),m{»01); indeed, the restriction 7 of 7 defines

a p-sub-morphism

0'1_)81 Of Ulc_l;)a—o—f—«»‘s;
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438.4 ... so the pullback s,%0,
0'11_- sl* 01
1

S a7 'S,

1

is a sub-structure of s * ¢ and the action K4 of @1 onp(o 1) defines

a sub-morphism

K.:S x¢g_ - g, oftheaction x:s*¥0~>0

1 1 1 1

Of 1 :((8'28)777’0')- Then (@,(ﬁ) ZT]l—’T’ . Where

D (@'l,sl)-> (C',s) and ¢: Y
are defined by insertions, makes 7, a sub-K-species of 7.
20 Suppose 7 | = ((@’1, s 1),771,01) is a sub-K-species of 7 and that
(D, qS):nl > 7 is defined by the insertions. To prove that ¢:0, >0
is a p-injection, let ¢y:0'>0 be a morphism such that p(yr )takes its
values in p(ol). Then n'= ((Gl,, , slo),ﬂ_(//, o') is a X-species of
structures where 7y : o'~ S 10 is a p-sub-morphism of m.r, with the
trivial action; there is a K-covariant map (¥, ):n" >y, where ¥ s
the insertion

(e.ln’slo) L——*(e.psl) ;—% (e.,s)-
We have

p(¥,y)=p(®,8) x(1,4'),

where | is the insertion @'10 - @1 and y':p(c’')~ p(al) the restric-
tion of y . Hence ([,') lifts into a K-covariant map (I,¢’) :n'~ nys
a fortiori ' = (01,¢',o) is a morphism of K. so o, is a sub-struc-

ture of 0.
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ON /70/: PRODUIT CROISE DE CATEGORIES.

This Note is developed in Chapter II /122 /.
439.1. R. f'.f io. f.f.

440.1. R. isomorphe i.o. équivalente .
For the proofs of this section, cf. Theorem 10-II and Corollary 2 /122 /.
440.2+ Crossed products and fibrations. ’
let F: C~» Cat be a functor (or species of morphisms) and denote
ﬁ:i» C the projection of the associated crossed product. Then, 7
is a fibration, which has been introduced by Grothendieck [43] and is
called the Grothendieck category.

3 is characterized by several universal properties:

1o Projective property (Gray [133] ):i is the 2-comma ["1",F]:

1 - 3
T 11 N ! 7‘;,
Cat £ C

20 Inductive property (Gray [40] ): S is the lax colimit of F. This
may also be expressed as follows (Guitart [ 44], Guitart & Van denBril
[45] ): For any small category X let DX be the large category of

diagrams in X, whose morphisms are the triangles

BI
B

X
and D(X):@X -» Cat the «basis» functor. This extends into the dia-
gram functorD: CAT » CAT/Cat (where CAT is associated to a uni-
verse to which belongs Cai ). Then i is the free object generated by
F: C- Cat with respect to D.
30 (Cf. /120/.)Let II: "> (C,C
associated to F: C~> Cat (cf. last Theorem /59/ ). Then S s the

free object Link 1" generated by I" with respect to the Square functor

4is y pe the discrete fibration in Cat

Cat~ Caty which maps a category on the double category of its com-

773



COMMENTS ON /70 /

440.2 ... mutative squares,

The mapping F b # extends into an equivalence from the category
CatC into the category Split C of (split) fibrations over C, which
has for morphisms cartesian functors (Gray [133]). SplitC is the car-
egory of algebras (Bourn [111]), Street [159]) for the monad T on
Cat/ C corresponding to the adjunction (cf. Gray [38]) between the in-
sertion SplitCC__, Cat/C and its left adjoint the «comma functor»,
The monad T determines a 2-monad whose pseudo-algebras are the
non-split fibrations (Street [ 159]).

General fibrations have been introduced by Grothendieck [38] and
studied by Gray [38]. Actually, they are thoroughly used as «variable
categories»; they also generalize internal categories /93,104/.

Species of morphisms are studied in the fine (but much too tech-
nical!) thesis of Horrent [140], where monads and enrichments of the

fibres are «extended» to the crossed product.

440.3. Cf. /122/, Proposition 37-1II.

440.4. R. 7 1.0. ¢ .

440.5. Particular case of Proposition 38-1I1 /122 /.
441.1. Cf. Corollary, Theorem 11-11 /122/.
441.2. Proposition 38-11 /122/.

441.3. R. ¢' io. ¢ .

441

71 means cocycles, B! coboundaries (by analogy with the case

of groups).

.4+ Cf. Theorem 12-11 /122/.

71(3,C) is the class of objects of the category L which is the
lax limit (Gray [39]) of the functor F: C' » Cat associated to the
species of morphisms (C ,7,2 ). The morphisms of L are the nat-
ural transformations between sections of 7 mapped by # on an iden-
tity. Hence HI (3", C') is the set of components of the groupoid of iso-

morphisms of L= laxlim F.

441.5. This definition is equivalent to Definition 38-I /122/.

442.1. Theorem 15-11 /122/ proves more precisely that y is a bijection
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onto the set of functors ® satisfying conditions 1, 3 and
20 EI)([, s) is of the form z.(f,s).

442,29 This is not true. An element ¢ of Bcl(Z' ,C") is written ¢ but
does not define an element of the center of the central section admit-
ting ¢ (C, ) as its class of objects.

Remark that Bg(E' ,C") is also the set of those ¢ ¢ Zi(E',C'),
such that ¢ ; a¢ . Hence the present definition coincides with Defi-
nition 40-I11 / 122/ .

442.3. Cf. Proposition 45-11 /122 /.

442.4. p_ is not compatible with a so we have to define:

) 5C<7>' iff $53' and ad ; aP’
(cf. Theorem 16-11 /122/ ). HX(2',C") is commutative.

442.5. In fact, this example (and its treatment by Mac Lane [149]) was
one of the starting points of the theory and it suggested the terminolo-
gy used here. In /75/ the results of this Note are adapted to ordered
fibrations ( = internal fibrations in the category of posets). The «order-
ed cohomology» generalizes the cohomology with values in groupoids

defined in Haefliger's Thesis [136] for studying foliations.

ON /72/ : EXPANSION D'HOMOMORPHISMES EN FONCTEURS.

This Note has been developed (with slightly more general hypothes-
es)in / 122/, Chapter V, Section 1.

443.1. A morphism is regular if it is both a mono and an epi.

443.2. p would now be called a neofunctor,
Conditions 3 and 4 are weakened in /122/.

443.3. Cf. Proposition 6-V /122/.

444.1. This definition implies that C is a final sub-category of H (in the
sense of [74] and in the stronger sense of Hilton [121]).

444.2. Cf. Proposition 6-V /122/.

444.3. R. isomorphe i.o. équivalente . For the proof, cf. Proposition 2-V

and its Corollary /122 /.

775



COMMENTS ON/72/

444.4. R. gl.ep(;“”), ou
F’={keH | p(k)e F il existe f ¢ F avec f.ke F}
i.o. g;ep(F) . (This correction is necessary for the validity of the
next theorem.)
444.5. R. un isomorphisme i.o. une équivalence .

Cf. Theorem 1-V /122/.

445.1. This definition is about the same as for a biregular p-distinguished
couple in / 122/, so that the category P defined hereafter corresponds
to the category B of Chapter V /122/.

445.2. R. C; io. Ci.

446.1. Cf. Theorem 3-V /122/.
Intuitively, this theorem means that, given a functor p: H- K and sub-
sets F and —F of K and H, then p may be universally extended into

A

a functor p : C~> K so that the elements of F become isomorphisms of
IA< . are lifted in a class I:' of isomorphisms of Ei containing -i: , and p
biunivocally maps I:“ .s onto F .p(s) for each object s of H.

This kind of result seems not to have been tackled with in the li-
terature, except in particular cases: when p is a discrete fibration, it
is linked to Kan extensions (looked at upside-down); when p is an
identity, categories of fractions are found anew. These two particular
cases were the motivation for the development of the theory.

446.2. Cf. Theorem 5-V /122/ (where P(F) and P (F) are written PF
and P' respectively ).

446.3. A «perfectionnement» of H is a category of fractions of H by the
class of all its regular morphisms. More generally, from the theorem of
section 4 we may deduce (cf. Theorem 4-V and Corollary /122/ ) the
construction of the category of fractions of H by a class admitting a

calculus of fractions (cf. Comments 163.3 and 553.1).

ON /73/: COHOMOLOGIE SUR UNE CATEGORIE.

Section I of this Note is developed in /91 / ; the othersections have

not been taken back in subsequent papers.
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447.1. The proof is straightforward. Cf. Corollary 2 page 55 /91 /.

447.2. A complex of species of morphisms may be seen as a complex (in
the sense of /91/ ) in the category of fibrations, for the ideal formed
by the cartesian functors mapping the fibres on objects.

The crossed complexes of Brown & Higgins [113] are such com-
plexes in which the fibres are groups and the acting category is a
groupoid.

447.3. Erase the final |,

447.4. R. 5‘3: i.o. Pg -

448.1. R. S  i.0. S

448.2. Cf. /91/.

448.3. G,

Gle). ={ze¢G(e) | fz in the center of G(e') forany f: e > e' }

(otherwise G_: C'» Cat would not be a functor nor G ).

173

is not well-defined:

448.4. Z is the category of free abelian groups. The category of (pz, Z)-
dominated species of structures over C' is equivalent to the category
of functors ZC'. It would be better to replace Z by Ab itself.

449.1. M: C> Ab is the free object generated by b: M » C; with res-
pect to the functor p: 46C5 Seth which maps F: C-> Ab onto the
projection

O Fle)»> Cy:(e,z) |>e.

ecC,

M is also the Kan extension of the functor
C,~ Ab: e b (free abelian group on .bl(e) )
along the insertion C, C— C'.
449.2. The proof is straightforward.
Hoff [139] has generalized this result; he replaces Ab by an abelian
category with coproducts.
450.1+ Homology of simplicial objects.
The simplicial homology fits in the following general pattern (cf.
Mac Lane [74] for details).
Let A be an additive category and A the simplicial category. If

S:A°? > A is a simplicial object in A, the homology H,(S) of S is
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450.1 ... defined as the homology of the differential module S = (S(n),0,)
whose boundary operation d,: S(n+1)- S(n) is the sum of the face

operations z'gnz+1(-])l S(87 ) ; hence H, (S) = kerd,/imd, ;.

H, (S) Z,(S)
B, (S)

- ~
S(n) 5 Stnt1) B, S(n+2)

n
The cohomology H*(S,G) of S with value in an object G of A
is the homology of the simplicial object in 46°?

AOP S » A HOm(-,G) ‘Abop .

Now a category C determines the simplicial object Nerve C:
AP, Cat®f _Cat(-,C) | 5
(cf. Grothendieck [42]) and the functor Nerve: Cat > SetAop admits
an adjoint. Let S~ be the simplicial object
A oD NerueCAj;Set z(') _Ab

then S-(n) is the abelian group generated by the set of n-simplexes

of C. The differential module associated to C in Section 3 is the mo-
dule éC , so that the simplicial homology of C is the homology of S-.

This (trivial enough) homology of a category is studied in Baroudi's
Thesis [105]; he proves that each natural transformation induces an
isomorphism on homologies, and he computes the homology of products,
joins. Similar results for the homology of S with values in an abel-
ian category (i.o. Ab ) are obtained by Hanna [137], who generalizes

results of Deheuvels [120] and Roos [156] on homology of posets.

450.29 R. @c i.o. (, where @c is the sub-category of @ formed by
the contravariant maps sending center into center,
450.3+ Homology defined by comonads.
The central cohomology functor fits in a general theory which en-
globes most of the usual «abelian» cohomologies and which was set up
by several authors (Godement [37], André [103], Barr- Beck {106],...
Mac Lane [74]): ’
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450.3 ... Let E be a category and T = (T,n,p ) a comonad on E, looked

450.

at as a simplicial object T:A°? 5> EE (more precisely, T is a 2-
functor when A is equipped with the ordinal sum/ as second composi-
tion); its face operations are
TO?) = TinT"'i: "1 5 T" foreach i< n.
If £ is an object of E and F: E~ A a functor to an additive cat-

egory A, we have the simplicial object Sg :

AOD T .~ EE evalp -—E__F_._.A;
its associated differential module éE (Comment 450.1) gives areso-
lution of E , and its homology or cohomology with value in an object
of A are thoseof E for (T,F).

Now take for E the abelian category Abc‘, for F its identity, for
T the comonad associated to the «projection» functor p: AbC s Ser Co
and its adjoint (Comment 449.1), If E is the final object 1: C'» A4b
of AbC and if G.: C» Ab is the center of a species of morphisms G :

C' > Cat, the cohomology H*(Sl ,Ge) of 1 with value in G for
(T,F) is exactly the central cohomology H%(C',G) (cf. [163]).

4. If  is a l-cocycle, then iy «is» a crossed homomorphism. In-
deed, (C’,¢r) is a covariant map K, G_ such that .9, maps
everything on objects; hence, for each 2-simplex [ f’, f, el , the mor-
phism
G, L1 foe) =g (el -[f frel +1f" e)
=frylfsel-ylf'f el +ylf’, e’
is the identity of an abelian group, so that
wlf'.fel=f'ylf, el +4lf', el

This means that the map f b /[ f, e] is a crossed homomorphism.

450.5. In the cubical case, face operations are more difficult to define;

cubical homology has been considered by Machado [147], Evrard [127]
and, generally, by Brown & Higgins through their @ -groupocids [114}]

450.6 + Some interpretations of higher-order central cohomology.

When C is a group, the 2-cohomology classes of a C-module may
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450.6 ... be represented by classes of «factor-sets» or of extensions of
C (cf. Mac Lane [149] ). It is natural to try to get similar interpreta-
tions for HCZ(C ,G) when C is a category. Though the promised Note
had never concretized, we had obtained some results in this way, in
particular:

a) 2-cocycles or factor-sets as lax functors: Let G : C~Cat be a
species of morphisms identical to its center (fibres are sums of abelian
groups ), and 7 : S C be the corresponding fibration /70/. S be-
comes a 2-category when equipped with the second composition:

(z' f'u')+(z, fyu)=(z"'+z,f,u) iff f=f", u=u’.

The 1-morphisms reduce to the pairs (f, u ).

THEOREM. The 2-cocycles of C with value in G, «are» the unitary
lax functors (A, \) from C (considered as a discrete 2-category) o
the 2-category i, sections of 7.

A. Such a lax functor is given by :

- the map A from C into the category of 1-morphisms of S section
of # ; hence A(f)=(f,A(e)) for each f:e>¢€' in C, and A is
determined by its restriction to the objects;
- themap A : C*xC~ s, mapping (f',f) on a morphism

(LFLE) £ [ ACe)): ACF ) ACF)SACF 1),
where [: C*C~ EG(B) satisfies the coherence axioms:

L(fie)=A(e')=1(e"]),
P fr )+ (f ) =L )+ L f )

When C is a group, these are the properties defining a factor-set, so

(%)

we still call [ a factor-set. Now let (C',iy ) be a 2-cocycle K,~G.
If we write that ¢ d; maps the 3-simplex {f”,f'.f,el on an iden-
ticy A(B(f")), we get an equality which says that the map
l:(gg)bylgg alg)]
is a factor-set; hence ¢y corresponds to a lax functor (A,A). V
So H(Z:(C ,G) is formed by classes of lax functors. This simple in-
terpretation of factor-sets as lax functors seems unnoticed even if C

is a group.
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450.6...b) 2-cocyles as extensions of categories: If C is a group, factor-
sets correspond to extensions of C . Similarly if C is a category and
G: C~ Ab a functor, the elements of Hg( C,G) may also be described

as classes of extensions

c—t,k_P,cC
of C, where ¢ is an insertion from a commutative category, p defines
C as a quotient of K by & and

p(k)=p(k') iff k'=i(z ).k fora unique z of C
(cf. Hoff [139]). Hence (p,i) is a (p§, J§ )-exact sequence /91/ .
This remark leads to a theory (only begun in unfinished papers) of

extensions of categories for interpreting the non-central 2-cohomology

with values ina G: C~ Cat, (= category of double categories).

Higher order central cohomology has been studied by several au-
thors ; I'll point out two interpretations because of their possible ext-
ension in the «non-abelian» case.

¢) 2-cocycles as tetralgebras (Bourn [14}): Let G: C~> Ab bea
functor. As an abelian group M defines the n-category (M,...,M) and

«is » a discrete (n+] )-category, we have the (n+] )-functor

G, =(C—S _»4b¢ "\ n-Cat)

for each integer n ( we write 0-Cat = Set ). We know that Hé(C,G) is
the limic of Gy and Hcl(C ,G) the set of components of the lax limit
of G; (Comment 441.4). Similarly, H2(C,G) may be defined from G,
as follows [ 14] :

If A and B are 3-categories, F, F': A» B 3-functors, a tetra-
desis r from F to F' is the data of:

for each I-morphism f: e > e’ in A, a square of B, for each 2-mor-

phismn: f= ' in A, a «lax cylinder» in B of the form:

:(e’) r(e')
T(f') T(n)
y A == -
F(f) < el <3 i) F(n)
.
rfe) &
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450.6 ... for each path (g, [) of 1-morphisms in A, a 3-morphism in B:
r(g,f):r(gf) = r(g)F(f).F'(g)r(f),

satisfying coherence axioms ([14] page 412). (It may be interpreted
as a lax 3-functor from A to the 3-category of lax cylinders of B.)
Tetradeses from F to F'are the vertices of a 2-category. It is easy to
define the corresponding «tetralimit of F'» if it exists. In particular,
if B is the 3-category 2-Cat, the tetralimit of F' is a 2-category with
vertices the tetradeses from the constant functor on 1 to F' (called
tetralgebras for F').

Now the tetralgebras for the 3-functor G,:C~ 2-Cat reduce to fac-
tor-sets (defined in a) and Hg(C ,G) is the groupoid of components
(for the first composition) of the tetralimit of G,. The difficulty for
defining «lax n-limits» leading to an interpretation of HZ(C , Q) from
G, seems of a purely technical nature.

More generally, if ‘G:C~ 2-Cat is a functor, it would be interesting
to compare the associated tetralgebras with the cohomology Hz((-; ,K);
Is it possible to choose G to find back the non-abelian 2-cohomologies
considered by Dedecker [119], Frenkel [130], Giraud [36], Lavend-
homme- Roisin [146]3,...?

d) Higher-order cohomology as torsors (Tuskin [123]): It is often
said that «cohomology means obstruction to the existence of global
sections». This assertion is justified by Duskin as follows:

let E be a category with finite «good» limits (e.g., a topos or a
Barr-exact category), AbE the category of abelian groups in E, so
that AbE~ E had an adjoint F. If G is an object of AbE, then-co-
eycle functor 7" (E,G): EA”" » Set, which maps the simplicial ob-
ject S: A°? 5 E on the set of n-cocycles of FS with values in G (cf.
Comment 450.1) is representable by a simplicial object K (G ,n ). Dus-
kin defines the group Tors” (E,G) of K(G,n )-torsors, whose ele-
ments are some simplicial maps over K(G,n) («Kan fibrations»).

If E is equipped with a comonad T, the cohomology group H” (S1,G)
of 1 with value in G for (T,F) (Comment 450.3) is isomorphic to
Tors” (E,G). In particular, if E = TAS , where C is a category, it
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follows that H.(C,G) (=H"(S],G)) for G: C~ Ab is isomorphic
to Tors"(A6C ,G).

In [124], Cuskin gives an interpretation of 3-torsors thanks to the
notion of a hypergroupoid whose data axiomatize horns (3-simplexes
less one face) and a rule for «adding the missing face», For instance
each 2-groupoid L gives rise to a hypergroupoid K(L,2) and the lax
functors C-> L are in 1-1 correspondence with the simplicial maps
NerveC°P > K(L,2). (This result is to be compared with the 1-1
correspondence given at the end of /117/ between lax functors A» B
and peculiar functors KA-> KB, where KA is the fibration over the

sketch of categories corresponding to the double category A .)

ON/74/: SUR UNE NOTION GENERALE DE COHOMOLOGIE.

This Note is developed in /91/ to which we refer for comments, By

error, two sections are numbered 2.

451.1 This A is not to be confused with the simplicial category!

452.1. Cf /91/ for the proof.

453.1. 3’—: is the category of double categories, ;Tff its forgetful functor
toward MM .

454.1. Add (resp. G(e)y ).

454.2. R. (G (e'), i.0. (G (€), .

ON /79/ : EXPANSION GENERALE DES FONCTEURS.

This Note is developed in Sections 1-2, Chapter V /122 /. Cf. also

the Synopsis for a simplified modern version.

455.1. Add —1.7C R(H") (this condition is necessary for ¢ and 7 to be
transitive in the theorem).
In / 122/, the terminology used is «couple p-distingué régulier»,
456.1. B(F,p) is a full sub-category of the comma category (p,K)
(obtained when F = K ).

456.2. For this theorem and its corollaries, cf. Theorem 7-V and Corol-
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lary in /122/.

Another construction of C and C* valid under weaker hypotheses,
is given in Section 5 /80/.

456.3. Cf. Theorem 11 /122/, and /77/ where this case is thoroughly
studied.

457.1. R. P, i.o. Py

457.2. Cf. Theorem 8 /122/.

Intuitively this theorem means that p: H-> K admits a universal
extension into a functor p whose domain is an expansion of H for a
class of morphisms lifting elements of F and containing ;‘ The func-
tor [.,) also provides a universal extension of p into a functor with a
choice of final lifts of elements of F, so that the elements of —F be-
come choosen final lifts (cf. Synopsis).

458.1. R. C- io. €.
458.2. R. k{C,keC io. keC,keC .
458.3. R. [¢ F? io. feF .

This condition is necessary to prove that each element of ;;p be-
longs to the class %pG associated to an adequate restriction PG
of p, and this implies that F" contains ;:p .

458.4. Cf. /90, 95/ and the modern version given in the Synopsis.

ON /80/: CATEGORIE QUOTIENT D'UNE CATEGORIE PAR UNE SOUS-
CATEGORIE.
This Note is developed in /91 / (taken back in /122/, Chapter

IIT1) to which we refer for comments,

459.1. In modern terms, w(e): e~>1{e) is a reflector into C'.

460.1. Cf. Theorems 1-3 and 3-3 /91 /.

460.2. This definition is identical to that used in /91/ in /74/ it is
only supposed that p be universal among the p§~surjections (and not
all the functors ) sending H onto objects.

460.3. Cf. Proposition 12 / 91/

461.1. R. p i.0, v . Cf. Theorem 4-3 /91 /.
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461.2, Cf. Proposition 13 and Theorem 5 /91 /.

462.1. Cf. Theorem 6 /91/.

462.2. R. Corollaire 1 i.o. Corollaire .

462.3. R. Corollaire i.0. Corollaite .

462.4+ The existence of these quotient categories comes from the preced-
ing theorems. Cf. also Remarks pages 284 and 289 /122/. More gen-
erally, we have:
PROPOSITION. C is a quasi-quotient category of B(F ,p) by G' iff
it is a quasi-quotient category of B( F ,p) by the equivalence r gen-
erated by:

(b, f'f k) ~(k,f'.p(g'), f-p(g) k')
whenever (h,g', g,h')e¢ E(H';% JH)Y (cf. /79/).
A. The quasi-quotient category of B(F ,p) by G' is its quasi=

quotient category by the bicompatible relation generated by

fe f
R
_frlg

for each g in F (with an evident symbolism ), while the quasi-quotient

hel}

by 7 is the quasi-quotient by the bicompatible relation 7 generated by

7 . Let us prove 7 = p . Indeed, pCr7 , hence pC 7, dueto

f
e - [:f_ll-_4___§g :
f-r(g) f g f

Conversely, 7 C p , because

B A bl L

T P T N
I ig k1\f'.P(g')"h, p 151[ Rk
| — i e
f-r(g) f-p(g) f-p(g)

Finally, 7 = p, whence the proposition. V

There is a similar construction for &

This result, which was first pointed out by Joubert who used it in
his Thesis [63] for ordered categories, proves that C imay be cons-

tructed under weaker hypotheses than in /79/ (cf. Synopsis).
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ON /84/ : GROUPOIDES STRUCTURES QUASI-QUOTIENTS ET QUASI-
COHOMOLOGIE.

Sections 1-2-3 take back results of Sections 5-8 /100/ . to which we

refer for comments. Section 4 is developed in /102 / (end of Part I).

464.1. Cf, Proposition 1-5 /100/ and its Corollary.

464.2. po, PY, PYN's PG are the forgetful functors from respectively the
category of posets, of topological spaces, of neocategories and of cat-
egories,

464.3. Cf. Theorem 1-5 /100/.

464.4. The objects of X'(p ) are the pairs (C*,s) where C* is a neo-
category and ([C-},s) a p-structured graph, and py.: Kiip)-Mis
the forgetful functor. Cf. Theorem 2-5 /100/ .

464.5. P, ¢ is the forgetful functor from the category of sub-preinductive
classes (i.e., posets in which two bounded elements admit a meet).
Cf. Theorem 3.5 /100/.

464.6. Cf. Theorem 5.8 /100/.

465.1. The objects of K(p} are the pairs (C*,s) where C° is a cat-
gory and ([ C*],s) ap-structured graph. Cf. Theorem 3.7 /100/.

465.2. R. demi-groupe i.0. monoide .

465.3. S is ap-sum of s means that S is a coproduct of (Sn)neN pre-
served by p . Cf. Theorem 4.6 and Corollary 2 /100/ .

465.4. Cf. Theorem 3.8 /100/ .

466.1. The proof uses the fact that each subset of p(s) is the image of
a p-sub-structure of s and that there exists a p-quotient structure of
s by any equivalence on p(s).

466.2. R. P, i.o. P . (It is the class of P-injections sent by P on

¢
insertions. )

466.3. R. p| i.o. p'y
The proof uses the existence of generated sub-structures and of qua-
si-quotient structures for p and also for ﬁ‘u, when P is r-generating

for M (cf. Section 2 /100/ ).
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ON /87/: EXPANSION DES SYSTEMES DE STRUCTURES DOMINES.

This Note has not been developed afterwards.

467.1+ u-neofunctors as lax functors.
Suppose that H satisfies the condition :
The pseudoproduct is associative and Ze =& if e is an object
greater than &.
Then there exists a 2-category Hp7 called the 2-category of partial
momhisms of H, defined as follows:
- The vertices are the objects of H,
- The l-morphisms from e to e’ are the pairs (h, e) such that
h:é->e' inH and €<e.
- The composition of 1-morphisms is given by:

(h',e').(h,e):(h'h,e) iff B(h)=e'.

The associativity comes from that of the pseudoproduct and he =4
proves ¢ ( =(e,e) ) is the source of (h, e ).
- There is a 2-cell (h,e)=>(h, e ) iff
e; =e, B(h)=pB(hy) and h<hi.
Notice that, if H is completely right regular ( which says eé: &> e

if €< e ), then H,_ identifies with a sub-2-category of the bicategory

P
of spans of H.

PROPOSITION. A u-neofunctor C- (H,<) is exactly a unitary lax
neofunctor from (the discrete 2-neocategory on) C to Hy, .
The definition of lax «neofunctor» is the same as in the case of

functors. As the 2-cells define an order, there is no coherence axiom.

467.2. R. C*) i.o. C).
467.3. R. F, i.0. F°

467.4. A u-natural transformation is a unitary lax functor from C to the

787



COMMENTS ON /87 /

2-category H2_ of partial morphisms of the category M H = n? equip-

P
ped with the product order,
468.1+ u-inductive limits as lax limits,

HZP becomes a 3-fold category when equipped with the third compo-

sition deduced from the vertical composition of squares:

and HP is the 2-category of objects for this third category.

If C is a category, there is associated a 2-category [ C such that
lax functors F:C =~ H, correspond to 2-functors [F:[ C- Hy, (Ben-
abou, Gray [40], Vaugelade [97]). Then a u-inductive limit of F is

exactly a HZ -wise colimit of L F (in the sense of /119/ ). From the

existence theirem for lax colimits we get:
THEOREM. If H is cocomplete and if (H,<) is completely right reg-
ular then u admits small inductive limits.

A. As H is the category of objects for the two first categories on
HZP, the assertion will result from Proposition 12 /119/ if H2p is

proved to be corepresentable. Indeed, let (h,e): e> e’ be a 1l-mor-

phism of H_. The pair

p

ee inj

e'lle (%)

[ 1)

h e' inj'
has a coequalizer g: e'lle > S. For a morphism (f',f): (h,e)~> e,
€1
f'
< f
5 €
e’ e

the cofactor of (f’, f) through the coproduct coequalizes the pair (*)

hence factors through the coequalizer, This proves S is a corepresen-

tation of (k, e) | the representation morphism being
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1 ...

2. Add if Cely.
This theorem may be deduced from the preceding comment.
3. R. K' i.o. K
The proof is similar to the proof of Theorem 3-2 /100/.
1. The theorem is a consequence of the preceding one whose hypo-
theses are satisfied thanks to the general existence theorem for free
objects (Theorem 1-2 /100/ ).
2, The orderon J, is:

T'< T iff T' is an open subset of T.
3. LCominated systems of structures are a kind of enrichment of sys-
tems of structures. Their definition was suggested by several pro-
blems in Analysis (cf. Comment 470.3). It does not seem easy to de-
fine enriched systems in a monoidal closed category, similarly as en-
riched species of structures (Comment 26.2).
1+ Maximal enlargements and Kan extensions.

The proof constructs a reflection of the system of structures n =
(C*,S,k') into the sub-category of stmng species of structures over
C- ; its reflection into the category of all species of structures is ob-
tained by replacing C by the sub-category generated by those f for
which k'(f,z ) is defined for some z in S.

The construction of 7 =(C',§,/€‘) may be expressed as follows:
C, is the category C/e of objects over e and ée is the set of com-
ponents [f,z] of the comma category wm{e, where 7:C%S~> C is
the well-faithful functor associated to 5. The action of C' on é is

(h,[f,2)) bULh.f,2] it a(h)=B(f).

The same construction has been done by Street [162] for any func-
tor 7 : (E'—) C’; then the discrete fibration associated to the action of
C" on é is the reflection E(7) of 7 from Cat/C into the category

of discrete fibrations over C°. In the canonical factorization giving
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470.1 ... the reflector 7 = E(w).¢ , the functor ¢ is final (and Street
uses this property for simplifying the construction of the completion
of acategory, only «adding» limits of discrete fibrations [162] ).

When 7 is a species of structures with C' as its acting category,
7} is the «maximal» (or strong) enlargement of 5 (in the terminology
of /77,89/ ). The Set-valued functor F:C - Set defining 7 is the
Kan extension of the functor F: C' > Set associated to 7.

470.2. Erase 5 (it does not exist),

470.3+ Schwartz's distributions as universal solutions.

This theorem is akin to Kan extension Theorem: if the system of
structures =7y (p.F) is a species of structures on a sub-category
C' of C’, then the reflection F of F in the category of p-dominated
strong species of structures over C' is the Kan extension of F: C'» K.
along C'C— C'. An «internal» (i.o. enriched) version of it is given
in /89,90/.

This theorem was suggested by the following construction of finite
order distributions I have indicated in [28, 126} :

Let U be an open subset of R and C(U) the space of continuous
real functions on U with the compact-open topology. We have a system
of structures (N, C(U),«"') (over a monoid) where

k':(n,f) b (") iff f has ann-th derivative f(*/),
which is dominated in the category of locally convex spaces. Its ex-
pansion gives the locally convex space of finite order distributions
D¢(U) equipped with the action of N defining the n-th derivative
of a distribution. The sheaf of distributions over R is the sheaf asso-
ciated to the presheaf D¢ so obtained. This construction generalizes
to get distributions (or vector-valued distributions) over Banach spa-

ces i.o. R (cf. [126]).

ON /89/: QUASI-ELARGISSEMENT D'UN SYSTEME DE STRUCTURES
STRUCTURE.

This Note has not been developed elsewhere. The main results are
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generalized in /90/ .

471.

471.
472.

1. It is equivalent to say that the cone (v,): s=> F is a p-initial
lift of a sub-cone of the limit cone (p,): M=>p. F. This definition
is still valid for any functor p: H-K.

2. py is well-faithful iff p is amnestic.

1. If H is not equipped with a forgetful functor, intemal neocateg-
ories are the realizations of the sketch oy ,, of neocategories (Com-
ment 197.1). However, the corresponding «concrete» internal neocat-
egories are a somewhat weaker notion than the present structured neo-
categories, since the object of composable pairs need not be a sub-
pullback of (a, b ).

In Comment 197.1, we had also pointed out the sketch ON o whose
models in a category H with pullbacks were called strongly intemal
neocategories. If p lifts pullbacks, the «concrete» strongly internal
neocategories in H coincide with the p-structured neocategories, for

a sublimit of (@, b) is a sub-structure of their pullback.

472.2. The non concrete analogue of p-species of structures is the no-

472.

tion of intemal diagram (or intemal action of a category, or internal
species of structures) extensively used these last years by specialists
of topot ( cf. Comments 475.1, 478.3).

34 R. bien fidele i.o. des hypermorphismes .

The term <hypermorphism neofunctor» is only used in /122/ when the
'system is a species, i.e., when s’ is exactly the pullback.

Proof of the Theorem. 1dentifying s’ to s, *s' the sourceof (C'*E)

lifts into the projection @ of the sub-pullback

s’ a xg?
(*) q q
So a s

and its target into k': s * s'> s'. The set of composable pairsdefines
(because p lifts pullbacks since it lifts products and equalizers) the

pullback
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avk' v’ s” sxs' avk’
gVyg q" where a v
aVb A S *8 s! k! s*gs!

is a pullback. So s” is a sub-pullback of (G,%’}. The composition
lifts into the factor [k. ¢", &@. v.v’] relative to the sub-pullback (*) .

This theorem is precised in /90, 77 /.

473.1. The proof uses the commutativity of limits and sub-pullbacks (sin-

ce both are initial lifts). In fact, this theorem comes from general re-

sults on sketched structures.

473.2, So S| A is the P-substructure of S generated by A.

473.3. (-generating /100/ means that P is —-generating for M and that

a colimit indexed by { of small P-substructures of an object S of R

is preserved by P and is also a small P-substructure of S.

474.1. The main tool is that a sub-species of the p-species of structures

n whose set of structures defines a P-substructure of s' also defines

a p-sub-species of structures of 5 (cf. /60/).

474.2. The maximal species of structures have been called strong species

of structures in Comment 23.1. They correspond to discrete fibrations.

474.3. Same proof as for the preceding theorem with My replaced by

{(fiz)e Cy xEy [ a(f)=q(z)}
in the maximal case, by
{(f,Z)G(CA)yXEA ‘ al(f)= q(z) t v
{(f,z)e C*E | 3z E)\,fz'e Eys fe C;\},

in the saturated case.

474.4. This theorem is deduced from the general existence Theorem 1.2

/ 100/ whose hypotheses are satisfied thanks to the preceding results.
It is a kind of «internal» (vz. enriched in /87 /) Kan extension theo-
rem, which is precised in /90/ (cf. Comment 478.3 for non-concrete
versions).

The «minimal» enlargement extends the system of structures 7 as

little as possible to obtain a species of structures. The «maximal» one
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takes 1 into a strong species of structures ( which seems to be the
best notion). The saturated enlargement is maximal on the isomor-
phisms, minimal elsewhere.

474.5+ Germs of4species of structures.

The introduction of structured {as well as enriched) systems of
structures was motivated by Analysis problems. In particular, for solv-
ing some optimization problems we associated [28] to a differential
equation with local existence and unicity of solutions a topological
system of structures which has the following properties :

- in the acting neocategory, the set of composable pairs is open in
the pullback topology of (@, b ) ;
- the domain of the action is open in the pullback topology of {a,q) .

This is called a germ of species of structures. The preceding the-
orem proves that any germ may be canonically embedded into a (max-
imal) topological species of structures (cf. Bednarz's Thesis [4]).

Differentiabl e germs of species of structures are also considered

in 28], Part II.

ON /90/: PREMIER THEOREME D'EXPANSION STRUCTUREE.

This Note has only been developed in unpublished lectures. A sim-

plified modern transcription of it is given in the Synopsis.

475.1+ Internal well-faithful neofunctors and discrete fibrations.
We recall that a neofunctor g: & > C is well-faithful (éf. / 122/,
Chapter I1) or is a partial discrete fibration, if:
lo Themap & b (g(k),a(k)) into the pullbacka Vg is 1-1.
20 C# C is the pullback

aVA Cx C
g Ve
aVp N Cx C

(this condition is always satisfied if C is a category).

These axioms imply that the category of well-faithful neofunctors
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475.1 ... is equivalent to the category of models in Set of the sketch Ty

defined as follows: To the sketch oy, ®2 of (strong) neofunctors

(cf. Comment 197.1) P
. @] 5 .
0. < - 2'
,é ¢
o 71 K 2 175
a
0 2!
] ‘ [}
B 2
we add the cones
0 a' 7o Va y o
7 171 7, Va 1 (*)
0 a 1
to be transformed into pullbacks, as well as the cone
2 c 2!
772 1 77'2
2 ¢ 2'

The models of 0, in a category X are called internal well-faith-
ful neofunctors in H.oif Hois equipped with a concrete functor p lift-
ing the canonical pullbacks in Set, the «concrete» models of Tws
which map ¢, ¢ and ' on p-injections correspond to the p-structured

well-faithful neofunctors § . Indeed, to §: (C',s)~ (C',s ) corresponds

the model
qua k
il
S §%§
9o
S ®S
So

since: s is a sub-pullback of (¢,,a) implies i’: s»q,Va isa p-
injection ; (1) is a pullback because it is mapped by p on a pullback

and i and [ are p-injections.
So the category Qﬁ;(p) is isomorphic to the category of concrete

794



COMMENTS ON /90/

475.1 ... realizations of Oy j+ Moreover T(l', (p) is a category because a

vertical composite of pullbacks is a pullback.

The hypermorphism neofunctors are not sketchable, but the «good»
notion seems to be the discrete neoﬁbratwns which are the hypermor-
phism neofunctors g: C~> C for which C is a pullback of (a, g},
that we get the discrete fibrations by restriction to the functors,

The sketch O dny of discrete neofibrations is the same as Owio

except that we replace the cones (%) by the unique cone

- a

0 d 1
. n.l (**)
0 a 1

to be mapped on a pullback. The sketch o, of discrete fibrations is

the sketch Ocq; Q2 of funcrors

3 = 1 2 -
0 B K 2
o a g g
1
B 2
0 K

a

equipped with the supplementary cone (*#%) to become a pullback.
The models of Odny OF Ogy in a category { are the intemal dis-
crete neofibrations or fibrations in X . 1f p: H > Set is a concrete func-
tor lifting canonical pullbacks, the «concrete» models of Og4ny map-
ping ¢ and { on p-injections correspond to the p-structured discrete
neofibrations, while the p-structured discrete fibrations are just the

models of Y in X mapped by p on a discrete fibration.

Now a model in a category { with pullbacks of Owfr Ondf OF Ogf
is entirely determined by its values on the «base neocategory», on the
«projection» 7, and on the «upper target» ,é (called the action). So
we deduce from these sketches the sketches Osys of systems of struc-
tures, ¢_, of species of structures, O 4¢, ©f category actions, obtain-

sp
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475.1 ... ed by just keeping: the base neocateeory, the projection m,, the
action B and the morphisms expressing the unitarity of the action and
its compatibility with the composition of the base. Their models in K
are respectively called internal systems of structures, intemal species
of structures, internal actions of a category or intemal diagrams [56]
in the category X .

From this construction, it follows that the category of (concrete) in-
ternal systems of structures in M is equivalent to the category of in-
ternal (concrete) well-faithful neofunctors, while the category of in-
ternal species of structures is equivalent to the category of internal
discrete neofibrations. This is the essence of the theorem of Sectionl.
For functors, the last result gives the usual equivalence between the

categories of internal diagrams and of internal discrete fibrations.

47619 R. K.P(§)(K3)C Pré)(K) io. K=p(3)(K) .

This modification, which means that §' is a p-structured discrete
fibration (Comment 475.1), i.0. an onto hypermorphism functor, is ne-
cessary for the following results to be valid.

The sketch of functors with hypermomphisms:

p-structured functors with hypermorphisms are the concrete models

of the sketch o constructed as follows:

We take the sketch (0, ,,82)@2 of squares of functors

B — j' ! 51
(‘i'
0 - I | < 2
a !
g
USY 1 17,
7o <: A 2’
Cl' ;
L ]
_ K
0 a 1 2

and require that the back face becomes the sketch of a discrete fibra-
A ~ .
tion, that 0 = 0", that the arrow j: 1'» ] be sent on a monomorphism

(or, in the concrete case, on a p-injection) and that
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[
IS
<
[

>

I

0 & 1 o & I
I ppii_ GVB'  ava'_l&.pmisl  GVA*
g Piy m Vi wVin!
0 g1 aVa [k, Pmi5]  2=aVB

be mapped on pullbacks. (Condition 3 is translated into : the map
(g: 1)1~ (8-, f,5(3)(g))
is 1-1 from the set
t(g,f)eCxK|a(g)=B()}
onto the set
((h.fg)e CxKxK | a(h)=a(f), g-B(G)])=B(G)(h)}.)

The models of oy, in a category H are called internal functors
with hypermorphisms in X .

If in o we replace j by an identity (so that there is only one
base category) we get the sketch o/, of fibrations with a given split-
ting ; one of its models in Set maps m; on a fibration C~ C and I’
on a subcategory K of C formed by «canonical» cartesian morphisms.
The category of models of o, in K is called the category of intemal
fibrations in H . (An equivalent «sketch» is given by Johnstone, exer-
cises2 (6) [56].) Cf. Comment 513.1 for some properties of internal
fibrations and fibrations in a 2-category.

If p: H > Set is a concrete functor lifting canonical pullbacks, a
concrete model of oy , called a p-structured fibration, is a p-structur-
ed functor with hypermorphisms (§,§") in which § and §' have the
same codomain.

2. The converse is not true. If §' is a «general» hypermorphism func-
tor, then (§',3’') is a functor with hypermorphisms iff §' is a dis-
crete fibration (a morphism of the domain of §’ is not a §'-surjection

otherwise).
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476.3. Omit the second relation (it is not necessary for the validity of
the result and it is not always satisfied in the applications).
477.1 + Proof.
The substructure (q-M’qu(d) of (§,q') generated by the small sub-
set M of CxC is constructed as follows: The projections of M on
C and C generate small P-substructures §; of s and s; of s. We
inductively define sequences (E/\))Ké and (S)\))KC of small P-sub-
structures of § and s by taking:
- for a limit ordinal A, the P-substructures generated by
“%P(Eu) and ug}\ P(su )
- for s, ,; the P-substructure of s generated by the subcategory of
C' generated by q(p(s, ))Vp(s) ) ;
- for ’§>\+1 the P-substructure of 5§ generated by the subcategory of
C generated by:
p(Sy)ulgeK lalg)ep(Sy), plglep(sy)}
Ul feCl f.ge p(sy) for some gef(ﬂp(?s')\)§
(the g are added for making §yy a discrete fibration and the f for
making §y-surjections out of the elements of f(r‘.p(.-s}\) ). Then the

sets U s and U s define p-structured sub-categories
/\<Cp( A/ }\q:p( z/ p i

(Cyy -5y of (Cys) and (Ciy»Sy) of (C,5) to which § has a res-
triction ‘}M . As K and Cpm define substructures of (C’,s), their in-
tersection also defines a p-structured subcategory (KM,S&)of (C',s)
(because P is —~-generating, cf. Appendix /102/); similarly —I-(ﬂ—CM
defines a p-structured subcategory (RM,E&) of (K',s'); whence the
restriction gy of §'. V

Notice that §’ onto does not imply either gy, onto nor the image
of P(Gyy) onto a p-structured subcategory of (X',5). So the modifi-

cation indicated in Comment 476.1 is essential for this theorem.

477.2+ Proof. 1t is done in two steps:
1o Let S(p)u be the subcategory of 8(p) formed by the morphisms
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A

477.2 ... F,

Q= (@2,‘12) (él’é’l)
Id,

where u is the codomain of (g, §'). Then the conditions of the gener-
al existence Theorem 1-2 of /100/ are satisfied by the insertion:
5'(p)u N S(p)u, thanks to the preceding theorem (which is used
in the case where C is small and is the projection of the given class
M on C ).Hence (§,§') admits a reflection (§;,§}) into &'(p),.

20 Now ({4, §}) is also a reflection of (§,3') in d'(p), because

each morphism
Q' = (G @), Fy B | ,(8, "))
with (1}2, g5) in S'(p) factorizes as
Q. :((62’ q'z) 7F21F3 7((‘1‘3? aé))'Qv

with Q in 8(p ), and (§5, ¢}) in 8'(p) ; indeed, §; and % are ob-
tained by pulling back:

Fi Fy

q, PB 5, @5 PB g3
A A it "
F, F e B(gq')

and the properties of a functor with hypermorphisms are preserved by

pullback. V

477.3. R. foncteur i.o. néofoncteur

477.4. R. (K° io. (K
477.59 Replace the two lines by: Soit T{'I la sous-catégorie de H* for-

mée des éléments (k, k. f, f,¢), on€eCs et keK.

478.1. Add heK .
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478.2+ R. (8'(p),z(p)) i.o. z(p) .
Proof of the theorem.
lo The first assertion is valid as soon as p is a functor lifting
canonical pullbacks. To prove it, we construct 5, on H (which is

the comma category (K,q) ) as the pullback

s'%S El
Vg
s*s 1
K
s 14
s v s s* S
where
s’ - s’ %8 s s*s’
a’ and a[
- e
= ' ?
s, bg s s, b s

are pullbacks. Then (H',5,) is a p-structured category and the proj-
ection ¢: 5, ~ s defines a p-structured functor §,: (H’,3 P2 (Cs)
lifting G . Moreover T{l (with the definition given in Comment 477.5)
defines a p-substructure 5°; of 5 | (we replace S by 5,and s by s’ in
the pullback 1) and § has a restriction §%: (Ky,57)~ (K,s'). The
elements of T{l being §,-surjections, (§;,§]) is an object of d”.
The p-structured functor

F:(C5) > (H,5): b b (q(h),e' e, k)
gives a morphism J:(§,§" )~ (éla f}'l).
Let (('1‘3, (}'3) be an object of &” and §:(C',5)~ (‘Cé,gs) define a
morphism G : (G,3")~ (?}3, t};) . We construct a map g’: H~ C3 which
sends f=(f,f,e,€)¢ El onto the unique element ofﬁ3 with source
g(€) and image f, and which sends (k,f',f,2) on the factor of
g'(f).&(k) through the tjz-surjection g'(f)..This map g’ defines
a functor H'~» C‘3 and, thanks to condition 3 satisfied by the p-struc-
tured fupctor with hypermorphisms ((js,é's), it lifts into a morphism
51—> 3 3 (thanks to pullbacks). Hence a p-structured functor

g': (H,5)~ (C'3,§3 such that g'.j7=¢,

which defines the unique factor G' of G through J. It follows that
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478.2 ... (§,,q}) is a reflection of (§,§") into 8" and (for the same

478.

reason as in Comment 477.2) into 5'(p).

20 The above constructed g' is compatible with r iff §' sends
k=j(h), for each he K-, onto the unique element g'(’q:(—h—)) of I_(3
with source g(a(h)) and image q(h); i.e., iff §=3'.] sends K
into KS’ or else iff § defines a morphism (§, §')~ ((?3, (}é) Hence
there is a reflection (§,,§5) of (§,§') into 8" (and a fortiori into
S'p)) iff (3@5,35) is a (8'(p),z(p))-quasi-quotient structure of
(61, q}) by r. When P is (-generating, there exists such a reflec-

tion, hence such a quasi-quotient, by the preceding theorem. V

Particular cases: 1o If C =X, then (§,§") «reduces» to §, and
(34, q}) is a p-structured fibration ( Comment 476.1), which is also
the free object generated by § with respect to the functor (3, 8')|> 2
from the category of p-structured (split) fibrations over (C",s) to
the category of p-structured functors over (C-,s). For p the identity
of Set, we find back the comma functor: (-,C’): Cat/C» Split C as
an adjoint to the insertion (Gray [133]).

20 If C =K and C =K =Cy, then §; = §} is a p-structured dis-
crete fibration, which is also the free object generated by ¢ with res-
pect to the functor from the category of p-structured discrete fibrations
over (C*,s) into H/s, which maps Z: (C-,5)~ (C*,s) onto the
projection g,: 8, > Sg.
3+ Internal Kan extensions and existence of Hf’

Let H be a category admitting pullbacks and C an intemal categ-
ory in H . The first part of the Fxpansion Theorem and the particular
cases of Comment 478.2 transpose (Synopsis) for (non-concrete) in-
temal functors. Whence, if C is an internal category in H |
- The «insertion» from Cat(})/C into the category Split(H ) of in-
ternal (split) fibrations in H over C has an adjoint (still called the
comma functor (-,C)).

- The «projection functor» from the category HC of discrete fibrations

inH into }(/Co has an adjoint. More precisely, it is monadic (]John-
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478.3 ... stone [56], Proposition 2.21); if H is a topos, it is comonadic
([56], Proposition 2.31) and HC is a topos.
More generally, suppose f: D~ C is an intemal functor in { and
e HES HE, T2 Splie(Hoe > Splie(Hyp, £+ Cat(H)/Co Cat(H)/D
are the «change of base» functors ( pullback along ). Then:
1o f* has an adjoint lim; for each f with codomain C iff HC is re-
flective in Cat(H)/C, é.g., when H has reflexive coequalizers pre-
served by pullbacks {56].
20 If H is a topos, f* has an adjoint l_i_rﬁ,f and a coadjoint l‘ir_nf N
called the left and right Kan extensions along f ; for f: D > 1 the func-
tor liT’D: }(D» D maps a discrete fibration on the «object of its orbe
its» and it is left exact iff D is filtered ( cf.{56], 2, 3).
30 If H is a topos: 7 has a ( 2-) adjoint ;T)f and, using coequalizers
in Cat(}() , a (2-)coadjoint Ef; if { is an internal fibration, f has
a ( 2-)adjoint y ( Cf. Boumn [1-11].)
Finally, it seems unworthy not to cite one of the main theorems on
internal discrete fibrations, namely Ciaconescu's Theorem [26, 56].
478.4. R. maximale i.o. minimale .
When such a section exists, p is always spreading (Comment 247.1).
478.5+ R. ¢, i.0. g, andr. ﬁz - F12 jo. Ezz FUB(F) .
Proof of the theorem.
lo If p is spreading, the conditions of the Fxpansion Theorem are
fulfilled and (§,§’') has a reflection ((jz, (}'2) in 8'(p). Let Z be
a maximal section of p ; we first show that, taking the underlying func-
tors, (52, cf"z) is a reflection of (¢,q') in &' (= S'(ldm) ). Indeed
(33') (7,4")
I 7'(Q) U Q
(G509 & 274335 (1509 u(Q) (1343

the forgetful functor F(p)-»3F also has a maximal section Z which

maps f: C*» C' onto Z(f): (C*,Z(C))~» (C",Z(C")) /100/ and
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478.5 ... it extends into maximal sections é' of U:d(p)-> 8 and é“ of
U:8"(p)~ & which map (q_3,§§) onto (é(qB), é (6'3)) because
a maximal section preserves pullbacks (Comment 247.1). So, if Q is a
morphism (gq,q')~ ((;3, (}-;) into &'(p ), v;ve have the morphism
(3.4")—%w 700, 7)—2 Q0 7(7,, 7, ),
which factors uniquely as Q'.J', through the reflector J'. It follows
that U'(é‘) is the unique factor of Q through U'(J'), so that U'(J')
is a reflector into &'. (Cf. Synopsis for a generalization .)

20 It remains to prove the theorem for the case p = Ia'm . 62 is the
quasi-quotient category of H® by the subcategory H‘1 generated by
the elements

<f,h>=(e,f, f.q(h),h), where heF ;
(cf. /80/); let t:H ~» (_“2 be the canonicai functor. Thanks to the
properties of an expansion /79/, (g5, q-'?_) is an object of S’ where

q2 . L — . .
- F 1s the restriction of 95 and there is a morphism

ST T (T,

gy F

defined by the map

hlbot(k), where E=(q(h),e', e, h).
let (?13,21_2) be an object of &' and G:(q,q')~ ((;3’(1—'3) be a mor-
phism defined by g: C~ C's. In Comment 478.2, we have extended g
into a functor g’: H" -~ 6'3; if we prove g' maps H , on objects, g’
will factor through ¢ and its factor will define the unique factor of G

through J', so that J' will be a reflector. Indeed, in H* we have

<f,h>.f.q(h) = f.h foreach heF,
J f
e ) 1h f
f;‘Z(h) ! -
f.q(h) q(h) 'y

where j.'-= <f,f,e, e> , so that

g'(<f,h>).8"(f-q(h)) = g'(f).g(h).

As g maps F into 1?3 and g' maps Elinto 1?3, this morphism is
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478.5 ... the unique element of I_(3 with source g(a(h)) and image
f-q(h), namely it is equal to g'(f.q(h)). It follows that g'(<f, h>)

is an object. V

ON /95/: DEUXIEME THEOREME D'EXPANSION STRUCTUREE,

This Note has not been developed elsewhere ( but cf, Synopsis),.

1

479.1. O $§;s';s) is defined by the pullback, where ¢ :s'—§ S5, ,
4V B’ O(5:s"s) p
5§
K
i % 8§+ a'Vp

while ¢ VB’ and 'V denote the pullbacks over §, . An analogue

pullback gives O(s;s'); and «' defines a sub-morphism of the com-

position morphism of the p-structured category (O (Af‘,KA V&) /109/.
This theorem does not require the existence of products, but only

of pullbacks, in } .

479.2+ I° Quasi-expansions and final subcategories.
Quasi-expansions «relativize» the notion of a final subcategory.

Indeed, when p is the identity of Set, we have:

PROPOSITION. 4 category Cisa quasi-expanston of a subcategory
C by F= C .Co iff the insertion C —— Cisa final functor (in the
sense of [74] ).

A. Denote by H the category B ((E ;F:C) and identify its class
of objects with F. The equivalence o, induced by ¢ on F is gener-
ated by:

f~f"' iff fref.C.
So C is a final subcategory of C iff the map
y:I*‘/oo—>&o:fmoda0 b B(f)

is 1-1 and onto.

a) Suppose b: H-> C is a quasi-surjection; then by : F» C, is onto
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479.2 ... as well as its factor y . The functor
b:(k, ' f, k)b (f moda,, fmoda, )

from H to the groupoid of pairs of F/ o, is compatible with o so that

it factors through & ; hence

b(f)=0b(f") implies &(f)=¢(f"'), i.e., faf'

It follows that y is also 1-1,

b) Conversely, suppose C is a final subcategory of & and consider
a functor ¢: H-> K compatible with ¢ . For each k: &~ &' in c , we
may choose f: e> €& in F and write
q'(k)=q(k,k.f,f,e).
Replacing [ by f. g where g is in C does not change ¢'(k) since
(k. k. f.g, f.g.e')g (k. k.f,f,e).

The first remark shows that ¢'(k) is also unaltered if f is replaced
bya f’¢fmodo,. Whence the unique functor q':v(“:» K satisfying

q'. b = g . This proves b is a g-surjection. V
20 On the definition of quasi-expansions.
With the hypotheses of the last definition page 479, the squares
(e’ f',f'.h,h) with f'¢F, he FNC
define a p-structured sub-category (G,S) of
u :(9(&;F;C), Ors;s';s)),

where S is defined thanks to the pullbacks

S' S'*sl sov 14 - S
?,
a'y Y pProy Y
" o , o T ’
3, B § sns s K S%8 s'xs

1
It is easily proved (as in Comment 462.4) that (é',§) is a quasi-
quotient of u by ¢ iff it is a quasi-quotient of u by (G,S).

But this definition has to be slightly modified for the following the-

orems to be valid ( cf. Comments 481.1, 482.1 and Synopsis).
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1. J(S;s';s) is the limit of the diagram

0
and k" is a factor through this limit ( which may be computed by pull-

backs).

2. (C-.§) is also the quasi-quotient of (TJ(C;F;C),I(8:s":s)),

by the subcategory G' defined by
t(f.r(g).fg)| ge FnCl;
as in Comment 479.2, this definition has to be slightly generalized

for the results of /96 / to be valid.

3. Proof: 1f FnC is formed of isomorphisms, the subcategory G
(Comment 479.2) is a subgroupoid satisfying the Cre condition (O)
of the end of Section 3 /80/, so that the quasi-quotient category of
= (é‘;F;C) by G is a quotient category. So (Aﬁ is a F-quasi-expan-
sion of C iff it is a F-expansion, and this means F is a set of reflec-
tors into C (cf. / 122/, Chapter V).

Similar proof for the next assertion.

4, If Y is fully faithful, any (s,j) is a weak proiongation, and a
prolongation corresponds to a free object. If (s, j) is a weak Y-pro-
longation and j is an isomorphism, s is a cofree object with j'1 as

its coliberty morphism, and (j,s ) is also a Y-prolongation.

.19 This theorem is not valid. For the second assertion, we only have:

If (v,]) is a weak Z-prolongation with ] an isomorphism, then it
is a polongation and v is a Z-cofree structure generated by u. (Com-
ment 480.4.)

The proof sketched for the first assertion has the following flaws:
- u; may not be in g)'(p) because nothing proves a(§ Y isa Fl’
quasi-expansion of (C'1,§) (it's only true at the «category» level).

- Even if it is, the p-quasi-quotient need not give a quasi-expansion
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.1 ... and there is no reason why quasi-quotients should existin &'(p ).

However, the indicated theorem is valid if the definition of a quasi-
expansion is replaced by the definition given in the Synopsis ( where
the universal condition satisfied by b is slightly more general), From
it we deduce (with the definition of this Note), in the case F and
F define subcategories, so that (§,§'), where §': F> F, is an ob-
ject of 5(p) and, by /90/, there exists a reflector

1':(3,§') > (35, §5) ino 8'(p):

If Uy = (F,I_:3 ,63,53) is an object of &'(p), any L: 63 - C
defining a morphism Z(u;)~>u extends into a unique p-structured
functor L:a(§5)~ 4, mapping I;3 into a(qh)

(cf. Synopsis). If a(§ 2) is a quasi-expansion of a((j'z) , which means
((}2, Qé) gives an object u, of &'(p), it follows that u., is a weak

Z-prolongation of u . But this condition might not be fulfilled in the

general case,

19 This is true if p is the identity of ), but probably not otherwise,
unless the slightly more general definition of a quasi-expansion pro-

posed in the Synopsis is adopted, in which case the result is true,

482.2 9 This assertion is only valid if the definition of a quasi-expansion

of the Synopsis is adopted.

ON /96/: THEOREME DE QUASI-EXPANSION REGULIERE.

This Note is not developed. The false results become true if regular

quasi-expansions are defined like quasi-expansions are in the Synopsis.

484.

484.

1. D(p) is constructed as a quotient of the p-structured functor from

T; to T, defined by a restriction of d%, where
T, =(2(G;F;5C,), (3G salk))).

29 Condition 3 of the definition of R'(p ), is only satisfied by v,

at the «set-level»,

484.3. 0 is the limit of the following diagram
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@]

nw QU

0

485.19 This assertion is not true at the «structure-levels,

485.2. The proof is similar to that given in /100/ for the existence of
quasi-quotient structured categories.

485.3 9 This is only true if p is the identity of . The errors are similar
to those pointed out in Comment 481.1.

485.49 Replace p by the identity of M.

486.1% Frase il faut et . (The condition is only sufficient.)

486.2. R. Supposons que i.o. Alors .

486.3. R. Catégories 1i.0. catégorie .

ON /77/ : CATEGORIES ET STRUCTURES. EXTRAITS.

487.1. Sections 1 to 4 of this paper summarize parts of Chapters II, III,
IV and V /122 /. This book had been preceded by multigraphed lecture
notes, of which the present text was a digest. The printed version is
much more general, e.g. with respect to Section 4. Section 5 has not
been developed elsewhere.

487.2. For this section which figures partially in /63/, cf. Comments
on this paper in Part IIf-1.

488.1. Cf. Comments on /87 / where this notion is generalized.

489.1. The corresponding functor C'1—> Cat is obtained by composition of
the functor F:C|~ ®(M) with the canonical isomorphism from (@ (M)
onto a subcategory of the category of discrete fibrations, and then with
the «domain » functor to Cat .

489.2. The fibres G(e) might not be disjunct.

490.1+ Action of the crossed product.

There is still another characterization of the species of structures

which are dominated by covariant maps; it was only indicated in lec-
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ture notes /111/:
PROPOSITION. The crossed product S (domain of the fibration) asso-

ciated to G: C]~> Cat acts on S, the action being &':

((h,f.s),z)bh(fz) iff sz is definedin F(a(f)).
This gives a I-1 correspondence between: the species of structures
F:Ci~ A(M) over G, the actions of :S, and the functors S Set.
A. The verification is trivial. But it may also be deduced from the fact
that S is the lax colimit of G (Comment 440.2). The data of F cor-
responds to the data of the lax cocone d: G = Set in CAT, where
d(f) for f: e~ e’ in Cy is the diagram
Set

e

Gle') G(f)  G(e)
associated to the covariant map F(f): F(e)~ F(e'). Such a lax co-

cone has a unique factor D: S- Set which gives the action of S. V

2+ Distructures.

Species of structures dominated by covariant maps were introduced
in [28] under the name: categories of acting categories. The motivat-
ing examples were generalizations of the sheaf of differential operat-
ors acting on the sheaf of C™=real valued functions or on the sheaf of
Schwartz's distributions. They led to a categorical definition of dis=
tributions (cf. Comment 470.3), through the more ubiquitous notion
of distructure, which also englobes Mikusinski's operators [152], Sa-
to's hyperfunctions [157), Aronszajn's functional completion {104 ] ;
in the examples used in [ 28], the species of structures are further en-

riched in the category of topological vector spaces.

1+ Couples of acting categories and distributors.
When G: C" - Cat is the constant functor on C ', the double cat-
egory associated to G is the square category C'® ct (cf. /117/)

K

and the domain of the associated fibration is just the product category
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491.1 ... C*xC . So a couple of acting categories may also be character-

491

ized as a species of structures over a square product (Theorem page
490),0r as a functor D C*'x C" - Set (Comment 490.1).

This last characterization expresses that: a couple of acting cat-
egories «is» a Bénabou's distributor (or Lawvere's profunctor) from
(CH)°r wo C .

The proposition points out X as an atlas (in the sense of /75/)
from C~ to C' in the category H' , called the join category for the
functor D: C'xC > Set. The composite D'@D of the distributors :

D:(C* )P -5 C", D C° s,

corresponds to the composite of the associated atlases X and 21 in

the pushout category K:
K +7HD
A

HD._<—--—+C'

where f{, and H,, are the join categories for ) and D’ (cf. [7]).

2+ Indexed limits.

Bénabou used this example to give a criterium for representab:ility,
A functor A: C - Set is representable iff C is a reflective subcat-

egory of the join category /4 for the functor

Cxia}= ¢ —4d—+ Ser.
Moreover the limit of A is the value at a of the Kan extension of A4

along the insertion € C—s HA . (Cf. [5]))

This result is generalized by Street as follows [ 92 ] : Suppose that

J: C» Cat is a functor; the join category for
Cxtal= C—dwCat —» Set

becomes a 2-category H] 1 if F: C~ K is a functor, its [-indexed lim-
it is the value at @ of the Kan extension of F along € C_, H; (when

it exists ). In fact, Street takes 2-functors for / and F.
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491.2 ... Indexed limits may be used to generalize sketches: an indexed

J-sketch is the data of a 2-category S and of 2-functors
J:C- Cat and F: H] - g,

where H] is the join category. A model in a 2-category B is a 2-func-
tor ¢ : S»> B such that ¢ F be the Kan extension of its restriction to

C along C C, H] for each /.

B_%, s . C

Usual sketches correspend to constant functors J.

491.3. H  iscalled the join of (p,p )/,

492.1. Most often dominated categories satisiy more precise axioms, So
that they are enriched categories in a monoidal or closed category (cf.
Comment 699.1).

493.1. Cf. Comment 490.2 and [29] (Part II).

493.2. The main results of this section are given in /66 / to which we re-
fer forcomments ; several evident propositions have been added: this
section and the following one were primarily intended for undergra-
duate students. This difference of level between parts (some taken
back from lecture notes, others from research papers) was one of the
difficulties which hindered a good estimation of the book /122/. An
other problem arose from the technicity of most results in it, the lack
of concrete examples, and the awkward way some notions (sﬁch as re-
flections here, products and pullbacks in the next section) are intro -
duced; this came from the desire to show the genesis of Charles's
ideas, rather than to write a comprehensive book on category theory.

496.1. R. isomorphisme i.0. équivalence .

This construction is to be compared with the definition of expansions

(cf. /79/).
496.2. R. un isomorphisme i,0. une équivalence .

498.1. Cf. Chapter IV /122 /. The main results generalize to limits,
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498.2." Later on, M, has to be a universe.

499.1. p is #-compatible iff it lifts the #-products, while it is compatible
with g-products iff it preserves them,

500.1. R. 7 ,-compatible i.o. compatible avec les produits finis .

500.2. (S)Z-EI is written for ('s;); ; where s; =s foreach i in /.

503.1. R. produits fibrés i.o. produits ,

506.1. This definition implies that (F,H;,) is a p-admissible couple in
the sense of /79/, when p is amnestic, i.e., when (F, p) belongs to
the class O, defined hereafter.

506.2. R. un isomorphisme 1i.0. une équivalence .

This theorem is a corollary of the first theorem of /79 /. Cf. also The-
orem 11-V /122 /.

507.i. R. isomorphisme i.o. équivalence .

508.1. R. isomorphisme 1.0, équivalence .

This theorem is equivalent to say that the functor &' - S which maps
(F,C,q) onto (F,g'), where ¢' is the restriction of ¢ to C, has a
right adjoint, It is a corollary of the Fxpansion Theorem of /79 /, sin-
ce H isa %-expansion of C for a class i’ such that i’r‘.C is formed
of isomorphisms iff C° is a coreflective subcategory of #° and %

isequalto E(H", C). Cf. also Theorem 12-V /122/.

508.2. This condition means that F'; is formed of g-surjections. Cf. /79/
and Theorem 12-V /122/.

509.1. Proofs are given in Propositions 13, 22, 15 and 16-V /122 /.

509.2. In all this section it is necessary that W, be a universe, for the
constructed extension to remain in it, Notice that the theorem is an
immediate consequence of the preservation of limits by right adjoints.

509.3. More simply, C is a full subcategory of K~ and K is the sub-
category of K* closed by isomorphisms generated by C.

510.1. Cf. Theorem 14 and Proposition 22-V /122/.

510.2. Add ou g, =(F,,a(p;),q;) pouri =1, 2.

510.3. Cf. Theorem 14 and Proposition 23-V /122/.

510.4. Cf. Theorem 16-V and Corollary /122/.
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511.1. Cf. Theorem 17-V /122/.
511.2. Cf{. Proposition 24-V /122 /.
512.1. Cf. Proposition 18-IV and Corollary /122 /.

A concrete functor p: C - Set lifting isomorphisms admits atoms
if C has a final object I which is a generator and p is equivalent
to Hom(1I,-): C - Set.

512.2. A H-space of structures is a p-species of structures whose fibres
are «structured». It is difficult to define the analogue notion when H
is not concrete: Given an internal action of an intemal category C
on an object S of H,, the «points of C,» may only be defined as the
morphisms e: | » C, from a final object of H | so that the fibre over

e should be the pullback

s - S,
proj Y \
C, e I

if it exists. But those «points of C, » don't correspond to the «con-
crete points» (elements of ¢(C,)) when g: H > Set is a concrete
functor not associated to a generator (e. g. if H is Cat ).
512.3. Add si H est g produits fibrés préservés par q.
The fibre H(e ) is the pullback:
o - H(e)

7'y Yy

- —
S, e a

512.4. These conditions mean that (C',CL) is a 2-category whose 2-
cells act as their source morphism. Indeed, if 77'-1(6) defines a

subcategory of S* for each object e of C', we have
e=n'(a’(z))=a(n'(z)) where e=un'(z),
whence e ¢ G, * . Then fz is defined for any 2-cell f: e => e’, and
fz=(fa"(f)) (B*(z)z) =f B'(z)+a’([) 2 =a'(f)z,

because fB°(z) is an identity.
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513.1+ [nternal fibrations and fibrations in a 2-category.

H-spaces of morphisms were introduced to «intemalize» species of
morphisms looked at as categories acting on a category, However, as
for spaces of structures, their definition mingles «points» and «struc-
tures», so that it does not transpose well in the «non-concrete» case,

More generally, a p-species of morphisms is the data of two p-struc-
tured categories ( C,s) and (S, o), and of an action k' of € on S,
such that 5 =((C,s),0,x') is a p-species of strucwres. If p lifts
canonical pullbacks and is associated to a final generator, each fibre
is also structured by an appropriate pullback, and we find back p-spa-

ces of morphisms.

PROPOSITION A. A p-species of momphisms identifies with an intemal
category in the category of p-species of structures over (C,s).

Indeed, its object of morphisms is 7 and its object of objects is
the restriction of the action of ((C,s) on the object of objects o,
of (S,0).

Similarly, let H be a category admitting pullbacks and C an in-
ternal category in H ; a species of morphisms in H over C is defined
as being a category A in the category HE of intemal discrete fibra-
tions in H . It is entirely determined by the functor #': S- C in K
which «glues» the objects of objects of A, ,4;, A, and by the action

K]'ofConSI.

From this, the sketch of species of momhisms is easily drawn (cf.

Horrent [140]).
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513.1 ...

To a species of morphisms A in } is associated an intemal fi-
bration 7 in H (cf. Comment 475.1) ; the object of morphisms i‘l
of the domain X of 7 (the «crossed product category») is the pull-

back

S, - s,
"'I

ay ‘n]

So Ko C,*8,

while the sub-category 3 of i formed by the «canonical splitting» has

for its object of morphisms the pullback

So - 3,
Ty ‘ .
C, 2 c,

( thus generalizing the theorem page 513). More precisely:

PROPOSITION B. The category of species of momphisms in Hois e-
quivalent to the category Split (M) of internal fibrations in H.
(Cf. Johnstone [56]}, Exercices 2 (5-G), where the definition of an in-
ternal fibration is given in a different, but equivalent, form than in
Comment 475.1.)

Let Split be the category of all discrete fibrations, a? and Bm the

horizontal source and target functors Split C., BCat-» Cat and P

=
the functor Split C_, E}Cat—p3:>E|Set, where pg : Cat -~ Set: gb g; -

To the fibration # in } corresponds the functor F: H°P » Split such

that
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1 <o amF:}(UP—) Cat and ﬁmF:}(OP > Cat
are the functors associated (cf. /113/, II) to the internal categories
3 and C, where 7: .Z—’ C, and pIF: HeP 5 BSet «is» the natural

transformation H (- ,1?1 ). From theorems on sketched structures:

PROPOSITION C. Split(} ) is equivalent to the category of functors
F:X°P > Split such that p; F =H(-, k) for some h in K.

This result implies that intemal fibrations in } are the same as
fibrations in the 2-category Cat(H) of categories in H . Indeed, if
D is a 2-category and D; its category of 1-morphisms, a 1-morphism
d is a fibraton in D if D(-,d) «is» the natra] transformation

F

DP o Split — = & Cat

(cf. Bourn [111], Gray [133], Street [161]). If D is representable
and if O: D;~> Cat(D;) is the functor associated to the representa-
tion (Gray [ 39 ]), then dis a fibration in D iff Od is an intemal fi-
bration in D, or, when D = Cat(H ), iff d is a fibration in H.

Fibrations in a 2-category have been studied by several authors as
a tool for developing a 2-categorical setting playing the same role vz.
Cat as topoi do vz. Set ( cosmoi of Street [159, 160], ditopoi of Boum

[1111), and we refer to them for more details,

1+ The theorem indicated in Comment 490.1 may be «intemalized»:
There is a H-space of structures ((i,&),a, '), where (3 , 0) is
the crossed product associated to (u, G) on page 513,

he analogue «non-concrete» intemal result for H any category
admitting pullbacks is the equivalence between the categories (}(C)A
and }(2, where A is a category in HE (or species of morphisms in
Ky and i the domain of the associated fibration in } (cf. Johnstone

[s61, Exercices 2 (7)).

1. U is the category of linear maps between vector spaces over var-
iable fields.
1. P} is not a faithful functor, so the fibres have to be disjuncted

for having a species of morphisms.
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ON /105/ : CATEGORIES STRUCTUREES ET CATEGORIES DIFFEREN-
TIABLES.

This paper collects results from /109, 101, 104/ to which we refer

for further comments.

519.1. R. des i.o. de.

519.2. Hom(e', e) is the set of morphisms e » e’ (in this order!),

520.1. Cf. Comment 699.1.

520.2. Cf. /119/, Appendix, and Comment 699.1 for the comparison bet-
ween enriched categories and intemal categories.

523.1. The proof uses the general existence theorem for adjoints /100 /.

524.1. Algebraic structures is taken in the sense of «projectively sketch-
able» structures /93, 106/ .

524.2. The gr-groupoids are what Ngo Van Qué called differentiable grou-
poids [80]. To englobe this theory in the frame of structured categ-
ories was one of the motivations of /107 /, where several «universab
extensions of a concrete functor into a functor lifting some initial or
final structures are given. Recently the problem of initial completion
(lifting all the small limits) of a concrete functor has been extensively
studied (cf. Part IV),

524.3. R. a 1.0, s .

525.1. For the «non-concrete » analogue construction, cf, /104, 113/,

525.2. R. (K .), i.o. (K ,) .

In fact, R{c¢ J°P is the crossed product associated to the species of
morphisms whose fibres are the dual categories (K, ,) %P (cf. Comment
696.1).

525.3. R(s",s')XR(s',s" ) has to be replaced by its intersection with
the set of composable pairs of R(o) . Cf. /104/ for all the results
of this section.

526.1. Cf. Theorem 10 /104/.

527.1. R. S(o)" io. §

527.2. In the non-Banach case, the definition of differentiable manifolds

is taken from [125].
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527.3. a and b are asked to be submersions for their pullback to exist.
In fact, Dubuc has shown this condition has a real meaning in the set-
ting of Synthetic Differential Geometry,

528.1. The Banach condition is required to have the implicit function
Theorem on which the proof lies.

528.2. R. V io. V.

528.3. R. (C,)* io. Cp .

529.1. R. x” io. K".

529.2. R. o io. y .

Differentiable species of morphisms ( and their associated crossed pro-
ducts) are considered in / 103/, and not in the given reference.

529.3. R. des catégories i.o. de catégories ,

ON /91/: COHOMOLOGIE A VALEURS DANS UNE CATEGORIEDOMINEE.

This paper was written for the «Colloque de Topologie Algébriquen»,

Bruxelles 1964, where some parts of it were exposed.

535.1. This category is studied in /64/ .
536.1. A natural transfomation ¢t: F > F' from K to H is identified with

the functor ®: K- 8H :

e' At(e')
fl b F'(f) AF(f)
eI t(e)A

538.1. R. groupes abéliens i.o. groupes .

539.1. Py is well faithful iff p is amnestic.

539.2. R. Rg(H') .0, Rg(H) .

540.1. This technical refinement of the notion of a generated sub-mor-
phism / 100/ was suggested by the situation (used later on to define
cohomology groupoids) of the subgroupoid of a category A generated
by a subset M of A, where the pullback alluded to represents the
intersection of M with the groupoid of all isomorphisms of 4.

541.1. R. sous-morphisme i.o. sous-morhisme .
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542.1. This notion is studied in /100 /, to which we refer for comments.

543.1. R. si, afg)e C’' i.o. si,.

548.1. This paper has not been written,

549.1. R. /nH' io. | (twice).

550.1. So p lifts isomorphisms.

551.1. This condition was introduced in /55/ to describe categories of
fractions; it generalizes the Ore condition for a semi-group to be emb-
eddable in a group. ( For some history on categories of fractions, cf,
Comment 163.3.) It's natural the «same» conditions arise for calculat-
ing categories of fractions or quotient categories by a sub-category G :
in the first case, the morphisms of G are to become isomorphisms, in
the second one, objects, which is similar up to equivalence,

551.2. In other words, 0% is a reflective sub-category of . Informally,
the morphisms of a proper sub-category may be universally transform-
ed into epimorphisms.

553.1. (H , C) is an object of ' (resp. of {" ) iff C admits a calculus
of right (resp, left) fractions in the sense of Gabriel-Zisman [35].
The theorem asserts that such a class  may be transformed in a set C
of regular ( = epi+ mono) morphisms of H. It follows that H (¢
is equivalent to Iz[[ ZJ°1] , hence it is sufficient to considercategories
of fractions by classes of regular morphisms.

556.1. Hence: any sub-category G of a category / may be «wniversally»
identified with its objects, leading to the category N(H '/ p) which
is the quasi-quotient category of H by G in the sense of / 100/ (I).
Cf. Comment 170.1 for some history about quotient categories,

558.1. R. )). i.o. )..

559.1. R. H xH" 1i.o. H xH .

559.2. R. ?’j’ o, fri.

560.1. R. k'7*l o k).

562.1. ®' exists thanks to the universal property of & (since K, is con-
tained in R(K")).

563.1. R. t} i.o. t'.
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565.1. For this corollary, cf. Higgins [49].

568.1. This definition is laxified in /84, 102/ : Z"(E,K) is only a p-
sub-structure of C"(E,K) generated by Z"(E,K) and ﬁ"(E,K) is
a quasi-quotient structure of Z"(E,K) by B"(E,K ). Existence The-
orems for this «quasi-cohomology» are proved in /84, 102/ .

569.1. The amnesticity of a homomorphisms functor is used here,

569.2. This problem has not yet been studied. Even if [ = H . this no-

tion does not seem to compare with the exact sequences defined above,
570.19 Add et H' pleine .
If H' is not full, B® might not take its values in it. If X' = H and
p lifts pullbacks, the last condition of the theorem is always fulfilled
(cf. Corollary 2, Proposition 1 Appendix /102/ ).
573.1. R. ¢; i.o. ¢,

The proof comes from the fact that there exists a functor
FxFoF:((5,5,8 ) - (S.F.5 )*,
it is a restriction of the intemal Hom functor on the category of all
n-fold categories, with variable n (cf. /117, 119/).

574.1. R. M jo. F .

579.1. R. le corollaire du i.0. le.

579.29 Zg.(G,K) is not closed by p. To prove the theorem, we notice
that the intersection of Z’é.(G,K) with each class modulo p is a
class modulo the relation giving the quotient by BZ.(G, K).

579.3+ The precise definitions are given in /74/ .

Enrickments of Q. andof .

( is a sub-category of, and equivalent to, the category D Cat of
diagrams in Cat (i.e., of Cat-valued functors). This category is a
cofibration over Cat, the fibre over C being the category Cat® which
is equivalent to @C . More precisely, D Cat is the dual of the cross-

ed product associated to the action
(®,7) br.® of Cat’? on '»CJ(CatC)OP

(but @ is not closed for this action, since the fibres of F.® may
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579.3 ... not be disjunct.

If the fibres of a fibration are «coherently» dominated (or enriched)
so is the fibration (cf. Horrent [140] ). To the data of a functor ¢ from
a sub-category of ({ to @(;_n}), the method of Theorem 9 associates
partial dominations on the fibres Cat® , as well as on @C . The (par-
tial ) domination ) defined in Theorem 7 is deduced from these do-
minations,

When ¢ is the «center» functor, the associated to [) cohomology
is an «abelian» cohomology; the other example for ¢ is not intricate
enough for leading to good non-abelian cohomologies, e. g. for englob-
ing Giraud's theory [3G]. So it would be interesting to seek other con-
venient functors ¢, which amounts to define canonical double categ-
ories on the fibres of a fibration,

Now there is another kind of domination on CatC, since it is a

cartesian closed category (cf. Foltz { 33]); the internal Hom maps

;
(F,F') on the «functor category» Frt ( with the notations of Paré-
Schumacher [82] ). The composite of this internal Hom with the «ross-
ed product» functor which maps a functor C - Cat on the domain of
the associated fibration, is a natural enrichment of @C in Cat (which
was not known in 1964, when this paper was written). Whence an en-

richment of (f which might be worth studying with a view on applica-

tions in cohomology.

580.1. R. y,no0®) io. pod®) .

580.2. The species 5 is supposed onto C for its associated functor F
toward the category of non-void sets to have ( as its domain. But
everything goes well if 5 and 7 are only strong species of structures
(Comment 23.1), and Set-valued functors taking the value @ are al-
lowed.

581.1. This proposition is simplified in / 122/, end of Chapter IV : there
exists a 1-1 correspondence between B and the class of quintets
(M, F,v, i’,(l)), which defines an isomorphism from $ onto a dual

sub-category of the vertical (i.o. horizontal, here) category of quin-
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tets ( = category of squares of the 2-category Cat ).

581.2. The notation Fo® is confusing, since it is generally used to de-
note the usual composition of functors.

582.1+ Remark 1, page 580, may be precised as follows: B isa general
fibration over Cat°P, whose fibre over C is @C ; it admits a cleav-
age defined by the maps

(no®,®,y,n), where y(e,z)=z

(this cleavage is not normal, since (5o ®)o®' is only isomorphic
to no(d.d') ). The consideration of those «change of base» maps
(in a more precise enriched case) was motivated by the theory of in-
duced vector bundles (c¢f. /50,77 /).

582.2. Same remark as in Comment 581.1.

583.1. R. 2(®) io. C .
583.2. R. 32(¢) io. 3° .

585.1. ® is the «change of base along ® » functor.

sg5.2. R. (@ io. B .

588.1+ %(p?) is equivalent to the crossed product associated to the ac-
tion of Cat°? on gCatC (Comment 579.3). Its domination Dx is

deduced from the «coherent» dominations on Cat ¢

given by Theorem
9. A comparison with the properties of ( indicated in Comment 579.3
exhibits the duality between covariant and contravariant maps.

ﬁS(pcf) is also a general fibration over Cat’f, with @C as its

fibre over C and with a non-normal cleavage defined by the «change
of base» morphisms (as B is, cf, Comment 582.1). The functor ;]"is
obtained by gluing together the functors -[.{'é(ij-, -).

588.2. R. Corollaire du Théoréme 9 i.0. proposition 11 .

590.1. R. F i.0. C° . For more recent results, cf. comments on /77/.

590.2. Add 2116 .

ON /93/: INTRODUCTION TO THE THEORY OF STRUCTURED CAT.
EGORIES.

This paper was written during our six-month stay in the U.S. A. (Fe-
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bruary to August 1966 ), while Charles was Visiting Professor at the Kansas
University at lawrence. The text was typed and multigraphed as a tech-
nical report of this university. For inclusion in this volume, it has been

recomposed on Varityper, without any modification.

591.1+ Typical functors.

In the late fifties, Charles defined type and typical functors for
giving a construction of structures on sets which makes «categorical»
Bourbaki's one [12] (to the formulation of which he had much parti-
cipated); in /52/ this problem led him to introduce the 2-category Cat
of natural transformations (in his rigourous terminology which names
a category by its morphisms i.o. its objects). The type functors are
the functors Set > Set obtained from the power-set functor ¥ by iter-
ated products and well-ordered limits; more precisely ( cf. Application
1, page 119 / 102/ ) they are the objects of the closed by products and

Set generated by the single-

well-ordered colimits sub-category of Set
ton natural transformation [/d- J. Typical functors are sub-functors
of restrictions of type functors. Cf. Blanc's Thesis [108] for a develop-

ment of these ideas.

592.1. In fact, Top fulfills the listed property: the set of maps from ¥’
to the topological space T may be equipped with the product topology
™' so Top becomes a monoidal closed category for the Hom func-
tor which associates T1' to (T',T) if T' is the set underlying T".
The tensor product T'Q7T' is the product set I'X T’ equipped with
the «asterix topology», which is the finest topology making continuous

the maps

-x$x'}:T->TOT' and {xix-: T'>TQT’

for each x¢ T, x'e T' (cf. Foltz [129], Borceux [109]). But Top
is not cartesian closed, though Greve {134} has proved Top admits as
many monoidal closed structures as there are functors Top » Set,
593.1+ Some motivations.
This paper was written just after Charles wrote his report on Bén-

abou's Thesis [107] on algebraic theories. As it is said in the text,
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593.1 ... Bénabou includes categories in his theory by viewing them as
families of structures on their Hom sets; then such a view was preval-
ent among categoricians, and it led to the Eilenberg-Kelly's enriched
categories (and all their variants); but we were not convinced by it,
though occasionally using dominated categories ( which are some kind
of enrichment). Indeed, Charles felt that a category is a structure on
the class of its morphisms, idea which originated from his conception
of topological and differentiable categories for Differential Geom-
etry and his development of structured categories in the early sixties
(cf., Comments 24.1 and 55.2). The desire of assessing this «intemal
vision» (which has been largely recognized later on) motivated the
theory of sketches given here, which provides an appropriate setting
for elementary algebraic structures, generalized (1i.e. defined by par-
tial compositions) algebraic structures (e.g. categories) and even
most of the usual topological structures, if sketches are understood
in the sense of this paper ( which was narrowed in /98, 106, 115/,
cf. Comment 599.1).

593,2, The «sketch of topologies» ( A. Burroni [18]) distinguishes both
cones and large cocones,

594.1. The term «logical» is ill-suited; theoretical would be more adapt~
ed. Indeed, the «smallest» sketches constitute an elementary defini-
tion of structures, while types do not; e. g, the sketch of categories is
finite, while its type is the infinite simplicial category.

594.2. Ideas are studied by Lair [145]. We'll come back to this question
in Part IV, along with sketched structures.

The construction of a «good» idea is exactly what the coherence
problems studied by Kelly and Mac Lane [143] amount to.

597.1. R. graph with K e MM, i.0. graph .

598.1. This definition creates some difficulties later on. The examples
suggest to take for u; a sub-sketch of ;i on a (non-stable) sub-neo-
category U’} of U and for A the graph of a relation on the reflec-

tion of U; category L, so that ' be the quasi-quotient of L by 4.
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598.2. v(U’ ) is a class of cones.
599.1+ Sketched structures.
The realizations or (in a more modern language ) models of a sketch

p in a sketch on Set are called sketched structures. The categories
of sketched structures include :
- the locally presentable categories of Gabriel-Ulmer [132], obtained
when sketches are restricted to cone-bearing neocategories ( in the
terminology of /115/), also called catégories marquées by Chevalley.
- the localisable categories of Diers {122} which correspond to sket-
ches in which the distinguished datas are cones and cocones ( cf. Ex-
ample 2).
- the categories of continuous functors in Freyd-Kelly's sense [131],
which correspond to sketches in which cylinders are distinguished.
Such sketches are actually studied by Guitart and Lair (cf. [135] ),

who look at cylinders as intemal fomulas,

In later papers /98, 106, 115/ the term sketch means a cone-and-
cocone-bearing neocategory, and a sketch is universally embedded in
its prototype ( in which the cones become limit-cones) and in its ty=-
pe (which is a complete category).

In particular, a category H is a prototype when it is equipped with
all its limit-cones. A model of y in this prototype is called an intemal
p-structure in H.Many results of this paper would have been simplified
if categories of intemal y-structures had been considered .i.o. of cat-
egories of models in a sketch on H with fewer distinguished cones,
However the more flexible approach used here leads to theorems still
valid for «concrete» models of p, with respect to a concrete functor

p: H - Set, in which only canonical lifted limit-cones are to be used.

599.2. This definition should take Comment 598.1 into account,

600.1. For %K' , this property comes from the equivalence

( where we use the more usual exponential notation).
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603.1. p, (i) is the restriction to H(#,uspp) of the product, for i e L
of the «evaluation at i» functors HY > ff , where [/ = 0”)(“1) .

603.2. Monomorphic family is the usual term.

606.1. Cf. Comment 186.1.

610.1. Cf. Comment 182.2, where the condition that (v;,v,) became a
monomorphic pair (resp. a sub-product) is expressed by requiring some
cones to be sent on limit-cones.

612.1. Here is an illustration of Comment 598.1: it would be more natural

to consider pgyn as defined by the sub-sketch “GN and the relation
((a’vl )’(bsvz))’ ((bavl)s(b’ k))a ((a, 1)2),((1,10))

on the free category on Ugj—( (for why choose a.v, rather than b.v,

as it is done here, for instance?). '

620.1. Cf. Comment 197.1, where two slightly different sketches of neo-
categories ( = multiplicative graphs) are described: only the compos-
ites j.i_ are singled out, not their factors.

621.1. A quadruple of (H';H" ) is just a non-commutative square of 4" .

623.1. Comment 598.1 also applies here.

627.1. New illustration of Comment S98.1.

633.1., The sketches of quasi-categories and of categories have been sim-
plified later on (cf. Comments 266.1 and 55.2) by expressing the asso-
ciativity axiom more symetrically; then the sketch of categories be-
comes the dual of a sub-category of the simplicial category (cf.
/113/). The (H", Rg(H'), ‘I>H° )-(quasi-)categories, where VH" is
the class of all pullbacks, reduce to the intemal ( quasi-)categories
in " ; they are studied in /113/.

637.1. This axiom is unuseful (as it is proved in Proposition 5), because
a category in which each morphism has a right inverse is a groupoid.

637.2. Here again is an application of Comment 598.1.

640.1. The axiom /.] = u is used for the first time; but it is not neces-
sary ( cf. Comment 637.1 and the final Remark of Section 6 ).

641.1. This sentence is unuseful if /./ = u is omitted (Comment 637.1),

642.1. This lemma says that the morphisms of a groupoid are epimorphisms

( cf. Remark page 55).
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644.1. pz, is the functor Hom(u’,~): H > Set (in the usual notation).

651.1. This result generalizes for sketched structures / 106/ . The tech-
nicity of the proof comes from the use of only «some» pullbacks (cf.
Comment 599.1).

652.1. This technical section is intended to prove that the structured mul-
tiplicative classes, graphs, categories,... studied in preceding papers
/63, 66,100/ are particular cases of the «intemal» notions defined
here, when adequate choices of limits are made,

653.1. In these comments I use well-faithful, which is the exact transla-
tion of the French term («bien fidéle») i.0. right faithful,

656.1. p is v-compatible iff it lifts canonical pullbacks /77 /.

657.1. K(H‘, Rg(H'), ‘f/H) is the category of intemal p-structures in
H (cf. Comment 599.1).

661.1. The definitions given here and in / 100/ are identical. They cor-

respond to the models in Set of the sketch ¢ . of multiplicative clas-

c
ses (Comment 182.2) and of the sketch oy, of neocategories (Com-
ment 197.1).

662.1. H(H" ) is the category of intemal H-structures in H".

663.1. 17 is the Yoneda embedding:
H o HR <o @=SecH”,

663.2. This comes from the Yoneda Lemma.

664.1. With the exponential notation: (MH™U o (MUYH™ (cf. /113/,
Section II).

664.2. Natural transformations to K' are looked at as functors to BEK .

664.3. An identical natural transformation such as G'(e) is identified
with a functor; hence G'(e)(x) is a map, while G(x){e) is a (de-
generated) square of maps,

667.1. If H® admits pullbacks, the class has not to be shrinked.

669.1. i] may be constructed by a single induction; but it is very large,
( Cf. final Remark.)

669.2. Here is used the preservation of limits by Yoneda embedding.

The notation G' is unfortunate, since it had a very different meaning
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in the preceding theorem.

671.1. As soon as G(u) is representable, so is G(u,) because G(u,)
is an equalizer of (G(i.a),G(u)) (cf. /113/). Hence a H -categ-
ory on (e, e,) is the same as a generalized f "-category on e if H"*
admits equalizers or pullbacks. /113 /.

671.2. H may also be constructed by a single induction.

672.1. The «universal pullback completion» of ', i.e., its reflection in
the category of admitting pullbacks categories and of pullback preserv-
ing functors, is not equivalent to a sub-category of @ = SetH™ (cf.
/102, 107/ ). So [.1 is only the «smallest» pullback-closed sub-cat-
egory of (I containing H 3 .

If H* does not admit pullbacks, the category of intemal categories
S inH' (or in i;') is not equivalent to K(l‘t]' , @, V[.{’), since the
insertion morphism S, C_, S; of objects into morphisms might not bel-

ongto (L.

ON /104/ : CATEGORIES STRUCTUREES GENERALISEES.

Sections 1, 2, 3 collect results which are contained in preceding

papers. A simplified version of Section 4 is given in the Synopsis.

677.1. Generalized structured categories are now called intemal categ-
ories ( and widely used!).

677.2. This «species of morphisms» gives rise to the fibration or index-
ed category associated to an internal category; the crossed product
is the domain of this fibration.

677.3. In other words, it is a K-category in the cartesian closed category
K domain of ¢ (cf. Comment 699.1).

678.1. This section is developed in Part III-1, e. g. in / 109/ which gives
the final version on structured cate gories.

678.2. Cf. Comment 221.2.

679.1. In older papers, the term p-structured sub-category of (C",s) was

used only when its object of morphisms is a sub-structure of s.

828



COMMENTSON /104 /-~

682.1. For ordered categories, cf. /63,67 / and the Guide /86 / which
summarizes the long series of papers devoted to them.

684.1. Cf. /92,100/.

685.1. This theorem is generalized in / 100/, Theorem 3-4.
686.1. Ug is the dual of a sub-category of the simplicial category ( cf.
/ 113/ ); it simplifies the sketch of categories described in /93 /.
687.1. The data of ;1 is equivalent to make a choice of pullbacks on H~.
687.2. In other words, { a, b,i,k} defines an idea of the sketch of cat-
egories (cf. Proposition 1-5 /93/ ).

688.1. Cf. Proposition 2.5 /93/ and /113/.

689.1. JF(H' ) is the category of intemnal categories in H .

691.1. Cf. Proposition 4.8 /93/ and /113 /.

694.1. The results of this section are proved more functorially in /113/.

696.1% P(F) is the dual of the crossed product associated to the action «’
of H* on the dual of K ®, not on K®.

696.2. This just means that D: H X H*- ;1 is a functor whose compos-
ite with ¢ gives the Hom functor of /" . Here again, Hom(s,s') is

the set of morphisms s’'-> s and not the opposite (more usual) way.

699.1+ Discretely structured, enriched and intemal categories.

Suppose g: H > Set is equivalent to the functor associated with
a final object | generator of H (i.e., g admits atoms). As A is
a cartesian category, we may consider ;[-categories (in the sense of
Eilenberg-Kelly [31], called relative categories by Bénabou [6]). If
(H , D,) is a discretely g-structured category, there is an «identity»
morphism [ » D,(s,s ) taking the value s for each object s of H',
so that we have a i]-category H with //° as its underlying category

and H(s',s )= D,(s',s ) for each s’ ;

?

the faithfulness of ¢ and the
fact that /1° is a category imply that the coherence axioms are satis-
fied. Conversely, a i{-category A gives way to a discretely g-struc-
tured category (A, A(-,-)), where A is its underlying category. So
in this case, the notions of ;I-categories, discretely g-structured cat-

egories and strongly g-dominated categories coincide.
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699.1 ... If the final object of A isnota generator, then a discretely g-

701.

structured category may not determine a H-category nor a strongly dom-
inated one. An instance is given by the faithful functor pg: Cat > Set:
a Cat-category is a 2-category (C-, CL) ; it defines a discretely pg -
structured category (C- ,Homc.(-,-)") which is strongly pg-domin-

ated iff, for any 2-cells x, v, z, z’,

2 (ytx).z =(z".y.x )}z x.z ).
. |
(It is a very strong condition which almost amounts to say that C” is
discrete.) This comes from the fact that the «underlying functor» to

consider should be the non-faithful functor Hom( 1,-): Cat~ Set.

The Remark page 699 extends to [;’-Categories, where i[ is any
cartesian category with commuting coproducts in Penon's sense [83],
i.e., satisfying the conditions 1 and 2 of this remark. Indeed, we have
proved in the Appendix of /119/ that in this case an analogue cons-
truction ( which is just a Kan extension, cf. Synopsis) gives a functor

[}-Cat% Cat(;]) which admits a right adjoint.

1+ R. g-dominée i.0. g-structurée. The first assertion is precised:
The data of the D(s",s') give a polyspan D in H", indexed by H;
(in the sense of Bénabou [G6], recalled in the Synopsis). Indeed, its

source and target are deduced from the factorizations

{ld,n,1d]
_—

a'(s",s'):(D—(s",s')is—'»z-)(s') D(s',s') ),

_ bouw i = ld,n,1d] -
b'(s",s')=(D(s" ") ——wD(s") LIALS D(s®,s"))s
where D(s') denotes the sub-structure of Dfs,s’') equivalent to

D(s,,s') on the set
{m:s'>s | meKJ},

b, w,is a sub-morphism of the projection fil of the product and a

s s"s”

a sub-morphism of the composite D(a’,s’).p. Moreover, the domain
D(s™,s",s') of the morphism k'(s™,s",s') constructed in Theorem

9 is the pullback of ag mgwn, b w s, which gives the multiplication of

the polyad.
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701.1 ... The second assertion of the Theorem means that P underlies a
i{-category (cf. Synopsis), i.e., a strongly g-dominated category since

g admits atoms (Comment 699.1 ).
In fact, this theorem is valid for more general fibrations than the

«small» ones [82] arising from an internal category ( cf. Synopsis).

703.1+ Cartesian closed categories in Topology.

Guasi-topologies, generally called [imit-spaces or convergence
spaces, were studied by Kowalsky [144] and Fischer [128]. Before
them Choquet had introduced pseudo-topologies, i.e., quasi-topologies
in which a filter converges as soon as all the ultrafilters containing
it converge; in [117], he also defines the quasi-topology of local con-
vergence on the set of continuous maps T » T', which reduces to the
compact-open topology if T is a locally compact space. It is the fund-
amental tool, since it equips the category of quasi-topologies with a
cartesian closed structure. This property ( which had not yet a name!l)
helped us for developing a differential calculus in (non-normed) top-
ological vector spaces along the lines of the normed case [125]; an
analogue idea is adopted by Biicher-Frslicher [115] ( who write pseu-
do-topology i.0. quasi-topology), Keller [142], Simonnet [158] It was
also fruitful in the theory of prolongations of topological categories
/92/ . Moreover, the category of quasi-topologies is «almost a toposy»;
precisely, it is a quasi-topos in Penon's sense [153].

From the late sixties, many authors were concemed with finding
a «good» cartesian closed category for making Topology. Some of them
favored the view of replacing Top by a «large enough» cartesian closed
subcategory, e.g. the category of compactly generated spaces. Others
tried to embed Top in a «small enough» cartesian closed category, as
the category of quasi-topologies, of pseudo-topologies, or of Antoine
spaces (which is the smallest one [148]). Lately, much larger cat-
egories have been considered to include also uniform spaces. Moreover
axijomatic constructions have been given, and general «topological

functors» have been thoroughly treated. For more details and literature
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703.1. ...0on this subject, cf. Herrlich's paper [138].
Another idea for obtaining good categories of topological spaces is
developed in shape theory, following Borsuk [110], Mardesic [1501,...:
a category of topological spaces is embedded in a full subcategory of
its category of pro-objects (which is its free completion for filtered

limits); thus objects are the same but there are more morphisms.

ON /113/: ETUDE DES CATEGORIES DANS UNE CATEGORIE.

The first draft of this paper was multigraphed in 1972 as lecture
notes from a «Cours de troisiéme cycle» at the University Paris VII. Slight-
ly revised versions were distributed to research students in the three fol-
lowing years. Most results (except those of Section IV ) are taken back in
/ 115/ . The text presented here is the final version we had prepared for
publication in the «Esquisses Mathématiques» ( which did not concretize,
because of material problems); the main modifications with respect to the
first version are pointed out in these comments.

The style of this paper is more standard than in the older papers;
only elementary category theory is supposed known, and no references are

given.
708.1+ Most topologists consider A as «the» simplicial category, but for
geometric reasons, they name its objects
0,1,.e.on,... t0. 1,2,...,n+1,....

This convention is also adequate for the sketch of categories ( cf.
Comment 710.2), so we have used it in these comments.

Mac Lane [74] calls A the simplicial category; its interest comes
from the fact that, equipped with the ordinal sum, it becomes a 2-cat-

egory which is entirely generated by the two morphisms
00— ] «—— 2.

Monads are the 2-functors from A to Cat, and they are determined
by their values on these two morphisms, which satisfy the well-known

equalities.
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709.1. Cf. Gabriel-Zisman [35] and May [151].

710.1. U is the category which underlies the sketch of non-associative
quasi-categories /93 /.

710.2. Cf. /93, 104/, where it is named a generalized structured cat-
egory, The term intemal category is more widely used. F(1), F(2),
F(3) are called the objects of objects, of morphisms, of composable
pairs of the internal category F, and usually denoted by F, Fi, Fy,
whence the utility of changing the name of objects of A (Comment
708.1 ), The morphisms F(g), F(B) and F(k) are the domain, co-
domain, and composition morphisms of F. These conventions are adopt-
ed through out the Comments of Part III.

711.1+ Colimits in the simplicial category.

The generating relations for A imply that, for each integer n :

- o is an absolute coequalizer of the pairs

(n+],3?0?) and (n+],5?+10?);

- n g? n+1
o™ llgrg+1

! U’.l+] 1+l

n+1 -l n+2

is an absolute pushout,
Proposition 1 only makes explicit these properties in the dual sub-
category Up, for n =1,2,3. In the initial version of the paper, it

figured as a Lemma in Section III, just before it was used.

713.1. This proposition means that / is an idea of the sketch of categ-
ories and of the sketch of non-associative quasi-categories ( cf. Prop-
osition 1.5 /93/ and, for the corollary, Proposition 3 / 104/ ).

715.1. This proposition ( which figured as a Lemma in Section IV of the
primitive version) means that /" is another idea of the sketch of cat-
egories. It precises Proposition 3.5 /93/.

715.2. So the full sub-monoid of A* with object 4 is also an idea of
the sketch of categories.

717.1. This result may be deduced from Proposition 3 applied to BH.
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719.1. For this proposition and its corollary, cf. Proposition 2.5 /93/
and Proposition 4 / 104/ .

722.1. Cf. Propositions 4.8/93/ and 6 / 104/ .

726.1. Cf. Cordier [118] and Eilenberg-Kelly [31].

727.1. Chatles was always afraid by these isomorphisms, saying «ga me
fait toumner la téte»s, and, on the version he used to prepare his lec-
tures he wrote in the margin: Trés difficile,

728.1. The proof is shorter than in the first version.

733.1. This proposition strengthens Proposition 4.9 /93/, where H ad-
mits pullbacks and both p;. G and p,.G are supposed to be repres-
entable ( as in the initial Grothendieck's definition [42]).

735.1 + [ndexed categories.

A functor G : H°P » Cat may be considered as an indexed category
(with the temminology of Paré-Schumacher [82]) if it is replaced by
its associated fibration. This indexed category is said smdll if G is
a structure of category on an object of H, i.e., if G corresponds to
an intemal category in [ . In this way, the theory of intermal categ-
ories is englobed in the theory of indexed categories.

Indexed categories (under different names) have been considered
by several authors, following the lead of Lawvere [ 65] and Benabou
[ 19 ]. In particular, Penon has studied the «locally internal categ-
ories» over a topos [154], and Paré-Schumacher develop their theory
up to an adjoint functor Theorem. They are an important tool for unit-

ing intemal categories in [/ and functors toward H.

736.1. Similar results for structured cate gories ( = «concrete» intemal
categories) ate given in / 109/ (Propositions 7.2 and 8.2).

738.1. This construction of ;(F) is given in / 104/ where it is called
the species of morphisms associated to F .

740.1. The square category was so constructed in / 109/ (Section 4) for
structured categories, and the other results of this Section III also ge-
neralize / 109/ .

745.1. (QF, QF, Q") is the 3-category of cylinders of Cat:
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T <>
N
<A |-

whence the structure of 2-category deduced from the second and third

compositions on the set of functors HopeQE' (cf. /63,117 /).

746.1. Gray indicates this result in [39].

750.1. Let G:H°P5 Cat be the functor ( = Q(F) in Section II) asso-
ciated to H . For each object ¢ of }/, the set of morphisms h: e> s
which factor through [ defines a sub-category G'(e) of G(e), hence
a sub-functor G H°P> Cat of G. As this set may be identified to
s'.H.e the functor p,.G' is representmble by s’, and G' is the
functor associated to a sub-category F' of F in H. This provides

another proof.

751.1. Another proof: Identifying ¢ with a category in B H, we see that
t(1),t(3) and t(4) are also p-monomorphisms, since they are cons-
tructed by limits from ¢(]) (Proposition 1.1). It follows that ¢ is a
pUF-monornorphism such that pt is a py-monomorphism; whence, ¢ is

a pg -monomorphism, for the omission functor:

Uy
F U

MF P2 ow).e o,

Y

o =(n'"_p
As pg is a resuiction of p[g to a full sub-category, ¢ is still a Ej‘
monomorphism.

751.2. Cf. /100/.

752.1. The implication 2' = 2 is not so evident,

756.1. This criterium is Theorem 1.2 /100/. In the first part of his cour-
se, Charles gave this existence theorem (under the form of / 108/ );
this is the reason why it is not recalled here.

757.1+ Categories of intemnal categories.

Several papers are devoted to the theory of intemal categories in
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757.1 ... H. For instance, Vaugelade [97] gets several properties of the
category Cat(H ) by linking the theories of internal categories and of
distributors, In his dissertation [141], Johnstone is mainly concemed
with the case H is a topos.

If /I is cartesian closed, so is Cat(H ). More generally monoidal
closed structures are coastructed on it, when H is a monoidal closed
category (cf. /115/ and Comment 331.3).

The 2-categorical point of view has been initiated and well develop-
ed by Gray {39, 40]. Bourn-Penon [112] characterize the finitely com-
plete 2-categories which are exacly comonadic on a 2-category Cat(H)
by two simple properties ( «reducible 2-categories»). In [111], Bourmn
proves Cat(H ) is a ditopos, when } is a topos.

In relation with his theory of cosmoi, Street [161] studies the ex~
istence and nature of intemal full sub-categories.

The associated sheaf theorem (and its application to the existence
of inductive limits in Cat(H )) is also valid when H is a cocomplete
category in which countable well-ordered colimits are universal; in-
deed, it's a consequence of Foltz's associated sheaf Theorem [ .33 ]

for sketched structures,

ON /94/: TRENDS TOWARD UNITY IN MATHEMATICS.

This paper, which gives a fair view of Charles's thinking about
Mathematics, was read before an audience made of Faculty members, stu-
dents and their families, at the University of Kansas. It has aroused some
interest among mathematicians, and it has been translated in several lan~

guages, e.g. Bulgarian, Czechoslovak, Portuguese, Spanish.

759.1. Charles already teached that Mathematics is an Art in his first
year as a Professor at the Lycée de Rabat in 1928. Fourty years later,
in a Paris bus he fortuitly met one of his ancient pupils, who recogniz=
ed him and recalled him this sentence.

760.1. Bergson was a philosopher Charles had very much liked, but he
was disappointed by Bergson's view of Mathematics when he re-read

him in the sixties.
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760.2. Charles was greatly impressed by Eudoxe's theory of ratios.

760.

761.

762.

763.

764.

764,

764.

765.

3. We had thoroughly studied Archimedes's works when Charles was
preparing his lecture /56/ for the Commemoration of Archimedes's
2.000%h anniversary.

1. This conception of Geometry was a central theme for Charles, and
it motivated his theory of covariant maps and contravariant maps /47,
122,91/ . Even in his last lectures (at Amiens, in 1978) on Historv
of Mathematics, he much insisted on this point,

1. We had long discussions about Cantor's works in the sixties, when
Charles revised the French translation of the correspondence between
Cantor and Dedekind (in which Cantor's theory is unfolded) for the
re-edition of J. Cavaillés's Thesis /140/.

1. Here is an allusion to the theory of species of structures ( or dis-
crete fibrations) Charles undertook in the fifties and developed up to
its present form in the early sixties,

1. Sub-structures and quotient structures are introduced and extensive-
ly used in the papers of Part III.

2. This (daring enough in 1966 ) prediction seems justified by the large
amount of papers which are now concemed with the study of such clas-
ses of functors, e, g., topological functors (in Herrlich's sense) and
their generalizations (Wischnewsky,...), monadic functors, monoidal
and closed categories, ...

3. The «bulldozer of Physics» is taken back from Queneau [155] who
gives a more pragmatist view of Mathematics.

1. This sentence is not pure rhetoric: Charles really believed it,

and it illuminated all his life,
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INTRODUCTION

In the fifties and early sixties, concrete problems in Differential
Geometry, Topology and Analysis led Charles to the study of fibrations
under their various aspects, which is the central theme of this Part IIL
We are going to summarize the main results in a modern terminology and a

slightly more general setting ( e.g. for Sections 4, 5 and §).

H denotes any category. It is said concrete when it is equipped
with a concrete ( = faithful and amnestic) functor p: # » Set. Though all
the papers except /93, 104, 113/ are concemed with this concrete case
(which is suggested by the applications), the Comments show that many
results extend to the «non-concrete» case ( which has been more commonly

used in the last years) and we'll give them so.

As a (much used) abbreviation, we say that a functor p: {{ > Set
( category of «small» sets) satisfies condition [ if there exists a functor
P [; > Set { category of «large» sets) such that:

- p is the restriction of P to Z)Z(Set); the classes of objects H,
and Set, belong to S:?t ;

- P is sub-generating, i.e., if S is an object of ;1 and 4 a small
sub-set of P(S), there exists a smallest P-sub-structure S* of S whose
image P(S’) is small and contains 4 ;

- P is (-sub-generating for the small ordinal ¢, which means / 113/
that moreover P lifts colimits of (-sequences of small P-sub.structures
of § into P-sub-structures of §.

( This condition allows to apply the general Existence of Adjoint Theorem

1.2 /100/.)

1.ENRICHED SPECIES OR SYSTEMS OF STRUCTURES. FIBRATIONS.

The results summarized in this section were suggested by problems

in Differential Geometry ( germs of category actions) and in Analysis (op-
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timization problems, universal definitions of generalized functions); cf.

Comments 470.3, 474.5, 490.2.

a) Dominated species of structures /77,91/.
If C is a category and k: C+S > S an action of C on a set S, then
S is called a ( strong) species of structures over C. It corresponds to a
functor F; C » Set whose fibres F(e) are disjunct and admit S as their
union and to a discrete fibration ( called hypermorphism functor by Charles )
m: C+xS~ C. This gives equivalences from the category @C of species
of structures over ¢ toward Set” and toward the category of discrete fi.

brations over ( (Comment 25.1).

Iet p: H > Set be any given functor. The p-dominated species of
structures are the functors F: C - [/ such that the fibres of p. F be dis-
junct. They are the objects of:

- the category ({(p) whose morphisms are the p-dominated covariant
maps; ({(p) is a sub-category of the category DH of diagrams of H , and
is equivalent to DH if p is concrete and lifts isomorphisms

- the category B(p) whose morphisms are the p-dominated contra-
variant maps /91/.

The «dual character» of {(p) and B(p) is exhibited in Comments 579.3
and 588.1.

b) Species of momwhisms and fibrations /70,77 /.

If p is the forgetful functor p; : Cat~> Set which maps a category
C on the set C; of its morphisms, a p,-dominated species of structures
is called a species of momhisms; it's just a functor G: C~ Cat whose
fibres G(e) are disjunct. It corresponds to an action k of the category C

on the category X coproduct of the fibres.
By analogy with the case X and (C are groups, Charles defines
the crossed product category S whose set of morphisms is the pullback:
z1
domain

3, k, C* 2
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(k, is the restriction of the action & to the objects of 2 ). The projection
7?:-2—> C is a fibration with a nomal cleavage given by (Cx X, .3,
Universal characterizations of 3 are known (Comment 440.2), e. g., it is
the lax colimit of G [133].

The correspondence G b # extends into an equivalence from &(pl)
to the category Split of ( split) fibrations, and into an equivalence from
Cat® to the category Split o of fibrations over C, which is a reflective

sub-category of Cat/C (Comment 440.2 and [133]).

c) Actions of fibrations and distributors /77 /.

We denote by (I the category ({( Set ) of «covariant maps», by
ps: A~ Set and b:{~ Cat

the functors which map a species of structures on its set of structures and
on its base (or acting) category respectively,
A p-dominated species of structures F: € > @ with G = b. F gives
rise to:
- a discrete fibration over the coproduct of the categories G(e),
- an action of the crossed product S, associated to G: C-» Cat, on

the union S of the p_F(e) and therefore to a functor 5 Set .

(Cf. /77 / and Comment 490.1.)

If G is the constant functor on a category (', the data of F re-
duces to a couple of categories (C,C') acting on S with commuting ac-
tions, and, as S is then the product C’'XC, it corresponds to a functor
C'XC~ Set, i.e., to a distributor from C’°P to (. Moreover, F is deter
mined by the «join category » which admits C’°P and C as sub-categories
and S as the set of morphisms from C' to C.If C' = 1, this join category

may be used to define indexed limits, (Comments 491.1 and 491.2.)

d) Partial actions and Kan extensions /87 /.
Partial actions of a category C are called systems of structures
over (. They correspond to well-faithful functors (or «partial discrete fi-
brations»), which are the functors g: K-> C such that K; is a sub-set of

the pullback
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K, -
q,) !
C, domain ¢,

The following notion of H-functors is introduced in /87 / to enrich them.

Iet H be a regularly ordered category (H,<), i.e., an intemal cat-
egory in the category of posets satisfying some conditions /63, 87/. H

is embedded in the 2-category H_ of its «partial morphisms» whose 1-mor-

P

phisms e > e’ are the pairs (h: €~ e, e) with &€ < e, and there isa 2-cell
(h,e)=>(h1,el) iff e=e; and h<h;:€;-¢'.

A unitary lax functor F: € > H_ is a H-functor ( /87 / and Comment 467.1)

P
and a lax colimit of F a H-colimit. The existence of H-colimits is proved
if H is completely regular and H cocomplete ( Comment 468.1), or if there
exists a functor p: H » Set satisfying condition I for a lifting limits func-

tor P:H - Set /87/. Functors may be replaced by neofunctors.

If H is the category Set with its «restriction» order and if C is
a neocategory, the category of H-neofunctors from C with disjunct fibres
is isomorphic to the category @é of systems of structures over (, and
is equivalent to the category of well-faithful neofunctors with codomain C.
More generally, suppose H = (H,<) and p: H - Set is a concrete functor.
A H-neofunctor F such that the fibres p. F(e) are disjunct is called a
p-dominated system of structures. (T'(p)c denotes the category of p-dom-

inated systems of structures over (.

The (generalized) Kan extension Theorem /87/ asserts that, if
there exists H-colimits, the category @(p)c of p-dominated species of
structures over a category ( is a reflective sub-category of @'(p)c . As
corollaries :

- The category of discrete fibrations is a reflective sub-category of
the category of well-faithful functors,
- A species of structures over a sub-category of C may beuniversally

extended into a ( strong) species of structures over ¢ . (Comment 470.1.)
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2. COHOMOLOGY OF CATEGORIES AND FIBRATIONS.

The cohomology of a category with values in a species of morphisms
was devised to unite the cohomology with values in a sheaf of groupoids
( which is used in the theory of foliations) and the cohomology of groups

as it is done in Mac Lane [ 149].

a) First cohomology of a fibration /70/.

Let G: C> Cat be a functor and 7: P C its associated fibra-
tion. Crossed homomorphisms are defined as for modules on a group, and
they correspond to the sections of 7 ; they are the objects of the lax limit
[, of G ; whence the first cohomology set of G, which is the set of com-

ponents of the groupoid Ly of isomorphisms of L ( Comment 441.4).

If only crossed homomorphisms with values in the centers of the
fibres are taken, their classes may be composed and they form the first
groupoid of central cohomology of G.

To define higher order cohomology, Charles set up the following

general frame, first introduced in a particular case in /74/.

b) Cohomology with values in an enriched category /74, 91/.
The problem of cohomology is decomposed in three parts:
1o Let H be a category equipped with an ideal/ (sothat J . H.JC ] ).
The category K(H,J ) of complexes has for objects the sequences

K=(K,,9,:K

n n+1.>Kn)n where an'an+lf] for each n .

There are functors C", Z™, B": K(H,J )°P XxH - Set such that
CYK,-)=Hom(K, ,-), Z"(K,E)=Uf: K, > E|f.d,e]},
B"(K,E) = image of Hom(9, ,, E)
for each E in H, ; they are called the n-cochains, n-cocycles and n-co-
boundaries functors.
20 Let p: H > Set be a concrete functor and § an ideal of H. A short
(p,Y)-exact sequence is a path (h*’, k) of } such that & is a p-mono-
morphism (or initial lift of a monomorphism), k' a p-epimorphism and 4’

is the smallest k such that k.he §. The functor p admits (}',J)-exact
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sequences, where }’ is a sub-category of K, if, for each p-monomorphism
h with domain in H’, there exists a short (p,Y )-exact sequence (h',h).

In particular, short (p,;,J. .)-exact sequences, where JCa; is the
ideal of (at formed of the object-valued functors, are isomorphic to the
data of a category A, a sub-category B and the quotient category A/B of
A by B.If B is a proper sub-category ( or admits a calculus of fractions,
cf. Comments 551.1, 553.1), then A/B exists and explicit constructions
are given /80, 91/. 1t follows that p; admits (Gpd, J Ca -€Xact sequences

where Gpd is the category of groupoids.

30 Suppose D: H?P x[{'> H is a «partial domination» of ¥ , l.e., H!
is a sub-category of H and p.D is a restriction of the Hom functor of H .

A n-th cohomology functor for (H',J,D,9q) is a functor
Hr:X(H,1)°PxH > K

such that there exist functors Z " ;3”,- K(H,J)°PxH'> H satisfying:

- 2”{[{, E) is a p-sub-structure of D(K ,E) on Z"(K,E) ;

- BYK,E) is a (H’,p)-sub-structure of D(K ,E) generated by
B"(K, E) and there is a (p, g )-exact sequence

B"K,E)c— Z"(K,E) » H"(K,E).

If S is a category and R: S- K(H,J]) a functor, the composite
H"(S-,-): S°PxH"> H is a cohomology functor for S to (X*,7,D,9).

Cohomology functors are constructed in /74, 91/ in the case where
H=Cat, H*'=0Cpd, § =] (o H is one of the categories C‘f(pl), @(pJ)C
or fB(pI) (Section 1) and the partial domination [ is deduced from the
data of a functor g from a sub-category of H to the category Cat2 of dou-
ble categories. For instance, if ¢ sends a species of morphisms G on its
( double) center, the corresponding cohomology functors are called central
cohomology functors, denoted by [}Z .

In /84/, the more general «quasi-cohomology» functors are defined

and proved to exist if p satisfies condition ] for a lifting limits functor,

¢) Cohomology of a category /73/ .
A «resolution functor» R: Cat %K(@(p 1)>J@) is constructed as
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follows. Let C be a category; the «projection functor» AbE Set/ C, ad-

mits an adjoint; R(C ) is the free object generated by the map

bn.‘ Un_)Cg: (fn9-°°;f1)}_)3(fn)’

where o, is the set of n-simplices of C ( = functors n > C ). Whence the
central cohomology groupoids [;'Z(R(C), G), for G: C~ Cat.

If G takes its values in 4b, this groupoid is also the cohomology
groupoid with values in (G associated to the final object of AbC by the

comonad on AbC corresponding to the above adjunction ( Comment 450.3).

Various interpretations of this central cohomology have been given,
E.g. if G is equal to its center, the domain of its fibration 7: > C is a

2-cate gory for the second composition :

(z'f,e)+(z,f,e)=(z"+z,{,e),
and the 2-cocycles (or factor-sets) «are» the lax unitary functors C-3

sections of 7. (Cf., Comment 450.6.)

3. INTERNAL CATEGORIES.

Reflections on the way for defining a category as an algebraic struc-
ture on its set of morphisms led (Comment 593.1) to the theory of sketched
structures /93 / and in particular of internal categories (said generalized
structured in / 104/ ) while only «concrete» internal categories are:studied
in Part II1-1. The main results are gathered in / 113/, which uses about

standard terminology.

a) The category of intemal categories /93, 104, 113 /.

The sketch of categories is the dual Up of the sub-category of the
simplicial category with objects 0,1, 2, 3, equipped with two distinguish-
ed cones (cf. / 113/, where n is denoted by n+1 ).

An (internal ) category in H is a model of this sketch, i.e., a func-

tor K: Up~> Hl sending the two cones on pullbacks. It is entirely deter-

mined by a diagram ( its «idea»):
dom

K : comp X
o K] 2

cod
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where K, is the pullback of the domain and codomain morphisms, and the

identity and associativity axioms are satisfied.

The category Cat(H ) of categories in f is the category of 1-mor-
phims of a 2-category Cat(H) whose 2-cells are the intemnal natural trans-
formations. If  admits pullbacks, the functors in // «are» the categories
in H2.

Cat is identified to a sub-cate gory of ( and equivalent to) Cat( Set).
We denote p;: Cat > Set the evaluation at i functors, for i = 0,1, 2, 3.

If p: H- Set is a concrete functor lifting canonical pullbacks, the
p-structured categories (Part II1-1 and / 104,105 /) are the internal catego-
ries K mapped by p on an ordinary category pK. Then Cat/} ) is equi-

valent to the 2-category of p-structured categories defined in / 109/ .

b) Associated structure o f category /93, 104, 113 /.
If X is a category in H , for each object E of H, the image of K
by Hom(E,-): H~> Set gives a category Hom( E,X) on Hom(E,K;);
whence a species of morphisms Hom(- K): H°P > Cat, and its associated

fibration over H°P _ called a «small» fibration ( Comment 735.1).

There is so defined an «insertion» Cat(H ) C__, SplitHop , and an
equivalence from Cat(H ) to the sub-category L of CatHop whose objects
are the functors G: H°F > Cat such that pi.G is representable for i =
0,1,2,3.1In fact, G is an objecr of I (called a structure of category on
the representation of p;.G ) as soon as

- one of the functors p,. G, i = 1,2 or 3, is representable, if H ad-
mits pullbacks,

- p3.Gis representable, if // admits equalizers.

This equivalence is used in /113 / to show that:
- Cat(H ) admits the same limits as H ,
- If H admits pullbacks, the 2-category Cat(H ) is representable, a

representation of K being its intemal category of squares.

c¢) Internal sub-categories and universal problems /113 /.

Suppose that p: H ~» Set is a functor satisfying condition @ for
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P ljl - S;t. Then, if f( is a category in [}, any small subset of P(I%I)
generates a small sub-category of K in i[ .
If P lifts limits, this result and the existence of adjoint Theorem
1.2 /100/ imply:.
- Cat(H) is a reflective sub-category of HUF («associated sheaf»),
- Cat(l ) admits the same colimits as H ,
- The category of groupoids in H is reflective in Cat(H ) /84/ .
For other properties of Cat(H ), cf. Comment 757.1.

4. INTERNAL FIBRATIONS,

Charles introduced (concrete) intemnal species of structures to un-
ite his theories of fibre bundles (as some topological or differentiable

species of structures /50/ ) and of local structures /39, 47 /.

a) Intemal discrete fibrations /59, 60, 89/ .
A discrete fibration in H is an intemal functor ¢: K » C such that

K, K,

‘Iav v91

Co dom  C,

is a pullback. It is determined by: the category C in } , the projection
go:Ko» C, and the «intemal action» cod: K; » K, , which satisfy the
unitarity and associativity axioms. This data is called an intemal species
of structures or (more recently [S6]) an intemal diagram over C. By cons-
truction the cate gory HC of intemal diagrams over C is equivalent to the

category d Fib(H )~ of discrete fibrations over C in H (Comment 475.1).

If p: H~ Set is a concrete functor, an intemal diagram in H sent
by p on an ordinary species of structures is called a p-species of struc-
tures, The category (@ /p/ of p-species of structures and p-covariant maps
is equivalent to the category of «concrete » intemal discrete fibrations ( cal-
led p-structured hypermorphisms functors in /60/ ) and, if p lifts canonical
pullbacks, to the category R /H/ of intemal diagrams in H . Limits in Q@/p/

and p-sub-species of structures are characterized in /60/ .
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b) Species of structures in Cat /59 /.

If p is the forgetful functor p;: Cat > Set, a p;-species of struc-
tures is called a Cat-species of structures. Among themare noted:

- The species of structures over a double category C, which are the
Cat-species whose associated p;-discrete fibration ¢: K> C is, also, a
p;-discrete fibration if the two compositions of K and C are exchanged.
They comespond to a pair of commuting actions of each category of 1-mor~
phisms of C on the same set.

- The Cat-species of structures over a discrete double category
(C,C%%), which correspond to the species of morphisms G: C~ Cat. If
[I:I" > C is the associated p;-discrete fibration, the first category of I is
the domain € *Z of the discrete fibration associated to p;- G and its sec-
ond category is a sub-category of Ccoisxs,

- The Cat-species of structures over such a double category I, which
correspond to the p -dominated species of structures F: €~ (@ such that

b.F = G (Section 1).

¢) Intemal Kan extension theorems /89, 90/ .
The equivalent categories of internal systems of structures (or par-
tial neocategory actions) and of intemal well-faithful neofunctors in H are

similarly defined as categories of sketched structures ( Comment 475.1).

Let p: H-> Set be a concrete functor. The «concrete» intemal sys-
tems of structures and well-faithful neofunctors are called p-systems of
structures and p-structured well-faithful neofunctors /89, 90/. They are
the objects of the categories &'/p/ and T(b/p/.

The intemal (Kan ) extension Theorem asserts that, if p satisfies
condition ¢ for some lifting limits functor P, then ®/p/ is reflective in
C['/p/ It is deduced from the existence of adjoint Theorem 1.2 / 100/ and
the construction of generated internal sub-species of structures, For appli-

cation to the existence of [If in Cat(H ), cf. Comment 478.3.

This theorem is a particular case of the Quasi-expansion Theorem
/90/ which universally extends the pair (¢,q") of a p-structured functor

g and a sub-functor into a p-structured functor with hypermorphisms (q;,q7)
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so that ¢} is a p-structured discrete fibration whose morphisms are final
lifts with respect to g; . As the sketch of functors with hypermorphisms is
easily drawn, this result transposes when H is any category admitting pull-

backs ( cf. Comment 478.3 and Section 5).

d) Internal fibrations /90, 77/ .

Let H be a category admitting pullbacks. The internal functors with
hypermorphisms (g, g’} in which ¢ and ¢’ have the same codomain reduce
to the intemal fibrations in H, which are also the fibrations in the 2-cat-
egory Cat(H ) (Comment 513.1). The quasi-expansion theorem implies
that the category Split(H ) of intemal fibrations over the category C in
H 1is a reflective sub-category of Cat(H )/ C, the reflection of ¢ being the

projection (g, C) - C from the intemal comma category ( Comment 478.3).

Split(H ) is equivalent to the category Cat([-]c) of categories in
the category HC of discrete fibrations over C in H. A category A in HC
is called a species of morphisms in H ; there is associated the internal
fibration 7 : S C whose domain 3 is the intemal crossed product, de-
fined by the same pullback as in the case H = Set ( where a species of
morphisms G: C~ Cat may be seen as a category A in Cat€ with A, =
p;-G). (HC)A is equivalent to H2 ( Comment 514.1 and [56]), which

internalizes the notion of action of a fibration ( Section 1-c).

If p: H~ Set is a concrete functor lifting pullbacks, the «concrete»
intemal species of morphisms in which each fibre becomes a p-structured
category are called p-spaces of momphisms in /77 /, where the preceding
results are given for them. If p is associated to a final generator (it's said
that p admits atoms), the category of p-spaces of morphisms over the p-

structured category C is equivalent to Cat(HC).

5. INTERNALLIFTING AND E XPANSION THEOREMS.

The results of /79, 89, 90, 95/ are united, simplified, and slight-
ly generalized in this section ( which will be developed elsewhere),

H denotes a category admitting pullbacks.
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a) Intemal findl lifting functors.
An (intemal) pointed functor in H is the data (g¢,[,!) of an int-

emal functor ¢: C-> C and a commutative square

C, Iy F,
;Y \ L
C, ! F,

of H with [ and [ monomorphisms.
The pointed functors in H are the objects of the category PF(H )
whose morphisms (y,¢): (q,l,1)~>(§", l",[’) are the squares

a

C X C
q'y Vg
C a C

of CatfH ) such that there exists a cube

I
X7

q'lv T T Vil

! “;1

{

~%;
An (intermnal) final lifting functor in H is a pointed functor (q,i, L)
in H such that:
- (}'1 defines a discrete neofibration ¢ i:» F in H (Comment 475.1),
and a sub-neofunctor of ¢ ;

4va.l  Tk,pry] aVb.l

-

Ve, . Ly Yq,Vgq,.1

aVa [k,p“rz] C,

is a pullback, where a, b, k (resp. a, g, /;) are the domain, codomain
and composition of C (resp. C ), V denotes pullbacks, and [, ] factors
through pullbacks. ( This «says interally» that f*‘] is formed of g-surjec-
tions, i.e., of final lifts for ¢ ; cf. Comment 476.1.)

The final lifting functors in H are the objects of the full sub-cat
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egoty FL(H) of PF(H), which admits as a sub-category the category
FH(H) of functors with hypermomphisms in H (Comment 476. 1) whose
objects are the (q,l [ ) where ¢ is a discrete fibration in /{/ and F C

The categories Split(H ) of fibrations in H and dFib(H ) of dis-
crete fibrations in H are identified to the full sub-categories of FL(H )
with objects (g, Z, C;) and (g, E:I ,C,) respectively.

K denotes either FL, FH, Split or d Fib, and K(H)C,l where |C
is an intemal category in H, is the sub-category of K(H) formed of the

morphisms (x,/d¢): (q,l l)- (q,l' l).

PROPOSITION A. 4 pointed functor (q,l,l) in H, where gq: C- C, ad-
mits a reflection into K(H) iff it admits a reflection into K{(H)c ;-

A. It is proved as in Comment 477.2, V

b) Lifting Theorems /90/ .

Given a pointed functor (gq, %C__> é, Fc_, C), is it possible to
extend it into a functor in which the elements of F lift into final lifts and
the elements of i: become such distinguished lifts, and this, in the «intemn-
alv case? Or: is FL(H ) a reflective sub-category of PF(H }? Such is the

«lifting problem » which generalizes the «expansion problem» of /90/.

THEOREM 1( Free lifting Theorem ). A pointed functor (g, éoc_% &1 > L)
in H admits a reflection (Q,m,l) into FL(H ) such that Q'is a restric-
tion of the projection (q, C)~ C of the intemal comma category (q,C).

A. It is proved as in Comment 478.2. The object of rnorphiASms of the
domain D of ¢ is the pullback ‘
a. lVb. ql A D]

IVqy

C

k
C, k- C, 1dVl aVb.l

2

(wh1ch internally represents the setof (h,f", f, h) such that f, f'¢ F ,
heC heCand h.f=f". q(h)) \%
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COROLLARY 1 (Gray). Split(H ) is a reflective sub-category ofCat[H)2
the reflection of q: CoC being the projection Q:(q,C)> C.
COROLLARY 2 /89 /. The functor dFib(H )- -~ H/ C, which maps a dis-
crete fibration q: C- C on its restriction qo admits an adjoint.
A. The morphism 7 :S- C, generates the projection {J: (g, C)~> C
where ¢ is the intemal functor Sdis__ir_» Cgis CpC. \Y
Let (j,1dc): (> Co Cs Cyul)>(Q,m,1) be the FL(H)-reflector
constructed in the theorem. There is an intemal sub-category G of the dom-

ain D of () whose object of morphisms is the puilback

C Vb1

e G,
Pry }

C, &k C, l\/ql.z a.Vb. g, .1

1
( which «represents» the setof (e’ f, f. h,h) with k¢ %I s fe Fyo.

PROPOSITION B. (q,l“,l) admits a reflection (q”,f’,l) into FL(H) iff
there exists a smallest momphism (y,1dc): (G, m, 1)~ (¢°, ::;’,l) of FL(H )
such that v ;.(G; Cws Dy ) foctors through ég s %'Z .

A. If H = Set, Comment 478.5 proves that 3 satisfies this condition
whea (.7, ld¢): (q,;, l)>1(q’, f',l) is a morphism ; the converse follows
from the relation, for each [ in %J :

=

x-7(f)=x (a(fA Af)=x(

;:»@A .
S ) =D e B

q(f)

For any H, this proof may be intemalized using pullbacks, or the result

2
deduced from above via the insertion FL(H )T, FLA S,

¢) The concrete case /90/.

Let p: H > Set be a concrete functor. PF(p) is the category of
«concrete » pointed functors, for which [ and [ are p-monomorphisms over
insertions. K(p ) is similarly defined from K(H ). The Expansion Theorem
of /90/ is included in the following

THEOREM 2 (Lifting Theorem ). If p satisfies condition ( for a lifting
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limits functor P, then K(p) is a reflective sub-category of PF(p) and
K(H) areflective sub-category of PF(H ).

A. PF(H) and K(H ) are the categories of models in H of easily
drawn sketches. So general results on sketched structures /106/ imply that
the forgetful functor K(P )~ Set mapping (q,[,l) on P(&Z)XP(CZ) is
sub-generating ( same proof as in Comment 477.1) and lifts limits; whence

Theorem 1.2 / 100/ gives the assertion. V
COROLLARY 1/90/. Let U: PF(p)~> PF (= PF(Set)) bethe forgetful

functor. If p has a maximal section Z, then (q,l,l) admits a reflection

into K(p) whick is mapped by U on the reflection of U(q,l,l) into K.

A. This comes from the lemmas: For each projective sketch ¢, the
functor p?: H? » Set’ has a maximal section Z7, - If Z' is a maximal
section of U ; 4> A and U’ A’ A a reswiction of U such that Z'A')
is included in ;1’, then a reflector into 2' is mapped by U on a reflector

into A’ (cf. proof Comment 478.5). V

COROLLARY 2 /89 /. With the hypotheses of Theorem 2, ({/p/is areflec-
tive sub-category of &'/p/ .

d) Internal quasi-expansions / 95/ .
The final lifting functor in [ universally extending a pointed func-
tor also satisfies a co-universal condition, which precises the Quasi-exp~

ansion Theorem of /95/.

If i: B> A is afunctorin / and [: F; > A; a monomorphism, we
say that A is al-quasi-expansion of i if (A,l,l) is a reflection in FL(H)
of (i,i*l,l), where i*];i VI~ B is the projection of the pullback.

In particular, if H is concrete and if A is a F,-quasi-expansion of
B in the sense of /95/ (e.g., if B is a final sub-category of A and if F,
is AZ , cf. Comment 479.2), it follows from Proposition B that A is also a
(F; C_, A;)-quasi-expansion of BC, A.

An expansive functor in H is a data (g, Z, l,i), where (q,[,l) is

LY
a pointed functor in H, and the domain C of ¢ is a l-quasi-expansion of
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i. Whence the category EF(H ) of expansive functors in H and its forget
ful functor R to PF(H ) which sends (¢,l,l,i) on (q.1, i*[, l).

THEOREM 3 (Expansion Theorem ). Let (j,ldc): (q, Z, l)- (q’,l", L) be
a reflector into FL(H). Then (q',l',1,j) is a R-cofree object associat-
edto (q,1,1), and the coliberty morphism is defined by (1d¢,1dc ).

A. 10 (q’, [', l,j) is an expansive functor. Indeed, it is sufficient to
prove that a morphism (¢,ld3): (], ]*Z' [) >(q", I l“) to FL(H) fac-
tors uniquely through (],ldc) As (g”", " l') and (q l' l) are ob]ects
of FL(H), so is (¢q'.q", I » 1), and (¢ ,1d¢): (q,l L)>(q'.q", [ ,1)
is a morphism to FL(H ) which factors through the reflector into a (,ldc)
such that @.j =¢ . Then (3,ld¢) is the required factor of (¢b,ld ).

20 Let (q™,Il™ I™,i) be an expansive functor and

(4 U) (q™.i, i *lm l'") »(q,l l) in PF(H)
The morphism (j.¢', ¢ .q"): (i, Pxim l"’) (q’, l',l) factors through the
reflector (i,1d¢ ) into (§,y. ™). Then

(17!,llf)-'(9"’l'",l'",i)—> (q',l',l,f)
is the unique morphism with (ldé,ldc).R(Qf,zjr):(g[;',(/;). \Y%
For instance, if (F,f:) is a g-admissible pair in the case H =Set

then the expansion of ¢ constructed in /79/ is both the universal final

lifting functor and the co-universal expansive functor extending (gq, lt",F).

6. POLYSPANS AND ENRICHED FIBRATIONS,

In / 104/, the quasi-topological category of local sections of a top-
ological category is deduced from the study of enrichments of the small
fibration associated to an intemal category. We extend the construction of
such enrichments to other fibrations thanks to the Bénabou's polyspans [6].

H denotes a category which admits pullbacks.

a) Polyspans.

Let A be a set and (A xA)o the groupoid of pairs. A A-polyspan

in H is a lax functor from (A xA)o to the bicategory SpanH of spans.

This definition is equivalent to the following one. Let 7p : IA > Up
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be the discrete fibration associated to the model Up - Set of the sketch
of categories o ,, which defines (AxA)e; the sketch of A-polyspans op
is IA equipped with the cones canonically lifted along 75 from the two
cones of g ,,. Then a A-polyspan is a model [T: IA > H of op , and itis

entirely by the diagram

[T(x ")

1{ON]
IM(A”,A7,2)
[I{\)

X, n)
where A, A, A7 A, a/\'/\=H(a,(/\’,)\)), b)\’)‘:H(B’()\’”\))’ and
k/\,/\,/\ =0(«, (A", A", X)) are the source, target and muliiplication of 1

which satisfy an identity and associativity axioms,

EXAMPLES. 1° The 1-polyspans «are» the internal categories,

20 If H is cartesian, a f{-category A is an A,-polyspan Il such that
[1()) is the final object | for each A ¢A,. (Their sketch, given in [116],
has suggested the definition of ¢y .)

30 Let C7 be the category of r-differentiable manifolds. The @r0+k -
polyspan J%7 in @ «of k-jets» is defined by:

]k’r( V)=V looked at as an r-manifold,

]k’r(V', V) = r-manifold of k-jets from V to V',

kywyw: ]k,r( v, V')*]k’r(V', V)- fk’r(V", V)= composition of jets.

b) Universal constructions ofpolyspans.

PROPOSITION A. If H is cartesian, if I is a A-polyspan in H and if
(jy: Q(y) - H()‘y))yer is a family of morphisms of H, then there exists
a D-polyspan Q in H such that Q(y’,y) is the pullback

Q(y) xQ(y) - Q(y%y)

Iy* Xy Y
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A. Q will be a «relative» right Kan extension along (:["C, II".

1o The map "> A:y }-»)\y extends into a functor A: Il » [A, and
the given family defines a natural transformation

jro~T.A.c, where (y)=Q(y) foreach y (I".
As H is cartesian, the functor H¢: [-]lr > HE hasa right adjoint R such
that R(w”), for »": " = H, maps the object y on the finite product of
{ow (yu)|n—>y” in I},

20 If g: A-> B is a functor, g’ a right adjoint of g and 4 admits pull-
backs, then the «localized» functor g,: A/a~ B/g(a) has a right adjoint
for each object a of A. It follows from 1 that the «restriction» functor
- HZF/H. Ao HF/H.;\. ¢ has a right adjoint. In particular, j: @ - X0

generates the cofree object j': Q-11 X such that

R(M.A..) R(j) R(w)

can.Y Y

Im.x 7’ Q

is a pullback in H'T' . The commutation of products and pullbacks implies
that Q is a ['-polyspan. V

In particular, if [/ is the final object of H, the polyspan deduced
from I1 and from the family (/- II()A) | X e A) is a H-category App. If II
is an intemnal category in H (i.e,, if A = 1), this gives a functor ¢ from
Cat(H ) to H-Cat (constructed in / 119/, Appendix).
PROPOSITION B. LetH be a cartesian category with commuting coproducts
(in Penon's sense [831). If 11 is a A-polyspan and (Ay)yel—‘ a partition
of A, there exists a T'-polyspan Q such that Q(y) = {I(X) | A eAy i,

A. The map p:A->T" defined by the partition extends into a functor

. IA - IT" ; there exists a pointwise left Kan extension  of Il along

Dr

and the universality of coproducts in [/ implies Q is a polyspan. V
COROLLARY /119/. The functor c: Cat(H )» H-Cat admits an adjoint.

A.If A is a H-category looked at as a A, -polyspan in / , the polyspan
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associated to the partition { A } is a 1-polyspan, therefore a category C
in H (consttucted in / 104/ ); C, is the coproduct of A, copies of [ and
C, is the coproduct of FAV,AD) TV, M) ¢ Ag}. This category is the
c~free object generated by A (Proposition B / 119/ and Comment 699.1).

c¢) Polyspan associated to an enriched species of morphisms /104/ .

If V is a monoidal category and B a V-category, we have defined
the cate gory of V-species of structures over B in Comment 26.2. A category
in this category is called a V-species of momphisms.

In particular, let V be a cartesian category; a V-species of mor-
phisms G over the V-category B is the data of a category G(y) in V (the
«fibre») and of an internal functor % 7”77; B(7’,5) xG(5) > G(y’) (the

«action») for each 5, n’¢ B, , satisfying some coherence axioms.

PROPOSITION B. To the V-species of morphisms G over B is associated a
Bo-polyad Il in V and a V-functor 7: 3o B.

A. We have [I(y) = G(y3), M(n";n) is the pullback

Gy xB"n) xGn) s pr_ I(n"%7)

dom Xk Ty

G xG(7)y diagonal G(n,

the source, target and multiplication are defined as in Theorem 9 / 104/ and
Comment 701.1. S is the V-category associated to this polyad in b, so that

S, =UtHom(I,G(n),)|ne By }. The «V-fibration» 7 is defined by:

#(n%n) =" ) Be 1y, ) 22 G (1)) xBa ', ) x 6ln) s 2B, )

APPLICATION. Let V be a concrete cartesian category with [ as its gen-
erator, and D: H°PxH - V a strong domination of # (hence [ «is» a V-
category in H, Comment 699.1) such that D(e,-) preserves pullbacks for
each object e of H. To a category C in H there is associated the V-
species of morphisms G over ) whose fibre G(e) is the category D(e,C)
in V and the action kel'e:D(e', e)XD(e,C;)~> D(e’,C;) is the multi-
plication of D. The polyad in V and the V-fibration above associated :to

G are those constructed in Theorems 8, 9 /104 /.
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