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tre nous ne se surprend pas quelquefois à se poser la question 
dangereuse : a quoi bon tout cet effort? On a dit que les Mathéma-
tiques sont «le bulldozer de la Physique ». Bien que personne ne 
puisse douter de l'efficacité des Mathématiques dans les appli
cations pratiques, je ne crois pas qu'un mathématicien voie dans 
cette efficacité la justification de ses efforts car le vrai but de 
son rêve perpétuel est de comprendre la structure de toute chose». 
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INTRODUCTION 

Charles EHRESMANN s'est intéressé à des domaines très variés des 
Mathématiques. Il a profondément influencé le développement de la Topolo
gie Algébrique, de la Géométrie Différentielle et de la Théorie des Catégo
ries. Ses travaux (de 1932 à 1979? plus de 2.500 pages) sont souvent pas
sés dans le domaine commun, mais beaucoup ne sont plus accessibles ma
tériellement. C'est pourquoi, depuis plusieurs années, nous avions l'inten
tion, Charles et moi, de publier ses œuvres complètes. 

Pour ne pas faire seulement un travail de compilation, nous voulions 
profiter de cette occasion pour mettre en évidence la genèse des idées et 
les motivations, pour améliorer certains résultats, pour relier les articles 
entre eux et avec ceux d'autres auteurs, pour indiquer les développements 
ultérieurs et, éventuellement, des voies non encore exploitées. 

Désirant être indépendants et n'engager que notre propre responsabi
lité (Charles a toujours été très individualiste), nous comptions éditer ces 
«Oeuvres complètes et commentées» sous forme de Suppléments à notre pé
riodique «Cahiers de Topologie et Géométrie Différentielle». C'est pour réa
liser ce projet tel qu'il avait été conçu que j'ai décidé, après le décès de 
Charles, d'entreprendre seule (contrairement à l'usage) cette publication. Je 
remercie tous ceux qui m'aident, par leur soutien moral ou leur souscription, 
à mener à bien ce travail dans cet esprit, comme l'avait souhaité Charles. 

PLAN GENERAL. 
Il est très difficile de classer les œuvres de Charles. L'ordre chro

nologique est loin d'être satisfaisant (ainsi les travaux de Géométrie Diffé
rentielle s'échelonnent de 1939 à 1973); une division par matières laisse à 
désirer, beaucoup d'articles contenant des parties très différentes. 

Le plan adopté (sans doute peu convaincant) tient compte à la fois 
de la date de parution et du sujet. Il comporte quatre grandes parties : 

I. Topologie et Géométrie Différentielle. 
II. Structures locales et catégories ordonnées. 
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III. Catégories internes et Vibrations. 
IV. Esquisses. Complétions. Enrichissements. 

Chaque partie, divisée en deux volumes, contient : 
- La liste des publications de Charles et une courte biographie de la pé

riode correspondant en gros à la partie, 
-Les travaux originaux, reproduits par procédé photographique (et je 

remercie tous ceux qui m'ont accordé leurs droits de reproduction ) ou recom
posés lorsque la présentation n'était pas assez nette ; 

-Des commentaires fragmentés (en anglais) avec renvois aux textes, 
suivis d'un Synopsis guidant dans la lecture des articles et commentaires; 

-Une bibliographie relative aux commentaires et un index dans chaque 
volume ; parfois des documents annexes éclairant tel ou tel point. 

SUR LA PARTIE III. 
Elle regroupe les premiers textes purement catégoriques. Moins con

nus que les travaux plus anciens sur la Topologie et la Géométrie Différen
tielle qui font aujourd'hui partie intégrante du folklore, ces articles sont 
plus difficiles à trouver que les publications récentes dont des tirés à part 
sont encore disponibles. C'est une des raisons qui m'ont poussée à les pu
blier en premier. Par ailleurs, Charles m'ayant fait participer à son travail 
à cette époque, il m'était facile de retracer la genèse des idées et d'en ex
pliquer les motivations. 

Ces écrits, nettement en avance sur leur temps (ce qui, joint à des 
notations peu orthodoxes, a sans doute un peu diminué leur audience) annon
cent les développements ultérieurs de la Théorie des Catégories et surtout 
la théorie des structures internes à une catégorie, dont la richesse s'est 
révélée avec l'étude des topos. Bien des passages restent d'actualité. 

La partie III contient au total une trentaine d'articles publiés entre 
1963 et 1972, sur: les catégories structurées et les catégories internes; les 
sous-structures et structures quotients et leurs généralisations; les fibra-
tions scindées et leurs applications en cohomologie non abélienne ; les thé
orèmes d'extensions de foncteurs et de foncteurs internes. 

Andrée CHARLES EHRESMANN 
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Je tiens à exprimer ma reconnaissance à tous ceux qui nous ont 
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après sa retraite et lui ont permis de poursuivre son travail d'enseignant 
jusqu'à la fin. 

-Les anciens élèves de mon mari qui nous ont témoigné leur attache
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-Les médecins de l'Hôpital d'Amiens qui m'ont permis de ne jamais • 
quitter mon mari, et surtout le Dr J.-F. de FREMONT qui m'a appris à le 
soigner et m'a soutenue et stimulée dans bien des moments difficiles. 

- Le Dr F. de la SIMONE, et plus encore le Dr J.-P. VANBREMEERSCH 
qui, après s'être occupés de mon mari avec dévouement, ont rendu possible 
la réalisation de ce livre grâce à leur patient soutien moral, à leurs con
seils judicieux, à leurs encouragements et à l'intérêt constant qu'ils ont por
té à mon travail depuis des mois. 

- Enfin, Michèle GIRY qui, depuis le début de la maladie de Charles, 
a eu pour nous les attentions d'une fille et qui m'a assistée de mille façons. 

A.C.E., 
Amiens, Avril 1980 
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DE 1963 A 1970 

C'est une des périodes de création et de publication les plus inten
ses de Charles : plus de 1.400 pages en 7 ans, sans compter ses deux livres 
Catégories et Structures (Dunod, 1965) et Algèbre (C.D.U., 1968). Si ses 
articles sont toujours denses et souvent abstraits, les démonstrations sont 
complètes et les théories développées à fond, jusqu'aux résultats fins ( à la 
différence des textes d'avant les années soixantes où, comme le souligne 
Haefliger dans la Gazette des Mathématiciens ( n° 13, 1980, 27*35 ) seule 
une esquisse est donnée ). 

Ses travaux les plus récents, il les expose dans ses cours à l'Uni
versité de Paris (où il est Professeur depuis 1955 ); jusqu'en 1967 il en
seigne uniquement en troisième cycle ; ensuite, sous la pression de certains 
collègues, il demande à faire le cours de Maîtrise «Algèbre et Géométrie» 
(C3), où d'ailleurs il utilise largement les catégories, et où il éveille l'in
térêt de plusieurs étudiants pour la recherche. 

Ses élèves sont de plus en plus nombreux : il dirige une dizaine de 
thèses de Doctorat d'Etat (Nguyen Dinh IMgoc, Ver Eecke, Houdebine, Jou-
bert, de Barros, Bénabou, Kumpera, Ibisch, Stavroulakis, S. Legrand), plu
sieurs thèses d'Université ou de troisième cycle, et il initie de jeunes cher
cheurs, tels Coppey et Foitz, puis A. et F. Burroni, Guitart, Lair. 

11 accueille aussi régulièrement des étrangers dans son Séminaire 
«Catégories, Topologie et Géométrie Différentielle », à l'Institut Henri Poin-
caré; ii est co-organisateur de deux rencontres internationales: le Colloque 
du C.N.R.S. sur les structures feuilletées, Grenoble 1964, et les Journées 
Mathématiques sur l'algèbre des catégories, Paris-Dijon 1967. 

Il va lui-même faire des séries de conférences ou assister à des col
loques dans divers pays européens : Allemagne, Hollande, Hongrie, Italie, 
Pologne, Roumanie, ... Par contre, alors qu'il avait passé une grande partie 
des dix années précédentes en longs séjours à l'étranger, notre seul grand 
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DE 1963 A 1970 

voyage pendant cette période a pour but le centre des Etats-Unis, où il est 
«Visiting Professor» à l'Université de Kansas à Lawrence, de Février à 
Août 1966- Nous en profitons pour parcourir les Etats-Unis en autocar, de 
Sait Lake City à New-York, et d'Cmaha à Cklahoma, en traversant les si 
belles Montagnes Rocheuses (Ouray, Durango, Denver,...) où nous goûtons 
une de nos très rares périodes de vacances. 

Le dernier voyage à l'étranger de sa vie a lieu en Hollande, fin 1968 
(où, après ses conférences à Leyden, nous avons longuement admiré à La 
Haye son tableau préféré, « Vue de Delfl» de Vermeer). En effet, par la suite 
Charles est attiré par une vie tranquille, à peu près exclusivement consa
crée au travail, dans notre appartement de la Place d'Italie à Paris, puis 
à Amiens; par ailleurs, les Cahiers de ïopologie et Céométrie Différentielle 
(devenus périodiques en 1967 et édités par Dunod de 1967 à 1971) absorbent 
de plus en plus de notre temps. Aussi finit-il par refuser (souvent après de 
longues hésitations) toutes les invitations qu'il reçoit pourtant avec beau
coup de plaisir. 

Parmi ses activités officielles pendant ces sept années : 
- Président de la Société Mathématique de France en 1965, il est assez 

content de bousculer la tradition en obtenant que la liste de candidats pré
sentée par le Conseil pour son renouvellement annuel comporte moins de 
noms que de postes à pourvoir afin de laisser plus d'initiative aux électeurs. 

-Vice-Président du Comité National Français des Mathématiciens, il 
cherche des crédits pour la participation française au Congrès International 
de Moscou et il commence les démarches pour que Nice soit choisie comme 
lieu du Congrès International de 1970. 

Fnfin l'Académie des Sciences de Paris lui décerne le Prix Petit 
d'Ormoy en 1965, et l'Université de Bologna le nomme «Docteur Honoris 
Causa» en 1967. 

A.C.E. 

XVIII 



Les articles originaux faisant l'objet de cette Partie ///-i 
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aux Commentaires qui suivent ( cf. page 337 ). 





C. H. Acad. Se, t. 256, p. 1198-1201. Séance du 4 février 1963. Groupe 1 

/57/ 

ALGÈBRE HOMOLOGIQUE. — Catégories doubles et catégories structurées. 
Note (*) de M. CHARLES EIIRESMAXN, présentée par M. Jean Leray. 

Définition des catégories structurées; cas plus particulier des catégories doubles, lesquelles admettent pour catégorie quotient une catégorie de quatuors. 1 

1. CATÉGORIES DOUBLES : 
Définition. — Nous appellerons catégorie double une classe C? munie de 

deux lois de composition, notées . et 1, vérifiant les conditions : 
1. ((?, . ) est une catégorie, notée C ; les unités à droite et à gauche 

de seront notées a (/) et p (/) respectivement, la classe des unités, C0: 
2. (C, î) est une catégorie, notée Cl ; les unités de f ^ C 1 seront 

notées a1 (/) et 3A (7), la classe des unités, C1 ; 
3, Les applications a et [3 (resp. a1 et fi1) sont des foncteurs de CL 

vers C1 (resp. de C vers C ) ; 
4. Axiome de permutabilité : Si les composés k.h, g.f, k i g et hif 

sont définis, on a 
2 

Soit C une classe munie de deux lois de composition . et i vérifiant 
les axiomes 1 et 2; considérons les axiomes suivants : 
3'. C0 (resp. Ci) est stable relativement à i (resp. à .); 
4'. Si les composés k.h, g.f, kl g et hif sont définis, alors (k.h) i (g.f) 

et (kig) .(hif) sont définis et égaux. 
5. Pour tout /6(3. on a 

3 
PROPOSITION. — Pour que ((5, ., i) soit une catégorie double, il faut et 

il suffit que les conditions 1, 2, 3', 4', 5 soient vérifiées. Dans ce cas, 
CQ (resp. C0) est une sous-catégorie de C (resp. CL). 
Une sous-catégorie double d'une catégorie double £ est une sous-classe £' 

de <2 qui est une sous-catégorie de C et de C1 ; alors C est une catégorie 
double pour les lois de compositions induites par . et i. 
Définition. — Soit C une catégorie double; on appelle idéal à gauche 

(resp. à droite) de C1 une sous-catégorie I1 de C1 telle qu'on ait 
e.H = Il (resp. II.C =11), où e.Ii (resp. Ii.£) est la classe des 
composés f.g (resp. g.f), g€ IA et /€(?. On définit de même un idéal de C\. 

4 

5 

6 

1 



( 2 ) 
PROPOSITION. — Soit C une catégorie double; un idéal IA à gauche de C1 

est une espèce de structures (*) au-dessus de C pour la loi de composition : 
{fig) ->/.g si, et seulement si, f.g est défini, où fGC et gGl1. La caté
gorie & (ll) des hypermorphismes (4) correspondante est une catégorie double 
pour les lois de composition : 

l 

si, et seulement si, g' = f.g et 

si, et seulement si, f i / et g i g sont définis. 
2. CATÉGORIES DOUBLES DE QUATUORS. — Soient Cx et C2 deux caté

gories ayant même classe d'unités A. Soit • (C2, Ct) la classe des quadru
plets : (eu Xi* fi, /2), où fiGCi, ¿=^1,2, tels que : 

Sur • (C2, Ci), on définit les deux lois de composition : 
Multiplication longitudinale : 

si, et seulement si, = g2 ; 
Multiplication latérale : 

si, et seulement si, /' = gL 
PROPOSITION. — • (C2, Ct) est une catégorie double pour les multipli

cations longitudinale et latérale. 
Supposons C = Ci=C2; rappelons (*) qu'un quatuor de C est un 

élément (g2, gi, /1, /2)€ • (C, C) tel que g4/2 = g2/4. 
COROLLAIRE. — La classe \JC des quatuors de C est une sous-catégorie 

double de • (C, C). 

2 
THÉORÈME. — Soit C une catégorie double; alors C admet pour catégorie 

quotient (*) la catégorie longitudinale \\\(C'Q, C^), où C\ (resp. C±) est munie 
de sa structure de sous-catégorie de C1 (resp. C). 
3. FONCTEURS VERS UNE CATÉGORIE DOUBLE. — Soient T une catégorie 

et C une catégorie double; soit & (C, T) la classe des foncteurs de T 
vers C. 

PROPOSITION. est une catégorie pour la loi de composition 
où si, et seulement si, 

est défini pour tout 

2 



( 3 ) 
Définition. — Soient C et Ci deux catégories doubles; on appelle joncteur 

double de C vers une application $ de (5 dans Cx telle que soit un 
foncteur de C vers C] et un foncteur de C1 vers (5f. La classe des fonc
teurs doubles de C vers (3, sera notée & (Cin C). 

1 PROPOSITION.  & (Ciy C) est une souscatégorie de C) et 
de & (C?1, C1); munie des deux lois de composition induites, 3* (C.t, C) est 
une catégorie double. 

PROPOSITION. — Soient C et C deux catégories; la catégorie longitu
dinale &l (£', C) des transformations naturelles () entre foncteurs de C vers C 
s'identifie à la, catégorie & ( C:'t C), en identifiant la transformation natu
relle (zr T <p) au foncteur 4> tel que 

pour tout / € C . 
Par suite, si (C\ C1) est une catégorie double, un foncteur (l> d'une 

catégorie V vers C* peut être considéré comme une transformation natu
relle généralisée de oc1 4> vers p1 <î>. Nous verrons une autre généralisation 
des transformations naturelles (catégorie double des quintettes) dans une 
publication suivante. 

2 

4. CATÉGORIES STRUCTURÉES. Soit „ une classe de classes, conte
nant avec X toutes ses parties, avec X et X/ le produit X X X/ ; soit «7TI 
la catégorie de toutes les applications de X vers Y. où X€t71X0 et. Y€^1l0. 
Soit p, .K, une catégorie d'homomorphismes (l), "S contenant le 
groupoïde des éléments inversibles de JC; soit <X0 la classe des unités de ÌK : 
on identifie A € X avec (№ (h), p (h), a* (h)). 

3 

Définition. On appelle catégorie structurée dans «**C un couple (C , s), 
où C' est une structure de catégorie sur l5€=3U0, s€*X„ et p (s) = C*, véri
fiant les conditions suivantes : 

4 

j° Il existe tel que : 
et 

où ie0 est l'injection canonique de (f* vers (f, a et p, les applications source 
et but dans C . 

2° Il existe un produit sXs dans X, tel que p (sXs) = £ X £] si K est 
la sousclasse de (?x(T formée des couples composantes, il existe s'GifCo 
tel que 

et 
3° x. désignant l'application (g, /) > g./ de K dans (3, la relation 

(5X5, iK, S')G3C entraîne (s, x, s')€«X. 
Exemple. — Une catégorie structurée dans fë, où V> est la catégorie des 

topologies, est une catégorie topologique (3). 
5+ 

3 



( 4 ) 
THÉORÈME. Pour que (cT, (3A) .soit une catégorie double, il faut et il 

suffit que [C ', C"1) soit une catégorie structurée dans la, catégorie fy des fonc
teurs d'une catégorie vers une autre; dans ce cas, (C1, C) est aussi une 
catégorie structurée dans lï* structure sur C est C"'1). 

(*) Séance du v.8 janvier i<j(ï-l. 
(') /espèces de structures locales; élargissements de catégories, Séminaire Top. et Géo. DifT. 

n̂ hresmann), III, Paris, J'JOI; Jahres. Deutsch. Math. Ver., 60, 1957, p. /¡9-
t'1) Catégorie des foncteurs types. Reu. Un. Mat. Argcnlina, 20, iyOo, p. 19/,. 
(;; (Allégories lopologigues et catégories dif'férenliables, Coll. Géo. DUT. Glo., Bruxelles, 

C.B.R.M., 19O9, p. 1 Î7. 

163.439. — Imp. GAUTHIER-VILLARS & GIe, 55, Quai des Grands-Augustins, Paris (6E). 
Imprimé en France. 
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C. R. Acad. Sc., t. 256, p. 1891-1894. Séance du iS février 1963. Groupe 1 

/58/ 
ALGÈBRE HOMOLOGiQLJE. —- Catégorie double des quintettes; appli
cations covariantes. Note (*) de M. CHARLES EHRESMANN, présentée 
par M. Jean Leray. 

Étude de la catégorie double des quintettes dont la catégorie des transformations naturelles entre foncteurs est une sous-catégorie. Applications covariantes entre espèces de structures dominées par une catégorie. 1 

Cette Note fait suite à la Note (*) dont nous reprenons la terminologie 
et les notations. 
1. CATÉGORIE DOUBLE DES QUINTETTES. — Soient C? une catégorie 

et la catégorie double des quatuors correspondante ; nous 
désignerons par et resp. par et ) les applications source et but 
dans la catégorie longitudinale (resp. latérale C). La classe des 
unités de C sera notée 
Soient C et C deux catégories, F un foncteur de C? vers c". F détermine 

un foncteur double de • (? vers ce foncteur double, que nous dési
gnerons par DF, associe à (g2, gt, A, A) € QC5 le quatuor 

Soient 90 une classe de catégories et 9 la catégorie des foncteurs F 
de C == a (F) vers C = (3 (F), où C^90 et e'G^o, munie de la loi de 
composition : 

si, et seulement si, 
F'F étant le foncteur comoosé : 

pour tout 
nous identifierons la classe des unités de 9 avec &0. Soit fft la classe de 
tous les foncteurs tels que 

où 
cette classe s'identifie à la classe des transformations naturelles entre 
foncteurs appartenant à 9 (4). 
Soit (9, q, 2C, S) une catégorie d'homomorpbismes (2). 
DÉFINITION. — On appelle quintette de (9, q, 9t, S) un quintuplet (F', <br 

F) tel que 

et 
La classe des quintettes de sera notée Q ou 
seulement Q 
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( 2 ) 
Nous poserons : 

et 

THÉORÈME. —- Q (9t) est une catégorie double pour les multiplications 
longitudinale et latérale suivantes : 

ou 

si, et seulement si, F' = F i ; 

où 

si, et seulement si, 
2C s'identifie à la classe des unités de la catégorie longitudinale Q 

Tresp. latérale Qx (9t)]. 1 
PROPOSITION. — Vapplication q qui associe au quintette {¥', <É>', W, <ï», F ) 

le quintette (q ( F ' ) , q (#'), W, q ($), q (F)) est un foncteur double de Q (H) 
vers Q (&*). De plus, (Q_'{&'), q, Q'(#C), Q"(«£)) est une catégorie d'homo mar
nili s nies ainsi que (Qx (&), q, Q - (2C), Qx (S)). 

2« 

2. SOUS-CATÉGORIES ET IDÉAUX DE Q - Soit la sous-classe 
de Q formée des quintettes T tels que 

et 

3 51 s'identifie à 31 (9) en identifiant W € #l5 avec où 
et 

Soient H€3e„, #lH (X) la sous-classe H X Q (X) X H de Q (X) formée 
des T tels que ax (T) = [3X (T) = H, et 0l„ (X) .H la sous-classe de dtn (X) 
formée des T tels que a' (T) = H. 
PROPOSITION. — Dt (X) est une sous-catégorie double de Q (X) ; Sftxx (X) est 

une sous-catégorie double de 9t (X) admettant H comme seul objet pour la 
multiplication latérale, 9tn (X). FI est un idéal à gauche de dt^ (X). 
En particulier, soit CG&0; alors la catégorie double 9le(&) s'identifie 

à la classe des transformations naturelles entre foncteurs de C vers C, 
munie des multiplications longitudinale et latérale considérées dans f3). 

4 
PROPOSITION. —• L'idéal 9te (9). C s'identifie à la catégorie &v (C) des 

foncteurs naturalisés de C;la catégorie des hypermorphismes correspondante (*) 
s'identifie à la catégorie des transformations naturelles entre foncteurs natu
ralisés (3). 
Soit X0 X Q (X) la sous-classe de Q (X) formée des quintettes T tels 

que px(T)€^0; soit H x Q ( X ) la sous-classe de Q (X) formée des T 
tels que Sx (T) = H. 
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( 3 ) 
PROPOSITION. — 9C0xQ(9C) et H x Q í^) sont des idéaux à droite 

de Q' (9t). 
3. ESPÈCES DE STRUCTURES DOMINÉES PAR UNE CATÉGORIE. — Soient Jïl0 

une classe de classes et »7ïl une sous-catégorie, admettant «TTt0 pour classe 
d'objets, de la catégorie des applications de E dans E', où RGzJVl0 
et E'e JTL0. Supposons JTt A un foncteur F de C G 9 0 vers Jït corres
pond canoniquement l'espèce de structures sur C dont les éléments sont 
les couples (e, z), où eG£0 et z€F(e), l'opération de C sur la classe de 
ces couples étant définie par : 

si, et seulement si. 
Soit *S (Jïl, 9 ) la classe des espèces de structures ainsi définies. 

PROPOSITION. —- La catégorie CfXi X Q (9) s'identifie à une sous-catégorie 
de la catégorie des applications covariantes (2) entre espèces de structures 
appartenant à S (JTL, 9 ) , en identifiant (F', JTt, W, <l>, F) à Vapplication 
covariante (4>, o) telle que 

pour tout 
DÉFINITION. — Soient Cç9n, J£G909 p un foncteur de JC vers OTi et F 

un foncteur d'une sous-catégorie de C vers JC; on dira que ((3, F) est une 
espèce de structures dominée par («7C, p) si l'on a : 

(S) Supposons e€=a (F)0, e €=a (F)0 et e^e \ alors 

Dans ce cas, (C, pF) est une espèce de structures au-dessus de C 
Nous supposons désormais que 9 0 contient, avec £> les sous-caté

gories de C. 
DÉFINITION. —- On appelle application covariante de l'espèce de struc

tures (C, F) dominée par ( JC, p) vers l'espèce de structures (£'y F') dominée 
par (<7C', W) un couple (<ï>, T), où 

et <ï> est un foncteur de C vers C dont la restriction à a (F) est <ï>. 
Cette définition entraîne que l'application 1' 

où (F), est un foncteur <ï>'f de la sous-catégorie pF (a (F)) de DTL [image 
de la catégorie a (F) par l'application pF] vers la catégorie prF' (a (F')) 
et que 

PROPOSITION. —- La classe des applications covariantes entre espèces de 
structures dominées est une catégorie pour la loi de composition : 

7 
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( 4 ) 
si, et seulement si, 

et 
elle admet pour sous-catégorie la classe des applications covariantes entre 
espèces de structures dominées par (¿K, p) telles que (3X (T) = JC. 
Si JC est une catégorie de foncteurs et si, pour tout k € 3£, p (k) est le 

foncteur k considéré comme simple application, une espèce de struc
tures (C, F) dominée par p) est une espèce de morphismes. Soit T la 
catégorie des hypermorphismes correspondant à l'espèce de structures 
définie par F et soit r, le foncteur projection : (f, h) ->- f de T vers C, 
où fGC et h G F (e), e = a (/*). Soit o^T la sous-catégorie de T formée des 
couples (/*, z), où z€(F (e))0. Soit F*0 la classe des unités (e, h) de T munie 
de la loi de composition : 

si, et seulement si, e — e1 et si h et h' admettent h ih pour composé dans 
la catégorie F (e). 
On identifiera (e, h)sT' avec h. 
PROPOSITION. —- 1 s identifie à la sous-catégorie double de • (10, aJ-l) 

formée des quadruplets (h!, g1', g, h) tels que 
et 

1+ 
(f, h)Ç-T s'identifie à 

(*) Séance du n février 1963. 
(1) Comptes rendus, 256, 1963, p. 1198. 
(2) Séminaire de Topologie et Géométrie différentielle (Ehresmann), III, Paris, 1961. 
(:]) Rev. Un. Mat. Argentina, 20, i960, p. 194. 

163.442. — Imp. GAUTHIER-VILLARS & Gle, 55, Quai des Grands-Augustins, Paris (6e). 
Imprimé en France. 

8 



C. R. Acad. Sc., t. 256, p. 5o3i5o34. Séance du 10 juin 1963. Groupe 1 

/61/ 
ALGÈBRE HOMOLOGIQUE. — Structures quotient et catégories quotient. 
Note (*) de M. CHARLES EHRESMANN, présentée par M. Paul Montel. 

Suite à une série de Notes antérieures On définit la notion de structure 
quotient dans une catégorie d'homomorphismes et on l'applique en particulier 
au cas des catégories quotient. 

1. («7C, P)INJECTIONS ET (*?V', P)SURJECTIONS. — Soient JC et 3£ deux 
catégories, (ôC, p, un foncteur (covariant) de 2£ vers <K. Nous dési
gnerons par 3C* la catégorie duale de J£, par p* le foncteur («X*, p, ci£*). 
Soit JC' une souscatégorie de JC. 

DÉFINITION. — On dira que y €E <X est une p)injection (') si les 
conditions suivantes sont vérifiées : 
i° On a p (j) 
i° Pour tout gGciC tel que 

et 
où g € «X, il existe un et un seul g' € 3£ tel que 

et 
On dira que j*GJ£ est une (JC', p)surjection si j* est une (JC'*, p*)
injection. 

PROPOSITION. — La classe J£s (JC', p) des (JC', p)surjections est une 
souscatégorie de № contenant tout élément inversible j de J£ tel que p (j) GJC'. 

THÉORÈME. — Soient j* et j'* deux (JC', p)surjections telles que 
a (/*) = a (/'*) = S. S'il existé f'̂ JC', avec 

alors il existe un et un seul j"* G3£x («X', p) tel que 
et 

Si f est inversible, j"* est aussi inversible. 
Soit (J£, q, C) un foncteur et J£' une souscatégorie de J£. 
PROPOSITION (Transitivité des surjections). — Soit tel que 

q(3)G.J£s (JC, p)(\J£'. On a 
si, et seulement si, J € 

2. SOUSSTRUCTURES ET STRUCTURES QUOTIENT. Soit (JC, p, &£, J£̂ ) 
une catégorie d'homomorphismes (3), où J£,, est le groupoïde des éléments 
inversibles de J£. Soit JC' une souscatégorie de JC. 
Les conditions 

et 
entraînent : j* = j' 
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( 2 ) 
DÉFINITION. — Si les éléments de JC sont des épimorphismes, nous 

dirons que S* est une structure quotient de S relativement à (DC, p) s'il existe 
une (OC, p)surjection j* telle que a (j*) = S et ¡3 (j*) = S*. Par dualité, 
on définit la notion de sousstructure (2). 
Soit Jït0 une classe de classes contenant avec une classe toutes ses 

sousclasses, avec deux classes leur produit. Soit DM la catégorie de toutes 
les applications (M', f, M), où M^DM0 et WeDM0. Soit J№ la sous
catégorie de DM formée de toutes les surjections. Soit DM1 la souscatégorie 
de DM formée des injections canoniques (M', i, M) de M c M ' dans M'. 
Soit (DM, p, cHl, cU'v) une catégorie d'homomorphismes. Si S* est une 
structure quotient (resp. une sousstructure) de S relativement à (DMS, p) 
[resp. à (DM1, p)], nous dirons seulement que S* est une structure quotient 
(resp. une sousstructure) de. S. 

Exemples. — i° Soit {D\L, 9, '&) la categorie d homomorphismes telle 
que S soit la catégorie des applications continues entre topologies sur des 
classes de DM. Une structure quotient de S est un espace topologique 
quotient de S. 

2° Soit D£ une catégorie et D£L une souscatégorie pleine de D£. Soit cU\ 
 1 

la souscatégorie de D£ engendrée par ¡3 (J£i). Soit Z le foncteur constant 
de ct£i sur la catégorie réduite à une seule unité a. Une (a, Z)surjection j 
sera appelée D£rprojection. Pour que JSD£ soit une D£±projection, il faut 
et il suffit que r^(j)^D£i et que, pour tout g€<X tel que a (g) = a (j) 
et r(j (g)G<X1? il existe un et un seul g €zD£x tel que g .j = g. 
3° Soit $ la catégorie des foncteurs (C, <ï>, £'), où C^DM0 et C^DM0; 

soit (DM, p~, 3*, cl7.,) la catégorie d'homomorphismes correspondante (4). 
Une sousstructure de C est une souscatégorie de C; une structure 
quotient de C sera appelée catégorie quotient de C\ Pour que C soit une 
catégorie quotient de C, il faut et il suffit qu'il existe un foncteur (&, W, C') 
tel que : i° W (C) = C; i° si (£', <ï>, C) est un foncteur et si l'on a 
# = êoiF, alors (S*, 5>, ë') est un foncteur. 

Si, de plus, C est la classe C/p quotient de (3 par la relation d'équi
valence o correspondante : 

si, et seulement si, 

1 

21 

3« 

4 

5 

on dira que (3* est la catégorie quotient de C par p. toute categorie quotient 
de C est équivalente à une catégorie quotient de C par une relation 
d'équivalence. 
4° Soit U le foncteur de &* vers DM défini par 

où <E>0 est la restriction de $ à la classe C0 des unités de C\ [C, W, C ) est 
une (DMS, U)injection si, et seulement si, l'application f($(f), W(f), a (f)), 
où f^C, est une équivalence de C sur la catégorie induite (3) W U C ) . 
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( 3 ) 
3. ÉTUDE DES CATÉGORIES QUOTIENT. — Soit Ç0 la classe dont un 

élément G" est une classe G ^ J W Q munie d'une loi de composition partiel
lement définie et vérifiant la condition : 
(e) Tout fG G admet une et une seule unité à droite a (/") [resp. à 

gauche 3 (f)]. Si g.f est défini, on a 
et 

La classe des unités de G' sera notée G0. On associera à G' le graphe 
orienté [G*] dont les flèches sont les éléments / de G différents d'une unité, 
les sommets de f étant a (f) et 3 (f). 

DÉFINITION. — Un élément G" de çj0 sera appelé graphe multiplicatif. 
Soit <[f- la catégorie des triplets (G'J5 y, G'), où G*€Çî-o, G't€:̂ /o> 

GL? y, G ) € Jll, tels que : 
l0 T (g-f) = Y (g)-Y (f) si ë-f est défini; 
20J(G;)C(G:);. ̂  
Soit p l'application 

1 

de ^ dans dll, et Çj-.: le groupoïde des éléments inversibles de 
(JÌI ,pg9 cj.? cjv) est une catégorie d'homomorphismes et xy est une sous-
catégorie pleine de çj.. 
La construction d'une catégorie à l'aide de générateurs et de rela

tions (4) permet d'énoncer : 
PROPOSITION. — Pour tout G*€^7o, il existe une fy-projection cano

nique (G*, Y, G*) € ou O* est une catégorie quotient de la catégorie libre des 
chemins (4) de [G*]. 
Soit C une catégorie; soit p une relation d'équivalence sur C, compa

tible avec la loi de composition, c'est-à-dire telle que les conditions : 
et s1. f sont définis, et 

entraînent : g.f^g.f. Soit CT/c la classe des classes d'équivalence 
f — /'modulo p, où f^C Soit ( C ? / p ) ' la classe (?/p munie de la loi de compo
sition, appelée loi de composition quotient, définie par 

modulo 
si, et seulement si, il existe g G g et f'eftels que g' .f soit défini. 
Supposons, de plus, que p vérifie la condition : 
(u) Si f r>u f on a 

et 

PROPOSITION. — On a (<3/p)*G^o; les unités à droite et à gauche de f 
sont respectivement a n et 
Soit (G*, Y, (̂ 7?)y ta ̂ -projection canonique associée à (<3/p)\ 
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( 4 ) 
COROLLAIRE. — Si y est une surjection, G* est une catégorie quotient de 
THÉORÈME. — Soient C une catégorie et p une relation d'équivalence 

sur £. Pour quii existe une catégorie quotient C de C par p, il faut et il 
suffît que p soit compatible avec la loi de composition et vérifie la condition (u), 
et que y soit une bijection. Dans ce cas, £' est équivalente à G*. 
Soit £' une catégorie et £' une catégorie quotient de C; soit p la relation 

d'équivalence sur £ correspondante. En général, {£/?)' n'est pas une 
catégorie. Si (cT/p)" est une catégorie, c'est-à-dire si (G*, y , (^/p))€^v? 
nous dirons que £' est une catégorie quotient de £' au sens strict ("'). 

PROPOSITION. — Soient £' une catégorie et p une relation a"équivalence 
sur £ compatible avec la loi de composition. Pour que (£/$)' soit une caté
gorie quotient de £' au sens strict, il faut et il suffit que les conditions suivantes 
soient vérifiées : 

i ° ( c f / p ) ' est ime catégorie; 
2° Pour tout ê £'v, la classe e = e modulo p est une unité de (<3/p)*. 
PROPOSITION. — Soit £' un groupoïde; soit o une relation d'équivalence 

sur £ compatible avec la loi de composition. Pour que (£/?)' soit un groupoïde 
quotient de £' au sens strict, il faut et il suffît que (C?/p)' soit une catégorie. 
Les notions étudiées dans cette Note seront utilisées dans la théorie des 

catégories structurées (!) et des ordres quotient. 

(*) Séance du 5 juin 1963. 
(') Comptes rendus, 256, 1963, p. 1198, 1891, 2080 et 2280. Ces Notes sont développées 

dans Catégories structurées (act. polycopié; à l'impression dans Ann. Éc. Norm. sup.). 
(-) Nous considérons ici le cas des (X', p)-surjections, la théorie des («%', p)-injections 

étant étudiée dans Sous-structures et catégories ordonnées (act. polycopié; à l'impression 
dans Fund. Math.). 

Séminaire de Topologie et Géométrie différentielle (Ehresmann), III, Paris, 1961. 
(v) Rev. Un. Mat. Argentina, 20, i960, p. 194; MARIA HASSE, Math. Nachrichlen, 22, 

Heft 5-6, Berlin, i960. . 
(3) Cette notion précise la notion considérée dans (:!), p. 26, sous le nom de catégorie 

quotient. 
(Institut Henri Poincaré, 11, rue Pierre-Curie, Paris, 5e.) 

164253. — Imp. GAUTHIER-VILLARS & CIE, 55, Quai des Grands-Augustins, Paris (6E). 
Imprimé en France. 
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G. R. Acad. Sc. Paris, t. 261, p. 1577-1580 (18 août 1965). Groupe 1. 

/82/ 

ALGÈBRE HOMOLOGIQUE. — Quasi-surjections et structures quasi-quotient. 
Note (*) de M. CHARLES EHRESMANN, présentée par M. Paul Montel. 

Notion de quasi-surjection associée à un foncteur p, généralisant la notion de 
p-surjection. Cas particulier des structures quasi-quotient et théorème d'existence 
de structures quasi-quotient. Application à l'étude des catégories p-structurées 
quasi-quotient et au problème universel du plongement d'un graphe multiplicatif 
p-structuré dans une catégorie p-structurée. 

Les notations sont celles de (4) (index terminologique et index des 
notations). Le signe r- se lit « sous-structure ». 
1. QUASI-SURJECTIONS. — Soient p = (K', p, H') un foncteur et K ' 

une sous-classe de K telle que p(H'0)cK'. Soit • (K', p) la classe des 
quadruplets (k, f, f, h) tels que 

et 
Soit y (K', p) la catégorie obtenue en munissant • (K', p) de la loi de 
composition 

si, et seulement si, f± = f' et (hi, h) € H* * H*. En identifiant A e H avec 
(p (h), p fi(h), p <x(h), h), on identifie H' à une sous-catégorie pleine de 

(K', p), et nous posons M* (K', p). 1 
DÉFINITION. — On dira que j € H est une (K', p)-quasi-surjection s'il 

existe un (H, M')-projecteur (k, e, f, j). Une (K, p)-quasi-surjection est 
appelée une p-quasi-surjection. 

T H É O R È M E . — Pour que jGzH soit une (K'p)-surjection, il faut et il 
suffit que (e, e, p (j), j), où e = p$((j)), soit un (H, M')-projecteur. 

COROLLAIRE 1. — Soit J€iH tel que p (j) soit un épimorphisme de K*. 
Pour que j soit une (K', p)-surjection, il faut et il suffit que j soit une (K', p)-
quasi-surjection. 

COROLLAIRE 2. — Soit (k, e, f, j) un (H, M)-projecteur. Pour quil existe 
une p-surjection j' telle que a(j') = a(j) et p(jf) = f, il faut (resp. faut et 
il suffit si pT est un foncteur <Thypermorphismes sature) que k soit inversible 
dans K'; dans ce cas, S(//) est isomorphe à ß(j) dans H'. 

2. STRUCTURES QUASI-QUOTIENT. — Soit p = (Jït, p, H') un foncteur, 
où JTL est une catégorie pleine d'applications. Si r est une relation d'équi-
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( 2 ) 
valence sur C, nous désignons par r la surjection canonique de C sur C/r. 
Soit Jll7 la classe de ces surjections canoniques. Posons 3VT= y («Tl!7, p). 

PROPOSITION. — .Si (/r, e, r, j) e,9£ un (H, M')-projecteur et si j est une 
p-surjection, alors p (j) est une surjection. 
Soient H'* une sous-catégorie pleine de H* et s une unité de H*. Soit r 

une relation sur p (s) et soit r la relation d'équivalence engendrée par r. 
DÉFINITION. — On dira que 5 admet s' pour (H', p)-structure quasi-

quotient par r s'il existe un (H', M')-projecteur (/c, e, r', j) tel que s = a(j) 
et s'=p(j); dans ce cas, la relation d'équivalence r, associée à p (j) est 
appelée relation cVéquivalence p-compatible engendrée par r sur s. Si, de 
plus, p(j) = r on dit que sr est une (H/, p)-slructure quotient faible 
de s par r. 
Exemple. Pour que s' soit une (H', H")-projection de .9, il faut et il suffit 

que s' soit une (H', p)-structu.re quasi-quotient de s par la relation identique. 
PROPOSITION. Si s' est une (H, p)-structure quotient faible de s par r, 

alors sf est une p-slructure quotient de s par la relation d'équivalence p-compa
tible engendrée par r sur s. 
Exemple. - Si C"€^« et si r est une relation sur C, alors C* admet 

pour /̂ -structure quasi-quotient par r la catégorie N(C"/r), qui est 
la l̂')-projection du graphe multiplicatif C/r quotient de C* par la 
relation d'équivalence r Incompatible sur C engendrée par r. 
3. EXISTENCE DE STRUCTURES QUASI-QUOTIENT. -— Soit OÏL une caté

gorie pleine d'applications et soit P = (jît, P, H') un foncteur. On dira 
que P est r—-étalant si, pour tout s€H', et pour toute sous-classe non 
vide M de P(«), il existe une P-sous-structure s' de ,9 telle que P(s') = M. 
Soit X* une sous-catégorie de la catégorie P1"" des P-monomorphismes 

et soit IT une sous-catégorie pleine de H*. 
DÉFINITION. — Soit s€H*0 et soit McP(s). Soit X (s, M) la classe 

des j€,9. X. H*, tels que MCp(j) (A), où A = p(a(j)). On dira que s' est 
une (X, H)-sous-structure de s engendrée par M s'il existe un élément 
H'-minimal j de X(s, M) tel que a(j) —s'. 
Soit Dît une sous-catégorie pleine de Dît et soit Jïl la saturante de Dïl 

dans DTi. On dira que P est r--engendrant pour (JTt, X, H) si, pour 
tout s€X'0 et pour toute sous-classe M ^ 0 de V(s) telle que MgJVL0, 
il existe une (X, H)-sous-structure s' de s engendrée par M. Si P est 
"""-engendrant pour on dit qu'il est ̂ --engendrant pour OU. 
Supposons que JIX0 et 0Ti0 soient des univers et que DR0̂ Jfi0. 

Désignons par n l'application JTL0-produit canonique dans OTi. 
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( 3 ) 
T H É O R È M E . — Supposons vérifiées les conditions : P est £-compatible, 

X' est stable par produits dans H* et H' admet un objet final a tel que 
a€ H C P (3TI) €i OXi ; on a pTcX, où p = (JTt, pi, H'), e£ p es£ résolvant à 
droite. Alors pour tout s€P(3Tl)0 pour toiefô relation r sur P(s), &7 existe 
une (H, P)-structure quasi-quotient de s par r, si P es£ r--engendrant 
pour ('.m, X, H). 

1 

COROLLAIRE. — 5oi£ P im foncteur a"homomor phis mes saturé r.-compatible 
— i 

et r--étalant, et soit H = P(JH). 5i s€H*0 et si r est une relation sur P(s), 
i£ existe une (H, P)-structure quotient faible de s par r. 

4. CATÉGORIES STRUCTURÉES QUASI-QUOTIENT. — Soient P = (<?ft, P, H j 
un foncteur d'homomorphismes saturé, résolvant à droite et ̂ .-compatible. 
Supposons t 7 l l 0 € « 7 R o et soit p la restriction de P à H', où H=P(«71t). 
Nous supposons que H* admet un objet final a tel que a€ H et P(#) = {u j. 
Soit X'(p)0 la classe des couples (C*, 5) tels que 

et que ([C], 5) soit un graphe p-structuré (2). Soit JC (p) la catégorie dont 
les éléments sont les triplets (£", h, C") tels que 

et que p(h) définisse un néofoncteur de C* vers C*. Soit (p) la sous-
catégorie pleine de JC (p) ayant pour unités les catégories H'-structurées ("). 
Soient pJC et les foncteurs projections canoniques de JC (p) et LJ* (p) 
vers dit. On définit de même JC'(P). ̂ '(P), FV et P.. 2 

DÉFINITION. — Soit X ^ la classe des P^-monomorphismes j = [C', j, C) 
tels que j soit un P-monomorphisme. On dit que P est (JTi, <&)-résolvant 
si P^ est (—-engendrant pour (DM, X~, 3*(p)). 3 

T H É O R È M E . — Soit P un foncteur (JTL, &*)-résolvant. Si eG3C(p)0 et 
si r est une relation sur p^. (e), il existe une {&*(p), px)-structure quasi-
quotient de e par r. En particulier, JC (p) est une catégorie à & (p)-projections. 

COROLLAIRE. — Si P est r--étalant, si eGJC(p)Q et si r est une relation 
sur pjc'ie), il existe une (9 (p), p ̂-structure quasi-quotient de e par r. 

5. APPLICATIONS. 

T H É O R È M E . — Soit e — (C, s) € JC (p)<>. Si P est r--étalant, la {&(p), ̂ '(p))-
projection de e est de la forme (LfC'j'/r, s), où L[C']' est la catégorie libre des 
chemins du graphe [C] sous-jacent à C" et où r est une relation d'équivalence 
dont la restriction à C* est l'identité. 
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( 4 ) 
T H É O R È M E . — Supposons que P soit r--engendrant pour JM et vérifie 

la condition (D) : 
Si s € H' et si. pour tout entier i. on a 

et 

il existe sr-̂s tel que P(S) 
Alors P est (Jll, &)-résolvant. 
Le foncteur p@ (resp. p&) projection de la catégorie % des applications 

continues (resp. Q des applications ordonnées) vers JTi est r—-étalant. 
Le foncteur pps restriction de p& à la catégorie des applications sous-
inductives entre classes sous-préinductives (2), pÛV et p$ sont des restrictions 
de foncteurs r--engendrants pour JTl et vérifient la condition (D). Par suite : 

THÉORÈME. — Soit p = ps, po, pp% p^ ou ptTC. Si e = (C, s) € JC (p)o 
et si r est une relation sur C, il existe une (JC{p), Pgr)-structure quasi-quotient 
de e par r. Soit 9V (p) la catégorie des morphismes entre graphes multi
plicatifs p-structurés ('"'); JC (p) et DV (p) sont des catégories à J' (p)-pro
jections (3). 

COROLLAIRE 1. — Soit (C, T, T') un graphe multiplicatif topologique; 
la (^(pg), OV(p̂ )-projection de (C, T, T') est de la forme (N(C), T)> 
où N(C') est /a (̂  dV)-proiection de C". l 

COROLLAIRE 2. — 5q̂ £ 31' Za catégorie des néofoncteurs doubles et &* la 
sous-catégorie pleine de dV formée des foncteurs doubles. Alors DV est une 
catégorie à 3*-projections. 

(*) Séance du i août 1965. 
(') Catégories et structures, Dunod, Paris, 1965. 
(2) Comm. Math. Helv., 17, 38, 1964, p. 219-283. 
(•') Le cas où p = po généralise un théorème de S. Legrand (Comptes rendus, 260, 

1965, p. 3255). 

169985. — Imp. GAUTHIER-VILLARS & GLE, 55, Quai des Grands-Augustins, Paris (6E). 
Imprimé en France. 

(Institut Henri Poincaré, 11, rue Pierre-Curie, Paris, 5e.) 
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C. R. Acad. Sc. Paris, t. 261, p. 1932-1935 (30 août 1965). Groupe 1. 

/83/ 

ALGÈBRE IIOMOLOGJOLE. — Quasi-catégories structurées. 
Note (*) de M. CHARLES EIIRESMAXX, présentée par M. Louis de Broglie. 

Notion de quasi-catégorie p-structurée, généralisant celle de catégorie p-struc-
turée; plongement « universel » d'un graphe dans une quasi-catégorie libre; la 
détermination des catégories p-structurées quasi-quotient d'un graphe multiplicatif 
structuré est ramenée à celle de structures quasi-quotient d'une quasi-catégorie 
structurée libre. 

Cette Note fait suite à ('). Les notations sont celles de (4) et ("). Nous 
désignons par Dît et Jli deux catégories pleines d'applications telles que J\l(> 
et soient des univers et que tTîl0£ Jll0. Soit N l'ensemble des entiers —^.i. 

1. QUASI-CATÉGOIUES. 

DÉFINITION. — On appelle quasi-catégorie un triplet (C, 3, a) vérifiant 
les conditions : 

i° C est une classe multiplicative et (C, 3, a) un graphe orienté (a); 
2° La classe C'*C* des couples composables de C* est la classe produit 

fibre a V ? ; 
3o Si (g,/)€C*C\ on a ?(g./) = ?(g) ^ a(g./) == a(/); 
A° Si (^/)€C*C; et (i, £)€C*C\ alors (h. e) .f = h.(e.f). 
Exemple. — Soit [C] = (C, ¡3, a) un graphe orienté. Soit L[C] la classe 

de tous les chemins de [C], dont les éléments sont les x •== (/"„, . . ., /\)€:C" 
tels que 

si 

(on identifie C à une sous-classe de L[C] ). Soient a' et 3; les applications 
xr<x(fi) et x [$(/«) respectivement de L[C] sur la classe [C]0 des 
sommets de [C]. Soit L[CJ la classe multiplicative dont la loi de compo
sition est 

si, et seulement si, a^) = [i (f„). Alors (L[C]*, [!', a') est une quasi-
catégorie, que nous notons L([C]) et appelons quasi-catégorie libre associée 
à H -
Soit D = (C, 3, a) une quasi-catégorie; le graphe (C, ¡3, a) est noté [D]. 

Pour que C soit une catégorie admettant a et ¡3 pour applications source 
et but, il faut et il suffit que [D]„ soit formé d'unités de C*. 

DÉFINITION. — On appelle quasi-foncteur un triplet (D2, h, Di) tel 
que Di = (C), (3,, a») soit une quasi-catégorie, où i = i, 2, que ([D2], h, [DJ) 
soit un homomorphisme entre graphes et (C"2, h, C\) un homomorphisme 
entre classes multiplicatives. 
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( a ) 
Soit &0 la classe des quasi-catégories (G, p, a) telles que C€J»10. 

Soit la catégorie des quasi-foncteurs (D2, h, Dd) pour lesquels D; € 3%, ; 
l'application (D2, h, D4) -> (C2, Ci), où Dt-= (C), P/, a*), définit un 
foncteur pr de 9' vers Jll. Nous identifions &\ à la classe des unités de S*' 
et 9 à une sous-catégorie pleine de S1''. Le foncteur pr est un foncteur 
d'homomorphismes saturé, Ti-compatible et résolvant à droite. Les pr-sous-
structures de D — (C, ¡3, a) € &'0, appelées sous-quasi-catégories de D, 
sont les triplets (C\ ¡5, a) tels que C* soit une sous-classe multiplicative 
stable de C et (C, p, a) un sous-graphe de [D]. 

THÉORÈME. — Soit D = (C, [3, a) € e£ soi* r(D) /a relation (C, U, C) 
<me U soi£ /a classe des couples 

où 
Alors la classe multiplicative C'/r, quotient de C par la relation d'équivalence r 
compatible sur C engendrée par r(D), est une catégorie, et c'est une 
(ïï%' &*')-projection de D. 

COROLLAIRE 1. — Si [C] est un graphe orienté, L([C]) admet pour 
(cl7, &*')-projection la catégorie libre L[C]' des chemins (propres) de [C]. 

COROLLAIRE 2. — Soit tv1 la catégorie des quasi-foncteurs associée à Jll 
et soit P^ son foncteur projection vers Jll. .4/ors P.7, est -engendrant pour Jll 
et vérifie la condition (D) ('). 

1 
2. QUASI-CATÉGORIES P-STRUCTURÉES. — Soit p = («711, p, H') un foncteur 

d'homomorphismes résolvant à droite et Tc-compatible. Soit § (p) la 
catégorie des morphismes entre graphes p-structurés (2) et soit p^ son 
foncteur projection vers «711. 

DÉFINITION. — On appelle quasi-catégorie p-structurée un couple (D, s), 
où D = (C, [3, a)€$\,, où ([D], s) est un graphe p-structuré et (C, s) 
une classe multiplicative fortement p-structurée (3). On appelle quasi-
foncteur p-structuré un triplet (D2, h, D4) tel que 

et que (D4, a (h)) et (D2, $(h)) soient des quasi-catégories p-structurées. 
Soit 3*f(p)o la classe des quasi-catégories p-structurées. 
PROPOSITION. — Soit ([C], s) € Çt>(p)o et ft€N. H existe une p-sous-

structure s*71 de sn telle que p (s*n) soit la classe [C]*'1 des chemins de [C] 
ayant n termes. Si (D, s) G (p)0 et si [C] = [D], il existe kn € s. H. s*n 
tel que p(/r«) soit l'application : 

2 où 
Soit 3C(p) la catégorie ayant pour éléments les h = (D2, h, D±), où 

et 
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( 3 ) 
Nous identifions (D, s, D)€ 3£(p) à (D, s), si s€H0. Soit &r (p) la sous-
catégorie pleine de 3£(p) formée des quasi-foncteurs p-structurés. Soit p^ 
le foncteur de &£(p) vers OÏL défini par h->p(h), et soit p$, sa restriction 
à &r(p). On identifie la catégorie & (p) des foncteurs p-structurés à une 
sous-catégorie pleine de &r{p). 

1 PROPOSITION. — p^ et p9> sont des foncteurs d'homomorphismes ̂ -compa
tibles résolvants à droite; si j = (D7, j, D)€^C(p) et si j est un p-mono-
morphisme, j est un p^-monomorphisme. 
3. THÉORÈMES DE PROJECTIONS. 
DEFINITION. — Soient K' une categorie, K7' et K7/* deux sous-categories 

pleines de K', et K77CK7. On dira que j est un (K77, K7, K')-projecteur, 
ou que est une (K77, K7, K')-projection de a(j) = e, si j€K'0#.K et si, 
pour tout h € K*'. K. e, il existe un et un seul h' € K7 tel que h~h! .j. 
Soit £ la classe des triplets h = (D, A, fCT), ou 

et 

et soit ps :/i-> p(/i), si /¿€2. Soit ^(p) la catégorie admettant 
X(p) U Ç(p) pour classe sous-jacente, Q(p) et «>C(p) pour sous-catégories 
pleines et telle que l'application somme de p^, de px et de ps définisse 
un foncteur fidèle pe de J?(P) vers DM. 

THÉORÈME. — Soit e = ([C], s)€£f(p)0. (s*'!),i6N admet une p-somme s 
(i. e. s'il existe une somme naturalisée (s, 6N) dans H' vérifiant p (vn) € JTl'), 
alors (L([C]), v1, [C]) es£ un (&r(p), ̂ (p), £ (p))-projecteur de source e, 
de but Ue) = (t(ïC\\ s). 

COROLLAIRE. — Soit p l'un des foncteurs ps, pa, p^, p# ou p^. 
iŜ  e€Çf(p)0, afors L(e) es£ ime (̂ '(p), £ (p))-projection de e. 
Nous supposons désormais que p est la restriction d'un foncteur d'homo

morphismes P = (Jlt, P, H') résolvant à droite et £-compatible et que 
H = P (Jll). Nous posons 01 (p) = ^7(p) ou JC(p). 

2 

THÉORÈME. — Si P es£ (JTt, &)-résolvant [resp. si P es£ un foncteur a"homo-
morphismes saturé r--étalant, resp. saturé r--engendrant pour JVC et vérifiant 
la condition (D)], si e€Ol(p)0 et si r est une relation sur px(e), il existe 
une (&(p)9 px)-structure quasi-quotient de e par r. En particulier, 01 (p) 
est une catégorie à & (p)-projections. 
4. CATÉGORIES P-STRUCTURÉES QUASI-QUOTIENT. — Soit C*€Jt'0; nous 

désignons par r(C") la relation (L[C], A, L[C]), où A est la classe des 
couples 

tels que 
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( 4 ) 
Si r = (C, B, C) est une relation, nous posons 

1 
2 THÉORÈME. — Soient e'=(C, s) G<K<f (p)0, e = ([C], s) et r'une relation 

sur C. S'il existe une (&'(p), ^(p), £ (p))-projection L(e) — (L([C]), S) 
de e, pour qu'il existe une (̂ (p), p̂ )-structure quasi-quotient e de e' par r, 
il faut et il suffît que L(e) admette e pour ($* (p), p̂ )-structure quasi-quotient 
par rUr(C'). 

COROLLAIRE. — Supposons que p soit un foncteur à p-sommes dénom-
brables. Si P est («711, &)-résolvant et si e' — (C, «s)€JC/(p)0, afors e' admet 
une (̂ (p), JC (p))-projection qui est une (̂ (p), p̂ )-structure quasi-quotient 
de L(e) par r(C"), où e = ([C], s). Toute catégorie p-structurée est une 
(̂ (p)i px)-structure quotient faible d'une quasi-catégorie p-structurée libre. 

THÉORÈME. — Soit p un foncteur d'homomorphismes saturé r—-étalant 
et à sommes dénombrables (resp. soit p = p^). Supposons er = (C, s) € <K' (p)0 
et e = ([C*], s). Soit r = (C, A, C) une relation compatible avec a. et $ et 
telle que en traîne x~y. 
Alors e' admet une (&(p\ px>)-structure quasi-quotient par r, qui est la 
(&(p), p ̂-structure quotient faible de L(e) par rUr(C'). 
COROLLAIRE. — Si les conditions du théorème sont vérifiées et si ef € &*(p)o, 

il existe une p ̂-structure quotient faible de e' par r. 
5. QUOTIENT D'UNE CATÉGORIE P-STRUCTURÉE PAR UNE SOUS-CATÉ-

GORIE. — Soit JP l'idéal de & (p) formé des foncteurs p-structurés tels 
que le foncteur sous-jacent appartienne à l'idéal de . Si C" est une 
catégorie et G* une sous-catégorie de C, posons rG—(C, AG, C), où AG 
est la classe des couples (g, a (g)) tels que g€G. 

THÉORÈME. — Soit e = (C, s) €S &(p)o et ei=(G',Si) une p -sous-
structure de e. Pour qu'il existe une (JPI p ̂-structure quotient è de e par et 
(appelée catégorie p-structurée quotient de e par G"), il faut et il suffit 
que e admette è pour p--structure quotient faible par rG. 

COROLLAIRE. — Si (C, T) est une catégorie topologique et G' une sous-
catégorie propre de C, il existe une catégorie topologique quotient de (C, T) 
par G'. 
Les résultats précédents permettent d'étudier le problème de l'expan

sion p-structurée d'un foncteur ou d'un néofoncteur p-structuré. 
(*) Séance du 18 août 1965. 
(*) Comptes rendus, 261, 1965, p. 1577. 
(2) Catégories et structures, Dunod, Paris, 1965. 
(3) Comm. Math. Helv., 17, 38, 1964, p. 219-283. 

(Institut Henri Poincaré, 11, rue Pierre-Curie, Paris, 5E.) 
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CATÉGORIES STRUCTURÉES 
PAR M. CHARLES EHRESMANN. 

INTRODUCTION. 
Cet article est la première partie d'un travail sur la notion de catégories 

structurées et d'espèces de structures structurées. Les principaux résultats 
sont résumés dans une série de Notes à l'Académie des Sciences [3 e]. 
Le premier paragraphe débute par un court rappel sur les notions d'es

pèces de structures et de catégories d'homomorphismes. Soit (C, p, JC, "S) 
une catégorie d'homomorphismes au-dessus de C telle que "S contienne le 
groupoïde des éléments inversibles de la catégorie JC et que C soit, de plus, 
munie d'une structure de catégorie inductive. Nous définissons les sous-
structures d'une structure de JC. Cette notion précise celle de so us-objet 
d'un objet d'une catégorie quelconque, en utilisant le fait que JC- est une 
catégorie d'homomorphismes et C une catégorie inductive; elle conduit à 
munir JC d'une structure de catégorie ordonnée, à laquelle se rattachent les 
principaux résultats de ce paragraphe. 
Soit (Dît, p, JC, T) une catégorie d'homomorphismes à produits finis, 

au-dessus d'une catégorie Dît d'applications ; nous définissons au début 
du paragraphe II les catégories JC-structurées [ou plus précisément 
JC (JC, JC ") -structurées]. Ensuite nous donnons un certain nombre 
d'exemples : catégories topologiques et catégories difTérentiables [3 b] ; 
catégories doubles qui interviennent en particulier dans la théorie des 
transformations naturelles entre foncteurs [3 d] ; catégories structurées par 
des ordres, plus spécialement catégories et groupoïdes inductifs [3 c], etc. 
Ces exemples, que j'ai été amené à considérer dans l'étude des espaces 
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3r)o C. EHRESMANN. 
fibres, des espaces feuilletés, des prolongements de variétés différentiables, 
des structures locales en général, sont à l'origine de ce travail. La fin du 
paragraphe II contient une série de théorèmes généraux : 
Les foncteurs ̂ -structurés forment une catégorie d'homomorphismes 

au-dessus d'une catégorie de foncteurs, et au-dessus de Jït; elle est à 
produits finis et résolvante à droite. 
Soit (C, s) une catégorie «̂ -structurée ; si C est une sous-catégorie 

de C et s une sous-structure de s telle que p(s) = C, alors (&, s) est une 
catégorie ̂ -structurée. 
Si ((5 , s) est une catégorie JC-structurée, les catégories des trios et des 

quatuors de C sont des catégories -̂structurées. 
Tous ces théorèmes utilisent l'hypothèse supplémentaire : (JTL, p, JC, T) 

est une catégorie d'homomorphismes résolvante à droite (c'est-à-dire Jt 
contient « assez » de sous-structures). 
La deuxième partie de cet article (à paraître prochainement) contiendra 

la théorie des espèces de structures structurées ; nous montrerons comment 
le procédé d'élargissement complet d'un groupoïde inductif peut être géné
ralisé à des espèces de structures structurées. Ensuite nous donnerons 
des applications de toutes ces notions à des problèmes plus particuliers. 

1 

2 

I. — Catégories d'homomorphismes et sous-structures. 
1. CONVENTIONS. — Une catégorie sera en général représentée par le 

symbole désignant la classe support de la catégorie en y adjoignant en 
haut à droite le symbole de la loi de composition faisant de cette classe 
une catégorie. Par exemple : CL, C\, C1 (resp. C, ev, é), dési
gneront les catégories obtenues en munissant la classe C, Ci9 C, ... de la 
loi de composition 1 (resp. .). La classe des unités d'une catégorie sera 
désignée par le symbole représentant la catégorie, en y adjoignant en bas 
et à droite l'indice ; par exemple : C\, (̂f),,, £\, .... Si une classe d'objets 
est associée naturellement à la catégorie (par exemple les classes dans une 
catégorie d'applications de classe dans classe), nous identifierons les unités 
aux objets correspondants sans le mentionner. 
Soit (51 une catégorie. Les applications source et but qui associent à 

un élément f de C1 son unité à droite et son unité à gauche respectivement 
seront notées a1 et La classe des couples (g, f) tels que le composé gif 
soit défini [c'est-à-dire tels que a1 (g) = ftl(f)] sera désignée par le 
symbole <2i*<3A; l'application 

3 

4 

où 
par le symbole x* 
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CATÉGORIES STRUCTURÉES. 35l 
Pour simplifier les notations et si aucune confusion n'est possible, nous 

représenterons une catégorie par le même symbole que la classe support; 
dans ce cas, il sera sous-entendu que la loi de composition est désignée 
par . ; ainsi on écrira C au lieu de De même, on écrira aussi C0, a et P 
au lieu de C09 a et ¡3 . 
Soient C1 et C1 deux catégories; le mot foncteur signifiera toujours 

foncteur covariant. Un foncteur de C1 vers CL sera désigné, soit par un 
triplet F, (S1), où F est l'application correspondante, soit par la seule 
lettre F. La restriction de F à la classe C*, considérée comme application 
de dans Cj, sera notée F0. 

2. RAPPEL SUR LES ESPÈCES DE STRUCTURES [3 a]. — La notion d'espèce 
de structures étant essentielle dans cet article, nous allons en rappeler la 
définition et les principales propriétés. 

DÉFINITION 1. — On dit qu'une catégorie C est une catégorie d'opérateurs 
sur une classe S0 si Von a défini une loi de composition : (f, z) -> fz pour 
certains couples (f, z)&(5 X 20 ie^e aue fc^^o et aue ̂ es axiomes suivants 
soient vérifiés : 
(i) Associativité : Si g(fz) ou (g.f)z est défini, ces deux éléments sont 

définis et égaux : 

(2) Si g.f et fz sont définis, alors g(fz) est défini; 
(3) Soit e^C0; si ez est défini, on a ez = z; 
(4) a. Pour tout z€̂ o> H existe au moins un f^C tel que fz soit défini; 

b. Pour tout il existe au moins un z€^0 tel que fz soit défini. 
Ces axiomes entraînent que, pour tout z€^o5 il existe un et un seul e^C0 

tel que ez soit défini; on obtient ainsi une application p0 : z e de 20 
dans C0; on dira que z est une structure sur po(z). 

DÉFINITION 2. — Soient Z0 une classe et (3 une catégorie; on dit que £0 
est une espèce de structures au-dessus de (3 si Von s'est donné une sous-
catégorie Ci de C qui soit une catégorie d'opérateurs sur D0 ; soit p0 l'appli
cation correspondante de 20 dans <30 ; on dira aussi que (C, pQ, 20) est une 
espèce de structures. Si, de plus, C± = C, on dira que [C, p0, 20] est une 
espèce de structures sur C 
Soit (C, p0, S0) une espèce de structures. Soit I> la classe des couples 

(f,z)€£x£0 tels que fz soit défini, c'est-à-dire tels que a(/*) = p0(z). 
Munie de la loi de composition : 

1 

si, et seulement si, 
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352 C. EHRESMANN. 
est une catégorie, appelée catégorie des hypermorphismes associée 

à l'espèce de structures (C, p0, £<>). La classe des unités de 2 s'identifie 
à £0 en identifiant (e, z) à z. L'application p0 se prolonge en un fonc
teur (C, p, 2) vérifiant la propriété suivante : 
(E) Pour tout /i€£ et tout z€^o tel que 

il existe un et un seul A'€£ tel que 
et 

L'espèce de structures (€, p0, 20) sera aussi désignée parle symbole (C, p, 2). 
Inversement, soient C et S deux catégories. Soit (C, p, 2) un foncteur 

vérifiant la condition (E) ; on dira que £ est une catégorie au-dessus de C 
relativement à p. On montre [3 a] que p(2) est une sous-catégorie de C 
et que l'application 

permet d'identifier D à la catégorie des hypermorphismes associée à l'espèce 
de structures (C, p0, £„) dans laquelle la loi de composition est définie par 

si, et seulement si, il existe 
et 

1+ 

3. ESPÈCES DE STRUCTURES DOMINÉES PAR UNE CATÉGORIE. — Nous 
désignerons par Jll0 une classe de classes contenant avec une classe toutes 
ses sous-classes. Jlt0 s'identifie à la classe des unités de la catégorie Jll 
dont les éléments sont les triplets (M', f, M) tels que Medito, M'€ 3R0 
et que /"soit une surjection de M sur une sous-classe de M', la loi de compo
sition étant définie par 

si, et seulement si, M', = M', 
où f'f désigne la suriection : 

pour tout 3?€ M. 
Si f= (M', f, M), nous noterons aussi f(x) par f(x). 
Soit ((3, p, E) une espèce de structures telle que p (e) appartienne 

à OTLQ pour tout e€po(20). Soit 
et 

Posons 
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CATÉGORIES STRUCTURÉES. 333 
où 

pour tout z tel que 
F (e) sera identifié avec p (e). Si f est un élément inversible de p(~), 
l'application f est une bijection de F (e) sur F(e'). L'application 
F : f ->F(f) pour tout fGpÇL) est un foncteur de a (F) = p(2) vers «711 
vérifiant l'axiome : 
(A) Soient e€a(F)„ et e'€a(F)0; on a 

(ensemble vide) ; 
si e 7^ e', on a 

De plus, le couple (£, F) détermine entièrement ((5, p, 
Inversement, soit ((5, F) un couple tel que F soit un foncteur d'une 

sous-catégorie a (F) de (3 vers Jll vérifiant l'axiome (A). On montre [3 a] 
que la classe -0 réunion des classes F(e), où e€-a(F)0, est une espèce de 
structures au-dessus de (3, dans laquelle la loi de composition est définie par 

si, et seulement si. 
Nous dirons que ((?, F) est un couple définissant une espèce de structures, 
à savoir l'espèce de structures £„ ainsi construite. 
Remarques. — i° Soient (3 une catégorie, *(F) une sous-catégorie et 

(«TU, F, a (F)) un foncteur. Soit F le foncteur qui associe à /*€̂ (F) l'appli
cation 

où 
Le couple ((?, F) définit l'espèce de structures ((3, p0, 20), où £() est la 
classe des couples (e, z) tels que e€a(F)0 et z€F(e), et 

2° Soit (C, F) un couple définissant une espèce de structures (C, p, Z) 
tel que a (F) contienne f̂ (3 si a(/")€a(F); ceci équivaut à dire qu'on s'est 
donné une loi de composition entre la catégorie (3 et la classe £ft vérifiant 
les axiomes 1, 2, 3, 4 a, de la définition 1. On peut prolonger F en un 
foncteur (m, F, e) défini par 

pour tout 
pour tout 
pour tout 1+ 

2 

3° Soit C une catégorie; le triplet [C, (3, C] est une espèce de structures 
pour la loi de composition .; soit e€̂ '„; le triplet ((3*, ¡3, oc(e)) est une 
sous-espèce de structures [3 a] de 1(3', 3, (31. 
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354 C. EHRESMANN. 

Soient (<T, Fe) le couple définissant l'espèce de structures ((?', (3, a (e)) 
et Fe le foncteur associé à Fe par la remarque 2. Un foncteur (Jll, G, C) 
est dit représentable [2] s'il existe un eG&'0 tel que G et Fe se déduisent 
l'un de l'autre par une équivalence naturelle. A tout couple (C, F) défi
nissant une espèce de structures [C, p, 2], on peut associer un foncteur 
représentable F de la manière suivante : 
Soit a un élément quelconque n'appartenant pas à C Soit C\ la classe 

des couples (z, a), où JS€^0. Soit C la classe réunion de C, [ a } et C\. 
Cette classe est une catégorie pour la loi de composition 

si, et seulement si, une des conditions suivantes est vérifiée : 
(I) Alors Y', Y est Ie composé de Y' et 
dans < 

(2) alors 

(3) Y' = (Z, a) et Y = a; alors 

1 La remarque 2 permet de prolonger F en un foncteur («7TL, F, C') ; 
ce foncteur F, identique à («711, F„, C'), est représentable. 
Soit C une catégorie et («TU, Y, JC) un foncteur. 
DÉFINITION 3. — On appellera espèce de structures dominée par (Y, JC) 

un couple (C, F) tel que (JC, F, a (F)) soit un foncteur et que (C, YF) définisse 
une espèce de structures; Vespèce de structures définie par (C, y F) sera appelée 
espèce de structures sous (C, F). 2+ 
Nous reviendrons plus tard sur la notion d'espèce de structures dominée 

par une catégorie (§ III et IV). Pour l'instant, nous allons seulement en 
indiquer des cas particuliers. 
Soit & la catégorie de tous les foncteurs (3>, G, 3> ) tels que ("S, G, 2>) € Jîl; 

soit («711 p £/*) le foncteur défini par 

DÉFINITION 4. — Une espèce de structures dominée par (p9, £F) sera 
appelée espèce de morphismes. 
Soit (C, p, S) une espèce de structures. Considérons les conditions 

suivantes : 
a. (C, p, S) est l'espèce de structures sous une espèce de mor

phismes (C, F). 

3+ 
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CATÉGORIES STRUCTURÉES. 355 
b. bx : Pour tout e€-p(2<>), la classe p (e) est munie d'une structure 

de catégorie (p (e))1, que nous noterons F(e); 
b, : Soit fep(2), e = z(f) et e' = alors (F(e'), ?, F(e)) est un 

foncteur F(/"). 
est une catégorie; 

Les conditions et entraînent 
et 

c.i : Si et on a 

PROPOSITION 1. — Les conditions a, b et c sont équivalentes. 1 
Démonstration. — Les conditions a et b sont équivalentes par défi

nition. Si elles sont vérifiées, la catégorie (-o)1 somme des catégories F(e), 
où e€p(£o), vérifie la condition c. Inversement, supposons la condition c 
vérifiée. Soient z € - o et z €^0. Si z 1 z est défini, p(z i z) (z i z) est 
défini et, d'après c2, on a 

en particulier, 

donc p (e) est une sous-catégorie de (10) pour tout e€Ep(E0). Soit /€p(~) 
tel que y.(f) — e; les conditions c_> et c3 signifient que l'application f est 
un foncteur de p (e) vers p' (3 (f)). Par suite, & est vérifié. 
COROLLAIRE. — Si Von suppose les conditions C\ et c_> vérifiées et si p(~) 

{resp. Z-J) est un groupoïde, la condition c:! est aussi satisfaite. 
Démonstration. — Les conditions entraînent 

Si (X0) est un groupoïde, il en résulte /z0€(20)J. Supposons que p(2) 
soit un groupoïde; de la suite d'égalités 

on déduit 

donc c:i est vérifié. 
Soit A une classe munie d'une relation d'ordre < ; la classe des 

couples (z', z), où z < z', est une catégorie pour la loi de composition entre 
couples 

si, et seulement si, 
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z < z si, et seulement si, il existe f^C tel que 
et 

Nous dirons que la catégorie C définit alors un ordre sur (?<,. 
Soit 0(1 la classe des classes ordonnées (A, <), où A€«7TL0; soit Ù la 

catégorie des triplets ((A', <), h, (A, <.)), où 

et où h est une application de A dans A' compatible avec les ordres de A 
et A'. Soit co l'application 

est un foncteur. 
DÉFINITION 5. — Une espèce de structures (C, F) dominée par (to, Û) 

sera appelée espèce de structures ordonnée; si de plus C définit un ordre 
sur C(), nous dirons que (C, F) est une espèce de structures bi-ordonnée. 
Soit ((A, h, (A, <);€"; soit cl (resp. cXJ la catégorie de couples 

définissant l'ordre de A (resp. de A); soit h l'application 
où 

(cl, h, Cl) est un foncteur et l'application r\ : 

est une équivalence de Ù sur une sous-catégorie pleine Û de & dont les 
unités sont des catégories 'S définissant un ordre sur "S0. L'application 

où ((5, F) est une espèce de structures ordonnée, est une bijection de la 
classe des espèces de structures ordonnées sur la classe des espèces de 
morphismes ((5, F) telles que 

4. RAPPEL SUR LES CATÉGORIES D'HOMOMORPHISMES. 

DÉFINITION 6. — Soient C etiït deux catégories; on dit [3a] que (C, p, JC, c>) 
est une catégorie d'homomorphismes si les conditions suivantes sont vérifiées: 
(i) (C, p, JC) est un foncteur: 

28 

Inversement, si C est une catégorie telle que deux éléments f et f de C 
ayant même ensemble d'unités dans (5 soient identiques, la donnée de C 
définit sur CQ la relation d'ordre : 
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(2) 3> est une sous-catégorie de JC contenant JC{); 
(3) ((5, p', e>) e.s£ i m e espèce de structures, où p' désigne la restriction de p à e> ; 
(4) Soient liGJC et h'GJC; les relations 

et 
entraînent h — h'. 
Soit (C, p, JC, "S) une catégorie d'homomorphismes. Un élément h de JC 

s'identifie, en vertu de la condition (4), à un triplet (S', f, S), où 
et 

C'est le plus souvent sous la forme d'un tel triplet que nous représenterons 
un élément de JC. Remarquons que nous identifions ainsi JC à une sous-
catégorie de la catégorie induite p[ (C) dont les éléments sont les tri
plets (S', f, S) tels que 

et 
Un élément de tS' étant, entièrement déterminé par la donnée de y. (h) 
et de p (/*•), nous le représenterons, soit sous la forme p{h), %(h)), 
soit sous la forme (p(h), y.{h)). Si 2> est le groupoïde des éléments inversibles 
de JC, alors JC est une espèce de structures au-dessus de e> X oS pour la loi 
de composition 

1 
si, et seulement si, 

et où 
Soit ((?, p, JC, e>) une catégorie d'homomorphismes; soient e>T et C. les 

groupoïdes des éléments inversibles de "S et de C3 respectivement. Si p(o>v) 
est un sous-groupoïde saturé [3 a] de C, c'est-à-dire si les conditions 

entraînent 
nous dirons que JC est saturé au-dessus de C 2+ 
En particulier, soit (Jït, p, JC, "S) une catégorie d'homomorphismes telle 

que Jll soit la catégorie définie au n° 2. Soit h^JC; l'élément p(h) est, 
par définition, une application (p(ft(h)), g, p(7'(h))}, où g est une surjection. 
Comme la donnée de CL (h), de $(h) et de g détermine entièrement p(h), 
nous représenterons simplement A par le triplet ($(h), g, %(h)) [au lieu 
de fp(A), p(h), a (A))]. Si A est tel que 

et si p(/i) est l'injection canonique de p (oc (h)) dans p($(h)) nous écrirons /1 
sous la forme ($(h), t, a (A)), c'est-à-dire t désigne l'application identique 
de p(x(h)). 3 
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Soit % le groupoïde des éléments inversibles de *è (homéomorphismes) ; 
(.711, 0, fé, £>) est une catégorie d'homomorphismes. 
3° Soit (.Ttl,'co, Û) le foncteur défini au n° 2; soit Q le groupoïde des 

éléments inversibles de Ù (isomorphismes entre classes ordonnées) ; 
(«7U, co, Ll9 Lï) est une catégorie d'homomorphismes. 
'4° A toute catégorie (3 correspond la catégorie d'homomorphismes 

(c?, Ide, (39 (3), où Ide désigne le foncteur identique de (3. 
5. SOUS-STRUCTURES. — Soit ((5, p9 c(C9 e>) une catégorie d'homomor

phismes telle que e> contienne le groupoïde T des éléments inversibles 
de JC. 
Dans cU'o. considérons la relation 

si, et seulement si, 
Cette relation entraîne évidemment p(s) == p(s'). 

1 PROPOSITION 2. — p une relation d'ordre dans JC0 et ((39 p9 T) est 
l'espèce de structures sous l'espèce de structures ordonnée ((39 F) telle que 

pour tout 
où pe est la relation d'ordre induite par p sur p (e). 
Démonstration. — Les conditions s o s' et s'ps" entraînent 

d'où 
Supposons s p s' et y p «s; on a 

et 

par suite, 

30 

Exemples. — i° Soit («7Î1, p$, &*) le foncteur défini au n° 2; soit 5% le 
groupoïde des éléments inversibles de 3* (équivalences de foncteurs) ; 
(«TTt, p99 &*9 est une catégorie d'homomorphismes. 

2° Soit la classe des topologies (ou métatopologies avec la termi
nologie de [3 b]) sur les classes M€«7ït0; soit la catégorie des applications 
continues (S', f9 S) de S dans S', où S est une topologie sur la classe M et S' 
une topologie sur M'.'Soit 6 le foncteur 
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Comme (£, p, T) est une espèce de structures, des égalités 

et 
on déduit (sr, p(s), s) = s; donc s' = s et c est une relation d'ordre; 
la catégorie de couples définissant p s'identifie à la sous-catégorie JC? 
de JC formée des éléments (s', p(s), s) en identifiant (s', s) avec (s', p(s), s). 
Les relations 

et 
assurent l'existence de (s, f. s)eT et de f, s'Ì̂ T; on a 

Par conséquent, piT) opère sur JC?, la loi de composition étant 
si, et seulement si, 

(p(r), p, JCr) est l'espèce de structures sous une espèce de morphismes 
et la proposition résulte de la fin du n° 2. 
Supposons désormais que (3 soit une catégorie inductive (au sens du 

paragraphe II, n° 6, sens un peu plus général que celui défini dans [3 c]). 
Si gG<3 et fG(3, le pseudo-produit dans (B des éléments g et f qui est toujours 
défini (voir § II, prop. 22) sera désigné par gf. 
Considérons dans JC0 la relation 

1+ 

si, et seulement si, et 
les relations induites par p et p sur p (e) sont identiques, pour tout 
e€p(<?€o). La relation p(s) < p(S) entraîne 

si, de plus, (S, p(S) p(s), s)^JC, alors on a aussi 

PROPOSITION 3. — p est une relation d'ordre dans JC0 ; si s p S, s est un 
sous-objet [51 de S dans JC. 
Démonstration. — Nous supposerons s p S. Si, de plus, S p s. alors 

d'où et 
c est-à-dire s = S, d après la proposition 2. Supposons s p s; des relations 

et 
résulte 

et 
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Soient g = (s, g, S') et g = (s, g, S') tels que 

J)es relations 

on déduit g ~ g'. Par suite, g — g', ee qui signifie que s est un sous-objet 
de S dans JC. 
La notion de sous-structure que nous allons maintenant définir précise 

la notion de sous-objet d'une catégorie. 
DÉFINITION 7. — Soil S€<XV, on dira que sGJC{) est une sous-structure 

de S dans (C, p, JC, cS')5 et l'on écrira .vxS, .si /e.v conditions suivantes sont 
vérifiées : 

( i j On a et 
('2) Soil tel que 

cl 
Alors on a 

Si s s- S, on écrira aussi 

el-Von dira que Sx.v est une p-injeelion. Soil II zc la classe des p-injeclions. 
Si aucune confusion n'est possible, on dira seulement que ,v est une sous-

structure de S dans JC et Ton eerira s a S et S x s au lieu de ,v r.S et S x .v. 1 
P ito POSITION î. -— Soient sGJCti el S€<'HV, a .va S si, seulement si, 

les conditions suivantes sont vérifiées : 
(r') .v p S dans (C, p, JC, IS") ; 
(a') A.a condition (S, (>(S) pis)), g, S')€̂ C entraine (s, g', S') €<'>('. 
Démonstration. — Supposons .v a S : la condition dì de la définition 7 

signifie .s G S dans (£, p, JC, tS). Soit 

Montrons que les éléments g et g\ ~~ p{*) ([>{$) p(s). g) sont égaux. 
En effet, on a 

et 
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par ailleurs, 

et 
d'où 

et 
Puisque (C, <) est une catégorie inductive, les relations 

et 
entraînent g' — g\. Il résulte alors de la condition (2) de la définition 7 
qu'on a (s, g', S')^^, donc (2') est vérifiée. Inversement, supposons les 
conditions (1') et (2') vérifiées; soit (S, g, S') € cK tel que 

et 
On obtient g = (p (S) p(s)). (p (s) g), en utilisant les relations 

et 

De la condition (2') on déduit donc 
c'est-à-dire 

Exemples. — i° Les sous-structures de S dans (Jll, 6, fë, fë) sont les 
topologies induites par S sur les sous-classes de 6(S). Soit cèu la sous-
catégorie de é formée des applications continues ouvertes d'un espace 
topologique dans un autre; soit ô„ la restriction de 0 à (Jll, ô„, 
est une catégorie d'homomorphismes. Les sous-structures de S dans 
(jll, 0,„ fë) sont les topologies induites par S sur un ouvert de S, 
c'est-à-dire les éléments plus petits que S pour la relation d'ordre considérée 
dans [3 c] sur tl. 

20 Les sous-structures de C1 dans (Jll, p^, §*, sont les sous-
catégories de CL (voir § II, prop. 9). 
3° Les sous-structures de (A, <) dans (JÏI, co, £2, (2) sont les sous-classes 

de A munies de l'ordre induit par <. 
4° Dans (e, Id., C, e), on a 

si, et seulement si, s <C S dans C et 
Si les relations s < S et 5 oc S sont équivalentes, C est une catégorie 
inductive complètement régulière à droite. Dans ce cas, la condition s .< a (/*) 
entraîne = P(]T). 

5° Si s a S, on a p(s)<xp(S) dans (e, IcL, C, C). 
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THÉORÈME 1. — Dans cfC0 la relation s oc S est une relation d'ordre. 

Soient s€S<X'0, s'€<̂ o et S€^C0; les conditions 

dans 
et 

entraînent 

Démonstration. — c étant une relation d'ordre, si s oc S et S oc s9 
on a s — S. Supposons st ocs et socS; alors stpS. Montrons que le 
couple (S, s,) vérifie la condition (2') de la proposition 4. Soit 

Les éléments p(S) p(si) et (p(S) p{s)).(p(s) p(«i)) sont égaux, car ils sont 
majorés par p(S), ont même source p($i) et même but p(S); par suite 

et, puisque s oc S, 

comme s, oc5, il en résulte 
1 c'est-à-dire 

Supposons socS, s'oS et p(s') ap(s) dans ((?, Ide, (?, £). On a 

des relations 
et 

on déduit que les éléments p(S) p(s') et (p(S) P (s)). (p(s) p (s')) sont égaux, 
car ils sont majorés par p(S), ont même source p(s') et même but p(S). 
Par conséquent, 

et, en vertu de la proposition 4, 
d'où 

Supposons, de plus, s'oc S ; soit 

On trouve 
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La proposition 4 entraîne donc 

et 
COROLLAIRE 1. — Les conditions et 

entraînent s = s . 
En effet, d'après le théorème 1, ces conditions entraînent 

et d'où 
COROLLAIRE 2. — Soit s oc S; alors, pour la relation p, s est le plus grand 

élément de la classe des structures s' telles quon ait 
et 

DÉFINITION 8. — Soient hGJC et h'GJC; on dira que h' est un sous-
homomorphisme de A dans (C, p, JC, 3>), et Von écrira h'a. h ou h'<xh, 
si les conditions suivantes sont vérifiées : 

et 
PROPOSITION 5. — Dans JC, la relation A' oc A est une relation d'ordre 

vérifiant les conditions suivantes : 
(i) Sih'^h, a(A') = a(A) et ${h') = ${h), alors h = A'; 
(2) A oc A entraîne p\Ji') <xp\h) dans (C, ldc, C, (3); si de plus, 

p{h)— p(h'), alors h = h'; 
(3) Les conditions (Â,, h)GJC*JC, Çh\, h')GJC*JC, h' a A et A', oc A, 

entraînent h\ .A' oc Ai .A; 
(4) Les conditions : h! oc A A" oc h et p(h") a p(h') dans (C, Id.., (3, (?) 

entraînent A"oc A''. 
Les conditions (1) et (3) signifient que (JC, oc) est une catégorie ordonnée 

(voir § II, définition 18). La condition (2) signifie que p appartient à Ù' 
(voir § II, n° 6), c'est-à-dire (§ IV) que (JC, oc) est une catégorie ordonnée 
au-dessus de (C. <). 

1 

COROLLAIRE. — Si (3 est complètement régulière à droite et si pour 
tout SGJC0 la classe des éléments p(s'), où s'a:s, est une sous-classe induc-

p 
live de £Q, alors (JC, oc) est une catégorie inductive au-dessus de ((3, <). 21 

PROPOSITION 6. — Supposons 
et 

alors on a aussi pi h )ocp(A) et, par suite, h oc A. 
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Démonstration. — Soient 

et 
tels que h' <L h et /' = (S, p(S) pis), s)€<^; on a 

1' 
et 

d'où 
et 

Supposons, de plus, s oc S: soit 

Les éléments h 1.(p(St) p{si)) et (p(S) p(s)).h' 1 sont égaux, car ils sont 
majorés par lr\ ont même source p(sA) et même but p(S). Par suite, 

et il résulte de la proposition 4 qu'on a 

par conséquent, 
et 

PROPOSITION 7. — Soient 
et 

S'il existe h'^C tel que 
et 

on a 
et 

Si de plus h et h' sont inversibles, alors h' GT. 
Démonstration. — On a 

les éléments h.(p(s) p(s')) et p(si) p(s\).h' sont égaux, car ils sont majorés 
par h, ont même source p(s') et même but pisA; par suite, 

et, en vertu de la proposition 4, on trouve 
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Si, de plus, heT et h' est inversible, on a aussi d'où 

Soit \C la catégorie longitudinale des quatuors de C {coir § II, n° 5), l 
c'estàdire la classe des quadruplets (g,, fi9 /*, g)€C tels que gx .f — fx .g, 
munie de la multiplication 

si, et seulement si, g' = gi. 
PROPOSITION 8. — Soient 

et 
les conditions suivantes sont équivalentes : 
(i) h'<xh dans (C, Id,., e, e); 
(2) h! < h dans et 
(3) s' < 5, s' < 5.1 et 
En effet, les conditions (1) et (2) sont équivalentes d'après ce qui précède. 

Si (2) est vérifié, les éléments h.ss' et s4 s\ .h' sont égaux, car ils sont majorés 
par /i, ont même source s' et même but'SI; par suite, (3) est vérifié. Si la 
condition (3) est satisfaite, on a 

et puisque et 
De plus, 

et d'où 
Si h' 'x. h dans (C, Ide, C, €), nous désignerons par h h' le quatuor 

(h, $(h) ${h'), a (A) a (A'), h'). La classe IL des quatuors h h' est une 
souscatégorie de C; soit IL' la souscatégorie de IL formée des qua
tuors h h' tels que h' et h soient inversibles. 
Soit la catégorie longitudinale des quatuors de № et p le foncteur 

de vers 
est une catégorie d'homomorphismes, où P est le 2 

groupoïde des éléments inversibles de Pour qu'un quadruplet 
G = (gi, /1, f, g) appartienne à il faut et il suffit qu'on ait 

et 
et que • p (G) soit un quatuor; en effet, les éléments g4 .f et fi .g sont alors 
égaux, puisqu'ils ont même image par p, même source et même but. 
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Soit 11 la sous-catégorie de cl£ formée des quatuors 

tels que s'<xs et s, oc s,. Soit 11' la sous-catégorie de 11 formée des 
quatuors de IL tels que h € 1 et h € 1. 

PROPOSITION 9. — On a h'xh dans (C, p, %Z, 2>) si, et seulement si, 
il existe 

dans ce cas, 
Démonstration. — Si h' oc h, on a 

et 

par suite, • p ( H ) est un quatuor et H € "U. Inversement, si H € *U, on 
trouve • P ( H ) € 1 1 en vertu de la condition (3) de la proposition 8; il en 
résulte p(h') < p(h), donc h' oc h dans (C, p, d£, e>). 
Si h! oc h dans (C, p, 3C, e>), le quatuor H correspondant sera représenté 

par la notation h h!. Dans 3t (resp. dans (5) on dira qu'un triplet 
(gi, fi, f) est inclus dans un quatuor s'il existe un quatuor (g1? ft, f, g). 
La proposition 7 est équivalente à : 

PROPOSITION 7 bis. — Pour qu'un triplet 
où 

soit inclus dans un quatuor H, il faut et il suffit que 

et que 

soit inclus dans un quatuor H; dans ce cas, on a H € IL et H € "IL. Si, de plus, 
Heai' etheT, alors Heâl'. 
Si T = lh,slx>s\,sx>s'\ est inclus dans un quatuor, les quatuors H 

\ p p ' 
et H dans lesquels sont inclus Tet p3(T) sont uniques; par conséquent, on a 

et 
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où h' et h' sont déterminés par T. L'élément h' peut être considéré comme 
le composé de h par (s\, s'); ce composé sera noté h\— (s\, s') et appelé 
prestriction de A à (s,, s). 
Remarquons que le composé h' est aussi déterminé par la donnée du 

triplet (h, (p{s\),p(s'))). 
En particulier, 
— si sl — p\h), s <xoL{hJ, il existe une prestriction h |— (s,, s ) et 

— si s\Gcft(h) et s'=a(hj, il existe une prestriction /¿1—(s\, s') si, 
et seulement si, 

et 
alors 

Soit Bt' une souscatégorie de BC contenant BC0; soit p' la restriction 
de p à BC. Supposons que (C, p', BC, №C\Y) soit une catégorie d'homo
morphismes. 

PROPOSITION 10. — Les conditions suivantes sont équivalentes : 
(<J) s oc S dans (C, p, BC, 2>) entraîne s oc S dans (C, p', BC, BC HT); 
(ŒJ) On a c estàdire si h''SBC'toute prestriction 

de h' appartient à BC. 
Démonstration. — Si (Œ) est vérifié, la catégorie des p'injections 

contient BC^ et (a,) est vérifié. Inversement, supposons (â ) vérifié et 
p 

soit s oc S dans (C, p, Si. Les relations SçBC et saS entraînent 

Soit (S, g, S') € BC tel que 
et 

le composé (S, g, S') |—(s, S') = (5, p(s) g, S') étant défini, il appartient 
à BC'. Par suite, on a s oc S dans 
Nous verrons plus loin (§ II, théorème 16) que est une catégorie 

inductive pour la relation d'ordre 
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si, et seulement si, 

et 
Dans le théorème suivant, nous poserons 

pour tout 
et 

pOUr tOUt 
THÉORÈME 2. — Les relations suivantes sont équivalentes : 
(i) On a 

et dans 

(2) h! est un soushomomorphisme de h dans (C, p, &C9 S). 
Démonstration. — Soient 

et 
Supposons h' oc h; de la proposition 5, il résulte h' oc h dans (C, Ide, C, C ) , 

p 
d'où (h, $(h) fi(h'), a (A) a (A'), h') G 11; de plus, ce quatuor est le pseudo
produit [h] [h ] dans Comme le quadruplet est 
un quatuor de № et admet [h] [hf] pour image par • p, on en déduit [ h' \ p [h \ 
dans Soit G tel que 

et 
on a 

et 
d'où 

et 
Il en résulte 

de même, 

Soit G'= (/&',/",,/*',/c); puisque la projection par Dp de G' est le 
quatuor \ p (h')]njp (G), on a G'€ f"]^. Par suite, \hf~\ oc I h]. De plus, 
s\ oc Si entraîne de même [s\] oc [s4] et (1) est vérifié. — Inversement, suppo
sons \h' \<x\h\ dans ([[je, Dp,\T\9t,T'). Alors, on a 

et 
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on en déduit 

et 
Soit 

où 
On a 

et 

il en résulte 
c'est-à-dire 1 

Ceci prouve que s' est une sous-structure de s dans (€, p, BC, e>). Si, de 
plus, \s\] oc r̂il, on a de même s'ocsj donc ti <x.h dans (C, p, BC, 2>). 

COROLLAIRE 1. — Soient hsF et tisT. On a h'zch si, et seulement si, 

En effet, si [ti \ oc [/H, la démonstration du théorème prouve qu'on a 
a (ti) oca (h) et il résulte de la proposition 6 que ti <xh. 

COROLLAIRE 2. — 11 est une sous-catégorie de la catégorie des • p-injections. 
DÉFINITION 9. — On dira que (C5, p, BC, "S) est une catégorie d'homo-

morphismes résolvante à droite si Vaxiome suivant est vérifié : 
(R) Soient hS.BC et h'sBC tels que 

et 
alors il existe 

avec 
La sous-structure s de a (A) sera appelée p-noyau de (h, ti). 
On définit de même la notion de catégorie d'homomorphismes (£, p, BC, e>) 

résolvante à gauche en remplaçant dans cette définition a par [3. 

2 

Exemples. — i° (JTl, p^, &*, &.() est résolvante à droite. 
2° Si pour tout eS£0 et tout E€<20 tels que e < E, on a (3(Ee) = E, 

alors (£, Ide, C, (3) est résolvante à droite et à gauche. 
3° Si pour tout S€^0 et pour tout e <C p(S) il existe s oc S tel que 

p(s) = e, alors (<5, p, BC, 2>) est résolvante à droite et à gauche. Il en est 
ainsi en particulier pour (jTt, co, Ù, û) et (Jït, 6, ë, ©). 
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4° (¿le, O, tè) n'est pas résolvante à droite. 
PROPOSITION 11. — Si (C, p, ¿ÍC, 2>) es¿ ime catégorie a"homomorphismes 

résolvante à droite et si e < E ¿íans C?0 entraîne ¡3 (Ee) = E, ¿es conditions 
et 

entraînent 

>ù s est le pnoyau de (h, h'). 
Démonstration. — Posons 

et 
on a 

et 
d'où 

il en résulte f — Ke.f et E = e. Les éléments 
et 

sont égaux, car ils sont majorés par p(h), ont même source p(s) et même 
but E. Donc f — pi h) pis). De même, f — pih') pis). Comme 

et 

on a 

Nous supposerons de plus dans la suite que № est muni d une relation 
d'ordre < telle que ipt, <) soit une catégorie inductive et que p soit une 
application inductive stricte de (<?C, <) dans (C, <), c'estàdire que (<?(!, <) 
est une catégorie inductive audessus de ((?, <) relativement à p (voir § IV). 1 

THÉORÈME 3. — Les conditions suivantes sont équivalentes : 
(c) (C, p, c/(?, e>) est résolvante à droite et Von a h'ce h dans (C, p, X', e>) si, 

p 
et seulement si, h' < h dans cX. 
(c) Soient sG¿(C0 et s' G3C0; on a s'oc s dans (C, p, Xi, 2>) si, et seule

p 
ment si, s'<i s dans et dans ce cas ft(ss') = s; de plus, les conditions 

et 
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entraînent 

Démonstration. — Supposons la condition (c) vérifiée; alors on a 
dans si, et seulement si, 

dans ce cas, (s, p(s) p(s'), s') est un sous-homomorphisme de s, donc 
et 

On en déduit que les conditions suivantes sont équivalentes : 
(a) ti<C h dans BC; 
(b) a (A') < a(fc), p(A') < et p(A) < p(A'); 
(c) tioch dans (̂e, Id,,, BC, BC). 

Soient h €E BC et A' € tels que 
et 

comme la catégorie d'homomorphismes (BC, Id̂ , BC, BC) est résolvante à 
droite et que a (hCiti) est le Id-̂ -noyau de (h, ti), on a 

d'après la proposition 11; par conséquent, on a aussi 

Soit s le p-noyau de (h,ti); les éléments p(h)Pip(ti) et p(h) p(s) sont 
égaux car ils sont majorés par p(ti), ont même source p(s) et même 
but S (p(h)): de même, 

Par suite, 

et 

Les relations 
et 

entraînent 

Donc 
1 

et 
ainsi 
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— Inversement supposons la condition (c) vérifiée; si ti < h, on a 

et d'où 
Soient h et ti deux éléments tels que 

et 
puisque 

et 

la catégorie d'homomorphismes ((?, p, BC, e>) est résolvante à droite. 
Supposons ti ce h; posons 

et 
Comme .s-' a s et s\ as,, les éléments 

ET. 

ont même source s' et même but st. Démontrons qu'ils sont égaux; en effet, 
et 

sont majorés par p(ti), et ont même source p(s') et même but p(s,), 
donc v(hs') — v(siti). On en déduit As' — s, A', d'où 

Ainsi l'axiome (c) est vérifié. 

1 

Remarque. -— Le théorème 3 est encore vrai (sans modification de la 
démonstration) en remplaçant l'hypothèse : (BC, <) est une catégorie 
inductive, par l'hypothèse : (BC <) est une catégorie ordonnée (§ II, n° 6) 
dans laquelle deux éléments ont une intersection. 

Exemple. — Soit (C, p, BC, 2>) une catégorie d'homomorphismes résol
vante à droite telle que BC0 soit une classe inductive [3 a] pour la rela
tion a; si l'on munit BC de la relation oc, BC devient une catégorie induc
tive et la condition (c) du théorème 3 est vérifiée. Il en est ainsi dans les 
catégories d'homomorphismes (Jïl, p9, &*, &*̂ ) et (Jïl, 0M) lorsque S* 
et %„. sont munis de leur relation d'ordre usuelle. Par contre, (Bit, 6, ë, ne 
vérifie pas la condition (c). 

21 
3« 

Soit (#(!, p, S) une catégorie d'homomorphismes telle que e> contienne 
le groupoïde T des éléments inversibles de BC et que p, 3>) soit une 
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espèce de superstructures [3 a] au-dessus de (<3, p, e>). Ces conditions 
entraînent que ((5, p p, e>) est une catégorie d'homomorphismes. 
Un élément h de c(C sera représenté, soit par le triplet jp(S), a (/&)), 
soit par le triplet pp(h), <*(Â)). 
Remarquons que les conditions 

et 

entraînent p(s) p p(S) dans ((5, p, t7£, S) mais, en général, elles n'en
traînent pas p(s) ocp(S). 

PROPOSITION 12. — Soient sGc!C0 et SG3C0. conditions 
et 

entraînent s oc S. 

Démonstration. — Soit 

on a 

car 

et 
Donc 

et 
Soit 

où 
On a 

d'où 

De la condition s oc S et de la proposition 4, il résulte 

Comme g' = (p(s), p(g')> p(S')), on en déduit 
et 

Par suite, s oc S, d'après la proposition 4. 
Ann. Éc. Norm., (3), LXXX. — FASC. 4. 47 
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COROLLAIRE 1. — Les conditions 

et 
entraînent h' ce h. 

COROLLAIRE 2. — Supposons que p vérifie de plus la condition 
lorsque 

Alors les conditions s ce S et p(s) <C p(S) entraînent s ceS. 
En effet, de ces conditions il résulte 

d'où 

puisque 
et 

On est ainsi ramené aux hypothèses de la proposition 12. 
Désormais, nous supposerons de plus que les conditions 

et 
entraînent 

PROPOSITION 13. — Soient sG3Ca et S€cU70; la relation s ce S dans 
entraîne s ce S dans 

Démonstration. — Posons on a 

car on obtient l'égalité pp(j) = pp(S) pp{s) en utilisant les relations 

et 

Soit g = (S, g, S')€<̂ , où g€<3, tel que 
et 

Montrons qu'on a 
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En effet, puisque p(s) < p(3(#)), on a 

des relations 

et 
il résulte 

et 
Gomme s « S dans (BC, p, BC, "S), on en déduit 

Ceci prouve qu'on a s oc S dans 

COROLLAIRE 1. — Les conditions hS.BC, h' S BC et h' oc h entraînent h' oc h. 

COROLLAIRE 2. — Si, pour tout s S BC0 et tout S S BCt) tels que s <C S, on a 
$($s) = S, alors s < S entraîne s oc S dans ((T, p, S). 
En effet, ces conditions signifient qu'on a s a S dans («X', Idc, cU', BC) et 

le corollaire résulte de la proposition. 

COROLLAIRE 3. — Si {BC, p, BC, "S) est résolvante à droite et si la condition 
suivante est vérifiée : 
Pour h S BC et ti S BC tels que 

et 
on a 

alors (C, pp, BC, 'S) est résolvante à droite. 
Demonstration. — Soient h SBC et h S BC tels que a {h) = OL[JI J et 

= $Çh')', soit s le p-noyau de {h, ti); d'après la proposition, on a s oc S 
dans (C, pp, BC, e>) . Les relations 

et 

entraînent pp(s) = <*(pp(h) r\pp(ti)), donc (h, ti) admet s pour pp-noyau 
et (C, pp, BC, e>) est résolvante à droite. 

COROLLAIRE 4. — Supposons que s p S dans ((3, p, BC, e>) entraîne s < S 
dans BCQ et (3(Ss) = S; aZors 5 oc S dans ((5, pp, #6, 2>) es£ équivalent as oc S 
dans (BC, p, S). 
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En effet, s ce S entraîne s aS d'après la proposition 13. Supposons s ce S; 

comme 

on a 
et 

d'où p(s) pp(S). Par suite, 
dans K, et 

La proposition 12 entraîne alors s ce S. 

PROPOSITION 14. — Supposons que ((?, p, cK, c>) vérifie la condition (c) 
du théorème 3 et que s p S cfcms ((?, p, 2>) entraîne s < S d̂ ms ; 
a¿or« (<?l',p, cU', e>) es¿ résolvante à droite si, et seulement si, ((?, pp, c/C, o>) 
es£ résolvante à droite. 
Démonstration. — Si (cfC, p, «?C, cS) est résolvante à droite, (c5, pp, JC, 2>) 

est résolvante à droite d'après le corollaire 3 de la proposition 13. Inver
sement, supposons que (C, pp, №, "S) soit résolvante à droite; soient hGzdt 
et h'GcfC tels que 

et 
soit s le ppnoyau de (h, h'). D'après l'axiome (c), s < S dans clC 
entraîne s oc S dans (<3, p, 2>), donc P(Ss) = S; du corollaire 4 de la 
proposition 13, il résulte qu'on a s oca(/i). De plus, les relations 

et 

entraînent p(s) — a(p(/¿)rïp(A')). Donc s est le pnoyau de (h, h') 
et p, X, S) est résolvante à droite. 

THÉORÈME 4. — Supposons vérifiées les conditions suivantes : 
(i) (C, <) es£ ime catégorie (J, J', J")structurée (voir § II, n° 6) complè

tement régulière à droite et le groupoïde Cy des éléments inversibles de C est 
un groupoïde inductif (§ II, n° 6). 

(2) (cfC, < ) est complètement régulière à droite. 
(3) cfC est saturé audessus de C et les conditions 

et 
entraînent h' < h. 
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Alors il existe une sous-catégorie BCU de BC contenant T telle qu'on ait s' < s 

dans BC0 si, et seulement si, s'oc s dans (C, p„, BCU, T), où pu est la restriction 
de p à BCU. 

Démonstration. — Soit BC„ la classe de tous les éléments h € BC vérifiant 
la condition suivante : 
Soit s € BC0 et s < a (h) ; soit p (A) . p (s) la classe de tous les éléments g € C 

tels que g < p(h) et a (g) — p(s). Posons 

Alors il existe h\sS BC tel que 
et 1 

Montrons que BCU contient T. En effet, supposons h € P et s < a(/i). 
Soit g € C\- l'élément inversible induit par p (h) S sur p (s), dont l'exis
tence est assurée par le fait que C\ est un groupoïde inductif. Nous allons 
montrer : g = p(h)\ p(s). On a 

Soit g' €E p (h) . p (s) tel que g <C g. Comme g -g1 <C ¡3 ( g) et que est 
complètement régulière à droite, on a 

et 
d'où g' .g 1 €Puisque C\. est un groupoïde inductif, il en résulte 

c'est-à-dire 
en tenant compte des relations g < g et a (g) == a (g'), on trouve g = g'. 
Ainsi p(/i) \p(s) — g et, en vertu de la condition (3), il existe 

2{ 

et 
Donc 

et 
Montrons que BCU est une sous-catégorie de BC. Soient 

tels que 
Soit s < a (h) et Si — 3 (h \ s) ; nous allons démontrer l'égalité 

en effet, si k < p(Ai .h) et a(/c) = p(s), on a 
où et 3 
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puisque (C, <) est (J, J, J )-structurée. Comme a(#')' = pis), on a 

d'où 
par conséquent, 

et 
ce qui prouve 

On en déduit 
et finalement 

De plus, &Ca est saturé par induction dans 3C, car les relations 
et 

entraînent 
et 

c'est-à-dire 
11 d'où et 

Il en résulte que si hG&C,, et s\ < (3(A), on a s\hG2£„, donc 

Par suite, on peut appliquer le corollaire 2 de la proposition 13 et l'on a : 
dans 3C(> entraîne .s' oc s dans 

— Inversement, montrons que si s'oc s, on a s' < s dans 3£0. Posons 

on a p(s')ep(jT.p(s')', soit 
tel que 

En utilisant les relations 
et 

2« 
on obtient g = (p(s') p(g)) 1 et, puisque (3T est un groupoïde inductif, 
g — p (s'). Par conséquent, p (s') = p (j) \p (sf) et il existe 

avec et 
D'après ce qui précède, on a alors s, oc s, donc s' = s4 < s en vertu du 
corollaire 1, th. 1, 3-
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DÉFINITION 10. — Avec les notations du théorème 4, un élément de BCn 

sera appelé homomorphisme p-ouvert. 
Exemples. — i° Dans la catégorie d'homomorphismes (Jïl, 6, fé), un 

homomorphisme 0-ouvert est une application continue ouverte. 
2° Dans (Jît, ps, &*, un foncteur F est p̂ -ouvert si, et seulement 

si, F(C) est une sous-catégorie de [3(F) pour toute sous-catégorie C 
de a (F). En particulier, tout foncteur F tel que F0 soit une injection 
est p^ -ouvert. A l'aide de la décomposition canonique d'un foncteur 
(voir [3 a]) tout foncteur est donc le composé d'un foncteur ouvert et d'un 
foncteur fidèle. Remarquons que la sous-catégorie 3* tl de 3* vérifie la 
condition (Œ) de la proposition 10. 

1 

Cas particulier. — Dans ce qui suit intervient, le plus souvent, le cas 
d'une catégorie d'homomorphismes («TU, p, BC, Y), où Jïl est la catégorie 
d'applications construite au n° 5 et où F est le groupoïde des éléments 
inversibles de BC. Nous supposerons BTi muni de la relation d'ordre 

si, et seulement si, EcE,, E CE, et si f est une restriction de f{. 
Alors Jïl est une catégorie inductive telle que (3(Ee) = E pour tout 

e6 Jïl0, E€JTl0 et e << E; par suite, les relations 
dans et dans 

sont équivalentes. 
Dans (Jïl, p, X, T), on a s p S si, et seulement si, 

et 
Pour que s soit une sous-structure de S dans (JTl, p, BC, Y), il faut et 

il suffît que les conditions suivantes soient vérifiées : 
(i) On a p(s) C p(S) et (S, i, s) SBC; 
(i) Les conditions (S, g, Sr)€<X et g(p(S))Cp(s) entraînent 2 

PROPOSITION 15. — Si BC est saturé au-dessus de DYi, alors (p(Y), p(3, BCy) 
est une espèce de structures, où BĈ  désigne la classe des p-injections. 
Démonstration. — Supposons 

et 
puisque p(r) est saturé dans BC, on a g'€p(r), où g est la bijection 
induite par g sur p(s); les relations g <. g et a(gr, s) — s ococ(g, S) 
entraînent (g , s) oc (g, S) d'après la proposition 6, donc 
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Des définitions, il résulte que p(T) opère sur dĈ  pour la loi de compo
sition 

si, et seulement si, 

Soient 
et 

pour qu'une sousstructure s de S soit le pnoyau de (A, A'), il faut et il 
suffit que p(s) soit la classe formée des x tels que h(x) — h'(x). 

PROPOSITION 16. — Si (Dïl, p, №, F) est résolvante à droite, T opère sur 
la classe des pinjections S 20 s telles que s soit le pnoyau d'un 
couple (h, h'), où a (A) = S. 
En effet, soit (Si, g, S) = g € T et s le pnoyau de (A, A'), où a (A) = S. 

D'après l'axiome (R), le couple (g1 .A, g"1.A') admet un pnoyau s, oc Sr, 
comme p(5,) = g (p(s)), il résulte de la proposition 7 qu'on a 

1 

Ainsi F opère sur <X'„. par la loi de composition 
si, et seulement si, 

Nous munirons de la relation d'ordre : 
si, et seulement si, G (resp. G, j est une 

souscatégorie de G (resp. de G,) et si F est une restriction de F. 
2 Alors est une catégorie inductive suprarégulière audessus de Jll 

relativement à p:J au sens de [3 c]. De plus, ( Jll, p^, &*5*".,,) vérifie la 
condition (c) du théorème 3. Les trois conditions 

sont équivalentes (voir § II, prop. 9). Soit p, F) une catégorie 
d'homomorphismes telle que F soit le groupoïde des éléments inversibles 
de <X\ Du corollaire 2 de la proposition 12 et de la proposition 14, il résulte : 

3 PROPOSITION. — Les conditions s oc S dans ( 3*, p, F) et s oc S 
dans (Jll, ps p, ci£, F) son£ équivalentes, (fï, p, №, F) est résolvante à 
droite si, et seulement si, (Jlt, p^p, X, F) esê résolvante à droite. 
Remarque. — Soit (Jlt, p, <X, F) une catégorie d'homomorphismes. 

Pour que (S, 1, s) soit un monomorphisme strict [2] de №, il suffit 
que s soit une sousstructure de S et qu'il existe une famille d'élé
ments (S', A/, S), où i€ I, telle que p(s) soit la classe des x pour lesquels 
on a ht (x) — Ay (#), pour tout i € I et j € I. Soient A € <X et A' € X ; si (A, A') 
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admet un p-noyau s, alors s est un noyau de (h, ti) dans BC [2]. Si BC est 
saturé au-dessus de Jïl, pour tout monomorphisme strict (S, g, S') de BC tel 
que g soit injeetive, il existe une sous-structure s de S telle que (s, y, S') SY; 
mais un noyau d'un couple (h, ti) n'est pas toujours isomorphe à un p-noyau 
de (h, ti). 

1 

II. — Catégories structurées. 

1. CATÉGORIES D'HOMOMORPHISMES A PRODUITS FINIS. —• Soit Jïl0 une 
classe de classes contenant avec une classe toutes ses sous-classes, avec 
deux classes leur produit. Soit JVC la catégorie de toutes les applications 
de M S Jïl» dans M'GJÏlQ. 

DÉFINITION 1. — Nous dirons que (DM, p, BC, Y) est une catégorie d'homo
morphismes à produits finis si (Jïl, p, BC, Y) est une catégorie d'homo
morphismes telle que Y soit le groupoïde des éléments inversibles de BC et que, 
pour tout couple (Ó'Ì, s») S BC0 X BCQ, il existe une unité sLXs-2 de BC vérifiant 
les conditions suivantes : 
(i) 
(2) Soit p; la projection canonique de p(st)x p(s*) sur p(si), où î — 1, 2 : 

pour tout 
Alors on a 

(3) Les relations (s,-, h,, s) SBC, i = 1, 2, entraînent 
où pour tout 

Ces conditions signifient que le couple (s,, s2) admet (s, Xs2; Pi, Pt>) 
pour produit [4] dans BC. 

PROPOSITION 1. — Le produit SiXs-2 est complètement déterminé par les 
conditions de la définition. 
En effet si S est un autre produit de (st, s2) vérifiant les conditions (1), 

(2) et (3), on a 
avec 

d'où S = S1XS2, puisque (C, p, Y) est une espèce de structures. 
Nous supposerons désormais que («TU, p, BC, Y) est une catégorie d'homo

morphismes à produits finis. 
PROPOSITION 2. — Soient f où i = î, 2. Alors on a 
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avec 

pour tout 
Avec les notations de la proposition 2, nous poserons 

PROPOSITION 3. — Les relations 
et 

entraînent 

En effet, on a 

soit (siXsa, g, S)€^€ tel que g(p(S)) Cp(sl) Xp(s,). Comme (s/, p̂ g, S) € <X 
et p,g(p(S)) Cp(s, ), où i = i, 2, on a aussi (s), p,g, S) € d'où 

Donc 

PROPOSITION 4. — Les applications 
et 

sont deux foncteurs équivalents de <?C X №, vers cK. Les applications 
et 

sont deux foncteurs équivalents de 3£x № X № vers JC. 
Ceci résulte des propriétés du foncteurproduit [3 d] dans Dïi : 

La première équivalence associe à ^,«2)6^0X^0 le triplet (s2 Xsly 
Y, S1XS2) où X2) = (x2, Xi). La deuxième équivalence associe à 
(si, s2, sn) le triplet (slX(s2Xŝ )i y', (slXs2)Xs3), où 

1 
DÉFINITION 2. — On appellera souscatégorie de stable par produit 

une souscatégorie de № telle que, si fi où i = 1, 2, on ai£ 

Remarquons que, même si T est contenu dans cette définition 
n'entraîne pas que (JR, p, <X", T) soit une catégorie d'homomorphismes à 
produits finis. 
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Exemple. — T est une sous-catégorie de BC stable par produit, l'inverse 

de f±xf*, où fiGT et f,GT, étant (/Tx/T1). 
2. DÉFINITION DES CATÉGORIES ET GROUPOÏDES STRUCTURÉS. — Nous 

désignerons encore par (Jïl, pi7, 5*, la catégorie d'homomorphismes 
(§ I, n° 3) dans laquelle 5* est la catégorie des foncteurs (C1, F, C1) tels 
que (e, F, e)€ Odi, et p^ le foncteur 1 

Nous désignerons par BC et BC" deux sous-catégories de BC contenant T. 
DÉFINITION 3. — Nous appellerons catégorie BC(BC, BC")-structurée 

[resp. BC((BC,BC), ̂ -structurée] un couple (C, s), où C'G&o, sGBC» 
et p(s) = C, vérifiant les conditions suivantes : 
(î) Il existe s0 € BC0 tel que p(s0) = <3'0, (s, i, s0) € BC et (s0 X s0, a], s) € BC 

[resp. (s0, a, s) SBC et (s(), ¡3, s)SBC]. 
(i) Soit C-kC la classe des couples (f, f)SCX& tels que f .f soit défini 

et /.' Vapplication (f, f) f-f, où (f, f)sCirC II existe s'xsXs tel 
que p (s') = C * C et Von a 

En particulier une catégorie BC(BC, BC)-structurée sera appelée caté
gorie BC-structurée. 2+ 

PROPOSITION 5. — Pour que (C, s) soit une catégorie BC(BC, BC")-struc-
turée, il faut et il suffît que (C, s) soit une catégorie BC((BC, BC), BC")-struc-
turée. 
En effet, si (C, s) est BC((BC, BC), BC")-structurée, on a 

par définition du produit dans BC. Inversement, la relation 

entraîne 
et 

Une catégorie BC(BC', BC")-structurée [resp. BC((BC, BC), ̂'̂ -struc
turée] est aussi une catégorie ̂-structurée. 

PROPOSITION 6. — Soit (C, s) une catégorie BC\BC , BC )- [resp. 
BCî BC, BC), BC")-'] structurée-, Vêlement s0 défini par la condition (i) est 
une sous-structure de s; par suite il est unique. 
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En effet, soit s0 un élément vérifiant la condition (i). Soit (s, g, S)GD£ 

tel que g(pW)CC'0. Alors on a 
et pour tout 

Donc 
et 

Il résulte du corollaire du théorème 1 (§ I) que s0 est unique. 
DÉFINITION 4. — Nous appellerons groupoïde DC(DCf, DC")-structuré 

[resp. groupoïde DC((DC', DC), DC")-structuré] un couple (G*, s) vérifiant les 
conditions suivantes : 

(1) G* est un groupoïde. 
(2) (G*, s) est une catégorie DC(DC, DC")- [resp. DC((DC, DC'), DC")-] struc

turée. 
(3) On a (s, j, s) € DC, où j (g) = g~l pour tout g€G. 
De la condition (3) résulte (s, j, S)GT. 
DÉFINITION 5. — On appellera foncteur DC(DC , DC")-structuré [resp. 

DC((cX', DC), DC")-structuré] un triplet ((£*, 5,), F, (C, s)) vérifiant les condi
tions suivantes : 
(C, s) et (£'.n Si) sont des catégories DC(DC', DC")-structurées [resp. 

DC((DC, DC), DC")-structurées]. 
On a 

et 
Soit DC(DC, cfC")0 la classe de toutes les catégories DC[DC, -struc

turées et §{DC, DC")0 la classe de tous les groupoïdes DC(DC, ̂ '̂ -struc
tures. Soit DC(DC, DC") la catégorie de tous les foncteurs structurés, dont 
la classe des unités est identifiée à DC[DC, DC")Q. Désignons par : 
p l'application ((e;, st), F, (C\ s)) -> (C], F, C) de DC(DC, DC") dans & ; 

l'application ((C\, Si), F, (C, s)) -> (s„ F, s) de ~DC(DC, DC") dans DC. 
Soit T le groupoïde des éléments inversibles de DC(DC, DC"). Appe

lons $(ctC, DC") (resp. Tg) la sous-catégorie pleine de DC(DC, DC") (resp. 
de f) admettant $(DC, D£")0 pour classe de ses unités. 
On définit d'une manière analogue, 

dont le groupoïde des éléments inversibles sera noté V (resp. Tg). 
En particulier, nous écrirons 
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Remarque. — Les deux foncteurs p et p$ déterminent la catégorie 

induite p*(3*, P&), équivalente à p*7(BC, p), dont les éléments (voir [3a]) 
sont les couples (F, /1 ) €= ̂ X BC tels que /^(F) = p(h). On peut identifier 
BC(BC, BC") à la sous-catégorie pleine de p*(3*, p$) ayant pour unités les 
catégories BC(BC, BC")-structurées. Nous allons démontrer que BC(BC, BC") 
est une sous-catégorie d'homomorphismes de la catégorie d'homomor
phismes p*($*, Pcf) au-dessus de 3*. Un élément quelconque de ptJ) 
pourrait être appelé foncteur structuré dans BC, au sens vague. 

THÉORÈME 1. — (̂ VP> BC(BC', BC"), F) est une catégorie d'homomor
phismes dont (̂ , p, $ (BC, BC"), T^) est une sous-catégorie d'homomor
phismes. 

1 

Démonstration. — Le seul point à démontrer est que les conditions 
et 

entraînent l'existence de (C\, s{) GBC(BC, BC")Q tel que (sh F, s) SBC. 
Puisque ( DM, p, T) est une espèce de structures, il existe (s±, F, s) €: F. 
Montrons qu'on a (C], s{) € BC(BC, BCf,){). Soient s„ oc s et si oc st tels 
que p(s0) = C0 et p(s\) = (C,)0. D'après la proposition 6 (§ I), on a 

et 
Il en résulte l'existence de sl0 € BC0 tel que 

et où et 
Alors (s]Q X sl0, (FxF)i, s\, X s0) €T et, d'après la proposition 6 (§ I), 
s~l oc sy. Comme BC D F, on en déduit 

Soient s'x sX s tel que p(s') = et s\ oc Si X sL tel que 
p(s\) = C\ * (3\ ; en vertu de la proposition 7 (§ I), on a 

Soit s'ex. SX s tel que p (s') = p(s') ; il existe 
avec 

et, d'après la proposition 6 (§1), s\<xsiXsl. Comme BC" contient T : 

Donc 
et 
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THÉORÈME 2. — p, DC((DC'9 Di'), <X")9 T') es£ une catégorie d'homo

morphismes. 
La démonstration est analogue à celle du théorème 1. 
THÉORÈME 3. — Si DC est saturé au-dessus de Jft, alors p, DC (DC', DC")9T), 

(jïl9p̂ p,DC(DCf9 DC")9 F) et {DC9pK9DC(DC'9 DC")9Y) sont des catégories 
d'homomorphismes. 
La démonstration de ce théorème est analogue à celle du théorème 1, 

après utilisation de la proposition 15 (§ I). 
DÉFINITION 6. — On appellera sous-catégorie (resp. sous-groupoïde) 

DC(DC' 9 <X")-structuré de (C, s)€~DC(cX'9 DC")Q une sous-structure de (e, s) 
dans p, ~DC(DC'9 X")9 F) [resp. dans (i>, p, #(DC'9 DCn)9 fg)]. On définit 
de même une sous-catégorie (resp. un sous-groupoïde) DC((DC 9 DC')9 DC")-
structuré. 
Avant d'étudier les propriétés des catégories et groupoïdes structurés 

nous allons donner quelques exemples. 
3. PREMIERS EXEMPLES. — I. Soit («711, 0, Ü9 tè) la catégorie d'homo

morphismes définie au paragraphe I (n° 3). 
DÉFINITION 7. — Une catégorie (resp. un groupoïde) ̂ -structuré est 

appelé catégorie (resp. groupoïde) topologique. 
Cette définition coïncide avec celle de [3 b]. En effet, si ((3\ s) est une 

catégorie topologique au sens de [3 b], la condition (i) de la définition 
d'une catégorie ̂ -structurée est vérifiée en prenant pour s0 la topologie 
induite sur C\ par la topologie donnée sur C. De plus la condition (2) est 
vérifiée, s' étant la topologie induite par sXs sur C * C\ Ainsi la défi
nition d'une catégorie topologique peut encore s'exprimer sous la forme : 
i° Les applications a et p sont des applications continues de s dans s. 
20 L'application v.' est une application continue de s' dans s9 où s' est 

la topologie induite par sXs sur £**C. 1+ 
Nous verrons plus loin que la définition d'une catégorie ̂ -structurée 

peut toujours être ainsi simplifiée dans le cas où-(JTt, p, 3C9 T) est résol
vante à droite. 
IL Soit C' (resp. Cj la catégorie des applications r fois différentiables 

d'une variété r fois différentiable dans une autre (resp. sur une autre, de 
rang localement constant) ; Cr sera considéré comme catégorie d'homomor
phismes au-dessus de &. 2 
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DÉFINITION 8.— Une catégorie (resp. un groupoïde) ërC'\structuré 
est appelé catégorie (resp. groupoïde) r fois différentiable. 
Cette définition coïncide avec celle de [3 b]. 

l 

2+ 
III. Soit CD0 la classe des demi-groupes D1 (c'est-à-dire D est une classe 

que nous supposerons appartenir à JTt0j munie d'une loi de composition i 
associative). Soit CD la classe des homomorphismes (Df, f, D1) entre demi-
groupes, c'est-à-dire f est une application de D dans Di telle que 

quels que soient z et 
a) est une catégorie d'homomorphismes au-dessus de DM pour la pro
jection (Df, f, Di) (Di, /*, D). 
Remarquons qu'on a (Df, i, D 1 ) ^ ^ si, et seulement si, D1 est un 

sous-demi-groupe de Df muni de la loi de composition induite par i. 

PROPOSITION 7. — Pour que (C\ i) soit une catégorie CD-structurée il faut 
et il suffit que i soit une loi de composition associative partout définie sur (3 
et que Vapplication 

où et 
soit un foncteur de (3" X (3* vers <3\ 
Démonstration. — Soit (C\ i) une catégorie (̂ -structurée; d'après la 

remarque précédente, C0 est un sous-demi-groupe de donc 
si et 

D'après la même remarque, les conditions (g, f)G<3'i<(3' et (g', f) € (3'+ (3' 
entraînent 

de plus, x* étant un homomorphisme du demi-groupe (C* C)1 dans C1, 
on a 

et les conditions de la proposition sont vérifiées. Inversement supposons 
ces conditions remplies ; puisque (g. f)->gif est un foncteur, on a 

et 
les conditions (g, f) et (g', f')ee'*em entraînent 

Donc (C\ i) est (̂ -structurée. 
IV. Dans l'exemple III, on peut remplacer CD par la sous-catégorie CD' 

(resp. CD") de CD formée des triplets (Df, f, D1) tels que D1 et Df soient 
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des demi-groupes admettant une unité i (resp. un élément o tel que 
zio = oiz — o pour tout z€D) et qu'on ait 

Pour que (<3\ i) soit (£)'-(resp. CD")-structurée il faut et il suffit que (C, i) 
soit une catégorie (£>-structurée et que de plus : 1+ 

Une catégorie (D'-structurée est une catégorie avec multiplication stric
tement associative au sens de Benabou [1]. 
V. Soit G un demi-groupe . Soit [G] la catégorie définie de la façon 

suivante : 
Une unité de [G] est un couple (Z, y), où Z€ JTt0 et y est une appli

cation de G x Z dans Z, c'est-à-dire une loi de composition externe sur Z, 
le composé y (y, z), où y€G et z€Z, étant noté yyz. On suppose, de plus, 
vérifié l'axiome 
(O où et 
Un morphisme de [G] est un triplet ((Z', y'), T, (Z, y)), où (Z, y)€[G]0, 

et 
pour tout vÇZ et tout 

2 [G] est une catégorie d'homomorphismes au-dessus de DR relativement 
à la projection 

Soit [G, o] la sous-catégorie pleine de [G] ayant pour unités les 
couples (Z, y) vérifiant l'axiome supplémentaire : 

(2) Il existe o€Z tel que y y o = o pour tout y € G. 
Si G admet une unité 1, soit [G, 1] la sous-catégorie pleine de [G] 

ayant pour unités les couples (Z, y) vérifiant la condition 
(2') lyz = z pour tout z€Z. 
PROPOSITION 3. — Soit C une catégorie : pour que (C, y) soit une caté

gorie [G]-structurée (resp. [G, o]-structurée, resp. [G, 1]-structurée), il faut et 
il suffit que les conditions suivantes soient remplies : 

3 (I) (resp. resp. 
(2) pour tout 
(3) s i (g, f) on a 

pour tout 
et 
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DÉFINITION 9. — Une catégorie [G]-structurée sera appelée catégorie à 

demi-groupe G d'opérateurs. .Si G est un groupe, une catégorie [G, ̂ -struc
turée sera appelée catégorie à groupe G d'opérateurs. 
Exemples. — i° Soit (C+, yj une catégorie à demi-groupe d operateurs G. 

Si C+ est un groupe abélien et si £'= G est commutatif, alors (<5+, /) 
est un anneau commutatif. 

2° Soit E un espace topologique et G un groupe d'opérateurs sur E 
tel que, pour tout y€G, l'application 

où 
soit un automorphisme de E. La catégorie des jets locaux des applications 
continues de E dans E est alors une catégorie à groupe d'opérateurs G, 
le composé rj].f étant (j]. f) (jlf) (jl où x' = f(x). 

1 

2 
4. CATÉGORIES DOUBLES. — Soit («7TL, p., W , ïf<,,) la catégorie d'homo

morphismes définie au paragraphe I. 
DÉFINITION 10. — Une catégorie &-structurée sera appelée catégorie 

doublé. 
PROPOSITION 9. — Soit C une catégorie et (5L une sous-classe de C 

La relation (C, i, <3f) € entraîne que (5f est une sous-catégorie de C munie 
de la loi de composition induite par celle de (3\ 
Démonstration. — Soient f € - C i et />'€EC>i; on a aA(/") = z(f) et, si f'if 

est défini, f î f = f .f puisque i est un foncteur. Par suite, si f .f est 
défini, on aura 

d'où fi f est défini et 

COROLLAIRE. — Pour que (6*, (3l) soit une catégorie double, il faut et il 
suffit que les conditions suivantes soient vérifiées : 

(1) C1 est une catégorie dont C0 est une sous-catégorie (Ĉô)1. 
(2) a" et ¡3* sont des foncteurs de CL vers (̂ ô)1. 
(3) £*k£ est une sous-catégorie ((3**C)A de £lx€l et vS un foncteur 

de fe'*e"U vers eA. 
Rappelons que la loi de composition dans la catégorie-produit (5l X C31 

est définie par 

si, et seulement si, gif et g' 1 f sont définis dans C1. Dans £lX C1, 
on a 

et 
Ann. Éc. Norm., (3), L X X X . — FASC. 4. 49. 
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THÉORÈME 4. — Soit (£', (5l) une catégorie doublé; alors (<5l, C) est 

aussi une catégorie doublé. . 

uemonstration. — soient zAfeC* et zAtcj tels que yz , zxjfeC*c 
Puisque (z'1, z1) est une unité de (<2'*<2')A et que x" est un foncteur 
de (e**ey vers £A, on a z'A.zA€<2A. Comme a' est un foncteur de en
vers ((5'0)A, a*(zA)eeA; de même P'(zA)€£A. Donc (51 est une sous-
catégorie (eA) de e\ Soient (f, f) € e** e'; alors (aA(/')> aA (/*))€ e'*e* 
puisque C'icC est une sous-catégorie de €Lx£L et, // étant un foncteur, 
on a 

1 

Si z'^C], on trouve aA(z') € £*0 O £A puisque C", est une sous-catégorie 
de (5A; il en résulte que aA est un foncteur de C vers (<3A)"; il en est de 
même pour (3A. Soit C'A*(3A la classe des couples composables dans C1; 
soit (g, f) € <2A* <3A; comme a* est un foncteur de <3A vers (<3'0)A, on a 

et 
Supposons 

et 
Diaprés la condition (3) du corollaire de la proposition 9, on a 

et 

2 
On en déduit que (SA*<3Aest une sous-catégorie de C'xC et que l'appli
cation (g,f)->gif, où (g, f)€£l*el est un foncteur de (eA*eA). 
vers C\ Ceci prouve que (C1, C ) est une catégorie double. 

PROPOSITION 10. — Si (C, (3l) est une catégorie double, on a 

En effet, soit puisque a' et [3* sont des foncteurs de CA vers C1, 
on a les relations 

Par suite (e;,)A= (e1)!. Si zeejnei, on trouve 

3 
DÉFINITION 11. — La classe (<3'0)A sera appelée classe des sommets de la 

catégorie double (C, CA) et désignée par le symbole C00. 
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D'après ce qui précède, si (C\ C1) est une catégorie double, les condi

tions suivantes sont vérifiées : 
(a) C est une catégorie. 
(b) (3L est une catégorie. 
(c) CL et (3" (resp. a1 et P1) sont des foncteurs de CL vers (3l (resp. 

de C vers C). 
(d) Axiome de permutabilité : Si les composés (g'. g) 1 (f .f) et 

(g'i F). (g i f) sont définis, on a 

(e) e 1 * ^ 1 est une sous-catégorie (c?1*̂ 1)' de (Tx<3* et r application /> 
est un foncteur de (£lit(Siy vers C. 
(f) <2'*(5* est une sous-catégorie ((3**6')A de (3lXCl et l'application x* 

est un foncteur de ((Z'+C)1 vers C1. 
(g) (T"0 (resp. C-J;) est stable relativement à 1 (resp. à .). 
(h) Si les composés g. g, f .f, g'± f et gif sont définis, alors 

et 
sont définis et égaux. 
(i) Pour tout fSC, on a 

THÉORÈME 5. — Soit (3 une classe munie de deux lois de composition . 
et i; pour que (C, C1) soit une catégorie double, il faut et il suffit que l'un 
des trois systèmes d'axiomes suivants soit vérifié : 

(1) (a), (b), (c), (d)/ 
(2) (a), (b), (e), (f), (i). 
(3) (a), (b), (g), (h), (i). 
Démonstration. — Montrons que le système d'axiomes (i) entraîne 

que (C, est une catégorie double. Soient z^C\ et z'' €(3*0; si z'' l z 
est défini, comme a* est un foncteur, on a 

a1 et $L étant des foncteurs, on a a1 (z') €(3*0 et (31 [z) €<2*0; par consé
quent, C0 est une sous-catégorie de CL. Pour tout on a 
a'(ai(/l) = ai(a*(/l) puisque a' est un foncteur; de même les autres 
relations de l'axiome (i) sont aussi conséquence de l'axiome (c). Soit 
(f\ f) de (i) résulte 
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et d'une manière analogue, on trouve 

Soit * tel que et d'après (c) : 

donc (g'i /*', g i f) € C T * C. On en déduit que est une sous-
catégorie de £lx£l. Par ailleurs : 

entraîne (g .g, / ./j€C^A*CA et, en vertu de (d), x est un foncteur 
de (C,'*(5*)1 vers £l. Par suite (C, C1) est une catégorie double. 
— Supposons le système d'axiomes (2) vérifié; si z"€S(5"0, on a 

1 si z'"€(?'0 et si (z\ z") € C*1* £l, le foncteur x' applique l'unité (z'", z") 
de (C'i*C,i)' sur (z''n')€^; par conséquent C*, est une sous-catégorie 
de £1. Si zA€t5A, on a 

Soit (g, f)€£l*£l; en vertu de (e), on a (a"(g), a*̂ )) €C*A*£A et 

c est-à-dire a*, et pour la même raison p, sont des foncteurs de (TA vers (̂())A. 
En tenant compte de (/), ceci démontre que (£\ £l) est une catégorie 
double. 
— Enfin, supposons vérifié le système d axiomes (3). Soit (g, f) € t?A* £l ; 

comme précédemment, on prouve que (i) entraîne (^"(g), 7-'(f)) € C T A * C?A; 
en vertu de (h), le composé (gif), (y.'(g) 1 % (f)) est défini et, puisque £\ 
est stable relativement à 1, on trouve 

On en déduit que l'axiome (c) est vérifié; de plus l'axiome (h) entraîne (d) ; 
donc le système d'axiomes (1) est vérifié et ((?*, £L) est une catégorie 
double en vertu du début de la démonstration. 
Remarque. — i° Si tous les éléments z\ 1 z\, où z] € £[ (resp. zA.zA, 

où zA€(5A) sont réguliers [3 a] dans (5* (resp. dans <5A), les seuls axiomes (a), 
(b), (h), (i) entraînent que (£', £L) est une catégorie double. En effet, 
de (h) et (i) résulte 

d'où 

Ceci prouve que (g) est vérifié. 
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2° Bien que les lois de composition . et i aient des propriétés symé

triques, il sera plus commode de supposer que la donnée de la catégorie 
double (C, C1) comprend aussi Tordre dans lequel on considère les lois 
de composition; donc (C°, CL) signifie : C est la catégorie qui est struc
turée dans &* par C1. 
Une souscatégorie double de la catégorie double ((3", C1) est une sous

classe Ci de C, qui est une souscatégorie de C et une souscatégorie 
de C1. Alors (C], C\) est une catégorie double. 
Un foncteur .̂ structuré sera appelé foncteur double. Par définition un 

foncteur double F = ((C\, (3f), F, (C, C1)) est défini par une appli
cation F de C vers CL telle que (C], F, C) et (Cf, F, C1) soient des fonc
teurs. D'après le théorème 1, les foncteurs doubles forment une catégorie 
d'homomorphismes («5% p̂ , 3*, ^v), où 

d'après le théorème 2, ils forment aussi une catégorie d'homomorphismes 
Pi, ^v), où 

Catégories doubles de quadruplets. — Soient Cy et C2 deux catégories 
ayant même classe d'unités A. Soit • (C2, (5,) la classe des quadruplets 
if' /",, f„ A), où /•,€£,, f,eeh £ = i, 2, 

Sur •((?!>, on définit les deux lois de composition : 
si, et seulement si, 
si, et seulement si, 

DÉFINITION 12. — La première des lois de composition sur • ((52j C.Y) 
définie cidessus sera appelée multiplication longitudinale, la seconde, 
multiplication latérale. 1 

PROPOSITION 11. — • (<32, C\), munie des multiplications longitudinale 
et latérale, est une catégorie double. 
La catégorie longitudinale sera notée fu (C2, CA. la catégorie laté

rale les applications source et but dans ces catégories seront 
désignées par a^et (3̂3, resp. par ce et ¡3 . La classe des sommets de la 
catégorie double • (C2, Ci) s'identifie à A. 

DÉFINITION 13. — Étant données deux catégories doubles (C, C1) et 
(C\, <3f), on dira que (C\, Cf) est une catégorie double quotient de (C°, C1) 
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s'il existe une relation d'équivalence p sur C telle que C\ (resp. Ct) s'identifie 
à la catégorie quotient [3 e] de C (resp. de C1) par p. 
En particulier, le résultat suivant résulte d'un théorème de [3 a]. Soit TI 

un foncteur double d'une catégorie double (C, C1) sur une catégorie 
double (C\, (5A). Soit la relation d'équivalence définie sur C par 

1 

si, et seulement si 

Pour que (C\, s'identifie à la catégorie double quotient de (C\ CL) 
par p,:, il faut et il suffit que TC vérifie les conditions : 

(1) Si gi.fi est défini dans C\, il existe g€<2 et f&£ tels que g.f soit 
défini, g! = it (g) et f, == TÎ (f). 

(2) Si giifi est défini dans il existe gG£ et fÇ-£ tels que gi/ 
soit défini, g., = 71(g) et f, = r.(/"). 

THÉORÈME 6. — Une catégorie doublé (C, £l) admet pour catégorie doublé 
quotient une sous-catégorie de la catégorie doublé • (C\, où £'0 (resp. (5A) 
est muni de sa structure de sous-catégorie de £l (resp. de £'). 
En effet l'application 

est un foncteur double de £ vers • (C0, C1) vérifiant les conditions 
ci-dessus. 

DÉFINITION 14. — Avec les notations précédentes, l'élément c(f) sera 
appelé cadre de f dans £. 
Soit £ une catégorie. Rappelons [3 a] qu'un quatuor de £ est un quadru-

plet (fl,/n f*, jTa)€ • (C, e) tel que 

Soit • (3 la sous-classe de • (6, £) formée des quatuors de £. 

PROPOSITION 12. — • £ est une sous-catégorie double de • (£, £). 
Soit F = (Ci9 F, C ) ^ f P ; ce foncteur se prolonge en un foncteur double 

où • F est l'application définie 
par 

fit; 
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L'application • : F -> • F est un foncteur de &* vers Nous dési

gnerons par Q3 (resp. y ) le foncteur de & vers 3* : 

où(C4, F, e)€^.Pour tout(3€̂ 'o, soit i{C) l'équivalence de[J1 ̂  sur R g 
définie par 

1 

Nous désignerons par t l'application C -> c((3). 

PROPOSITION 13. — 4̂t>ec ¿65 notations précédentes, est une 
équivalence naturelle dans 

Dans la construction précédente, on peut remplacer • C par la catégorie 
double • (C, C) et la proposition 13 serait encore valable. 
Soient C\ une catégorie et ((5*, C1) une catégorie double; soit ff(C\C\), 

la classe des foncteurs de C\ vers C. 

PROPOSITION 14. — 3*(C, C\) est une catégorie pour la loi de compo
sition ($', <I>) -> où <ï>'i <!>(/*) = <S>'(f) i<b(f) si, et seulement si, 
<!>'(f) i<b(f) est défini pour tout f G d. 
Cette proposition résulte de l'axiome de permutabilité ; l'unité à droite 

de <ï> est le foncteur a1 <I>, son unité à gauche, le foncteur (31 <ï>. 

Remarque. — Si $ est un foncteur double de (C\, C?1) vers (C', C1), 
a1 $ n'est plus un foncteur de C\ vers C1, donc la classe des foncteurs 
doubles de ((?', C*1) vers ((2*, C1) ne s'identifie pas à une sous-catégorie 
de 3*(C', C\), contrairement à ce qui a été énoncé dans un corollaire 
de [3 e}. 
La définition d'une transformation naturelle (©', T, O) d'un foncteur o 

vers un foncteur z>' conduit immédiatement au théorème suivant (pour 
les notations, voir [3 d]) : 

THÉORÈME 7. — Soient C et C deux catégories; la catégorie longitu
dinale dX[C', C) des transformations naturelles entre foncteurs de C vers C 
s'identifie à la catégorie ̂ ( R C), en identifiant la transformation natu
relle (©', T, 9) au foncteur <E>€^r(R C, C) tel que 

pour tout /€ C 
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Inversement & ( C, C) s1 identifie à la transformation naturelle 
fa', T, 9), où 

et 
pour tout 

1+ 

Ce théorème montre que si [C\ C ) est une catégorie double, un fonc-
teur 4> d'une catégorie T vers C peut être considéré comme une trans
formation naturelle généralisée de a1 $ vers j3A Nous verrons plus 
loin (§ III) une autre généralisation de la notion de transformation natu
relle, à savoir la notion de quintette [3e]'. 

5. CATÉGORIES JI-UPLES. — D'après le théorème 2, la catégorie des 
foncteurs doubles est une catégorie d'homomorphismes (JTt, p# p~9, 3% 
au-dessus de Jït. Nous verrons au n° 7 que cette catégorie d'homomor
phismes est résolvante à droite et à produits finis. Par suite, on peut 
définir des foncteurs -̂structurés et plus généralement poser la défi
nition : 

DÉFINITION 15. — Soit 5*[n~l] la catégorie des foncteurs (n—i)-uples 
considérée comme catégorie d'homomorphismes au-dessus de Dït. Une caté
gorie 3*[n~1]-structurée sera appelée catégorie n-uple, un foncteur -struc
turé, foncteur ra-uple. Une catégorie i-uple est une catégorie double. 
D'après le théorème 13 et le corollaire 2 du théorème 14, si fF[n~i] est 

une catégorie d'homomorphismes à produits finis, résolvante à droite 
au-dessus de OXi, il en est de même pour 5*[n] = ïF["-l] = catégorie des 
foncteurs cF1""-1 ̂structurés, ce qui justifie la définition par récurrence. 
Du théorème 13, il résulte aussi que si (€li)i^n et (£Ti)/̂ n sont des caté
gories n-uples, alors la classe £x C, munie des lois de composition (I.) X (T/) 
où i ̂  n, est une catégorie n-uple. 

THÉORÈME 8. — Soit £ une classe et soient I,, où i ̂ n , des lois de compo
sition sur £ telles que Cli soit une catégorie. Pour que {£Li)i^n soit une caté
gorie n-uple, il faut et il suffit que les conditions suivantes soient vérifiées : 

(1) Soient ce1 et (3' les applications source et but dans C1' ; alors a' et ¡3' 
sont des foncteurs de Cli vers C1', pour tout i ̂ Ln et tout j ̂ .n, j ̂  i. 

(2) .Si les composés (g' ±t g) if (f itf) et {g'1,-f') I*(g ijf) sont définis, on a 
OU et 2 

Démonstration. — Supposons le théorème démontré pour une catégorie 
m-uple, où m <^~n—1, et montrons-le pour une catégorie n-uple. Soit 
(CAl, (CAi)2̂ n̂) une catégorie n-uple. Par hypothèse a1 est un fonc-. 
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teur (n—i)-uple. Soit e4€£Al; on a a''̂1) € eAl, puisque (5Al est par 
définition une sous-catégorie (n—i)-uple de la catégorie (n—i)-uple 
(̂ Ai)ŝ n̂- Supposons gitf défini; puisque la classe <2A£*(2Ai des couples 
composables relativement à î* est une sous-catégorie (n—i)-uple de la 
catégorie-produit (^^/^nX^1')^^,,, le composé (a'(g)) 1. (̂ (f)) est 
défini; du fait que l'application 

est un foncteur (n— i)-uple, on déduit 

d'où 

Ceci prouve que a' est un foncteur de Cli vers (3Al; par conséquent, 
la condition (i) du théorème est vérifiée. La condition (2) résulte de ce 
que xAl est un foncteur (n— i)-uple. — Inversement supposons les condi
tions (1) et (2) du théorème vérifiées. Comme a' est un foncteur de €A/ 
vers C1', si j i, on a 

où 
et 

où < et 
donc CAl est une sous-catégorie (n—i)-uple de (Cli\̂ t̂ n. Nous allons 
démontrer que (CAl)*(CAl) est une sous-catégorie (n—i)-uple 
de la catégorie (n—i)-uple produit (^O^^X (^X^^»- Sup
posons (g, f) € * (̂ Al)j puisque a' est un foncteur de £l 
vers Cl\ on a 

donc (a'(g), a'-(f))€(eA0*(eA0; de même (P'(g), P{f)) € (eAl) * (CH). 
Supposons de plus (g', f) € (̂ Al) * (̂ Al) tel que g'i.-g et /"i,/> soient 
définis pour tout 2 ̂  i ̂  7i. On trouve ,,, 

par conséquent 
poul

et (̂ Al) * (̂ Al) est une sous-catégorie. Il ne reste qu'à montrer que x' 
est un foncteur (n— i)-uple. On a 
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comme 

le composé (g'ii/') i,f) est défini; la condition (2) entraîne 
1 

Ceci démontre le théorème. 

2 
Soit une catégorie rc-uple. Désignons par A1... A''' un fonc

teur {n — p)-uple tel que, pour tout j ̂  p, on ait 
Y^LIJ^LN, IJŶ IJ, si JY^J' et ALJ — A'J ou 

Un tel foncteur est invariant par toute permutation de l'ensemble 
(¿1, . . ., i,) en vertu de l'axiome de permutabilité [condition (2) du théo
rème 8]. L'image de fGë par un tel foncteur A'1... A'/' est appelée 
(n — p)-face de f. Les o-faces seront appelées sommets de f; la classe des 
sommets de (5 est la classe | Les 1-faces seront appelées arêtes 
de e. 

3 
Remarques. — i° Soit (y,, . . ., y„) une suite de foncteurs telle que 

y,- = a', 3' ou Id, et y, = Id pour exactement p indices i. Pour tout f€<-?, 
la famille (y,. . . y,, (/"))..., r„, sera appelée (n — p)-cadre de f, noté 
CN-,, (f). En particulier, les (n—1)-cadres forment une catégorie n-uple, 
la loi de composition i, pour tout i n, étant définie par 

4 si, et seulement si, f tf est défini. Cette catégorie 71-uple est une catégorie 
n-uple quotient de (c*1')̂  /;. 

20 Soit Cl une catégorie. Par récurrence on peut définir une catégorie 
M-uple (C? " ) f"l„ dans laquelle tout élément s'identifie à son 1 -cadre : 

5+ 
par récurrence on montre que, pour tout i ̂  (n— 1), il existe une bisec
tion zln de C[n] sur • (e[/'-1])i;); la loi de composition sur C["] 
est l'image réciproque par eln de la multiplication longitudinale sur tln (C["]). 
La loi de composition i„ est définie par 

si, et seulement si, h! y h\ k' 0 k', k Q k et h |—\h sont définis dans 
|=| ((e"-11)11, (ei,t-1J)Al). La catégorie n-uple (£["])hn admet pour sous-caté
gorie n-uple la classe définie par récurrence par 
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En particulier 

3° Soient £p = {£ji^p une catégorie p-uple et £n — \£ )i^n une caté
gorie ra-uple. La classe 3*(C,l9 £y>) des foncteurs p-uples de Covers {£Li\̂ P 
est une catégorie (n — p)-uple pour les lois de composition i,, où 
p < j ̂ .(n — i), définies par 

si, et seulement si, <&'(f) ifëif) est défini pour tout fs£. En particulier, 
si p = i, la classe des foncteurs de £Li vers £Xl est une catégorie 
(n— i)-uple. Si p = (n— i), la classe des foncteurs (n— i)-uples de lf„_, 
vers (̂A,')/̂«-i est une catégorie. Un élément (ï> de cette catégorie peut 
être considéré comme une transformation naturelle généralisée du fonc
teur (n— ï)-uple a1" <ï> vers le foncteur (n— i)-uple 31" <1>. 1 

PROPOSITION 15. — Pour qu'une catégorie n-uple (c1).̂ , < J soit 
un groupoïde c > "~ l]-structuré, il faut et il suffit que £L soit un groupoïde. 
Démonstration. — La condition est évidemment nécessaire; montrons 

qu'elle est suffisante. Pour tout /*€ £, nous désignerons par f 1 l'inverse 
de / dans le groupoïde £li. Il suffit de prouver que l'application f ~> f~"L 
est un foncteur (n—i)-uple de (<21')2̂/ /; sur \£li)±:11<tlll. Puisque a1 est 
un foncteur de £li vers £l\ on a 

pour tout 

où 2 i n. Puisque y. est un foncteur de £ * £ vers £ , on 
trouve 

donc l'application f -> f 1 est un foncteur de £ vers C1' pour i ̂ LI 
et (cf1', (̂ Ai)2̂ î «) est un groupoïde £F["~i]-structuré. 

DÉFINITION 16. — On appellera groupoïde n-uple une catégorie n-uple 
(£li)t̂ n telle que £Li soit un groupoïde pour tout i ̂ Ln. 
En particulier, il résulte de la proposition 15 que si ((T, £L) est un 

groupoïde double, alors Ì£\ £l) et £') sont des groupoïdes ̂-struc
turés. 2 
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6. STRUCTURES D'ORDRE SUR UNE CATÉGORIE. 

DÉFINITION 17. — On dira quune catégorie nuple [yjt^n définit un 
ordre nuple (*) si chacune des catégories Cli définit un ordre <, sur la classe 
de ses unités. 
Dans ee cas, la classe À des sommets de (&Li\̂ n est munie des n ordres 

induits par <7. Remarquons que la donnée de A et des n ordres induits 
ne détermine pas En particulier, soit une classe munie de deux 
ordres <4 et <2; soit A'0 (resp. A*) la catégorie des couples (E, e), 
où e <iE (resp. e <2E); la catégorie double • (A*, A*) est la plus grande 
catégorie double définissant un ordre double qui induit sur A les ordres <t 
et <2; ceci signifie que toute catégorie double définissant un ordre double 
induisant les ordres <4 et <2 sur A s'identifie à une souscatégorie double 
de •(A,Û, Aa). Ce résultat peut se généraliser au cas où l'on se donne 
n ordres sur la classe A. 

PROPOSITION 16. — Soit {£ JÎ N une catégorie nuple vérifiant la condition : 
Deux éléments de C ayant le même ensemble de sommets sont identiques. 
Alors (^O/^n définit un ordre nuple. 
En effet, la classe des sommets de f^C est identique à la réunion des 

classes des sommets de oillf et fiLif', par suite, si f et g ont même ensemble 
d'unités dans Cli, ils ont aussi même ensemble de sommets et f — g. 

1 Soit Ù la catégorie des homomorphismes entre classes ordonnées et 
(OTt, co, £2) la catégorie d'homomorphismes considérée au paragraphe I. 
(«711, to, 12, 11) est une catégorie d'homomorphismes à produits finis, résol
vante à droite. Le produit de (A, <) avec (A', <) est la classe ordonnée 
(AxA', <), dont l'ordre est l'ordre produit des ordres de A et de A'. 
Pour que (C\ <) soit une catégorie 12structurée, il faut et il suffit que 

les conditions suivantes soient vérifiées : 
(1) C est une catégorie et ((3, <) est une classe ordonnée. 
(2) f'<f entraîne a(f ) < a(f) et P(f ) < ${f). 
(3) Si l'on a f'<f, g' < g, et si g.f et g' .f sont définis, alors g' .f < g.f. 
Pour que (C, <) soit un groupoïde Ostructuré, il faut de plus que : 
(4) f < f entraîne f"1 < f~\ 
PROPOSITION 17. — Pour que (£', <) soit une catégorie Ùstructurée, 

il faut et il suffit quii existe une catégorie double (eT, e>A) vérifiant les 
(J) La notion d'ordre nuple est à rapprocher de celle de classe n fois ordonnée 

de Gantor [6]. 
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conditions suivantes : 
(1) e' s'identifie à 
(2) 'S1 définit Vordre < sur (S\ 

Démonstration. — S'il existe une catégorie double (xc>*, e> j vérifiant les 
conditions (1) et (2), posons (5" = (e>A)* et munissons (T de la rela
tion 1 f < f si, et seulement si, il existe k € 2> tel que 

et 
Si /*'< /*, on a 

et d'où 
de même fi(f') < ?*(̂ ). Soit g€C5 tel que g./soit défini; soit g'€C* tel 
nue a'.f soit défini et au'il existe If.eS avec 

et 

puisque cSA définit un ordre sur {jS*), les égalités 
et 

entraînent x's/c,) = jï"(/r); par suite /c,.A* est défini et Ton obtient 
donc 

Ceci montre que (c**, <) est une catégorie 12-strueturée. Inversement 
si 'cf*, <) est 12-structurée, soit la catégorie des couples (E, e), où e€Cf',, 
E€^"u et e < E. La classe cS des quadruplets ((E,, e,), /*, f\ (E, e)), 
où /"< f, x(f') = e, ?(/*') = e„ a(Z') == E, $(f) == Et, forme une sous-
catégorie double de • (0, C ) vérifiant (1) et (2). 
Soit II' la sous-catégorie de 12 formée des homomorphismes stricts, 

c'est-à-dire des triplets ((A', <), h, (A, <)) tels que les relations z' < z 
et h(z') = h (z) entraînent z = z'. 

DÉFINITION 18. — U n e catégorie l\ (12', £1)-structurée sera appelée caté
gorie ordonnée; un groupoïde 'Ô((û\ Ô'), ù)-structuré sera appelé grou
poïde strictement ordonné. 
Pour qu'une catégorie 12-structurée ('f, <) soit une catégorie ordonnée, 

il faut et il suffit que les conditions 
et 

entraînent f ' = f. 1 
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PROPOSITION 18. — Un groupoïde Cistructure (£', <.) est une catégorie 

ordonnée. 
En effet, soient gE£ et g'€C* tels que 

et 
On a 

On en déduit 
et 

Donc 
et 

PROPOSITION 19. — Pour quun groupoïde Ûstructuré ((5*, <) soit un 
groupoïde strictement ordonné, il faut et il suffit que la condition suivante 
soit vérifiée : 
Pour tout f^C et tout e < %(f), il existe au plus un f'^£ tel que f'<f 

et 0L(f) = e. 
Pour que (£', <) soit un groupoïde strictement ordonné, il faut et il 

suffit qu'il existe une catégorie double (2T, e?1) vérifiant les conditions (i) 
et (2) de la proposition 17, que C soit un groupoïde et qu'on ait : 
(3) Les relations /c€$, f3x(/c) = (̂/c') et a (A) = a (k') 

entraînent k — k'. 

DÉFINITION 19. — On appelle catégorie (resp. groupoïde) fonctoriellement 
ordonné une catégorie (resp. un groupoïde) C muni d'une relation d'ordre 
vérifiant la condition : 

1 
(1) L'application qui associe à la classe des éléments ff<Cf est un 

foncteur généralisé [3 al de £ vers £. 

2 
D'après une proposition de [3 a], un groupoïde fonctoriellement ordonné 

est aussi un groupoïde strictement ordonné. 
PROPOSITION 20. — Pour que (£', <) soit un groupoïde fonctoriellement 

ordonné, il faut et il suffit que £' soit un groupoïde et quil existe une catégorie 
double (eT, S1) vérifiant les conditions (1) et (2) de la proposition 17 ainsi 
que la condition : 
(3') Soient f C § î et z€$"0 tels que a(fl) = $l(z). Alors il existe un et 

un seul /c€e> tel que 
et 
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Démonstration. — Les conditions sont nécessaires en vertu de la propo

sition de [3 a] citée ci-dessus. Inversement supposons donnée une caté
gorie double (e>*, e>A) vérifiant les conditions (i), (2) et (3'); alors, d'après 
la proposition 18, (C, <) est un groupoïde ordonné. En tenant compte 
des conditions (1) et (2), la condition (3') signifie que si fS<£, e€<2'0 
et e < <*(/*), il existe un et un seul f'G(5 tel que f < f et GC(f) = e. 
En particulier, les relations 

1 

et entraînent d'où 
Soit d < g.f. Par hypothèse, il existe /c€ïe> et k' €e> tels que 

et 

Il en résulte 

Soit 12" la sous-catégorie de Ù formée des triplets ((A', <), h, (A, <)) 
tels que h vérifie la condition : 
Si e < h (z), il existe z < z avec h (z') = e'. 

PROPOSITION 21. — Pour que (£', <.) soit un groupoïde foncto-
riellement ordonné, il faut et il suffit que (C, <) soit un groupoïde 
Ù((Ù' n O", Û' n Ô"), Déstructuré. 
Ceci résulte de la proposition 20. 
Soit J0 la sous-classe de 120 formée des classes inductives [3 a], c'est-

à-dire des classes ordonnées (A, <) telles que toute sous-classe majorée 
admette une borne supérieure, appelée agrégat. Soit J la sous-catégorie 
de Ù formée des applications inductives entre classes inductives [3 a], 
c'est-à-dire dont les éléments sont les triplets ((Ar, <), h, (A, <)) tels 
que h vérifie les conditions : 

(1). z'< z et z"< z entraînent h(zC\z') — h{z)f\h{z'), où zC\z' désigne 
la borne inférieure, ou intersection, de z et z' dans A. 

(2) Soit C une sous-classe majorée dans A et soit U C son agrégat 
dans A; on a 

2 

(JÜ, co, 3, Jflß) est une catégorie d'homomorphismes à produits finis 
résolvante à droite. Une sous-structure de (A, <) dans Ö est une partie 
sous-inductive faible [3 a] de A. Toute sous-structure dans J étant 
a fortiori une sous-structure dans 12, une catégorie «̂ -structurée est aussi 
Û-structurée. 

3 
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Pour que (C\ <) soit une catégorie J-structurée, il faut et il suffit 

que (£, <) soit une classe inductive et que les conditions suivantes soient 
vérifiées : 
(Ii) Les relations f'< f et /""< /"entraînent 

(L) Les relations /*,< f, où i€Ï, entraînent 

(I3) Les relations GI< G,f<< f, où ¿€1, (g,, fi)eem + E et (g, fl€C"*e' 
entraînent 

PROPOSITION 22. — Soi£ (C, <) une catégorie 3-structurée; soient g et f 
deux éléments de £ ; soit H la classe des éléments g . f tels que g < g et f < f. 
Alors la classe H admet un plus grand élément. 
Démonstration. — Soit <( g, f > la classe des couples (g, f) tels que 

et 
Soit G la classe des g' tels qu'il existe (g', f')G<̂ g, f); soit F la classe 
des f tels qu'il existe (g, /*')€<( g, La classe a (G) est alors égale à 
la classe P(F). D'après la condition (2), la classe G, majorée par g, admet 
un agrégat U G < g tel que a(U G) = U a (G). De même F admet un 
agrégat U F < ftel que (3(U F) = U P(F). Par suite, a (U G) = (î(U F) 
et ( U G).( U F) est défini; comme ( U G). ( U F) appartient à H, on trouve 
U H = (U G).(U F). 
DÉFINITION 20. — Avec les conditions de la proposition 22, le plus grand 

élément U H de H sera noté gf et appelé pseudo-produit de g et f. 
Remarquons que la loi de composition (g, f) -> gf, partout définie, n'est 

pas forcément associative. 
PROPOSITION 23. — Soit (£\ <) une catégorie 3-structurée; le pseudo-

produit (g, f) -> gf vérifie les conditions suivantes : 
(1) Soient g&e, g'ee, f^C et f^C tels® que g'<g et f'<f. Alors 

on a g'f < gf. 
(2) Soient g€£ et fG£; on a 

et 
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(3) Soient s€(5o et S^C0 tels que s < S; on a 

En effet les conditions (i) et (2) résultent de la définition du pseudo
produit. Supposons s < S dans C0. On a a(Ss) < s. De plus s. s < S s, 
donc 

et 
De même 

En utilisant les sous-catégories Ù'. et Ù" de Ù définies plus haut, posons 
et 

Les éléments de 3' sont les applications inductives strictes [3 a]. La sous-
catégorie 3' de 3 contient le groupoïde des éléments inversibles de 3 et 
vérifie la condition (<r) de la proposition 10 (§ I), puisque toute restriction 
d'une application inductive stricte est une application inductive stricte. 
J" contient aussi 3 f}Q, mais 3" ne vérifie pas la condition (a). Les sous-
catégories 3' et 3" de 3 sont stables par produit (mais ce ne sont pas 
des catégories d'homomorphismes à produits finis au-dessus de JTL). 

DÉFINITION 21. — Une catégorie 3(3', 3)-structurée sera appelée caté
gorie inductive; si (C, <) est une catégorie inductive, un élément f tel 
que f < f sera dit induit par f. 

THÉORÈME 9. — Soit C une catégorie et ((5, <) une classe inductive. 
Pour que (C, <) soit une catégorie inductive, il faut et il suffit que soient 
vérifiés les axiomes (L) et (L>) ainsi que les axiomes : 

(L) Les conditions g < g, /"'</*, ( g , * e * et (g', f) * £' 
entraînent g', f <. g.f. 
(I'4) Les conditions g'< g, a(gr) = a (g) et P(g') = fi (g) entraînent g — g. 
Démonstration. — Les conditions sont évidemment nécessaires. Montrons 

qu'elles sont suffisantes, c'est-à-dire qu'elles entraînent l'axiome (I;{), dont 
nous reprenons les notations. Comme on a 

le composé h = (gL H gj)>{FT Ci FJ) est défini et, en vertu de (I,), on a 

Puisque gi.fi < g.f et gj.fj < g.f, en utilisant (L), on trouve 

et 
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De l'axiome (I.) on déduit alors 

On démontre d'une manière analogue la deuxième relation de (I3). 
COROLLAIRE 1. — Pour que (C, <) soit une catégorie inductive au sens 

de [3 c], il faut et il suffit que (C, <) soit une catégorie J (*?', J")structurée. 
En effet les conditions (I4), (L>), (I'.) et (IJ signifient que (C\ <) vérifie 

tous les axiomes d'une catégorie inductive au sens de [3 c] à l'exception 
de l'axiome : 
(I,) Si k < g.f il existe g < g et f < ftels que /c = g .f \ l'axiome (I'.,) 

est équivalent à la condition ((£', <), x', <))€«?". l 

COROLLAIRE 2. — .Dans ime catégorie inductive au sens de [3 c], ifei&r é/é
ments quelconques ont un pseudoproduit et la loi de composition (g, f) gf 
est associative. 

Remarque. — Dans la suite de cet article, nous verrons que les caté
gories cU'№")structurées telles que et vérifient la condi
tion (<J) de la proposition 10 ( § I) jouissent de nombreuses propriétés. 
C'est cette raison qui a motivé la nouvelle terminologie employée ici, car 
la classe des catégories inductives au sens de la définition 21 est plus stable 
pour certaines opérations que la classe des catégories inductives au sens 
de 13 cl. 

PROPOSITION 24. — Soit (cT, <) une catégorie inductive; soient f 
et f € C5 tels que /"'</'; alors on a 

Démonstration. — En utilisant la proposition 23, on trouve 

et 

Posons /"' = [3(/*') (/oc (/*')) ; comme f'< f", on a 
et 

Il en résulte 
et 

Puisque [¡3, a] est une application inductive stricte, les relations 
et 
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entraînent f — f". On montre de même l'égalité 

COROLLAIRE. — Soit (C, <) une catégorie inductive; les conditions 
et 

entraînent 

PROPOSITION 25. — Soit (C, <) une catégorie inductive. Pour que (C, <) 
soit une catégorie 3(3', 3")-structurée, il faut et il suffit que le pseudo
produit (g, f) -> gf soit associatif. 

Démonstration. — La condition est nécessaire d'après le théorème 9 
et son corollaire. Si elle est vérifiée, soit k < g.f; en vertu de la propo
sition 24, on a 

en utilisant l'associativité du pseudo-produit. De la définition du pseudo
produit, il résulte 

où G est une classe majorée par (?(/c)g) et F une classe majorée par (fe(k)), 
donc U G < g et U F</. Ceci démontre que l'axiome (L) est vérifié. 
Soit (cT, <) une catégorie J-structurée. Soit (3l la classe des tri

plets (S', f, S) tels que 
et 

Munie de la loi de composition 

si, et seulement si, 
et 

C1 est une catégorie; les unités de Cf sont les triplets (S, e, S) où ê C'n 
et e < S. L'application f -> ($(f), f, a(/")) identifie C à une sous-catégorie 
de C. 

PROPOSITION 26. — Avec les notations précédentes (C1, <) est une caté
gorie 3-structurée, la relation d'ordre étant définie par (S',, fi, Si) < (S', f, S) 
si, et seulement si, S', < S', Sj< S et fL < f. Si (C, <) est une catégorie 
inductive [resp. 3 (3', 3")-structurée], (C\ <) est une catégorie inductive 
[resp. 3(3', 3")-structurée]. 
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1 Démonstration. — Supposons pour tout 
i € I ; on a 

2 et 

d'où 
et 

et 

Ainsi les conditions (I4) et (L>) sont vérifiées. Soit 

tel que gt.fi et g ./soient définis; comme gi.fi< g.f, on a aussi g\. f < g.f. 
Des relations 

on déduit 

et 

3 Donc {C, <) est une catégorie J-structurée.—• Si (C, <) est une catégorie 
inductive, les conditions 

et 
entraînent 

et d'où 
Ainsi l'axiome (I'J est également vérifié dans (C1, <). — Enfin si (C\ < ) 
est une catégorie J ( J', J")-structurée, soit 

comme 
où g'<g et 

on trouve 

par suite, (C1, <) est une catégorie J")-structurée. 
COROLLAIRE. — Si (C, < ) est un groupoïde J-structuré, alors (C1, < ) est 

un groupoïde J-structuré. 
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En effet, la condition (S,, fA, S4) < (S', f, S) entraîne 

FR'<F~\ d'où (SJf.S'.XfSJ-'.S'). 
DÉFINITION 22. — Avec les notations précédentes, la catégorie (resp. le 

groupoïde) 3-structuré (£l, <) sera appelé catégorie des homomorphismes 
locaux (resp. groupoïde des isomorphismes locaux) associée à la catégorie 
(resp. au groupoïde) 3-structuré (£', <). 
Remarque. —- La classe Cl peut aussi être munie de la loi de composition 

(S", /', S'J ) i (S', /, S) = (S", /'/, S) SI, et seulement si, S' = S,', 
où f'f désigne le pseudo-produit de f et /"dans (C\ <). Soit -< la relation 
d'ordre définie sur Cl par 
(Si»/iî Si) (S',/, S) SI, et seulement SI, S'^S^, S = S4 et /</• 
Une démonstration analogue à celle de la proposition 26 conduit à : 
PROPOSITION 26 bis. — Si (£', <) est une catégorie 3-structurée, alors 

(̂ C)1, < ) est une catégorie 3-structurée. 
Toutefois, même si (C, <) est une catégorie inductive, ((£1)1, <.̂ j n'est 

pas une catégorie 3(3', 3)-structurée. 
Soit C un groupoïde. Rappelons (voir [3 a]) que (£', <) est un grou

poïde inductif si ((?, <) est une classe inductive et si ((?', <) est un grou
poïde fonctoriellement ordonné. 

THÉORÈME 10. — Les conditions suivantes sont équivalentes : 
(1) (£', <) est un groupoïde inductif. 
(2) (C, <) est un groupoïde 3((3'Ç\3", 3'Ç\3"), 3)-structurê. 
(3) (C, <) est un groupoïde 3(3, 3' f\ 3")-structuré. 
Démonstration. — Les conditions (1) et (2) sont équivalentes d'après la 

proposition 21. Montrons l'équivalence des conditions (1) et (3). Un grou
poïde inductif est une catégorie inductive au sens de [3 c] ; du corollaire 1 
du théorème 9, il résulte que (£', <) est une catégorie 3(3, 3")-structurée; 
comme f <Cf entraîne f'~i < f~l, (C, <) est aussi un groupoïde 3(3, 3")-
structuré. De plus les relations 

g'.F^g.F, g'<g et /'</ 
entraînent 

«(/) = <*(/') et P(g') = P(g), 
et, en vertu de la proposition 20, g' — g et f — f. Ceci démontre que (C, <) 
est un groupoïde 3(3, 3' Ç\ 3")-structuré. Inversement, soit {£', <) un 
groupoïde 3(3, 3' Ci 3")-structuré. D'après la proposition 18 et le corol-

1 

2 
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1 laire 2 du théorème 9, (C, <) est une catégorie inductive au sens de [3 c]. 

Il ne reste qu'à prouver que les conditions g < e et eSC'0 entraînent g€<^. 
En effet, on a 

et 
c'estàdire, en utilisant la condition (L) : 

puisque 1 application x appartient à J , il en résulte 
d'où 

Des relations 
et 

on déduit, pour la même raison : 

Remarques. — i° Même si (C, <) est un groupoïde inductif, le grou
poïde (C, <) des isomorphismes locaux associé n'est pas un groupoïde 
inductif; en effet, les conditions e^C09 S€C^ et e < S entraînent 
(e, e, S) < (S, S, S), bien que (e, e, S) ne soit pas une unité de C. 
i° Pour qu'une catégorie inductive (<3*, <) soit fonctoriellement 

ordonnée (définition 19), il faut et il suffit que (C, <) soit une catégorie 
3")structurée, que ((5r, <), où Cy est le groupoïde des éléments 

inversibles de C, soit un groupoïde inductif et que <5y soit saturé par 
induction dans C Exemple : la catégorie des surjections. 2 

3 

7. THÉORÈMES GÉNÉRAUX SUR LES CATÉGORIES STRUCTURÉES. — Dans 
tout ce paragraphe, nous supposerons que la catégorie d'homomorphismes 
à produits finis (tJtl, p, T) est résolvante à droite. cU" et № désignent 
deux souscatégories de cf£ contenant T. 

PROPOSITION 27. — Pour que (C, s) soit une catégorie structurée, 
il faut et il suffit que les conditions suivantes soient vérifiées : 
(i) C est une catégorie, sG3t0 et p(s) = C. 
(i) On a (s, a, s) € d£ et (s, [3, s) € 3£. 
(3) Les conditions (sXs, t, s')Gcf£ et p(sf) = C'+C entraînent 

Démonstration. — Ces conditions sont nécessaires; en effet si s'ccsXs 
et p(s') = e'*(T, soit s"e3C0 tel que p(s") = C" * C et (sXs, t, s")€#t\ 
Par définition d'une sousstructure, on aura aussi (s', t, s") €E par 
suite, (s, x', s") € 3C. Montrons que les conditions sont suffisantes. D'après 
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l'axiome (R), le couple ((s, a, s), (s, t, s)) admet un pnoyau 5« <xs tel 
que p(s0) soit la classe des f^C pour lesquels f = a (f), c'estàdire 
p(sft) = £' Comme 

et 
on a aussi 

et 
ce qui prouve que l'axiome (1) des catégories ̂ structurées est vérifié. 
Soient pi et p2 les projections canoniques de p(s)Xp(s) sur p(s); on a 

et 
L'axiome (R) assure que le couple ((s, ap,, sXs), (s, [ip2, sXs)) admet 
un pnoyau s'ccsXs tel que p(s') = C'itC Donc ((5*, s) est une caté
gorie cX'structurée. 

PROPOSITION 28. — Supposons que vérifie la condition (?) (prop. 10, 
§ I). Pour que ((?', s) soit une catégorie cX(№\ K")  [resp. X((X', X'), №")} 
structurée, il faut et il suffit que les conditions suivantes soient vérifiées : 

(1) C est une catégorie: on a sG2C0 et p(s) = C. 
(2) On a (sXs, et 
(3) Si s'<xs X s et p(s') = C * C, alors (s, x, s') 
Démonstration. — Supposons que ((?", s) soit une catégorie №")

structurée. D'après la proposition 5, il existe ŝ vs tel que 1 
et 

En vertu de la proposition 3, on a s{)Xs0ocsXs donc, à l'aide de (a), 
on trouve SoXs{)xsXs dans et 

Ainsi les conditions (1), (2) et (3) sont nécessaires. — Montrons qu'elles 
sont suffisantes. Un raisonnement analogue à celui de la proposition 27 
montre que, dans cfC, il existe 

tel que 
et 

tel que 
Par suite l'axiome (2) de la définition 3 est vérifié. De plus, comme 
SOXSQ&SXS dans MJ, on obtient, en utilisant la condition (2) : 

Le cas №), dC)structuré se traite d'une manière analogue. 
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COROLLAIRE. — Si d£' et vérifient la condition (a), pour que (C, s) 

soit un groupoïde 2£ ((#£', &£'), 3£")structuré, il faut et il suffit que soient 
vérifiées les conditions (i) et (3) de la proposition 28 ainsi que les conditions : 

(2') On a (s, a, *)€ JC; 
(4) C est un groupoïde et Von a (s, j, s) € 2£9 où j désigne Vapplication 

En effet, les conditions sont évidemment nécessaires. Inversement si 
elles sont vérifiées, on a 

1 
donc la condition (2) de la proposition est aussi vérifiée. 

PROPOSITION 29. — Si &£' est stable par produit et vérifie la condition (a), 
alors 3£((2£', 2£'), 2£") est une souscatégorie pleine de X(Z£\ 2£"). 

2 

Démonstration. — Soit s € 9£0. D'après l'axiome (R), le couple ((s, pl9 s X s), 
(s, p2,sXs)), où pi et p2 sont les projections canoniques de p(s) X p(s) surp(s), 
admet un pnoyau sl̂ csXs tel que p(s*) soit la diagonale A de p(s)xp(s)
Supposons (C\ s)G3£((cX\ M'), cf£")0. Les relations 

et 
entraînent 

Puisque cK' vérifie la condition (a), on a 

d'où 
3 

4 
Par suite, (C, s) est une catégorie it£(№, №")structurée, ce qui démontre 
la proposition, car (s1, s)€T (voir théorème 12). 
Reprenons les notations définies au n° 2. 
THÉORÈME 11. et 

sont des catégories d'homomorphismes saturées audessus de $£. 
Démonstration. — Le seul point à démontrer est que les conditions 

et 
entraînent l'existence de (C\ s) tel que 

En effet, puisque & est saturé audessus de Jïi, il existe C tel que 
5 
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Soit s0<xs tel que p(s0) = C0. Comme s0 est un p-noyau (démonstration 
de la proposition 28), d'après la proposition 16 (§ I), il existe 

tel que 
on a alors p(.v<>) = C\. Comme contient T, on trouve 

où a et p désignent les applications source et but dans C0. Soit s' cesXs 
tel que p(s') = + En utilisant la relation 

la proposition 16 (§ I) assure l'existence de 
tel que et 

Par conséquent : 

Il en résulte 
et 

Si de plus on a (e*, S ) G § { № , №)N, on obtient 

où j et / désignent resp. les applications f f 1 dans C et dans (5\ Donc 

COROLLAIRE. et ( 
sont des catégories d homomorphismes. 
En effet, supposons vérifiées les conditions 

et 
Puisque ( JTl, p, T) est une espèce de structures, il existe st € №0 tel que 

et il résulte du théorème 11 qu'on a alors 

THÉORÈME 12 : 

et 
Ann. Éc. Norm., (3), L X X X . — FASC. 4. 52 
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sont des catégories d'homomorphismes saturées audessus de 
et 

sont des catégories d'homomorphismes et № s'identifie à une souscatégorie 
pleine de 2<? № ) , M"). 
Démonstration. — La première partie du théorème se démontre d'une 

manière analogue au théorème 11. Soit sG№lt et posons C = p(s). 
Munissons C de la loi de composition (triviale) : 

si, et seulement si, 
1 On a (s, a, s)€F, puisque a(/*) = /"pour tout D'après l'axiome (R). 

il existe s'oc sX s tel que p (s') = (T* C — diagonale A de CxC. Les 
relations 

et entraînent 
2. Par ailleurs : (s, pti, s') €•<)£, où p.x est la projection de p(s)Xp(s) sur p{s), 

Des égalités 
et 

il résulte 

Donc (C, s) est une catégorie <̂ ((F, F), restructurée. Enfin l'appli
cation 

3 st une équivalence de cK sur une souscatégorie pleine de ciCMZC , <?l! ), <?C ). 
THÉORÈME 13. — .Si #C e£ <7C" sont des souscatégories de cX stables 

par produit, les catégories d'homomorphismes («711, p$p, d£(3£'', c'C"), F), 
(jR, p^p, £ (¿1", cU7"), F§.) ci (m, p^p, Hë((cX', cW), 2£"), F') sont des 
catégories d'homomorphismes à produits finis. 
Démonstration. — Comme ÏÏ% et № sont des catégories d'homomorphismes 

à produits finis audessus de «711, pour vérifier que («711, p^p, F) 
est une catégorie d'homomorphismes à produits finis, le seul point à 
démontrer est que les relations 

et 
entraînent 

D'après la proposition 3, on a 
et 
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Puisque 

et 
on a aussi 

En vertu de la proposition 4 il existe 

avec 

d'où 

Par ailleurs, il existe s"oc (sX s) X (sX s) tel que 1 

Des propositions 4 et 7 résultent 
et 

cU7// étant stable par produit, des relations 
et 

on déduit 

2 Par suite, (<5'xë\ sXs) est une catégorie 2£")structurée. 
Remarque. — La démonstration de ce théorème se modifie aisément si 

l'on suppose que cH! est saturé audessus de DXi au lieu de supposer 
que (cTTl, p, 2C9 F) est résolvante à droite. En effet, dans ce cas, la propo
sition 15 (§ I) assure l'existence de s" oc (sX$)X (sXs) tel que 

et 
Ceci permet d'énoncer, en utilisant le théorème 3 : 

THÉORÈME 13 bis. — Si № est saturé audessus de OTt et si № et №" sont 
stables par produit, {0M,p&p, K"), F) et ( JII, ps p, 2C((№, BC"\Y') 
sont des catégories d'homomorphismes à produits finis, même si (011, p, T) 
nest pas résolvante à droite. 

THÉORÈME 14. — Supposons que &C' et №" vérifient la condition (a). 
Soit (C, s) une catégorie (resp. un groupoïde) №(#£', &£")structuré. Soit s ces 
tel que p (s) soit une souscatégorie (resp. un sousgroupoïde) C de C. 
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Alors (C, s) est une souscatégorie (resp. un sousgroupoïde) &£(&£', dt") 
structuré de (C\ s). On peut remplacer dans cet énoncé 3£(dt\ &C") par 
3C((3C, 2C)9 0£"). 

Démonstration. — En utilisant la condition (ci) et la proposition 3, les 
relations 

et 
entraînent sXs ccsXs et 

où a et p désignent les applications source et but dans C. Par ailleurs 
supposons 

et 
D'après la proposition 3 et le théorème 1 (§ I), on a 

et 
1 comme 

et 
on trouve (s, x", s')^X9 où x' est la restriction de x* à Donc (C\ s) 
est une catégorie №")structurée et 

Des relations 
et 

on déduit 
et 

d'où 
et 

Même démonstration pour les catégories №((№'9 №)9 №")structurées. 

COROLLAIRE 1. — Si et Bt" vérifient la condition (cr), les conditions 
suivantes sont équivalentes : 

(I) dans resp. dans et il 
existe s1 oc s tel que p($l) = 

(2) (C\ s) € &C(dt'9 &C")Q, C est une souscatégorie (resp. un sous

groupoïde) de C : s oc s dans &£ et p (s) = C. 
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En effet si la condition (1) est vérifiée, on a 

et 
donc 

et 
COROLLAIRE 2. — Si et vérifient (a), les catégories d'homomor

phismes je"), F), p, K'\ M"), r\J&, p, f, F^), 
(jR, p^p, 3e(0C, <?C"), r) ^ (JR, p^p, cX((2C', 2t\ M"), F) s<m* résol
vantes à droite. 
Ce corollaire résulte du théorème 14, de la proposition 14 ( § I) et du fait 

que (JR, p.7, ̂ , et (JR, p, T) sont résolvantes à droite. 
Remarques. — i° En général, (£', s) oc (C\ s) n'entraîne pas s ce s. 

Il en est toutefois ainsi lorsque (JR, p, T) vérifie la condition : 
Si (S, 1, «s')€̂ C, il existe 5 oc S tel que p(s) — p(s'). 
En particulier fF, J vérifient cette condition. 
20 Dans le théorème 14, l'hypothèse : JC et J(!" vérifient (0) est néces

saire. Par exemple, soit (CT, <) un groupoïde inductif; un sousgroupoïde 
de C qui est une sousclasse inductive faible de (C, <) peut ne pas être 
un sousgroupoïde inductif de (C, <). Une sousstructure de (C, <) 
dans 3(J, ô") ou dans JffJ'nJ", J'n«J"), <J) est un sousgroupoïde (5' 
de (2* vérifiant les conditions : 
(а) C est une partie sousinductive de ((5, <); 
(б) Si j T e ë , e€ë0, e < <*(/•), on a FEEË. 
3° D'après la proposition 14 (§ I), pour que SI) soit une sous

catégorie №(№, ciC)structurée de (C\ s), il faut et il suffit qu'on ait 
dans 

Dans la fin de ce numéro nous supposerons que est une souscatégorie 
de stable par produit et vérifiant la condition (cr). 
La projection canonique d'une classe produit evXe* sur et sera notée pL 

(ou éventuellement p pour éviter des confusions), i — 1,2. 
Soit (C\ s) une catégorie c/Cstructurée. En utilisant l'axiome (R) et la 

proposition 4, on peut construire les éléments suivants : 
(a) SO,oc SO X s tel que p(sa) soit la classe des couples (<*(/"),/1; on a 

et 

1 
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d'où 

et c'estàdire 
(b) s'a oc sX s0 tel que p(sx) soit la classe des couples (f, a (/")); on a 

(c) ŝ ocsoXs (resp. «¡4 oc s x So) tel que p(sa) [resp. p(s's)] soit la classe des 
couples (Mf),f) Tresp. (f, &(f))]; o n a 

et 
(d) ŝ â csoX (SQXS) tel que p(spa) soit la classe des couples ($(f), (<z(f),f))î 

on a 

PROPOSITION 30. — Soit s € cU'0 e£ soi£ i £a Zoi de composition sur p(s)Xp (s) 
définie par 

si, et seulement si, x\ — ,r'. 
1 Alors ((p(s)Xp(s))1, sXs) est un groupoïde №)structuré. 

Démonstration. — Posons p(s) = C. La classe des unités de (Cx.C) 
s'identifie à la diagonale A de € x C Soit s()<xsXs tel que p(s0) = A; 
on a (voir démonstration du théorème 12) : 

d'où 

Soit s Aoc(sXs)X(sXs), tel que 

alors 

où p\ sont les projections canoniques de (sXs)x(sXs) sur sXs et pi les 
projections canoniques de sXs sur s, i = i, i. Donc 

Enfin, il résulte de la proposition 4 qu'on a 
où 

Par suite, ((£x€)1, sXs) est un groupoïde 3C(T, OC)structuré. 

THÉORÈME 15. — Soient (C\ s) et (C\ s) deux catégories cl£(2£', ̂ struc

turées telles que C0= C0 et que les conditions s0ccs et p(s0) = C'Q entraînent 
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SO oc s. Alors il existe • (s, s) € <?C0 tei Çwe I (S, -.s)) et 
(5, «))• soient des catégories TF£(3C'9 3t)-structurées. 
Démonstration. — Un quadruplet appartenant à • \ C\ C) est identifié 

à un élément ((/", f ), (f, f )) € (e X ë) X (ëx e) tel que 

où a et P (resp. a et p) désignent les applications source et but dans (5* 
(resp. dans (3*). D'après la proposition 4, on a 

et 

où 

l'axiome (R) assure que le couple (/*/, A),-où 

et 

admet un p-noyau • («,$) tel que p(D(s, 5)) = • (C, C). Du théo
rème 13, il résulte, ((5x£)1 étant la catégorie considérée dans la propo
sition 30, que 

est une catégorie cU'(<?£', JC)-structurée. D'après la proposition 4, on a 

où 

En vertu de la proposition 16 (§ I), il existe S oc (sX s) X (sX s) tel que 

1 On voit que y'i est une équivalence de |T](<2', (3") sur une sous-catégorie 
de (exé,)ix(ë'xë*). D'après le théorème 14, (y'(Qj(e', ë')), S) est une 
sous-catégorie #(!)-structurée de Donc, en vertu du théorème 12, 

s, s)) est une catégorie &£)-structurée. Une démons
tration analogue montre qu'on a aussi 
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THÉORÈME 16. — Soit (£\ s) une catégorie ct£(2£'9 3£)\resp. 

cf£((3C', 9i')9 3C)]structurée. Il existe dsGcf£0 tel que et 
s) soient des catégories X(№9 c%)[resp. 9£((kfC'9 df), cf€)~]struc

turées. Si (C\ s) appartient à cf£)0 [resp. à X')9 3t)0]9 il en 
est de même pour et 

l 
Démonstration. — Supposons (£'9 s) € 3t(dC9 cfC)0. Un quatuor (h!f'9 f9 h) 

appartenant à {JC sera identifié à un élément .((A', f')9 (f9 h)) de • (£\ C) 
tel que h! .f — f .h. D'après la proposition 4, on a 

où 

Soit s'ccsXs tel que p(s') = £"* C; d'après la proposition 3, on a 

de plus s'Xs' est un pnoyau et la proposition 16 (§ I) assure l'existence de 
où 

En vertu de l'axiome (R), le couple ((s, x" pi Yi, S), (s9 x' p>}'i, S)) admet 
un pnoyau oc • (s, s) (voir théorème 15) tel que 

Par conséquent il résulte du théorème 14 que 
et 

2 sont des categories X(№ , structurées. Si de plus (£, s)€£/0, en dési
gnant encore par j l'application f > f'1 dans (39 les relations 

et 
OÙ 

entraînent où désigne l'application k > k 1 dans | 
Ceci prouve on a de même 
— Supposons (£>', s) € <K,[(8t'9 9C')9 3C)0 ; d'après ce qui précède, on a 

Soit : tel que p Soit [h l'appli
cation h > ((h9 ${h))9 (a(A), h)) de (3 sur les relations 

et 
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entraînent 

et d'où 

Montrons qu'on a En effet, soit 

Soit «i le p-noyau du couple 
l 

Comme piaA (DC) CplsA, on a, en vertu de la proposition 10 (§ I), 

Par ailleurs, on a 2 
et 

d'où a;j.a2€JC'. Puisque p(a3.a2) (p(«0) Cp(s?a), on trouve 

Finalement on obtient 

De même on prouve ( Donc 
3 

Pour la même raison, 

COROLLAIRE. — Il existe deux foncteurs et de la catégorie 2£ (3£f, 3£) 
resp. ((#€', 3C'), m , resp. 9t), resp. %((JC'9 2C'), 2C)\ vers elle-
même et une équivalence naturelle se projetant par p sur l équi
valence naturelle 

Démonstration. — Soit ((cT, s), g, ((5", s))€cHÎ; d'après le théorème 13, 
on a 

d'où 

Ann. Éc. Norm., (3), L X X X . — FASC. 4. 53 
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1 Comme g' il résulte de la définition de Os 

qu'on a 
c'està-dire 

Comme est un foncteur de 5* vers <s\ l'application 

est un foncteur de cH! vers №. De même 1 application 

est un foncteur de cf£ vers cK. 
Enfin, en vertu des propositions 4 et 7 (§ I), on trouve 

où 

et 

Par suite, 

et est une équivalence naturelle. De plus on a 

Remarque. — Avec les hypothèses du théorème 15, une démonstration 
analogue à la fin de la démonstration du théorème 16 permet de démon
trer : 

THÉORÈME 15 bis. — Si (cT, s) et (cf, s) sont des catégories /H!'), IHl)-
structurées, alors il en est de même pour (\J] (̂', £'), • (s, s)). 

Exemples. — i° Si ((T, s) est une catégorie topologique, (|Jĵ", Ds) est 
une catégorie topologique. 
2° Si (C, s) est une catégorie (resp. un groupoïde) ordonné, alors 

s) est une catégorie (resp. un groupoïde) ordonné. Si ((3*, s) est 
une catégorie inductive, est une catégorie inductive. 
3° Si ((3*, est une catégorie double, I est une caté

gorie triple, où C5_i désigne la classe U\C munie de sa structure de sous
catégorie de la catégorieproduit (̂ 1)4. Plus généralement, si ̂£LL)Î N est 
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une catégorie n-uple, alors est une catégorie n-uple et 

est une catégorie (n + i)-uple. En particulier, soit (3 une catégorie. Par 
récurrence sur n, on construit la catégorie n-uple : 

définie par 
et 

On obtient les formules 

où 
et 

le symbole désigne, en accord avec les conventions 
posées ci-dessus, la classe munie de sa structure de sous-
catégorie de la catégorie produit La catégorie n-uple 
est identique à la catégorie n-uple £> construite dans la remarque finale 
du n° 5. 
Rappelons que si (3' est une catégorie, on appelle catégorie des trios de C, 

notée la classe des triplets ((f, f), h) € (<3X C) X (3 tels que 
et 

munie de la loi de composition 
si, et seulement si, 1 

THÉORÈME 17. — Soit (C, s) une catégorie <?(!(J£', <**(!) - [resp. #£((№, 
№ ) , cfC)-]structurée. Il existe Z\sGcf£0 tel que (•(?*,•$) soit une catégorie 
cX(c%', M) - [resp. c%((X', cX'), cX)-]structurée; si (<?, s) é % (3C, on 
a aussi pe*, •s)€^(JC, X)0. 
Démonstration. — En utilisant la proposition 4, on voit qu'on a 

et 
où TI (fi, f.) = (A, fi)- Comme est la classe des éléments 
tels que 
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424 C. EHRESMANN. 
l'axiome (R) . assure l'existence de 3s oc (sX s) Xs avec p(3 s) = •(3*. 
Puisque • C est une sous-catégorie de (CX £)LX il résulte du théo
rème 14 et de la proposition 30 que p C , 3s) est une catégorie 
cf£(cf£', ci£)-structurée. Si de plus (C\ cf£)0, pour la même raison 
on a aussi (•£*, 3 s ) # e ) 0 . Si (e", s) est une catégorie 2£((2£', 
3£')9 <#)-structurée, il existe 3s0 °Os tel que 

Montrons qu'on a \3s09 a^, 3S)G3£'. En utilisant les propositions 4 et 7 
(S I), on trouve 

où 

et 
1 

L'axiome (R) permet de construire ŝ ocsXsi tel que p(s{) soit la classe 
des triplets (f, (rMh). h)) pour lesquels y.(f) — a (h). Des relations 

et 
on déduit à l'aide de la proposition 10 (§ I) : 

et 

Il en résulte 
et 

COROLLAIRE. — Soit (C, s) une catégorie 3£-structurée; on a 

où 

Si (C\ s) est un groupoïde ̂ -structuré, on a 

Démonstration. — En vertu des propositions 4 et 7 (§ I), on a 

où 
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Montrons que si de plus (C, on a aussi (•*, T *, •*) 
En effet, d'après la proposition 4, on a 

où 
Soit 

la proposition 16 (§ I) assure l'existence de s,oc s X ( s X s ) tel que 

En vertu du théorème 1 (§ I), on a 
où 

d'où 

comme ('.X*") (p(«i)) Cp(s'), on trouve 

D'après la proposition 4, on a 

où 

Il en résulte 
l et 

Donc 
et 

Remarque. — En général si (C, s) appartient à 0£(3£ , 3£ )„ il n en est 
pas de même pour (jjQC, \Js) et (•£', 3s). Toutefois, si 3C" est une sous-
catégorie de c(C stable par produit, vérifiant la condition (cr) et contenant <?C, 
on a : 

THÉORÈME 18. — .Si (C, s) appartient à dt(Bt', cX")Q, il en est de même 
pour et 2{ 
Remarque (ajoutée à la correction des épreuves) : Soit (C, s) une caté

gorie ̂-structurée et p une relation d'équivalence sur (3 telle qu'il existe 
uue catégorie quotient C/p de C S'il existe une structure quotient [3 é] s/p 
de s par p dans (Jït, p, T), en général (C/p, s/p) n'est pas une caté
gorie 3C -structurée. C'est pourquoi nous avons été amenés à définir plus 
récemment la notion de catégorie faiblement d£ -structurée, stable par 
passage au quotient (voir Structures quotient, act. polycopié, Paris, à paraître 
dans Comm. Mat. Helv.). 
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CATEGORIES STRUCTUREES *) 
III. QUINTETTES ET APPLICATIONS COVARIANTES 

par Charles EHRESMANN 

1. Catégorie double des quintettes. 1 
Les notations sont celles utilisées dans les paragraphes I et IL En particulier 

% est une classe de classes contenant avec une classe toutes ses sous-classes, avec 
deux classes, leur produit; 3ïï est la catégorie de toutes les applications (M', f, M) 
telles que Ai £ Jïïo et AT £ 3ïïo . Nous désignons encore par 3"o la classe de toutes les 
catégories dont la classe support (2 appartient à 3ïï, par ï la catégorie de tous les 
foncteurs (C-S F, CM), où CM £ ï et £ ? , par Î(2X, CM) la sous-classe de ï 
formée des foncteurs 

Soit C"1" £ î ; nous représentons par et les catégories longitu
dinale et latérale des quatuors (voir 11,5) de Cx, par an2t/3an1oP et /Sn les applica
tions source et but dans chacune de ces catégories. L'application cxP̂  : f -+ 
(f, R(f), f), où / £C, définit un foncteur double de (C°, C,"1") vers 
où o désigne la loi de composition (triviale) : 

si, et seulement si, 
Nous noterons /Xe13 l'application inverse : (f, j3(f), a(f), f)-> f qui définit un foncteur de 

sur C"1". De même l'application définit un foncteur 
double de vers et nous désignerons par l'inverse 

de sur 
De plus nous écrirons : 

' Voir Références. 
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2 C. EHRESMANN 

Si (C4-, F, Cx) ej, rappelons (11,5) que la restriction à D&-1- de l'application 
produit F X F X F X F définit un foncteur double : 

Soit Cxe JQ. En vertu de la proposition 14,11, Hc4-, Cx) est une catégorie 
pour la loi de composition définie par : 

si, et seulement si, ' est défini pour tout 
alors est le foncteur défini par : 

? (C"1", (?"*•) est une classe d'objets pour la bijection canonique sur 
étant : 

Soit 31 la cl asse de tous les foncteurs tels que où 
D'après le théorème 7,11, ÎI s'identifie à la classe des transformations naturelles entre 
foncteurs appartenant à 5", en identifiant W avec 

PROPOSITION 1. J opère (resp. opère à droite) sur R pour la loi de composition défi
nie par : 

si, et seulement si, 
( resp. si, et seulement si, 

L'espèce de structures (resp. l'espèce de structures à droite) correspondante (1, 7) est 
sous une espèce de morphismes (l, 3). 

1 
DEMONSTRATION. La première partie de la proposition est évidente. Munissons A de 
la structure de catégorie équivalente à la catégorie somme des catégories 
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où Si le composé J est défini, on a : 

donc PP et F*P' sont définis; de plus, on trouve : 

puisque (mA*7), DF,ma(F)) € f. Enfin, si ¥ est une unité de Jl, F¥ =(nF;.^ 
est aussi une unité; par suite la condition c de 1,5 est vérifiée, ce qui démontre la 
proposition. De même l'espèce de structures à droite (ï, a, ÎI) est sous une espèce 
de morphismes puisque 

par définition du composé 

DEFINITION 1. On appelle quintette de ï un quintuplet (F', O', W, F) tel que 
(F*, <b',<b,F) en(3, = catégorie des quadruplets de (5, 3j (voir 11,5), ¥ eJl, 

et 
La classe des quintettes de ï sera notée QCÎ). 

1 
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4 C. EHRESMANN 

1 
PROPOSITION. Q(3) est une catégorie Q'(?) pour la loi de composition (multipli
cation longitudinale) suivante : 

si, et seulement si, où 
DEMONSTRATION. Soit où i = 1, 2, 3; posons 

et Si et sont 
définis, on a F =F' et F0 = F\ ; par suite les composés T = T . .( T „ . T ,) et 
T' - fT3.T2 sont aussi définis. Montrons que T = T'. D'après l'associativité 
de la multiplication longitudinale dans on a puisque par 
définition : 

Par ailleurs, on trouve : 

et 
En utilisant T associativité de la loi de composition QJ et la proposition 1, on a: 

d'où T = T'. Soit F6Ï. Alors (F, /3(F), Fm, a(F), F) = F e Q(ï). Si le composé 

est défini, on a F = F ., y fT J = y(T .) et 0 f T J = ¥ -CD F m=tp.. Il en résulte que 
Q'(j) est une catégorie, l'unité à droite de T. étant F.. De plus J s'identifie àia 
classe des unités de Q'CÏ) en identifiant F e ? à F. 
COROLLAIRE. Pour que T -( F', fy'.^, ®, F)€ Q(J) soit inversible dans Q'(3), 
il faut et il suffit que <ï> et soient inversibles dans ? et dans Jl; l'inverse de 
T est alors : 

où 
DEMONSTRATION. Soit T1 e Q(5) tel que T x . T = F et T . T = F' ; alors le quadru
plet y fTx) est l'inverse de X(T) dans Œ!(5\ î) ; par suite T « = ( F, fc'"1,*? . ,<ï>""\ F' J 
tel que : 

et 
De ces équations, on déduit : 
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Donc ̂ est l'inverse de <ï>'.<I> ~A dans ÎI ; il en résulte que *P est inversible dans 
ÎI et que : 

PROPOSITION 3. QC?) est une catégorie Q pour la multiplication latérale 1 
définie par : 

si, et seulement si, où 

La démonstration est analogue à celle de la proposition 2. ? s'identifie encore 
à la classe des unités de en identifiant $ à (/3(),<£>,(D™,<ï>,a($ )) , où $133 
est l'unité de 7i associée à <ï>. Les éléments inversibles sont les quintettes tels que 
F, F' et m soient inversibles dans 3" et 7l respectivement. L'inverse de (F', <ï>', <ï>, F) 
est (F'-1,^,^,^' , F"1), où <P1 = F'-^^.F"*1. 
THEOREME 1. (Q'î S), Q̂ (?F)) est une catégorie double et l'application 

définit un foncteur double de (Q'(3), Q^(^)) vers Dfî, ÎJ. 
DEMONSTRATION. Si F et F' sont deux unités de Q ' (J ) et si F' • F est défini, 
on a : a( F' ) = fi( F) et : 

Ainsi r<3'(5r))o est stable relativement à • ; de même (Q^ (3 ))Q est stable relative
ment à la multiplication longitudinale. Soit : 

et 
On trouve facilement : 

En vertu du théorème 6,11, il reste seulement à démontrer que l'axiome de permutabilité 
est vérifié. En effet, supposons les composés (T4 • T 3) , (T2 • T x), (T r T 2 ) et 
(T „. T , ) définis; alors on a : 

et 
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6 C. EHRESMANN 

et par suite 
Donc les composés : 

et 
sont définis. Montrons qu'ils sont égaux. Puisque est une catégorie double 
pour les multiplications longitudinale et latérale, on a : 

De plus : 

En utilisant l'associativité de CD et la proposition 1, on trouve : 

et 
et 

Il suffit donc de prouver que m = W. On obtient : 

et 
de même 

Prouvons que l'on a aP VF = a,a\jp >ainsi que /3°^ = j3aV. Comme pour tout / e a(F ) 
on a aH xp(f) =y(a(f)), on voit que <p et a^W (resp. ffixp et/3^') sont 
égaux si, et seulement si, *P = . SigeC, posons "(gB) = p. Soit e € a( F .) ; 
on a : 

et 
Comme 'PC (W.fej) ) est un quatuor, on obtient : 

1 
c'est-à-dire ( e) = ( e). Par conséquent : 

Ceci démontre le théorème. 
La classe des sommets de (Q ' ( ï ), Q * ( ï )) s'identifie à î en identifiant 

(ou(F), a( F),( a( F))m, a( F ), a( F )) avec a( F ). 
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L'application v : ¥ -> ( '/3m V , £ , ¥ , a( ¥ ) , ' a m <P ), où = Bg, est une 
bijection de ìl surla sous-classe ? • Q ( 3 ) • ? de £(?)• 
PROPOSITION 4. v définit sur Ti une structure de catégorie double fJl", ÎI ̂  équiva
lente à une sous-catégorie double de ( Q ' ( 3 ) , Q ^ ( 3 )). Pour tout (2 € 3"' , classe 
des transformations naturelles entre foncteurs de (2 vers C s'identifie à une sous-
catégorie double de (K, Jl 
DEMONSTRATION. ' s'identifie à la catégorie somme des catégories 3(B C"1", C"1"), 
où <2 e 3 Q et 6 3 Q . Dans 3l T , la loi de composition est définie par : 
V2 • V t = C r3mW 2)W fDV 2 .CaPW J si, et seulement si, Ba(<P p = £(<P 2 ). 
Par suite 31 ̂  est équivalente à la catégorie latérale des transformations naturelles 
considérée dans [1]. Pour tout & E<^0I â catégorie double 31(C) s'identifie à la 
catégorie des transformations naturelles entre foncteurs de (2 vers (2, munie des mul
tiplications longitudinale et latérale définies dans [1]; J l ^ ( C ) admet C pour seule 
unité. 

2. Catégorie induite de la catégorie des quintettes. 
1+ 

Dans la fin de ce paragraphe, nous désignerons par ( M , p , si , 1 ) une catégorie 
d'homomorphismes à produits finis résolvante à droite, par K' une sous-catégorie de 
H contenant le groupoïde F des éléments inversibles de H , stable par produit dans H 
(définition 3,11), et vérifiant la condition ( G") de la proposition 10,1. Soient 
( 3 , p ,ÏÏ(H' , H),F) et ( 3 , H ( ( H ' , K ' ) , K ) , F') les catégories d'homomorphismes 
au-dessus de 3 formées de foncteurs H ( K ' , K)- structurés et K ( ( K ' , H ' ) , H ) - struc
turés respectivement; nous savons (II, 2 et 7) que ces catégories d'homomorphismes sont à 
produits finis. 

Pour simplifier les notations, nous utiliserons le symbole [ H ] , qui pourra être 
lu soit partout H ( H' , K ) , soit partout K((K', K') , H ) ; de même [ H ] signifiera soit 
H ( K \ H ) , soit H « H \ K ' ) , K ) . 

Rappelons [2 ] que, si ( (2 *, fi ̂ , (2 * ) et ( (2 /x 2 , C j ) sont des foncteurs, la 
classe des couples ( flt f2) e & x C2 tels que f̂ 1(f1) = /^2(f2) est une sous-caté
gorie de la catégorie produit x (2* , appelée catégorie induite de par ( /x ,/-t p , 
et désignée par /x* ( C * , /xp. Soient p̂. les projections canoniques de x (22 sur 
Cf.. Rappelons ([3 ] et proposition 31,[ 2]) que si ((£*, /x̂., (2/, Sp est une catégo
rie d'homomorphismes et Ŝ* le groupoïde des éléments inversibles de (2̂*, où i = 1, 2, 
alors ( (2/, a.i, /x* ( (2; , /x ) , /x* ( § :, /x )) est une catégorie d'homomorphismes. 

2 

3 
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1 Nous reviendrons au § V sur la théorie des catégories structurées induites (cf. 
[2]); nous démontrerons seulement ici le théorème suivant dont nous aurons besoin. 
THEOREME 2. Soient JJL{ = (((̂ ', s), /XF, S.JJ e[H], où i-l,2. Il existe une 
sous- structure ci de s X X S G dans (%, p , K , P ) telle que ( /X * ( (? *, /X 1) ,cr) soit une 
sous- catégorie [ K ] - structurée de f£JX , s s 2 ) ; on appelle ( /X* /j, 1), (J )t 
catégorie structurée induite par (p,̂ ,(JL̂ ), notée aussi /X2v y De plus, on a : 
(Y<2;, si),p.t,'îl2v]l1) e[K]. 
DEMONSTRATION. Puisque ( m » p , H , 1 ) est résolvante à droite, le couple : 

2 
admet un £ - noyau CR tel que p(a) = /x* ( (? ̂, D'après le théorème 13, II, on a 
(CJJ x (f • jSl x s 2 ) e[H]Q, et il résulte du théorème 14, II, que ( /x* ( C j, /x x ), cr) est 
une sous- catégorie [H] - structurée de la catégorie [H] - structurée (<2 * x 2 , s1 x s2). 
COROLLAIRE. Sz xx f. = (( C ', ), /x^ f (E^, Ĉ jj, oà z = 1, 2, sont des foncteurs 
doubles, M 2 V /x 1 = CM^rCj, M M * r £ ^ JJL est une catégorie double et 
(( Ç,̂ ) ,p . 1 , M ~ V M « ) est un foncteur double. 

Soit (K, q, £,§) une catégorie d'homomorphismes telle que S soit le grou-
pofde des éléments inversibles de £ . Pour abréger, écrivons £A pour 
Soit (LX]£)y le groupofde des éléments inversibles de la catégorie longitudinale ••£, 
dont les éléments sont les quatuors (h*, f, f, h) tels que / 6 S et /' e S. Soit ( 
le groupoïde des éléments inversibles de la catégorie latérale , dont les éléments 
sont les quatuors (h', f, f, h) tels que h £§ et h' e S. 
PROPOSITION 5. et sont des 
catégories d'homomorphismes. 
DEMONSTRATION. Soient et Les 
conditions et entraînent : 

et 
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Comme a( f) = a( f) = a( h ) et j3( f ) = f3( f) = a(h' ), il en résulte / = /, puisque 
(K, q, £, S) est une catégorie d'homomorphismes; de même /' =/', d'où T = T , 
Supposons T €(Q]£)r et T e(m£)r tels que : 

am(T) = am(T) et D ^ m ^ D ^ r ) ; 
on a: h = h, a(f) = <XJ(T) et ?f / ) = q(J) , 

donc f - f y car / eS; de même /' =/'. Les éléments / et /' étant inversibles, on en 
déduit : 

h' = f.h.r1 = rJJ-1 = 'h\ 
et par suite T = T . Enfin si Te et si 6 e £ est tel que q( h ) = q( h), il 
existe / e S tel que : 

q(f) = q(J) et a(T) = *(h) 
et il existe /' € S tel que : 

?(7'J = q(T') et a(7"f; = 
on en déduit (J' .T.J'1 ,J\J,~h) 6(m£)r • Ceci montre que (CJKA, Cq, £ ) ) 
est une catégorie d'homomorphismes. Une démonstration, analogue, prouve 
que ) est une catégorie d'homomorphismes. 

Soit (ï, £,S) une catégorie d'homomorphismes telle que S soit le groupoide 
des éléments inversibles de £ . 
DEFINITION 2. On appelle quintette de fï, q,S, S> ) un élément de la catégorie induite 
X*(ŒLI^, \Jq) de ŒLILA par (x> Dq), où Y est le joncteur canonique de Q'(?) 
vers Œ]5^ (théorème 1) . 

Un quintette de ( ï, q, i? , S) est donc un couple : 
ff F\ F), (q(Ft),q(^x), V, FJJJ, 

où (F\ $',$, F) €•£, V eJl, 'a11^ = ?f$r.F) et ' /3™ ) = q( F' ) . Nous 
désignerons ce quintette par la notation abrégée : (F', <I> ', W , $ , F ). 

Soit Q (3", q, <£ , S) , ou plus simplement la classe des quintettes de 
(ï , £,S). Soit ~q la projection canonique : 

(F',<D' , 3>, F)-*(q(F'), ?($'), ?(<!>), F)) 
de vers <2(3). Soit y la projection canonique : 

(F', $ 1 , W , $ , F ) -+ ( F', $',<!> , FJ. 

On a ( = X ? • 
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THEOREME 3. Q(^) est munie d'une structure de catégorie double (Q'(£), Q^( £ ) ) 
induite par [fïm5F, Bïj, x, (Q'(CJ), Q*(3)), ((U3%, Bîj, Dq. (Œ]£A, B £j)] . 
Les applications ~q et y> définissent des foncteurs doubles. 

En effet, y et Qq définissant deux foncteurs doubles, le théorème 3 résulte 
des théorèmes 1 et 2. Les lois de compositions sur Q(£), appelées resp. multiplica
tion longitudinale et multiplication latérale, sont définies de la manière suivante : 

si, et seulement si, où 

si, et seulement si, où : 
Pour que T = ( F', $* , *P , $ , F ) e Q ( £ ) soit inversible dans Q *( £ ) (resp. g*(£ )), 
il faut et il suffit que $ € S, <£' e S (resp. F e S, F' 6 S ) et que *P soit inversible dans 

COROLLAIRE. (Q '( ï j, ?, Q '( £ ) , 1 ') <?f (£>*(?), ?, £*(£), 2JJ so^ catégo
ries d'homomorphismes, où X̂ (resp. 2 J es£ classe des quintettes (F', F J 
te/s <É>' e S et $ € S (resp. F' e S e£ F e S j e r fF',$'($,F) 6 • £ . 

Ce corollaire résulte de la proposition 5 et du résultat avant le théorème 2. 
Identifions £q à la classe des sommets de ( Q'(£.), Q 
Soit Jl(f) la sous-classe £ vg(£) • £ de Q(£) formée des quintettes T 

tels que a^Tj e £q et /3*("Tj e£Q, c'est- à-dire de la forme (F', /3(F), xHoJa(F),F). 

PROPOSITION 6. ÎI(£j est une sous-catégorie double de (Q*(!t), Q*(£)). Pour 
tout L C£Q, 3l(£j admet pour sous- catégorie double la classe L • Q(£) • L des 
quintettes T tels que a*(T) - L - J3*(T). 

3l(£j s'identifie à la catégorie double induite par : 
1« 
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3. Quintettes structurés. 
Soit ( 0 ,e,LTl) l'équivalence naturelle entre foncteurs de [ H ] vers [K]cons-

truite au §11, corollaire du théorème 16, telle que : LX1( (2 *, 5 ) = ( C ü C \ Ds) et 
B ( < ? \ s) = (U ,Os) pour tout (<£•, s) e [ H ] . Rappelons que l'on a : 

où 
et où 
Nous poserons : 
et 

DEFINITION 3. Soit (&', s) e [ K ] D ; un foncteur [ K ] - structuré ¥ tel que fiW ) = 
= B г £ , , s) sera appelé transformation naturelle [ H ] - structurée de ' a 1 1 . ? vers 

Nous désignerons par DT([K]) la classe des transformations, naturelles [ K ] -
structurées. Si e " î ï ( [ K ] ) , nous représenterons soit par le triplet 
( 0 ( < ? \ s), J)), soit par le triplet ( B ( £ '. s ) où V=p(V) = 
= ( B (? •, </>, 2 * ) e Î K Ï ) et i//=p (W), en désignant encore par p le foncteur 1 
canonique de «f vers 
PROPOSITION 7. Les conditions suivantes sont équivalentes : 
1) On a 
2) On a . 

et 
DEMONSTRATION : Supposons la condition 1 vérifiée; on a : 

et, de même, 
Puisque: 

d1 où 
Inversement supposons la condition 2 vérifiée. Pour tout /6(2, on a : 

de sorte que \p se décompose sous la forme : 

comme 
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12 C. EHRESMANN 

et 
on trouve : 
En tenant compte des relations : 

et 
il en résulte (Qs, uV, s ) e X , donc (•(£.*, s), \p, (c, s)) ejl([KJ). 

Soient ((? \ s) e[K]o et ((2 \ s) e[H]Q . Nous désignerons par s), f (? \ J)) 
la sous-classe de )I([Î(]) formée des transformations naturelles [ H ]-structurées de 
la forme 
PROPOSITION 8. p ( Jl(( L ', s ), ( (l *, s ))) est une sous-catégorie de 3 ( • C ', (2 ') . 
DÉMONSTRATION. Soient = s), (£\ J)) e 5 ï ( ( ( ? \ s ) , ( 2 \ J)), où 
I — 1 , 2. En utilisant la relation : 

on trouve : 

De même : 
Supposons que *P 2 m1? 1 soit défini dans ï( tJC * , C ' ) ; puisque (s, /x (*t-)0, 7Q) eK, 
on a : 

soit s'oC s tel que ù f s' ) = (2 ' * (2 ' . La relation : 

entraîne et : 

comme : 
et 
on déduit de la proposition 7 : 

Donc />(H(((?\ s), (&\ s))) est une sous-catégorie de ï ( de *,(?*). 
COROLLAIRE. Sf[K]J es/ ««e catégorie pour la loi de composition définie par : 

si, et seulement si, 
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La classe des unités de JI([K]) s'identifie à [K] en identifiant les unités à 
droite et à gauche de ¥ = (B s), 0,(2*, s)) à ((C*, s), 'amuVf(^-, J)) et à 
((C*, 5 ), 'fî x/j, (2\ s)) respectivement. 
PROPOSITION 9. [H] es* une catégorie d'opérateurs (resp. à droite) surjldK]), 
pour la loi de composition : 

si, et seulement si, 
(resp. si, et seulement si, 

l'espèce de structures (resp. structures à droite) ainsi définie est sous une espèce de 
morphismes. 

Cette proposition se démontre comme la proposition 2. La catégorie dont les 
éléments sont les structures composables avec F est la catégorie somme des caté
gories 5Ï((£\ s), (£', J)), où (C', s) = of F) et €[K]o. (Resp.. la 
catégorie dont les éléments sont les *P composables à droite avec F est la catégorie 
somme des catégories H«E-, s), où (£', s) = B( F ) .) 

Soit Q ( [ K ] ) la classe des quintettes de (î,£,[K],r). 
DEFINITION 4. On appellera quintette [ K ] - structure un quintuplet ( Fr, <J>', ̂  , $ .. F) 
tel que V e H( j3( ) , a( $> )) et 

Soit Q ( [ H ] j la classe des quintettes [ K]-structurés. 
PROPOSITION 10. On a T = ( F', , W , 3>, F) e Q( [R] ) si, et seulement si, les 
conditions suivantes sont vérifiées : 

et 
En effet, si on a : et 

d'où: ' . F ; de même on trouve : 
La réciproque est évidente. 
THEOREME 4. Q([K]J est une catégorie double équivalente à une sous-catégorie 
double de 

1 

DEMONSTRATION. Soit q l'application : 

de dans L'égalité : entraîne : 
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14 C. ehresmann 

d'où T = ainsi q est une injection. On a : 
1 

Si q(T2).q(T1) est défini dans g'([H]), on obtient : 

où 
Il résulte des propositions 8 et 9 que l'on a : 

et, comme ¥ = on trouve : q(T2).q(TJ) €^(Q([K])). Par suite q(Q([)i])) 
est une sous-catégorie de [H]). On montre de même que q(Q([R])) est une sous-
catégorie de Q*([K]). Ceci permet de définir sur £)([H]) une structure de catégorie 
double telle que q devienne une équivalence double sur <?(£)[ H]). 2 
4. Applications covariantes. 

3 Soient et r} ' deux espèces de structures. Rappe
lons la définition suivante : 
DEFINITION 5. On appelle application covariante de 7? vers T)' un couple ( cp, cp̂ ) tel 
que ( , cp, Q ) soit un foncteur et que cp q soit une application de §o dans vérifiant 
la condition : 

L'application covariante ( cp, cp ) sera aussi représentée par : 

Rappelons [3] que si , <p ) ,7] ) est une application covariante l'appli
cation cp: ( f, z) -> ( cp( f), cpof z )), où ( f, z ) € S, est un foncteur de S vers S' qui est 
un relèvement de cp relativement à (77,7̂ '), c'est-à-dire que l'on a : 771 . cp = cp.77. 

Soient )K et 5 les catégories déjà considérées. Soit 5Jl'o une classe de classes 
contenant avec une classe toutes ses sous-classes. Supposons que la catégorie Jïl1 de 
toutes les applications (M', f, M), où AT eîïl̂  et M €ÎÏÏ'o, appartienne à ï c'est-à-dire 
que la classe îil1 appartienne à )ïlo. Soit Cî()ïl' )q la classe des espèces de structures 
77 = (<2,77,S) telles que C € î et 7T'l(e)€%1Q pour tout e€77(§o). Soit â()K') la 
classe de toutes les applications covariantes entre espèces de structures appartenant à 
fl()R')„. Alors ( voir [ 3 ] ) â ( 5TC' ) est une catégorie pour la loi de composition : 

4 

si, et seulement si, 
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Nous identifierons (1(711 )Q à la classe des unités de (1(311 ; en identifiant rj avec 

Rappelons que (c,F) est un couple définissant une espèce de structures 
T) e fl (Jjl1 ) si F est un foncteur d'une sou scatégorie de la catégorie C vers Jïï1 tel que : 

F ( e j + 0 pour tout e et si e T e'. 
THEOREME 5. il(W) est une catégorie équivalente à une souscatégorie M' ) de la 
catégorie produit Ï X 

1 

DÉMONSTRATION. Supposons ( 77', ( cp, cpo ), 77 ) € (i(W ). Soient (C,F) et (C,F'J 
les couples définissant 7] et 77' respectivement. Soit $ la restriction de cp à ou( F ) et, 
pour tout e € a( F ) , soit r(e) la restriction de cp à F(e). Alors l'application: 

où 
définit un foncteur *P de cxf F ) vers et on a : 

en identifiant 3ÏÏ' au foncteur identique de 31Ï' . Inversement soit d* (Jd1 ) la sousclasse 
de £(?) formée des ( F', JR' ,$ , F) tels que (a[F)§F) et ( af F' F' j définis
sent des espèces de structures; S1 (№ ) est une souscatégorie de £)"(!?). Soit 3'(?lï') 
la souscatégorie de JxQ'tï) formée des couples (cp,TJ tels que T = ( F', Si',¥,$,FJe 
S'(ÏÏl') et que $ soit une restriction de cp e J . Soit ( cp, T) e â' (5ïT ); soient a( <2 ,Fj = 
(C,7T,S) et a(<2', F'; = (C\rr\ S' ) les espèces de structures définies par ( a( cp), F ; 

• 
et (/3(cp;,F'J respectivement. Pour tout e eaj(F)o, /i.a ¥ q ( e ) est une application 
de F(e) dans F' $ f c) ; comme : 

où 
est un quatuor de M , on a, pour tout z € F( e) : 

c'estàdire 
en utilisant les lois de composition dans a((0., F) et a (C1, F'). Par suite, si cpQ dési
gne l'application de S dans S' définie par : 

pour tout 
est une application covariante. Ceci montre que l1 appli

cation 

est une bijection de (T (m* ) sur Q(W ) . De plus, si 
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16 C. EHRESMANN 

on a : 

1 
2 

et a( cpr cp, T rTj = cp^ rp.tff cp, T> dans â(3ïl' ) . On en déduit que a est une 
équivalence de fl' ( ÎR' ) sur d( 5lï' ) . 

Comme 3 est équivalente aune sous-catégorie de Q^(3), la catégorie 3 opère 
sur la classe des quintettes T tels que fS^(T) soit une catégorie,relativement à la loi 
de composition : 

3+ 
Soit (W , y , K ) 6 j . Supposons que K.' et A" soient deux sou s-catégorie s de 

K et désignons par y ' et y " les restrictions de y à K' et à K" respectivement. 
Rappelons (§1) que ((?,FJ est une espèce de structures dominée par ( y , K ) si, et 
seulement si, (C,yF) est un couple définissant une espèce de structures. 
DEFINITION 6. Soient (, F') une espèce de structures dominée par ( y ' , K ' ) et 
( (?", F") une espèce de structures dominée par ( y " ,K" ). On appelle application cova-
riante de (&', F') vers ( , F" ) relativement à ( y , K ) un couple (y,T) vérifiant 
les conditions suivantes : 
l) < et t 
2) 7 et $ est une restriction de cp. 
PROPOSITION 10 : Soit ( cp, T) -( cp,(t F", K , *P , $, L F' )) une application covariante 
entre espèces de structures dominées; soient T) ' = ( , 77"', S ' ) et 7)" les espèces de 
structures sous ( a( y), F' ) et ( J 3 ( y ), F" ) respectivement. Alors on a 

où pour tout . où 
En effet, on a ( cp, y T) 6 S1 (Si* ), d'où , en vertu du théorème 5 : 

L'application covariante ( T) , ( cp, cpQ ) , RJ ) e (I( W ) sera appelée application 
covariante sous ( cp, T). 

Soit S' ( y ,K)D la classe des espèces de structures dominées par ( y ' , K ' ) , 
relativement à ( y , K ) , où y' est une restriction quelconque de y . 
PROPOSITION il. La classe &'(y , K ) des applications covariantes entre espèces de 
structures dominées appartenant à â' ( y , K ) Q est une sous-catégorie de 3r X Q *(3) et 
l'application : 

4 
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où 
définit un foncteur de vers 
COROLLAIRE. Soient et L'application : 

où 
est un foncteur de vers 
CAS PARTICULIERS. 
I) Soit (5lî',7,K,Kr ) une catégorie d'homomorphismes. Soient (C, F) et (C\ F') 
deux espèces de structures dominées par ( y , K ) , 7) et 77' les espèces de structures 
sous-jacentes. Pour que (17*,(9,^),7?) soit une application covariante sous une 
application covariante ( cp, T) entre espèces de structures dominées ( C, F) et (C\ F) , 
il faut et il suffit que, pour tout e € a( F ) , on ait : 

où cpQ / e désigne la restriction de cp̂  à yF(e). 
Exemples. 1) Soient (C,FJ et (£',F'J deux espèces de morphismes. Pour qu'une 
application covariante ( 77 ' , ( cp , cp̂  ) , 77 ) soit sous une application covariante entre 
( C F) et ( £' , F' ), il faut et il suffit que pour tout e € a ( F )Q, cpo/ e soit un fonc
teur de F(e) vers F'y(e). 

2) Soient (C,Fj et ( , F'J deux espèces de structures ordonnées (§1, 
n° 2). Pour que ( 7] \( y y y>Q), T] ) soit une application covariante sous une application 
covariante entre ((2, F) et ( <2', F'), il faut et il suffit que,pour tout e € a( F)Q, cpQ/ e 
soit un homomorphisme de la classe ordonnée F( e) vers la classe ordonnée F' cp(' e) . 
II) Nous avons défini la notion d'application covariante entre espèces de structures 
dominées par (7' , K ' ) et par ( y " , K " ) respectivement dans le seul cas où K' et K" 
sont des sous-catégories d'une même catégorie. On peut se ramener à cette situation 
lorsque les conditions suivantes sont réalisées : 

Soit (!' ,Â.,£) 6 $ . Soient (X,/x' et (£,/x",X") deux espèces de struc
tures telles que K' O K " =0 . La construction utilisée dans [ 4 ] (n° 3) permet d'obtenir 
une catégorie K telle qu'on ait : 
1) K' et K " sont des sous-catégories de K . 
2) K est la classe réunion de K' , K " et de la classe des triplets (sn, f, s' ), où s' e K ' , 

et 
3) On a ( £, /x, K ) € !r , où /x admet /x' et xx" pour restrictions à K' et à K " respec
tivement et s", f, s' ) = /. 
Soient (& , F') et (£", F" ) deux espèces de structures dominées par (^/x',K') et 

1 
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18 C. EHRESMANN 

par (à./X",A") respectivement. La donnée d'une application covariante entre (C',F') 
et (£" ,F") relativement à (kfi9K) équivaut à la donnée de (£\F')y de (£",F") 
et d'une application covariante de ((?' ,/x' F') vers (£" ,/x" F") relativement à . 
5. Applications covariantes naturalisées. 

Soit A une catégorie appartenant à JQ . 
Si S est une sous-catégorie de K, nous posons t£ = (K,i,X) La bijec-

tion S : 

identifie la sous-catégorie de Q '(?) formée des quintettes de la forme (t£i,K ,¥,$,15] ) 
à la classe 3"V(K ) des couples ( <ï> , r) tels que $ É ï et (t 2,,($> ) eJl, où S = a(<ï> ) 
et S' = £(<&). 
DEFINITION 7. f $, r) e j ( A ) sera appelé foncteur A-naturalisé de a(<ï>) vers 

La bijection B définit sur ?v(K) une structure de catégorie ? (K)% dont la 
loi de composition s'écrit : 

si, et seulement si, a 
où T ' <p. T désigne l'application : e-* r' $ ( e ) . e ) ,e ea($) 

3rv(K)* contient comme sous-catégorie la classe 3" [ K ] des foncteurs natu
ralisés [ 1] , dont les éléments sont les (3>, r) £ ÏV(K ) tels que a($) = /3(<ï>) = K , 

Soit 5KV(K) la sous-catégorie de ̂ ( K ) * formée des couples ($>,T) tels que 
a (<!>) = X et /3($>) = X' soient des catégories réduites à la classe de leurs unités. 
Nous identifierons ($ , r) eJKv(K) au couple ((X', cp, S) , r) , où (S' , cp,X ) est la 
simple application pcr (<ï>). 

DEFINITION 8. sera appelé application A - naturalisée de 
vers X 

Pour que l'on ait il faut et il suffit que les conditions 
suivantes soient vérifiées : 
1) X et X' sont deux sous-classes de KQ et ( X' , cp, X ) e Jïï . 
2) T est une application de X dans K telle que : 

et pour tout 
La bijection £ : (( X' , cp , X ) , r) -> ( X' , T( X )) identifie JHV(A) à la classe des 

couples (X1 ,MJ vérifiant les conditions : 
1) X' est une sous-classe de KQ . 
2) M est une sous-classe de K telle que la restriction a/ M de a à M soit une bijec-
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tion de M sur a ( M ) = 2 et on a 2' C /3( M J. 
On a : £"A(£' ,M) = ((£' , cp,2), r), où r = ( a / M ) ' 1 et cp= /3r. L'image par £ de 
la catégorie JK ( K ) ' est la catégorie £( % V ( K ) ) ' dont la loi de composition s'écrit : 

si, et seulement si, 
Nous désignerons par K le foncteur de % ( K ) ' vers Jïl* défini par : 

Soit (C,FJ un couple définissant une espèce de structures 7? = ( C, T , o) 
appartenant à â(ÎK' ) et telle que S s'identifie à une sous-catégorie de K. 
PROPOSITION 12. On peut associer à (C, F) une espèce de structures dominée par 
( K, notée (&,F), telle que T] soit l'espèce de structures sous (C,F). 
DEMONSTRATION. Soit / e a( F) , e - a ( f ) et e' = p( f). Désignons par / l'appli
cation : z -» ( f, z ) de F( e ) dans K et posons : 

Soit g e a ( F ) tel que a. ( g) = J 3 ( f) et /3 ( g) = e" . Pour tout z £ F ( e ) , on a . 
(g?f)(z) =(g.f,z) et : 

d'où 
Il en résulte : 

Ainsi l'application : / -* F ( f ) définit un foncteur F de a( F ) vers Jïï ( J\ ) par suite 
((2,F) est une espèce de structures dominée par (K t% ( K ) ' ) et 7] est l'espèce 
de structures sous ( (2 , F), car K F( f ) — F( f ) pour tout / € a ( F) . 

Soient i&yF') et (Ê",F"J deux couples définissant des espèces de struc
tures 771 = ((?' ,77', S') et 7]" = ((?" ,77" ,S" ) appartenant à â(5ïl') et telles que S' 
et S" soient identifiées à des sous-catégories de K . Soient ( (2' , F') et ( (?" , F" ) les 
espèces de structures dominées par ( K , ( K ) * ) correspondantes. Si 

nous désignons par cp le foncteur de S' vers S" prolongeant cpQ tel que ( rr 1 , cp ,cp, 77) 
soit un quatuor de foncteurs. 
PROPOSITION 13. // existe une bijection canonique c de la classe des applications 
covariantes de ( (?', F' ) vers (C\Fn) relativement à (K.%V(K)') sur la classe des 
couples : 
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tels que cp soit le foncteur prolongeant cp 
DEMONSTRATION. Soit ( <p, T ) = ( cp , (F", K , ¥, $, F')) £ S' ( K , Jß y ( K ) ' ) . Soit 
( 77 " ,( cp, cp ) , 77' ) l'application covariante sous (cp,TJ. Pour tout e € a( F') on a 

où T est une application de F'( e) dans K telle que : 

et pour tout 
Soit f ea( F'), a( f) = e et ß( f) = e'. La relation : 

entraîne : 
pour tout 

donc on obtient (cp , r ) € j ( Jv ) , en désignant par T 1' application : 
pour tout 

et c est la bijection : 

DEFINITION 9. Un couple (( 7] ", ( cp, cpQ ), 77 ' ), ( cp , r )) € Ctr W ) X ̂fvr Kjre/<7we cp 
sor* le foncteur prolongeant cpQ, sera appelé application covariante K - naturalisée de 
77 ' vers 77 " . 

Soit ((77 ",( cp, cpQ ) , 77 ' ) » ( cp , r)) une application covariante Jv - naturalisée. 
Alors 77'(S') est une catégorie d'opérateurs sur la classe T(S') relativement à la loi 
de composition : 
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si, et seulement si, 
L'application : 

définit une équivalence de la catégorie des hypermorphismes associée à cette espèce de 
structures sur une sou s-catégorie de 

1 

Cas particulier. Une application covariante (7]", (cp, cpo), 77') s'identifie trivialement 
à l'application covariante naturalisée : 

où pour tout 
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/65/ 

CATEGORIES STRUCTUREES QUOTIENT 
par Charles EHRESMANN 

Cette Note réunit les principaux résultats concernant le passage au 
quotient dans les catégories structurées ; leur démonstration, assez longue, est 
exposée dans le mémoire «Structures quotient» partie II, Comm. Math. Helv. (et 
multigraphié, Paris 1963). Les notations sont celles de ̂ ; en particulier 
désigne le groupoïde des éléments inversibles d'une catégorie X . 

1 

Soit (?)ï,p,K,Ky ) une catégorie d'homomorphismes résolvante à droite 
à produits finis et saturée au-dessus de JÏL (i.e. p (Ky ) est une sous-catégo
rie saturée de % ). Soit K' et H " deux sous-catégories de K contenant Ky ; 
les restrictions de p à H ' et à H " sont désignées par p' et p 0 . 

Soit Tilt la classe des graphes multiplicatifs ̂  G' tels que G e 5lL . Si 
G e J{Q , nous désignons par : 

la classe des couples composables 
la classe des couples où 
la bijection de G sur 

Soit îl' la catégorie des homomorphismes entre graphes multiplicatifs (appelée 
§ dans dont les éléments sont les triplets ( G*' , f, G' ) tels que 

2 
si 

Soit pjjf le foncteur de Jl1 vers % défini par (G '' , f, G ' ) -> ( G /, G ). 
DEFINITION. On appellera graphe multiplicatif (p , K' ,K")-structuré (resp. for
tement (p , K ' ,H" }- structuré) un triplet (G' , s , s' ) vérifiant les conditions : 2̂  

1° et 
(resp. p et 

2° Il existe s /— s' tel que et 4« 
1) CRAS Paris 256 ( 1963), 1198, 1891, 5031. Ces Notes résument les articles (multigra-
phiés Paris, Avril-Juin 1963) sous presse: Catégories structurées, Ann. ENS, Sous-
structures et catégories ordonnées, Fund. Math., Structures quotient, Comm. Math. Helv. 
71 Le svmbole J— CresD. < ) se lit sous-structure (resp. structure quotient) de. 

3 
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3° On 3. ( s , K( G' ), s' ) € J\N , où K( G' ) est la loi de composition de G ' . 
4° Il existe s0 f HG tel que (s, i , s0 ) € K, p f s0 ) = G'0 et 

où 
La donnée du couple (G', s') (resp. ou (G' , s ) ) définit entièrement le 

graphe multiplicatif (p , H* ,H" )-structuré (resp. fortement (p , H' ,K" )- structuré ) 
f G , s , s' ). La condition 4 entraîne s0 ;— s . 
DEFINITION. On dit que ( C , s ) est une catégorie H ( K' , H" )-s tructurée si 
C' est une catégorie et si ( C' , s ) est un graphe multiplicatif fortement (p, H* , 
K" )-structuré ( voir ̂  ). 

On abrège (p ,ft',H") en / . / . Soit il'/./o (resp. Jl'/./o) la classe 
des graphes multiplicatifs / ./-structurés (resp. fortement / ./-structurés). 
DEFINITION. On appellera homomorphisme /./-structuré (resp. fortement /./-
structuré ) un triplet $ - ( ( Gf', s , s' ), $ , ( G°, s , s' ) ) tel que : 

1° (G , s , s y et (G,s,s j sont dans Jl / . / 0 (resp. dans R / . / 0 ). 
2° et 

1 où restriction de à 
Ces conditions entraînent 

2 THEOREME. Soif Jl'/ . / (resp. JT'/./j /a classe des foncteurs /./-structurés 
(resp. fortement /./-structurés). Alors (%, pjfl , Jl* ), (îl',pj[I ,ïl',îl̂  ) et 
(K, pj(, Jl» j Jes catégories d'homomorphismes, où Jl' pew£ e£re lu soit 
Jl'/- /> S'/- / • 5i H' ei KM so/î  Jes sous-catégories de K stables par pro
duits, (%., pjft , Jl* j es£ à produits finis. 

Supposons que la sous-catégorie K' de K vérifie la condition (cr ) (voir 
Proposition 10.1 !)): 

S' p-sous-structure de S entraîne S' p'-sous-structure de 5. 
THEOREME. Supposons que KM vérifie aussi la condition (o ). Soit (G' , s , s') 
un élément de "K%Q. Les conditions 

sous-graphe multiplicatif de G' , s',— s' et p ( s* ) - G *G 
assurent l'existence d'une pjft-sous-structure (G ,s,s') de (G ,s,s ). De 
plus , p% , 31' ) est résolvante à droite. 
COROLLAIRE. Supposons de plus H' et H" stables par produits. Si on a 
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où i = 1, 2, il existe ( ĝ ( G^ , gj ), o) € 71'/ . / 0 avec o >— s j Xs2. 
Si r est une relation d'équivalence sur la classe G , nous désignerons 

par f la projection canonique x \* x modulo r de G sur G/r. 
THEOREME. Soit (G' , s , s r)e îl1 (p , K , K)Q et r une relation d'équivalence bi
compatible sur G' 1\ Si (s'9 r*r, s') est une (%̂ , p )surjection, il existe un 
s/r<s et (G'/r, s/r ,s* ) est un graphe multiplicatif (p ,K ,K)*s truc turé quo
tient de ( G' , s , s ') nar r. 

Soit C' une catégorie et r une équivalence sur C telle qu'il existe une 
catégorie quotient strict C'/r. Soit r*r (resp. r0 ) l'équivalence induite par 
l'équivalence produit rXr sur C *C' (resp. par r sur C0 ). 
THEOREME. Soit (C, s ) une catégorie Kstructurée et (s', r *f, s ') une (%̂ ,p}
surjection. Si les relations (s, t, s 'Jf K et p ( s * ) = ( C'/r )*( C/r) entraînent 
s ' — s ', alors il existe s/r—<s et (C'/r, s/r) est une catégorie Kstructurée 
quotient de ( C , s ) par r. 
COROLLAIRE 1. Soit (C ,C°) une catégorie double \ Si (C'*C')° admet 
une catégorie quotient (resp. quotient strict) par r*r, alors il existe une caté
gorie double (C'/r,(C/r)° ) (resp. (C'/r, Co/r)) quotient par r de (C° ,C° ) . 
COROLLAIRE 2. Soit ( C , s ) une catégorie topologique l); supposons C'*C° 
saturé pour rXr (resp. supposons r ferméee ) et s séparée. Si sXs/rXr est ho
méomorphe à s/rXs/r (par exemple si r est ouverte), alors (C /r, s/r) 
est une catégorie topologique quotient de ( C , s ). 

V 

Soit Q la catégorie des homomorphismes ( ( M', < ), f, (M, <) ) entre en
sembles ordonnés tels que (M', f, M) e Jïi . Nous utilisons les souscatégories 
formées des ((№,< ),f, (M,<))t Q où, si x, x x" e M, y t M', on a : 

si x' < x et f (x')  f (x) , alors x = x , 
si y < f (x) , il existe x' < x tel que / (x'')  y. 

1 3̂  
(M,<) et(M',<) sont des classes souspréinductives ,D) et 

si x* < x, x" < x. 
et (M',< ) sont des classes in

ductives et, si C est une partie de M ayant un agrégat : 
avec 

et (№,<) inductives 3). 
3) Elargissements de catégories, Topologie et Géom. Diff. III ( 1961). 
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On pose et 
Une catégorie 0 ( 0' ,0 )-structurée est dite ordonnée ^ ; une catégorie 

ordonnée qui est aussi i^- (resp. î -, resp. i- )structurée est dite sous-préin-
ductive (resp. sous-inductive, resp. inductive ) A\ 
THEOREME. Soit (C ,s ) une catégorie ordonnée. Si on a (s', f*r, s')e Q," et 
si la condition suivante est vérifiée: 

fa) Les conditions E, e , e' e C'0 , e<E, e ' < E et f 0 (e ) - r0 (e ' ) en
traînent e = e 1, 
alors il existe une catégorie ordonnée (C'/r,s/r) quotient de (C ,s ) par r. 
THEOREME. Soit (C ,s) une catégorie sous-préinductive (resp. sous-induc-
tive, resp. inductive); si (s', f *f, s')c (resp. e , resp. e §") et si 
(a) est vérifiée, alors il existe s/r—<s et (C fr,s/r) est une catégorie sous-
préinductive, resp. sous-inductive, resp. inductive) quotient de (C',s). On 
peut remplacer dans ce théorème le mot catégorie par le mot groupoïde (voir ̂  
pour la définition d'un groupoïde sous-préinductif,... ). 

Soit (M ,< Jf îî0, On dit qu'une équivalence r sur M est compatible sur 
(M , < ) si la relation définie par : 

1 ssi il existe 
est une relation d'ordre sur M/r . On dit que ((M', < ), f, (M, < )) e (resp. 
€ i0, ) vérifie la condition ( qps ) (resp. ( qs )) si les conditions y e M' et y. < y , 
pour tout ie I , où I est un ensemble fini (resp. quelconque) entraînent qu'il 
existe x e M et x- < x tels que f (x) = y et /(x- ) — y- pour tout i e l. 
THEOREME. Soit ( C , s ) une catégorie ordonnée (resp. sous-préinductive, resp. 
sous-inductive, resp. inductive ). Supposons C *C" saturée pour rXr. Si r est 
compatible sur s (resp. si (s/r,f,s) vérifie la condition (qps) ,(resp. (qs), 
resp. ( qs ) ), r*r est compatible sur s' ; si de plus (a) est vérifiée, alors 
(C'/r,s/r) est une catégorie ordonnée (resp. sous-préinductive, resp. sous-
inductive, resp. inductive ) quotient de (C , s ) par r. 
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/69/ 

Sousslruclures el catégories ordonnées 
par 

Ch. Ehresmann (Paris) 

Introduction. Dans [1], nous avons défini la notion do sous
structure d'une structure dans une catégorie d'homomorphismes 
(G,p,'K, d) lorsque G est munie d'une structure de catégorie inductive. 
Ici, nous allons généraliser cette notion, en définissant les (G/, p)injec
tions, où (G,p,l() est un foncteur de 'h vers G, et G' une souscatégorie 1 
de G. En particulier, nous verrons que les résultats de [la], § I, sont 
valables en remplaçant la catégorie inductive (G, <) par une catégorie 
ordonnée. Ensuite, nous définissons les catégories souspréinductives 
et, sousinductives et étudions les propriétés du pseudoproduit. 2 

Pour les définitions de catégories d'homomorphismes et d'espèces 
de structures, nous renvoyons à [1] et à [2]; pour la. définition et les 
propriétés des catégories structurées, à [la], § II. 

Une structure de catégorie sur une classe (/ sera encore désignée 
par G' (ou siniplement par G). Soit G' une (catégorie. Le composé de 
deux éléments g et / de G, s'il est défini, est désigné par gf. Les appli
cations source et but dans G' sont notées a et fi. La classe des unités 
de G' (ou une classe d'objets) est représentée par le symbole G'0'7 le grou
poïde des éléments inversibles de CJ* est noté Gy. 

1. Rappel sur les quatuors. Soit (J une catégorie. Soit • G 
la classe des quatuors de G, c'estàdire [1] des quadruplets (.'/',/',/,{/), 
où g € G, f e G, /' € G et g' e G, tels que les composés /'• g et g' • j soient 
définis et égaux. 

Rappelons [1J (pie [JG est une catégorie double ( L T K ' , 'El G) pour 
les multiplications longitudinale et lat.éra.le suivantes: 

si, et seulement si, 
si, et seulement si, 

Soit G' une souscatégorie de G; nous désignerons par • ((/;(?') 
la sousclasse de [JG formée des quatuors (</,/',/, g) tels que f e С 
et f € в'; c'est une souscatégorie double (LU {G, G'), В (С; G.')) de 
(Ш6, ВС). Soit •(в'; G) la classe des quatuors tels que qeG', g' e в'. 3 
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212 Ch. Ehresmann 

boit (G, 9c, c)) une catégorie d'homomorphismes. Alors (Q] G, Qp, 
• % m(9{; c3y)) et (ge, Cty, B % B(c5y; 90) sont des catégories d'ho
momorphismes. où désigne le foncteur (double) 

Pour qu'un quadruplet G d'éléments de CK, (le', h', h, le), appartienne 
a C|9£, il faut et il suffit que: 

et que l'on ait (p(k'), p(h'), p(h), p(k)) e \JG. Par suite le quatuor G 
pourra aussi être écrit sous l'une des formes suivantes: 

ou 

l 
2. (G', />)-injections. Soient G et ciï deux catégories et (G,p,'l() 

un foncteur. Soit C une sous-catégorie de G. 
DÉFINITION 1. On appellera (Gr, p)-injection un élément j de 11 

vérifiant les conditions suivantes: 
(i) p(j)ee: 
(ii) Pour tout g €-}( tel que 0{g) = /?(?) et />(GR) - p{j)-tf', où </' € (3, 

il existe g' eLK tel ({lie # — j • g' ot 2>(</') = 
Remarquons que l'élément ¡7' 

dont la condition (ii) assure l'exis
tence peut ne pas être unique. 

EXEMPLES. 1. Si G = G' est la 
catégorie des couples (#', s), où <v e )(0 
et s'€'-'•)(Q, et si ̂  est le foncteur 
[/?, ci j, alors j est une (C, [/)', a]) in
jection si, et seulement si, j admet 
un inverse à droite dans 9c*. 

2. Si G' est la catégorie des 
monomorphismes stricts de G. [31, 

les ((?', injections sont les monomorphismes stricts de K dont l'image 
par p est un monomorphisme strict de C, si (G,p,9t,9i0) est une 
catégorie d'homomorphismes. 

PROPOSITION 1. La classe K̂ (e',p) (notée aussi -}[̂ ) des (G1injections 
est une sous-catégorie de la catégorie p~x(G'). 

Démonstration. Si je9t%, on a évidemment a(j)e(-K̂  et p(j)e}(̂ . 
Soient j €°Ĥ  et ?V9c% tels que j" = j'-j soit défini. Alors appartient 
à (3'. Soit {/e # tel que /?(#) /3(f) et p̂()").g". Comme j' e9c% 
et #(¡7) (;)•/'), il existe ̂'e9tf tel que: 

et 
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Puisque j € -H^. il existe g" e H tel que: 
et Par suite: 

et 
Dans la fin de ce paragraphe, nous poserons: 

et 
DÉFINITION 2: On dira que h' e H est un ((2', p)-sous-liomomorphisme 

de h € et on écrira V -̂ (Cpyh, ou h'~=ih, s'il existe 

En particulier si s e ~1(0 et Se 1(0, on a: 
s-^S si, et seulement si, il existe ? e -X̂  tel que a(j) = s. = S. 

Si h'^h, on a aussi a(h') ̂  a(k) et 

PBOPOSITION 2. Soient h c li. j e -?t% 
et jf e -K~> tels que: 

a(h) = p(j) et (3(h) =,30'). 
S'il existe H = (p (h), p (j'), p (j), h') e 11, 
alors il existe 
E={h,y,j,Jb,)e7lC tel que Up(H)^E. 

En effet les conditions: j' e ~}{^ et 
pih-j) =p{h)-p{j) =p{j')-K 

assurent l'existence de h' e K tel que p(h') = LI' et j' • K = h - j. 
PKOPOSITION 3. Soient h e K., et %'€%,. S'il existe j e tel que 

a(j) = a(R'), = a (h) et (p(R),f',p(j),p(7î')) ell, alors on a: h-j-h'^e ¥ ^ 
et h' ̂{ef,p) h. 

Démonstration. Posons y = h- j -h''1. On a p(j') = f e G ' . Soit 
g eli tel que B(g) = B(j') et p(g) =p(j')-g'. Comme 

1 
et que j e W^, il existe g[ e K tel que: 

et 
Posons g' = h'- g[. On trouve: p(g') — g' et: 

Donc y €,ZK̂  par suite (h, j', j, h') e 91 et h'^h. 
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Dans la fin de ce paragraphe, nous supposons que (C,p,l(, S) 
est une catégorie d'homomorphismes. Un élément h de ()l sera représenté 
par le triplet (fi(h), p {h), a (h)). 

Pour que j c 'H soit une (P', p) - injection, il faut et il suffit que 
(\)P(J)€(J'. 
(ii) La condition: 
V (P(j), P (J) • 9'J S') * H entraîne: g' - (a(j), g', S') e H . 

Remarque. Les conditions: je'H^ et p(j) e Py entraînent j e Hy. 
En effet, de la relation: p(j) - (p(j) ,p(j) • p(j)~\ p(j)) € k, il résulte: 
j' (<*•{)) i i>0')~\ /?0")) € 9f. Comme • j = a(j) et ? • ?" = /*(;'), ON en déduit 
j' T1 et j c /P. 

Pj«)POSITRO>' 4. Soient j et j' deux (C, p)-injections telles que p(j) 
P(j') S- S'il existe j' € P' avecp(j)-f = p(j'), alors j" =•--- («(;/),/', «(/')) 

r.v/ w-/̂  (C, j))-injection et j j" j'. 

Démoustration. Posons s ̂  a(j) et ,v' ~ «(/'). La relation: 
f >̂ (y) • /', *') € /C entraÎJie j" --• (,v, /', s') e 1( 

])iiisque j e')(<. Supposons g = (s, p(j")- g', S') e -h. On a: 
)• 9 ' {S,P(ì)-f'g', S') - </\ S') e * 

et, comme j'e on obtient: 
(*', S') e :# , donc j e If̂  . 

COKOI/LAIKK. Si S contient 'HY1 les conditions: 
je H.:, fe PU) = Pif) et p(j)=p(j') 

entraînent: j - y'. 
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Démonstration. Ces conditions entraînent, d'après la proposi
tion 4: ($,p(s),s') €9̂ U et, de la remarque précédant la proposition 4, 
on déduit (s,p(s), s') €CKY, donc s = (s,p(s), s') = s', puisque {G,p, % ) 
est une espèce de structures. 

Bemarque. Si 6' contient des éléments / tels que a(f) = /?(/), il 
peut exister des (C,p)-injections j telles que a(j) = fi(j). 

PROPOSITION 5: Les conditions: 
et 

entraînent: h' = (a(f), 7t% a(j)) e K et h'~̂ h. Si de plus on a h e l(v et 
h' e Gy, alors Jb e 9tY. 

En effet, d'après la proposition 2, on a h' e H. Si de plus h e :Ky et 
li' e on a aussi: 

donc: 
Comme h[ - h' = a{j) et h/ - h[ = «(?"'), on obtient h' e Hy. 

Dans le théorème suivant, nous posons: 
où 
où 

THÉORÈME 1. Les conditions suivantes sont équivalentes, où h e /( 
et h' e K : 

(i) h'^{C',p)h. 
(ii) Il existe {h, j', j, h') € (U}cJC)^(u,np) tel que Von ait 

Démonstration. Soient h = (S19 h, S) et h' = (Sj, li's). Supposons 
h'-̂ h. Par définition, il existe j e9(^ et jr €:}(̂  tels que 

et 
Soit & - (A, Djp(J). 0', & e n9(, où = (V, g',p(k)\ € De. Comme 1 

on a {S,p{j)-g', a(k)) €CK et p(j' ) • g{, P(k)) e 9£. Les conditions: 
j elt^ et f € entraînent: 

et 2 
Puisque (z'edC, on en déduit: 

d'où 
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Inversement supposons [/*']^M? c'est-à-dire il existe une (% D^-in-
iection J = (h. j'. j. h'). Alors p(j) c G' et p(j') e G'. Supposons: 

Des relations: 
et 

il résulte: 
Par suite: 

et 
Si de plus (p(h), y", j\ (3(h)) e ( Q]'!()*>(<u,np)j on a de même j' elt^ et par 
conséquent h' •<£«?'./>) h. 

COROLLAIRE, S^C.P)^ esi équivalent à M ĉ?/,•??)[$]> ou s e lt0 et 
S e IL. 

3. Transitivité. Soient (G.p,l() et ( 'H, p, }() deux foncteurs. 
Soient G' une sous-catégorie de G et W une sous-catégorie de 9C. 

PROPOSITION 6. Si ] e K est une (K/,p)-injection et si p(]) est une 
(G', p)-injection, alors j est une (G', pp)-injection. 

Démonstration. Soit g e 9C tel que P(g) f= P(j) et pp(g) = pp(j)- <jf> 
Comme p(p(g)) = p(p(j)) et p{]) e :){^,p), il existe 0ie9£ tel que p(g) 
= P(?)'ffi et P(9i) = (j'- Puisque j est une (9f, injection, il existe 
g' e K tel que: 

et d'où 
Donc j est une (G', pp)-injection. 
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PROPOSITION 7. Si (G,p,9t9é) est une catégorie d''homomorphismes 
et si j e9t est une (G', pp)-injection telle que p(j) € 9i\ alors j est une 
(9f, p)-injection. 

Démonstration. Soit g e H tel que ft(g) = et p(g) = p(])g'. 
Pnisoue r)ri(d) = rtHd) • n(a'\ et, ifQL^^. il existe a' e 9/ tel one: 

et 
Comme [G,p19iì ó) est une catégorie d'homomorphismes, les relations: 

et 
entraînent: p(g') = Par suite / est une (9T, p)-injection. 

Remarquons que les conditions de la proposition 7 n'entraînent pas 
forcément que p(j) est une (G', p)-injection. 

4. Catégories ordonnées. Soit 9/l0 une classe de classes conte
nant, avec une classe, toutes ses sous-classes, avec deux classes, leur 
produit. Soit 911 la catégorie de toutes les applications (M'.F, M), où 
Me<Wo et Jf' e9K0. 

Soit Q0 la classe de toutes les classes ordonnées (M. <), où M €9fKQ, 
et soit £ la catégorie de tous les homomorphismes entre classes ordon
nées appartenant à D0. Soit Q le groupoïde des éléments inversibles de Q. 
Soit co l'application: 

de Q dans lit. On sait [1] que (911 > co,Q,Q) est une catégorie d'homo
morphismes à produits finis [1], résolvante à droite [1]. 

Soit Q' la sous-catégorie de Q formée des homomorphismes stricts, 
c'est-à-dire [1] des homomorphismes ((M\ <). F. (M. <)) tels que: Si 
F(X) — F(X') et X' < X, où X e M et X' e M, alors on a X = X'. 

Soit Q[ la sous-catégorie de Q' formée des homomorphismes stricts 
((M', <),F, (M, <)) tels que, pour tout X e M, la restriction de JF à la 
classe des éléments X' < X soit une application biunivoque. 

Rappelons qu'une catégorie Q(Q', Q)-structurée est appelée [1] une 
catégorie ordonnée. En remplaçant Q' par Q[, nous poserons: 

1 

DÉFINITION 3. Une catégorie Q(Q[. Q)-structurée sera appelée caté
gorie s-ordonnée. 

Pour que (G', <) soit une catégorie ordonnée (resp. s-ordonnée), 
il faut et il suffit que soient vérifiés les axiomes (O^. (02), (03) et (O0) 
(resp. (01),(02),(Oi)et (O0) [1]:) 
(O0) G' est une catégorie et (G, <)eQ0. 
(O-L) /' <f entraîne a(f) < a(f) et p(f) < p{f). 
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(Oa) Si fzj'I et FO-FI sont définis et si F[ <F1 et fó<F2I alors: 

(03) Si on a: f < f, a(f') = a(f) et /?(/') = 0(f), alors f = f. 
(OÌ) Si on a: /'</, / " < / , «(/' ) - «(/") P(f) = p(f"), ̂ rs f=j". 

THÉORÈME 2. $0$ ((2*, <) une catégorie ordonnée. La classe des j e G 
tels que a(j) < j < est une sous-catégorie G^ de G gui définit un ordre 
sur (20. Si nous écrirons: j = (t(j)̂ a(j). On a: {h, fiCh)^ f$(h'), 
a{h)^ a{W), li') e\J(G; G~>) si, et seulement si, li' < li, a(li)̂ a(h') e G^ et 

Démonstration. Soient j et j' deux éléments de G tels que: 
et 

Si a(j) = a{j') = e et = p(j') = E, on a, d'après (02): 
et 

d'où / = j'. Sous poserons: j = E ^ e c G^. Pour tout e € (Jô, on a e e e (Ĵ:. 
Les conditions: 

et 
entraînent, en vertu de (02): 

Par suite on trouve: 

Soit le = (h, e^e'x, e^e', lif) e •(G; G~>). En utilisant (02), on a: 

Inversement les conditions: 
et 

entraînent, d'après (0«): 
1 et 

2 
Il résulte alors de (03) que )' • h'=h*j, c'est-à-dire: (h, j', j, h') c •(£; C ) . 

COROLLAIRE 1. Si {G', <) est s-ordonnée, If = •(<?; G^) vérifie 
V N.tiM.FI'm.P. ! 
(U) et 

on a: li' = h", et par suite le — ¥. 
COROLLAIRE 2. Soit (C, <) une catégorie ordonnée. Si CD (2 est munie 

de sa structure de catégorie ordonnée [1], pour Vordre induit par la classe 
ordonnée produit (G*, <), on a: [U(G; G~>) = CD(G)̂ . 
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DÉFINITION L ÏTous dirons qu'une catégorie ordonnée (G', <) est 
complète ment régulière à droite si, pour tout couple (E,e), où e e Si, 
E € (Jo et e <E, il existe E^etG^. 

Soit G une catégorie. Soit G' une souscatégorie de G qui définit 
un ordre sur (J0. Désignons par < la relation sur (3 définie par: /' < / si, 
et seulement si, il existe (/', f, ?, /) e •((?; (?'). 

1 

2 

PROPOSITION 8. tes notations précédentes, ((3, <) estf TM6 caté
gorie ordonnée complètement régulière à droite: pour que ((3, <) soit sor
donnée, il faut et il suffit que 9/ = LH((3; G') vérifie Vaxiome (u). 

DÉFINITION 5. Kous dirons que (9f, <) est une catégorie ordonnées 
audessus de (G', <) relativement à p si les conditions suivantes sont 
vérifiées: 

(i) (9r, <) et (G', <) sont des catégories ordonnées. 
(ii) (G, p, )t, iLy) est une catégorie d?homomorp№smes, où li'Y est 

le groupoïde des éléments inversibles de il. 
(ni) On a: ((G, <),<p,(9c\ <)) eS'. 
5. Catégorie d'homomorphismes audessus d'une catégorie 

ordonnée. Soit (G,p,l(,ó) une catégorie d'homomorphismes. Supposons 
que (G', <) soit une catégorie ordonnée et soit G*> la souscatégorie de 
G construite cidessus. Kous poserons: 9*f = (H((3; G^). 

Soit j une (GI, p)injection, s = a(j) et 8 — ($(j). On a: 

Par suite j est entièrement déterminé par la donnée du couple (S, s). 
Kous poserons: j = 8^ps. En particulier si 8=8, alors 8^ps = s. 

DÉFINITION 6. Avec les notations précédentes, nous dirons que 8̂ ps 
est une pinjection, ou que s est une sousstructure de 8 dans (G, p, K, 6). 
!Nous écrirons aussi dans ce cas: s^S. Si h' est un ((3̂ , j*)soushomo
morphisme de h, nous dirons aussi que h' est un sousliomomorpliisme 
de h et nous poserons: ïï ̂Ph, ou h' ̂  li. 3 

EXEMPLE. Dans (G, Idc, G, G), on a: e^JË si, et seulement si, il 
existe E ̂  e e (3̂ . Ainsi les catégories (3̂  et Ĝ ê jdc) sont identiques. 
On a: /'<?/ si, et seulement si, 

et 
Les relations f < f et /' / sont donc les mêmes si, et seulement si, 
(G', <) est complètement régulière à droite. 

PROPOSITION 9. La condition: h'^ph entraîne p(h') ^p(h) dans 
(G, Idc, G, G). Les conditions: 

et dans 
entraînent: 
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Demonstration, Soient h = (St, h, S) € -h et h = (s[. h , s ) ecU 
tels que h'~*£h. Comme on a: 

on obtient̂  p(hT)^p(h) dans (£, Ide, G, G). Soit h" = (*". lt'\ s") e k 
tel que: h"+ p(h")^p(hr) dans (G, Iàe, G, G). Les relations: 
p(S^sf) e piS^s") € G^ et € G^ entraînent: 

car (?< est une catégorie définissant un ordre sur la classe de ses unités. 
En utilisant la proposition 4, on en déduit: 

et, de même 
Enfin, puisque p(h") ^p(h'), on a: 

par suite (k\ sî s'i, s'^s", h") e H'H et h" 
COEOLLAIEE. Si ó contient )(.,, les conditions: 

et 
entraînent: 

En effet, ces conditions entraînent: 
et 

Donc y = en vertu du corollaire de la proposition L. c'est-à-dire 
aŒ') = aih"). De même, 8(h') = B Œ " ) . Par suite h' = h". 

THÉORÈME 3. Si ó contient )(y* ( H . est une catégorie ordonnée 
complètement régulière à droite, au-dessus de ((?', <) relativement CI p: de 
plus on A: 

si. et seulement si. et 
Démonstration. Supposons s ̂  S et S s. où s e LI0 et # e 9t rt. 

On a: 
et 

d'où = p(S) et, d'après le corollaire de la proposition 9, 6- = S. 
Il en résulte que la relation: s~̂ S est une relation d'ordre dans 9t0 et. 
d'après la proposition 8. (llj-̂ p) est une catégorie ordonnée complète
ment régulière à droite. Le corollaire de la proposition 9 signifie: 
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Enfin, pour que l'on ait h'^ph, il faut et il suffit que l'on ait: 

et 

On déduit du théorème 2 que ces conditions sont équivalentes à: 
et 

COROLLAIRE. 8Ï (G*, < ) est une catêgone s-ordonnée et si 6 contient 
9tY, alors (9t% est une catégorie s-ordonnée. 

Les propositions 3 et 5 et le théorème 1 s'énoncent maintenant: 
PROPOSITION 3'. Les conditions-. 

et 
entraînent 

PROPOSITION 5'. Soient h = (S17h, S) e lt, s^S et s^St. S'il existe 
h' < h tel que a(h') = p(s) et ($(h') = p{sx), on a: V — h', s) e 9f. Si de 
plus h e K,, et h' e Gv, alors h' e 9f.... 

THÉORÈME 1'. Les conditions suivantes sont équivalentes: 
(i) h' dans (G, p, 9t% ó). 
(ii) [X']^[X] et [/?(X')MW(X)ï dans (me, Dp,mK,m(:^ A))-

la catégorie • G étant munie de sa structure de catégorie ordonnée. 
Soit de plus (-•#, jp, 9t", d) une catégorie d'homomorphismes. Nous 

supposons k muni de sa structure de catégorie ordonnée ('-K, -=̂ ). Des 
propositions 6 et 7, il résulte: 

COROLLAIRE. Soient s e )t0 et S e H0. On a s^pS si, et seulement si. 
s-^wS et p(s)̂ <np(S). l+ 

6. Catégories sous-préinductives et sous-inductives. Soit 
(9/1% œ,Q,Q) la catégorie d'homomorphismes construite au n° 3. 

Soit 9os la sous-classe de Q0 formée des classes sous-préinductives. 
c'est-à-dire [2] des classes ordonnées (A, < ) e30 dans lesquelles est vé
rifié l'axiome: 

Soient x e A, x' e A et x" e A tels que x' < x et x" < x. Alors les 
éléments x' et x" admettent une borne inférieure x' r\x", appelée leur 
intersection. 

Soit ̂ ps la sous-catégorie de Q formée des applications sous-inductives 
entre classes sous-préinductives, dont les éléments sont donc [2] les tri-
plets ((A', <),F, (A, <)) tels que 

2 

et F vérifie l'axiome: 
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Soient x e A, x' e JL, x" e A tels que a?' < a? et x" < x. Alors on a: 

( ik., co, ̂  ,est une categorie d'homomorphismes à produits 
finis, résolvante à droite [1]. Ili étant munie de sa structure usuelle de 
catégorie ordonnée (et même inductive), une sous-structure de (J., <) 
dans cette catégorie d'homomorphismes est une sous-classe sous-pré
inductive de A, c'est-à-dire une sous-classe A' de J., munie de l'ordre 
induit par <, et telle que les conditions: 

et 
entraînent: 

Xous poserons: j'ps = j*8 o Qf; on a aussi Çj'vs = jps Q[; en effet, si 
[(A', <),F,(A, <)) ej'*8 et si on a: œ'< œ, x" < x et F(x') = F(x"), 
alors F(x' r\ x") =F(x') =F(x"), d'où x' ̂  a?" = x' — x" [2]. 

DÉFINITION 7. Une catégorie ¿7̂  (9 > 9PS) • ŝ mcturée sera appelée 
catégorie sous-préinductive. 

Une catégorie sous-préinductive est aussi s-ordonnée. 
THÉORÈME 4. Powr que (G\ <) soi/ catégorie sous-préinductive, 

il faut et il suffit que soient vérifiés les axiomes suivants: 
(1) G' est une catégorie, (G, <) est une classe sous-préinductive et les 

axiomes (Os) et (03) sont vérifiés. 
(IVB) Les conditions: f <f et f" <f entraînent: 

et 
Démonstration. Les conditions sont évidemment nécessaires. 

Montrons qu'elles sont suffisantes. Soient e e GQ, e' c Go et e" e Go tels que 
•e' < e et e" < c. En vertu de (Ips), on a: 

Donc G'o est une sous-classe sous-préinductive de (G, <). Soit G'#Gm 
la classe des couples (g,f) composables. Les conditions: 

et 
dans la classe sous-préinductive produit (GxG, <) entraînent: 

et 
Par suite de (Ips), il en résulte: 
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d'où (g'<~\ g", f n f") e G'Ainsi G'KG* est une sous-classe sous-
préinductive de (6x(J, <). En vertu de (02), on a: 

et 
d'où 

et 
Puisque a(Je) = a{1c') et fi {Je) = fi (Je'), on trouve Je = Je', on utilisant 
l'axiome (03). Ceci prouve que l'application: 

est une application sous-inductive de (G' C, <) dans (G, <). Par con
séquent, ((?", <) est une catégorie sous-préinductive. 

PROPOSITION 10. Soit ((?", <) wwc catégorie sous-préinductive; soient 
e e (Jô ̂  e' € Go- Si e et e' admettent une intersection e r\ e' dans G, alors 
on a e r\ e' e G'o • 

Démonstration. Posons h = e r\ e'. On a a(7&) < e e' = li et 
6 Œ ) <Ji. Les conditions: 

et entraînent : 
et 

Par suite c et admettent a(ft) et fi (h) pour intersection dans Gy, il en 
résulte: a(ft) = /?(ft) et, en utilisant l'axiome (03): 

DÉFINITION 8. Soit (G\ < ) une catégorie sous-préinductive. Soient 
g € G et / e G. Soit /> la classe des couples (g', /') tels que <g,f</, 
et que g'-f soit défini. Si la classe /» des composés #'•/', où (#',/') 
€<#,/>, admet un plus grand élément, nous le noterons gf et l'appelle
rons pseudo-produit de g et f. 

Soit (G', < ) une catégorie sous-préinductive. Le pseudo-produit a les 
propriétés suivantes: 

(i) Soient g1 < g et fx < f. Si g1f1 et gf sont définis, on a gxfx < gf. 
(ii) Si gf est défini, on a a(gf) < a(f) et £(#/) < p(g). 
(iii) Soient 0 e (3i, 12 € (3i et e < U. 8i Ee (resp. &E7) est défini, on a: 

(resp. 
PROPOSITION 11. Soit (G', <) une catégorie sous-préinductive. Soient 

geG et f e G. Si la classe %(<g,f)) est majorée dans G et s'il existe 
(g', /') c {g, /> tel que p(g') = p(g) et a(f) = o(/), alors gf f = 
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Demonstration. Soit (g", f") € <</, />. Comme et g"-f" sont 

majorés dans G, l'intersection: 

est définie et. en vertu de l'axiome (F ), on a: 

et 
Par suite 
d'où #'•/' = gf. 

COROLLAIRE 1. Soit feG; si e-̂ a(f) (dans {G, Idc,G,G)), alors fe est 
défini et on a a(fe) = e et ß(fe) = ß(f). Si f'-̂ f on a: 

Démonstration. La classe *(</, e}) est majorée par / et </, e> 
contient (/. a(f)̂ e). Donc f-(a{f)̂ e) = fe. Supposons f'̂ f', alors on a 

Comme la classe »(</?(/')? /«(/')>) est majorée par / et que </*(/')>/«(/')> 
contient (£(/'),/'). on trouve: /' = /?(/') (/a (/')). 

COROLLAIRE 2. Soient e e G0 et E e G0. On a: e-^E si, et seulement si* 
e < E, Ee est défini et ($(Ee) = i/. relation e^E entraîne Ee = E^e. 

En effet, si e < si JE7e est défini et si = I£, on a: JEte = 
puisque e = a(Ee). Inversement si E^eeG^, on s. E^e = Ee en vertu 
du corollaire 1. 

l 
COROLLAIRE 3. Si (G,p, il, /u) est une categorie d'homomorphismes, 

la condition s-̂ pS entraîne: p(S^ps) = p(S)p{s); la condition h'̂ pJt en
traîne: p{h') = p(P(h'))p(h)p(a{h')). 

Soit ¡̂0 la sous-classe de 9ps formée des classes sous-inductives, c'est-
à-dire [2] des classes ordonnées (A, <) €Q0 dans lesquelles est vérifié 
l'axiome suivant: 

Toute sous-classe A' de A majorée dans (A, <) admet une borne 
inférieure f)A', appelée son intersection. 

Si (A, <) est une classe sous-inductive et si A' est une sous-classe 
de A majorée par x e A, la classe des majorants x' de A' tels que x' < x 

X 
admet un plus grand élément, appelé sous-agrégat [2] de A' et noté \J A'. 

Soit $s la sous-catégorie de $ps formée des applications inductives 
entre classes sous-inductives, dont les éléments sont [2] les triplets 
((£, <),F, (A, <)) e$ps tels que: 

2 

et que F vérifie l'axiome: 
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Les conditions: A' C A et A' majoré par x dans (A, <) entraînent: 

où 
g8 contient comme sons-catégorie pleine la catégorie g (voir [la]) 

des applications inductives entre classes inductives. Pour que (A, <) 
appartienne à g0J il faut et il suffit que (A, <) et que. pour toute 
sous-classe A' de A majorée dans (A,<), tous les sous-agrégats de A' 
soient égaux; le sous-agrégat unique de A' est noté \JAf et appelé 
agrégat de i'. 

(9/£,CY, 9*^^) et (9/£,«w, 9 ? 9^^) sont des catégories d'homo-
morphismes à produits finis, résolvantes à droite. 

Soit (A',<) eg8; une sous-structure de (J.,<) dans (SDZ, co, ps, g* r^Q) 1 
est une sous-classe sous-inductive faible de (JL, <), c'est-à-dire une sous-
classe A' de A, munie de l'ordre induit par < et telle que: Si A!' est 

et 

nne sous-classe de A' majorée par x' eA', on a: {JA"eA'. 
ÎTous poserons: g'8 = g8 rsQf et g' = g ̂  Q'. 
Définition 9. Une catégorie 9S(9'S? gs)- structurée sera appelée 

catégorie sous-inductive. 
Eappelons [la] qu'une catégorie g (g', 9)-structurée est une caté

gorie inductive. Une catégorie inductive est aussi une catégorie sous-
inductive. Une catégorie sous-inductive est aussi une catégorie sous-
préinductive et par suite une catégorie ordonnée. 

Théorème 5. Pour qu'une catégorie sous-préinductive (63*, <) soit 
sous-inductive, il faut et il suffit que (G, <) soit une classe sous-inductive 
et que Vaxiome suivant soit vérifié: 

(Is) Les conditions fi </, ou fi € G, i e I, f e G, entraînent: 

Démonstration. Les conditions sont évidemment nécessaires. 
Montrons qu'elles sont suffisantes. En effet, soient: 
<GT,FI)*EM*E', [g,f)*E*E et (GI9FI)<(G,F) dans (exe, o, 
où i el. Puisque gi <g et /* </ pour tout i el, on a: 

et 
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Par suite De plus: 

1 d'où 

2 
Il en résulte: a(ft') = a (Je) et f$(k') = donc fc' = Je. Ceci prouve que 

PROPOSITION 12. flo& (c3*, <) catégorie sous-inductive. Soient g e G 
et f € G. S'il existe Ji e G tel que: a (g) < Ji et p(f)<li, alors le pseudo-
produit gf est défini. 

Démonstration. Soit G' (resp. F') la classe des éléments g' (resp. /') 
_ a f tels qu'il existe (#',/') e <#,/>. Soit g' = \JG' et /' = O J?'. En utilisant 

l'axiome (T), on obtient: 

comme g' < g et /'</, il en résulte: 
donc 

COROLLAIRE. Les conditions f € G, e < a(f) et e' < /?(/) entraînent que 
les pseudo-produits e'f et fe sont définis. 

PROPOSITION 13. Si (G', <) est une catégorie sous-inductive complè
tement régulière ci droite, les conditions: 

et et 
entraînent: 

et 
Démonstration. D'après le corollaire 1 de la proposition 11. on a: 

et 
Soit e" = 6(e'f): comme e" < e\ on a: 

et d'où 
Par suite: (e'e") - (e'f) < e'f. Puisque e"̂ e', on obtient: ft(e'e") = e'. Il en 
résulte e' < e", donc e' = e" = P(e'f). 

En particulier, si (G', < ) est une catégorie inductive au sens de [4] 
et complètement régulière à droite, la proposition 13 signifie que (G', < ) 
est aussi une catégorie inductive régulière (au sens de [1]). 

Appliqués au cas où (G', < ) est une catégorie inductive, les résultats 
du § 5 redonnent les résultats de [la], § I. 

Soient (G', <) et ( h . <) deux catégories sous-inductives. Soient 
et G^ les sous-catégories de H et G resp. associées aux relations d'ordre 
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(théorème 2). Kous supposerons que ('•)(, <) est une catégorie ordonnée 
au-dessus de (G\ <) relativement à p et que l'axiome suivant est vérifié: 

Soient h € K et s e 9(„ tels que s < ($(%). On a: p (sh) = p (s)p (h). 
PROPOSITION 14. Si h'^h dans ( :IT, Id^, 9d, 7(), on a: h'^vh. 
Démonstration. Supposons dans (9/, Id¿7£, 9£, 9Q. On a: 

Soit gecH. tel que ß(g) = S et p(g) = p(S^s)- g', où g'e G. Comme 
[ß(g'),gf) e (p{s),p{g)}, il résulte de la proposition 11 que g' = p(s)p(g). 
Par suite p(sg) = g'. Les relations: 

et 
entraînent (3(sg) = s et a(sgr) = a(gr), d'où = (Ŝ s)-sg. On en déduit 
s^pS. Si h'^ph, dans (9f, Id̂ r, 9Z7, on obtient, d'après ce qui précède: 

Par conséquent h'^?vh. puisque p(h') <p(h). 
COROLLAIRE. Soit (9Í,2>,90 un foncteur. Si j est une ('l(<, p)-in

jection, alors j est une [G^, pp)-injection. 
En effet, on a p(j)€cît̂ , d'où p(a{j)) -<̂p p(P{j)), d'après la propo

sition 14. Le corollaire résulte alors de la proposition 6. 
Bern arque. Si (9(, <) est complètement régulière à droite, la con

dition h' < h entraîne h'^vli, d'après la proposition 14. Toutefois il existe 
généralement des sous-homomorphismes h'~̂ vh qui ne sont pas majorés 
par h dans (9/, <). Il en est ainsi dans la catégorie c des applications 
continues entre espaces topologiques, considérée comme catégorie d'homo
morphismes au-dessus de la catégorie des applications de classe dans 
classe, lorsque T est munie de sa structure usuelle de catégorie inductive 
(T' < T si, et seulement si, T' est la topologie induite par T sur un 
ouvert de T). Pour une discussion de cette question, voir [la], théorè
mes 3 et 4, § I. 
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Structures quotient 

par CHARLES EHRESMANN 

A GEORGES DE R H A M , en hommage amical à l'occasion de son 60e anniversaire 

Introduction 
Dans la première partie, dont les résultats ont été résumés dans [0], sont 

d'abord définies et étudiées les notions générales de structure quotient et de 
sous-structure. La suite est consacrée à l'étude des catégories d'homomor
phismes formées des homomorphismes entre classes multiplicatives, entre 
graphes orientés et entre graphes multiplicatifs. Ceci permet de donner une 
définition précise des catégories quotient et catégories quotient strict, ainsi que 
leurs propriétés. 
Dans la deuxième partie sont définis et étudiés les classes multiplicatives 

structurées, les graphes structurés et les graphes multiplicatifs structurés, qui 
interviennent dans la théorie des catégories structurées. Le dernier paragraphe 
contient les principaux théorèmes de l'article, concernant les catégories struc
turées quotient, dont la démonstration utilise tous les résultats précédents. 
Ce mémoire est lié aux articles [1] et [2] et reprend les mêmes conventions, 

en particulier les suivantes: 
Une structure de catégorie sur une classe C sera encore désignée par C' (ou 

simplement par C ) . Soit C* une catégorie. Le composé de deux éléments g et / 
de C , s'il est défini, est désigné par g • /. Les applications source et but dans C 
sont notées (x et p. La classe des unités de C" (ou une classe d'objets) est repré
sentée par le symbole C'Q ; le groupoïde des éléments inversibles de C* est 
noté Cy. 
Soit C une catégorie. Soit nC la classe des quatuors de C . c'est-à-dire [3] 

des quadruplets (gf, /', f, g), où g eC, / eC, f eC et g'eC, tels que les com
posés f-getg'-f soient définis et égaux. Rappelons [2] que DC est une caté
gorie double (••C, j=|C) pour les multiplications longitudinale et latérale. 
Soit (C, p, H) un foncteur (le mot foncteur signifie toujours foncteur cova-

riant); ce foncteur sera parfois représenté par p seulement. La restriction de 
p à C 0 est notée p0. Soit [Jp le foncteur de ••/-/ vers n n C défini par: 

La catégorie duale de la catégorie C est notée C* et considérée comme ayant 
la même classe support que C . Si {C, p, H ) est un foncteur, nous désignons 
par p* le foncteur (C*, p, /V*). 
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Soit (C, p, H, S) une catégorie d'homomorphismes [3]. Un élément h de H 
est souvent identifié au triplet (ft (h), p(h), oc (h)) . Rappelons [2] que (C, p, 
H, S) est saturé au-dessus de C (ou que H est saturé au-dessus de C) si les 
conditions : 

et 
1 assurent l'existence de h e H tel que oc (h) — s et p (h) = h . Si 5 n'est pas 

explicitement défini, il est sous-entendu que S = Hy. Pour simplifier les nota
tions nous remplacerons parfois l'une des lettres du symbole (C, p, H, S) par 
un point, si aucune confusion n'est possible. Ainsi (C, p, H, .) signifiera 
( C p , H, HY). 
Pour simplifier le texte, nous faisons de plus la convention suivante: Soit 

(C, p, H) un foncteur; soit H' une sous-catégorie de H; quand aucune con
fusion n'est possible, nous désignerons par (C, p, H1) le foncteur de H' vers C 
défini par la restriction de p k H'. 
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i. Structures quotient 
1. (K',p)-injections et (K', p)-surjections. 

Soient (K, p, H) un foncteur et K' une sous-catégorie de K. Soit p* le 
foncteur (/C*, p, H*). 
Définition 1: On appellera (K', p)-injection faible (resp. (K', p)-injection) 

un élément j e H vérifiant les conditions suivantes: 
\)P(j)*K'. 
2) Les conditions: g e H, p (g) — ft(j} et p(g) = • g' entraînent V existence 

d'un (resp. d'un et d'un seul) g' e H tel que p(g')=g' et g = j • g'. 
On dira que j* e H est une (K', ??)-surjection faible (resp. (K', ̂ )-surjection) 
si j* est une (ÂC'*, p*)-injection faible (resp. injection). 
Ainsi j* e H est une (K', £>)-surjection faible (resp. surjection) si, et seule

ment si : 
1*) /< (/'•)< K : 
2*) Les conditions g e H, oc (g) — \ et p(g) = g' -p(j*) entraînent l'exis

tence (resp. l'existence et l'unicité) de g' e H tel que: 
et 1+ 

Remarque: La notion de (K\ /̂-injection faible est définie dans [1] sous le 
nom de (Kf, /»)-injection; comme nous aurons essentiellement à considérer des 
(K1, 2>)-injections (au sens de la définition 1), il semble préférable de modifier 
ainsi la terminologie. 
Cas particuliers: 1. Si (K, p, H, S) est une catégorie d'homomorphismes, 

les notions de (K!, p)-injection et (K', ̂)-injection faible sont identiques; en 
effet, si j est une (K', 7?)-injection, l'élément g' dont l'existence est assurée par 
la condition 2 est entièrement déterminé par la donnée du triplet (oc(j), g', 
oc (g)), donc unique. 2. Si j est une (K', £>)-surjection (resp. une (K\p)-
injection) et si p(j) est un épimorphisme (resp. un monomorphisme) dans K, 
alors j est un épimorphisme (resp. monomorphisme) dans la catégorie H. 
Nous désignerons par Hl(K', p) et Hs(K',p) resp. les classes des (K',p)-

injections et des (K', £>)-surjections. Nous énoncerons les résultats pour les 
(K', £>)-surjections; par dualité on pourra obtenir des propositions analogues 
pour les (K', -injections. 
Pour que j e H soit une (K7, £>)-surjection, il faut et il suffit que / soit une 

(K', £>)-surjection faible et que les conditions: 
et 

entraînent g' — g'x. 
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Proposition 1: Hs(K',p) est une sous-catégorie de H contenant tout élément 
feHy tel que p(f) e K' . 
Démonstration: Tout / e Hy tel que p(f) e K' vérifie la condition 2* pour 

y* = /. Soit je HS(K', p); on a évidemment oc(j) e HS(K', p) et f}(j) e 
Hs ( K', p). Soit j' e Hs ( Kf, p) tel que oc (j') = /? (j). D'après la proposition duale 
de la proposition 1 de [1], /' • / est une surjection faible. Supposons que l'on ait: 

et 
Les conditions: 

et 

entraînent q' • j' = g, • j', puisque j est une (K\ ?))-surjection. Les relations: 
et 

entraînent alors q' — q, ; donc j' - j e HS(K'', p) . 
Théorème 1 : Soient jeHs{K',p) et j'e HS(K', p) tels que x(j) ^ . 

Soit f e K' tel que: f • p(j) =- p(j'). Alors il existe un et un seul j" e Hs(K!,p) 
vérifiant les conditions: 

et 
Si f est inversible dans K', j" est inversible dans H. 
Démonstration: Les relations : 

et 
entraînent l'existence d'un élément unique j" tel que: 

et 
Montrons que j" est une (K', ̂ )-surjection. Soit g e H tel que 

et 
Comme j' e HS(K', p) et que l'on a: 

il existe un et un seul g' e H pour lequel : 
et 

Comme p(g' • j") = p(g) , il en résulte g' • /-// = g . Les conditions: 
et 

entraînent g' • j' = gx • j' , d'où g' = glt et par suite j" e HS(K', p). 
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Supposons / € KrY. Il existe aussi j'[ e HS(K', p) tel que: 

et 
Les relations : 

et 
entraînent: jx - j" = oc(j") . De même on montre j" • jx = fi(j"). On en 
déduit j" = (j")-1 c H. 
Corollaire: Les conditions: 

et 
entraînent j' =- y-j , où y e Hy. 
En effet, d'après le théorème, il existe j" e Hy tel que: 

et 
Nous désignerons par U la catégorie longitudinale ••(/C; K') dont les 

éléments sont les quatuors [2, 3] (g', /', /, g) e • K tels que f e K' et f e K'. 
De même: .... _ et 
Définition 2: On dira que h' e H est un (K!, 7?)-homomorphisme quotient 

(resp. sous-homomorphisme) de h e H s'il existe (h', j', j, h) e Us (resp. 
(h, j'y j e 1/*) ; on écrira alors: 

ou ou 
Proposition 2: Soient h e H, je HS(K', p) et j' e H*(K', p) tels que: 

oc (h) — oc(j) et fi (h) = <x(j'). S'il existe: 

alors il existe un et un seul H = (A7, ? ', j, /? ) e (/s tel que 

Si de plus h e Hy et h' e Ky, on a: hr e Hy. 
En effet, les conditions je HS(K', p) et p(j' - h) = h' • p(j) assurent l'exis

tence et l'unicité de h' e H tel que h' - j ~ j' • h . - Supposons h e Hy et 
h' e Ky; on a aussi (h'-1, p(j), p(j'), pty-1)) c C/; donc il existe h[ e H tel 
que vihi) = A'-1 et (/?.\ ?, ?\ /r"1) e Us . On en déduit: 1 

donc h' • ̂  = fi(j') = /?(/*/), puisque e Hs(K',p) et • ̂ ) = p(fi(j')). 
De même on obtient ̂  • h' = oc(h'); d'où 
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Proposition3: Soient h e Hy et h'e Hy . S'il existe jeH^K'.p) tel que: 

(P(h'), /', p(j), V{h)) e (7, <x(j) = cx(h) et ft(j) == oc(hr), alors on a: 

En effet, d'après la proposition duale de la proposition 3 de [1], j' est une 
(K\ £))-surjeetion faible. Les conditions: 

1 

et 
entraînent: (g • h)•j— (g1•y) •h = (g1•h') •?, d ou = glt puisque 
jeHs(K',p) et h' eHy. 
Proposition 4: Soient j e H une (Kf, p)-surjection faible, (h', j, /, h) e•A/, 

e£ teZ ĝ e k-h — <x(h) . Si f—p(f) est un épimorphisme et s'il existe 
(Je', /, p(j), p(k)) e U , alors f est une (K', p)-surjection faible. 

2 

Demonstration: Puisque / est un épimorphisme, les égalités: 

entraînent 

Les conditions: j est une (/C, £>)-surjection faible, ot(j) — a (le) et p(f'k) 
= k' - p (j) assurent l'existence de k' e H tel que : 

et 
Soit g e H tel que : 

et 
Comme on a: 

il existe un g" e H tel que p(g") = g' - k' et g • k = g" • j . 
Posons : g' = g" • h' . On obtient : 

et 

Donc / est une (K', p)-surjection faible. 
Remarque : Même si on suppose de plus dans la proposition 4 que j est une 

(K', 2?)-surjection, il n'en résulte pas que / soit une surjection (sauf évidemment 
dans le cas où (M, p, H, .) est une catégorie d'homomorphismes). 
Soient {H, p, L) un foncteur et H' une sous-catégorie de H. 
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Théorème 2 (transitivité des surjections): Soit jeL tel que p(j) e Hs(K',p). 
On a j e LS(H', p) si, et seulement si, je LS(K', pp) et p(j) e H'. 
Demonstration: Supposons y e Ls(H , p). D après la proposition duale de 

la proposition 6 de [1], j est une (K1, pp)-surjection faible. Les conditions: 
h' ' j = h[ ' j et pp(h') = pp(h[) entraînent p(h') = p(h[) puisque p(j) e 
Hs (K', p)', par suite h[ = h', car j e LS(H', p) . - Inversement supposons 
j e LS(K'', pp) . Soit h e L tel que oc (h) = oc(j) et p(h) = h' • p(j) , où 
h' e H. On a: 
et, comme j e LS(K', pp) , il existe un et un seul h' e L tel que: 

et 
Des relations: p(j) e HS(K', p), et p(h') • p(j) ~ p(h) = h' • p(j), il résulte 
v(h') — h'. Les conditions: 

et 
1+ entraînent pp(\) — pp(h'), et par suite hx = h' ; donc / e Ls(hï, p) . 

Soient (K, K) un foncteur, x*(H, p) la catégorie induite (voir n° 4 et 
[3]) de H par (K, p) et r\ le foncteur canonique: 2 

de vers K". 
Proposition 5: Les conditions: j e HS(K', p), j e KS{K', x) et p(j) = 

entraînent que (j, j) est une (K', t])-surjection. 
Nous verrons des exemples dans lesquels /) est une (K7, n)-surjection 

sans que j (resp. /) soit une (Kf, p) (resp. (/C', ̂ ))-surjection. 
Remarque: Les conditions je Ls(H',p) et je Ls(H',pp) n'entraînent pas 

2. Cas particuliers 
I) Sous-structures et structures quotient: 
Soit (K,p, H, Hy) une catégorie d'homomorphismes; soit K1 une sous-

catégorie de K. 
Pour que j e H soit une (K1, p)-surjection, il faut et il suffit que p(j) e K' 

et que les conditions: et 
entraînent : 
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Proposition 6: Les conditions: j c H9(Kr, p), j' € HS(K', p), oc(j) = oc{j') 

et p(j) = p(j') entraînent j — j' . Si f — («s*, /, s) e H, f e K' , et s'il existe 
f G H tel que f - f = s* , alors on a f € HS(K', p) . 
En effet, la première partie de la proposition résulte du théorème 1. Suppo

sons ~q = (s' q' - f, s) € H\ posons q' = q • /' . On a: 
et 

d'où et 
Définition 3 : Si K' est formé d'épimorphismes, on dira que S* est une structure 

quotient de S relativement à (K', p) s'il existe une (K', p)-surjection j telle que 
oc(j) = S et fï(j) — S* . Par dualité, on définit de même la notion de sous-
structure S* de S relativement à ( K', p), si K1 est formé de monomorphismes. 
Ainsi S* est une sous-structure de S s'il existe une (Kr, p)-injection j telle 

que oc(j) = S* et p(j) = S . 
Si S* est une structure quotient (resp. une sous-structure) de S relativement 

à (Kl> V)> alors S* est un objet quotient (resp. un sous-objet) [7] de S dans 
la catégorie H. Mais un objet quotient de S dans H peut ne pas être une struc
ture quotient de S. 
Proposition 7: Soient (H, p, L) un foncteur et H' une sous-catégorie de H; 

les conditions: 
et 1 

entraînent je LS(H', p ) . 
En effet, reprenons les notations de la 2e partie de la démonstration du 

théorème 2; puisque (K, p, H, .) est une catégorie d'homomorphismes, les 
éléments h' et p(h') sont égaux, car ils ont la même image pp(hr), même source 
P(p(j)) et même but fi(p(h)). La fin de cette démonstration s'applique alors 
et démontre la proposition 7. 
II) C -projections et C-éjections: 
Soient C une catégorie et C une sous-catégorie pleine de C. Soit G la catégorie 

formée d'une seule flèche z et de deux unités distinctes oc (z) et p (z). Soit C 
la sous-catégorie de C formée des /e C tels que f € C' ou oc(f) î C. Soit Z le 
foncteur de C vers 0 défini par : 

Z(f) = P(z) si feC; 
Z(f)=oc(z) si *(f)<C'0 et W*C'0; 
Z(f) = z si *{f)tC'0 et P(f)eCr0. 
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Définition 4: Si j est une (O, Z)-surjection telle que Z(j) ̂  oc(z), on dira que 
j est un C'-projecteur dans C et p (j) sera appelé C'-projection de oc (j) dans C. 
Si h' eC est un (f), Z)-homomorphisme quotient de h, on dira que h' est une 
C'-projection de h dans C. Par dualité on définit les C'-éjecteurs et C'-éjections 
dans C. 
Pour que S eC'() soit une C'-projection de S eC0, il faut et il suffit qu'il 

existe j cC tel que oc(j) — S, ft(j) — S, et que les conditions: 
et 

1+ assurent l'existence d'un et d'un seul g' e C' tel que g = g' • y . 
Proposition 8: Soient C" une sous-catégorie pleine de C et j' un C'-projecteur 

dans C. Si j" est un C"-projecteur dans C tel que j" • j' soit défini, j" • j' est un 
C"-projecteur dans C. Si j'[ est un C"-projecteur dans C tel que oc(j'l) — oc (j1) , 
il existe un C"-projecteur j[ dans C tel que j"x ~= j[ - j' . 
Démonstration: Soient j' et j" deux projecteurs tels que oc(j') = S, fi(j') = 

- S' et ft(j") - S". Si g eC, ft(g)eC et oc(g) - -- S il existe un 
et un seul g' tel que g - g' - j' et un et un seul g" tel que g' = g" • j", d'où 
(j r - n" • (j" • j'\ . J)o plus la relation : 

2 

entra/ine g" • j" gx • j", et par suite gx ---g". Ainsi j" • j' est un C"-pro-
jecteur dans C. - Soit ]'[ un C"-projcetcur tel que r\:(jf[) S et fi(j'l) -•- S". 
(lomme j' est un C'-projectcur, il existe un et un seul )[ tel que j[ • j' ---= 
Supposons / c C', oc(j) 8' et //(/) e C". Puisque }[ est un C'-projecteur, 
il existe un et un seul /" tel que / • j' j" • j![ - /" • j[ • j'. II en resulte 
/ / * 'hi ĉ  j[ im C -projeeteur dans C''. 
Soit (K, p, H) un foncteur; soit K' une sous-catégorie de K. Soit V la 

catégorie (les quadruplets (h1, j', j, h) e K X /-/ X H X H tels que: 
et 

munie de la loi de composition: 

si, et seulement si, 
H s'identifie à la sous-catégorie pleine de V ayant pour unités les quadruplets 
(p(s), s, s, s), en identifiant //, e H avec: 

3 
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Proposition 9: j e H est une (Kf, p)-surjection si, et seulement si, J 
(p(P(?)) > P(j) t 9 » j) est un H-projecteur dans V. 
Démonstration: Supposons j e HS(K', p) et soit (h', s, j, h)e V; comme 

oc (h) = ex (j) et p(h)—h'-p (j), il existe un et un seul h' e H tel que p (h1) = h' 
et h =h'•7: par suite on a : 

et 
donc J est un /7-projecteur dans V. - Inversement soit J un H-projecteur 
dans V. Les conditions: h e H, oc (h) = oc(j) et p(h) = h' • p(j) entraînent 
(h', p (h), /, h) e V ; par conséquent il existe un et un seul h' e H tel que 
<hf> - J = (h', fï(h), j, h) . Il en résulte p(hf) = h' et h' - j = h, d'où 
j e HS(K', p) . 
Exemples: L - Soit U la catégorie formée des applications uniformément 

continues entre espaces uniformes séparés; soit U' la sous-catégorie pleine de 
U ayant pour unités les espaces uniformes complets. Tout E e UQ admet pour 
L/;-projection le complété E de E. 
2. — Les produits tensoriels et les puissances extérieures d'espaces vectoriels (ou 
vectoriels topologiques) peuvent être interprétés comme des projections dans 
des catégories convenables. 
3.- Soit G(/p) la catégorie des foncteurs ̂-inductifs entre groupoïdes pré
locaux; un élément de G(lp) est un triplet 

tel que (SJ,̂ ,S*) soit un foncteur, que (S", <) et (S[ ,<) soient des grou
poïdes prélocaux [3] et que l'on ait : 

pour tout 
si fi e S et si U fi existe. 

Soit G' (/p) la sous-catégorie pleine de G (lp) ayant pour [objets les groupoïdes 
locaux complets [3]. 1+ 
Théorème 3: Tout (S*, <) e G(lp)0 admet pour G' (lp)-projection le groupoïde 

local (S*, <) dont les éléments sont les classes complètes de S. 
En effet, d'après le théorème de complétion [3], S' est un groupoïde local 

complet. Soit W le foncteur (̂ -inductif) canonique de S' dans S'. Soit 0 un 
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foncteur ̂-inductif de (5*, <) dans un groupoïde local complet (27', <). Soit 
F e S; puisque deux éléments de F sont compatibles et que 0 est compatible 
avec les intersections finies, la classe 0(F) est compatible [3] dans 27, donc 
admet un agrégat 0'(F). Si F' e S, la classe F ̂  F' est engendrée par les 
éléments / ̂  /', où f € F et f e F' ; en utilisant l'axiome de distributivité, 
on trouve: 

Donc l'application F -> 0' (F) définit un foncteur ̂-inductif tel que 0 = 0' • W. 
Le théorème 3 en résulte. 
Soit G" (lp) la sous-catégorie pleine de G (lv) ayant pour objets les grou

poïdes locaux. 
Théorème 4: Tout (S* ,<) e G(lp)0 admet pour G"(lp)-projection le sous-

pseudogroupe faible S' de S' engendré par S. 
En effet, d'après [3], S' est un groupoïde local. Soit W le foncteur ̂ -inductif 

canonique de S' dans S'. Soit 0 un foncteur ̂-inductif de (S',<) dans un 
groupoïde local (27*, <). Si F e S, la classe F est majorée par / dans S; 
par suite la classe 0(F) est majorée par 0(f) dans 27, donc admet un agrégat 
0! (F) dans 27. Comme 0 est ̂ -inductif, l'application: F -> 0' (F) définit un 
foncteur ̂  -inductif 0' de S* vers 27* tel que 0 = 0' • W . Le théorème en 
résulte. 
Soit Gfr{lv) la sous-catégorie pleine de G(lp) ayant pour objets les grou

poïdes locaux relativement complets [3]. 
Théorème 5: Tout (S*, <) e G(/p)0 admet pour G'r(lv)-projection le sous-

groupoïde plein S' de S' ayant S0 pour classe de ses unités. 
En effet, d'après la proposition 8 et le théorème 4 il suffit de montrer que 

la G" (/p)-projection de (S*, <) admet une G'T (/p)-projection; nous pouvons 
donc supposer (S*, <) local. D'après [3], S' est un groupoïde local relativement 
complet. Soit W le foncteur ̂-inductif canonique de S' dans S'. Soit 0 un 
foncteur ̂-inductif de S' dans un groupoïde local relativement complet 27*. 
Soit F e S; puisque oc (F) et fi (F) sont majorés dans S0, 0(oc(F)) et 0(ft(F)) 
sont majorés dans 27; de plus, 0(F) est compatible, car 0 est ̂ -inductif; par 
suite 0(F) engendre une sous-classe relativement complète [3] de 27 et 0(F) 
admet un agrégat 0'(F) dans 27. L'application F -> 0' (F) définit un fonc
teur ̂-inductif 0' et 0 = 0' - W. 
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Ill) Injections et surjections au-dessus d'une catégorie d'applications: 

1+ 
Nous désignerons par M0 une classe de classes contenant avec une classe M 

toutes ses sous-classes, avec deux classes, leur classe produit. Soit M la caté
gorie de toutes les applications (M', /, M ) , de M € M0 dans M ' e M0 . Soit 
M* la sous-catégorie de M formée des applications (M, i, M'), où M' est une 
sous-classe de M et i l'injection canonique de M' dans M. 
Soit M3 la sous-catégorie de M formée des surjections. Soit (M', <p, M ) e Ms ; 

nous appellerons relation d'équivalence associée à (M', cp, M) la relation d'équi
valence sur M définie par : 

si, et seulement si, 
On a évidemment: (M', 92, M ) — y . (M/g , qv, M ) , où qç est la surjection 
canonique de M sur la classe quotient M\q(p et y, la bijection: m mod qv 
->cp(m) . Soit MQ la sous-classe de MS formée des surjections canoniques 
(MJQ , o , M ) , où g est une relation d'équivalence sur M . 
Soit MQ la catégorie dont les éléments sont les triplets 0 =--•- (Qm, (f, QM) , 

où QM et QM sont des relations d'équivalence sur M et M resp. et p(&) — 
= (ilf, qp, ilf ) e M est une application compatible avec QM et £^. Soit IM la 
relation d'équivalence x ̂  x sur If. La catégorie M s'identifie à la sous-
catégorie pleine de MQ ayant les relations ÎM pour objets. Tout QM e MQ 
admet M)Q pour M-projection dans MQ. De plus (M, /f, MQ, .) est une 
catégorie d'homomorphismes. 
Si (M, p, H) est un foncteur, une (MS, £>)-surjection (resp. une (M{9 p)-

injection) sera appelée p-surjection (resp. p-injection). Si h' est un (Ms,p)-
homomorphisme quotient (resp. un (MI:, p)-sous-homomorphisme) de h, on 
dira que h' est un p-homomorphisme quotient (resp. un p-sous-homomorphisme) 
de h et on écrira : 

2 

3 

(resp. A 
La relation : h' — < h est une relation de préordre dans H, d'après la propo
sition 1 (voir aussi [2]). 
Soit (M, p, H, HY) une catégorie d'homomorphismes; une structure 

quotient (resp. une sous-structure) S* de S relativement à (Ms,p) (resp. à 
(Mi, p)) sera appelée p-structure quotient (resp. p-sous-structure) de S, ou 
structure quotient (resp. sous-structure) de 8 dans (M,p,H, .) . Une 
(Ms, £>)-surjection / telle que p(j) e MQ est uniquement déterminée par la 
donnée de oc (j) et de fi (j), ou par la donnée de ex (j) et de la relation d'équi
valence g sur p(ot(j)) associée à p(j). Toute 39-surjection çp est de la forme 
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<P = y ' j> où y € Hy, j e H8(M8, p) et p(j) e Mq, si H est saturé au-dessus 
de M. 
Définition 5 : Soient S e H0 et Q une relation d'équivalence sur p (S). Nous 

dirons que S* est la structure quotient de S par g si on a (S* ,g,S)eH8( M8, p) 
et si g est la surjection canonique de p(S) sur P(S)IQ ; dans ce cas, nous poserons 
s* = s/o. 
Tout QM € MQ admet M/g pour structure quotient par g dans (M, n, MQ,.). 

H s'identifie à la sous-catégorie pleine de la catégorie induite p,*(H, p) (voir 
n° 4 et [3]) ayant pour unités les couples (s,p(s)) . Soient p et Ji les projec
tions canoniques de u*{H, p) vers Me et H resp. 
Proposition 10: Pour que S/g soit une structure quotient de S par la relation 

d'équivalence g dans (M, p, H, .) , il faut et il suffit que S/g soit une H-pro-
jection de (S, g) dans u*(H, p) et que p(S/g) = p(S)/g . 
La démonstration est analogue à celle de la proposition 9. 
Soient SI € H0, i = 1, 2. Nous dirons qu'il existe un produit s1 X s2 dans 

H tel que p(s1 X s2) = pfa) X p(s2), si on a ~pi = (si9 pit s1 x s2) e H où 
p. désigne la projection canonique de 2>(5i) x P(S2) sur P(SI)> ê  si (si X S2> 
p±, p2) est un produit dans H de s± et s2 (voir [6]). Ces conditions déterminent 
s1 X <s2 d'une manière unique (proposition 2, II, [2]). 

1 

2 

Théorème 6: Supposons (M, p, H, .) résolvante à droite [2] (resp. saturée 
au-dessus de M). Soient s e H0 et s' e H0 tels qu'il existe des produits s X s 
et s' X s' dans H, pour lesquels p(s X s) = p(s) X p(s) et p(s' x s') = p(s') x 
X p(sr) . Alors on a s < <s' si, et seulement si, s X s <( s' X s' . Si g est une 
relation d'équivalence sur p (s) admettant (p{sr) ,g ,p(s)) pour surjection canonique 
associée, et si on a (s' x s',g X g, s X s) e Hs(Ms,p), alors s' — sjg — < s. 

3 

Démonstration : La condition entraîne s x s <( s' x s' d'après la 
proposition 3, II, [2]. - Supposons (M, p, H, .) résolvante à droite; le couple 
((s, p2, s X s), (s, p±, s x s)), où pî désignent les projections canoniques de 
p(s X s) sur p(s), admet un ̂-noyau s8 tel que p(s$) = A = diagonale de 
p(s X s). De la démonstration du théorème 12, II [2], il résulte que l'on a: 
? S = (5S> [*> s) 6 H y, où [t, i](x) — (x, x). - Supposons H saturé au-
dessus de M', alors il existe 

et on a: 
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Comme 

la proposition duale de la proposition 6 assure s8 ̂  s x s. - Soient donc 
s8 < s X s et sf8 < s' X s' tels que p(s8) = A et p(Sg) = A'. Si on a 
s X s < s' X sr, les conditions : 

et 
entraînent s%<isrd, en utilisant le théorème dual du théorème 1. - Soit g 
une relation d'équivalence sur p(s) vérifiant les conditions de l'énoncé. Les 
relations : 

1 

et 

assurent l'existence de (sô, g8, S8) \ (s' x sf, g X g, S X s) . On a: 
et 

d'où, en utilisant la proposition 4, HUM' V) • Par suite: 
et 

Remarque : Avec les notations du théorème 6, la condition s' — < 5 n'en
traîne pas «s' x s'—< sxs, comme le montre le cas H = T. Si on a: 
s' — < s et s'il existe S —< s X s, p(S) = p(sr X s'), alors [s1 X s', i,S) e H . 

2 

Exemples: 1) Soit T la catégorie des applications continues ($', /, S) où 
S et S' sont des topologies sur des classes 6 (S) et 6 (S') appartenant à M0 
et / une application de 0(S) dans 6(S'). Soit (M, 6, T, T) la catégorie 
d'homomorphismes correspondante, où T est le groupoïde des homéomor-
phismes appartenant à T. Une structure quotient de S dans (M, 0, T, T) 
est une topologie quotient de 8 ; une sous-structure de 8 est une topologie 
induite par 8 sur une sous-classe de 6(8). Pour que j soit une (M, 0)-injec
tion, il faut et il suffit que oc(j) soit homéomorphe à la topologie image réci
proque de fi (j) par 6 (j). _ 
2) Soit F la catégorie des foncteurs (C*, @,C') tels que: 

(M, pF, F, Fy) est une catégorie d'homomorphismes à produits finis et résol
vante à droite [2]. Soit C' e F0 ; une sous-structure de la catégorie C* est une 
sous-catégorie de C' (proposition 9, II, [2]). Une structure quotient de C* 
sera appelée catégorie quotient de C', une structure quotient de C* par la relation 
d'équivalence g, catégorie quotient de C' par g. Nous reviendrons plus loin 
sur cet exemple (n° 3). 
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3. Graphes multiplicatifs et catégories quotient 

I) Classes multiplicatives: 
Définition 6: On appellera classe multiplicative M' le couple formé d'une 

classe M et d'une loi de composition, partiellement définie sur M . On appellera 
homomorphisme de la classe multiplicative M' vers la classe multiplicative 
M £ un triplet (M£, 0 , M') tel que 0 soit une application de M dans M 1 vérifiant 
la condition: 
(Q) Si g - f est défini, alors 0 (g)_\_ 0 (f) est défini et on a: 

Soit N la catégorie dont les éléments sont les homomorphismes entre classes 
multiplicatives (Jff, 0 , M') tels que : 

N contient F comme sous-catégorie. 
Si M' e N0 et si M 1 a M , on désignera par M[ la classe multiplicative 

dont la loi de composition, appelée loi de composition induite par M', est définie 
par: 
(g, /) -> g - f si, et seulement si, g • / est défini dans M' et si on a g • f e M x . 
Proposition 11: {M ,pN, N, Ny) est une catégorie d'homomorphismes à produits 

finis, résolvante à droite et saturée au-dessus de M . Pour que soit une pN-sous-
structure de M' e A/0, il faut et il suffit que l'on ait: 311 c M et = M 1 . 
En effet, la première partie résulte des définitions. Si M Œ M , on a 

évidemment M [ < M'. Inversement si < M', on a aussi M[ < M', 
donc M £ = M 1 en vertu de la proposition 6. 

1 

Définition 7 : * Soit M- e N0 ; nous dirons que Q est une relation d'équivalence 
compatible sur M ' si Q est une relation d'équivalence sur M telle que les conditions: 

et g' - f sont définis; on a 
entraînent: 

Si Q est une relation d'équivalence compatible sur M ' , la classe M J Q des 
classes d'équivalence modulo g peut être munie de la loi de composition, 
appelée loi de composition quotient, définie par: 

mod p , / mod p) -> (g1 • f) mod 
si, et seulement si, il existe g' ~ g et f ~ f tels que g' - f soit défini. 
Nous désignerons par M'fg la classe multiplicative (Mjg)\ 
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Proposition 12: Soient M' e N0 et Q une relation d'équivalence sur M. Pour 

que M' admette (MJQ)1- four pN-structure quotient par g, il faut et il suffit que 
g soit compatible sur M' et que (MJQ)1- = M'jg . 
En effet, les conditions sont évidemment suffisantes. Inversement si (Mjg)L 

est une ̂-structure quotient de M', comme M'jg est aussi une ̂ -structure 
quotient de M', il résulte de la proposition 6 que l'on a (MJQ)1- = M'jg . 
Corollaire : Pour que (M^, 0 , M' ) = 0 soit une pN-surjection, il faut et il 

suffit que 0(M) = Mx et que Von ait 
avec 

en désignant par g0 la relation d'équivalence associée à 
Remarque: Soient M' c N0 et g une relation d'équivalence sur M. Soit g 

la relation d'équivalence sur M, intersection des relations d'équivalence q' 
compatibles sur M' et telles que f ~ f mod g entraîne / ̂  f mod o' . Alors 
M'IQ peut être appelée classe multiplicative quotient de M ' par g. 

II) Graphes orientés: 
Soit [G] = (G, fi, oc) un graphe orienté; rappelons [5] qu'alors G est une 

classe, oc et fi, deux rétractions de G sur une sous-classe [67] 0 de G ; un élément 
de [6r]0 est appelé sommet de [G] ; une flèche de [G] est un élément f de G 
tel que f̂ oc(f); les sommets oc(f) et fi(f) sont appelés source et but de 
/ resp. 
_ Soit G la catégorie des morphismes de graphes, formée des triplet s 
0 = ((G', fi', oc'), 0, (G, fi, oc)) tels que: 
(G, fi, oc) et (G1, fi', oc') sont deux graphes orientés, 

1 

et 
La classe des unités de G sera identifiée à la classe G0 des graphes orientés [67] 
tels que 67 e M0 . 
(M, pG, G, Gy) est une catégorie d'homomorphismes à produits finis, résol

vante à droite [2]. Une sous-structure de [G] est un sous-graphe de [G], c'est-
à-dire un graphe (G', fi', oc'), où G' est une sous-classe de G contenant avec 
une flèche sa source et son but, oc' et fi' étant les restrictions de oc et fi à 67;. 
Proposition 13 : Soit Gsla sous-catégorie de G formée des W tels que pG(W) e Ms 

alors Gs est la catégorie des pG-surjections. 
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Corollaire: Soient (G, fi, oc) e G0 et g une relation d'équivalence sur G. 
Pour que [G] admette une structure quotient par g il faut et il suffit que Q soit 
compatible avec oc et fi, c'est-à-dire que f ~ f entraîne oc(f) ~oc(f) et fi(f) ~ 
~/»(/')• 
Si C' est une catégorie, le triplet (C, fi, oc) est un graphe orienté, noté 

[C*]. Soit pGF l'application: 

de F dans G; (G, pGF, F, Fy) est une catégorie d'homomorphismes. 
Proposition 14: Ce F0 est une structure quotient de C' relativement à (Gs,pGF) 

si, et seulement si, C' est une catégorie quotient de C'. 
Ceci résulte du théorème 2 et de la proposition 13. 
Soit L la catégorie réunion de F ̂  G avec la classe des triplets (C', 0, [G]) 

tels que ((C, fi, oc), 0, [G]) e G , la loi de composition étant définie par: 

F est une sous-catégorie pleine de L. 
1 Proposition 15: II existe un foncteur naturalisé (L, À) dans L tel que pour 

tout 0 e L, L(0) soit une F-projection de 0 dans L et que, pour tout [G] e G0, 
L([G]) soit la catégorie libre L[G] des chemins de [G]. 
Démonstration: Rappelons la construction de la catégorie libre L[G] des 

chemins de [G] (voir [4]): L[G] a pour éléments les sommets de [G] et les 
chemins de [G], c'est-à-dire les suites finies (/„,..., /x) , où fi e G, f{ t [67]0 
et (*(/,•+-.) = fi (f,) pour tout i < 7I . La loi de composition est définie par: 

si, et seulement si, 
si, et seulement si, 
si, et seulement si, 
si, et seulement si, 

On a: À(\GÏ) = (L[G],i,[G])e L. Soit & = (C',0, [G]) e L; alors 
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où L(0) désigne l'application définie par: 

si 
et 

Donc A([67]) est un F-projecteur dans L et L(&) = (C*, L(0), L[G]) est 
une F-projection de 0. D'après la proposition 2, il existe une et une seule 
F-projection de 01 = ([67], 0L9 [67]) € G de la forme (£[67], L{01), 
L[G]) ; l'application L(0±) associe à (fn, . . ., ft) le chemin (01(fn), . . ., 
&i (/i)) • 0n définit ainsi un foncteur L de L vers F en posant de plus L(02) = 
= 02, si 02e F; le foncteur L est naturalisé [4] par l'application A: 1 

et = foncteur identité de C' 
Corollaire 1: Si (C*, 0, £[67]) es£ wwe pF-surjection, (C*, [67]) est une 

pFL-surjection. 
Ceci résulte du théorème 2, puisque (£[67], i, [G]) e L est une (F, £)-surjection. 
Corollaire 2 : Soient Ci une catégorie et fi2 un sous-graphe de [Ci] tel que Ci 

soit la sous-catégorie de Ci engendrée par Bi9 où i = 1, 2. Tout foncteur 0 = 
= (Cà, 0, Cj) £>°̂r lequel 0(Sx) cz B2 foncteur quotient de L(W), 
où W = ([B2],0c, [BJ). 
En effet, posons: ̂  = (CJ, £, [BJ); on a L(ji) e L. Comme la restriction 

de L(jt) à L[Bi]0 est une bijectionsur (Cj)0, il résulte de la proposition 23 (voir 
aussi [3]) que Ci est une catégorie quotient de L [B{]. - Le quatuor (j2, 0, W, j±) 
étant appliqué par le foncteur [JL sur le quatuor (L(j2), 0, L(W), L{j±)), 
où L(j{) est une pF-surjection, on a 0 —< L(W) . 
Soit [67] e G0; supposons donnée une relation g sur la catégorie libre L[G]. 

Soit £ la relation d'équivalence sur L[G] intersection des relations d'équi
valence Q' compatibles avec les applications source et but et la loi de compo
sition de L[G] et telles que si (/', /) e g, alors f ~ f modulo g'. 

2 

3 

Définition 8: Avec les notations précédentes, si L[G] admet une catégorie 
quotient C' par g , nous dirons que C' est la catégorie engendrée par le système de 
générateurs [G] et la relation g (ou les relations élémentaires {gi)ieI, °ù Qi ^ 
un couple (/,-, f[) et g la classe des couples (ft, f[), i e I) . 
En partieulier, si g vérifie la condition: (e,e')eg, e e [G]0 et e1 e [G]0 

entraînent e = e', alors la classe d'équivalence e modulo g est réduite à e 
pour tout e e [G]0; par suite il existe une catégorie quotient de L[G] par g, 
qui admet [67] 0 pour classe d'objets. 

4« 
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Applications : 1. - Groupoïdes libres : 
Soit U la sous-catégorie pleine de L dont les unités sont les graphes orientés 

et les groupoïdes. Soit F7 = F ̂  U . 
Proposition 16: Tout graphe orienté [G] admet pour F'-projection le groupoïde 

libre r[G]. 
1 Démonstration: Soit y une bijection de G - [G]0 sur une classe G' telle que 

G R> G' = 0. Soit (G, fi, a) le graphe orienté dans lequel on a: 

pour tout f e G. Soit g1 la relation sur L[G] définie par: 
et 

pour tout f € G. Il existe une catégorie r[G] quotient de L[G] par g, en
gendrée par le système de générateurs [G] et par la relation glt L'élément 
g(f) == / mod g de r[G] admet pour inverse g (/(/)) . Par suite r[G] est 
un groupoïde, appelé [5] groupoïde fibre sur [G]. On a: (r[G], g i, [G]) = 
= W e U. Tout élément 0 — (S*, (p, [(7]) de // se prolonge d'une manière 
unique en 0 = (S*, ï, [£]) e , en posant : 

et 
pour tout f e G. D'après la proposition 15, on a: 

Par ailleurs, la relation: (w, w') e g1 entraîne: 

donc il existe une application unique <pr telle que: 

Puisque r[G] est une catégorie quotient de L[G], on en déduit: 
et 

Par conséquent, r[G] est une F'-projection de [G]. 

2 

2.- Rappelons les définitions suivantes (voir [3]): Soit C* une catégorie; soit 
B(C') la classe des éléments réguliers de C* (c'est-à-dire des éléments qui sont 
à la fois un épimorphisme et un monomorphisme). On dit que C' est parfaite 
si on a B(C') — C'y. On dit que C* vérifie la condition (P) si, pour tout / e R(C') 
et tout heC avec P(f) = fi(h)9 il existe (A,/,/7, A') eD(C*; B(C'))9 l'élément 
h' étant un épimorphisme si h c B(C'). 
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On dit que C* est un perfectionnement de C* si C' est une catégorie parfaite, 

telle que C* < C' et que, pour tout heC, il existe (h, f, /, h) e C3C', 
avec feC^E(C'),fr€C^R{C-) et JUC. 
Soit F la sous-catégorie de F ayant pour éléments toutes les catégories et 

les foncteurs (C,@,C) tels que &(R(C')) c C'v. Soit Fp la sous-catégorie 
pleine de F ayant pour objets les catégories parfaites. 

1 

2 

Proposition 17: Toute catégorie C' e F0 admet une Fp-projection P[C'] 
dans F. 
Cette proposition est démontrée dans [5]; P[C'] est une catégorie quotient 

de la catégorie libre des chemins du graphe [G] ̂  \C-G{[, où G\ est la classe 
des éléments réguliers de C' non inversibles et [G] le graphe construit dans la 
proposition 16, où G = G, ̂  oc(GA) ̂  diĜ ). 
Corollaire: Pour que P[C'] soit un perfectionnement de C*, il faut et il suffit 

que C' vérifie la condition (P). 
Démonstration: Si P[C*] est un perfectionnement de C', alors C' vérifie la 

condition (P) en vertu du théorème de perfectionnement d'une catégorie 
(voir [3], p. 73). - Si C' vérifie (P), C' admet [3] un perfectionnement C' qui 
est la catégorie quotient de la catégorie des trios (f',f,h) de C', tels que 
f e R(C') et /' eE(C'), par la relation d'équivalence o: 

si, et seulement si, OÙ œ e R{C') et w e R(C'), 
entraîne 

Soit (S', <Z>, C') e F, où SçFp; soit 0' l'application: 
mod 

on trouve (S', &', C') e Fl). Par suite C' est une F̂ -projection de C' dans F, 
c'est-à-dire est équivalente à P[C']. 3+ 
III) Graphes multiplicatifs: 
Nous allons maintenant construire une sous-categone de la catégorie N des 

homomorphismes entre classes multiplicatives. 
Définition 9: On appellera graphe multiplicatif une classe multiplicative G' 

vérifiant les conditions suivantes: 
1 ) Tout f e G admet une et une seule unité à droite oc (/), appelée source de f 
( resp. à gauche p (f) appelée but de f) . 
2) Si g - f est défini, on a: oc(g) = £(/), oc (g • /) = oc(f) et fi(g •/) = / % ) . 

4 
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La classe des unités du graphe multiplicatif G' sera notée G'Q. Si r\ est une 
bijection d'une classe A sur G'0, un élément de A sera appelé objet de G* et 
généralement identifié à rj(A). Soit G'* G' la classe des couples (g, f) tels que 
g - f soit défini. 

1+ 
Exemple: Une catégorie est un graphe multiplicatif. Pour qu'un graphe 

multiplicatif G' soit une catégorie, il faut et il suffit que les axiomes suivants 
soient vérifiés: 
1) Si h - (g - f) et (h • g)>f sont définis, ces composés sont égaux, 
2) Si oc (g) = fi (f), alors le composé g - f est défini. 
Définition 10: On appelle homomorphisme du graphe multiplicatif G- vers 

le graphe multiplicatif G' un triplet (G', 0, G) tel que: 
1) (G-, 0, G') est un homomorphisme de classes multiplicatives; 
2) On a: 0(G'O) c G'0 . 
Soit N' la sous-catégorie de N formée des homomorphismes entre graphes 

multiplicatifs. 
Proposition 18: N' est une sous-catégorie pleine de la catégorie induite 

p%(N, pN) de N par (pG, pN); F est une sous-catégorie pleine de Nr. 
Démonstration: Soit G' e N;0; le triplet (G, fi, oc) est un graphe ayant G0 

pour classe de ses sommets. Posons pGN(G') = (G, fi, oc) = [G'] et 
si 

2 
3 

On a ([G'], 0, [G']) e G. Soit / eG; comme / • oc(f) est défini, le composé 
0(f). 0(oc (f)) est aussi défini; puisque 0(oc(f)) e G'0 et que oc(0(f)) est 
unique, on a: oc(0(f)) = 0(oc(f)) . De même on trouve fi(0(f)) = 0(fi(f)) ; 
par suite pGN(G', 0, G') e G. La proposition résulte alors des définitions. 
Nous désignerons par pGN le foncteur canonique de N' vers G. Remarquons 

que pGN admet un foncteur section n tel que n(G, fi, oc) soit le graphe multi
plicatif G' dans lequel la loi de composition est définie par: 

et pour tout 

4 
Proposition 19 : Tout 0 e N' admet une F-projection v (0) dans N' telle que 

(v, v) soit un foncteur naturalisé dans N' (voir [4]). 
Démonstration: Soit G* e Nf0; désignons par v(G') la catégorie L[G']/g 

engendrée par le système de générateurs [67*] et la relation g: 
si, et seulement si, 
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Posons ?(#•)(/) = /mode, pour tout feG. On a: (v(G'),v(G'), G') e N'. 
Soit C* e F0 et supposons & = (C', 0 , G') e N'. Alors L(&) = (C', £(0), 
[̂̂ ']) c ̂  comme Zy(̂ >) est compatible avec g, il existe O' tel que: 

et 
De plus on obtient: 

d'où 

Donc v(G') est une F-projection de G' dans N'. En vertu de la proposition 2, 
il existe un homomorphisme quotient de L ([67*], W, [G']), noté v (G-, W, G') — 
= (v(G'),v(W), v(G-)) , pour tout (G-9W,G')e N'. On définit ainsi un 
foncteur v de A/' vers F, qui est naturalisé par l'application v : 

Soit (M, pN, N', N'v) la catégorie d'homomorphismes dans laquelle pN 
est la restriction de pNk N'. 
Proposition 20: Pour que 67̂  soit une pN-sous-structure de G' e N;0, il faut 

et il suffit que G^ soit une sous-classe multiplicative de G' et que PQN(@I) soit un 
sous-graphe de PCN(@')-

Démonstration: Si les conditions sont vérifiées, pour tout feGlf on a 
oc (/) e Gx et fi (/) e G1 et f admet oc (/) et fi (/) pour unités à droite et à gauche 
dans G^. Par suite (7/- est un graphe multiplicatif ; puisque (7f est une sous-
structure de G' dans Pç{N, pN) d'après la proposition 5, Gj- est aussi une 
sous-structure de G' dans la sous-catégorie pleine N' de pG(N, pN). - Inverse
ment, soit G£ une p̂ -sous-structure de G' ; comme (G', i, G£) e A/', on a, pour 
tout f e G1 : oc{f) = tiot̂ if)) ̂ G1\ de même /?(/) e (7X et [67̂ ] est un sous-
graphe de [Gm], On en déduit que Gt est aussi un graphe multiplicatif, donc 
une p̂ -sous-structure de G' en vertu du début de la démonstration. L'unicité 
de la sous-structure de G' sur (7, entraîne G' = 6rf. 
Definition 11: Soient G' e Nr0 et g une relation d'equivalence sur G; on dira 

que g est bicompatible sur G' si g est compatible sur la classe multiplicative 67* 
et compatible avec oc et fi. 

1 

Proposition 21: Soient 67* e/Vj et g une relation d'équivalence sur G. Pour 
que G' admette une p!N-structure quotient G2- par g, il faut et il suffit que g soit 
bicompatible sur G'; dans ce cas, on a: G1- = G'/g. 

465 



242 CHAULES EHBESMANN Structures quotient 
Démonstration: Supposons g bicompatible sur G' et soit g l'application 

/ -> / mod g de G sur G/g. Montrons que la classe multiplicative G'Ig, qui est 
la ̂-structure quotient de G' par g, est un graphe multiplicatif. Soit f e G; 
puisque / • oc (f) est défini, g (f) • g (oc (/)) est défini et égal à g (/). Si g (g) • 
* Q (<* (/)) est aussi défini, il existe g' ̂  g et h ~ oc (f) tels que g' • A soit 
défini; on a alors 

et 
Comme 

g (#(/)) est une unité à droite de g (/). Soit g (k) une autre unité de G'jg telle 
que g (f) - g (k) soit défini; il existe /' ~ f et k' ~ k tels que /' • k' soit 
défini; la relation oc(f') = ft(k') entraînant ft(k') ~oc(f), on a: 

Donc g ( \ (/)) est la seule unité à droite de g (f) ; de même g (/) admet g (/?(/)) 
pour seule unité à gauche. On en déduit que G'jg est un graphe multiplicatif. 
Par ailleurs [G'jg] est le graphe quotient de [G'] par g. Il en résulte que G'jg 
est une structure quotient de G' dans V%(N, pN) et, N' étant une sous-
catégorie pleine de p%{N, pN), G'jg est la p̂ -structure quotient de G' par 
g. - Inversement supposons que G1- soit la ̂ -structure quotient de G' par 
g. La relation: (G-1, o, 6r") e N' signifie que g est bicompatible sur G' et, 
d'après le début de la démonstration, G'jg est une ̂-structure quotient de 
G' par g. On déduit donc de la proposition 6 que G'Ig — G2- . 
Corollaire: j e N' est une pN-surjection si, et seulement si, j est une pN-

surjection et si pGN (j) est une pG-surjection. 

IV) Catégories quotient et catégories quotient strict 
Proposition 22: Soient C' une catégorie et g une relation d'équivalence bicom

patible sur C'; alors C'/g est un graphe multiplicatif; v(C'jg) est une catégorie 
quotient de C' si viC'lg) est une surjection de C'Ig sur- v(C'lg). 
Démonstration: D'après la proposition 21, C'jg est un graphe multiplicatif 

quotient de C' par g et on a (C*/g, g, C') e N', où g(f) '= / mod g pour tout 
feC. Soit v(C'/g) la F-projection de C'/g, qui existe d'après la proposition 
19; on a 

Soit 0 = (S'9 0, C') e F tel que 0 = 0' v(C'jg) g . Puisque C'fg est un 
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graphe multiplicatif quotient de C*, on a: 

d'après la proposition 19, il existe v(0') e F tel que 
et par suite 

Si V(C'IQ) est une surjection, l'égalité 0 = pF{v(0')) v(C'jg) g = 0'v{C'fg) g 
entraîne 0' = pF(v(0')) , donc W est une pF-surjection. Inversement si 
(V(C'IQ)J V (C'/g)~g, C') c F8(MS, pF), l'application v(C'/g) est évidemment une 
surjection sur v(C'lg). 

Remarque: La demonstration precedente prouve que tout foncteur 0 se 
décompose d'une manière canonique en le produit de deux foncteurs v(0f) • W, 
l'application v(0')o étant une injection, mais W n'est pas une (M, ̂ -sur
jection, car pF{v(0')) et 0' peuvent être différents. En particulier tout 
foncteur (S', 0, C') se décompose d'une manière canonique en le produit de 
foncteurs (S', 0lf V(C'IQ0)) • (V(C'IQ0) , V{C'IQ<P) g0 , C ) , où g0 est la relation 
d'équivalence associée à 0. 1 
Théorème 7: Soient C' une catégorie et g une relation d'équivalence sur C. 

Pour que C' soit une catégorie quotient de C' par g, il faut et il suffit que g soit 
bicompatible sur C' et que v(C'jg) soit une bijection de C'jg sur v(Ojg); dans 
ce cas C' est équivalente à v(C'/g). 2 

Démonstration: Si les conditions sont vérifiées, v(C'jg) est une catégorie 
quotient de C' d'après la 2E partie de la proposition 22, et la bijection v(C'jg) 
définit sur C'jg une structure de catégorie équivalente à v(C'/g) ; par suite C* 
admet une catégorie quotient par @. - Inversement supposons que C* admette C* 
pour catégorie quotient par g. Comme (C*, g, C') c f, où g(f) = / mod g pour 
tout / e C, la relation d'équivalence g est bicompatible sur C' et il résulte 
de la proposition 21 que C'/g est le graphe multiplicatif quotient de C' par g ; 
par conséquent on a (C', i, C'Ig) e N' . Soient S' e F0 et (S', 0, C"jg) e NF. 
La relation: (S*, 0g, C') c F entraîne (S*, 0, C') e F, puisque C*—<C*. 
Il en résulte: 

2 

donc C* est une F-projection de C'jg et, en vertu de la proposition 6, C' est 
une catégorie équivalente à v(C'lg). 2 

17 CMH vol. 38 

467 



244 CHARLES EHBESMANN 

Corollaire: Pour que (C*, W,C') € F soit une pF-surjection, il faut et il suffit 
que ^(C) = C* et que C soit une F-projection de C'/gw, OÙ ĝ , est la relation 
d'équivalence associée à W. 
En effet QW est bicompatible sur C' et le corollaire résulte du théorème 7. 
Si (C*, W,C') est une ̂ -surjection, il n'en résulte pas que (C*, W,C) 

soit une ̂-surjection. 

1 

Définition 12: Soient C' et C* deux catégories; on dira que C' est une catégorie 
quotient strict de C' (resp. de C' par g) si C' est une catégorie quotient de C' (resp. 
de C' par g) et si C' est une pN-structure quotient de C'. 
Proposition 23: Soient C' une catégorie et g une relation d'équivalence sur C. 

Pour qu'il existe une catégorie C' quotient strict de C' par g, il faut et il suffit 
que g soit compatible sur C' et que l'on ait (C'/g, g, C') c F, où g(f) = f mod g, 
pour tout f eC. Dans ce cas, on a C' = C'/g. 
Démonstration: Soit C' une catégorie quotient strict de C* par g. Puisque 

C* est une 2>A/"Ŝ RUĈ URE quotient de C', d'après la proposition 21 g est bicom
patible sur C* et on a C' = C'/g, donc (C*/g, g, C') e F . - Inversement si 
(C'/g, g, C) c F, alors g est bicompatible sur C' et C'/g est une ̂-structure 
quotient de C", puisque C'/g est une catégorie et que F est une sous-catégorie 
pleine de N', C'Ig est une catégorie quotient strict de C\ 
Corollaire: Pour qu'une catégorie C' admette une catégorie quotient strict par 

g, il faut et il suffit que g soit bicompatible sur C' et que C'/g soit une catégorie. 
Soient C' une catégorie et g une relation d'équivalence bicompatible sur 

C*. Alors C'jg est un graphe multiplicatif et pour que C'/g soit une catégorie, 
il faut et il suffit que de plus soient vérifiées les conditions suivantes (voir 
exemple III): 
1) Si g (h) - (g(g) • g(f)) et (g (h) • g (g)) • g(f) sont définis, ils sont égaux. 
2) Si cx(g(g)) — P(Q(f))> alors g (g) • g(f) est défini, c'est-à-dire: si geC, 
f *C et oc(g) ~ p(f), il existe g' ~ g et f ~ f tels que g' • f soit défini. 
Par suite on obtient les critères suivants pour que C* admette une catégorie 
quotient strict: 
Proposition 24: Pour que (C*, W,C') e F soit une pF-surjection, définissant 

C' comme catégorie quotient strict de C', il faut et il suffit que ^(C) = C et que, si 
W(x(q)) = W(B(f)) , il existe g' a C et f e C tels que 

et 
En effet, ces conditions signifient que C'jĝ  est une catégorie, où gw est la 

relation d'équivalence correspondant à W. (Cette proposition se trouve dans [3].) 
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Proposition 25: Si g est une relation d'équivalence bicompatible sur la caté

gorie C' vérifiant Vune des conditions: 
Si e eC'o, f e C et e ~oc(f) (resp. e ~ fi(f)), il existe f ' ~ f tel que e = oc(f) 
(resp. e = 0 (/')), 
alors C'/g est une catégorie quotient strict de C*. 
Cette proposition est démontrée dans [3]. 
Corollaire: Si g est une relation d'équivalence compatible sur la catégorie C 

vérifiant la condition: 
Si / ~ / \ **°r» *</) = *(/') ET P W = /»(/'). 
C'jg est une catégorie quotient strict de C'. 
Exemples: 1) Une catégorie quotient peut ne pas être une catégorie quo

tient strict comme le montre l'exemple suivant : Soit C* la catégorie formée de 
9 unités et de 9 morphismes al9 a2, a3, ai9 a5, a6, a{, a!2, a[, chaque unité 
étant adjacente à deux morphismes différents exactement. Les seuls composés 
entre deux éléments différents d'une unité sont: 

et 
Soit g la plus petite relation d'équivalence sur C* compatible avec ce et fi et 
telle que l'on ait: 

Alors C* admet une catégorie quotient par g, qui n'est pas une catégorie quotient 
strict par g, puisque le composé g(a6) -g(a5) est défini et égal à g(a3). 
2) Soient C' une catégorie et g une relation d'équivalence sur C. La condi

tion: il existe ((Cjg)1-, g, C) e F n'entraîne pas que (C/g)1- soit une catégorie 
quotient de C', comme le montre l'exemple suivant: C* est formé de 6 unités 
et de 3 morphismes /x, /2, /3, le composé de deux éléments n'étant défini 
que si l'un des éléments au moins est une unité. Soit g la relation d'équivalence 
sur C engendrée par : oc ~ oc (/3), fi(f2) ~ fi (/3) et oc (f2) ~ fi (/j). Alors 
Cjg devient une catégorie pour la loi de composition: 

si h' • h est défini dans 
et 

Mais (C/g)1- n'est pas une catégorie quotient de C'. 
3) Soit C* une catégorie. Une relation d'équivalence g sur C peut être com

patible sur la classe multiplicative C* et telle que C'jg soit une catégorie sans 
que C* admette une catégorie quotient par g. Par exemple, soit C* une caté
gorie ayant deux unités distinctes e et e' et un seul morphisme / tel que: 
f • f — f et oc (/) = e'. Soit g la relation d'équivalence engendrée par e ̂  /, 
e non équivalent à e'. Alors C'/g est une catégorie formée d'une unité g(er) et 
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d'un élément idempotent e tel que oc (e ) = g(e'). Mais C'/Q n'est pas une caté
gorie quotient de C*. Toutefois on a: 
Proposition 26: Soient C' un groupoïde et Q une relation d'équivalence corn-

patible sur C' et telle que C'/g soit une catégorie. Alors C'/g est un groupoïde x) 
quotient strict de C'. 
Démonstration: Pour tout / eC, posons: 

modulo 
Les relations : g eC et 'g e (C*/(?)o> entraînent: 

d'où 
De même fi (g) ~g. - Montrons que si eeC'0, on a: e e (C'/g)0. En effet, 
de l'égalité e • e = e, on déduit e • e = e, donc A(e) = fi(e). Posons 
JI = OC(e). Puisque /u • e est défini, il existe f~e et g EJI tels que OC (g) = 
= p(/) ; comme ~I e (C'IQ)0, d'après le début de la démonstration on a fi(f) e /7. 
Posons e' = A partir de l'égalité / • /_1 = /̂ (/), on obtient e • e; = JI. 
Par suite : 

Il en résulte : e e (C'/o)0 et (C'/Q, Q, C') € F. Par conséquent C'/g est un 
groupoïde, qui est une catégorie quotient strict de C', en vertu de la propo
sition 23. 

V) Relations d'ordre quotient 
Soit Q la catégorie des homomorphismes entre classes ordonnées (voir [2]) 

et (M, co, Q, .) la catégorie d'homomorphismes correspondante; soit œ 
l'équivalence de Q sur la sous-catégorie pleine de F ayant pour objets les 
catégories de couples définissant un ordre sur la classe de leurs unités. Si co (g) 
est une ̂-surjection, ~g est une co-surjection. Mais il existe des co-surjections 7/ 
telles que œ (g) ne soit pas une £>f-surjection. 
Soit Q' la sous-catégorie de Q formée des homomorphismes stricts ([1] et 

[2]), c'est-à-dire des triplets ((A, <), g, (A, <)) e Q tels que les conditions: 
x' < x et g(x') = g(x) entraînent x' — x. 
Soit Ù" la sous-catégorie de Q formée des triplets ((A, <), g, (A, <)) e Q 

tels que, pour tout x e A et tout z < g(x), il existe x1 < x avec g(x') = z. 
Q' et Q" sont des sous-catégories saturées de Q. Soient co' et co" les restric

tions de co à ¿2' et à Q" resp. 
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Définition 13: On dira qu'une relation d'équivalence q sur A est compatible 

sur (A, <) e Q0 si la relation définie par: 
q(x) < q(y) si, et seulement si, il existe x' ~ x et y' ~ y tels que x' < y' 
est une relation d'ordre sur Ajq. 
Proposition 27: Si Q est une relation d'ordre compatible sur (A, <) e Q 0 , 

alors (Ajp,<) est une co-structure quotient de (̂ 4,<). Si de plus il existe 
<p — ((A', <), cp' ' Q , (A, <)) c Q', alors (Ajq, <) est une co'-structure quotient 
de (A, <). 
Démonstration: On a ((Ajq, <), Q, (A, <)) e Q . Soit ç> = ((A', <), 

cp' • Q, (A, <)) e Q. Soient x € AJQ et x' < x. Il existe y e A et y' < y tels 
que q(y) = x et q(y') = x', donc cp'(x') == cp' • g (y') < cp' • q(y) = cp'(x) et 
on trouve ~cp' — ((A', <), <p', {Ajq, <)) e Q. Ainsi [Ajq, <) est une co-
structure quotient de (A, <). - Supposons de plus cp c Q' et ̂ -'(a;') = <p'(x) ; 
on en déduit y' ~ y, d'où = # et ~cp' € Ù. - Enfin les conditions y' <y 
et y' ~ y entraînent ç/ -q(y') — <p' • q(y), et par suite y! — y. Ainsi 
((Ajq, <), q, (A, <)) e Q' et (-4/o, <) est une co'-structure quotient. 
Définition 14: On dira que ~g e Q est une co-surjection stricte, ou que p (g) 

est une structure d'ordre quotient strict de oc ( g), si la catégorie co (p ( g)) est 
une catégorie quotient strict de co(oc( g)) . 
Proposition 28: Pour que ~g = ((A, <), g, (A, <)) e ¿2 soit une co-surjec

tion stricte, il faut et il suffit que g (A) = A et que les conditions: 
x c A, x' < x et x" < x' 

entraînent qu'il existe y *A, y' <y et y" < y' tels que g (y) = x, g (y1) = x' et 
g (y") = x". Si g est une co-surjection stricte et si g e Q', alors g est une cof-surjection. 
Si g e Q" et g (A) = A, g est une co-surjection stricte et une co"-surjection. 
Démonstration: La première partie de la proposition résulte de la propo

sition 24. - Si g € Q' et si g est une co-surjection stricte, la relation d'équivalence 
qg associée est compatible sur oc (g) et g est une co' -surjection, en vertu de la pro
position 27. - Soit g e Ù " et g(A) — A ; il résulte des définitions que la condition de 
l'énoncé est vérifiée, par suite ̂  est une co-surjection. Supposons ç> = ((̂ L',<), 
cp' • g, (A, < ) ) 6 Q". Soit x e A et z < cp'(x); il existe y e A et y' < y 
tels que g(y) = x, cp'• g(y) = cp'(x) et <p'.g(y') = z. 
Par suite x' = g (y') < x et cp1 (x') = z, d'où ((A', <), cp', (A, <)) € Q", 
et g est une co "-surjection. 
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Soient Ips, ls et / les catégories des applications sous-inductives entre 
classes sous-préinductives, des applications inductives entre classes sous-
inductives et des applications inductives entre classes inductives (voir [1], 
[2] et [3]). Soient aP8, cos, co\ to'»9, co's, co'\ co"ps, m"s et co"1 les restrictions 
de w à 

et resp. 
Proposition 29: Supposons et 

Si on a la propriété suivante: 
(qps) Les conditions x € A, x' < x et x" < x entraînent qu'il existe y € A, 

tels que et 
alors g est une cops-surjection stricte. 
Démonstration: L'axiome (qps) entraîne que la relation d'équivalence Q 

associée à g est compatible sur (A, <) ; par suite g est une co-surjection stricte, 
d'après la proposition 27. Soit cp = ((A', <), cp' • g,'(A, <)) e /p\ Soient 
x' e A. x' < x et x" < x ; en vertu de (qps), on a: 

d'où ((-4', <), (p', (A, <)) e lp* et g est une ô -surjection. 
Corollaire: Si g e et co (g) e M*, alors g est une cop*-surjection et une 

o//p''-surjection. 

Proposition 30: Soit g = ((A, <), g, (A, <)) e Is (resp. e /; et g(A) = A. 
Supposons l'axiome suivant vérifié: 
(qs) Les conditions xeA et xt<x, ici entraînent qu'il existe yeA et y,<y 

tels que g (y) — x et g(yù — xit pour tout i e I. 
Alors g est une cx>s(resp. coi)-surjection stricte. 
Démonstration: D'après la proposition 29, gr est une cô -surjection stricte. 

Soit ç? = ((A', <), cp' • g, (A, <)) e /s; en reprenant les notations de (qs) on 
trouve : 

d'où ((A1, <), cp', (A, <)) e fs et g est une eo "-surjection. Si g e /, g est une 
-̂surjection, car / est une sous-catégorie pleine de l\ 

Corollaire: Si g e l"s (resp. e I" ) et co (g) e Ms, alors g est une cos- (resp. 
co*-) surjection et une o/s- (resp. co"*-) surjection. 
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4. Graphes multiplicatifs induits 

Théorème 8: Soient xt = (67% xi9 G\) c N, où i = 1, 2. Il existe une pN-sous-
structure x*(G[9 xx) de G'x X 67g telle que: 

où désigne la restriction à x2(G[, xx) de la projection canonique ptde G'x X 67; 
sur G\. Si de plus on a x{ e N' (resp. e F)9 alors K e • /V' (resp. K e • f h 1 
Démonstration: Soit x*(G'x, xx) la classe des couples (gl9 g2) tels que 

*i(gi) = x2{g2). Si (gl9g2)€9̂ (G'l99i1) et si (gi,g2) ex2(G'l9x1), les composés 
g[ • gt étant supposés définis, i — 1, 2, on a : 

d'où 
Par suite H2 (67!, xx) est une sous-classe stable pour la loi de composition de 
G\ x G'2; la première partie du théorème en résulte. - Si xt e N' et si (gl9 g2) 
€ x* (G', xx), on trouve : 

d'où (oc(g1),oc(g2)) e x2(G'1,x1); de même (j%2)> i%i)) «*ï (#i> *i) • On en 
déduit que x2(G[9 xx) est un graphe multiplicatif, qui est une sous-structure 
du graphe multiplicatif G{ X G2 d'après la proposition 20. Enfin, si x{ € F, 
puisque x2(G[9 x̂ ) est stable pour - , x2(Ĝ 9 x̂ ) est une sous-catégorie de 
6r* x G29 ce qui prouve le théorème 8. 
Corollaire: Si K' = (x1 ) e • N', il existe un élément et un seul 

(x*(G19 xx)9 n, oc(x[)) = n e N' tel que p{i • n = H\ . 2 
Démonstration: D'après la définition du produit IJ — ^(x^ x oc(x2)9 il 

existe \x[9 x2] = (77, [x[9 x2]9 <x(x[)) e N' tel que p{ • [x[9 x2] = xi9 i = 1, 2. 
La relation: K1 e [J N' signifie: [x'l9 x2] (pcÇx̂)) c x2(G'19 xx) . Puisque 
x*(G,9 x.) est une ̂ -sous-structure de 77, il en résulte: 

et 
Définition 15: Soient x{ e N (resp. e N') tels que (${xx) = P(x2); ̂ (67^, xx) 

(théorème 8) sera appelé classe multiplicative (resp. graphe multiplicatif) induit 
de G'1 = cc(x1) par (x29x1). 
Si xi e F, la catégorie x2(G'19 xx) est la catégorie induite de G't par 

(x29 X-L), au sens de [3]. 
Soit A une classe. Nous désignerons par (A x A)-1 la catégorie obtenue en 

munissant la classe produit A x A de la loi de composition entre couples: 
si, et seulement si, 
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Soient On a: 
où 

et 

Définition 16: Avec les notations précédentes, le graphe multiplicatif 

induit de G' par (â0 X aQy [fi, a]) est appelé graphe multiplicatif induit de 
G' par a0 et noté a*(G'). 
Un élément du graphe multiplicatif a*(G') est un triplet (/, (u', u)) où 

f e G, te € A et u' e A, tel que : 
et 

L'application [a0i ô]~x: (a0(u), (u, u)) -> u est une bijection de (a*(G')) 
sur A ; ainsi A est une classe d'objets de a*(G'). Nous poserons: 

où 
Cas particulier: Si G' est une catégorie, a* (G') est la catégorie induite 

de G' par a0, au sens de [3]. 
L'application U: 

où 
définit un foncteur U = (M, U, N'). Soit UF la restriction de U à F et 

Théorème 9: Pour que W =((?•, ï7, G') e N' soit une (M, U)-injection, il 
faut et il suffit que Von ait: 

avec 
1 Dans ce cas y(f) = (W{f), (fi(f), «(/))) , pour tout fcG. 

Démonstration: Montrons que (G', W, est une (M, £7)-injec-
tion. En effet, soit @ = (G', 0, F') e N' tel que 0O = W0&'0. Comme: 

on a: 

et il résulte du corollaire du théorème 8 que 0 se décompose d'une manière 
unique sous la forme : 0 = W • 0', avec : 

474 



Structures quotient 251 
l'application 0' associant à f € F le triplet (0(f), (e', c)), dans lequel e et e' 
sont définis par les relations : 

et 
Par suite W est une (M , £7)-injeetion. - Inversement soit 

une ( M , U)-injection. D'après ce qui précède, (G', W, lF0(G')) est aussi une 
( M , U)-injection. Puisque (IF*(G')0, y0> é?i) * M y , où y0 = [W0, ô], il existe, 
en vertu du théorème 1, un élément 

tel que 
Corollaire : Pour que W = (C*, W, C') e F soit une ( M , U F)-injection, il faut 

et il suffit que l'on ait: 
où 

Démonstration: D'après le théorème 8, W*(C') e F0. Puisque F est une 
sous-catégorie pleine de N', la condition est suffisante en vertu du théorème. 
Une démonstration analogue à la fin de celle du théorème montre que la 
condition est aussi nécessaire. 
Proposition 31: Soient (C, xi9 Ci9 .), où ¿=1,2, des catégories d'homo

morphismes; (Ci, x\{Ci, Xii), .) est une catégorie d'homomorphismes. Si 
C1 est saturée au-dessus de C, alors x*(C1, x±) est saturée au-dessus de C2 
et (C, Xi p{t, x*(C1} , .) est une catégorie d'homomorphismes. 

1 

Démonstration: La première partie de la proposition est démontrée dans 
[3]. Supposons C1 saturée au-dessus de C. Soient (<sl5 s2) c x2(Cl9 *i)0 et 
92 (4><P>S2) * (C2)y; on a (x2(s2),cp,x2(s2)) eCY et, puisque tf2(<s2) = ̂ i($i)> 
il existe <px — (sfl9 cp, sx) e d ; par suite (cpl9cp2) appartient à x2 (Cl9 xx) et 
x*(C1, Xj) est saturée au-dessus de C2. Il en résulte que (C,., x2(Cj, xx), .) 
est une catégorie d'homomorphismes, ce qui démontre la proposition. 
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II. Graphes multiplicatifs structurés 
1. Classes multiplicatives structurées 

Soit ( M , pN, N , Ny) la catégorie d'homomorphismes considérée au n° 3, I. 
Soit (G', CV, G') e N ; nous désignerons par 99*99 la restriction de l'applica

tion 99 x 99 à G' * G'. Soit x(G') l'application: 
où 

1 
Lorsqu'aucune confusion n'est possible, nous écrirons x' au lieu de x(G'). 
L'application: (G', CP, G') -> (x(G'), CP, <P*<P, x(G')) définit une équivalence 
z de N sur une sous-catégorie de •• M . 
Soit ( M , p, H ) un foncteur. Dans tout ce paragraphe, nous identifierons 

(••/•/) 0 (resp. (•• M)0) avec H (resp. M ) . 
Définition 1 : Une unité de la catégorie induite x * (•• H',•/>) sera appelée 

classe multiplicative ̂-structurée; un morphisme de x* (••/-/,• p) sera appelé 
morphisme entre classes multiplicatives ̂ -structurées. 
Une classe multiplicative p-structurée est donc un couple (G', K) où 

G' e A/0, K e H et p(K) = (G, x(Gm), G' * G') . Un morphisme entre classes 
multiplicatives p-structurées s'identifie à un quadruplet: 

vérifiant les conditions suivantes: 
(67-, K) et (G', K) sont des classes multiplicatives ̂ -structurées: 

et 
1 Remarquons que l'application: 0 -> (K, 0, 0', K) est une équivalence de 

x*(H3H, dp) sur une sous-catégorie de n o H . Nous poserons: 

Définition 2 : Nous dirons que la classe multiplicative p-structurée (67*, K) 
est fortement p-structurée si la condition suivante est vérifiée: Soit s = fi(K); 
il existe un produit s X s dans H tel que p(s x s) — G x G, et EX (K) est une 
p-sous-structure de s X s. 
Nous désignerons par N(p) la sous-catégorie pleine de x * (•• H , • p) ayant 

pour unités les classes multiplicatives fortement ̂ -structurées. 
Supposons désormais que ( M , p, H , .) soit une catégorie d'homomorphis

mes. Une classe multiplicative ̂ -structurée (G', K) est entièrement déterminée 
par la donnée de s = fi (K), de s' = <x {K) et de la loi de composition x(G' ) = 
= p(K)\ elle sera représentée par le triplet (G', s, s'). 
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Proposition 1: x*(noH, Hp) s'identifie à la catégorie des triplets 

vérifiant les conditions suivantes: (Gm, (s, x (G-), s')) et (G',(s ,x(G') ,s')) sont des 
classes multiplicatives p-structurées; (G, cp, G) e M ; (G', cp, G') e N ; (s,cp,s)€ H 
et (s*, cp * cp, s') € H. 
Nous poserons: 

Proposition 2: N(p)0 s'identifie à la classe des couples (G-, s) vérifiant les 
conditions suivantes: 
1) On a G' € A/0, s e AV0 et p(s) = G. 
2) Il existe un produit s X s dans H tel que p (s X s) ~ G X G et il existe 

une p-sous-structure s' de s X s telle que p(s') — G' * G'. 
3) On a (s, x(G')9 s') e H. 

N(p) s'identifie à la sous-catégorie pleine de p*(N,pN) ayant N(p)0 pour 
classe d'objets. 
Démonstration: Supposons que (G', s) vérifie les conditions 1, 2 et 3. 

Puisque (M, p, H, .) est une catégorie d'homomorphismes, s X s et s' sont 
uniquement déterminés par la condition 2 et (G', s) s'identifie à : 
(G',(s,x(G'),s')) e N{p)0. - Soit & = ((G-, (p, G'), (s, <p, s)) un élément 
quelconque de la catégorie induite p*(N, Pu); si (G', s) e N(p)0 et (G', s) 
e N(p)09 on a (sxs,cpXcp,sxs)eH, par définition du produit; comme 
s' < s x s, sr <̂  s x s et (cp * cp) (G' * G') <z G' * G', on trouve: 

donc où 
et Par suite on peut identifier 

avec 
Nous ferons toujours les identifications dont les propositions 1 et 2 assurent 

l'existence. 
Theoreme 1: (N, pN, x*(ruH, •£>), •) est une catégorie d homomorphismes. 

Si H est saturé au-dessus de M, alors (H,pH, •£>), .) est une caté
gorie d'homomorphismes saturée au-dessus de H. 
Démonstration: Montrons que les conditions: 

et 
entraînent l'existence de 
En effet, puisque (M, p, Hv) est une espèce de structures, les relations 
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et 

assurent qu'il existe 
et 

On a (KLT0L,0'l,Kl)€nH, où K1 = (sl9 x(Ĝ )9s[) et Zx = 
Comme (x(G')9 cp, cp * cp, x{G')) tUM et Up(Kl9 &l9 &[, e • M, il en 
résulte (x(G')9rp9(p*<p9x(G-)) = np(Kl9&l9<î>[9Kl)9 d'où («̂  x(G')9 s[) = 

ïfj et 0j = s[)9 rp9 (G-, sl9 s[)) e x*(noH9 Hp). On en déduit que 
(N, .,**(•• H, •/>), .) est une catégorie d'homomorphismes. - Supposons 
H saturé au-dessus de M. Soient 

et 
Puisque (G, cp, G) e Mv, il existe (G', cp, (?• ) e /Vv et on a 

H étant saturé au-dessus de M, il existe <!>' (sf, (p * <p9 s') c A/ et on obtient 

Par conséquent (GT-, s, s') e Dp), et (A/, .,«*(•• H, Dp), .) est 
une catégorie d'homomorphismes saturée au-dessus de H. 
Corollaire: #i /-/ es£ saturé au-dessus de M, aZors (M, •/?), .) 

e.s*£ «ne catégorie d'homomorphismes saturée au-dessus de M. 
En effet, pM —- ppH et, puisque (H, pH, ., . ) et (M9p, H, .) sont saturées, 

(M, x*([jjH, •/>), •) est une catégorie d'homomorphismes saturée. 
Théorème 2: Si (M, p9 H, . ) est saturée au-dessus de M (resp. est à produits 

finis), N(rA est une sous-catégorie saturée de x*(noH, Hv)-
Démonstration : Soient et 

On a s X s e H0, (s, (p, s) € Hy et (G x G 9 cp x cp, G X G) c My . 
Si (M, ., H. . ) est à produits finis, il existe s X s et on a 

1 
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Si H est saturé au-dessus de M, il existe (S9cp x cp, s x s)e/Vy; montrons 
qu'alors S •— * x s dans H. En effet, soient (s, p{, s x s), où i = 1, 2, 
les projections canoniques de s X s SUT s, p\ la projection canonique de G X G 
sur G. On trouve: 
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Par ailleurs, si 1,2, on a : 

d'où 
On en déduit S = s x s.- Enfin les conditions : 

et 
entraînent s' < s x s en vertu de la proposition 3,1. Donc (G- ,s, s') e N(p)0 
et N(p) est une sous-catégorie saturée de »*(ŒJr7, Dp)> 
Corollaire: Si (M, p, H, . ) est à produits finis (resp. est saturée au-dessus 

de M), (A/, pN, N(p), .) est une catégorie d'homomorphismes. Si H est saturé 
au-dessus de M, (H, pH, N(p), .) est une catégorie d'homomorphismes saturée 
au-dessus de H et (M, pM, N(p), .) est une catégorie d'homomorphismes saturée 
au-dessus de M. 
Ce corollaire résulte des théorèmes 1 et 2. 
Théorème 3 : Soit (M ,p,H, . ) une catégorie d'homomorphismes à produits finis, 

saturée au-dessus de M. Alors ( M, ~pM, k * (•• H ,\~}p), .) et (M,pM, N(p), .) 
sont des catégories d'homomorphismes à produits finis. 
Démonstration: Soient (Gif s{, s{) e Dp)o> ou fc = l,2. On a: 

G1 X G'2e N0 et Kx x K2 = (s± X s2, x(G[) X x{G2), s[ x s2) e H . 
Soit n la bijection de {Gx X Gx) X (G2 x G2) sur (Gx X G2) X (Gx X G2) 
définie par 7i((g[, ĝ , (g2, g2)) = ((g[, g2), (glt g2)) ; soit ri la restriction de 
n à p(s'x X s2) = [Gx * GJ X (G'2 * G2). Il existe (Sr, ri, s[ X s2) e Hyf car 
H est saturé au-dessus de M: on a: v(Sr) ~ (Gl X G'„) * (Gl X G'a) et 

1 

donc (G\ X G'2, s, x s2, S') e ?**(•• H, dp)o • - Supposons de plus (G\, st) 
c N(p)0. D'après la proposition 3, II [2], on a sx X s2 < (s1 X s±) X (s2 X s2); 
en vertu de la proposition 4, II, [2] 

d'où S' < (s± X s2) X (s1 X s2), d'après la proposition 3, I. Donc (G[ X G\, 
s1 X s2) € N(p)0. - Démontrons que (M, ., «*(••/•/, dp), •) est une caté
gorie à produits finis, dans laquelle (Gx X G2, s1 X s2, S') = (G[,s1,s[) x 
X (@2> s2> s2,) • Soit p{ (resp. pl) la projection canonique de G1 X G2 sur Gi 
(resp. de p(s[ x s2) sur p^)) ; les relations: (G\, pit G[ X G'2)cN, (sit pt, 
st X So) e H et 
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entraînent Enfin 
soient 

comme (M, H, .) et (M, ., N, .) sont à produits finis, on a: 

où I On trouve: 

et par suite 
Théorème 4: Soit (G-, s, s') € x*(anH, \3p)0 (resp. e N(p)0); si G[ est une 

sous-classe multiplicative de G' et si s± et s[ sont des p-sous-structures de s et s' 
resp. telles que piŝ ) = 67, et p(s[) = G\ * G' alors (G\. s-., si) est line 
sous-structure de (G', s, s') dans (M, (resp. dans 
(M, .,N(p), . 
Démonstration: D'après la proposition 11, I, G't est une pyy-sous-struc-

ture de 67*. D'après la proposition 2, I, les conditions: Si^s, s^s' et 
x(G') (G. * 67;) c Gx entraînent: 

d'où 
et 

Soit tel que on 
a alors des relations: 

et 
on déduit: et H, donc 

et 
Si on suppose de plus (G', s) e N(p)0, on a: 

et, puisque p(s[) cz p(s± X «sx), le théorème 1, I, montre que si < s± x sl9 
donc 
Remarque: Les conditions (67-, s) e N(p)0, Gx c 67, sx < s et p(sx) = Gx 

n'entraînent pas toujours l'existence de s[ < s' tel que (67̂, sl9 s[) soit une 
classe multiplicative fortement p-structurée, même si (M, p, H, .) est résol
vante à droite. 
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Théorème 5: Soient (G', s, sf) c D;p)o et Q une relation d'équi

valence compatible sur G' telle que Von ait: 
et 

où b désigne la surjection canonique de G sur G/g. Alors (G'jg, sjg, s') est une 
structure quotient de (G', s, s') dans (M, 
Démonstration: D'après la proposition 12, I, G' admet une classe multi

plicative quotient G'IQ et on a: 

la proposition 2, I, entraîne 
d'où et 

Soit alors on a 
et les relations: 

et 
entraînent : 

et 
donc 

Ceci démontre le théorème 5. 
Remarque: Si dans le théorème 5 on suppose de plus (G', s) e N(p)0y il 

n'en résulte pas que (G'/g, s/g, sf) e N(p)0, comme il peut être montré par 
des exemples de classes multiplicatives structurées dans T. 
Théorème 6: Supposons (M, p, H, .) saturée au-dessus de M, à produits 

finis et résolvante à droite. Soient 

où ¿=1,2. Soit (théo
rème 3). Il existe et tels que soit 
une sous-structure de dans (M, 
(resp. dans (M, . désignant la classe multiplicative 
induite de G[ par 
Démonstration: Puisque (M,p, H, .) est résolvante à droite, le couple 

admet un p-noyau a tel que p(o) 
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où pi désigne la projection canonique de Gx x G2 sur Qt. 
D'après le théorème 3, il existe 8' tel que : 

1 (resp. €N(p)0) et 
où 7 Le couple 

où px est la projection canonique de p(st x s2) sur p(ŝ ), admet un p-noyau 
G' < S' tel que p(a') Il résulte donc du 
théorème 4 que l'on a: 

(resp. 
2+ 

2. Graphes structurés 
Soit (M, pG, G, .) la catégorie d'homomorphismes considérée au n° 3, I. 

Rappelons qu'une unité de G est un graphe (67,<%#), unité que nous 
noterons aussi (67, /?, EX), ou simplement [67]. Soit (M, p, H) un foncteur. 
Définition 3: On appellera graphe ̂-structuré un triplet ([67], B, A) vérifiant 

les conditions suivantes: 
1) [67] e G0, B e H, A € H, p(B) = ([67]0, pG, 67), p(A) = ([G]0, <xG, G) ; 
2) P(A) = p(B) = s0eHQ, a (A) =oc(B) =se H0; 
3) s0 est une sous-structure de s relativement à (M1, p) (voir n° 3, I). 
Nous désignerons par G(p)0 la classe des graphes ̂ -structurés. 
Définition 4: On appellera morphisme entre graphes ̂-structurés un triplet 

0 = (([67], B, A), 0, ([G], B, A)) vérifiant les conditions suivantes: 
1) et 
2) et 
3) On a: { et où 
Proposition 3: La classe G(p) des morphismes entre graphes p-structurés 

est une catégorie; (G, pG, G(p)) et (H, pH, G(p)) sont des foncteurs. 
Nous supposons désormais que (M, p, H, .) est une catégorie d'homo

morphismes. 
Proposition 4: G(p)0 s'identifie à la classe des couples ([G], s) vérifiant le& 

conditions suivantes: 
1) et 
2) II EXISTE S0*\S TEL QUE P(S0) = [67] 0 ET on a: 

et 
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Démonstration: Si {[G], s) vérifie les conditions 1 et 2, alors 

Inversement soit ([G], B, A) € G(p)0, s0 = fi (A) et s = ex (A); le couple 
(férl, s) vérifie les conditions 1 et 2 et on a: 

et 
comme la p-sous-structure s0 de 5 est entièrement déterminée par la donnée 
de s et de [67]0 d'après la proposition 6,1, l'application ([G], B, A) -> ([G], s) 
est une bijection. 
Proposition 5 : G (p) s'identifie à la sous-catégorie pleine de p* (G, pG) ad

mettant G(p)0 pour classe d'objets. 
Démonstration: Soit 0 = (([(?], cp, [G]), (s, cp, s)) e p*(G, pG) tel que 

([G], s) et ([G], s) vérifient les conditions 1 et 2 de la proposition 4. D'après 
la proposition 2, I, il existe 0O = (i0, cp0, s0) e H, où sQ <( s, s0*\S, p(s0) = 

Il en résulte, en posant 0 = 

Donc 0 s'identifie à Inversement si 
on a 

Nous identifierons désormais G (p) à la sous-catégorie pleine de p* (G, pG) 
lui correspondant d'après la proposition 5. Ainsi un graphe p-structuré sera 
représenté par le couple {[G], s); nous désignerons par s0 la p-sous-structure 
de s telle que p(s0) — [G]0. Un morphisme 0 entre graphes p-structurés sera 
écrit sous la forme : 

où ([< et 
Proposition 6: Soient [G] c G0, s c H0 et p(s) = G. Pour que ([G], s) soit 

un graphe p-structuré, il faut et il suffit que l'une des conditions équivalentes 
suivantes soit vérifiée: 
1) Il existe s0<̂ s tel que p(s0) = [G]0; on a: 

et 
V) Il existe s0€ H0 tel que et 
Démonstration: Si ([G], s) €G(p)0, les conditions 1 et 1' sont évidemment 

vérifiées. - Supposons la condition 1 vérifiée; des relations: 
et C on déduit 
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puisque s0 < s; de même (s0, p, s) e H , et ([67], s) e 6(p)0. - Supposons 
la condition 1/ vérifiée. Comme s0 = (sQ, oc, s) • (s, i, s0), il résulte de la 
proposition 6, I que s0 < s, d'où ([67], s) e G(p)0. 
Théorème 7: Si H est saturé au-dessus de M , G(p) est une sous-catégorie 

saturée de v*(G. v^). 
Démonstration: Soient (fGl, s) e G(v)« et 

Montrons que ([G], s) est un graphe ̂-structuré. En effet, puisque H est 
saturé au-dessus de M , il existe (s0,99 0, s0) e HY, où <p0 = ç> t; comme (s, 99, s)e HY, 
on a 50 < i d'après la proposition 3, I; il en résulte: 

de même donc 
Corollaire : Si H est saturé au-dessus de M , (G,pG,G(p), . ) , (H,pH,G(p), . ) 

et ( M , PPH> G(v)I •) 8<mt des catégories d'homomorphismes; de plus G(p) est 
saturé au-dessus de G et de H . 
Ce corollaire résulte du théorème 7 et de la proposition 31, I. 

1 
Proposition 7: Si ( M , p, H , .) est saturée au-dessus de M et à produits 

finis, (M,.,G(p),.) est une catégorie d'homomorphismes à produits finis. 
Démonstration: Soient où ¿=1,2. On a : 

où 

et 
et, d'après la proposition 6, On en déduit que 
G (p) est à produits finis, avec 

Définition 5: Une ppH-sous-structure (resp. une ppH-structure quotient) 
([67], s) de ([67], s) e G(p)0 sera appelée sous-graphe (resp. graphe quotient) 
p-structuré de ([67], «s). 
Puisque [G] est un graphe, il résulte du théorème 2, I, que ([67], s) est aussi 

une ̂pg-sous-structure (resp. une ̂-structure quotient) de ([G], s). 
2 

Proposition 8: Soient ([67], s) c G(p)0, [G] un sous-graphe de [67] et § < é 
_ — - — — _ v 

tel que p(s) = 67. S'il existe i0 < s tel que p(s0) = [G]0, ([G], s) est un sous-
graphe p-structuré de ([67], s). 
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Démonstration: Comme s0< s,s0< s et p(s0) c p(s0), on a s0< s0, d'après 

le théorème 1, I. «g étant une restriction de CXG, les conditions: CXG (G) C [67]0, 
et entraînent 

de même (s0, fi^, s) e H, et par suite ([67], s) e G(p)0. Puisque ([G], s) est 
une sous-structure de ([G], s) dans (M, . ,p*(G, pG), .) d'après la proposition 
5, I, ([G], s) est aussi une sous-structure de ([67], s) dans la sous-catégorie 
pleine G(p) de p*(G, pG). 
Proposition 9: Soient ([67], s) e G(p)0 et Q une relation d'équivalence sur G, 

compatible avec CXG et fia, telle qu'il existe une p-structure quotient s/g. S'il existe 
s0 «\ sjg avec p(s0) = [G/g]0, alors ([G/g], s/g) est un graphe quotient p-struc-
turé de ([G], s). 
Démonstration: Soit g l'application: / —> / mod g, où f e G. Les conditions : 

et 
entraînent (sjg, CXQ/E, s/g) e H en vertu de la proposition 2, I; de même 
{sjg, PGIQ,sjg) € H etona ([G/g], s/g) e G (p)0, d'après la proposition 6. - Comme 
([G/g], s/g) est une structure quotient de ([G], s) dans (M, ., p*(G, pG), .) 
d'après la proposition 5, I, et que G(p) est une sous-catégorie pleine de 
v*(G, on a aussi (ïG/oi, s/p)—< (ÏG1, s) dans (M, ., G(v), .) . 
Proposition 10: Supposons (M, p, H, .) résolvante à droite. Pour qu'un 

couple ([G], s) soit un graphe p-structuré, il faut et il suffit que les conditions 
suivantes soient vérifiées: 

1) [G] e G0, se H0 et p(s) = G. 
2) On a: (s, ex, s) e H et (s, fi, s) e H. 
En effet, les conditions sont évidemment nécessaires. Si elles sont vérifiées, 

le couple (s, (s, oc, s)) admet un p-noyau s0 < s tel que p(s0) —- [G]0 et on a 
([671, s) c G(p)n en vertu de la proposition 6. 
Corollaire 1: Si (M, p, H, . ) est résolvante à droite, G (p) est une sous-catégorie 

saturée de p*(G,pG); (G,pG,G(p)f .), (H,pH,G(p),) et (M,ppH,G(p), .) 
sont des catégories d'homomorphismes. 
Démonstration: Les conditions: ([G], s) e G(p)0 et 

entraînent : 
et 

d'où ([G], s) e G(p)0 en vertu de la proposition 10. Par suite G(p) est saturée 
dans p*(G, pG) et le corollaire résulte de la proposition 31, I. 
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Corollaire 2 : Si (M, p, H, . ) est résolvante à droite et à produits finis 

(M, ., G {p), .) est à produits finis. 
En effet, si {[GA, s.) eGip)*, i = 1, 2, on a: 

et 
d'où dans 
Théorème 8: Supposons (M,p, H, . ) résolvante à droite; soit ([G], s) eG(p)0. 

Si [67] < [67], s < «s et p(s) = G, alors ([67], s) est un sous-graphe p-structuré 
de ([G], s). Si g est une relation d'équivalence sur G compatible avec OCG et ($G 
et si s admet une p-structure quotient s/g par g, ([G/g],slg) est un graphe quotient 
p-structuré de ([67], s). 
Démonstration: Les conditions: (s,OCG,s)eH et OCG{G) C 67 entraînent: 

(s, OC G, s) £ H; de même (s, FIG, s) e H, donc ([67], s) e G(p), d'après la pro
position 10. - Une démonstration analogue à celle de la proposition 9 prouve: 
(s/g, OCG/Q, s/g) e H et (s/g, pG!e, s/g) e H, donc ([G/g], s/g) eG(p)0. Le théo
rème résulte des propositions 5, I, et 5. 
Corollaire: Si (M, p, H, .) est résolvante à droite, (M,ppH, G(p), .) est 

résolvante à droite. _ 
En effet, soient 0t = (([G], s), cpi} ([G], s)) eG{p), où i= 1,2. Soit [G'] 

le graphe pG-noyau du couple (([G], q>l9 [67]), ([67], cp2, [67])) et s' le p-noyau 
du couple ((s, (px, s), (s, q?2, s)). Il résulte du théorème 8 que ([67'], s') est 
le ppH-noysiU de (0lt 02). 
Nous supposons désormais (M, p, H, . ) à produits finis. Soit H' une sous-

catégorie de H contenant /-/v et soit p' la restriction de p à H'. 
1+ 

Définition 6: On dira que ([67], «s) est un graphe (p, /-/̂-structuré (resp. 
(p, (Hr, H'))-structuré) si les conditions suivantes sont vérifiées: 
1) 
2) On a où {resp. 

on a et 
Proposition 11: Soient [G] e G0, s e H0 et p(s) = G. Pour que {[G], s) 

soit nn graphe (p, H')- (resp. (p, (Hf, H'))-)structuré, il faut et il suffit que l'une 
des conditions équivalentes suivantes soit vérifiée: 
1) Il existe . tel que on a 

(resp. on a et 
V) Il existe s( tel que et on a 

(resp. on a et 
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Démonstration: Les conditions sont évidemment nécessaires. La condition 
(s0 X s0, [fi, ex], s) e H' entraîne (s0, ex, s) — (s0, pt [fi, ex], s) c H, où px dé
signe la projection canonique de p(s0 X s0) sur p(s0) ; de même (s0, fi, s) e H. 
Il résulte donc de la condition 1 ou 1' et de la proposition 6 que ([G], s) e G{p)0, 
ce qui démontre la proposition 11. 
Nous désignerons par G (p, H') (resp. G (p, (H', H'))) la sous-catégorie pleine 

deG(p) admettant pour unités les graphes (p, H') (resp. (p, (H', H'))) -structurés. 
Si la sous-catégorie H' de H vérifie la condition [2] : 

(or) s <\ s' dans (M,p, H, .) entraîne s *\ s' dans (M,p', H', .) , 
la catégorie Gip, (H', H')) est identique à la catégorie G(p'). 
Proposition 12: Si (M, p, H, .) est résolvante à droite (resp. saturée au-dessus 

de M ) et si H' est stable par produits dans H (déf. 2, II, [2]), et vérifie (cr), alors 
G(p') est une sous-catégorie pleine de G(p, H ' ) . 
En effet, soit ([G], s) e G(p, (H', H'))0; d'après le théorème 6, I, il existe 

(s8 y b i Ll » s) € Hv, et par suite : 

d'où 

Proposition 13: Supposons que H1 vérifie la condition (cr); soient [G] e G0, 
s e HQ et p(s) = G; on a ([67], s) e G{p, H')Q si, et seulement si: 

l") Il existe s0Ks tel que p{s0) = [G]0 et on a (s X s, [fi, ex], s) e H'. p 
Si (M, p, H, .) est résolvante à droite, la condition 1" est équivalente à: 

On a (sx s, [fi, ex], s) e H'. 
En effet, les conditions sont évidemment nécessaires. Si 1" est vérifié, on a: 

et d'où 
et 

La condition V" entraîne (s, ex, s) e H et (s, fi, s) e H, donc ([G], s) e G(p)0 
d'après la proposition 10; par suite 1" est vérifié. 
Théorème 9: Si H est saturé au-dessus de M (resp. si (M, p, H, . ) est résol

vante à droite), G(p, H') et G(p, (H1, H')) sont des sous-catégories saturées de 
G(p); (M, ppH> G(p, H'), .) et (M,ppH,G(p,(H', H')), .) sont des caté
gories d'homomorphismes ; si de plus H' est stable par produits dans H, ces caté
gories d'homomorphismes sont à produits finis. 1 
Démonstration: Les conditions et 

entraînent : 2 
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et 
donc G(p, H') est saturé dans G(p). - Les conditions 
et 0 c (G(p))y entraînent: 

et (8t,fe98)eH', d'où ([G],s)€G(p,(H',H'))0 et G(p} (H', H')) est satu
rée dans G(p). Les deux dernières affirmations du théorème résultent d'une 
part du théorème 7, d'autre part des propositions 7 et 10, corollaire 2. 

Proposition 14: Soient \ (resp. 
et p(s) = G. Si on a (s, i, s) e H' et s'il existe s0E H0 tel que 

(resp. que é et , alors est une sous-
structure de ([G], s) dans ( ( resp. dans 
Démonstration: La condition sn x s0<( sa x sn entraînant (sn x sn, T, sn x sn) E H, 

on trouve: 

où pj désigne la projection canonique de [67]0 x [67]0 sur [G]0. On en déduit 
(s, £,s0) € H, puisque s <\ s et p(s0) c p(s). Par ailleurs, les relations: 

et 
entraînent : 

donc ([67], s) e G(p, H')0 en vertu de la proposition 11. 
- Si ([(71, s) e G (v, (H', H')n), de la condition sft < sn, il résulte: 

et par suite (s, t, s0) c H, car s < 5. De plus on a: 
d'où 

de même (s0, PQ,8) e Hf. Par conséquent ([(7], s) e G (p, (H', H')) 0. - La pro
position 14 est alors conséquence des propositions 5,1 et 5. 
Corollaire 1: Soient ([G], s) e G(p, H')0i [G] < [G], s < s et p(s) = G . 

Si H' vérifie la condition (o) et s'il existe s0^s tel que p(s0) = [G]0, alors 
([67], s) est une sous-structure de ([G], s) dans (M, ., G(p, H'), .). 
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En effet, les conditions s0 < s, s0<^ s et p(s0) c p(s0) entraînent s0 < s0 
d'après le théorème 1, I, et par suite s0 X s0*\ s0 X s0 en vertu de la propo
sition 3, II, [2]. En utilisant la condition (cr), on en déduit s0 X s0 < s0 X sQ; 
de plus s K s entraîne s <( s, d'où (s, i, s) e H'. Ainsi les conditions de la 
proposition 14 sont vérifiées et le corollaire 1 en résulte. 

Corollaire 2: Si H' vérifie la condition (a) et si (M, p, H, .) est résolvante 
à droite, les conditions ([G], s) e G(p, H')0, [G] [G], s *\ s et p(s) = G 

— v entraînent ([G], s) € G(p, H')0. De plus (M, ., G(p, H1), .) est résolvante 
à droite. 
Ceci résulte du théorème 8, et du corollaire 1. 

Proposition 15: Soient {[G], s) e G(p, H')0, g une relation d'équivalence sur 
G compatible avec CXG et fiG et S/Q -̂ -< s tel que p(s/g) = G/Q. Si H' est stable 
par produits et vérifie la condition (a) et s'il existe sQ e H0 tel que s0 <( s/g et 
p(s0) = [G/g]0, alors ([G/g], s/g) est une structure quotient de ([G], s) dans 
(M, .,G(p,H')~p'*{G,pG), .)• l 

Démonstration: En vertu de (a), on a s0 < s/g. Soit g la surjection canonique 
de 67 sur Gjg. Comme (s/g X s/g, g Xg, s X s) e H' et (s X s, [fiG, «G] , s) e H', on a 
(sjg X sjg,(g X'g) [fi G, CXG], S) e H' et les relations s/g -̂ -< 5 et [fi0/e,cxGlg]g = 
— (Q X Q) W G , *G] entraînent: 

d'où 
en tenant compte de la proposition 13. - De plus ([G/g], s/g) est une 
structure quotient de ([G], s) dans p'*{G, pG) d'après la proposition 5, I; 
comme G(p, H') est une sous-catégorie pleine de p*(G, pG), la sous-catégorie 
G(p, H') ̂  p'*(G, pG) est pleine dans p'*(G, pG) et {[Gjg], sjg) est aussi 
une structure quotient de {[G],s) dans (M, ., G(p, H') ̂  p'*(G,pG), .) . 

Corollaire: Supposons que H' vérifie la condition (a) et soit stable par produits 
et que (M, p, H, .) soit résolvante à droite. Soient ([G], s) e G(p, H')0 et g une 
relation d'équivalence sur G compatible avec CXG et fiG et telle que s admette une 
p'-structure quotient par g. Alors on a ([Gjg], s/g) e G(p, H')0 . 
En effet, la démonstration précédente montre que l'on a: 

et le corollaire résulte de la proposition 10. 
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3. Graphes multiplicatifs structurés 

Soit (M, pN, N', .) la catégorie d'homomorphismes construite au n° 3, I, 
où p'N est la restriction de pN à la sous-catégorie N' de N. Soit G' e NfQ; G' est 
donc un graphe multiplicatif, dont le graphe sous-jacent sera désigné par 
[G']. Soient G'a et G'p les classes des couples (f,oc(f)) et (/?(/),/) resp., où 
f € G; soient ya et yo les bijections canoniques : 

et 

de G' sur Ga et sur G$ respectivement. 
Soit (M, p, H) un foncteur. Nous reprenons les notations des nos 1 et 2; 

en particulier pG et pH désignent les foncteurs canoniques de la catégorie G (p) 
vers G et H resp.; pN est le foncteur canonique de «*(••/•/, dp) vers N et 
pH le foncteur de (••/•/, • p) vers H défini par : ((G', K ) , 0,0', (G*, iT)) -> 0. 

Définition 7 : On appellera graphe multiplicatif p-structuré (resp. fortement 
p-structuré) un quadruplet (G', K, B, A) vérifiant les conditions: 

1) G-eNf0; {G',K)ex*(unH,np)o (resp.eN(p)Q), ([G], B, A) e G(p)0. 
2) On a: a (A) = = s e H0. 
3) J7 existe 7^ e A/y e£ itne p-injection ja telle que K • ?A = JT;1 e£ P ^ ) = ya ; 

il existe r$ e Hy tel que oc(Fp) = s et p(î g) = yp. 
Ces conditions entraînent que jp = /a • ra • est une p-injection telle 

que K-jp = rf. 
Soit N'(p)0 (resp. /V'(p)o) la classe des graphes multiplicatifs p-structurés 

(resp. fortement p-structurés). 
Les conditions 1 et 2 de la définition 7 signifient que (G', K, B, A) s'identifie 

à une unité ((G-, K), ([G'], B, A)) de p£ (**(••/-/, Dp), pH) (resp. de 
P*H(N(P),PH)) telle que G' e /V0'. 

Définition 8 : I7n morphisme de la sous-catégorie pleine N' (p) (resp. N' (p)) 
de P/y(«* (•• H, • p), pH) ayant N' (p)0 (resp. N1 (p)0) po^r classe d'objets sera 
appelé morphisme entre graphes multiplicatifs p-structurés (resp. fortement 
p-structurés). 
Nous supposerons désormais que (M, p, H, . ) est une catégorie d'homo

morphismes. 
Un graphe multiplicatif p-structuré s'identifie alors à un triplet (G-, s, s') 

vérifiant les conditions suivantes: 
1) G-eN'0; (G',s,sf)ex*(naH,np)o, ([G-],s)eG(p)0. 
2) Il existe sa < «s' tel que p(soc) = 0; et (sa, ya, 5) € Hy. 
3) Il existe e H0 tel que (so, yo, s) e Hy. 
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1+ 

La condition 2 entraîne que (G', s, s') est entièrement déterminé par la donnée 
du couple (G', s'), en vertu de la proposition 6, I; si de plus (G-, s, s') est 
fortement p-structuré, la donnée du couple (67*, s) détermine aussi (G', s, s'). 
Par suite nous représenterons indifféremment un graphe multiplicatif p-struc
turé sous la forme (G\ s, s') ou (G', s'); s'il est fortement p-structuré, on 
peut aussi le représenter par (G', s). 

Proposition 16: Un morphisme entre graphes multiplicatifs p-structurés 
s'identifie à un triplet 0 — ((G', sf), cp, (G', s')) vérifiant les conditions sui
vantes: (G',s')e N'(p)0; (G-,s')eN'(p)0; (G,<p,G)eM; (G', q>, G') e N' et 
(s', <p * <p9 s') € H. Un morphisme entre graphes multiplicatifs fortement p-
structurés s'identifie à un triplet 

tel que 
et 

En effet, les conditions sa < s', s- <( s', (sf, (p*cp ,s') e H et (99*95) (Ga) c G^ 
entraînent, en vertu de la proposition 2, I: (s-, (9? *9?) i,sa) e H, et par suite: 

d'où 0 e N' (p). La fin de la proposition résulte de la proposition 2. 

Proposition 17: Soit (G-, s, s') un triplet vérifiant les conditions: 
1) G' e NfQ\ (G-, S, s') € x*{nnH, Dp)o et ([G-], s) e G(p)0-

Si H est saturé au-dessus de M , (G', s, s') e N'(p)0 est équivalent à: 
2) (8',yn9ê)eH. 

Démonstration: Si (G-, s, s') e A/'(p)0, on a: 

Supposons la condition 2 vérifiée. Il existe «sa e H0 et sB e H0 tels que 
fe*> y«> s) e Hv et (SB> ÏB> s) € Hv'> on obtient: 

et 

Comme (sa, ya K(G'), S') • (s', 1, sa) = sa, il résulte de la proposition 
duale de la proposition 6, I, que sa est une p-sous-structure de s'; par suite 
(G-,8'UN'(p)0. 
Si 0 = ((67*. s'), <p, (G' s')) e N'ip), nous poserons: 

et 
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Théorème 10: Si H est saturé au-dessus de M(resp. si (M,p,H,.) est résolvante à 
droite), N' (p) est une sous-catégorie saturée de la catégorie p^ (•• H, • p), pH) . 
Si H est saturé au-dessus de M , N' (p) est une sous-catégorie saturée de N' (p). 

Démonstration: Soit (G', s, s') e N'(p)0 et: 
0 = (({G-,s,s'),cp, (G-,s,s')), (([G]9s),<p, ([£•],s))J €p%(^(nnH,nphpH)y: 
comme N' est saturé au-dessus de M , on a G C N Q et [G] — [G']. De 
plus («s', yx-, s) — (s', <p * <p, s') • (sf, ya, s) - (s, <p, s)-1 e H , ce qui entraîne 
{G', s, s') e N' {p)0 en vertu de la proposition 17. - Si on suppose (G' ,s) e N' (p)0, 
on trouve (G-,s,sf) e N'(p)0, car N(p) est une sous-catégorie saturée de 
«*(••/•/, dp) d'après le théorème 2. 

Corollaire: Si H est saturé au-dessus de M , (H, pH, N'(p), .), (N',pN,, N' (p), .), 
(M,pN,î)N>, N'{p), .), (H, -, Ar(p), .)> (N', .,N'(p),.) et ( M , N'(p), .) 
son* catégories d'homomorphismes saturées. 
Ce corollaire résulte de la proposition 31,1. 

Théorème 11: Si (M, p, H, .) est résolvante à droite, N'(p) est identique à 
la sous-catégorie pleine et saturée de p%(N(p), pH) ayant pour unités les couples 

où 

1 
Démonstration: Montrons que les conditions G- e NR0, (G', s, s') e N(p)0 et 

entraînent On a: 
et 

où pi désigne la ie projection canonique de G X G sur G. Puisque (M> p, H,.) 
est résolvante à droite, le couple ((s, p2> s X s), (s,(xp̂ , s X s)) admet un 
p-noyau s„ tel que p (s ) = G' . Les relations : 

et 
entraînent sa < sf, d'après le théorème 1, I. Comme s X s est un produit 
dans H, on a: 

et par suite (sa, ya, s) e H, puisque sa < s X s. Par ailleurs, on a: 

On en déduit (sa, ya, s) e HY. On montre de même que Ton a (sp, yp, s) e HY, 
d'où (G- ,s)c N' (p)0. Le théorème résulte alors du fait que N' est saturé dans N. 
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Corollaire: Si (M, p, H, .) est résolvante à droite et à produits finis, 
(W> î>u'i Nf(p), .) est une catégorie d'homomorphismes. 

Démonstration: Soient 

Puisque (M, p, Hy) est une espèce de structures, il existe (sl9 <p, sx) e'Hy 
et il résulte des corollaires du théorème 2 et de la proposition 10 que l'on a 
(G-, e N(p)0 et ([#•], ii) e G(p)0; donc (G-, sx) e N'(p)0 en vertu du 
théorème 11. 

Cas particulier: La définition donnée dans [2] d'une catégorie W-structurée 
(C*, s) est équivalente à: C* est une catégorie et on a (C*, s) e p*H(N(p), PH)O-
Il résulte du théorème 11 que, si (M, p, H, .) est résolvante à droite, cette 
définition est équivalente à: C' est une catégorie et on a (C', s) e Nr (p)0. 

Remarques: 1. En général si H n'est pas saturé au-dessus de M, N'(p) 
et N'(p) ne sont pas des catégories d'homomorphismes au-dessus de H ni 
au-dessus de M . Toutefois si (M, p, H, . ) est résolvante à droite et à produits 
finis, la catégorie des foncteurs H-structurés est une catégorie d'homomor
phismes au-dessus de H (voir [2] théorème 11, II); ceci résulte des propriétés 
suivantes : si (C*, s) est une catégorie /7-structurée, s' est le p-noyau du couple 
({s, oc plt 8 X s), (s, p p2, s X s)) ; par ailleurs Hy opère sur les ̂-injections 
définissant un p-noyau, en vertu de la proposition 16, I, [2]. 
2. Si H n'est pas saturé au-dessus de M , on peut se ramener à ce cas en rem
plaçant H par son élargissement [3] H au-dessus de M. Cette opération ne change 
pas les notions de sous-structures et de structures quotient dans H, mais peut 
introduire de nouvelles sous-structures ou structures quotient. 

1 

2 

Nous supposerons désormais que (M, p, H, .) est une catégorie d'homo
morphismes saturée au-dessus de M . 

Théorème 12: Si (M, p, H, .) est à produits finis, (M, ., N'(p), .) et 
(My ., N'(p), .) sont des catégories d'homomorphismes à produits finis. 

Démonstration: Soient (Gi9 si9 si) e N' (p)0 (resp. e N'(p)0), où ¿ = 1 , 2 . 3 
D'après la proposition 7 et le théorème 3, on a: 

et où 
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et Il en résulte: 

En vertu de la proposition 17, ceci prouve que l'on a: 

Comme (M, p, H, .) et (M, ., N', .) sont à produits finis, on en déduit 
dans 

Soit (G',sf) un couple vérifiant la condition suivante: 
1) et 1 

Considérons les conditions suivantes: 
2) Il existe sa < s' tel que p (sa) = G'a et il existe s'0 <( s' tel que p(s'0) = 

= (G; x 00) „ G; . 
2') Il existe (s', ¿, sa) e H et (s', i, sr0) e H tels que: 

et 
3) 
3') 
4) et 
4') et 
Proposition 18: On a (G', s7) e N' (p)0 si, et seulement si, les conditions 1, 2, 

3, 4 (resp. 1, 2, 3', 4'; resp. 1, 2', 3', 4') ci-dessus sont vérifiées. Si (M, p, H, .) 
est résolvante à droite, on a (G', s') e N'(p)0 si, et seulement si, les conditions 
1, 3 et 4 sont vérifiées. 
Démonstration: Soit (G', s, s') e N'(p)0; il existe s0 < 5, où (̂50) = G'0, 

et par suite (s'0, ya i, s0) e Hy avec p(s'Q) = (G'0 X G'0) ̂  G^; comme s0 < s 
et (sa, ya, s) e Hy, on a <( «sa <( s', d'après la proposition 3,1. On en déduit 
que les conditions indiquées sont vérifiées, à l'aide des relations: 

et 

Supposons les conditions 1, 2, 3,4 vérifiées. D'après le théorème 1,1, la condition 2 
entraîne s'0 < sa. H étant saturé au-dessus de M , il existe (s, y"1, sa) e Hy et 
(s0, y 2 i, s'0) e Hy, où p(s0) = G'0, en vertu de la proposition 3, I, on a 
s0 < s. La condition 3 et les relations sa < s' et y0LK(G') (G'* G') c G'M ont 
pour conséquence (sa, ya x(G), s') e H, d'où (s, H {G'), s') — (s, y"1,^) • 
• (sa, ya x(G'), s') e H et {G', s, s') e • £>)<)• La condition 4 et les 
relations: sa< s' et ya<xx(G) (G'a) c entraînant (s0L,yQLaK{G) lyS^ e Ht 
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on trouve 

De même {s,p,s)€H, d'où ([#•], s) e G(p)0 et (G', s, sf) e N'(p)0 . - Si les 
conditions 1, 2, 3', 4' sont vérifiées, on a: 

On en déduit que les conditions 1, 2, 3, 4 sont vérifiées, d'où (G\ s') e Nf (p)0. 
Si les conditions 1, 2', 3', 4' sont vérifiées, les égalités: 

et 
entraînent <sa -\ sr et Sg s' > en utilisant la proposition 6, I. Donc les con
ditions 1, 2, 3' et 4' sont vérifiées et (G', s') e Nf (p)0. - Enfin supposons 
(M, 2?, H, .) résolvante à droite et les conditions 1, 3, 4 vérifiées. Le couple 
(s', (sf, yaK(Gm)t s')) admet un p-noyau sa tel que £>(<sa) = G'a et le couple 
(s', (s', y0iocK(G'),s')) admet un ̂-noyau s'0 tel que l'on ait p(sf0) = (G0 X G'0) ̂  Ga. 
Par conséquent la condition 2 est aussi vérifiée, et par suite (G' ,s') e N' (p)0. 
Définition 9 : Une ppH-sous-structure (resp. structure quotient) de (G' ,s')e N' {p)0 

sera appelée sous-graphe multiplicatif (resp. graphe multiplicatif quotient) 
p-structuré de (G', s'). On définit de même les sous-graphes multiplicatifs 
(resp. graphes multiplicatifs quotient) fortement ̂ -structurés en remplaçant 
N' (p) par N' (p). 
Théorème 13 : Supposons (M,p, H, .) résolvante à droite. Soient (G', s, s') e N' (p)$ 

(resp. e N'(p)0), G- une sous-structure de G' dans (M, ., N', .) et s' < s1 
tel que p(sf) = G- * G'. Alors (G', s') est un sous-graphe multiplicatif p-structuré 
(resp. fortement p-structuré) de (G', s1). 
Démonstration: Les conditions sf < s', (s', yax(G'), s') e H et 

yax{G-)(G-*G')c:G'*G- entraînent (s',y~x(G'),s') € H. Le couple (s',(s',y-x(G-),s')) 
admet un p-noyau s- ̂  s' tel que p(s~) = Ĝ  ; comme s- < s' < s' et sa ̂  sf, 
on a 8- *\ sa, en vertu du théorème 1, I. De plus, H étant saturé au-dessus 
de M, il existe (s, y~£, s-) e H, avec p(s) — G' ; d'où s <( s, en vertu de 
la proposition 3, I. Des théorèmes 4 et 8, il résulte alors: ([Gm], s) e G{p)0) 
([£'], 5) < ([#•]> *); {G-, s} sf) e x*{nnH, Up)o et (&, s') < (G-, s'). 
Donc (G',s')eNf(p)0 et (£•,*')<(£•,*') dans (M, ., jp£(x* (••//, • ?),$>„), .) 
d'après la proposition 5, I; puisque N'(p) est une sous-catégorie pleine 
de pli(**(•• H, DP),PH)> est un sous-graphe multiplicatif de 

1 

2 
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(G*, s'). - Supposons de plus (G', s) e N'{p)0. D'après le théorème 6, I, on a 
s x s < s X s; par ailleurs les conditions s' < sf < 5 X «s et 2>(s') a G X G 
entraînent s'<( sxs. Par conséquent (G', s) e N'(p)0. Comme (G', s) 
< ((?', s) et comme N' (v) est pleine dans N'(v), on trouve (G\s) < (6r*, s) 
dans 
Théorème 14: Supposons (M , p, H , . ) résolvante à droite. Soient (G', s, s') 

e N' (p)o, q une relation d'équivalence bicompatible sur G' et g la surjection 
canonique associée. Si on a: 

et 

1+ 
alors il existe sjq-̂ -̂ s et (G' jq, s/q, s') est un graphe multiplicatif quotient 
p-structuré de (G', s, s') ; de plus on a (s/q)Q ''-< s0. 
Démonstration: D'après la proposition 21, I, G'/q est un graphe multipli

catif; nous désignerons par ce et resp. ses applications source et but. Comme 
s'—< s', les relations: 

2 et 
entraînent 
et les relations: 

et 
entraînent 
de même 

3 D'après la proposition 18, il en résulte (G'/g, s/q, s') e N'(p)0. Le couple 
(s', (s', y- x(G'lq), s')) admet un j>-noyau s- tel que p{sa) = (Gjq)~ = G- . 
Comme (o * p) (G') — G~, on a 

et 
de plus on a : 

et 
à l'aide la proposition 4, I, on en déduit (s-, (?a, sa) e (M6, p). H étant 
saturé au-dessus de M , il existe (s, yi1, s-) € H V . On obtient : 

4 
d'où s = s/q —< s. Des théorèmes 8 et 5, il résulte que ([G'/q], s/q) est un 
graphe quotient ̂-structuré de ([G],s) et que ([G'/q],s/q,s') est une classe 
multiplicative quotient p-structuré de (G\ s, s'). En utilisant la proposition 5,1 
et le fait que N' (p) est une sous-catégorie pleine de PH(K * (•• H, • p), pH), on 

496 



Structures quotient 273 

voit que (G'/Q , s') est un graphe multiplicatif quotient p-structuré de (G*, s'). -
Les relations : s0< s, {SIQ)0*\ S/Q et Q{G0) C (G'/Q)0 entraînant ((s/o)0>?o, s0) 
K (8IQ>Q> S) , on trouve, à l'aide de la proposition 4, I, s/̂ o — < so • 

Remarque : Si on suppose dans le théorème 14 que (G' ,s)e N' {p)0, il n'en résulte 
pas que (G/Q, S/Q) e N' (Q)0; nous verrons plus loin des cas où il en est ainsi. 
Soient H' et H" deux sous-catégories de H contenant Hy. Pour simplifier, 

nous supposons (M,p, H, .) à produits finis. Soient p' et p" les restrictions 
de p à H1 et à H" resp. 
Définition 10: On dira que (G', s, s') est un graphe multiplicatif (p, H', H") 

(resp. (p, (Hr, H"), H"))-structuré si les conditions suivantes sont vérifiées: 
1) (G', s, s') est un graphe multiplicatif p-structuré. 
2) ([G'], s) est un graphe (p, H') (resp. (p, (H', H')))-structuré. 
3) (G', s, s') est une classe multiplicative p"-structurée. 

Si la condition 1 est remplacée par la condition: 
1') (G', s, s') est un graphe multiplicatif fortement p-structuré, 

on dira que (G', s, s') est un graphe multiplicatif fortement (p, H', H") (resp. 
(p, (H, H'), tf"))-structuré. 
Remarque: Un graphe multiplicatif (G, s, s') fortement (p,H',H")-

structuré peut ne pas être une classe multiplicative fortement p"-structurée, 
sauf si H" vérifie la condition (a), car s' K s x s n'entraîne pas sf < s x s. 

P p " 
Définition 11: Soient C' une catégorie et (C',s,sf) un graphe multiplicatif 

{p, H', H")-structuré (resp. (p, (H1, H'), H>f)-structuré); on dira que (C',s,s') 
est une catégorie faiblement (p, H', H") (resp.(p, (H', H'), H"))-structurée. 
Si de plus (C', s) e Nf (p)0, on dira que (C*, s) est une catégorie H(H', H") 
(resp. H((H', H'), H"))-structurée. 
Remarque: Cette définition est en accord avec celle de [2] dans le cas, 

principalement considéré dans [2], où (M, p, H, . ) est résolvante à droite, 
en vertu du théorème 11 (voir ci-dessus dans le cas H = H' — H"). 
U n graphe multiplicatif (p, H', H")-structuré est aussi un graphe multipli

catif (p, H[, Ayf)-structuré, si H[ contient H' et H'[ contient H". 
Nous désignerons par N'(p, H', H") (resp. N'(p, (Hr, H'), H")) la sous-

catégorie pleine de N' (p) ayant pour unités les graphes multiplicatifs (p, H', H") 
(resp. (p, (H', H'), tf"))-structurés. Soit: 

et 

1+ 

2 

3 

4 
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Pour simplifier les notations, nous utiliserons le symbole N'( ) qui pourra 
être lu partout N'(p, H', H"), ou partout N'(p, (#', H'), H"). Même con
vention pour les symboles N'( ), (p, ) et H( ). D'une manière analogue, 
G( ) peut être lu partout G{p, H') ou partout G(p, (H', H')). 
Théorème 15: N'( ) (resp. N'( )) est une sous-catégorie saturée de N'(p) 

(resv. de N' (v)). 
Démonstration: Supposons ((G-,s,s'),0, (G-,s')) e(N'(p))y et (G-,s')€N'( )0. 

Comme G( ) est une sous-catégorie saturée de G(p) d'après le théorème 9, 
on a ([G']9 s) e G( )0- Puisque (M, p", H", .) est saturée au-dessus de 
M', K*(nuH", dp") est saturé au-dessus de M , selon le cor. du théorème 1, 
et on a (G-, s, s') e •£>")<)• Donc (G-, s') e N'( )0 . Par suite 
N' ( ) est une sous-catégorie saturée de N'{p). Le théorème en résulte, car 
N' (p) est saturée dans N'(p) en vertu du théorème 10. 
Corollaire: Le corollaire du théorème 10 est encore vrai en y remplaçant N'(p) 

par N'{ ) et N'(p) par N1( ). 
Théorème 16: Si H' et H" sont stables par produits dans H, les catégories 

d'homomorphismes (M, ., N'( ), .) et (M, ., N'( ), .) sont à produits finis. 
Ce théorème résulte des théorèmes 3, 9 et 12. 
Nous supposerons désormais pour simplifier que (M, p, H, .) est résolvante 

à droite et que la sous-catégorie H' vérifie la condition (a). 
Théorème 17 : Supposons aussi que H" vérifie la condition (o). Soit (G',s,s')e Nr( )0, 

(resp. e N' ( )0). Les conditions: 
et 

entraînent que (G', s) est une sous-structure de (G', s) dans (M, ., N ( ), .) 
(resp. dans (M, ., N'( ), .)). 
Démonstration: Soit (G-, s) e N'( )0- D'après le théorème 13, il existe 

s <( s tel que (G', i, s') <( (G', 5, s'). Puisque H' vérifie la condition (o), on a 
([G'], s) e G( ), en vertu du cor. 2, prop. 14. Comme H" vérifie la condition 
(cr), on a aussi 5R< s' et s < s, donc 

dans 
d'après le théorème 4. Donc (G', s') < (6?*, s') dans (M, ., A/'( ), . ) . - Si de 
plus (G-,s') eNf ( )o, on a (6r*, 5') € A/'(p)0, en tenant compte du théorème 13, 
ce qui démontre le théorème 17. 
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Corollaire 1: Si H" vérifie la condition (a), les catégories d'homomorphismes 
(M, .yN'( ), .) et (M, ., N'( ), .) sont résolvantes à droite. 
Démonstration analogue à celle du corollaire du théorème 8. 
Corollaire 2: Supposons que H" vérifie la condition (a) et que H' et H" soient 

stables par produits. Soient 
¿ = 1 , 2 . 

Alors il existe G <( sx X s2 et a1 <( S' tels que (^(^J, z^), a, a') soit une sous-
structure de (G1 X G2, sx X s2, S') dans (M, ., N'( ), .) (resp. dans 

de plus on a: 

(voir théorèmes 8, I et 6). 

Démonstration: D'après le théorème 16, on a (G[ x G2, 5X X s2, S') e N'( )0 
et, en vertu du théorème 6, il existe a' <( S' et a <( sx X s2 tels que 
(Ji*(G[, , G, G') €X*(nuHy [Jp)o'> il résulte donc du théorème 17 que l'on a 
(jut(G', JLIJ), G') e Nf ( )0 . - Par définition, on a: 

La relation: 

où Pi est la projection canonique de p(s[ X si) sur pis'A et 

entraîne p.i c A/'( ). 
Remarque: Soit (C', «s) une catégorie H( )-structurée. Si s < s et si p(i) 

— — _ P 
est une sous-catégorie C' de C*, alors (C', s) est une catégorie H( )-structurée 
(voir théorème 13, II, [2]). Par contre l'énoncé analogue pour les graphes 
multiplicatifs fortement structurés n'est plus valable car la démonstration du 
théorème 13, II [2] repose sur le fait que s' est un p-noyau, ce qui n'est plus 
vrai dans un graphe multiplicatif. 
Théorème 18: Supposons H' stable par produits. Soit (G-, s, s') e Nr ( )0. 

Soit Q une relation d'équivalence bicompatible sur G' et Q la surjection canonique 
de G sur GJQ. Si on a: (s',Q * g, s') e HS(MS, p) ̂  H"S(MS, p) et si la relation 
S/Q s entraîne S/Q -£l< s et (S/Q, Q, S) e H", alors (G'/Q, S/Q, s') est un graphe 
multiplicatif (p, )-structuréy qui est une structure quotient de (G', s, s') dans 
(M, ., /V'( ), .). 

19 CMH vol. 38 
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Démonstration: D'après le théorème 14, il existe S/Q e H0 tel que S/Q ~P~-< s 
et (G'ig, s/p, s') e N' (p)0. En vertu du cor. prop. 15, on a aussi 

Enfin les relations : et 
entraînent Donc 

4. Quelques applications 

Nous reprenons les conventions de la fin du n° 3. En particulier, (M, p, H,. ) 
est une catégorie d'homomorphismes à produits finis, résolvante à droite et 
saturée au-dessus de M. H' et H" désignent deux sous-catégories de H con
tenant Hv et on suppose que H' vérifie la condition (a). 

À. Graphes multiplicatifs fortement structurés induits 
Supposons que H" soit identique à H et que H' soit une sous-catégorie de H 

stable par produits dans H. 

Théorème 19: Soient et où 
p(s0) = G0. Alors il existe un graphe multiplicatif fortement structuré induit 

tel que et 

px désignant la projection de G sur G (voir 
n° 4, I). De plus, si et ' on a: 

, avec 

Démonstration: D'après le théorème 13, II, [2] 
est une catégorie H(Hyi H)-structurée, où _]_ désigne la loi de composition 
entre couples: 
et 

Comme ((p(s0) X 2>(So))x> IP> *L #*) « N1 et (s0 X s0, [/?,<%], s) e H, on a 
(((P(so) X p(*o))x»*o X s0),[p,ot],(G-,s))€N'( ), en vertu de la pro

position 16. Puisque ip*(G') = (WQ X ^0)*(£*> [#>*])> il résulte du corollaire 2 
du théorème 17 qu'il existe a < s X (i0 X s0) tel que (^(G1)^) e Nf ( )0 
et WeN'i ).-De plus on a: 

d'où 
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et par suite car Les relations: 1 

où p2 (resp. p[) est la projection de p sur (resp. de 
sur 

et 
entraînent : 

Corollaire: Si de plus (G-, s) est une catégorie H( )-structurée, alors 
(y>*(G'), a) est aussi une catégorie H( )-structurée. 
Soit U ( ) le foncteur de N' ( ) vers H défini par : 

désignant toujours la restriction de w à G'a. 

Théorème 20: Pour que W = ((G-, s), y), (G-, s)) c N' ( ) soitune (H, U( ))-
injection, il faut et il suffit que Von ait: 

où et 
Démonstration: Reprenons les notations du théorème 19 et montrons que 

W est une (H, U( ))-injection. Soit: 

tel que U( ) (0) = (sQ, cp0, s0) = (s0, y>0, <r0) • (<x0, (p0,s0) > ^u (°o> <Po> s0) ç H-
Puisque <p0 = yJQq>o et que (G', y,y>t(G')) est une (M, C7)-injection d'après 
le théorème 9, I, on a : 

q>' désignant l'application [<p, [p(j) <p0 fi, p(j) q>0 <*>]]» c'est-à-dire (p'(f) = (<p(f), (er,e)) 
tel que: 

et 
pour tout f € G. Les relations : 

et 
entraînent : 

Par ailleurs, on a: 

Comme et il en résulte 
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Donc 0' = ((y>ï(G-)9 a)9<p', (G',s)J € N'( ) et W est une (H, U( ))-injec
tion ; il en est de même de W = W • W , si W e N'( )y . - On voit que la 
condition de l'énoncé est aussi nécessaire, par une démonstration analogue 
à la deuxième partie de la démonstration du théorème 9, I. 

Corollaire: Soit alors W admet la dé
composition canonique W = W • W , ou 

et pour tout 

B. Catégorie structurée quotient 

Dans tous les théorèmes suivants nous supposons que C' est une catégorie 
et g une relation d'équivalence sur C, telle que C' admette une catégorie quotient 
strict par g; les applications source et but dans la catégorie quotient C'jg 
seront notées a et /?. Soit g * g (resp. g0) la relation d'équivalence induite par 
la relation d'équivalence produit g X g sur C* * C* (resp. par g sur C'0). Nous 
supposons que (C*, s) est une catégorie H-structurée et nous posons s' < s X s, 
p(s')=C'*C'. Si: 

où g(f) — f mod g pour tout feC et g * g(g, /) = (g(g), g(f)) , alors il 
existe s/g-^s et (C'/g, s/g,s') est une catégorie faiblement ̂ -structurée 
quotient de (C',s,s') dans (/W, .,N'(p), . ) , d'après le théorème 14; de 
plus (slg)0 50 et par suite il existe sn/pn — < sn. Dans ce cas nous poserons 

1 Remarque: Pour que C* *C* soit saturé pour g X g, il faut et il suffit que g0 
soit la relation identique. Généralement les auteurs se bornent à ce cas parti
culier (mais important dans des applications) pour définir une catégorie quotient. 
Théorème 21: Supposons g *g e HS(MS, p). Si les relations: (s , i, s') e H 

et p(s') = p(sf) entraînent s' = ?', alors (C'lg,s/g) est une catégorie H-
structurée quotient de (Cv, s) dans (M, ., H, .) (II, [3]). 
Démonstration: On a Le couple: 

où p{ sont les projections canoniques de C'lg*C'/g sur C'jg, admet unp-noyau 
s' tel que pis') = C'Ig *C'lo. Les conditions: 

et 
entraînent Comme il en résulte 
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d'où s' = sr < s/g x sjg, et (C'/g, s/g) e N'(p)0. On en déduit que (C'/g, s/g) 
est une catégorie Af-structurée quotient de (C*, s) dans (M, ., H, .) , car ̂ a 
sous-catégorie H de N'(p) formée des foncteurs /Y-structures [2] est pleine 
dans N'(p). 
Corollaire: Soit (C', Cx) une catégorie double [2]. Si (C* * C*)"1 c^^^ une 

catégorie quotient (resp. quotient strict) par g * g, alors il existe une catégorie 
double (C'/g, (C/g)2-) (resp. (C'/g, C^jg)) quotient de (C*,C-L) par g. 
Démonstration: Rappelons qu'une catégorie double est une catégorie 

F-structurée (C*, s), où s — C2- c F0. Comme les relations (S, 1, S') e F et 
p (S) = p(S') entraînent S = S' (proposition 9, II [2]), il résulte du théorème 
21 qu'il existe une catégorie (C/e)x quotient de C-1 telle que (C'/g, (C/o)x) 
soit une catégorie double. - Supposons de plus que (C" * C')2- admette une 
catégorie quotient strict (C' * C')jg * g. La bijection canonique de (C' *C')/g*g 
sur (C'/g)* (C'/g) définit sur (C'/g) * (C'/g) une loi de compositionJ_ telle que 
(C'/g * C'Ig)2- soit aussi une catégorie quotient strict de (C* * C')^- Si g _[_ / 
est défini dans (Cfg)1-, le composé (g, &(g)) J_ (/, <*(/)) est défini dans 
(C*/p * C'Ig)1-, puisque l'on a: 

Par suite il existe (g, h') e C* * C' et (f,h)eC'* C' tels que le composé 
(g> h') JL (/, /&) soit défini dans (C' * C')1- et que: 

Comme o (g) — g, g(f) — f et que g J_ / est défini, £ définit (C/g)± comme 
catégorie quotient strict de C1-, en vertu de la proposition 23, I, c'est-à-dire 
on a (G/g)*- =C-Llg. 

1* 
Corollaire 2: Soit (C*, s) une catégorie topologique [3]. Supposons C' * C* 

saturé pour g X g (resp. supposons la relation d'équivalence g fermée et la topo
logie s séparée). Si s X sjg X g est homéomorphe à s/g X s/g (par exemple si 
la relation d'équivalence g est ouverte) alors (C'/g, s/g) est une catégorie topo
logique quotient de (C*, s). 
Démonstration: Rappelons qu'une catégorie topologique (C', s) est une 

catégorie /"-structurée, où (M, 0, 7", .) est la catégorie d'homomorphismes 
formée des applications continues ; donc s est une topologie sur C et s' est la 
topologie induite par s x s sur C* * C*. Comme s' admet une topologie quo
tient S'IQXQ, on a g * g c T8(M$, 0) et (C'/g, s/g, s') € N((6), où s' est la 
topologie sur (C'/g) * (C'/g) homéomorphe à s'/g* g. Soit s' la topologie 
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1 
2{ 

induite par s/g X s/g sur (C'/g) * (C'/g). Puisque $' est un 0-noyau, 6(sf) est 
fermé dans s x s, si s est séparée. Si la relation d'équivalence g est fermée 
et si s est séparée (resp. si C* * C' est saturé pour g X g), et si s/g X «s/g est 
homéomorphe k s X S/Q x o, alors * e^ Par suite s', est homéomorphe 
à s'. Il en résulte s' = s'<̂  s/g X s/g ; donc (C'/g, s/g) est une catégorie topo
logique. 

Théorème 22 : Soit (C*, s) une catégorie ordonnée. Si on a g * g e Q" et si les 
relations ̂ cC0, ecCi, e'eC0, e < E , e f < E et emod g entraînent e = e', 
alors on a g € Q" et (C'/g, s/g) est une catégorie ordonnée. Si de plus (C*, s) est 
une catégorie Q(Q', Déstructurée, il en est de même de (C'Ig, slg). 

Demonstration: Rappelons [1] qu une categorie ordonnée (C',s) est une 
catégorie Q(Q', .Q)-strueturée, donc s est la classe C munie d'une relation 
d'ordre, notée <. D'après la proposition 28, I, g * g e Q'\ est une eo-surjection; 
par suite (C'/Q, S/Q, S') est un graphe multiplicatif co-structuré. La deuxième con
dition du théorème signifie que l'on a g0eû[; on en déduit: g0 x g0eQ[ c: Q'. 
Les relations: 

3 

4 et 

assurent que g est une w'-surjection d'après la proposition 27, I. Donc 
{(SIQ)O X (SIQ)O> [P> a]> SIQ) € & > en vertu du corollaire de la proposition 15, 
et (C'jgy s/g, sf) est un graphe multiplicatif (a>, Q\ .̂ -structure. - Montrons: 
g e Ù " . En effet, soient / eC et /' < g(f) dans s/g. Comme (s', y-, s/g) c Q , 
on trouve, dans sf : 

L'hypothèse assure l'existence de dans s' tel 
que et On a 

et, puisque i 

d'où gç Q". - Montrons que sf est identique à la structure d'ordre s' induite 
par sjg X s/g sur C'/g* C'/g. En effet, on a (£', t, sf) e Q . Supposons 
G ' » /') < (9 » f) dans (C'jg * C'/g, sf), c'est-à-dire g' < g et /' < / dans s/g. 
Comme C'/g est une catégorie quotient strict de C', il existe (g,f) eC' * C* 
tel que g (g) — g et g ( f ) = f . Puisque g e Q " , il existe g' < g tel que 

5 
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et il existe tel que on a: 
et 

En utilisant la condition QQ€Û,1î on en déduit oc (g1) — /?(/')• (C', s) étant 
une catégorie ordonnée, on a (g', /') < (g, /) dans s', d'où 

dans car £*£€.Q. Ceci démontre la relation (s1, i, s') e Q ; par suite 
s' ~= s1 <( s/e x s/£ et (C'IQ,SIQ) est une catégorie ordonnée. - Supposons de 
plus (C*, s) e N' (co, ¿2', -Q"). De Q€ Q" et de la proposition 28,1, il résulte 
s/g œ" < s ; la proposition 2,1, entraîne alors (s/g, x (C'/g), s') -̂ -< (s, ̂  (C'), s') , 
donc (C*/g, s/p) est une catégorie Q (Q', ¿2")-structurée. 
Théorème 23 : (C*, s) une catégorie sous-préinductive (resp. sous-induc-

tive, resp. inductive). Si on a g*g e l"ps (resp. e l"s, resp. e I") et gQ e Q1, 
alors (C'Ig, s/g) est une catégorie sous-préinductive (resp. sous-inductive, resp. 
inductive) quotient de (C*, s) par g. 
Démonstration: Soit (C*, s) une catégorie sous-préinductive, c'est-à-dire 

(voir [1]) une catégorie lps (llps, lps)-structurée. D'après le corollaire de la 
proposition 29, I, g * g e l"ps est une qjP s-surjection et il résulte du théorème 14 
que (C'Ig,s/g, sf) est un graphe multiplicatif oP8-structuré. D'après la démons
tration du théorème 22, g e Q"', d'où s / g - ^ s . Le couple 

où pi désigne la i-ième projection canonique de C/g X C/g sur Cjg, admet un 
cô s-noyau ? et on a (s', i,s') e lps. Par ailleurs les conditions g0 e lps et 
g0€Û' entraînant gQ e Ù[ (voir [3] et [1]), (C'lg,sjg) est une catégorie or
donnée en vertu du théorème 22. Les relations: 

et 
entraînent (s', i, s') e Q, d'où s' = s' <( slg X s/g. Donc (C'/g, s/g) est 

une catégorie sous-préinductive. Le cas sous-inductif (resp. inductif) se dé
montre d'une manière analogue. 
Corollaire: Soit (C',s) ungroupoïdesous-préinductif (resp. sous-inductif, resp. 

inductif) [3]. Si on a g * g e l"ps (resp. e l"s, resp. e/") et g0 e Q', alort 
(C'/QfS/g) est un groupoïde sous-préinductif (resp. sous-inductif, resp. inductif). 
Démonstration: Rappelons [2] qu'un groupoïde sous-préinductif est un 

groupoïde (/*>«, l"ps ^ /^-structuré. Supposons gVg e l"ps et g0 e Q'. 
D'après les théorèmes 22 et 23, (C'/g, s/g) est une catégorie sous-préinductive 
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et une catégorie Q (Q', .Q")-structurée. En vertu de la proposition 2, I, on a 
(S/Q, j, S/Q) € Qy, où /(/) = /_1 pour tout / cC/g. D'après la démonstration 
du théorème 22, on a g e Q'. Des relations : 

et 
et de la proposition 27, I, il résulte que g * g est une co'-surjection. Par suite 
on a (sfg, X(C'IQ), S') (s, x(C)9 «') 
et 

ce qui démontre le corollaire dans le cas sous-préinductif. La démonstration 
est analogue dans le cas sous-inductif (resp. inductif). 
Remarque: Le théorème p. 57 [3] est un cas particulier du dernier corollaire. 
Dans les deux théorèmes suivants, nous supposons que C' * C* est saturée 

pour g X g. 
Théorème 24: Soit (C*, s) une catégorie ordonnée; g est compatible avec s 

si, et seulement si, g * g est compatible avec s'. Si g est compatible avec s, il existe 
une catégorie ordonnée (C'/g, sjg) quotient de (C*, s) par g. 
Démonstration : Supposons g * g compatible avec sf ; alors g * g est une co-sur-

jection d'après la proposition 27, I, il existe s/g -̂ ~< s et (C'/g, sjg, s')e N ' (œ). 
Supposons /' < / dans slp; on a: 

dans 
et il existe et tels que 

Comme (C*. s) est une catégorie ordonnée, on a s' < s X s, d'où 
et 

donc g est compatible avec s. - Supposons inversement g compatible avec s ; 
soit s'la structure d'ordre induite par s/g X s/g sur C'/g * C'Ig . La condition 
(g', 1c') < [g, k) dans s' entraîne : 

dans s'. Supposons dans s' ; il existe et 
(f,h)eC'* C' tels que : 

et 
car C'Io est une catégorie quotient strict de C*. Il existe aussi fi < f*, et 

tels que: et 
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Puisque C* * C* est saturée pour g X g, on en déduit 

dans 
Par suite g * g est compatible sur s' et, d'après la proposition 27, I, on a 
s' _fL< «§'. Il en résulte (C'Ig, s/g, i') e N'(co) ; de plus (C'Ig, s/o) est une caté
gorie jQ-structurée, car s' < s/g X «s/̂. Comme g0eû', un raisonnement 
analogue à celui du théorème 22 prouve 

1 

de sorte que (C'/g, s/g) est une catégorie ordonnée. 
Théorème 25: Soit (C', s) une catégorie sous-préinductive (resp. sous-induc-

tive, resp. inductive). g * g vérifie la condition (qps) (resp. la condition (qs), resp. 
(q8)) si, et seulement si, g vérifie la même condition. Dans ce cas, (C'/g, s/g) est 
une catégorie sous-préinductive (resp. sous-inductive, resp. inductive) quotient de 
(C', s) par g. 
En effet, la démonstration de la première partie est analogue à celle du théo

rème 24. Si g * g vérifie la condition (qps),g* g est compatible sur sf et (C'/g, s/g) 
est une catégorie ordonnée d'après le théorème 24. La condition (qps) entraî
nant que g * g est une cops-surjection d'après la proposition 29, I, une démons
tration similaire à celle du théorème 23 prouve que l'on a s'< slo X slo, 
de sorte que (C*, s) est une catégorie sous-préinductive. La démonstration 
est analogue dans le cas sous-inductif (resp. inductif). 2 + 
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TEILSTRUKTUREN UND FAKTORSTRUKTUREN 
von EHRESMANN, Charles, Paris 

Bezüglich eines Funktors p von einer Kategorie H nach eine Kategorie 
C definiert man die Begriffe Teilstruktur und Faktorstruktur eines Objektes S 
von H ; dabei handelt es sich um eine Verschärfung der Begriffe Teilobjekt und 
Faktorobjekt in einer Kategorie. Die Begriffe Produkt und Summe in einer Kate
gorie lassen sich darauf Zurückführen. 

Viele Sätze bedeuten eine Aussage über Konstruktion oder Eigenschaften 
einer Teilstruktur oder Faktorstruktur: z.B. Definition einer Kategorie durch 
Erzeugende und Relationen, Vervollständigung eines geordneten Gruppoids, per
fekte Ergänzung einer Kategorie. 

Schärfere Resultate erhält man, wenn H eine Kategorie von Homomor
phismen zu einer Gattung von Strukturen über der Kategorie C ist («Gattungen 
von lokalen Strukturen«, Jahresb. DMV, 1957). Indem man die Kategorien als 
eine Gattung von Strukturen über der Kategorie der Mengenabbildungen betrachtet, 
erhält man auf diese Weise den korrekten Begriff Faktorkategorie. 

Die Theorie der Kategorien l'ässt sich bereichern, indem die Kategorien 
mit zusätzlichen Strukturen versehen werden und dann die Teilstrukturen und 
Faktorstrukturen der strukturierten Kategorien untersucht werden. Besondere 
Fälle : Mehrfache Kategorien, die zur Theorie der natürlichen Transformationen 
der Funktoren führen; induktive Kategorien, die eine Theorie der lokalen Struk
turen ergeben ; topologische und differenzierbare Kategorien,worauf die Differen
tialgeometrie aufgebaut ist. 
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Structures Quasi-Quotient 
CHARLES EHRESMANN 

Introduction 
Soit p un foncteur d'une catégorie H ' vers une catégorie pleine d'applica

tions J i ; soit s une unité de H ' et soit r une relation d'équivalence sur p(s). 
Dans [1] et [2] nous avons défini et étudié la notion de p-structure quotient 
de 5 par r; en particulier dans [2] nous avons cherché les catégories p-struc-
turées quotient d'une catégorie p-structurée par une relation. Mais nous 
avons vu qu'il faut imposer des conditions assez strictes sur sur .s et sur r 
pour pouvoir assurer l'existence d'une p-structure quotient de s par r. Nous 
allons ici généraliser la notion de p-structure quotient en celle de p-structure 
quasi-quotient et nous l'appliquerons pour construire les catégories p-structurées 
quotient d'une catégorie p-structurée donnée. Le présent travail est donc la 
suite de [2]. 

Dans le nc 1, la notion de (//', p)-structure quasi-quotient de 5 par r, 
où H " est une sous-catégorie pleine de H , est définie par l'intermédiaire des 
quasi-surjections associées à un foncteur. Supposons qu'il existe une p-struc
ture quasi-quotient s' de 5 par r; alors il existe une application / dans pis') de 
la classe quotient p(s)/r. Pour qu'il existe une p-structure quotient de s par r. 
il faut et il suffit que/soit une bijection. Par suite la classe,// /détermine la 
première obstruction A à l'existence d'une p-structure quotient s de s par r, 
l'existence de s étant équivalente à la relation : A C Ji ,r 

Quelques critères d'existence de ( H , H )-projecteurs, où H ' est une sous-
catégorie pleine de H \ sont donnés au n° 2. Nous les utilisons dans les théorè
mes 1—2 et 2-2 pour montrer que, sous des conditions assez générales, il 
existe des p-quasi-surjections et des p-structures quasi-quotient. Les théorèmes 
3-2 et 4-2 sont des théorèmes d'existence de limites inductives. 

A partir du n° 3, nous abordons le problème de la détermination des 
structures quasi-quotient d'un graphe multiplicatif p-structuré. Soit C un 
graphe multiplicatif, [ C ] son graphe sous-jacent et ([C*], s) un graphe p-
structuré [2] ; soit r une relation d'équivalence sur C. A l'aide des résultats du 
n° 2, nous obtenons un théorème d'existence (th. 1-3) d'une catégorie p-structu
rée, d'un groupoïde p-structuré et d'un demi-groupe p-structuré quasi-quotient 
de (C s) par r. Il en résulte en particulier qu'un graphe multiplicatif p-structuré 
admet une projection dans les catégories et les groupoïdes p-structurés. 

Dans les n° 4 et 5, nous précisons le théorème d'existence lorsque p est 
r~ -étalant (exemples : foncteur projection vers J ¿ de la catégorie des applica
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tions continues entre espaces topologiques ou des applications ordonnées) 
ou dénombrablement r~engendrant pour M (exemples: foncteur projection 
vers M de la catégorie des foncteurs, des néofoncteurs, des applications sous
préinductives, ...). 

Si p est le foncteur identique de M , la catégorie et le groupoïde quasi
quotient de C ' par r sont des catégories quotient respectivement de la catégorie 
libre L[C'\ des chemins du graphe [C] et de la catégorie libre L[G]\ où 
[G] est un graphe «symétrisé» de [C], Le demigroupe quasiquotient de C 
par r est un quotient du monoïde libre M(C)' associé à C par une relation 
r5(C')ur. Nous cherchons à étendre ces résultats au cas où p est quelconque. 
Nous montrons que la construction des catégories et groupoïdes pstructurés 
quasiquotient de (C *, 5) par r se ramène respectivement à celle des catégories 
pstructurées quasiquotient de ([C'],_s) (th. 16) et à celle des catégories 
pstructurées quasiquotient de ([C], 5), où ([C]\ s) est un psymétrisé de 
([cy, s). 

Si H' est à sommes dénombrables, les demigroupes pstructurés quasi
quotient de (C\ s) sont (th. 36 et 46) les demigroupes pstructurés 
quasiquotient de (M(C)\ £ sn\ par r5(C')ur, où N est l'ensemble des entiers 
positifs. Mais il n'existe pas en principe de structure canonique faisant de 
L[C']' une catégorie pstructurée. C'est pourquoi nous sommes conduits à 
définir les quasicatégories et quasicatégories pstructurées. Les théorèmes 
suivants font l'objet du n° 7 : Toute quasicatégorie admet pour projection 
une catégorie. Si [C] est un graphe, il admet pour projection une quasicaté
gorie, à savoir la quasicatégorie libre L([C]) de tous les chemins de [C], dont 
la catégorie libre L[C]' des chemins «propres» de [C] est une catégorie pro
jection. Si H' est une catégorie à sommes dénombrables, il existe une quasi
catégorie pstructurée (L([C']), s). Les catégories pstructurées quasiquotient 
de (C s) par r sont alors les catégories pstructurées quasiquotient de 
(L([C']), s) par f(C')ur, où f(C) est la relation d'équivalence_engendrée par 
la classe A des couples ((g,f),g.f), où (g,f)eC'*C\ Si ([C], s) est un p
symétrisé de ([C], s), les groupoïdes pstructurés quasiquotient de (C, s) 
par r sont les groupoïdes pstructurés quasiquotient par une relation rg(C')ur 
de(L([C]),f). 

Partant de ces résultats, nous décrivons plus précisément (n° 8) les struc
tures quasiquotient de (C s) dans le cas où p est r~ étalant ou dénombrable
ment r~engendrant pour Ji. Comme application, nous prouvons que le 
théorème d'existence d'une catégorie C' quotient d'une catégorie С par une 
souscatégorie G' se transpose au cas des catégories pstructurées quotient 
d'une catégorie pstructurée (C, s) par une souscatégorie pstructurée (G', sx). 
Pour cela nous utilisons le fait que les catégories pstructurées quotient de 
(C*, s) par (G, Si) sont les catégories pstructurées quotient de (C, s) par la 
relation d'équivalence rG engendrée par la classe des couples (g, a(g)) tels que 
geG. 

1 
2 

3 

4 
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2+ 

Certains résultats de ce mémoire ont été résumés dans trois Notes à l'Aca
démie des Sciences [0]. Les références contenant un numéro de chapitre ou 
d'appendice sont relatives au livre [1], dont nous reprenons la terminologie 
et les notations (qui figurent dans les deux index de [1]). Les énoncés de [2] 
et de [3] auxquels nous renvoyons sont toujours ceux des parties II de [2] 
ou de [3]. 

Plan 0. Univers 
1. Quasi-surjections 
2. Existence de structures quasi-quotient 
3. Catégories structurées quasi-quotient et projections 
4. Cas des foncteurs r- -étalants 
5. Foncteurs dénombrablement engendrants pour 
6. Construction de catégories structurées quasi-quotient 
7. Quasi-catégories /?-structurées 
8. Applications 
Bibliographie 

0. Univers 
Rappelons qu'une catégorie pleine d'applications Ji est définie [1] comme 

suit: Soit Jtç une classe de classes vérifiant la condition: 
1. Si M e ,,#o et si M' C M, on a M' G Ji.Q ; si M e J/0 et Mì e Ji 0, la classe 

produit M x Ml appartient à Ji0. 
La catégorie Ji est obtenue en identifiant Ji0 à la classe des unités de la 

catégorie formée de toutes les applications d'une classe appartenant à J/0 dans 
une autre, i.e. Ji a pour éléments les classes M e ̂ H0 et les applications 

et (= ap. identique de M) 1' 
Nous dirons que Jiï0 est un univers si Ji0 est une classe de classes vérifiant 

la condition 1 et si de plus elle admet pour éléments un ensemble infini ainsi que : 
2. avec une classe M la classe g?(M) de ses parties ; 
3. avec une famille (Mi)ieI de classes M,-, où / e Ji0, la classe réunion. 

Il en résulte que la catégorie Ji est une catégorie à .#0-produits. 
Supposons que J4 soit une catégorie pleine d'applications telle que //(! 

soit un univers et que ̂ #0C.#0, ̂ #OE.#0, OÙ Ji^ est un univers. Pour tout 
, où 

et 
Il s'ensuit et 
Soit Ji la saturante de Ji dans Ji (i.e. la sous-categorie pleine de Ji ayant 
pour unités les classes M telles qu'il existe une bijection de M sur un élément 
M de Ji0). Alors on voit facilement que Ji0 est aussi un univers. Les conditions : 

et 
1 Cette définition est un peu différente de celle de Grothendieck (voir [12]) car nous ne sup

posons pas vérifié l'axiome: Si x e M et si Mei0, alors x e ̂#0-
21 Math. Ann. 171 
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ont pour conséquence M/rf e Jt0, en désignant par rf la relation d'équivalence 
associée à l'application /. Comme la bijection 

modrf-+ f(x), où 
appartient a Jt, on trouve: f(M)eJt0. 

Rappelons les conventions suivantes de [1] que nous utiliserons sans 
cesse : Si C ' est un graphe multiplicatif, nous désignons par C¿ la classe de ses 
unités, par a et p ses applications source et but, par C ' * C la classe des cou
ples composables, par K sa loi de composition. Si de plus C et C" sont deux 
sous-classes de C, nous notons \\(C'\ C\ C") la classe des quadruplets 

tels que si i — 1, 2 , 
et que l'on ait 1 

1. Quasi-surjections 
Surjections et projections 

Soit p = (K',£, H *) un foncteur et soit K' une sous-classe de K telle que 
P(H'0)CK'. 

Soit Q p) la classe des quadruplets (k, /', f, h) tels que 
et 

2 Soit B (K7, p) la catégorie obtenue en munissant Q (K\ p) de la loi de composi
tion: 

si, et seulement si, fY = /' et (hi9 h) e H ' * H ' (ainsi 0 (K, p) est isomorphe à la 
catégorie produit fibre (K\ am, Q K') Vp). L'application 

définit un isomorphisme de H ' sur la sous-catégorie pleine de 0 (K', p) ayant 
pour unités les quadruplets (e, e, e, s), où s e H 0 et e = p(s). Nous identifions H ' 
à cette sous-catégorie pleine. La classe H0. \\{K\ p) est formée des quadruplets 
( k , e , f , h ) e K x K x K ' x H tels que e = p(k) et k.f = p(h); si / est un épimor-
phisme, cet élément est déterminé par la donnée du couple (/, h). 

Soit H'' une sous-catégorie pleine de H ' et soit pf = {K\gi, H'). Pour sim
plifier les notations, dans ce n° nous posons M ' = g(K\ p). 

Définition 1. On dira que je H est une (K\ p, //')-quasi-surjection s'il existe 
un (H\ M')-projecteur (k, e,fj). Une (K, p, H')- (resp. (K, p, H)-) quasi-surjection 
est appelée une (p, H')- (resp. une p-) quasi-surjection. Si (e, e, p(j)J) définit une 
(K\ p, H')- (resp. une (K, p, H')-) quasi-surjection, on dit que j est une (K', p, H')-
(resp. une (p,FT)-) surjection. 

Pour que /c = (/e, e,f,j)eM soit un (H\ M )-projecteur, il faut et il suffit 
que, pour tout (k\ e\ f, h) e H q . M tel que l'on ait a(h) = oc(j), il existe un et un 
seul g e H ' tel que h = g.j et k' = p(g).k. Pour que j g H soit une (K',p, i n 
surrection, il faut et il suffit que l'on ait p(j)eK' et que, pour tout heHf0. H. a(j) 

3+ 
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tel que p(h) = k!. p(j)9 où k'eK, il existe un et un seul geH' vérifiant g.j = h 
et p(g) = k!. 

Exemples. La notion de (Kf, p, //)-surjection est identique à celle de 
(K\ p)-surjection (chap. III). Pour que j e H soit un (H\ H>projecteur, il faut 
et il suffit que (p(/), e, e'J) soit un (H\ M *)-projecteur, où e' = cc(p(j)) et e = P(p(j)). 

Par dualité on définit de même les notions de (K', p, //^-quasi-injections et 
de (K\ p, H')-injections. 

Si j est une (K\ p, JD-quasi-surjection, et si K' C K" et H " C H\ où //"' est 
une sous-catégorie pleine de H \ alors 7 est une (X", p, /f")-quasi-surjection. 
si B(i)eH". 

Proposition 1. Soit j = (k, e,fj) un (H\ M')-projecteur. Pour quil existe une 
(p, H')-surjection j" telle que a (/'') = oc (/) et p{j') = f, il faut (resp. faut et il suffit 
si p'y est un foncteur d'hyvermorphismes saturé) que k soit inversible dans K : 
dans ce cas, B(i') est isomorphe à B(j) dans H'\ 

Démonstration. Soit/ une telle (p, //')-surjection. Comme/ = (e, e, pij'), / ) 
et j sont deux (H\ M>projecteurs de même source, il existe (prop. 20, chap, ill) 
un et un seul g e H'y' tel queg./ = 7 , c'est-à-dire g./ = 7 et p(g) = k. Ainsi ke K'r 
Inversement, si ke K'y et si p'y est un foncteur d'hypermorphismes saturé1 
il existe un et un seul gej3(j).Hy' tel que p(g) = k. Il s'ensuit que g 1 .j 
= (e\ e\ f g~1.7) est un (H\ M )-projecteur. Ceci signifie que g~l.j est une 
(p, //')-surjection ayant les propriétés voulues. 

Proposition 2. Soit j = {k, e, fj) un (Hf, M ')-projecteur et / = (k\ e, f\ j) e 
g H q . M . S'il existe h = (k", /', /, a(/)) e M tel que f e Rd(K) et f .h = 7 , alors J 
est un (H', M ')-projecteur. 

Démonstration. D'après la proposition 17, chap. Ill, il suffît2 de montrer 
que l'on a heRd(H'0.M, M ) . En effet, supposons 

et 

FIG. 2 
21* 
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On a ki.fi = p(hi) et, comme 

on trouve 
et 

Il s'ensuit 
d'où 

car /' est un épimorphisme. Par suite hx = h2. 
Corollaire 1. Si j est une (K\ p, H')-quasi-surjection et si p(j) est un épi-

morphisme de K \ alors j est une (p, H'Ysurjection. 
En effet, il existe un (H\ M )-projecteur j — (k, e, f, j) et on a 

et 
de sorte que le corollaire est conséquence de la proposition 2. 

Corollaire 2. SoitJ=(k, e, fJ)eH'0.M. Si j est un (H\ M')-projecteur et si 
JeK'r alors j est un (H\ H')-projecteur; si j est un (H\ H')-projecteur et si 
f e Rd{K '), j est un (H\ M ')-projecteur. 

Démonstration.] est un (H\ H_>projecteur si, et seulement si, / = (p(j\e,e\j) 
est un ( H M >projecteur. — Sij est un (H\ M')-projecteur,/ est un (H\ M ) ~ 
projecteur en vertu de la proposition 2, lorsque /e K'y, car 

où 
Si /est un {H\ M )-projecteur et si / e Rd(K), on trouve 

où 
donc j est un (H, M )-projecteur d après la proposition 2. 

Théorème i.Soit j = (k, e, /, j) un (H', M')-projecteur. Si feH.ot(j) est une 
(p, H')-surjection, et s'il existe g e K' tel que g.p(j') = /, il existe un (H\M)-
projecteur [k, e, gj") tel que /'./ = / 

Démonstration. On a 

Fig. 3 

et, / étant une (p, #')-surjection, il existe un et un seul / e H' tel que 
et 

On en déduit 
et 

En vertu de la proposition 17, chap. III, il suffit2 de montrer que heRd(H'0. M, M ) . 
2 La deuxième partie de la proposition 17, chap. III, peut évidemment être généralisée comme 

suit : Si /' est un (C, K'Vproiecteur, si f eRJC'a.K, K') et si /=/'. f, alors /" est un (C, K')-projecteur. 
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En effet soient 
tels que 

On trouve kl=k2 et hl.f = h2./, d'où 

Ces égalités entraînent ht = h2, car / est une (p, H')-surjection. 
Remarque. Le théorème 1, chap. Ill, est un cas particulier du théorème 1. 
Proposition 3. Soit j' = {k,e,f,j) un (H', M')-projecteur, où feRd(K'). 

Si j est une (K\ p, H')-surjection, les relations h e H'0.H.ct(j) et fc..p(/) = p(h), 
où i= 1,2, entraînent kl= k2i de plus j e Rd(Hr0. H, H '). 

Démonstration. Posons j — (e, e, p(j)J)- On a ht = (kh e\ p(j), h) e H'0. M , 
de sorte qu'il existe un et un seul h\e H' tel que h'i.j = hh c'est-à-dire 

et 

l;isi. 4 
Des relations 

et 
on déduit 

et 
Il s'ensuit qu'il existe un et un seul h" e H tel que h".j =h'\ i.e. 

et 
Or on a h':.f = h", d'où: 

et 
Si 0i.7 = 02-.A où gteHo.H, on a 

d'où 
d'après le début de la démonstration, et,7 étant une (K\ p, //')-surjection, gi=g2-

Structures quotient 
Soit C une classe; la relation identique sur C (i.e. la relation (C, zlc, C), 

où Ac est la diagonale de CxC) est notée i(C). Soit r = (C, A, C) et r'= (C, A\C) 
deux relations ; nous posons 

et, si AcA' et C = C, nous disons que r est contenue dans r', ou que r c r'. 
Si r est une relation d'équivalence sur C, l'application x-+xmodrde C sur la 
classe quotient C/r est notée r. Soit k = (C\k, C) une application; la relation 
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d'équivalence associée à k est notée rk et À(k) désigne l'application de C/rk dans 
C d é f i n i e n a r la h i i e c t i o n 

OÙ 
On a k = k{k).rk, et X(k) est une bijection si, et seulement si, k est une surjection. 
Si r = (C, A, C) est une relation, nous écrirons 

k est compatible avec (r', r) si, et seulement si, k(r) C r' ; en particulier k est 
compatible avec r si, et seulement si, k(r) C i(C). Si /c' = {C",k', C) est une autre 
application, l'égalité k'(k(r)) = k''. k(r) montre que k' est compatible avec k{r) si, 
et seulement si, k'.k est compatible avec r. 

Soit J4 une catégorie pleine d'applications telle que C/r e J/0 pour tout 
C G et toute relation d'équivalence r sur C. Soit ~#'q la classe des surjections 
canoniques r G Jt telles que r 4= i(C) et soit <#q = M,<K\jJtQ. Nous désignons 
par x la surjection de sur x(^q) telle que 

si / si 
Soit p = (Ji, p, H ') un foncteur. Si he H et C = p((x(h)), nous posons 

si x e C ; si r est une relation sur C, soit h(r) = p(h) (r) ; si p(/z) est compatible 
avec r, on dira parfois que h est compatible avec r. 

Soit pr la classe des triplets (r', h, r) tels que /iei/, que r soit une relation 
d'équivalence sur p(a(h)) et r' une relation d'équivalence sur p(/3{h)), l'applica
tion p(h) étant compatible avec (r', r). L'application 

où 
est une bijection % de Q (Jtq, p) sur pr. Soit px la catégorie image de Q {Jt*, p) 
par y. Un élément (i(Ç'), /1, r), où C = p (/?(/*)), sera identifié au couple (/z, r) 
et un élément (r, s, r), où s e H0, au couple (s, r) (ces identifications sont possibles 
car (i(C), s, r) e px et s e H q entraîne r = i(C)). Nous identifions //' à la sous-
catégorie pleine de px formée des éléments (h, i(Q), où C = p(oc(h)). 

Soit H' une sous-catégorie pleine de H'. Posons M ' = 0 (Ji, p) et 

Proposition 4. Sij = (k, / , 7 ) est un (H\ M ')-projecteur et si p(j) est une sur
jection, (j, r}) est un (H', px)-projecteur. Si (j, r) est un (H\ px)-projecteur, (j, r3) est 
un (H\ px)-projecteur ; si de plus j est une (p, H')-surjection, p(j) est une surjection. 

Démonstration. Soit j e H'0. H. Pour que (/, rj) soit un (//', pr)-projecteur, 
il faut et il suffit que e, fjj) soit un (H', M >pr_ojecteur, puisque px est 
isomorphe à une sous-catégorie pleine de M*. — SoitJ= (k, e,f,j) un (H',M)-
projecteur tel que p(j) soit une surjection. On a 

et j'.h=j. Comme fj e Rd(Jt), la proposition 2 affirme que / est un (H, M j-
projecteur. — Inversement soit (j, r) un (H\ pr)-projecteur ; d'après la proposi-
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tion 2, / = (A(j),'e9 fpj) est aussi un (H,'M')-projecteur, car il existe k! tel que 
k'.r = f: et on a 

Posons p(j) = (CJ, C) et soit a' e j(C). Supposons qu'il existe a e C —j(C). 
L'application / de C dans C telle que 

/ (a) = a et f(x) = x si x + a, 

F.g. 5 
vérifie f-p(j) = p(j)' Si de plus j est une (p, r7')-surjection, en utilisant la pro
position 3 on trouve / = C, ce qui est impossible. Donc p(j) est une surjection. 

Soit se H Q et soit r une relation sur p(s) ; soit r la relation d'équivalence 
engendrée par r. 

Définition 2. On dira que s admet s' pour (H', p)-structure quasi-quotient par 
r s'il existe un (H\ px)-projecteur (j,f) tel que s = (x(j) et y =/?(/); dans ce cas, 
rj est appelée relation d'équivalence (H\ p)-compatible engendrée par r sur s.. 

Si de plus p(j) = ?j (resp. =r),on dit que s est une (H\ p)-structure quotient 
faible (resp. quotient) de s par r. 

Une (H, p)-structure quasi-quotient (resp. quotient faible) de s par r est 
appelée une p-structure quasi-quotient (resp. quotient faible) de s par r et la 
relation (H, p)-compatible engendrée par r est dite relation p-compatible 
engendrée par r sur s. 

Exemples. Les notions de (H, p)-structure quotient de s par r et de p-structure 
quotient de s par r (chap. Ill) sont identiques. Pour que s' soit une (//', // > 
projection de s, il faut et il suffit que 5' soit une (H\ p)-structure quasi-quotient 
de s par i(p(s)). 

Proposition 5. Si s admet s' pour p-structure quasi-quotient par r? il existe 
une (H\ p)-structure quasi-quotient s de s par r si, et seulement si, s' admet s 
pour (H\ H ')-projection. Si s' est une (H\ p)-structure quotient faible de s par 
r, alors s' est une (H\ p)-structure quotient de s par la relation (//', p)-compatible 
rj engendrée par r sur s. 

En effet, comme 5' est une (H, pr)-projection de (5, r), il existe une (H\ pr)-
projection s de (5, r) si, et seulement si, s' admet s pour (H\ H )-projection 
d'après le théorème 7, chap. III. — Soit (/, ?) un (H\ pr)-projecteur. D'après la 
proposition 4, (jjj) est un (f7',pr)-projecteur; si 5' = p(j) est une (H\ p)-structure 
quotient faible de s par r, on a p(j) = f} et il résulte du corollaire 1 de la pro
position 2 que j est une (p, //')-surjection. 

1+ 
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Proposition 6. Soit (/, r) un (H\ px)-projecteur et s = a(j); sozt /C Vapplication 
telle que p(j) = k.r. Pour qu'il existe une (H\ p)-structure quotient s' de s par 
r, // faut (resp. il faut et il suffit si p'y est un foncteur d'hypermorphismes saturé) 
que k soit une bijection ; s' est alors isomorphe à /?(/) dans H'. 

En effet, cette proposition est un cas particulier de la proposition 1. 

Application à Vétude des catégories quotient 
Soit Jiç un univers; soit Jt la catégorie pleine d'applications associée. 

Soient pjr, pA> et p^ respectivement les foncteurs projections canoniques vers 
M de la catégorie JT des homomorphismes entre classes multiplicatives, de la 
catégorie Jf' des néofoncteurs et de la catégorie #" des foncteurs. Soit (JV, v) le 
foncteur (#", ./̂ -projection naturalisé construit dans le théorème 10, chap. III. 1 

Théorème 2. Soit p — p^ ou pr>. Si F est une p-surjection, p(F) est une sur
jection. 

Démonstration. Soit F = (C F C ) une p^ -surjection (resp. une p^-sur-
jection). Soit L' la catégorie ayant 4 éléments distincts: 3 unités e, e' et e" 
et un morphisme h de source e' et de but e". L'application f -+e, où f e C, 
définit un néofoncteur F' de C ' vers L. Soit m l'application de C dans L telle que: 

si 
si 

On a m.p(F) = p(F'). Comme F est une p^ -surjection (resp. une p̂ -surjection), 
m définit un néofoncteur de C ' vers L. Or soit f e C — F(C) ; on a m(f) = h et, 
m définissant un néofoncteur, 

Ceci est impossible puisque e' $ m(C). Donc C = F(C), c'est-à-dire F est surjectif. 
Corollaire, j est une p̂ r,-surjection (resp. une p ̂-surjection) si, et seulement 

si, j est une pA-quasi-surjection (resp. une p̂ -quasi-surjection) et p(j) une 
surjection. 

En effet, ce corollaire résulte du théorème 2 et du corollaire 1 de la pro
position 2. 

Remarque. Si F est une /̂ -surjection, alors p(F) peut ne pas être une sur
jection, comme le montre l'exemple suivant : Soit C une classe multiplicative 
et r une relation d'équivalence compatible sur C ; soit (C'/r, r, C ) le p f-épi-
morphisme de C sur C'/r. Soit C' la classe multiplicative obtenue en ajoutant 
à C/r un élément k £ C/r, celui-ci n'étant composable avec aucun autre. (C ', f, C ') 
est aussi une p4 -surjection. 

Théorème 3. Soient C ' e yT'0 et r une relation sur C. Alors C ' admet pour 
pr,-structure quotient faible par r le graphe multiplicatif C '/r quotient de C ' 
par la relation d'équivalence bicompatible f engendrée par r ; de plus C ' admet 
N(C'/f) pour (#", pjr)-structure quasi-quotient par r (resp. pour (#", p ̂-structure 
quasi-quotient par r si C e J*o). 

En effet, soit j le p^-épimorphisme de C ' sur C */r et soit r la relation d'équiva
lence engendrée par r. On a (j, f) G p> et (j, f) est un {Jf\ p̂ )-Projecteur. Si 
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(F, r) G prjr, la relation rF est bicompatible sur C ' et contient r ; par suite elle 
contient F, de sorte que (F, r) G p\> et qu'il existe F' G Jf' tel que F'.y = F. 
Donc (/> 0 est un (Jf\ prjr̂ -projecteur. — Puisque N(C'/r) est une (fF,Jf')-
projection de C \ c'est une p ̂ -structure quasi-quotient de C * par r (prop. 5). 

Fig. 6 
Corollaire. Soient C ' g et r une relation d'équivalence bicompatible sur 

C. Si v(C'/r) est surjectif N(C'/r) est une catégorie quotient de C . Pour qui! 
existe une catégorie quotient de C ' par r, il faut et il suffit que v(C7r) soit une 
bijection sur p^(N(C'/r)). 

En effet, avec les notations précédentes, v(C "/?).(/, r) est un pr>)-pro-
jecteur, de sorte que le corollaire résulte des propositions 4 et 6. 

En d'autres termes, le théorème 3 signifie que, si C e Jf§ et si r est une rela
tion sur C, alors r engendre une relation pA-,-compatible sur C, à savoir la 
relation bicompatible engendrée par r sur C ' ; elle engendre aussi une relation 

p ̂ -compatible. 
Remarques. 1) Une démonstration analogue au début de la démonstration du 

théorème 3 prouve que, si C G JV0 et si r est une relation sur C, alors C admet 
pour p4 -structure quotient faible par r la classe multiplicative C'/r, où r 
est la relation compatible sur C ' engendrée par r. 

2) Le corollaire du théorème 3 contient la proposition 39 et le théorème 1Ì, 
chap. III. 

Soit C ' une catégorie et soit G ' une sous-catégorie de C '. Soit A G la classe 
des couples (g, a(g)) tels que g g G. La relation d'équivalence sur C engendrée 
par la relation (C, A G , C) est la relation, notée rG, telle que rG = (C, AG, C), 
où A G est la classe formée des couples (/i, /?), où h e C, et des couples (g\ g), 
où g g G, g' e G et <x(g) = ot{gf). Soit rG la relation d'équivalence bicompatible 
sur C engendrée par rG. Soit G'' une autre sous-catégorie de C" et G0 = G'0. Si 
g'g G' et g'$G, on a (g\ (x{g'))GAG, et (g\ a{g'))$AG \ ainsi rG, est différent de rQ. 

Proposition 7. Si G' est une sous-catégorie de C \ la relation rG est la relation 
d'équivalence bicompatible sur C engendrée par la relation (C, A G , C): 

si, et seulement si, il existe 
Démonstration. rG étant la relation d'équivalence engendrée par (C, AG, C ) , 

la relation rG est aussi la relation d'équivalence bicompatible sur C ' engendrée 
par (C,AG,C). On a A'GCÂG. Soit j le p^-épimorphisme de C sur C'/rG. 
Si g g G, 

d'où 
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Si iq\ h', h,q)e\\(C ; C, G), on en déduit 

i.e. h ~ /z' modrG. Donc (C, ,4G, C) C FG et *a relation d'équivalence bicompatible 
sur C engendrée par (C, ÂG, C) est identique à rG. 

Soient F = (C',F,C') un foncteur, G ' et G ' deux sous-catégories de C' et 
de C ' respectivement telles que C'0 C G et CA C G. On a 

si, et seulement si, 
L'application 

définit un isomorphisme Y de la catégorie if (n° 4E, III) sur une sous-catégorie 
pleine de px̂  contenant 

Théorème 4. Soit (C \G)eif0 et soit (j, rG) un (JF, px̂ )-projecteur ; alors 
(C, G)) est un (J% if)-projecteur; il existe une catégorie quotient de C 

par G' si, et seulement si, j est surjectif, et dans ce cas C'/G' est isomorphe à 
N(C-/rG). 1 

Démonstration. Puisque y est un isomorphisme, Y'l{j, rG) est un (#~, if)-
projecteur et ß(j) est isomorphe à N(C frG) d'après le théorème 3. — Si F e 3F. C ', 
on a 

si, et seulement si, 
Il en résulte que (h, (C ', i, G ')) est une (p^, Ĵ )-suite exacte courte si, et seulement 
si, (h,rG) est un p̂ )-projecteur tel que h soit une p#-surjection, i.e., en vertu 
du théorème 2, tel que h soit surjectif ; dans ce cas, (h, rG) et (j, rG) étant deux 

p̂ )-projecteurs, il existe un isomorphisme g tel que g.h=j, de sorte que j 
est aussi surjectif. Par ailleurs, si j est surjectif, (/, (C ', i, G ')) est une (p^, Jé
suite exacte courte, et par suite /?(/) = C'/G". 

Remarque. Le théorème 4 est équivalent au théorème 15, chap. III. La 
démonstration du théorème 15 est plus longue, car elle consiste à prouver dans 
ce cas les th, 1 et 3. 

Définition 3. Soient C une catégorie et G* une sous-catégorie de C'. Une 
p ̂-structure quasi-quotient de C par rG est appelée catégorie quasi-quotient 
de C par G". 

D'après le théorème 3, il existe toujours une catégorie quasi-quotient de C 
par G, à savoir la catégorie N(C'/rG). 2 

2. Existence de structures quasi-quotient 
Conventions. Soit Ji une catégorie pleine d'applications ; soit Ji1 la classe 

des injections canoniques (M, i, M') e Ji. Si p est un foncteur de H ' vers Ji, 
nous désignons par p^ la classe des p-monomorphismes, par p^ la classe des 
(Ji\ p)-injections, par p^ la classe des {Ji\ p)-noyaux de familles finies. Nous 
supposons que Ji est une catégorie pleine d'applications contenant Ji et nous 
notons Ji la saturante de Ji dans Ji, qui est aussi une catégorie pleine d'appli
cations. 

3 
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Noyaux et sous-morphismes engendrés 
Soit H' une catégorie, H' une sous-catégorie pleine de H' et X' une sous-

catégorie de H ' formée de monomorphismes de H 
Définition i. Soient he H et h' e P(h). H. <x(h). On dit que j est un (H, X, H ')-

noyau de (h, h!) si j eX.H0 et si la classe des ke H tels que h.k = h\k admet j 
pour H -maximum. On dit que H' est à {X, H )-noyaux si tout couple (h, h'), 
où he H et h' e fi(h).H .cc(h), admet un (H, X, H')-noyau. 

j est un (H, X, H )-noyau de (h, h') si, et seulement si, j e X.H'Q et h.j = h'.j 
et si, pour tout k e H tel que h.k = h'.k, il existe g e H vérifiant k—j.g. Comme 
X est formé de monomorphismes de H ', si j est un (H, X, H )-noyau de (h, h'), 
la classe des (H, X, H')-noyaux de (h, h') est la classe j.H', n X. 

Proposition 1. Soit P = (Ji, P, H ') un foncteur tel que p = {M, Eh H ) 
soit résolvant à droite. Si p'n C X c P ^ , alors H' est une catégorie à (X, H')-
noyaux. 

Démonstration. Soient he H et h! ep(h).H.a(h). Par hypothèse, le couple 
(/z, h') admet un (Ji\ p)-noyau 7, c'est-à-dire (déf. 6, chap. Ill) j est un H 
maximum de la classe des/ e p 7 tels que h.f = h'.f et on a p(j) = (p(j5(/i)), i, M ) , 
où M est la classe des x e a(h) vérifiant h(x) = h'(x). Comme j e p^, on a jeX C P^. 
Si k e H et si h. k = hf. L on trouve 

pour tout 

Fig. 7 
d'où P(k) C M. Puisque j e P[, il existe k' e H tel que 

et 
Donc j est un (if, X, H )-noyau de (h, h'). 

Remarque. La notion de (H, X, H )-noyau de (/i, h') précise la notion de 
noyau de (h, h') dans H\ au sens de [ 6 ] . Si p = {JM, p, H ) est un foncteur qui 
n'est pas résolvant à droite, il peut exister des (H, p\ , H ')-noyaux de (/2, h') 
qui ne sont pas des {Ji\ p)-noyaux de (h, h'), car la définition de j n'entraîne 
pas que oc(j) soit la classe des x tels que h(x) = h'{x). 

Soit P = (K \ P, H ') un foncteur, H ' une sous-catégorie pleine de H ' et X ' 
une sous-catégorie de (Rg(K '), P)n. Alors X ' est formée de monomorphismes 
de H' (prop. 1*, chap. III). 

Définition 2. Soit seH0 et soit k"eP(s).Rg(K'). On dira que k" engendre un 
(X, H)-sous-morphisme j de s si la classe XH(s, k") des jes.X.H'0 tels que 
k" <>P(j) admet j pour H -minimum. Si K" est une sous-classe de Rg(K "), on dira 
que P est {K'\ X, if)-engendrant si, pour tout seli et pour tout k" eP(s).K'\ 
il existe un (X, H)-sous morphisme de s engendré par k". 

1 

2+ 
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Si J est un (x, H)-sous-morphisme de s engendré par k", la classe des (x, h)-
sous-morphismes de 5 engendrés par k" est la classe j. h'YR\x. Pour que J soit 
un ((rg(k'), p)r, f/)-sous-morphisme de S engendré par k", il faut et il suffit 
que J soit un (rg{k '), p, H)-sous-morphisme de S engendré par k" au sens 
de [4] et que Ton ait k" <p(j)- pour Que P s°it x, H)-engendrant, il faut et 
il suffit que la restriction de P à x0. h.x0 soit (k", x, #)-engendrant. 

Iig. s 

Si k" engendre un (X, tf)-sous-morphisme de s, alors k".j\ où feK'y, 
engendre aussi un (X, H)-sous-morphisme de 5. 

Supposons que Psoit un joncteur de H' vers Ji et que Ton ait X C P'[. 
Définition 3. 5/ s e H0 et si M C P(s), on dit que s' est une (X, /^-sous-

structure de s engendrée par M si(P(s), 1, M ) engendre un (X, H)-sous-morphisme 
j de s et si s' = a(/). On dit que P est [—-engendrant pour (- //, X, H) (resp. pour ,/H) 
si P est (K\X,H)- (resp. (K", P-^P (Ji))-J engendrant, où K'' estja sous-
classe de Ji1 formée des injections canoniques (N, /, N'), où 0 4= N' e Ji. 

Pour que s' soit une (X, 7/)-sous-structure de s engendrée par M, il faut 
et il suffit que la classe XH(s, M ) des je s.X.H0 tels que M cft(j) admette un 
H -minimum j et que Ton ait s' = oc(j). Dans ce cas, s' est déterminé à un iso
morphisme de H' près. Si P est r~-engendrant pour (Ji, X, H), il_est aussi 
(K\ X, //)-engendrant, en désignant par K" la sous-classe de M . J 4 Q formée 
des / tels que a(/) =J= 0. 

Proposition 2. Soit P = {Ji, P, H ') un foncteur d'homomorphismes saturé, 
H = P(Ji), H = P(,£) et Xf = XnP^. Supposons H^cX. Pour que P soit 
r~-engendrant pour (Ji, X, H), il jaut et il suffit qu'il soit r~-engendrant pour 
(Ji, X', H). La condition suivante est nécessaire et suffisante pour que P soit 
r~-engendrant pour Ji : 

Pour tout seH0, 
1) si M e JÎQ et 0 #= M C P(s), il existe s ' 5 tel que M C P(s') e J7; 
2) si A est une classe de P-sous-struciures de s et si 0 4= r\P(A) e Ji, il existe 

s' 17 s tel que P(s') = c\P(A), lorsque A CH. 
Démonstration. H' est la saturante de H' dans H'et onal0 = X'0. Soient 

5 e X0 et M G M tel que 0 4= M C P(s). — Si j e XH(s, M ) , la surjection j définit 
une bijection ; P étant saturé, il existe un et un seul 

tel que 
et on ciu(j)eX'n(s, M), ohu(j)==j.g(j) \S\m=(s,j2,jl,k)e\](H ,XH(s,M),H), 
on a 

1' 

2 

3 

4+ 
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Inversement, si m' = {s,f2J\, k')eQ(H'; X'û(s, M ) , H), il existe feH0.Hra(/¿), 
où i = 1, 2, et on a 

si 
On en déduit que j est un élément H -minimal de XH(s, M ) si, et seulement si, 
u(j) est élément H -minimal de Xff(s, M). — Supposons vérifiées les condi
tions 1 et 2. Soit A la classe des s' tels que 

Kig. 9 

On a A 4= 0 et il existe s G H0 tel que s s et P(s) = nP(X) 3 M, car n P(A) G Ji. 
Par suite s G A ; si s' G A9 on a P(s) c P(s'), d'où, en vertu du théorème 1, chap. III, 
s rj s'. Donc 5 est la P-sous-structure de s engendrée par M, et P est r~ -engendrant 
pour Ji, en vertu du début de la démonstration. — Réciproquement, supposons 
que P soit f~-engendrant pour Ji. Soit A une classe de P-sous-structures de s 
telles que A C H et 

ou 
Nous avons vu que M engendre une P-sous-structure s de s et que M c P(s) e Ji. 
Pour tout s' G A, les relations 

et 
entraînent : 

et 
Il en résulte P(s) C M, d'où M = P(s), et les conditions de la proposition sont 
remplies. 

Corollaire. Soit P un foncteur cThomomorphismes saturé. P est r~-engendrant 
pour Ji si, et seulement si, pour tout s e H Q et tout M e Ji§ tel que 0 =j= M C P(s), 
il existe une P-sous-structure s' de s engendrée par M telle que P(s') e Ji. 

En effet, ceci équivaut à la première affirmation de la proposition 2, lorsque 
X = P7 (et par suite X' = ). 

1 

Soient 3F et jf' les catégories des foncteurs et néofoncteurs associées 
à Ji\ soient P& et P̂ > leurs foncteurs projections canoniques vers Ji. Nous 
désignons par SFg la sous-catégorie pleine de ayant pour unités les groupoïdes, 
par Pg la restriction de Pw à &g. 

Proposition 3.Si Jiç et Ji^ sont des univers, Pjr,, P^ et Pg sont v~-engendrants 
pour Ji. 
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Démonstration. Soient 
et tels que 

On a, a et /? désignant les applications source et but dans C ' 
et d'où 

car J40 est un univers. Comme le sous-graphe multiplicatif de C engendré 
par M est la sous-classe multiplicative M' de C, il appartient à la saturante 
J/~' de Jf' dans jf'. Ceci prouve, d'après la proposition 2, que Pest n'
engendrant pour M. — Supposons de plus C e # 0 ; soit L[M'\ la catégorie 
libre des chemins du graphe [M'] sous-jacent à M' (on identifiera M à une 
sous-classe de L[M']). La classe Y M", où N est l'ensemble des entiers >0, 
appartient à Ji0, de même que sa sous-classe L[M']. La sous catégorie C de 
C engendrée par M étant l'image de L[M'] par l'application 

et de L dans C, 
elle appartient aussi à Ji. Donc est [—-engendrant pour Ji. — Soit C ' e (̂ g)0 
et soit / la bijection f ~>f~1 de C sur C. Le sous-groupoïde C ' de C ' engendré 
par M est la sous-catégorie de C* engendrée par la classe M = MuI(M). 
Comme M e J , on a, d'après ce qui précède, C e Ji. Ainsi Pg est [—-engendrant 
pour 

Soit P = (.//, P, // ') wrc foncteur. 
1 Définition 4. On dira gue P esr r--étalant (resp. faiblement ̂ -étalant) si, 

pour tout se HQ et pour toute sous-classe non vide M de P(s) (resp. M telle que 
(P(s), /, M)e P(s.H)), i/ existe ime P-sous-structure s' de s vérifiant P(s') = M. 

Dire que P est [--étalant signifie que ((JÎ0, C ), P i, (/?0, r̂r)) est un étalement 
[5]. Si P est [—-étalant et si de plus il est fidèle, il est résolvant à droite. Si P 
est un foncteur d'homomorphismes saturé et v~ -étalant, il est r~ -engendrant 
pour Ji, d'après le corollaire de la proposition 2. 

Exemples. Le foncteur p^ et le foncteur p ? (resp. pQ) projection canonique 
de la catégorie & des applications continues (resp. Q des applications or
données) sont r--étalants. Les foncteurs pjr> et p^ sont faiblement [—-étalants. 

Existence de projections 
Définition 5. Soient H' une catégorie, H' et H' deux sous-catégories pleines 

de H' telles que H C H . On dit que j est un (H, H, H')-projecteur, ou que /}(/) est une 
(H, H, H )-projection de e = a(j), si jeH'0.H et si, pour tout heH^.H.e, 
il existe un et un seul h' e H tel que h = h'.j. 

Cette définition signifie que j est un (H, H7')-projecteur, où Hj est la sous-
catégorie de H' engendrée par {J}KJHKJH'0.H.p(j)uH'0.H.oi(j).Én particulier 
j est un (H, H, H )-projecteur si, et seulement si, c'est un (H, H *)-projecteur. 

Soient H ' une catégorie et H ' une sous-catégorie pleine de H \ Nous supposons 
qu'il existe un objet final ade H' appartenant à H (on peut se ramener à ce cas 
en ajoutant à H' et à H' un objet final, i.e. un 0-produit, a). Nous désignons 
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par e une unité de H\ par Ie la classe H0.H.e; comme il existe hea.H.e, la 
classe Ie n'est pas vide. Dans les 3 propositions suivantes, nous supposons que 
(/%)We admet un produit naturalisé ((pg)geIe,S) dans H' etjious posons 
g = [g]geie> Soit H' une sous-catégorie pleine de H' telle que H c H. 

Proposition 4. S9il existe h e Rd(H^ .H, H ) et j e H .H0 tel que g = j.h, alors 
h est un (H, H, H ')-projecteur. 

En effet, si gele, on a g = pg.g = (pg.j).h, où pg.jeH. 

H 
Fig. 13 

Remarque. La proposition 4 admet pour cas particulier la prop. 2, app. I 
(voir aussi [11]). 

Pour simplifier, nous nous limitons dans la suite aux théorèmes d'existence 
pour les (H, H )-projecteurs, le cas de (H, H, H ")-projecteurs en résultant. 

Soit X' une sous-catégorie de Rg(H '). Rappelons que, si heH, on dit que 
h admet j pour {X .HQ, H, /î)-image si jeX .H0, s'il existe heH tel que h — j. h et 
si les conditions j'eX. H0 et h = f .h' entraînent j < / (déf. 30, chap. III). 

Proposition 5. Soit X ' une sous-catégorie de Rg{H *) telle que H ' soit à {X, H ')-
noyaux. Si g admet une {X. HQ , H ', H)-image j, alors oc(j) est une (H, H ')-projection 
de e. 

Fig. 11 

Démonstration. Il existe h e H0.H tel que g = j. h. D'après la proposition 4, 
il suffit de montrer que l'on a h e Rd(H, H '). En effet, supposons f.h = f. h, où 
fe H , f'eH et /?(/) = /?(/'). H existe un (H, X, H )-noyau j de (/,/'); par 
définition d'un noyau, il existe h' e H tel que h = j. h. Il s'ensuit 

Comme j e X et que X' est une catégorie, on a j.jeX.H^. Par suite il existe 
k e H tel que j=j.j.k. Puisque j est un monomorphisme de H', on en déduit 
a0) =j-k et, j étant un monomorphisme de H ', on a j e H'r L'égalité f.j = /'. j 
entraîne donc / = /'. Ainsi h est un (H, H >projecteur. 
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Corollaire. Soit q = (M,cjL, H ) un Joncteur tel que p = {Jf, gi, H') soit résol
vant à droite. Si X ' est une sous-catégorie de q[ telle que p^ C X et si M — )8(g) 
engendre une (X, H)-sous-structure e' de S, alors e' est une (H, H )-projection de e. 

En effet, d'après la proposition 1, i/' est une catégorie à (X, H *)-noyaux. 
Soit j un (X, r7)-sous-morphisme de S engendré par M ; on a /?(g) C P{[), de sorte 
qu'il existe h e H tel que g = j. h, car j e q^ ; de plus les conditions f e X. H 0 et 
F.h' ~ g entraînent P(G)C /?(/'), et par suite j </. Ainsi j est une (X .H'0, H \ H)-
image de g, et le corollaire résulte de la proposition 5. 

Proposition 6. Soit q = (K \g, H ) un fondeur (K", X, H)-engendrant, où K" 
est une sous-classe de Rg(K), et X' une sous-catégorie de (Rg(K), q) . Si 
q(S. X .H Q ) Ç K'\ si H ' est à (X, H')-noyaux, si S E X et si q(g) admet une 
{K", K K)-îmage, alors e admet une {H, H')-projection. 

fig. 12 

Démonstration. Soit k" une (K", K', i£)-image de q(g) et soit q(g) = k".k, où 
k e K. Par hypothèse, k" engendre un (X, i/)-sous-morphisme j de S, de sorte 
qu'il existe fc, e K tel que /c" = q(j).k,. On a 

et, A" étant formé de ̂ -injections, il existe h e H vérifiant j.h = g. Par ailleurs 
si on a f.h' = g et f eX.H0, on a q(j').q(h') = q(g), avec q(jf)eK". Il s'ensuit 
/c" <: et par conséquent j <p". Donc7 est une (X.H0, H', iï)-image de g. En 
vertu de la proposition 5, h est donc un (H, H )-projecteur. 

Corollaire. Soit q = (Ji,Q, H ) un foncteur tel que p = (Ji,qi, H') soit résol
vant à droite. Soit X' une sous-catégorie de q^ telle que p^ C X. Si Ji0 est un 
univers, si q est r~-engendrant pour (Ji, X, H) et si q(e) e Ji, alors e admet une 
(H, H')-projection, lorsque SeX. 

En effet, on a M = ̂ ) 6 l , puisque Jiç, est un univers, de sorte que q(g) 
admet (q(S), 1, M ) pour (Ji[. Ji, Â , ,//)-image. Comme H' est à(X, H>noyaux, 
d'après la proposition 1, le corollaire se déduit de la proposition 6. 

Proposition 7. Soit q~(Ji,£, H ) un foncteur, H' une sous-catégorie pleine 
de H' et P = (Ji,c[i, H ) un foncteur dhomomorphismes saturé et r~-étalant. 
Supposons que Ji0 soit un univers et que H = P (Ji). Si q(e)eJi, si P[ C q[ 
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et si Se H, il existe une (if, H')-projection e' de e telle que q(e') soit une classe 
quotient de q(e). 

Démonstration. Montrons que l'on ap^C P[, où p = (Ji,qi,H). En effet, soit 
et 

P étant (—-étalant, il existe j tel que 
et 

On a a(j) e H, car H = P (Ji). Il s'ensuit j e p[ et, d'après le corollaire du 
th.l*, chap. III, on a j=j. On en déduit jeP^ et p 7 C P^. — Par ailleurs, 
il existe une P-sous-structure s' de S vérifiant P(s') = M = fi{cj). Or q(e)eJi0 
entraîne M' eJi0, où M' = q(e)/rg. Soit / la bijection X(g)~l de M sur M'. 
Il existe 

tel que 
d'où e' = p(f) e H. Comme e' est une (P- , ff)-sous-structure de S engendrée 
par M et que p est résolvant à droite, car P est résolvant à droite, é est une 
(if, H )-projection de e, d'après le corollaire, prop. 5, et elle a la propriété voulue. 1 + 

Existence de structures quasi-quotient 
Soit P = (K\ P, if') un foncteur, if' et H' deux sous-catégories de H" telles 

que H C if. H. H C H et que if' admette un objet final aeH, où H' est pleine. 
Soient X' et K" des parties de K vérifiant les conditions suivantes : 

1. K0cK'cRD(KJ et K" C Rg(K ') ; 
2. Tout /c G P(H.H0) admet une (K", X K)-image ; 

3. Si (k",f',f,k')eUK\ où k"eRg(K\ k!eK\ il existe # e K tel que 

La condition 3 entraîne k" .q.k' = f'.k' = k". f, d'où q.k =f. 

2 

Théorème 1. Soit P = (K, P, H ') un foncteur tel que les conditions précédentes 
soient vérifiées, que H ' soit une catégorie à ,̂  (H)-produit s et que P soit compatible 
avec les ̂(H)-produits. Soit X' une sous-catégorie de (Rg(K), P)n stable par 
produits dans H',etP(X. H 0) c K". Si H' esta (X, H ')-noyaux et si P est (K", X, H)-
engendrant, pour tout seH0 et tout k'eK'.P(s), il existe une (P, H)-quasi-
surjection j vérifiant oc(j) = s etP(j) — f.k'. 

Démonstration. Soit H ' la catégorie Q(K', P ) construite au n° 1. Soit f C if 
et st e H Q pour tout i e I. Alors (Si)ieI admet un produit naturalisé ((Pi)ieI, S) 
dans H ' et (P(Pi)isI, P(S)) est un produit naturalisé dans K '. 
— Montrons que S est aussi un produit de (st)ieJ dans if'. En effet, soient 
eeifn, 

où pour tout ie 
Il existe un et un seul h e H et un et un seul k e K tels que 

et pour tout 
Pour tout i e I, on trouve 

22 Math. Ann. 171 
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d'où k. k! = P(h), et par suite m = (k, P(S), k\ h) e H. Il s'ensuit que m est l'unique 
élément de H tel que mt = pt.m, ce qui démontre l'affirmation énoncée. 
— Soit q le foncteur de H ' vers K ' défini par (k, k'l9 k\ h)-+P(h). — Montrons 
que l'on a (RJK *), P f C (RJK ), qf. En effet, soient : j e (RJK ), P f , 

et k e K . 

On a = /?(/) et P(/t) = P(j).k, de sorte qu'il existe un et un seul W e H vérifiam 

et 

Puisque K ' vérifie la condition 3 et que l'on a k' e K' et P(j) e Rg{K '), il existe 
f e K pour lequel / = P(j). f. On en déduit 

c'est-à-dire où 
De plus 

et 

Par conséquent je(Rg(K'), qfet q est (K\ X , //)-engendrant. 
— Montrons que H ' est à (X,H )-noyaux. En effet, soient heH et h'efi(h).H.oi(h). 
Il existe un (//, X, H >noyau j de (/Î, /1'). Si 

et si 

1 on a h. h = /?'./?. Par suite il existe g e H tel que /7 = j.gy ce qui signifie g(ra) 
= q(j).q(g); d'après ce qui précède j est une (X", g)-injection, de sorte qu'il 
existe m e H tel que m = j.tri. Ceci prouve que j est un (H, X , /T)-noyau de (/?, /Î'). 
— Soient se H0etk' e K'.P(s). On a e = (x', /c', fc', s) G H. La classe H0.H .e = Ie, 
isomorphe à F C H, est non vide, car H' a un objet final ae H, et (fi(g))geIe 
admet un produit S dans H ' qui, d'après le début de la démonstration, est un 
produit dans H'. Ainsi SeX, les conditions de la proposition 6 sont vérifiées 
et cette proposition affirme qu'il existe un (H, H )-projecteur (f,x,k'J) de 
source e. Donc j est une (P, H)-quasi-surjection vérifiant les conditions indi
quées. 

Dans la fin de ce n° 2, nous supposons que .#0 etJ/0 sont des univers et que 
Von a ,//0 G ,,#0. Il existe une application .#0-produit canonique dans 
notée n, telle que, si 7 4= 0, on ait 

2 

3+ 

où 
pour tout 

et 

où F est la famille vide ( )ie0 et où {0} est l'ensemble réduit au seul élément 0 
(on a {0} eJt0, car JtQ est un univers et que {0} = ̂ (0), où <deJt0). 
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Soit P = (Ji, P, H ') un foncteur. Rappelons que P est n-compatible si toute 
famille (et)ieI, où I e Ji0 et et e H0, admet un produit naturalisé ((Pi)ieI, S) dans 
P (Le. tel que (P^)is„ P(S)) = it{P(ed)tel). 

Dans ce cas H ' admet en particulier un objet final a tel que P(a) = {0}, que 
nous appellerons un objet P-final de H'. 

1 

Théorème 2. Soit P = (Ji, P, H ') un foncteur n-compatible, où P (Ji) e <Jt09 
et H ' une sous-catégorie pleine de H ' telle que P(H) cJi et ae H, où a est un 
objet P-final de H '. Soit X ' une sous-catégorie de P*[ stable par produits dans H '. 
Supposons p résolvant à droite et pn C X, où p = (Ji,Pi, H ) . Si s e P(Ji)0, si r 
est une relation sur P(s) et si P est r~-engendrant pour (Ji, X, H), il existe une 
(H, P)-structure quasi-quotient de s par r. 

Démonstration. Montrons que les conditions du théorème 1 sont vérifiées, 
en prenant H = H k j H .H .su {s}, K'j= Jd* et K" = sous-classe de JÏ{. JiQ formée 
des / tels que a(/)=f=0. Comme H e P (M) e Ji0 et que est un univers, 
Ji0 est à .̂ (iZ)-produits; Pétant ir-compatible, H ' est à ̂(if)-produits. D'après 
la proposition 1, H ' est une catégorie à (X, H )-noyaux. De plus P est (K", X, H)-
engendrant. Tout f e P (H . H0)tJi. JÏQ admet (p(f), i, p(f))pom(K",J,J)-
image. Supposons 

et 
Alors k" est une bijection ; si x e oc(f'), il existe y e ot(k') tel que k'(y) = x et on a 
f'(x) = k". f(v), d'où xeaft""1 f). Il s'ensuit 

et 
Donc les conditions du théorème 1 sont vérifiées et le théorème 2 en résulte. 
En vertu de la proposition 6, si Ie = HQ.PX.(S, r) et g — [ g ] g e I e , la structure s 
admet pour (H, P)-structure quasi-quotient par r la (X, //)-sous-structure s' 
de S = P ( g ) engendrée par P ( g ) . 

Corollaire. Soit P = (Ji, P, H ') un foncteur d'homomorphismes saturé, 
n-compatible et r~-étalant. Soit H = e J?Q et p = (Â, Pi, H ) . Si s E H0 
et si r est une relation sur P(s), il existe une p-structure quotient faible s'de s par r. 

En effet, avec les notations de la fin de la démonstration précédente, la 
proposition 7 affirme que l'on peut choisir s'tel que p(s') soit une classe quotient 
de p(s). En utilisant la proposition 5—1, on voit donc que s'est une p-structure 
quotient de s. 

Exemples. Le théorème 3-1 est un corollaire du théorème i, puisque Pr et 
Pop sont r~-engendrants pour J4 d'après la proposition 3. Comme pQ est 
r~-étalant, toute classe ordonnée (M, <), où M eJi0, admet une pD-structure 
quotient faible par toute relation r, en vertu du corollaire du théorème 1 (mais 
non en général une pn-structure quotient par r). 

Existence de limites inductives 

2 

Théorème 3. Soit p = (K\& H ) un foncteur fidèle et g un foncteur de Y vers 
H'. Supposons que (g(i))iei'0 admette une somme s dans H' et que (p(g(i)))iEi'0 
admette une somme dans K Si K ' est une catégorie à sommes fibrées finies, si 
22* 
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0 (Rd(K '), p) est une catégorie à H-projections et si p. g admet une limite inductive 
x, il existe une p-quasi-surjection j telle que /?(/) soit une limite inductive de g et 
que oc(j) = s. 

Démonstration. Soit L{H)' la catégorie longitudinale 9l(H\ / )m des trans
formations naturelles entre foncteurs de I' vers H'; nous identifions L(H)0 
à la classe des foncteurs de I' vers H' et H' k une sous-catégorie (pleine si F 
est connexe seulement) de L(H)' (voir fin appendice I). Définissons de même 
L(K)'. Posons si = g(î), pour tout ie I0. Soit (s, (û*)i6/̂) une somme naturalisée 
de (Si)ieI-0 dans H' et (e, {Vi)ieI'0) une somme naturalisée de (p(Si))ieI-0 dans K . 
Comme piW) ep(s).K, il existe un et un seul k e K tel que 

pour tout 
Soit <p un (K, L(K)*)-projecteur de source p.g de but x. Les relations 

où pour tout 
entraînent qu'il existe k' e K vérifiant k'.vl= </>(/). Il existe par hypothèse une 
somme fibrée naturalisée V= ((kv /c), (fc'l9 k')) dans X'. Si 

et 
on a, pour tout iE In'. 

d'où /./ci = /'./ci. On en déduit / = /', par définition de V. Donc kx e Rd(K). 
— Il existe un (H, Q {Rd(K ')> p))-projecteur 

tel que 
Posons r(i)=j.vl. Soit ueï.I.i; on a é(i) = o(ï).pg(u) et les relations 

et 
ont pour conséquence T(ï) = T(ï).g(u), car p est fidèle. Ceci montre que 
l'application 

où 
définit une transformation naturelle <PeL(H) de source g, de but /?(/). 
— Montrons que <P est un (H, L(H)')-projecteur. En effet, soit *F e s'.L(H).g, 

et pour tout 
On a B P-^ e p(s').L(K). (p. g), de sorte qu'il existe un et un seul k" e K tel que 
k".O(Ï) = P(G(Ï)). Etant donné que a(i)e s'.H.sb il existe un et un seul 

vérifiant pour tout 
On trouve, pour tout i e I0 : 
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on en déduit p(h).k = k".kr. Puisque V est une somme fibrée naturalisée dans 
K\ il existe un et un seul /'e K tel que 

et 
c'est-à-dire on a 

où 

1 

Fig. 13 

Or, m étant un (H, Q (Rd(K '), p))-projecteur, il en résulte qu'il existe h' e H tel 
que h'.m = m', ce qui signifie 

et 

Par suite h' est l'unique élément de H tel que 

et 

Ceci montre que /?(/) est une limite inductive de g. 
Corollaire i. Soit p = (Ji,£, H ) un foncteur fidèle, où Ji0 est un univers, 

et g un foncteur de J" e ̂ 0 vers H \ Si (g(i))ieI'0 admet une somme s dans H ' et si 
pour toute relation r sur p(s) il existe une p-structure quasi-quotient de s par r, 
alors g admet une limite inductive s, qui est une p-structure quasi-quotient de s. 

Démonstration. Ji0 étant un univers, Ji est une catégorie à G-limites 
inductives, pour tout G 'eJv II s'ensuit que les conditions du théorème 3 sont 
vérifiées et, d'après ce théorème, g admet une limite inductive s, qui est construite 
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comme suit: Posons st = g(i) pour tout /e/0 et soit (s, (vl)ieI'0) une somme 
naturalisée de (Si)ieÎ  dans H'. Soit C la classe somme des {p(Si))ieÎ  Il existe 
un et un seul k G p(s).Ji.C tel que 

ou 
Le loncteur p.g admet pour limite inductive la classe quotient de C par la 
relation d'équivalence r engendrée par la relation (C, U, C), où 
((y> 0» (/> 0)e ̂  si et seulement si, il existe u e ï. I. i tel que y' = g(u) (y). 

Désignons par f la relation d'équivalence engendrée par k(r). On a : 
Mm g = s, où 5 est une p-structure quasi-quotient de s par r, 

dès que 5 est défini, ainsi que lim g ou s. 
1 

2 

Corollaire 2. Soit P = (</#, f, H ') un foncteur r~-engendrant pour Ji et fc-com-
patible. Soit H = P (Ji) G Ji0 et F e 3F0. Si H ' est une catégorie à {I0}-sommes 3, 
si (Ji, Pi,H')= p est résolvant à droite et fidèle et si p^ C P/, la catégorie H' est à 
I '-limites inductives. 
En effet, les conditions du corollaire 1 sont vérifiées, en vertu du th. 2. 

Corollaire 3. Soit P = '(JÎ, P, H ) un foncteur r~-étalant, ti-compatible et 
fidèle. Si H = P(M) G Ji*, sil' e ¿F0 et si H ' est une catégorie à {I0} sommes 3, 
tout foncteur g de I' vers H' admet pour limite inductive une p-structure quotient 
d'une somme de (g(i))ieI-o si P est un foncteur cl'homomorphismes saturé et 
p=(J,Pi,H). 

En effet, les conditions du corollaire 1 sont vérifiées et la limite inductive s 
de g est une p-structure quotient faible de s par f (not. cor. 1), d'après le corollaire 
2 du théorème 2. 3 

4 

Théorème 4. Soit / "ef0. Les catégories 3F et Jf' sont à I '-limites inductives. 
Si g est un foncteur de I ' vers 3F, on a X\mg = N(\img'), où g' = (JT',q, I '). Si I ' 
est une catégorie filtrante (le. définissant un ordre filtrant sur I0), P̂ > est com
patible avec les I '-limites inductives. 

Démonstration. Etant donné que J r 0 CJi0 x Ji, on a J ^ ' e J Î 0 , d'où J V ' e J Î 0 
et ̂ E J i 0 . Comme P~ et Pv< sont (—-engendrants pour Ji (prop. 3) et ̂-compa
tibles, et comme p^ et pr> sont des foncteurs à i/0-sommes, 3F et Jf' sont des 
catégories à /'-limites inductives, d'après le corollaire 2 du théorème 3. — 
Soit g un foncteur de / ' vers 3F et g' = ( J r \ g, I '). Soit K1 = lim g'. La catégorie 
Nfâ1) est une (3F, <yT')-projection de K1, et par suite (th. 7, chap. III) une 
(3F, SSl(Jf', I')m) projection de g'. Il en résulte N(K1) = \img. — Soit g un 
foncteur de / ' vers Jf' et reprenons les notations de la fin de la démonstration 
du corollaire 1 du théorème 3, en supposant p — pjr> et J ' filtrante. Choisissons 
pour 5 le graphe multiplicatif C1 somme des st = Cf ; on a k = C. La relation 

5 3 Cette condition est inutile, car nous montrerons ailleurs, en utilisant la proposition 6 et la 
définition des sommes donnée dans le chapitre IV, que si P est un foncteur r~-engendrant pour J( 
et 7r-compatible tel que p = {JÌ, Pi, H ) soit résolvant à droite, alors H' est une catégorie à JtQ-
sommes. 
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d'équivalence r est simplement définie par : 
si, et seulement si, il existe i" el'0 tel que 

Il en résulte, g{ï\ ï) étant un néofoncteur, que r est compatible avec a et Si les 
composés z_L(y, i) et z'_L(y', i') sont définis dans C 1 , on a 

et 
Lorsque et z ~ z', il existe ï" e I0 tel que 

et 
on en déduit 

Ceci montre que r est bicompatible sur C 1 , de sorte que la p-structure quasi-
quotient de C 1 par r est le graphe multiplicatif CL/r (th. 3-1), d'où 

Remarques. 1. Une catégorie à ,/#0-sommes est à / -limites inductives si, et 
seulement si, elle est à conoyaux [6]. Par conséquent si les hypothèses du théo
rème 2 ou de son corollaire 1 sont vérifiées, H ' est à conoyaux (et à ,//0-sommes 
fibrées). Toutefois une p-quasi-surjection n'est pas nécessairement un conoyau 
et réciproquement un conoyau peut ne pas être une p-quasi-surjection. 

2. Le problème de l'existence de foncteurs adjoints d'un foncteur donné se 
ramène à celui de l'existence de certaines projections (app. I) ; par suite les 
résultats de ce n° 2 permettront d'étudier ce problème. Nos résultats sont de 
nature différente de [14] et [7] (qui généralisent ceux de [8]) car nous intro
duisons X et ne supposons pas que H' soit une catégorie à limites projectives 
(condition non vérifiée dans certaines applications que nous avons en vue). 
Nous montrerons ailleurs que le théorème 2 de [7] peut se déduire de la 
proposition 5, et par suite aussi le théorème 3 de [7] et les résultats de [8]. 

3. La construction d'une somme fibrée finie dans #~ donnée dans [9] 
revient à construire la catégorie NiK1) associée au graphe multiplicatif somme 
fibrée K1. 

1+ 

2 

3+ 
3. Catégories structurées quasi-quotient et projections 

Notations 
Les notations suivantes seront utilisées dans toute la suite de cet article. 

Soit Ji une catégorie pleine d'applications telle que Ji0 soit un univers et n 
l'application <y#0-produit canonique dans Ji. Soit p = (M, H ') un foncteur 
d'homomorphismes ̂ -compatible et résolvant à droite4; soit a l'objet p-final 
de H'. 

4 Si p est résolvant à droite, H est une catégorie à noyaux. On sait qu'il en résulte, si p est de 
plus ̂ -compatible, qu'il est compatible avec les /'-limites projectives, pour toute catégorie /* e#"0. 
Inversement, si p est un foncteur d'homomorphismes saturé, alors il est compatible avec les /-
limites projectives, lorsque /'e«f0, si, et seulement si, il est 7r-compatible et résolvant à droite. 
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Jf (p) est la catégorie produit fibre p^Vp, dont les unités sont donc les 
couples (C ', s), où C e yTo, s e H¿ et p(s) = C ; l'élément 

est identifie au triplet (C ,h,C ). 
'(p) est la sous-catégorie pleine de Jf(p) ayant pour unités les couples 

(C ', 5) e Jf(p)0 tels que ([C], s)j>oit un graphe p-structuré (déf. 3, [2]), c'est-à-dire 
tels qu'il existe âe s. H .s et B e s. H .s vérifiant 

et 
Nous désignerons par s0 le p-noyau de (a, s) ; on a donc 

et 
Si h — (C\ h,C')e tf'(p), soit h0 le p-sous-morphisme de h tel que 

y(p) est la sous-catégorie pleine de Jf'(p) ayant pour unités les (C s) e ->f(p)o 
tels que 

entraîne ou 
c3\p) est isomorphe à la catégorie ̂ (p) des morphismes entre graphes p-struc-
turés (déf 4 [2]). _ 

, 1 (p) (resp. ̂V(p)) est la catégorie des morphismes entre classes multipli
catives p-structurées (resp. multiplicatives fortement p-structurées) (déf. 1 [2]). 
Un élément de Ar(p)Q est donc un triplet (C, s, s'); si (C\ s, s') e -̂ (p)0, on 
représentera (C ', s, s') par le couple (C 5) qui le détermine. 

,A '(p) est la catégorie des néofoncteurs p-structurés (i. e. des morphismes 
entre graphes multiplicatifs p-structurés5 dans la terminologie de [2]). C'est 
une sous-catégorie (non pleine) de J^ip). On identifie JVr{p) à une sous-
catégorie pleine de ~V(p). 

<A'(p) est la catégorie des néofoncteurs entre graphes multiplicatifs forte
ment p-structurés (déf. 7, [2]). Elle est identifiée à une sous-catégorie pleine de 
jT(p) (th. 11, [2]). On a (C, s) e Ĵ '(p)0 si, et seulement si, (C, s) e JT'(p)0 et 
s'il existe une p-sous-structure s * s de 5x5 et un K e s. H .s * s tels que 
P(K) = (C, K , C * C ) , où K est la loi de composition de C . 

Ĵ (p) est la catégorie des foncteurs p-structurés; #"(p) est donc la sous-
catégorie pleine de JV'(p) ayant pour unités les catégories p-structurées dans 
la terminologie de [3], c'est-à-dire les (C \ s)e JV"'(p)0 tels que C soit une 
catégorie. 

J^(p) est la sous-catégorie pleine de Ĵ (p) ayant pour unités les groupoïdes 
p-structurés, c'est-à-dire les (C ', 5) e #"(p)0 tels que C ' soit un groupoïde et 
qu'il existe g e s. H. s pour lequel g(x) = x~1 pour tout x E C. 

S'(p) est la sous-catégorie pleine de Ĵ (p) ayant pour unités les (C ', s) e ̂ (p)0 
tels que C¿ = {x} et que x soit le seul élément idempotent de C Alors S'(p) 
est aussi une sous-catégorie pleine de yT(p). 

1 

2 

5 A la définition d'un graphe multiplicatif p-structuré (C , s, s') de [2], nous ajoutons l'axiome : 
Il existe mes xs.H.s' tel que p(m) eJ(\ Les résultats de [2] sont encore valables dans ce cas. 
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S(p) est la sous-catégorie pleine de J^(p) ayant pour unités les groupes 
p-structurés. 

Le foncteur projection canonique de JT(p) (resp. de JV(P)) vers H' est noté pj 
(resp. noté p^) ; posons 

et 
Si ̂ (p) est une des sous-catégories de (p) (resp. de jV(p)) définies ci-dessus, 
on désigne par p^ et p" les foncteurs restriction de p^ et pj (resp. de /?r et pHA) 
à ̂ (p). Par exemple, p^ est le foncteur restriction de p^ (resp. de pr) à ̂ (p). 

Convention. Les symboles ̂ (p) et f̂ (p) représentent Tune des catégories 

ou aussi, si p est un foncteur d'homomorphismes saturé, Fune des catégories 
ou 

Soit Ji une catégorie pleine d'applications telle que Ji0cJi0. Nous 
supposons que JiQ est un univers. Soit P = (Ji, P, H ') un foncteur d'homomor
phismes ir-compatible et résolvant à droite. Nous supposons que p est la 
restriction de P à la sous-catégorie pleine H' de H' telle que H = P(.ii). La 
catégorie tfi(p) est alors une sous-catégorie pleine de tfi(P). Soit Ji la sous-
catégorie pleine et saturée de Ji engendrée par Ji. On suppose H0 e Ji0 
(et par suite H e Ji0). 

1« 

Pau-structures quasi-quotient 
Rappelons les résultats suivants : 
1. Supposons ̂ i(p)CJf(p) ou =yP(p), e = (C,s)eôli(p)0 et svzs. Soit 

et 
Dans chacun des cas suivants, ê est une p̂ -sous-structure de e : 

a) Si {W(p) = Jf(p) (resp. =jf'(p) ou = ./F'(p)) et si C est un sous-graphe 
multiplicatif de C , d'après le théorème 9, chap. IV (resp. th. 8 ou th. 13 [2]). 

b) Si %(p) = & (p) ou = S'(p) et si C ' est une sous-catégorie de C (th. 14 [3]). 
c) Si ̂ (p) = J%(p) ou = 6(p) et si C ' est un sous-groupoïde de C ' (th. 14 [3]). 
d) Si«(p) = ^(p). 
2. Soit #(p) = ̂ (p) ou JOp) (resp. =^'(p)). Si = (C, s, s') e *(p)0, si 

2' 

et 
alors = (C 5, s') est une p̂ -sous-structure de e' (resp. e' si C ' est un sous-
graphe multiplicatif de C ) (th. 4, resp. 13 [2]). 
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Proposition i. est un foncteur d'homomorphismes à produits et résolvant 
à droite. 

Démonstration. D'après le théorème 12, chap. IV, p# est un foncteur d'homo
morphismes saturé, puisque p ^ est saturé; il en résulte (prop. 19, chap. II) que 
Pjtr — P'Pyr est un foncteur d'homomorphismes. p<% est un sous-foncteur d'homo
morphismes de pX9 si ̂ (p) C X(p), d'après le corollaire 1 de la proposition 
10 [2] et le théorème 11 [3]. — Soient 

où i = 1, 2. 

Le couple (hl9 h2) admet un p-noyau s et p(s) définit un sous-graphe multipli
catif C ' de C, car p ^ est résolvant à droite ; par suite (C ', s) est un p^-noyau S 
de (Fl9 F2), et p# est résolvant à droite. Si de plus 

ou (resp. où 

1 
S est un p^-noyau de (Fl9 F2)9 d'après le corollaire du théorème 8, [2] (resp. du 
cor. 2 du th. 14 [13]). — Si (C[9 st) e <&(p)0 pour tout i e I et s'il existe C = ]~] Ct 
dans Ji, il existe s S: dans H ', car p est 7i-compatible, et (C ', s) est un produit 

2 
de (C^ st) dans ^(p), d'après le corollaire 3 du théorème 10, chap. IV si 
^(p) = Jf (p), d'après le corollaire 2 de la proposition 8 [2] si °li(p) = JT'(p) ou 
^'(p), et d'après le théorème 13 [3] si ̂ (p)C^(p). — Si p est un foncteur 
d'homomorphismes saturé, pjr et p^ (resp. p̂ > et p^-) sont des foncteurs 
d'homomorphismes à produits, en vertu du théorème 3 (resp. th. 12) [2]. Du 
théorème 4 (resp. du corollaire 1 du th. 17) [2], on déduit qu'ils sont résolvants 
à droite. 

Proposition 2. Soit P un foncteur d'homomorphismes saturé et r~-étalant; 
Pau est ̂ -engendrant pour Ji. 

Démonstration. Soit C" une classe multiplicative telle que CeJi et soit 
tel que 

D'après la proposition 3-2, la (tfi, P̂ -sous-structure C' (resp. la sous_-catégorie, 
resp. le sous-groupoïde C ) de C engendrée par M appartient à Ji. 
— Supposons 

Il existe 
tel que (resp. 

D'après les résultats rappelés ci-dessus, ê = (C ', s) (resp. = (C ", s)) est la P^-
sous-structure de e engendrée par M, si ̂ (p) = jT(p), JT'(p) ou Jf'{p) (resp. 
= #"(p) ou S'(p), resp. =^g(p) ou S(p)). Donc P^ est r--engendrant pour Ji, 
d'après la démonstration de la proposition 2-2. — Soit 

où ou 
Il existe 

et tels que et 
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Comme ë = (C\ s, s') est la P̂ -sous-structure de ë engendrée par M, comme 
nous l'avons vu plus haut, le foncteur P<% est r~-engendrant pour Ji. 

Proposition 3. Soit if (p) une sous-catégorie pleine de °U (p) telle que 
f(p) C JT(p) ou = Jr(p). SoitJ= {C,j, C)er{P) ; si {C,j, C')e{P^ etjePV, on a 
j e {Pou )J" ; si P est un foncteur d'homomorphismes saturé faiblement r~ -étalant et si 
]e{Pi)lonajeP[. 

Démonstration. Soit q = {̂ £,£, H ) l'élargissement maximal de P. Il existe 
/e Hy.<x(j) tel que/ =j ; posons 

1 

et 
s est une ̂ -sous-structure de s. D'après les résultats rappelés plus haut, (C s) 
est une g ̂-sous-structure de (C ', 5), c'est-à-dire 

2' 

OÙ 
Ceci entraîne 

Puisque H ' est une sous-catégorie pleine de H ', la sous-catégorie V(P) de °?/{q) 
est pleine; il s'ensuit je{Pi/fi . — Supposons P faiblement r~-étalant et soit 
(C*, s) une Pr-sous-structure de e = (C',s)e^(P)0; il existe srf s tel que 
P(s) = P(s); il en résulte que (Cs) est une P̂ -sous-structure de e, donc s = s; 
ainsi je(Prf a pour conséquence jeP/~. La proposition s'en déduit car 
(Prn~ = {Pr)i' ̂ (P)yi si P est un foncteur d'homorphismes saturé. 

Définition 1. Soit Xau Ici classe des P ̂-monomorphismes j tels que P % Q ) e P7 . 
On dira que P est {Ji, ̂ -résolvant si P u est v~-engendrant pour {Ji, X<%, % { p ) ) . 

Si P est un foncteur d'homomorphismes saturé et si °U{p) C Jf{p) ou = Jf (p), 
pour que P soit {Ji, ̂ -résolvant il faut et il suffit6, d'après la proposition 2-2, 
qu'il vérifie la condition suivante : _ 

Soit e = (C, 5) G °li{P)0 et soit M e JFtel que 0 4= M C C. Si £M est la classe des 
tels que et 

il existe (C *, s) G <?m tel que C = nP^(%) G 
En particulier, si P est faiblement r~ -étalant, on a X^ = ( P ^ (prop. 3-3), 

et P est {Ji, ̂ -résolvant si, et seulement si, Pm est r~-engendrant pour Ji. 
Proposition 4. Soit P un foncteur d'homomorphismes saturé. Si P est r~-

étalant, il est {Ji, ̂ -résolvant. Si P est r~-engendrant pour Ji, il est {Ji, 
résolvant. 

Démonstration. Soit tfi{p) C iï{p) ou = Jf{p). Soient 
et 

Si P est r~-engendrant pour Ji, M engendre une (PJ~, H)-sous-structure 5 de 
s; on a et 

6 En réalité, comme est stable par produits fibres dans ^(P), il suffit que les conditions 
et où 

entraînent l'existence d'un (Cl5 s1)ê (p)0 tel que 
et 
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si ûii(p) = ,V(p), le couple (P(s)\ s) est la P F-sous-structure de e engendrée 
par M, de sorte que P est (Ji, JÔ-résolvant. — Supposons que P soit [--étalant 
et que %(p)C Jt(p). Désignons par M ' le sous-graphe multiplicatif (resp. la 
sous-catégorie, resp. le sous-groupoïde) de C engendré par M si <%i(p)D ̂ '(p) 
(resp. si ̂ i(p) = ̂ (p) ou_S'(p), resp. si ali(p) = ̂ g(p) ou ®(/?)). D'après la pro
position 3-2, on a M G Ji. Il existe s tel que 

et 

Par suite (M ', s) est la P̂ -sous-structure de e engendrée par M ; ainsi P est 
(.//. ̂ -résolvant. — Soit °ll(p) = Jf(p) ou ,/F'(p), 

et 

Si P est [—-étalant, il existe sijs et s'r̂ s' tels que 
et 

où M* est la P̂ -sous-structure de C engendrée par M . Il s'ensuit que 
(M s, s') est la Py/-sous-structure de e engendrée par M, et que P est (. //, //)-
résolvant. 

Théorèmes d'existence 

1 

2 

Nous supposons dans la fin de ce numéro que JiQ e Ji et que t(p) est une 
sous-catégorie pleine de J/i(p) telle que f(p) C df(p) ou = . 1 '(/?). Alors ]U(p) e . ii0. 

Théorème 1. Supposons que P soit (Ji, ij-résolvant (resp. que Pr soit r~-
engendrant et que (pr)n C (Prît C (Pyfï )- S/' e e 'J^ip)o et ŝ  r est une relation sur 
p.%(e), H existe une (Y(p), pqi)-structure quasi-quotient de e par r. En particulier 
Jl/(p) est une catégorie à t'(p)-projections. 

Démonstration. Le foncteur Py/ est ̂ -compatible et f(p) est une sous-
catégorie stable par produits de %(p) d'après la proposition 1. Le couple 
({0} a) G où {0} ' est le groupe ayant pour seul élément l'unité 0, est le 
Pr-objet final de JT(P), et par suite le P̂ -objet final de ^(P). Le foncteur 
/Y est résolvant à droite (proposition 1). Soit Xr la classe des Pt-monomor-
phismes j tels que P"(J)e P^ ; la proposition 3 affirme que l'on a XrC(P,ufi . 
Montrons que (pr)n C Xr. En effet, soient 

et 

p et P étant résolvants à droite, (hx, h2) admet un p-noyau s et un P-noyau s 
et on a P(s) = P(s). Comme H' est une sous-catégorie pleine de H' et que 
s G P (Ji) = H, on trouve s\js, d'où (cor. th. 1, chap. III) s = s. Il s'ensuit que 
(p(s) ", s) est une Py -sous-structure de (C ', s) et que (prfn C X*-. La sous-catégorie 
Xr est stable par produits dans Jt/(P), puisque tout produit de P-monomor-
phismes est un P-monomorphisme (thé. 12, chap IV). Ainsi les conditions du 
théorème 2-2 sont vérifiées relativement au foncteur P%, à la sous-catégorie 
f"(p) et à la classe X.r (resp. classe (PR)D>D'après ce théorème, il existe une 
(î (p), P#) structure quasi-quotient ê de e par r. Etant donné que °li(p) est une 
sous-catégorie pleine de ^(P), ê est aussi une {V(p), /̂ -structure quasi-
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quotient de e par r. — En particulier, si r est la relation identique sur p6U{e), 
la {if{p), ̂ -structure quotient de e par r est une (^(p), ̂ (p))-projection de e. 
Donc tfi{p) est une catégorie à if (p)-projections. 
— On peut construire (prop. 6-2) une {if (p), /^-structure quasi-quotient de 
eetfi(p)0 par r comme suit: Soit C = p̂ (e)et soit / la classe des heif{p)n.ûil{p).e 
tels que p%{h) soit compatible avec r. Posons S = {S', a) = jfj /?(/?). La 

sous-classe M de S formée des familles {h{x))hel, où xeC, engendre une 
(AV, ̂ (p)) - (resp. une ((/V)^, ̂ (p))-)sous-structure de S qui est une (p), p?J-
structure quasi-quotient de e par r. — Supposons de plus que P soit un foncteur 
d'homomorphismes saturé et soit X'r = Xirn(Prf . La classe M engendre une 
{X^, î ip))- (resp. une Pr-)sous-structure ê = (C, 5) de S telle que CeJi. Le 
P^-sous-morphisme / de |77~Lde source e, de but C\ est 

où pour tout 
et on a M = j{C). 11 existe g e Y (p)0.Y (P)y.ë. D'après la proposition 2-2. 
P(g) est la {X,r, ̂ (p))-sous-structure de S engendrée par M, donc fi (g) est une 
{f\p), p#)-structure quasi-quotient de e par r. 

Corollaire 1. Avec les hypothèses du théorème 1, supposons que P soit un 
foncteur d'homomorphismes saturé et que %{p) = î (p). Soit e = (C \ s) et soit f la 
relation d'équivalence pou-compatible engendrée par r sur e. Pour qu'il existe 
une p̂ -structure quotient faible (resp. quotient) ê de e par r, il faut et il suffît 
qu'il existe une bijection de C/f (resp. de C/r) sur p^(e). 

En effet, ceci résulte du théorème 1 et la proposition 6-1. 
Corollaire 2. Soit P un foncteur d'homomorphismes saturé. Supposons que 

P soit r~-engendrant pour Ji. Si eeAr(p)0 et si r est une relation sur pA (e), 
il existe une {A{p), p ̂-structure quasi-quotient de e par r. 

En effet, P est (Ji,. I )-résolvant d'après la proposition 4, et le corollaire 
résulte du théorème 1. 

Corollaire 3. Si P est un foncteur d'homomorphismes saturé et r~-étalant, 
si e e t̂ (p)0 et si r est une relation sur pr(e), il existe une p̂ -structure quasi-
quotient de e par r. 

En effet, P est (Ji, ̂ -résolvant (prop. 4). Le corollaire 3 se déduit donc du 
théorème 1. 

Corollaire 4. Soit P un foncteur d'homomorphismes saturé. Si P est r~-
engendrant pour Ji, la catégorie Jf(p) est à JV\p)-projections ; si P est r~-étalant, 
^(p) est une catégorie à if (p)-projections. 

En effet, ce corollaire résulte des corollaires 2 et 3. 
Le théorème 1 montre en particulier que, si P est {Ji, ̂ -résolvant, si 

e G Jf'(p)0, alors e admet pour projection une catégorie p-structurée, un grou-
poïde, un demi-groupe et un groupe p-structurés ; si e e ff'(p)0, il admet pour 
projection un graphe multiplicatif fortement p-structuré; si e e ff(p)0, il admet 
pour projection une classe multiplicative fortement p-structurée. 

Définition 2. Soit C un graphe multiplicatif et r une relation sur C. Soit r0 
la relation induite par r sur C0. On dit que r est élémentaire sur C si r0 est la 
relation identique et si r est compatible avec oc et fi. 
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Si r est élémentaire sur le graphe multiplicatif C ', la relation d'équivalence 
engendrée par r est aussi élémentaire sur C '. 

Proposition 5. Supposons W(p) C Jf\p) (resp. C Jf'ip)) et &g(p) Ci^ip). Soit 
(j, r) un (V(p), (p^y)-projecteur, oùol(j) = (C s) (resp. = (C ',s, s')) ; supposons que 
r soit élémentaire sur C ' ; alors p(J0) est une injection. Si p(j0) est une surjection, 
on a ] 0 e H ' r 

Démonstration. Soient 
et 

Puisque (C, s) e JT'(p)0, il existe 
tel que 

si 

D'après la proposition 30 [3], ( ( C 0 x C0)L, s0 x s0), où ( C 0 x C Q ) 1 est le grou-
poïde des couples associé à C0,est u n groupoïde p-structuré. r étant compatible 
avec a et p et la restriction de r à C ¿ étant la relation identique, on a 

et ' modr 
d'où 

La p-sous-structure (s0 x s0)0 de s0 x s0 est la structure diagonale sô de s0 x s0, 
et l'isomorphisme diagonal à e sô. H',.s0 est un p-sous-morphisme de h. Comme 
(j, r) est un (V(p), (p^y)-projecteur, il existe un et un seul h' tel que 

et 

Il s'ensuit hn = /în./n, c'est-à-dire 

Comme p(d) est une bijection, p(j0) est une injection. — Si de plus p(j0) est une 
surjection, c'est une bijection admettant p{d)~1 .p(h'0) pour inverse. L'élément 
k= j 0 . d ~ 1 .h'0 admet s0 pour unités à droite et à gauche et p(s0) pour image par 
p, de sorte que l'on a k = s0 (car p est fidèle); par suite j0 admet d~l.W0 pour 
inverse dans H '. Ainsi s0 est isomorphe à s0 dans H '. 

4. Cas des foncteurs r--étalants 
Les notations sont les mêmes quà la fin du n° 3 
Si [C] = (C, P, a) est un graphe orienté, nous désignons par [ C ] * le graphe 

dual (C, a, P ) de [C] ; le sous-graphe de [C] dont les éléments sont les s o m m e t s 
de [C] est noté [C]0. 

Définition 1. Soit [C] un graphe et soit [ C ] un graphe tel que C n C = [C]0. 
S'il existe un isomorphisme g de [C] sur [ C ] * dont la restriction à [C]0soit 
l'identité et si [G] est le graphe somme fibrée de (([C], i, [C]0),([C], i, [C]0)), 
on appelle [G] u n symétrisé de [C] et on pose g(f) = f~1 pour tout f s C. 
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Cette définition signifie que, si [C] = (C, a), le graphe symétrisé 
[G] = (G,j8,à) est tel que: 

pour tout f eC. Si es [C]0, on a e = e~ . 
Soit [C] un graphe orienté. Nous désignons par L[C\ la catégorie libre 

des chemins de [C] (on identifie C à une sous-classe de L[C]); si CeJi0, 
on a L[C]eJi0, puisque JiQ est un univers par hypothèse et que L[C] est 
une sous-classe de la classe somme X! Soit S ' une catégorie et soit h un 
morphismede [C] vers S'; alors h détermine le foncteur 

tel que 

si (/„, ...j/jjeL[C]. Si S" est un groupoïde et si [G] est un symétrisé de [C], 
on définit un morphisme ha de [G] vers S', appelé symétrisé de /i, en posant: 

et 
si f G C. Le foncteur L(ha) sera noté P(/z) et on pose r(h) = L(iff). 

Si C est une classe, M(C) désigne le monoïde libre engendré par C; on 
a M(C)eJtQ si CeJiç.. 

1 

Construction de structures quasi-quotient 
Soit P = (Ji, P, H ') un foncteur d'homomorphismes saturé, ir-compatible 

et (—-étalant. Nous reprenons les notations du n° 3. Soit î (p) une sous-caté
gorie pleine de %(p) telle que (p) C Jf (p) out~(p) = J?(p). 

Si e — (C ', s) e ir(P)0 et si (C ', s) est une P̂ -sous-structure de e, il existe 
s rfs tel que P(s) = C. Comme (C , s) est une P̂ -sous-structure de e, on trouve 
s = srys, et par suite = (Py)7 • 

Théorème i. Soit 1r(p) = &r(p) fresp. = ̂%(p)). Soit e = (C', s) e JT(p)0 
soit r une relation élémentaire sur C . Posons I = i/r(p)0.(pjr)r .(e,r). Alors e 
admet une (î (p), p̂ )-structure quasi-quotient (L[C']'/r, s) (resp. (L[G']'/f, s), 
où [G] est un symétrisé de [C]) par r, et f est la relation définie par: 

x~xf si, et seulement si, L(h) (x) = L(h) (x') (resp. si, r(h) (x) = r(h) (x')) 
pour tout 

Démonstration. Nous reprenons les notations de la fin de la démonstration 
du théorème 1-3 avec °li(p) = Jf'(p) et î (p) = Ĵ (p) (resp. = J%(p)). La catégorie 
C ' est la catégorie (resp. le sous-groupoïde) de S ' engendrée par Mets est la 
P-sous-structure de a telle que P(s) = C. Posons 

et 
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On a g0e H'y et, p(j0) étant une surjection par construction, 70 e H'y en vertu 
de la proposition 5-3; par suite j0 = 9ô1 JoEH'y 
— Supposons Ï7\p) = ̂ (p). On a C0 =j(C0), car j définit un néofoncteur. 
Si f eC — C0, il existe 

où i=l, ...,n, tels que 
étant une bijection, on a 

si 
c'est-à-dire 

Il en résulte que L{j') est un foncteur de L[C] * sur C , dont la restriction à 
L[C']0 = C0 est bijective. Si f est la relation d'équivalence associée à L(/'), 
l'application u = Â(L(/))"1 (not. n° 1) définit un isomorphisme de C sur la 
catégorie L[C]'/r quotient strict de L[C']' par r. La relation r s'écrit: 

si, et seulement si, L(h) (y) pour tout 
car on a: 

si x = (/r...,/1)6L[C']'. Puisque P est un foncteur d'homomorphismes 
saturé, il existe usHj.s tel que P(u) = u; on a /3(u) = S E H , car L[C']e^0; 
par conséquent (L[C*]*/r, s) est une (̂ (p), p̂ J-structure quasi-quotient de e 
par r. 
— Supposons Y (p) = (p). Soient [G] un symétrisé de [C '] et j"7 le morphisme 
symétrisé de /. On a C0=fa([G]0). Soit f e C — C0; comme C est le sous-
groupoïde de S ' engendré par M =y(C), il existe 

//eG-[G]0, où i=l,...,n, telsque / V n ) ~..j'aT(fD • 
p(7o) étant une bijection, on a (/"̂, ...,/i)eL[G]. Ainsi r(/") est un foncteur de 
L[G] ' sur C *, dont la restriction à C0 est bijective. En désignant par f la relation 
d'équivalence associée à F(j), l'application u' — X(r(£))~1 définit un isomorphisme 
de C sur la catégorie L[G] '/f quotient strict de L[G] ' par r; la relation r est 
définie par 

si, et seulement si, i pour tout 
Si u e H;.s et P(u') = u,on a (L[G] '/r, u\ C')e t(p)0.î {P)y.ê. 

Corollaire 1. Supposons vérifiées les conditions du théorème 1. Si pour 
x e L[C] il existe f e C tel que h(f) = L(h) (x) pour tout (h, r) e J, alors e admet 
une (#"(p), p ̂-structure quotient faible par r. 

En effet, reprenons les notations de la 1ère partie de la démonstration du 
théorème 1. Si / e C, il existe xeL[C] tel que L(j)(x) = f et il existe f eC 
tel que, pour tout h e I, on ait h(f) = L(h) (x), c'est-à-dire f ~x modr. Il s'ensuit 
L(j') (x) =j(f) ej(C). DoncP(/), et par suite p̂ (j), est une surjection, de sorte 
que (L[C']/r, s) est une (Ĵ (p), p̂ )-structure quotient faible de e par r. 
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Corollaire 2. Soit e = (C\s)e ̂ {p)0 et soit r une relation élémentaire sur C '. 
Alors il existe un p̂ -structure quotient faible de e par r. 

En effet, si x = (fn, ...,/JeLfC], le composé/ = /„ fx est défini dans 
Cet ona/î(/) = L(h) (x) pour tout h e /, de sorte que le corollaire 2 se déduit 
du corollaire 1. 

Corollaire 3. Soit e = (C\ s) e JT'(p)0 et soit [G] un symétrisé de [C ']. Si r est 
une relation élémentaire sur C\ il existe une (®'(p), P#)- (resp. une (&(p), p#)-) 
structure quasi-quotient de e par r de la forme (M(L[C']/f)'/r\ s') (resp. de la 
forme (M(L[G]/f)'/r\ s)). 

Démonstration. Soit V(p) = 3P(p) (resp. = i%(p)). D'après le théorème 1, 
e admet une (̂ (p), p^-structure quasi-quotient par r de la forme (L[C] '/r, s) 
(resp. (L[G] /f,s)). D'après le théorème 7, chap. III, il suffit de prouver que, 
si e e V (p)0, il existe une (S'(p), f̂ (p))-projection de e de la forme (M(C *)/r', s') 
(resp. forme (M(C)jf \ s')), c'est-à-dire, puisque P est un foncteur d'homomor
phismes saturé, que, avec les notations de la fin de la démonstration du 
théorème 1-3, C " est isomorphe à un demi-groupe (resp. à un groupe) quotient 
de M(C)' (resp. de M ( Q ) . 
— Soit ee#XP)0- Comme C est la sous-catégorie de S' engendrée parj(C), 
pour tout f e C, il existe 

tels que 

1 

L'application d: 

de M(C) dans C définit un homomorphisme de M (C) ' sur C . Par suite C est 
isomorphe au demi-groupe quotient de M(C) ' par la relation d'équivalence r : 

(/„, si, et seulement si, pour tout (C\h, C')eI, 
on a 

— Si de plus eE^g(p)0, on a J(C) =J(C)~\ de sorte que C est un groupe. 
Comme J^(p) est une sous-catégorie pleine de Ĵ (p), on en déduit que ê est 
isomorphe dans S'(P) à une (S(p), Ĵ (p))-projection de e. 

Remarque. Supposons que q soit un foncteur d'homomorphismes au-dessus 
de P tel que P' = P.q soit un foncteur d'homomorphismes saturé et r~-étalant. 
Soit p' la restriction de P' à P'(Jt). Soit e E '(p% et soit (C ', s) une {f\p\p'^)-
structure quasi-quotient de e par une relation élémentaire r. Si (C s) est une 
O^XpX /V̂ -structure quasi-quotient de ̂ T' x g(£) par r et si Ŷ (p) C ̂ (p), alors C'' 
est une catégorie quotient strict de C", d'après le théorème 1. 

Théorème 2. Soit <%(p) = ̂ V(p) (resp. =Jf\p) ou Jf'(p)) et soit V{p) = JF{p) 
(resp. =J\r'{p)). Si e = {C\ s, sf)E{W(p)0 et si r est une relation sur C, alors e 
admet une (̂ (p), p̂ )-structure quotient faible par r (resp. faible (C\s) par r, 
où s0 est isomorphe dans H' à s0, si r est élémentaire sur C ) . 

Démonstration. Reprenons les notations de la fin de la démonstration du 
théorème 1-3. M définit une sous-classe multiplicative M" de S' (resp. un 
sous-graphe multiplicatif M ' de S\ carj définit un néofoncteur de C ' vers S'). 

2 
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Etant donné que P est rétalant, il existe s tel que 
et 

d'après les résultats rappelés au n° 3, (M 5) est la P̂ sousstructure de S 
engendrée par M. Soit r la relation d'équivalence associée à j : 

si, et seulement si, pour tout 
On a C/r e Ji. La bijection u = À(j)~1 définit un isomorphisme de M ' sur une 
classe multiplicative C où C = C/r ; puisque P est un foncteur d'homomorphis
mes saturé, il existe ûe H0.Hrs tel que P(û) = u ; si fi(u) = s, (C', s) est une 
(̂ (p),p̂ )structure quotient faible de e par r. — Si JM(p) = Jr'(p) et si r est 
élémentaire sur C, on a j0 6 i?̂  en vertu de la proposition 53, car JP(/0) est une 
surjection. 

Corollaire. Soit e = (C\ s, st)ejV\p)0 et soit r une relation sur C. Il existe 
une (î (p), p x)structure quasiquotient (L[C/f]'/f\sf) de e par r; si r est 
élémentaire sur C \ alors % est isomorphe à s0 dans H '. 

Démonstration. Reprenons les notations de la démonstration du théorème 2. 
D'après le théorème 7, chap. III, une (Ĵ (p), pf ̂structure quasiquotient 
de e par r est une (Ĵ (p), ̂  '(p))projection de la (jf(p), p ̂structure quotient 
faible (C s) de e par r. Le théorème 1 montre que (C ', s) admet une (̂ (p), Jf'(p))
projection ë de la forme (L[C']/r\ s), où 50 est isomorphe dans H à 50, et par 
suite aussi à s0, si r est élémentaire sur C*. Comme , t v'(p) est pleine dans JT'(p), 
c'est une (,̂ (p),, 4 '(p))projection de (C , s); le corollaire en résulte. 

Application au cas P 
Supposons que p soit le foncteur identité de ,#; on a 

8(p) et S'(p) sont respectivement les catégories des homomorphismes 6 entre 
groupes, et 8' entre monoïdes admettant pour seul élément idempotent une 
unité. Si [C] est un graphe orienté, nous désignerons par [C] ' le graphe multi
plicatif déterminé par [C], tel que 

1 si, et seulement si, ou 
et que [[C]'] = [C]. La catégorie ̂ '(p), isomorphe à la catégorie rS des mor
phismes entre graphes orientés, est la souscatégorie pleine (3' de Jf' ayant 
pour unités les graphes multiplicatifs [C] ' tels que [C] e (40. 

Nous allons appliquer les résultats des n° 3 et 4 au cas où P = (JÎ, 1, Ji). 
Pour cela nous aurons à utiliser la remarque suivante : 

Soit S'e,4 0 et soit Q une relation (5, A, S); soit IQ la classe des heJf'.S' 
tels que 

entraîne 
La relation d'équivalence bicompatible sur S ' engendrée par g peut être définie 
(d'après les résultats du n° 1) par : 

si, et seulement si, pour tout 
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Soit C' e Jfç. Si h est un foncteur de L[C '] ' vers K ' = fi(h), sa restriction h à C 
est un néofoncteur de C ' vers K ' si, et seulement si, 

pour tout 
Désignons par r(C ') la relation telle que : 

si, et seulement si, 
L'application h-+L(P(h\h, [C]) est une injection de ̂ Q.jV'.C sur la classe 
ir(C). D'après la démonstration du théorème 1, Cadmet une (J*, ./̂ -projection 
de la forme L [ C ] */r, où r est la relation d'équivalence: 

1 

si, et seulement si, pour tout 
En vertu de la remarque précédente, r est donc la relation d'équivalence bi-
compatible sur L [C] ' engendrée par r(C'), c'est-à-dire L[C']'/r est identique à la 
catégorie N(C) construite au théorème 10, chap. III. Si de plus C'eW09 on a 

de sorte que r est la relation identique et que C admet L[C] ' pour 
projection. Ce résultat est équivalent au théorème 8, chap. III. 

Soit C'G,4o et soit [G] un symétrisé de [C*]. Un foncteur h de L[G] ' vers 
un groupoïde K ' est le foncteur r(h) associé à un morphisme h de [C] vers K 
sous-jacent à un néofoncteur h de C vers K' si, et seulement si, on a 

si 
et 

si 
cette dernière relation peut aussi s'écrire : 

et 
Désignons par rg(C) la relation (L[G], A\ L[G]) telle que A' ait pour éléments 
les couples 

où / G C — C0, g G C — C0 et (g, f) e C * C\ L'application h-̂ r(h) définit une 
injection de (̂ g)0.jV'.C sur la classe /rg(C> D'après la démonstration du 
théorème 1, C admet pour (Ĵ , yT')-projection la catégorie r(C') quotient 
strict de L[G] ' par la relation d'équivalence r : 

2 

si, et seulement si, pour tout 
et r est la relation d'équivalence bicompatible sur L[G] ' engendrée par rg(C). 
En particulier, si C'e% (resp. si C'e^0 et si C = R(C% on retrouve le 
théorème 9, chap. III (resp. le théorème 7, chap. V). 

Soit C e #0 et soit M(C)' le monoïde libre engendré par C. Si S' est un 
demi-groupe, toute application k de C dans S'se prolonge en un homomor-
phisme M{k) = (S \ M{k\ M(C) '). Si S e S'0, pour qu'un homomorphisme h' de 
M(C) ' vers S ' soit le prolongement d'un néofoncteur h de C vers S il faut 

3 

4 
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et il suffit que 
si 

et 
si et 

En effet, ces conditions sont nécessaires; si elles sont vérifiées, on a 

donc h (u) e S0, car tout element idempotent de S est une unite par hypothèse. 
Désignons par rs(C) la relation (M(C), B, M(C)) telle que B soit formé des 
couples 

où et où 
1 
2 

L'application /z->M(fi(h),h, C) est une injection de ©[>.3F%C sur la classe /rg(CT 
Le corollaire du théorème 1 affirme que C admet pour (©', -projection le 
demi-groupe S(C) quotient de M(C)' par la relation d'équivalence r: 

si, et seulement si, pour tout 
31 

4+ 

c'est-à-dire par la relation d'équivalence compatible sur M(C) engendrée par 
la relation r5(C). Si C est un groupoïde, S(C) est un groupe, qui est une 
(©, -̂projection de C , résultat trouvé directement dans [13]. 

Foncteurs admettant une section maximale 
Définition 2. Soit q = (K \q, K ) un foncteur; on dira que q admet z pour 

section maximale si z est un foncteur section de q et si, pour tout se K0, il existe 
he z(q(s)).K.s tel que q(h) = q(s). 

Exemple. Le foncteur pg- projection de la catégorie °T des applications 
continues vers Ji admet z pour section maximale, où z(T) est, pour tout 
Te£T0, la topologie grossière sur p*r(T). 

Reprenons les notations du n° 3. 
Proposition 1. Supposons que p admette z pour section maximale et soit 

z =z.p. Alors z est compatible avec les produits et, si sez'(H0) et s'rjs, on a 
z\s')r̂ s. 

Démonstration. Soit (s.)ieJ une famille d'unités de H telle que F] p(st) 
5 

existe dans Jt. Posons s~z\s^\ il existe s et dans p. Soit 
S — z'(s)\ désignons par pt la projection canonique de 5 sur st. Nous allons 
montrer que l'on a S = s. En effet, les relations 

et 
entraînent qu'il existe 

tel que 
puisque z est une section maximale. Par ailleurs, il existe 
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et on a p(f) = p(S). Il en résulte, p étant fidèle: 
f.j = s et j.f=S, 

d'où j e HY\ Puisque py est bien fidèle, il s'ensuit 
S=j = s. 

Donc z' (et par suite z) est compatible avec les produits. 
— Supposons sez'(H0), s'rj s et soit s' = z'(s'). Il existe 

tel que 

l-'ig. 14 Kig. 15 

1+ 

Si g = Z(p(S«-IS')), on a #(p(S')) = p(s'), de sorte que, par définition d'une p-sous~ 
structure, il existe g' e s'. H. s' vérifiant 

et 
Par suite g' est l'inverse de / dans Hy, et on a s' = s' car py est bien fidèle. 

Nous désignerons par p^ le foncteur projection canonique de f/(p) vers : 
si ou 
si ou 
si 

Proposition 2. Si p admet une section maximale z (resp. z et si p est r~-étalant), 
p',JU admet une section maximale z^ si ̂ (p) — JT(p), Jf'(p), ~V(p) ou Jr\p) (resp. 
zIJU pour tout ̂ (p)). 

Démonstration. Soit z' — z.p. On définit un foncteur z# section de p'̂  en 
posant 

2 

si 
Soit e = (C, s, s') e JV(p)0 ; il existe 

tel que 
de la relation Z'(K) e z'(s).H .z'(s'), il résulte que l'on a 

où 
L'application qui associe à p'jr(e', k, e) le triplet (z'̂ e'), z'{k), z'v(e)) définit une 
section maximale dep^. Pour montrer que la restriction z% de z# (resp. de Zjr) 
à P(P'%), où °ll(p)ç_X(p) (resp. QJf(p% est une section maximale de p^, il 
suffit de prouver que, si e e <%(p)0, on a ẑ (p̂ (e)) e <%(p)0. — Soit (C *, s) e JT'(p)0 
et soit s = zf(s). Comme ([Cl, s) est un graphe p-structuré, il existe âes.H.s 
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et fi e s.H.s tels que 
et 

Par conséquent, on a 
et 

Etant donné que p est résolvant à droite, on en déduit (C ', s) e Jf'(p)0. Ainsi z#, 
est une section maximale de p^. — De ce qui précède il résulte que, si 
e = (C\ s, s') eJr'(p)0, on a z'̂  (e) Ejf\p)Q, c'est-à-dire z ̂ est une section 
maximale de p'A>. 
— Supposons de plus que p soit [--étalant. Soit e = (C ', s) e J/\p)0 et soit 
z[Ae) = {C\ s, z'(s * 5)). Il existe une p-sous-structure s' de s x s telle que 
p(s') = C * C . D'après la proposition 1, on a s x s = zf(s x s) et s'EZ'(H). 
Comme p(s') = p(z'(s * 5)), on trouve 

1 

Donc z'jr(é) e jV(p)o et z - est une section maximale de p'j. Par suite est aussi 
une section maximale de p'w lorsque f/(p) C ^(p). 

Théorème 3. Soit p un foncteur d'homomorphismes saturé r~-étalant 
admettant une section maximale. Soit e = (C\ s) e Jf'(p)0 et soit r une relation 
sur C. Si f est la relation d'équivalence bicompatible sur C ' engendrée par r, // 
existe une ( / (p), p̂ )-structure quasi-quotient è~=(C',s) de e par r telle que 
C' = C'/r si i{p) = . F'(p), C' = N(C'/r) si R{p) = S¥(p), C' = R(C'/r) si 
R(p) = &Jp) etC' = S(C'Ir) si TT(p) = S'(p). 

Démonstration. Soit ir(p) = Ar'(p) (resp. = J<r(p), resp. = J^(p), resp. 
= 3'(p)) et soit r' la relation d'équivalence engendrée par r (resp. soit r' = /(C)). 
Soit I la classe des heJT'(p) tels que (/1, r')e i"(p)0.p.V'• Comme p^' 
admet une section maximale (prop. 2), la classe p'̂ -ij) est identique à la classe 
des h e Jf' tels (h, r') E . pxA'. (C \ r') (on pose J/"' = Jf'). La construction 
du C de la (f (p), p ̂ -structure quasi-quotient (C ', 5) de e par r' faite au 
théorème 2 (resp. th. 1) fait seulement intervenir la classe p^\I), de sorte que 
C est la p < -structure quasi-quotient de C par r (resp. la {V, yT')-projection 
de C). En vertu du théorème 3-1, on a C =C'/r (resp. du § précédent on a 
C" = AT(C'), resp. = R(C'), resp. =S(C')).-Le théorème7, chap. III, affirme que 
la ( f̂ (p), A " (p))-projection (C, s) de la (,/f '(p), p^-structure quasi-quotient 
(C'/r, 5) de e par r est une (i~(p), p̂ )-structure_quasi-quotient de e par r. 
D'après le début de la démonstration, on a donc C = N(C'/r) si f(p) = Ĵ (p), 
C = r(C7r) si f ïp) - #"Jp) et C = SiC'lr) si ilp) = ©'(p). 

Corollaire. Si p est un foncteur d'homomorphismes saturé, admettant une 
section maximale et ̂ -étalant et si (C \ s) est une catégorie p-structurée quotient 
de la catégorie p-structurée (C ', 5) par r, alors C ' est la catégorie quotient de C ' 
par r. 

5. Foncteurs dénombrablement engendrants pour // 
2 Soient P et p les foncteurs considérés au n° 3, et î (p)C JT'(p) ou =Jf(p). 

Définition 1. On dira que P est dénombrablement engendrant pour . // s'il 
est r~-engendrant pour Ji et s'il vérifie la condition: 
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Soit s e H ^ ; pour tout entier i > 0, soit st une P-sous-structure de s telle que 
P(st) G Ji et P(st) C P(si+ i) ; alors il existe une P-sous-structure s de s telle que 
P(s)=(JP(s,.). 

Comme Ji0 est un univers, on a P{§) e Ji. D'après le théorème 1*, chap. III, 
on trouve s,-f7si+1 r̂ s. 

Soit N l'ensemble des entiers positifs. Soient Pjf, P^ et Pg les foncteurs 
projection de Jf', de # et de &g respectivement vers M (voir n° 2). 

Proposition i. P̂ ,, P p et Pg sont des foncteurs dénombrablement engendrants 
pour Ji. 

Démonstration. D'après la proposition 3-2, les foncteurs P r, P^ et Pg sont 
r~-engendrants pour Ji. — Soit C ' G yT0' et soit C,', pour tout i G TV, un sous-
graphe multiplicatif de C tel que 

1 

et 
Soit C = M C{. Si / G C, il existe i G iV tel que / eCt; par suite on a 

et 
donc C est un sous-graphe multiplicatif de C et P^ est dénombrablement 
engendrant pour Ji. — Supposons de plus C e J% et C\ e #~0 pour tout / G N. Si 

et 
il existe i e N et f G N tels que / e Cf et /'G C,. Il en résulte 

si j = sup (/, i'). 
Donc (/', /)eC* C et C est une sous-catégorie de C . — Enfin si C ' et C[ 
sont des groupoïdes et si / G C, on a f e Ct, d'où /"1 G Ct C C. Ainsi C ' est un 
sous-groupoïde de C ', ce qui achève la démonstration. 

Théorème i. Soit P un foncteur d'homomorphismes saturé et dénombrable
ment engendrant pour Ji. Alors P est (Ji, ̂-résolvant, si f (p) C Jf(p) ou — ~V(p). 

Démonstration. Comme P est (—-engendrant pour Ji, le foncteur P est 
(Ji,, 4 ̂-résolvant en vertu de la proposition 4-3. — Soit e = (C, s) G i (P)0 et 
soit M e J Ï tel que 0 4= M C C. Supposons J7, (p) C T̂ (p) C Jf (p) (resp. 
î (p) = ̂ (p) ou S'(p), resp. =^g(p) ou 6(p)). Soit M, le sous-graphe multi
plicatif (resp.Ja sous-catégorie, resp. le sous-groupoïde) de C ' engendré par M ; 
on a M x E J i , d'après la proposition 3-2. P étant r--engendrant pour Ji, 
la classe M 1 engendre une P-sous-structure sx de s telle que P(s1) G Supposons 
définis pour tout i < n 

2+ 

et 
Soit M N le sous-graphe multiplicatif (resp. la sous-catégorie, resp. le sous-
groupoïde) de C engendré parP(s„_1)£_on a M n E J i et M N engendre une P-
sous-structure sn de s telle que P(sJ G On définit ainsi par récurrence pour 
tout i E N une P-sous-structure st de 5 vérifiant P(s^sJi. Par hypothèse, il 
existe une P-sous-structure s de s telle que 

et 
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Posons C M,. Comme 

on a P(s) C C C P(s), d'où P(s) = C. Par suite C ' est un sous-graphe multiplicatif 
(resp. une sous-catégorie, resp. un sous-groupoïde) de C, car P^, P & et Pg 
sont dénombrablement engendrants pour ^ (prop. 1). Il en résulte que 
(C\ s) est la (Xvn(Pr)^, f̂ (P))-sous-structure de e engendrée par M et, d'après 
la proposition 2-2, Pr est (--engendrant pour (Ji, Xr, î (p)), donc P est 
(̂ #, y/>résolvant. 

Corollaire. Supposons Ji0eJi0 et soit î (p) une sous-catégorie pleine de 
°U(p). Soit P un joncteur d'homomorphismes saturé et dénombrablement 
engendrant pour Ji (resp. Soit p — p^,, p^ ou pg = (Ji, p̂ i,ïFg)). Si eetfi(p)0 
et si r est une relation sur pm(e), il existe une (f̂ (p), p—-structure quasi-quotient 
de e par r. 

En effet, P est {Ji, if ̂-résolvant d'après le théorème 1 (resp. théorème 1 
car P j , P ^ , Pg sont dénombrablement engendrants pour Ji en vertu de la 
proposition 1, et ce sont des foncteurs d'homomorphismes saturés et résolvants 
à droite). Le corollaire résulte donc du théorème 1—3. 

Construction des structures quasi-quotient si p = p*r> ou p 
Nous supposons que Ji0 e Ji0 et que î (p) est une sous-catégorie pleine de 

y/i(p) telle que t (p)C X(p) ou = ,V(p). Soit P = Pv ou P# ; on a p = p v. ou 
p&. La relation (C, i,C')e H entraînant que C définit une P-sous-structure de 
C (th. 6, chap. III), P et p sont faiblement n-étalants; donc Xr = (Pr)^ 
(prop. 3-3). 

Soient e = (C\ C1) G W(p)0 si W(p) C Jf'(p) (resp. = (C *, C1, s') si %(p) = J/(p) 
ou Ĵ '(p)), et r une relation sur C. La fin de la démonstration du théorème 1-3 
montre (d'après le corollaire du théorème 1) que e admet une (î (p), p—-
structure quasi-quotient (C, C1) par r isomorphe dans f (P) à la Pt -sous-
structure (C ', C1) de S engendrée par M =j(C). (Les notations sont celles du 
th. 1—3). Posons 

et 

et désignons par a et /? les applications source et but dans S ', par a1 et j?1 les 
applications source et but dans S1. _ 

Théorème 2. Reprenons les notations précédentes. Si p — p^et si i (p) = jV(p) 
ou jV'(p), la sous-catégorie de S1 engendrée par M est C1. Soit p — Pjf. Alors e 
admet une (̂ (p), p̂ -structure quasi-quotient ë—(C\ C1) telle que : 

1. ë est une (î (p), p—-structure quotient faible de e par r si ir(p) = ̂ '(p) 
ou Jf(p). 

2. Soit ̂ (p)CJT'(p) ou Ĵ '(p) et supposons r élémentaire sur C ; alors 
(Co)1 est isomorphe à (C0)L si ̂ ( p ) c f ( p ) ; on a C'=L[C']'/f si î (p) = ̂ (p)9 
C'=L[G]'/f, où [G] est un symétrisé de [C], si î (p) = ̂ g(p) et C' = M(C)jf 
si *"(p)=®'(p). 
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Démonstration. Puisque j est un néofoncteur, M définit un sous-graphe 
multiplicatif de S1. Supposons p = p^. Soit M 1 la sous-catégorie de S1 
engendrée par M, dont les éléments sont les composés fn\ L/l5où /.eM si 
1 ̂  i S n. — Si (TT(p), - (yP(p), ̂ (p)), (M M1) est une Pj-sous-structure 
de (S', S1) et l'on a C = M. — Soit *(p) = ̂ T,(p) ou jf'(p) et *r(p) = jr'ip). 
Comme jt est un néofoncteur, M définit un sous-graphe multiplicatif de S\ et 
(S1, a, S1) et (.S1, /?, S1) sont des néofoncteurs, ce qui entraîne 

et 
Donc (M ', M1) est une P̂ -sous-structure de (S ', S1) et C = M. 
— Supposons p = p^. Soit (TT(p), ̂ (p))-(yP(p), ̂ f(p)). Puisque (M*, M1) 
est une Pj--sous-structure de (S S1), on trouve M = C. Soit C la classe quotient 
de C par la relation d'équivalence r = r, associée àj et soit u la bijection /.(/)" *. 
Si C ' et C1 sont les classes multiplicatives images de M ' et de M 1 respectivement 
par w, (C ', C1) est une (V (p), p^-structure quotient faible de e par r. On a 

mod r si, et seulement si, pour tout 
Supposons ̂ (p)C JT(p) ou jV'ip). Dans ce cas, C est un graphe multiplicatif 
et j\ est un néofoncteur, de sorte que M définit un sous-graphe multiplicatif 
de S '. Si ̂  (p) = J7'(p) ou Jf'(p), (M ', M1) est une P-sous-structure de (S \ S1), 
i.e. on a M = C. — Si r est élémentaire sur C, la proposition 5-3 dit que 
((Co)1*!1' (̂ o)1) est un isomorphisme si ̂ (p) C Jf'(p) ou .4 '(p); on construit C 
comme plus haut. 
— Supposons p = p^,, que r soit une relation élémentaire sur C ' et que //(p) 
soit contenu dans JT'(p) ou dans Ar'(p). Soit f ' (p) = Ŝ (p). La sous-catégorie M * 
de S engendrée par M est formée des composés 

où et 
Si (/ on a 

d'où (a1(/2), a1(/1))GS* S' et, K ( S * * S ) définissant un néofoncteur de 
(S'*S')1 vers S1, on trouve 

Par récurrence, on en déduit 

et a (/) e M, car a (M) C M. De même /?(/) e M ; ainsi M 1 est un sous-graphe 
multiplicatif de S1, c'est-à-dire on a C = M. Comme C0 = y(C0), la proposition 
5-3 entraîne que (C0Ji, C¿) est une bijection. Par conséquent 

et 
Ceci montre que L[[) définit M ' comme catégorie quotient strict de L[C']'.Par 
suite e admet pour (f(p), ̂ -structure quasi-quotient (L[C']'/r, C1), où f 
est la relation d'équivalence : 

si, et seulement si, pour tout 
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— Soit ir(p) = ̂ gip). Soit M ' le sous-groupoïde de S' engendre par M. Si 
fe S et si /"1 est l'inverse de / dans S\ on a 

et 

d'où a (/" ) = (a (/))" . Un raisonnement analogue au précèdent prouve 
que C = M et que C ' est un groupoïde quotient strict de L [G] '. — Si (p) = S'(p), 
soit M ' le sous-monoïde de 5' engendré par M ; on a comme précédemment 
M = C, ce qui entraîne C = M(/) (C), et C ' est un demi-groupe quotient de M(C) *. 1 

Cas des catégories d'applications ordonnées 
Nous supposons Ji0eJi. Soit si la catégorie des applications ordonnées 

((M', < ), /, (M, < )) telles que (M', f, M ) G ; soit P^ son foncteur projection 
canonique vers Ji et soit pQ la restriction de 

Soit Jps la sous-catégorie de Q formée des applications sous-préinductives 
(i.e. des applications ordonnées ((M', <), /, (M, <))eÛ telles que (M, <) et 
(M', <) soient des classes sous-préinductives et que, si x < x et x" < x dans 
(M, <), on ait /(x'nx") = /(x')n/(x") dans (M', <)). Soit Jps = JpsnQ. 
Nous désignons par Pps et par pps respectivement les foncteurs restrictions de PQ 
à Jps et à Jp\ 

2 
Théorème 3. Pps est un foncteur d'homomorphismes saturé n-compatible, 

résolvant à droite et dénombrablement engendrant pour Ji. 
Démonstration. Posons P = Pps et p = pps. Nous savons [5] que P est un fonc

teur d'homomorphismes saturé ir-compatible. Soit C = (C,<)GJps. — Montrons 
que P[ C (Pfjr • En effet, soit ê = (C\ s) une P-sous-structure de e. On a 
(e, i, ê) G Jps. Soient xeC, y e C et x < y dans e ; désignons par M la classe 
ayant x et v pour seuls éléments, alors 

Comme êrze, il existe 
d'où dans 

Ainsi ê est une sous-classe ordonnée de e. Il en résulte que les P-sous-structures 
de e sont les sous-classes ordonnées (C, <) de e telles que C soit une sous-
classe sous-préinductive de e (i. e. telles que x'nx" G C si X"G C, x' G C et s'il 
existe X G C pour lequel x' < x et x" < x). — Soient 

où i = X 2 , 
et e' = (C, <) le P^-noyau de (hx, h2). Si x' < x et x" < x dans é, la relation 

entraîne x'nx" G C. Ainsi e' est une P-sous-structure de de sorte que e' est 
le P-noyau de (hl9 h2). Par conséquent P, et par suite p, sont résolvants à droite. 
— Montrons que P est dénombrablement engendrant pour Ji. Soit et = (Q, <), 
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pour tout i e N, une P-sous-structure de e. Supposons 
et 

Si x e C, x' e C, x" e C et si x' < x et x" < x dans e, il existe i e N tel que 
et dans 

comme Ct est une sous-classe sous-préinductive de e, on a x'nx"eCfcC. Il 
s'ensuit que C est une sous-classe sous-préinductive de e, c'est-à-dire (C, < ) 
est une P-sous-structure de e. — Il ne reste plus qu'à montrer que P est n'
engendrant pour Ji. En effet, si K est une sous-classe de C, nous désignons par 
K A K la classe des couples (x', x") e K x K tels que x' et x" soient majorés par 
un x g K. On a K a K c C a C. Soit i? l'application 

de dans C 
Si KeJi, on a 

car i; e ,.#/ et K a KeJt. Supposons M eJÉQ et 0 = # M c C . Posons 
M j = t;(M A M ) et définissons par récurrence M h pour tout i e N, par la 
relation Mi — v(Mt_ l a M,_ x). On a Mf e ̂ /7, M ^ j C M ; et C = (J M, G 
Si (x', x") G C A C, il existe x e C tel que x' < x et x" < x dans e ; on en déduit 
qu'il existe / e N tel que x e Q et (x', x") e CtA Ct. Par construction, on a 

Par suite C est une sous-classe sous-préinductive de e, et (C, < ) est la P-sous-
structure de e engendrée par M. D'après la proposition 2-2, P est [—-engendrant 
pour puisque P est un foncteur d'homomorphismes saturé. 

Corollaire. Soit p = pps ; si e e ûiï(p)0 et si r est une relation sur p%(e), il 
existe une (î (p), p<%)~structure quasi-quotient de e par r, lorsque f (p) est une 
sous-catégorie pleine de °ll(p)\ en particulier °1/ (pps) est une catégorie à i (pps)-
projections. 

En effet, ceci résulte du corollaire du théorème 1 et du théorème 3. 

Définition 2. On appelle classe f-inductive une classe ordonnée (C, <) telle 
que, si x' < x et x" < x dans (C, <), il existe x' (J x" ; une classe ̂-inductive 
(C, <) qui est une classe sous-préinductive est dite f-sous-inductive. 

Si (C, <) est une classe f-inductive, toute partie finie A majorée par x e C 
1 

admet un x-agrégat noté A. 
Soit J} la classe des applications f-inductives, i.e. des applications 

((C, <), h, (C, <))eQ telles que (C, <) et (C, <) soient des classes f-inductives 
et que, si x' < x et x" < x dans (C, < ), on ait 

où 
Soit J u = Js nJps. Soit ,/ula sous-catégorie de formée des applications 
quasi-inductives [5]. Soit J\ (resp. Jt) la sous-catégorie pleine de J u n J u 2 
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formée des applications sous-inductives (resp. inductives) ((C2, <),h,(Cv<)) 
telles que (Ch <) vérifie Vaxiome de distributivité : (D') Soient x' et x" deux 
éléments de Q majorés par x dans (Ch <); si A est une sous-classe de Cf. majorée 
par x\ on a 

Soit Jf l'une des catégories J H S U , ̂  J\ ou J{ ; nous posons Jf = Jtf?nG 
et nous désignons par P# (resp. par p#) la restriction de PQ h Jf (resp. à ). 

Théorème 4. So/t Jf = ou Ju ; alors P# est dénombrablement engendrant 
pour Ji. Si 3£ — Ĵ u, J\ ou Jx et siî (p) D *<V(p), foncteur P ̂ est r~-engendrant 
pour Jt et (Ji, 1r)-ré solvant. 

Démonstration. P^ est un foncteur d'homomorphismes saturé ̂ -compatible, 
car Jf est une sous-catégorie saturée et stable par produits de Q. Une démon
stration analogue au début de celle du théorème 3 montre que l'on a 

Si Jf = J]KJ (resp. J^), les P̂ -sous-structures de e e Jf0 sont les sous-classes 
ordonnées (C, <) de e telles que x' < x et x" < x dans (C, <) entraîne 

X 
x' (J x" e C (resp. que C soit faiblement u-saturé dans e [5]). Si Jf = Ju, 
les Pr-sous-structures de e sont les P7fU-sous-structures (C, <) telles que C 
soit une sous-classe sous-préinductive de e. Si Jif — J\ ou les P^-sous-
structures de e sont les sous-classes ordonnées (C, <) de <? telles que C soit 
une sous-classe sous-inductive faible de e (i.e. une sous-classe sous-préinductive 
et faiblement u-saturée), l'axiome (D) étant évidemment vérifié dans une telle 
classe ordonnée (C, <) s'il est vrai pour e. On voit comme au théorème 3 que 
P# est résolvant à droite. 
— Soit ,./fU D et soit e = (C, < ) G ̂ f0. Soit X une partie de C telle que X e l . 
Désignons par £/f(iC) (resp. par (7(K)) la classe des parties finies (resp. des 
parties) A de K majorées dans (K, <) et par fi'f(X) (resp. par U'(K)) la classe 
des couples 

(resp. e K x U (K)) tels que A 
Comme Ji est un univers, on a U'(K) e Ji0. Si = </f ou Ju (resp. = Ĵ u), 
soit u l'application 

de (resp. de U'(K)) vers C 
et soit 

(resp. 
On a K e J . Soit MeJi0 et 0 #= M C C. — Si = (resp. C J^), on a 
M = M, de sorte que M engendre la P-sous-structure (M, <) de ainsi P 
est r~ -engendrant pour Ji. — Soit J>f = ,fu et soit v l'application A->nA 
de L/f(X) dans C. Définissons par récurrence 

et 
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pour tout i e N. Soit M' On a 

et 
Par suite (M', <) est la P̂ -sous-structure de e engendrée par M, et Pr est 
r--engendrant pour Ji. 
— Une démonstration analogue à celle faite dans le théorème 3 prouve que 
Pj? est dénombrablement engendrant pour Ji, si jft = JlKJ ou Ju. 
— Soit £ = ./uet P = P w. D'après la proposition 4-3, P est (Ji, .^-résolvant. 
Montrons que P est (Ji, ̂ -résolvant si t̂ (p) D J'(p). En effet, soient 1 

(resp. et tel que 
Soit K le sous-graphe multiplicatif de C engendre par M ; on a K e M et A 
engendre une P-sous-structure (K, <) de (C, <). Nous avons K = u(U'(K)). Or 

et si 2 

Ainsi K est un sous-graphe multiplicatif de C , et (K, <) est la (Xv, / (P))• 
sous-structure de e engendrée par M ; donc (prop. 12) P est (Ji, f >résol vant. 
Montrons que, sijê = J\ ou Jt, alors P^ est (—-engendrant pour Ji. En effet 
soient 

et 
Soit (M', <)laPps-sous-structurede£engendréeparM;onaM' G Ji. Supposons 

si y 4̂ e M' et si < y, on a y,- < x, et, en utilisant l'axiome (Z)'), 

en désignant pour A' la classe des éléments alna2 tels que a{e A(. Comme 
alna2e M', on trouve A'CM', d'où j1ny2GM/. Ceci montre que (M', < ) 
est la P̂ -sous-structure de e engendrée par M. Donc P^ est [--engendrant 
pour Une démonstration analogue à celle faite pour Ps\j montre que P # 
est (Ji, Y )-résolvant. 

Corollaire. Soit M = J1U ou Ju (resp. =J^U, J\ ou J^.Soit ïr(p#) une 
sous-catégorie pleine de °U(p^) (resp. de °U(p^) telle que Ar'(p^)C^(p^)). 
Si e G °U(Pje)o et si r est une relation sur (p̂ )ôU (e), il existe une (f (p-# ), ( p ~ 
structure quasi-quotient de e par r. 

En effet, ce corollaire résulte du corollaire du théorème 1 (resp. du théorème 
1-3) et du théorème 4. 

3 

6. Construction de catégories structurées quasi-quotient 
Soit p = (Ji,£,H) un foncteur d'homomorphismes vérifiant les conditions 

du n° 3, dont nous reprenons les conventions. 
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_Soit e' = (C\s)eJf'(p)0 et soit e = ([C']\s); on a L[C'] = LQC']"]. 
Si j = (C'J, [C]') e &{p)0.jT(p).e9 la relation L(/)(r(C')), où r(C') est la 
relation construite au n° 4, est la relation (C, X, C) telle que 

si, et seulement si, il existe tel que 
et 

Nous désignons par ̂ r(p) la catégorie (p—x servant à définir les p̂ -structures 
quasi-quotient (voir n° 1). Si j = (C',j, C')e«̂ (p)0.Jf'(/?), nous posons 

Théorème 1. Supposons y{p) C &(p). Soîprt é = (C', s) G JT(p)0, e = ([C"]', s) 
r une relation d'équivalence sur C. Si (j, r) un (î (p), ̂T/r(p))- fresp. si 

j est un (1̂ (p), JT'(p))-j projecteur tel que (x(J) = e et f}(j) = ê, il existe une 
(f (p), p—-structure quasi-quotient ë de e par r si, et seulement si, ê admet ë 
pour p ̂-structure quasi-quotient par L(J) (r(C)) (resp. par L{j) (r(C')ur)). 

Démonstration. Soit j' = (C',j, [C]'). Désignons par r la relation d'équi
valence engendrée sur C par L(j) (r(C)) (resp. par LQ) (r(C')ur)). Posons: 

1 

On a 
où 

2 Soit (h\ r) G Z' et h' = pS(/z'). Puisque 

et que (/, r) (resp^que j) est un (y(p), Jf'r(p))-projecteur, il existe un et un seul 
hEf^{p) tel que h.j — h', i. Nous avons vu au n° 4 que L{h) est compatible avec 
r(C'); comme h' est compatible avec r, L(/i')est aussi compatible avec r(C')ur. 
L'égalité h L(i) = L{h) entraîne que h est compatible avec r. Par suite, en posant 

on a 
Par ailleurs, soit 

où 
On a L(k.j) = kL(j) et Ljk.j) est compatible avec r(C') étant donné que k 
est compatible avec L(/)(r(C')). On en déduit (voir n°4) que k j définit un 
néofoncteur de C ' vers S ', c'est-à-dire 

Etant donné quej est compatible avec r (resp. que k est compatible avec 
p(j) (r)), l'application kj est compatible avec r, donc 

et 
Ceci montre que l'application w : (h', r)-> w(/z', r) est une bijection de Z' sur Z. 
En posant 

et si 
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on prolonge w en une bijection de K' sur définissant un isomorphisme de la 
sous-catégorie K1' de Jf'T(p) sur la sous-catégorie K ' de ifx(p), admettant pour 
restriction le foncteur identique de if (p). Il s'ensuit que (h', r) est un (if (p), K' ')-
projecteur si, et seulement si, w(h\ r) est un (if (p), X')-projecteur, ce qui 
achève la démonstration du théorème 1. 

Symétrisé d'un graphe structuré 
Si on posera on a et 

Définition i. Soit e = ([C] \ s)ê '(p)Q et û1 = ([C] \ s <p s0, [C]0). On dira 
que ë est un p-symétrisé de e s'il existe un graphe [C2] tel que CnC2 = [C]0, 
un yê '(p)y.e tel que y = ([C2]*,y, [C]') et y(x) = x si xe[C]0 et une somme 
fibrée naturalisée ((vuûj, (v2,ïï2)) dans rS'(p), oùû2 = ([C2]\y.(s <̂  s0), [C]0), 
et ë = p(vx). On appelle alors vl (resp. v2) l'injection canonique de e (resp. de 
fi(y)*) vers ë. 

Proposition 1. Supposons que p soit un foncteur d'homomorphismes saturé 
et H' une catégorie à sommesfibréesfinies. Si e = ([C] \ s)e&'(p)09 il existe un 
p-symétrisé ë de e. 

Démonstration. Soit [C] = (C, fi, a) et soit j une bijection de C sur C2 
telle que 

et pour tout 
Soit [C2]* = (C2, a2, p2) le graphe image de [C] par y. Il existe y e H'.s tel que 

et, si et on a : 
et 

La restriction de j à [C]0 étant l'identité, la p-sous-structure (s2)0 de s2 est 
identique à s0, car p(H'y) opère sur p^ (prop. 9, chap. III). Soit 

et 
La catégorie H' étant à sommes fibrées finies, il existe une somme fibrée 
naturalisée ((vu «i), (V2, U2)) dans H'. Posons 

et 

Fig. 16 
Puisque ([C], 5) et ([C2], s2) sont des graphes p-structurés, il existe 

et tels que et 
Les relations 

et si / = 1, 2, 
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entraînent d1.u1 = d2.u2, car p est fidèle. Par définition d'une somme fibrée, il 
existe un et un seul 

tel que ¿=1,2. 

Soit d! , il existe tel que x et on a 

et 

Ainsi <f est une rétraction a de C sur [C]0. On voit de même qu'il existe 
tel que où 

et que d" soit une rétraction /? de C sur [C]0. Par suite (C, /?, ô) est un graphe 
orienté [C] et on a 

De plus é~est une somme fibrée dans ̂ \p) de ({[C] \ [C]0), ([C2]', u2, [C]0)), 
c'est-à-dire è~ est un p-symétrisé de e. 

Corollaire i. Soit P un foncteur d'homomorphismes saturé et r~-engendrant 
pour J( et H' une catégorie à sommes finies3. Si e = ([C] \ s)e^'(p)0, il existe 
un p-symétrisé de e. 

En effet, H ' est une catégorie à sommes fibrées finies, d'après le corollaire 2 
du théorème 3-2. Si [G] est un symétrisé de [C] défini par la bijection j et si 
s2 = j3(y), où y G H y\ s et p(y) = 2, alors (s ̂  s0, y .s s0) admet pour somme 
fibrée dans H ' une p-structure quasi-quotient d'une somme de (s, s2). 

Corollaire 2. Soit P un foncteur d'homomorphismes saturé, e = ([C] \ s) e 
G<̂ (p)o et [G] un symétrisé de [C]. Si P est un foncteur à sommes finies et 
r~-étalant (resp. si p est à sommes fibrées finies), il existe un p-symétrisé ([C] \ s) 
de e tel que [C] soit un graphe quotient de [G] (resp. que [C] = [G]). 

Démonstration. Reprenons les notations de la démonstration de la propo
sition l.[G] est une somme fibrée dans ̂  de (([C], i, [C]0), ([C2], i, [C]0)). Sup
posons que P soit (—-étalant et p à sommes finies. Il existe une somme S de 
(s, s2) dans H' telle que p(S) soit la somme de p(s) et p(s2). Par définition d'une 
somme fibrée, il existe une bijection de G sur une classe quotient p(S)/r de 
p(S). En vertu du corollaire 3 du théorème 3-2, s est une p-structure quotient 
faible de S par une relation r contenant r ; par suite il existe une bijection g 
de p(s) sur une classe quotient G/'r' de G. Puisque p est saturé, p<$. est un foncteur 
d'homomorphismes saturé et il existe gê '(p)y.è~ tel que p(g) = (j. Il s'ensuit 
que P(g) est un p-symétrisé ([C] ', s) de e tel que C = G/f. L'égalité 

1 
entraîne {[C],f, [ G ] ) G ^ , car [G] est une somme fibrée dans ̂ , c'est-à-dire 
(prop. 33, chap. III) [C] = [G]/rr. — Si p est à sommes fibrées finies, on peut 
choisir s tel que p(s) = G et la démonstration s'achève comme plus haut. 

3 Voir Note p. 316. 
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Soit e = ( [ C ] \ s) G y'(p)o et soit e = ( [ C ] , s) un p-symetnse de e. Reprenons 
les notations de la définition 1 et posons 

Ï=1,2, et 
Soit [G] le symétrisé de [ C ] défini par tel que G = CuC2. Il existe un et un 
seul v = ([C],y, [ G ] ) G 9 tel que 

et 
Soit 

et 

Fig. 17 

où p(I) est l'application de S dans S. Comme h.ux — h2.u2, il existe un 
et un seul 

tel que et 
Le morphisme (S\ h'v, [G]) est le symétrisé de (S\ /t, [C]); nous poserons 
h! = ha et h' = ha ; on appellera ha un p-symétrisé de /2. Si 

pour que k = (k.vl)a, il faut et il suffit que l'on ait 
pour tout 

c'est-à-dire que (S\kv, [ G ] ' ) soit la restriction à [ G ] ' de r (S',kvv [ C ] ) . En 
effet, la condition est nécessaire. Si elle est vérifiée, soit 

et 
Pour tout / G C, on a 

d'où, px étant fidèle, k.v2 = k2 et, d'après la construction précédente, k = {k̂ y. 
Si r est une relation d'équivalence sur C, on notera la relation d'équi

valence sur C engendrée par v±(r). 
Supposons de plus C'ejV^ et [C] = [C]. Nous désignerons par rg(C') la 

relation L(v) (rg(C)) sur L[C], où rg(C") est la relation considérée sur L[G] au 
n° 4. Soit 

24 Math. Ann. 171 
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la relation L(j) (reQ(C ')) est (C, B, C), où B a pour éléments les couples (x, y) tels 
qu'il existe (q, f)e C * C vérifiant: q e C — CL f e C — CL 

et 

et les couples (x, y) pour lesquels existe / G C — [C]0 tel que 
et 

ou 
et 

Théorème 2. Soient ë = (C, s) e Jf'(p)0 et ë = ([C ]', s) un p-symétrisé de 
e = ([C] \ s). Soit r une relation d'équivalence sur C. Supposons qu'il existe un 
(^(p), X%fx(p))-projecteur (J,rïï) (resp. un (Ĵ (p), ̂ r'(p))-projecteur j) tel que 
a(J) = ë et /?(/) = ê. Pour qu'il existe une (J%(p), p ̂-structure quasi-quotient ë de 
e' par r, il faut et il suffit que ê admette ë pour (i%(p), p ̂-structure quasi-quotient 
par Lij) (rf (C ')) (resp. par hQ) (rf (C *) u r-)). 

Démonstration. Soit j = (C\j, [C]') et désignons par r la relation d'équi
valence engendrée par L(J) (reQ(C')) (resp. par L(J) (r̂ (C')ur-)). Nous reprenons 
les notations précédant le théorème et nous posons: 

1 

et 
Supposons 

et 
Soit h'a = (S\h,<r9 [C]') un p-symétrisé de (S ', h\ [C]). Comme (j, rë) (resp. J) 
est un (Ĵ (p), JT/r(p))-projecteur, il existe un et un seul h = (S\ /i, C')e^(p) 
tel que 

et on a 

(S', hav, [G]) étant un symétrisé de (S*, h\ [C]) et h' définissant un néo
foncteur de C ' vers S \ l'application 

est compatible avec rg(C), d'après le n° 4, de sorte que L(h'a) est compatible 
avec Tg(C ') = L(v) (rQ(C ')). Puisque h' = h'nvi est compatible avec r, la surjection 
h'a est compatible avec vi(r) = rë; par suite L(/z'CT) est compatible avec reQ(C')urP 
Il s'ensuit que p(h) est compatible avec r, d'où 

si 
Par ailleurs, soit 

et 
L(k.j) = p(k).L(j) est compatible avec reQ(C')KJRF; il en résulte que k' =kjv1 est 
compatible avec r. Etant donné que k' est la restriction de kjv et que LQcjv) 
= L(kj) L(v) est compatible avec rg(C ), la surjection k' définit (n° 4) un néo
foncteur de C ' vers S Donc 

où 
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De plus, pour tout f e C - C L les relations 

où et ont pour consequence 

Les résultats indiqués avant le théorème entraînent 
et 

Ainsi wa est une bijection de Z' sur Z. Soient K' et K'' les sous-catégories de 
.yf'x{p) définies par 

et 
En posant 

et si 
on obtient une bijection de K' sur K, qui définit un isomorphisme de K" sur K 
admettant pour restriction le foncteur identique de ^Jp). Par conséquent 
(/?', r) est un ( i%(p), K' )-projecteur si, et seulement si, xv°(h\ r) est un ( J^(p), K j 
projecteur, ce qu'il fallait démontrer. 

Projection dans les demi-groupes structurés 1 
Soit pm la restriction de pA à la sous-catégorie pleine , \ m de ,4 ayant pour 

unités les monoïdes. Soit . im(p) la catégorie produit fibre p v pm ; l'élément 
h = (h, (C\h, C'))e .\m(p) sera représenté par le triplet (C\h,C) et •\'m{p)u 
est identifiée à la classe des couples ( C ', s) tels que C " e (, t m)0, 5 e H 0 et p(s) = C 
Soit pm le foncteur de Jm(p) vers ,// tel que pm(h)~ p(h) et soit Vm(p) la sous-
catégorie pleine de Am(p) ayant pour unités les (C\ s) e A/m(p)0n.i (p)(), 
La catégorie 8'(p) est une sous-catégorie pleine de A"m(p) et de . i m(p). Soit 2. 
la classe des couples (C\h) tels que h e H et (C\P(h))e Arm[p)0. Soit i/m(p) 
la catégorie ayant //u,,fm(p)uZ pour classe sous-jacente, H' et -Vm(p) pour 
sous-catégories pleines et telle que l'application somme de jp, de £ m et de 
j)z : (Ch)-+p(h) définisse un foncteur fidèle p^ de ^m{p) vers ,.M. Si ( C /?) e 2\ 
posons M(/Î) = (C, M(à), M(a(fc))). 

2 

Théorème 3. Soit e = (C\ s) e JT'(p)0 et soit r une relation sur C. Supposons 
qu'il existe un (Ĵ m(p), ̂ Vm(P)> (PyY)-projecteur {(C\j),r) (resp. (C'j)) tel que 
(x(j) = s, (C\ P(j)) = ê. Pour qu'il existe une (3'(p), p̂ )-structure quasi-quotient ë 
de e par r, il faut et il suffit que ê admette ë pour (<3'(p), pm)-structure quasi-
quotient par M(/)(r6(C')) (resp. par M(j)(rs(C')ur)J. 

Démonstration. La relation M(j)(r̂ (C')) (voir n°4) est la relation (C, C) 
telle que (x, y) e B si 

3+ 

et où 
ou si 

et où et 
24* 
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Soit f la relation d'équivalence engendrée par M{j) (r5(C ')) (resp. par 
M(j)(rJC)vr)). Posons 

et 
Supposons 

où 
Puisque ((C\j), r|(resp. puisque (C'J)) est un (.̂ m(p), Jm(p), (p̂ )r)-projecteur 
et que (5", h') e jVm(p)0.Z, il existe un et un seul 

tel que 
Nous avons vu (n°4) que M(ft') est compatible avec rs(C), et par suite avec 
rg(C)ur, car h' est compatible avec r. Comme M(h') = p(h).M(j), il en resulte 
que p(h) est compatible avec f, d'ou 

si 
Par ailleurs, soit 

et 
alors kj est compatible avec r ; d'après les résultats du n° 4, kj définit un néo-
foncteur de C ' vers S \ de sorte que l'on trouve 

et 
Ceci montre que ws est une bijection de Z' sur Z. Soient K ' et K' les sous-
catégories de (pmy et de Ctif'x(p) respectivement définies par 

et 
En posant et si 
on obtient un isomorphisme de sur K\ Donc (h\ r) est un (S (p), K')-
projecteur si, et seulement si, wg(h', r) est un (®'(p), X')-projecteur, ce qui 
achève la démonstration. 

Construction d'un monoïde structuré projection 
Soit N l'ensemble des entiers positifs. Si heH, nous posons 

où hi — h pour tout 

Définition 2. Soit s e H0 et C — p(s). Nous dirons que S est une p-somme 
engendrée par s s'il existe une somme naturalisée (S, (vn)neN) de (sn)neN dans H' 
telle que p(vn) = (M(C), i, C"). 

Théorème 4. Si seH0 et si S est une p-somme engendrée par s, alors s admet 
(M(C) ', S) pour (J"m(p), Ĵ m(pl ̂m{p))-projection, où C = p(s). 

Démonstration. Soit (S, (vn)neN) la somme naturalisée dans H ' définissant S. 
Posons 

et 
et montrons que j est un (^(p), ̂ (p), i?m(p))-projecteur. On a j G i^Jp). Soit 

et 
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Montrons que, pour tout ne N, il existe Knes.H.sn tel que p(Kn) soit l'applica
tion 

On a h'. v1 = h et, comme p est fidèle, /i' est l'unique élément de A'"m(p) tel que 
/?./ = /i. Ceci prouve que7 est un (.4 m(p), -4w(p), ĵ fm(p))-projecteur. 

Corollaire 1. So/t s e H 0 et p(s) — C. Si s engendre une p-somme S telle que 
S x S soit une somme de (sn x sn')n n,eN dans H\ alors (M(C) ', S) est une 
(,/Pm(p), <fm(p))-projection de s. 

Démonstration. D'après le théorème 4, il suffît de montrer que (M(C) S) e 
eJr(p). Si n et n sont deux entiers, désignons par p\n'n et p2 n les projections 
canoniques de sn' x sn sur sn' et sur sn respectivement, par p" les projections 
canoniques de sn sur s, où 1 ̂  i ̂  n. Posons 

En effet, il existe K2 puisque p(Jc2) est la loi de composition de la classe multi
plicative fortement p-structurée (G", s). Il existe ge(s x sn).Hy.sn+1 tel que 
p(q) soit la bijection : 

car p est 7r-compatible ; si Kn est déterminé, on définit par récurrence 
Kn+l = K2.(sx Kn).g. La famille (K„.hn)neN admet une somme h'es.H.S dans p 
et p(h') est l'application M(h). Par suite 

1 

2 

On 'dqn n e S.H.s" x 5" et il existe une somme q dans H\ 

Comme p(q) est la loi de composition du monoïde libre M ( C ) \ on a 
(M(Cy, S)e^m(p)0. 

Corollaire 2. Soient e = (C \ s) e Jff(p)0 et r une relation sur C. Si s engendre 
une p-somme S, /7 existe une (3'(p), p̂ )-structure quasi-quotient ë de e par r sû 
et seulement si ë est une (3'(p), pm)-structure quasi-quotient de (M(C)\ S) par 

3 

En effet, ce corollaire résulte des théorèmes 3 et 4. 
Le corollaire 2 du théorème 4 montre que, si p est un foncteur à sommes 

dénombrables, la détermination des monoïdes quasi-quotient d'un graphe 
multiplicatif p-structuré se ramène à celle des monoïdes structurés quasi-
quotient d'un monoïde structuré libre. 

4 
5 
6+ 

7. Quasi-catégories structurées 
Quasi-catégories 

Définition i. On appelle quasi-catégorie un élément D = (C\ P, oc) vérifiant 
les conditions: 

1. C est une classe multiplicative et (C,fi,a) un graphe orienté, noté [D]. 
2. Si (g, f)eC-*C\ona P(g.f) = p(g) et a(g.f) = a(/). 
3. C * C est la classe produit fibre a v p. Si (h, g) e C ' * C ' et (g, f) e C ' * C ', 

alors h.(g.f) = (h.g).f. 
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1 Soit D = (C ', p, a) une quasi-catégorie. C ' est une catégorie admettant [D] 
pour graphe sous-jacent si, et seulement si, le graphe multiplicatif [D] ' associé 
à [D] est une sous-classe multiplicative de C ; dans ce cas, C est identifié à D. 

Soit Ji une catégorie pleine d'applications telle que Ji0 soit un univers. 
Soit !F' la catégorie des quasi-foncteurs associée à Ji, dont les éléments sont 
les h = ((C p, a), h (C ', p, à)) tels que 

et 
On identifie à la classe des quasi-catégories (C, P, a), où CeJi^, et !F à 
une sous-catégorie pleine de 3F'. Soit p̂ > le foncteur de <F' vers Ji tel que 

Proposition i. Soit D = (C , P, a) G >' les p& sous-structure s de D sont les 
(C, p, à) tels que C ' soit une sous-classe multiplicative stable de C et (C, /?, à) 
un sous-graphe de (C, P, a). Le foncteur p^, est un foncteur d'homomorphismes 
saturé, n-compatible, résolvant à droite et faiblement r~-étalant. 

Démonstration. p¥> est évidemment un foncteur d'homomorphismes saturé, 
fimage de D par la bijection g G Jir C étant (C[, px, ar), où C[ est la classe 
multiplicative image de C ' par g et (Cl5 le graphe image de (C, /?, a) par a. 
Il est rc-compatible, car le produit dans 3F' de (C-, /i,, af-)f6/, où leJi0, est 

La démonstration de la première affirmation est analogue à celle du théorème 6 
chap. III, et montre qu'un quasi-foncteur h tel que p:?\h) e Ji1 est une p̂ >-
injection. Il en résulte que pest résolvant à droite et faiblement r--étalant. 

Une p^ -sous-structure de D G 3F'Q sera appelée une sous-quasi-catégorie de D. 
Soit I la classe des triplets (D,h, [C]) tels que 

et 
Soit 5£' la catégorie ayant F u l u ^ pour classe sous-jacente, F' et pour 
sous-catégories pleines et telle que l'application somme de £F>, de et de 

définisse un foncteur fidèle de ££' vers Ji. 
Si [C] est un graphe orienté, nous désignons par L[C] la classe des chemins 

(non nécessairement propres) de [C], c'est-à-dire des suites : 
telles que pour tout 

2 
On identifie C à une sous-classe de L[C]. 

Proposition 2. Si [C] G ̂ o, a/ors [C] admet pour ÇF', ̂ -projection la 
quasi-catégorie (L[C\, p', a'), où L[C]' est une sous-classe multiplicative de 
M(C)' et où a' et p' sont les surjections de L[C] sur [C]0 telles que 

et si 
Démonstration. Soient 

et 
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Comme x'.x est défini dans L[C\ si, et seulement si, cx'(x') = fi'(x) et que 

on trouve L[C]' * L[C]' = a' v /?'. Il s'ensuit que (L[C]\ /?', a') est une quasi-
catégorie, notée L([C]), et on a 

Soit h G J^. <£'. [C] ; l'application 

restriction de M (h) à L[C] définit un quasi-foncteur L(h) de L([C]) vers P(h), 
c'est-à-dire on a h — L(h).j. Les relations h' e 3F! et /i = h'.j entraînent h' = L(h), 
puisque L([C]) est engendrée par C. Donc j est un (3?\ if')-projecteur. 

Définition 2. (/ne quasi-catégorie qui est une (!F\ project ion d'un graphe 
[C] est appelée quasi-catégorie libre ; L([C]) est dite quasi-catégorie libre 
associée à [C]. 

Une quasi-catégorie D = (C\ /?, a) est un quotient de L([D]). S'il existe une 
partie B de C engendrant D et telle que Br\K(C * C') = 0, où C = C - [D] 0, 
B est dit système de générateurs de D. 

Théorème 1. Sort D = (C , /?, a) G J2^ et soit r(D) /a relation (C, 1/, C) où 1/ 
est /a c/asse des couples (/.a(/),/) et (/?(/)./,/), où f eC. Alors D admet C'/r 
pour (#", ,F')-projection, r étant la relation d'équivalence compatible sur C 
engendrée par r(D). 

Démonstration. Soit i = (D, i, [D])e D'après la proposition 2, il existe 
un quasi-foncteur £(/) de L([D]) vers D, se réduisant à l'identité sur C . Si 

nous désignons par x le chemin propre de [D] obtenu en supprimant de la suite 
x tous les / - G [D]0 sauf un au plus. Alors x->x définit un p4 -épimorphisme 
de L[D\ sur L[D]\ Il en résulte que la relation d'équivalence r compatible 
sur C ' engendrée par r(D) est définie par : 

g ~ g' si, et seulement si, il existe x e L[D] et x' e L[D] tels que 
et 

De plus elle est compatible avec a et /?. Soit h le pr-épimorphisme de C' sur 
C'/r et soit a' et /?' respectivement les applications 

et où 
La restriction de h à [D]0 est injective ; une démonstration analogue à celle de 
la proposition 11, chap. III, montre que (C/r, p', a) est une quasi-catégorie 
et que h est un p^-épimorphisme. Comme 

g.tx(g)~g et P(g).g~g pour tout <?e C, 
on voit que C'/r est une catégorie. — Soit k On a 

et 
pour tout f G C; par suite k = k' h et, h étant unp^-épimorphisme, on obtient 
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Ceci prouve que C'/r est une (Ĵ , J^-projection de D. 
Exemple. Si [C] e^ 0, la catégorie L([C])/r(L([C])) s'identifie à la catégorie 

L[C]' des chemins propres de [C]. 

Soit 3F' la catégorie des quasi-foncteurs relative à une catégorie pleine 
d'applications M telle que Ji C ̂  et soit ̂ # la saturante de ̂  dans Soit 
P&. le foncteur projection canonique de 3F' vers 

Proposition 3. P j r ' est dénombrablement engendrant pour Ji. 
Démonstration. Soit Z) = (C, jM)e#' et soit M e i tel que 0 + M c C . 

On a 

et M'définit un sous-graphe [M'] de [D]. Soit M'la classe image de L[M'] e Ji 
par l'application 

où 

Alors M' e Ji et M'' est la sous-classe multiplicative stable de C engendrée par 
M'. D'après la proposition 1, M' définit une sous-quasi-catégorie D' de D. 
On en déduit que D' est la P^ -sous-structure de D engendrée par M, de sorte 
que P^ est r--engendrant pour Ji. Une démonstration analogue à celle de la 
proposition 1-5 montre que P est dénombrablement engendrant pour Ji. 

Quasi-catégories p-structurées 
Soit p = (M, p, H ) un loncteur d homomorphismes resolvant a droite et 

^-compatible, où Ji est une catégorie pleine d'applications et Ji 0 un univers. 
Nous reprenons les conventions du n° 3. 

Définition 3. On appelle quasi-catégorie p-structurée un couple (D, s) tel que 
et 

1 + 

Si ((C, /?, a), s) est une quasi-catégorie p-structurée, il existe ŒG S . H . S et 
fie s.H.s tels que p(ô) = (C, a, C) et p(/?) = (C, /?, C). Comme s * s est une p-
sous-structure de s x s telle que p(s * s) = C* * C* = a v /?, on a (théorème 6, 
chap IV) s * s— (xv fi. 

Soit ̂ '(p) la catégorie des quasi-foncteurs p-structurés, dont les éléments 
sont les triplets (D2, h, D x), où D t = (C-, j8f5 af) e Ĵ ' Pour 1 = = A> 2, 

et 
Soit p^, le foncteur de ̂ '(p) vers Ji tel que (D2, /i, —• p{h). 

Proposition 4. SozY ([C] ', s) e ̂ '(p)0 et soit n un entier > 0.77 existe une p-sous-
structure s*n de sn telle que p(s*") soit la classe [C]*" des chemins de [C] ayant 
n termes. Si (D, s)G^'{p)0 et si [C] = [D], il existe KnGs.H^.s*n tel que p(Kn) 
soit l'application Kn: (/„, ...,/i)->/„ / l 5 où (fn, /Je L[C]. 

Démonstration. Soit p" la i-ième projection canonique du produit sn sur s. 
Désignons par tx et /? les éléments de 5.H.s tels que 

et 
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Soit n > 1, 
et 

Si. on a 
et 

Comme p est résolvant à droite, le couple (u", u2) admet un p-noyau 5*" et 
p(s*") = [C]*n.- Supposons (As)ef(p)0, D = ((C\ p, ce), s) et [D] = [C]. Si 
n = 2, on a [C]*2 = C * C et p(s*2) = s*5; il existe donc K2 e s. H.s*s tel que 
P(K2) soit la loi de composition de C, puisque (C, s) est une classe multipli
cative fortement p-structurée. Supposons démontré qu'il existe un Kn vérifiant 
les conditions de l'énoncé et montrons qu'il existe aussi Kn+ v En effet, on a 

et p(g) est la bijection g : 

Les relations 
et 

entraînent qu'il existe 
tel que 

d'où h = (s x Kn).g' e H. Puisque p(h) est l'application h : 

on a h , et s * s étant une p-sous-structure de 5 x 5, il existe 
tel que 

Il en résulte que K2.h est un élément Kn+ 1e s. H .s* répondant à la question. 

Soit JT"(p) la catégorie dont les éléments sont les h = (D, /1, D) tels que 
et 

l'application p^,\ h-+p(h) définissant un foncteur fidèle de JT"(p) vers La 
catégorie JT"(p) admet ̂ '(p) pour sous-catégorie pleine. Posons óU\p) = Jf "(p) 
ou &'(p). 

Propositions, pou- est un foncteur d'homomorphismes (resp. d'homomorphismes 
saturé si p est un foncteur d'homomorphismes saturé), n-compatible et résolvant à 
droite. Si j = (D',j, D) e ̂'(p) et si jep^, on a je • Soit e = (C, s)e W(p)0 ; 
alors ê est une (̂ (p), °ll'{p))-projection de e si, et seulement si, ê est une (Ĵ Cp), p<%>)-
structure quasi-quotient de e par r(D). 

Démonstration. Les résultats obtenus dans [3] sur les catégories structurées 
s'étendent immédiatement aux quasi-catégories p-structurées, car les démon
strations utilisent seulement l'existence de 5F et de p, et non le fait que les 
éléments de C¿ sont des unités de C. En particulier si (D, s) est une quasi-
catégorie p-structurée et si (C\ P, à) est une sous-quasi-catégorie de D et s une 
p-sous-structure de s telles que p(s) = C, alors ((C*, P, à), s) est une sous-quasi-
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catégorie p-structurée de (D, s) (i.e. une p̂ -sous-structure de D ) . Par suite des 
raisonnements analogues à ceux faits pour prouver les propositions 1-3 et 3-3 
peuvent être faits. — Si e = (D, s), soit r la relation d'équivalence engendrée 
par r(D). D'après le théorème 2, on a 1 

si, et seulement si, 
La proposition en résulte. 

Supposons que p soit le foncteur restriction à H = P (Ji) de P = (Ji,P,H) 
(n° 3). 

Théorème 2. Soit t(p) C ̂ (p)- Si P est (Ji, i)-ré solvant (resp, si P est un 
foncteur d'homomorphismes saturé [--étalant, resp. dénombrablement engendrant 
pour Ji), si e e $i'(p)o et si r est une relation sur p<%>(e), il existe une (î (p), p<%)-
structure quasi-quotient de e par r ; °li'(p) est une catégorie à î (p)-projections. 

En effet, la démonstration de ce théorème est analogue à celle du théorème 
1-3; si P est (—-étalant (resp. dénombrablement engendrant pour Ji), il est 
(Ji, Y")-résolvant en vertu de la proposition 4-3 (resp. du théorème 1-5). 

Soit if'(p) la classe réunion de JT"(p), de &'(p) et Z"(p) où I'(p) est la classe des 
triplets h = (D,h, C ) tels que 

2 et 
On munit if'(p) d'une structure de catégorie telle que Jf"(p) et "̂(p) en soient 
des sous-catégories pleines et que l'application somme des applications 
p̂ -s et 

si 

3 

définisse un foncteur fidèle p#. de if'(p) vers Ji. 
Si h = (D, h, C')el'(p), le quasi-foncteur L(D, h, [C]) défini dans la pro

position 1 est (D, L(h), L([C]));on pose L(h) = (p^\D), L(h),L[C']). 
Soit C'G^40'. Nous désignons par r(C') la relation (L[C], Â, L[C']), où Â 

est la classe des couples 
tels que 

Si [G] est un symétrisé du graphe [ C ] , soit fQ(C) la relation (L[G], B, L[G]), 
où Ê est formée des couples (x, y) G Â et des couples 

et tels que 
Supposons de plus e = ([€']', s)e&'(p)0; soit é~=([C]', s) un p-symétrisé de e 
défini à l'aide de l'isomorphisme y; soit vt (resp. v2) l'injection canonique de e 
(resp. P(y)*) vers ë. Nous avons vu (avant th. 2-6) qu'il existe v = ([C],y, [G]) 
tel queïïj et v2 soient des restrictions de y. Soit L(v) le quasi-foncteur de L([G]) 
vers L([C]) qui est une (3F', if')-projection de v. Nous désignons par r*(C) 
la relation L(v) (fJC)). 

4 

Théorème 3. Supposons ir(p)=^r(p) (resp. = ĝ(p)J. Soient e' = (C\s)e 
GJf'(p)0, e = ([€']', s), ë un symétrisé de e et r une relation sur C. Soit j un 
(̂ (p)> Jf"(p), (p))-projecteur de source e (resp. e), de but ê. Pour qu'il existe 
une (î (p), p ̂-structure quasi-quotient ë de ë par r, il faut et il suffit que ê 
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admette ë pour (î (p), p̂ ')-structure quasi-quotient par L(j) (r(C')ur) ( resp. par 
L(j)(ï;(C')vrë)). 

Démonstration. Soit h = (S\h, L([C'])) e Jv^'- Pour Que (S\hi9C) soit 
un néofoncteur et que l'on ait h = L(S\hi, [C]), il faut et il suffit que h soit 
compatible avec r(C) (la démonstration est analogue à celle faite au n°4 
dans le cas de L[C']). Si [G] est un symétrisé de [C] et si 

on a si 
et 

si, et seulement si, h' est compatible avec rQ(C). Par suite le raisonnement utilisé 
pour prouver le théorème 1-6 (resp. 2-6) peut être utilisé pour démontrer le 
théorème 3. 

Construction d'une quasi-catégorie p-structurée projection 
Définition 4. Soient stG H0pour tout ieI etp(Si)np(sv) = 0si i 4= où i, ïe L 

On dit que (si)ieI admet s pour p-somme s'il existe une somme naturalisée 
(s, (vl)i€l) dans H' de (si)ieI telle que p(vl) 

Théorème 4. Soit e = ([C]\ s) G r£'{p)0 et soit s*n la p-sous-structure de sn 
telle que p(s*")= [C]*" (prop. 4). Si (s*")ney admet une p-somme s, alors e admet 
L(e) = (L([C]), s) pour (̂ '(p\ Cf"(p\ &'(p))-projection. 

Démonstration. Soit (s, (v")neN) la somme naturalisée dans H telle que 
p(vn) G M1. On a p(s) — L[C]. Reprenons les notations de la proposition 4. Les 
familles et 
admettent respectivement des sommes a G S. H.S et p' GS.H.S dans H 
telles que 

et 
où (prop. 2). Par suite 

et 
De plus 

Montrons que / est un -projecteur. En effet, soit 
et 

D'après la proposition 2, h se prolonge en une surjection L(h) définissant un 
quasi-foncteur de L([C1) vers D. Si x = (/„, ...,/,)e L[C], on a 

et 
de sorte que le composé h(fn) h(f1) est défini dans C. Posons h*x=h. 
Pour tout entier n > 1, soit K„G s.H.s*n l'élément relatif à (D,s) construit 
dans la proposition 4. Les relations 

et 
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entraînent qu'il existe 
tel que 

1 La famille (Kn.h*n)neN admet une somme h'es.H.s dans p et on a h' = L(h). 
Il s'ensuit 

et 
Par ailleurs, si 

et si 

21 

on a p(h") = p(h') = L(h) d'après le théorème 1, et par conséquent h" = h', car 
p p . est fidèle. Ceci montre que est un (̂ '(p), 3C"(p), (/̂ -projecteur. 

Corollaire 1. Soit p un foncteur à sommes dénombrables. Soient e' = (C',s)e 
e jT'(p)0, e = ([C] ', s) et ëunp-symétrisé de e. Si rest une relation sur C, pour qu'il 
existe une (î (p), p#)-structure quasi-quotient ë de e par r, il faut et il suffit, si 
on a î {p) = ̂ (p) (resp. = ̂ g(p)), que L(e) admette ë pour (î (p), p̂ -)-structure 
quasi-quotient par f(C')ur (resp. par r|(C")ur̂ ). 

En effet, ce corollaire résulte des théorèmes 3 et 4. 
Corollaire 2. Supposons p à sommes dénombrables. Soit e = (C\ s) e Jf'(p)0 

et soit r une relation d'équivalence bicompatible sur C telle qu'il existe une p-
structure quotient s de s par r. Pour qu'il existe une (̂ (p), p̂ )-structure quasi-
quotient ë de e par r, il faut et il suffit que ë soit la (̂ (p), p̂ )-structure quasi-
quotient de L([C'/r] ', s) par r(C'/r). 

En effet, il existe un graphe multiplicatif C '/r quotient de C ' par r (théo. 6, 
chap. III) et ([C'/r], s) est un graphe p-structuré quotient de ([C], s), d'après 
la proposition 15, [2]. Par suite ê = (C'/r, s) est une /̂ -structure quotient de e 
par r. Le corollaire 2 résulte donc du corollaire 1 et de la prop. 5-1. 

Cas particulier. Soit p un foncteur à sommes dénombrables. Si P est 
(Ji, ̂ -résolvant et si e = (C, s)e JT'(p)0, alors e admet pour (#~(p), JT'(p))-
projection la (J*(p),/vj-structure quasi-quotient de L([C']',s) par r(C'). Si 
e e ir(p)0, comme e est une (J^p), JT'(p))-projection de e, c'est une (^(p), Px-)-
structure quasi-quotient par f(C) de la quasi-catégorie structurée libre 
U[C']\s). 

Le corollaire 1 du théorème 4 montre que, si p est à sommes dénombrables, 
la détermination des (î (p), px̂ -structures quasi-quotient d'un graphe multi
plicatif p-structuré se ramène à celle des (î (p), px ̂ -structures quasi-quotient 
d'une quasi-catégorie structurée libre, si ̂  = Ĵ  (resp. si i^ = 3Fg et si tout 
graphe p-structuré admet un p-symétrisé). 

Définition 5. On dira que p est un foncteur à sommes dénombrables 
régulières si p est un foncteur à sommes dénombrables et s'il vérifie les conditions, 
où s„ e H'n : 

1. Si snrrsfn pour tout ne N, on a 
2. L'élément , est isomorphe dans H ' à 

3 
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Démonstration. Il existe une p-somme S engendrée par s et une p-somme s 
de (s*n)neN. Comme s*nrzsn pour tout neN, on a. srzS. De plus S x S est iso
morphe dans H à et sx s est isomorphe dans H' à 
Puisque 

pour tout 
on en déduit s x s S x S. Les conditions du corollaire du théorème 4-6 sont 
vérifiées ; aussi existe-t-il q e S. H. S x S tel que p(q) soit la loi de composition de 
M(C)\ D'après le théorème 4, on a L(e) = (L([C]), 5) G Jf "(p). Etant donné que 
p est résolvant à droite, il existe s^srz-sxs tel que p(s * s) = L[C]' * L[C]\ 
Les relations 

1 

et 
entraînent qu'il existe 

tel que 
Par conséquent p(/T) est la loi de composition de L[C\. Ceci montre que 
L{e)eF'(p)0. 

8. Applications 
Nous reprenons les notations des n° 3—6—7. 

Généralisation des résultats précédents 
Soient H' et H" deux sous-catégories de H' contenant H'y, stables par 

produits et vérifiant la condition (a) relativement à (Jt\ p) (déf. 4, chap. III). 
Nous désignons par ̂ x(p) (resp. ûlt2(p)) ̂ a sous-catégorie pleine de ̂ (p) ayant 
pour unités: 

les couples (G \ s) tels que ([G], s) soit un graphe (p, H')- (resp. (p, (H\H'))-) 
structuré si = JT'(p) OU ̂ '(p), 

les e G ̂ (p)o tels que e soit de plus un graphe multiplicatif p(H', H")- (resp. 
p((H\ H'), H")-) structuré, si F(p) D<%(p) ou si = Jf'(p\ JF'ip). 

^i(p) et ̂ (p) sont obtenues de même à partir de if(p). Soient p̂ l et p%2 
les foncteurs restrictions de p^ à ̂ (p) et à aU2{jp) respectivement. 

2 

Définition i. On appelle quasi-catégorie p(H\ H")- (resp. p((H', H'),H")-) 
structurée une quasi-catégorie p-structurée (Z), s) telle que ([D], s) soit un graphe 
(p, H')- (resp. (p, (H', H'))-) structuré et que Von ait K G H" où K est Vêlement de 
s.H.s* s tel que P(K) soit la loi de composition de D. 

Soit Ĵ 'Cp) (resp. J^CP)) la sous-catégorie pleine de F'(p) ayant pour unités 
les quasi-catégories p(H\ H")- (resp. (p((H\ H'), H")-) structurées. Soit 

si ou 
*%i(p) — ̂ 7(p) ou tf"(p)' Le foncteur restriction du foncteur projection q de 'W 
ou F' vers M à ou tF[ est désigné par qt. 

Supposons que p soit la restriction à P{Ji) de P = (Ji,P, H ) . Soient H' 
et H"' deux sous-catégories de H' stables par produits et vérifiant la condition 
(a) relativement à L#\ P); soit H' = H n H ' et H" = HnH". 
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Nous désignons par proposition xt (resp. théorème xt ou corollaire,), où 
i = 1, 2, l'énoncé obtenu en remplaçant dans l'énoncé de la proposition x 
(resp. du théorème x ou du corollaire) chaque lettre de ronde <& par Nous 
faisons la même convention relativement aux définitions. Nous désignerons 
par énoncé x[ l'énoncé obtenu en remplaçant dans l'énoncé x les lettres TT, 3F 
et ̂ seulement par J2̂  et tFig, où i = 1, 2. Si un mot défini dans la définition y 
est utilisé dans l'énoncé x, il sera remplacé dans l'énoncé xt ou x\ par le mot 
correspondant défini dans la définition y{. 

1 

Théorème i. a) Les propositions lt—3, 2,-3, 3,-3, 4f—3, 5¿—7, /es théorèmes 
lj—3, 1,-5, 1,-6, 2t—6, 3,-6, 2,-7, 3,-7 et leurs corollaires t sont vrais ainsi que 
les théorèmes 1-—3, 1|—5, 1--6, 2--6, 4-—6, 2^—7, 3J—7 et 4J— 7, si i = 1, 2. 

b) Les propositions 5j-3, 5i—3, /es théorèmes li—4, l^—4, 2j—4 et /ewrs 
corollaires i sont t?ra/s si H" — H et si H' ' est une sous-catégorie saturée de H '. 

2 Démonstration, a) Il résulte des proposition 1-3 (resp. 5) et théorèmes 9 
et 16 [2] que p̂ .(resp. p%) est un foncteur d'homomorphismes ̂ -compatible. 
Par ailleurs, soit e = (C, s)e JT-(p)0; si C est un sous-graphe multiplicatif de 
C et si on a s s et p(s) = C, alors (C, s) est une p̂ -sous-structure de e, d'après 
la proposition 15 [2]. Si de plus e = (C, s, s') ê T/(/?)0 et si s' est une p-sous-
structure de s' telle que p(s') = C * C , le triplet (C', s, s') est une p^-sous-
structure de e. Il s'ensuit que la démonstration des énoncés x se transpose 
immédiatement au cas de l'énoncé xt ou x\. 

3 

b) Supposons H" = H. Pour pouvoir adapter la démonstration de l'énoncé x 
pour prouver l'énoncé xt, il suffit de savoir que, avec les notations de la démon
stration de la proposition 5-3, ((C'0 x CQ)1, S0 X S0) est un groupoïde p(H', H ) -
structuré : or ceci résulte de la proposition 30 [3], puisque H' C H'. 

Remarque. En général, la proposition 52-3, et par suite les théorèmes 12—4 
et 22-4 ne sont pas vrais, car ((C0 x CQ)1, S0 X S0) peut ne pas appartenir à 3F2 (p). 

2. Dans les théorèmes généraux de [2] et [3] ainsi que dans les démonstra
tions de cet article, l'hypothèse que p vérifie la condition (E3) (prop. 8, chap. II) 
est seulement utilisée : 

4 

a) Pour démontrer que les foncteurs vérifient (E3) ; 
b) Dans les théorèmes supposant que p est un foncteur d'homomorphismes 

saturé. 
Par suite les théorèmes des n° 3, 6 et 7 sont aussi vrais si on remplace la 

condition que p est un foncteur d'homomorphismes par la condition : p est un 
foncteur fidèle tel que py soit bien fidèle. 5 

Cas des foncteurs r~ -étalants 
Supposons que P soit un foncteur d'homomorphismes saturé et r~-étalant. 

Soit H'' une sous-catégorie de H' contenant H'y, vérifiant la condition (a) et 
stable par produits dans H '. Les résultats des n° 6 et 7 permettent de compléter 
les théorèmes du n° 4 comme suit. 
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Comme H ' est une catégorie à sommes finies 3, c'est une catégorie à sommes 
fibrées finies (corollaire 2, th. 3-3) et tout e e ̂'(p)0 admet un p-symétrisé ë, 
d'après le corollaire 1 de la proposition 1-6. 

Soit ë = (C, s) e JT'(P)0 et r = (C, X, C) une relation d'équivalence. Posons 
e = ([C]\s) et désignons par é~ un symétrisé de e. D'après le théorème li-3, 
il existe des (i^(p), JTr(p))-projecteurs 

1 

de source et tel que 
Soit 

et 
Théorème 2. Si r est élémentaire sur C\ alors ë admet pour (t\(p), p re

structure quasi-quotient par r: 
1. la p̂ x-structure quotient faible de e^ par L(Ĵ )(r(C')) si i'~ = F ; 
2. la pFlg-structure quotient faible de ê g par L(J& )(r(C')) si ir = Fg; 
3. la (3?lq(p), p^ ̂-structure quotient faible de ë¥ par L(J'^)(re(C% si 

Démonstration. D'après le théorème lj-3, il existe un (t\(p),jf'r(p))-pro~ 
jecteur fr de source ë de but e'r = (C'Y, sY). Le théorème l'r4 montre que 
L(/'F) et L(j&) sont des surjections de L[C] sur et sur respectivement. 
En vertu du théorème lj-6, il existe un (3Fx (p), #7(p))-projecteur (/, r) de source 
(e&9 f) de but ë ^ où r est la relationd'équivalence engendrée par L(j^) (r(C'% 
et on a L(i).L(j&) = L(J&); ainsi L(i) est une surjection. Comme L(/)~p^(i), 
il en résulte que i est un pF 1 -épimorphisme (prop. 6-1). —_La deuxième affirma
tion se démontre de même, en utilisant (th. 1 \-4) que r(j[Wg) et F(jWg) sont des 
surjections de L[G] sur C¥g et sur C¥g respectivement. — D'après le théorème 
2j-6, il existe un (Frlg(p), -î i(p))-projecteur (f, r'), en désignant par f la relation 
d'équivalence engendrée par LQ"¥) (f(C'% tel que oc(i') = ë:jP et fi(i') = et on a 

2 

si 
Soit v = ([C],j;, [G]) l'homomorphisme considéré dans la démonstration du 
théorème 2-6. Nous avons vu dans ce théorème que 

est un symétrisé de m par suite 

Or le théorème li-4 dit que P(m) est un p^-épimorphisme de L[G]' sur C 
Puisque 

on en déduit que ï est une surjection, c'est-à-dire que /' est une (p^, <Flg(p))-
surjection. 

Corollaire. Supposons que r soit la relation i(C) et que p admette une section 
maximale. Alors e9 admet une p̂ ŝtructure quotient faible par L(Ĵ )(r(C')) 

3 Voir Note p. 316. 
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de la forme (N(C'),s) et e^ une (̂ Fg(p), p̂ -structure quotient faible par 
(rëQ(0) de la forme (r(C), s), si H = H'. 

En effet, avec les notations précédentes, C&9 C'5Fg et G'̂  sont iso
morphes respectivement à L[C] \ N(C), r ( C ) et L[C\ d'après le théorème 
3-4, de sorte que le corollaire résulte du théorème 2. 

Supposons de plus que p soit à sommes dénombrables régulières. Soit S une 
p-somme engendrée par s. D'après le corollaire du théorème 4-6, on a M(e) 
= (M(C) \S)e J^m(p); en vertu de la proposition 6-7, il existe s^S tel que 
L{e) = (L([C]\s)e3F'(p). 

1 

Théorème 3. Si r est élémentaire sur C\ alors e' admet pour {f\{p), p^)-
structure quasi-quotient (C\ s) par r : 

1. la (Si(p), pm)-structure quotient faible de M(e) par r5(C')ur si i^=<&' 
et eG^(p)0. 

2. la (^(p), p^-structure quotient faible de L(e) par f(C')ur si i/" = ïF 
(resp. de L(e) par fî(C')urë si y = «^U. 

2 Démonstration. D'après le corollaire 3\ du théorème 1-4, e' admet une 
(®i(p)> /̂ restructure quasi-quotient (C\s) par r telle que C soit une classe 
quotient de M(C); la 1ère partie se déduit donc du corollaire 2X du théorème 
4-6. — Si 1^ = 3F ̂ il existe une (#i(p), p^-structure quasi-quotient ë = (C \ s) 
de e'par r et C* est un quotient de L[C\ d'après le théorème 1-4, et une 
O^i(p), p̂ -)-structure quasi-quotient de L(e) par r(C')u^deL(ë)parrg(C)ur-, 
en vertu du théorème 3t-7. Comme L[C] est un quotient de L[C], la classe C 
est un quotient de L[C], et par suite une démonstration analogue à celle du 
théorème 2 prouve que ë est une (^(p), p̂ ,)-structure quotient faible de L(e). 
La 2ème affirmation se démontre de même. 

Corollaire. Si p admet une section maximale, M(e) admet une (S'(p),#J-
structure quotient faible par r5(C) de la forme (S(C), s). 

En effet, ce corollaire résulte des théorèmes 3 et 3-4. 
Exemples. Les foncteurs pr et pQ, projection vers M de la catégorie 3F 

des applications continues et Q des applications ordonnées respectivement, 
sont des foncteurs d'homomorphismes saturés et (—-étalants. De plus ils 
sont à sommes dénombrables régulières. La sous-catégorie Q' de Q formée 
des applications ordonnées strictes [5] est stable par produits, contient Qy et 
vérifie la condition (a) relativement à {Ji\ pQ). Par suite les théorèmes 3 et 4 
s'appliquent à p^, pQ et à (pQ, Q). En particulier, on en déduit des théorèmes de 
projection des graphes multiplicatifs topologiques, pD-structurés ou ordonnés 
dans les catégories et les groupoïdes topologiques, pfi-structurés ou ordonnés. 
Le résultat selon lequel ̂ T'(p̂ ) et ̂ iipo) sont des catégories à #"(p̂ )-projections 
et à 3Fx (p̂ )-projections respectivement a été démontré par S. LEGRAND. La 
construction du théorème 1-4 a été inspirée par sa construction (qu'elle 
généralise) [10]. Cet exemple montre d'ailleurs l'intérêt d'introduire des quasi-
catégories p-structurées. En effet, soit e = (C\ <)e ^'(PQ)0 et soit L(e) la 
quasi-catégorie p̂ -structurée (th. 4-7) (L([C']), <), où 

3 

si, et seulement si, m = n et pour tout 
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La catégorie L[C']\ munie de la relation d'ordre induite par (L[C], <), n'est 
pas une catégorie ̂ -structurée. Remarquons que L(e) n'est pas toujours une 
quasi-catégorie ordonnée (i.e. p(Q\ £2)-structurée) si e est un graphe ordonné. 

Foncteurs dénombrablement engendrants pour Ji 
Soit p = p#, où 2? = Ju, Jps ou yfU. Alors p est un foncteur dénom

brablement engendrant pour Ji (th. 2-5 et 3-5) et à sommes dénombrables 
régulières. Si ee^'(p)0, il existe donc 

et 
d'après la proposition 6-7 et le corollaire 2 du théorème 4-6. De plus Jf est 
une catégorie à - f0-sommes finies, donc une catégorie à ̂ -sommes fibrées 
finies (cor. 2, th. 3-2), de sorte que e admet un p-symétrisé, en vertu du corol
laire 1 de la proposition 1-6. 

Théorème 4. Soit p = pM, où ou Soit 

et r une relation sur C. Alors ë admet pour (Ft (p), pt) - (resp. pour (S\ (p), p #-•)-} 
structure quasi-quotient ë par r une (Fx(p), pF) - (resp. une (3j(p), pm )-) 
structure quasi-quotient de L(e) par r(C')ur (resp. de M(e) par rJC')urj. Si 
ë est un p-symétrisé de e, alors ë a une (Flg(p), p ̂-structure quasi-quotient ë 
par r qui est une (<Fu(p),p̂ ,)-structure quasi-quotient de L(ë) par f*(C')urë. 

En effet, P# est (Ji, FJ-résolvant d'après le théorème 1 ¿-5, car Ji' est une 
sous-catégorie de Ji stable par produits contenant Jf.. et vérifiant (a). Donc 
il existe ë et, en vertu du théo. 31-6, ë est une structure quasi-quotient de 
L(e) (resp. de Mie)). De même il existe ë' et, d'après le théorème 3x -6, ë est une 
structure quasi-quotient de L(ë) par fe(C')urë. 

1 

2 
3 

Théorème 5. JT'(p4-) est une catégorie à Y(p^-projections, si i " = F ou 
et 
Demonstration. Soit e = (C, C ) e Jf (pyOo- L) après le théorème 2-5, 

il existe un {t~{pjr), Jf'(p̂ ))-projecteur/ de source e de but (C\ C1). La démon
stration du théorème 2-5 prouve que les applications source et but de C1 
définissent des foncteurs de C vers C, c'est-à-dire on a: 

Nous savons alors qu'il existe un (Y(pr), Jf'(pr))-projecteur /' (cor. 2, th. 1-5) 
de source eu de but (SL, S). En vertu du théorème 4 [3], on a 

4 

L'application j"£ définit un néofoncteur de C vers S' et un néofoncteur j de 
Cx vers S1, de sorte que l'on a 

Montrons que j est un (^(pr), JT'(p̂ ))-projecteur. En effet, soit 

25 Math. Ann. 171 
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Il existe un et un seul 
tel que 

En posant h\ = ( K \ h!, C), on obtient 

Il existe donc un et un seul 
tel que 

Il s'ensuit 
et 

Les égalités 

entraînent h .j = /1, ce qui achève la démonstration. 
Corollaire. Tout graphe multiplicatif double admet pour (̂ (p̂ ), >Ar'(pr.))-

projection une catégorie double et pour (J^(p^), J'(pv)y project ion un groupoïde 
double. 

En effet, ceci résulte du théorème précédent. 
Soit p = pjr ou pjr>. Alors p est un foncteur à ̂ -sommes et à sommes 

dénombrables régulières. D'après le théorème 4-2, et Jf' sont des catégories 
à ,//0-sommes fibrées. Supposons: 

1 + 

et 

2 
Nous désignons par a1 et p1 les applications source et but dans C1. D'après 
le corollaire du théorème 4-6, e admet une ptm(p), ifm(p))-projection 

D'après la proposition 6-7, e admet une (̂ '(p), Ĵ '(p))-projection 

où la loi de composition _i_ est définie par 

3 

4 

si, et seulement si, m — n et OLL(f[) = pour tout i^i^n. Le corollaire 2 
de la proposition 1-6 affirme que e admet un p-symétrisé ë={[C]\ C1). 

D'après le corollaire 2 du théorème 4-7, toute (3'(p), p̂ -structure 
quasi-quotient de e par r est une (S'(p), pm)-structure quasi-quotient de M(e) 
par r.(C')ur. En vertu du corollaire 1 du théorème 4-7, une (̂ (p), p̂ J-struc-
ture quasi-quotient de e' par r est une (#"(p), p^ ̂-structure quasi-quotient de 
L(e) par r(C)ur, et une (̂ (p), p̂ )-structure quasi-quotient de e' par r est 
une (Ĵ (p), p ̂-structure quasi-quotient de Lie) par r^Clur*. 

Théorème 6. Soit p = pv> et soit ë un p̂ -symétrisé de e. Si r est élémentaire 
sur C \ ë admet pour (Ŷ (p), p̂ )-structure quasi-quotient ë = (C, C1) par r: 

1. la (#"(p), p^ )-structure quotient faible de L(e) par r(C')ur, SÏ ̂  = ; 
2. /a (Ĵ (p), p̂ )-structure quotient faible de L(e) par rg(C)ur, si f = Ĵ ; 
3. /a (S'(p), pm)-structure quotient faible de M(e) par rs(C')ur, si y = S'. 
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Démonstration, e admet un /7̂ -symétrisé e = ([C] \ C ) tel que [C] soit un 
symétrisé de [C], d'après le corollaire 2 de la proposition 1-6, de sorte que 1« 

et si 
Si if = 3F (resp. =«^, resp. = S_')> C' est, d'après le théorème 2-5, une catégorie 
quotient de L[C] ' (resp. de L[C] ', resp. de M(C)') et un raisonnement analogue 
à celui utilisé pour montrer le théorème 2 prouve que ë est une (p), p-)-
structure quotient faible de L(e) par r(C')ur (resp. de L(ë) par rg(C')ur, resp. 
une (S'(p), pm)-structure quotient faible de M(e) par rs(C')ur). 

Corollaire. Si p = pÂ- et si ë et ë' sont des (̂ (p), p̂ )-structure s quasi-quotient 
de e et de ë respectivement par la relation élémentaire r, alors ë est une p^-
structure quotient de ë'. 

En effet, la démonstration est analogue à celle du théorème 2. 
Remarque. Soit p = p&: le p4 -symétrisé ([C] \ C1) de e n'est pas un p--

symétrisé de e car C1 n'est généralement pas une catégorie. D'après le corollaire 
3, proposition 1-6, et le théorème 4-2, le p̂ -symétrisé de e est ([G]", G1), où 
G1 = N(CL), de sorte que r\(C) = v(C1) (r9(C)), si (N, v) est le foncteur ,.i> 
projection canonique. On peut donner des exemples dans lesquels une 
(Ĵ (p), JT'(p))-projection de e est seulement une (̂ (p), pF̂ -structure quasi-
quotient (et non quotient faible) de L(e). 

2 
3 

4 

Catégories structurées quotient par une sous-catégorie 
Soit p un foncteur d'homomorphismes saturé. Soit J(p) l'idéal de 3F{p) 

formé des foncteurs p-structurés (C, /z, C ) tels que (C, J?, C ) appartienne à 
l'idéal de 3F (c'est-à-dire que h(C'0) C C'0). 

Définition 2. Soient e = (C\ s) e F(p)0 et G ' une sous-catégorie de C . On 
dira que e admet ê pour catégorie p-structurée quotient par G * s'il existe une 
p--sous-structure e1 — (G*, sx)deeetsie admet ê pour (J(p), p-)-structure quotient 
par el. 

Soit e = (C \ s)e ̂ F(p)0 et G une sous-catégorie de C . Pour qu'il existe 
une catégorie p-structurée ê quotient de e par G ', il faut et il suffit qu'il existe 
une_sous-catégorie p-structurée (G*, sx) de e et une (J(p), p̂ )-suite exacte courte 
(/c, /Î) telle que 

5 

et 
Nous désignons par rG la relation d'équivalence sur C définie dans le n° 1, 

si G' est une sous-catégorie de la catégorie C . 
Théorème 7. Soit e = (C, s) e # X p ) 0 ^ el—(G\sl) une sous-catégorie p-

structurée de e. Pour qu'il existe une catégorie p-structurée quotient ê de e par G 
il faut et il suffit que e admette ê pour p--structure quotient faible par rG. 

Démonstration. Soit h le (Jl\ p^)-monomorphisme définissant ex comme 
p̂ -sous-structure de e. Si 

on a 
si, et seulement si, 

25* 
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Il en résulte que (/c, h) est une (J(p), pjj-suite exacte courte si, et seulement si, 
(fc, rG) est un (̂ (p), ̂ (p^-projecteur et si k est un p^-épimorphisme. Comme 
(k,rG) est unJJ^tp), ̂ x(p))-projecteur tel que p(k) soit une surjection si, et 
seulement si, k est un p^-épimorphisme d'après la proposition 5—1, le théorème 
est démontré. 

Corollaire i. Soit e = (C, 5) e Jr(p)0 et (G \ sx)une sous-catégorie p-structurée 
de e; supposons qu'il existe une p-structure quotient sG de s par la relation 
d'équivalence rG bicompatible sur C ' engendrée par rG. Pour qu'il existe une caté
gorie p-structurée quotient de e par G ', il faut et il suffit qu'il existe un (̂ (p), 
Jff(p))-projecteur j de source (C'/rG, sG) tel que pQ) soit une surjection. 

En effet, toute relation p.̂ -compatible étant bicompatible, ê est une p&-
structure quotient faible de e par rG si, et seulement si, c'est une p̂ -structure 
quotient faible de e par rG ; par suite, le corollaire résulte de la proposition 5-1. 

Corollaire 2. Soient e = (C\ s)e^(p)0 et G' une sous-catégorie de C . Si p 
est r~ -étalant et admet une section maximale et s'il existe une catégorie quotient 
C de C par G ' et une p-structure quotient s de s telle que p(s) = C, alors il existe 
une catégorie p-structurée quotient (C*, s) de e par G'. 

Démonstration. Il existe sx r̂ s tel que p(s1) = G et (G', sj est une p^-sous-
structure el de e. On a (C*, s) G JT'(p)0 et, en vertu du théorème 3-4, il existe 
un (Ĵ (p), jT'(p))-projecteur j de source (C\s), de but (N(C'),s). Donc le 
corollaire 2 est conséquence du corollaire 1. 

Exemple. Si (C", T) est une catégorie topologique et si G ' est une sous-catégorie 
propre de C\ il existe une catégorie C' quotient de C par G', d'après le théo
rème 16, chap. III. Comme toute topologie admet une topologie quotient par 
une relation d'équivalence, le corollaire 2 du théorème 5 montre qu'il existe une 
catégorie topologique quotient de (C\ T) par G'. 

Nous n'étudierons pas ici le problème général de l'existence d'une catégorie 
p-structurée quotient par une sous-catégorie. La notion de catégorie p-
structurée quotient par une sous-catégorie intervient dans le problème général 
de l'expansion p-structurée d'un foncteur p-structuré et de l'expansion p-struc
turée régulière d'un néofoncteur p-structuré. Nous reviendrons dans un autre 
article sur ces questions. 

Remarque. On pourrait préciser comme suit la définition 2 : Soit J un idéal 
de H ' ; la classe J des h tels que 

et 
est un idéal de Ĵ (p). On dira qu une catégorie p-structuree e admet une catégorie 
p-structurée J-quotient par une sous-catégorie G' s'il existe une p^-sous-
structure ex = (G\ st) de e et une (J, p̂ )-structure quotient de e par ev 
Remarquons que le théorème 7 ne s'étend pas dans ce cas général. 

Les théorèmes d'existence de structures quasi-quotient obtenus dans ce 
travail s'appliquent à l'étude du problème général de la cohomologie [4]. 
Ils permettent de prouver l'existence de foncteurs de quasi-cohomologie dans 
des cas très • généraux (voir [0] dont les résultats seront ultérieurement 
développés). 

1 

2 
3+ 
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COLLOQUE ELIE CARTAN 
Paris, Juin 1970 

/112/ 

CATEGORIES DE FONCTEURS STRUCTURES 
par Charles EHRESMANN 

La Conférence était consacrée à l'exposé de quelques résultats 
sur les catégories structurées, obtenus en collaboration avec Andrée (Bas-
tiani-) EHRESMANN et publiés principalement dans l'article: 

«Catégories de foncteurs structurés» par A. et C. EHRESMANN, 
Cahiers de Topologie et Géométrie Différentielle, XI-3, 1969, 329" 384. 

En voici un résumé : 
Soit p un foncteur d'oubli d'une catégorie // vers la catégorie 

des applications associée à un univers. Une catégorie p-structurée est le 
couple d'une catégorie C et d'un objet s de H tel que p( s ) soit l'en
semble sous-jacent à C et que les applications source, but et loi de com
position de C soient «compatibles avec 5». 

Une étude de la catégorie des foncteurs p-structurés conduit à des 
théorèmes d'existence de limites projectives, inductives, de sous-catégo
ries structurées et de catégories structurées quasi-quotients. 

Le principal théorème, obtenu à l'aide de la notion de transforma
tion naturelle p-structurée, affirme que la catégorie des foncteurs p-struc
turés est une catégorie monoîdale fermée lorsque H est une catégorie mo-
noîdale fermée. Ce résultat n'est prouvé dans le travail cité que sous cer
taines conditions sur p ; le cas général sera traité par les auteurs dans 
un article (à paraître) faisant suite au précédent. ^ 

1) N . d . E . Categories of sketched structures, Cahiers Topo, et Géom. Diff. 
XIII- 2 ( 1972), 103- 214. 
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ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE 

Voi. Xlt 5. 1969 

/109/ 

CATEGORIES DE FONCTEURS STRUCTURES 
par Andrée et Charles HHRESMANN 

Introduction. 

Le présent article est une étude générale de la catégorie CJ ( p) des 
foncteurs p - structurés, où p est un «bon» foncteur d'une catégorie H vers 
la catégorie des applications associée à un univers. Une catégorie p - struc
turée est un couple d'une catégorie C ' et d'une p - structure s sur l'ensem
ble C sous-jacent ( i.e. d'une unité s de H vérifiant p( s ) — C) tel que 
les applications source et but «se relèvent» en des éléments a et b de H 
de sources et buts s et que la loi de composition «se relève» en un élément 
de H de source un produit fibre de ( a, b) et de but s . Cette notion est dif
férente de celle de catégorie p -dominée ( ou de la notion plus précise de ca
tégorie monoidale fermée [ 8 ] ), où ce sont séparément les ensembles 
HomQ( e* , e) qui sont munis de p - structures. Comme exemples importants 
de catégories structurées, citons les catégories doubles, ordonnées, topo
logiques, différentiables,... qui interviennent dans les domaines les plus 
variés ( Topologie algébrique, Géométrie différentielle, Analyse,...). 

Le texte a été rédigé en supposant seulement connus les résultats 
du cours [Al] ( dont il utilise la terminologie et les notations ), afin que 
sa lecture puisse être abordée par des chercheurs débutants. C'est pourquoi 
le paragraphe 1 et le début du paragraphe 3 contiennent quelques rappels 
( sur les p -injections, aussi appelées morphismes cartésiens, les limites, 
les foncteurs r~-engendrants). 

La théorie générale des catégories structurées est exposée dans le 
paragraphe 2. Les principaux théorèmes assurent l'existence de sous-caté
gories structurées et de limites projectîves sous des conditions plus faibles 
que celles de [ 6 ]. Dans le paragraphe 3, l'existence de catégories structu-
rées quasi-quotients est montrée à l'aide du théorème général d'existence 
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de structures libres [4]. Là encore, les hypothèses de [ 1 ] ont pu être af
faiblies, en particulier pour montrer que la sous-catégorie structurée engen
drée par une partie «assez petite» est «assez petite» ( mais naturellement la 
construction par récurrence de cette sous-catégorie est plus compliquée que 
dans [ 1 ]). 

Les transformations naturelles p-structurées ont été introduites dans 
[ 10 ], lorsque p est à limites projectives; dans le paragraphe 4, nous ob
tenons sans cette hypothèse la 2-catégorie des transformations naturelles 
structurées. Nous montrons aussi l'existence d'une catégorie double struc
turée des quatuors associée à une catégorie structurée, en supposant seu
lement p à produits fibres finis, grâce à une construction entièrement dif
férente de celle de [ 6 ] (qui supposait l'existence de produits). Cette caté
gorie double structurée est essentielle pour démontrer les principaux résul
tats de cet article, relatifs au cas où H est munie d'une p ' -domination: La 
catégorie des transformations naturelles structurées entre deux catégories 
p - structurées données est alors canoniquement p' -structurée, et l'on ob
tient ainsi une domination de la catégorie CJ( p ) , qui est une domination 
forte si H est fortement /?' -dominée. On en déduit que, si H est une caté
gorie cartésienne fermée dont un élément final est un générateur, ?(p) est 
une catégorie cartésienne fermée. Ces résultats sont également valables 
pour la sous-catégorie pleine de $( p ) ayant pour objets les groupoides 
structurés (paragraphe 5). 

Nous nous sommes volontairement restreints au cas des catégories 
p-structurées, afin de ne pas utiliser la théorie générale des réalisations 
de l'esquisse des catégories [5 ]. C'est pourquoi les résultats du paragra
phe 4 ne sont pas les meilleurs possibles. Dans un prochain article, nous 
montrerons qu'ils peuvent être étendus aux catégories structurées généra
lisées, même avec des hypothèses très affaiblies (voir remarque finale du 
paragraphe 4 ). 

1 
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1 . Quelques compléments sur les p -injections. 
Soit p = ( K ', p, H * ) un foncteur. 
Rappelons [Al] que j eH est une p -injection si les conditions 1 

et 
entraînent qu'il existe un et un seul h eH tel que 

et 
Si / et /' sont des p- injections et si /'. j est défini, alors /'./ 

est une p -injection [ Al ] • Si / et /' sont des p-injections de même but 
et si p(j9) — p(j).k, l'unique h tel que p(h) = k et j .h — j' est une 
p - injection. En particulier si p^est bien fidèle et si / et /' sont deux p-
injections de même but telles que p( j) — p ( j* ), alors /' = j', 

2 

Si / et /' sont deux p-injections et si g € ¡3( j) . H . j3( j' ) est tel 
que p(g) .p( j') -p(j).k, Tunique h vérifiant 

et 
est appelé p - sous- morphisme de g (relativement à ( j, j*) ). 
PROPOSITION 1 . Si p est fidèle et si j eH admet un inverse à gauche 
j*, alors j est une p -infection. 

Soit tel que Posons 
On a 

d'où 

Comme p est fidèle, il s'ensuit j .h = f. De plus j .h* = / entraîne 3 

On dira qu'une transformation naturelle T — ( F, t, s') d'un fonc
teur constant s' sur s' €H%o vers F est une limite projective naturalisée 
dans p si T est une limite projective naturalisée et si pT — (p .F.pt, ê) , 
où e — p(s*), est une limite projective naturalisée. En particulier, on 
définit ainsi les notions de produit (naturalisé) dans p, de produit fibre 
(naturalisé) dans p, de noyau dans p. 

4 
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PROPOSITION 2 . Soient h et h' des éléments de H de même but. Si p 
est fidèle et s'il existe un produit naturalisé ((m,m9),s) de ( a(h), a(h')) 
dans p et un produit fibre naturalisé (( p(h ), v ), ( p( h9 ) , v' )) dans K 
il existe un produit fibre naturalisé ((h ,v ), (h9 ,v')) dans p tel que p(v) = v 
et p(v*)=v9 si, et seulement si, il existe une p -injection j € s .H telle que 

et 
1 Ceci résulte de la proposition 7 , page 57 [Al]. 

PROPOSITION 3 • Soient h et hf deux éléments de H' de même source et 
de même but. Si p est fidèle, il existe un noyau j de (h, h9) dans p si, 
et seulement si, j est une p-injection telle que p(j) soit un noyau de 
(p(h),p(h9)) dans K' . 

A. 1°) Soit j un noyau de ( h, h' ) dans p et soit / ef3(j).H 
:el que p( f) - p( j) .k. Comme p est fidèle, les égalités 

entraînent h . f ~ h*. f, de sorte qu'il existe un unique g vérifiant y'. g = /. 
On trouve p ( g) ~ k , car le noyau p( j ) est un monomorphisme et 

2°) Soit / une p - injection telle que p( j) soit un noyau dans K • 
de ( p ( h ), p ( h9 )) . Si h . f - h* . f, où / 6 H , il existe un et un seul k 
tel que p(j).k = p( f ). Par suite il existe un unique g € H vérifiant 
J °g — f et P ( g ) — k > Puisque p(j) est un monomorphisme, / en est aussi 
un [Al] donc / est un noyau de (h,h9) dans p. V 2 
PROPOSITION 4 . Soient bi et des éléments de H de même but e. pour 
tout i e ] , et h et h9 des morphismes produits de (h.). T et de (h9.).-* 

l t € J l l Ç J 
dans H* relatifs au même produit naturalisé (( mj)j€j> s ) de ( ê )̂ çj . 
S'il existe des produits fibres s\ de ( h ̂, h9̂ ) et s9 de (h, h9) dans H ', 
alors s9 est un produit de (s9.). r. A. Soient ((h,v), ( h', v9 )) et {{hvvi)t (h\, v9.)), pour tout élé
ment z de /, des produits fibres naturalisés, (( m . ). Jf S ) et (( m9.). R,S9) 
des produits naturalisés de et de tels que 

pour tout i € ] . Comme et 

28% 



CATEGORIES DE FONCTEURS STRUCTURES 5 

pour tout i € J , il existe un unique 
vérifiant 

et 
On montre facilement que ((m'!) 
est un produit naturalisé. Ce résultat se 
déduit également du théorème de commutativité entre limites projectives 
(voir par exemple [ 2 ] , chapitre I) • V 

Nous désignons par C' une catégorie, par ïft (fY •, C • )a=l la caté
gorie longitudinale des transformations naturelles entre foncteurs de C • 
vers // *, dont les unités sont identifiées aux foncteurs de C • vers H ' . 
La bijection c associant à h € H la transformation naturelle f s', h, s), où 

et pour tout 

1 définit un isomorphisme de H* sur une sous-catégorie de 31 (H ' , C 
Si T = ( F, t , s' ) est une transformation naturelle ayant pour source le 
foncteur constant sur le but de h, alors Th note la transformation natu
relle Tnjc(h), c'est-à-dire la transformation naturelle ( F, V ,s), où 
t'( e ) — t( e) .h pour tout e 6 C • . On a donc 

et 
si T' CD T et sont définis. 

Soit 31 (p) le foncteur canonique [Al] de 31 (H \C')m vers 
31 ( K • , C •)a=I associant à la transformation naturelle T9 — ( F9, t, F ) la 
transformation naturelle p T' = (p.F9,pt,p.F). 
PROPOSITION 5- Soit T = (F, t, F9) une transformation naturelle entre 
foncteurs de C' vers H' telle que t( e ) soit une p -injection pour toute 
unité e de C'. Alors T est une 31 ( p ) -injection. Si V — (F,v,s) et 
W9 — ( p . F9, w9, x ) sont des limites projectives naturalisées dans pet 
dans K' respectivement, une limite projective naturalisée V — ( F', vr, s9) 
vérifiant p V = W détermine une p-injection j telle que V j — T[J~]V9 ; de 
même une p-injection j de but s telle que ( p V ) p ( j ) — p TŒ3W détermine 
une limite projective naturalisée V telle que V j — TFTW9. 

2 
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1°) Montrons que T est une 31 (p)-injection. Pour cela, soit 
et où •Si 

l'égalité assure l'existence d'un uni
que t"( e) € H tel que 

et i 
Soit on a J car t( e* ) est 
une p-injection, 

et 

Par suite ( F9, t", F") est une transformation naturelle, qui est l'unique 

élément vérifiant et 
2°) Supposons que V = (F, v, s) et V - ( F', v*, s' ) soient des 

limites projectives naturalisées dans p. La transformation naturelle 
T CD V ayant s* pour source et F pour but, il existe un unique / 6s .H . s' 
tel que Vj - T CD V. Supposons h e s .H et p(h)-p(j).k. D'après 
la partie 1 , T est une 31 ( p J-injection; comme 

il existe un unique T' 6 31 ( H *, C • ) vérifiant 
et 

Puisque V est une limite projective naturalisée, il existe un unique 
h' €s' .H tel que V h' = T'. Les égalités 
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entraînent ; .h9 = h. De plus p(h9)~k, car f V est une limite projec

tive naturalisée et 

Donc / est une p -injection. 
3°) Supposons que et 

soient des limites projectives naturalisées, et que j soit une p -injection 
de but s vérifiant ( pV)p(j) = p T m W : posons s9 = a( j). Comme 7̂  
est une 31 ( p ) - injection, il existe une unique transformation naturelle V7' 
telle que Vj - T CE V et p V - W. Montrons que V9 est une limite 
projective naturalisée. En effet, supposons T9 - ( F', t9, s" ) e 51 ( H ', C ' ) 
et s" € H^. La transformation naturelle T CZ3 T9 ayant s" pour source et 
F pour but, il existe b € s . H . s" tel que V h = T CE T'. Puisque W 
= p V9 est une limite projective naturalisée, il existe un unique k € K tel 
que W'k = pT9; des égalités 

on déduit p(b) = p( j) .k , car p V est une limite projective naturalisée. 
/ étant une p -injection, il existe un unique b9 € s9. H . s" vérifiant j .h9 — 
-h et p ( h9 ) - k. Ce h9 est l'unique morphisme de H* tel que V'h' = T*, 
étant donné que T est une 31 ( p ) -injection et que 

et 
COROLLAIRE 1. Si j. est une p -injection pour tout i €/ et s9il existe 
un morphisme j produit de (jj)j€j dans p, alors j est une p-injection. 
COROLLAIRE 2 . Soit n un noyau de ( g, g' ) dans p, h et h9 des p-sous-
morphismes relativement à ( j", j') de g et de g9 respectivement. Si m 
est un noyau de ( p( b ) > p( h9 )) dans K', il existe un noyau n9 de (h,h9) 
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dans H' tel que p(n9

)  m si, et seulement si, il existe une p  injection 
j vérifiant p ( n.j ) = p( j' ).m ; et dans ce cas on peut choisir n' tel que 
n ./ = /' ,n*, 

COROLLAIRE 3 Supposons que ((^j)f€j, ( v
i){€j) sô  un produit fibre 

naturalisé dans H', Soit j* une pinjection de but jB(ĥ ) et un p
sousmorphisme de h . relativement à ( j',j j) pour tout i 6 J. Si (P { €j > 
( w'j)j € j ) est un produit fibre naturalisé dans K*, il existe un produit 
fibre naturalisé (( h'.)4 ,, ( v'.) . T) dans p vérifiant p ( v*.) = w\ pour tout 

Z * c / Z Z Ç / Z Z 
i e ] si, et seulement si, il existe une pinjection j telle que p(v^,j) — 
= P ( j ;) . W\ pOUr tOUt i € J . 
2 . Catégories structurées. 

Nous supposons désormais donnés un univers il, la catégorie M 
des applications associée et un foncteur p d'une catégorie H * vers Jfi . 
Nous notons p y le foncteur de vers Jtî  restriction de p, où H ̂  et 
№ ( y sont les groupofdes des éléments inversibles de H ' et de % respec
tivement. 

1 DEFINITION. On dit que p est un foncteur d'homomorphismes saturé si p 
est fidèle et si p^ est un foncteur d'hypermorphismes saturé, i.e. vérifie 
la condition : 

Si s e H'o et si / est une bijection telle que a( f ) — p ( s ), il 
existe un et un seul h € H ' . s tel que p( h ) = f. 
PROPOSITION 1. Soient p un foncteur d'homomorphismes saturé et F un 
foncteur de C' vers H'. Si F admet une limite projective dans p, il 
existe une unique limite projective naturalisée T de but F telle que p T 
soit la limite projective naturalisée canonique de p . F dans №. 

A. Soit T 9 = ( F, t',s') une limite projective naturalisée dans p. 
Alors p T' est une limite projective naturalisée de but p. F — F'. Par 
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ailleurs soit A la limite projective canonique de F9, c'est-à-dire [ Al ] 
l'ensemble des familles (x.). r. telles que 

si 
notons f. la projection canonique de A vers F* ( i) pour toute unité i de 
C •. Il existe une et une seule bijection / de p( s') sur A telle que v. ./ = 
= p( i )) pour tout z € Cm . Par définition d'un foncteur d'homomorphis
mes saturé, il existe un unique h € H y, s' appliqué par p sur /. Il s'en
suit que T — ( F, t, s ) est la limite projective naturalisée cherchée, où 
s = jB( h)et t(i) - t'( i) .h'1 pour toute unité i de C •. V 
HYPOTHESE. Nous supposons dans toute la suite que p est un foncteur 
d'homomorphismes saturé de H • vers Jti. 1 

De la proposition 1, il résulte en particulier que, si (h, h9) admet 
un produit fibre dans p, il existe un produit fibre naturalisé ((b ,v), (h'.v' )) 
tel que p(v) et p( v9 ) soient les restrictions des projections canoniques 
du produit p( a(h )) X p( a(h' )) à la partie p(b ) V p(h9) de ce produit 
formée des couples (x, x9) vérifiant p(h ) (x ) — p( h9 ) (x9 ). Nous l'ap
pellerons produit fibre naturalisé canonique de (h, h9) dans p, nous pose
rons h V h9 — a( v) et nous dirons que v et v9 sont les projections cano
niques de h y h9 vers a(h ) et a( h9 ). 

De même, si (sj)ifri admet un produit dans p, nous noterons 
s. son produit canonique dans p, c'est-à-dire le produit S tel que 

p( S ) soit l'ensemble produit de (p( s.)). f et que la projection canonique 
de S vers s. soit l'unique v.es-.H.S tel que p ( v.) ((x.)-. T ) = x4. 

Enfin si ( h, h9 ) admet un noyau dans p , son noyau canonique est 
l'unique n tel que p (n ) soit l'injection canonique dans p( a(b)) de sa 
partie formée des x vérifiant p(h)(x)~p(h9)(x). 

Par ailleurs, si / est une p - injection, où p(j) est l'injection 
canonique (B,i,B')de B9 C B dans B, alors s9 — a(j) est l'unique 
p-sous-structure de s - /3 ( j ) vérifiant p( s9) = B9 ; on dit que c'est la 
p-sous-structure de s définie par B9. 
DEFINITION. On appelle catégorie p-structurée un couple (C*,s) véri
fiant les conditions suivantes : 
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1°) C • est une catégorie, s € H • et p(s) = C; 
2°) Il existe une unité 5 de H' et des éléments « 

o .5 et z € 5 . H .s tels que 

3°) Il existe un produit fibre naturalisé canonique a 
dans p et un k € s . H . s * s tel que p(k)-(C,K,C'*Cm) soit la loi de 
composition de C\ 

PROPOSITION 2. Soit ( C •, s ) une catégorie p -structurée. Avec les 
notations de la définition, s ̂ est une p -sous- structure de s et i un noyau 
de (s, i.a ) et un noyau de ( s, i . bQ). S'il existe un produit canonique 
s X s de ( s, s ) dans p, alors s * s en est une p -sous-structure. 1 

A. Puisque p est fidèle et que p ( aQ* i ) est l'application iden
tique de C%, l'élément aQ est un inverse à gauche de i ; il s'ensuit (pro
position 1-1 ) que i est une p -injection. De plus i est un noyau de ( s, a) t 
où a - i ,ao, d'après la proposition 3-1 , car p ( i ) est le noyau canonique 
de (p ( s), p( a )) dans % . On voit de même que i est un noyau de ( s, b), 
où b = i. b . La dernière affirmation résulte de la proposition 2-1 . V 
PROPOSITION 3 • Si p est un joncteur à produits fibres finis ( resp. à 
noyaux), ( C •, s ) est une catégorie p -structurée si, et seulement si, les 
conditions suivantes sont vérifiées : 

1°) C • est une catégorie, s € H^ et p( s) - C. 
2'°) Il existe a e s. H. s et b € s .H .s tels que 

et 
et un produit fibre naturalisé (( a, v), ( b, vf )) dans p. 

3'°) Si on désigne par s*s le produit fibre canonique de (a, b) 
dans p, il existe k £ s . H . s * s tel que p(k ) - ( C, K, C •* C ' ). 2 

A. 1°) Si (C', s) est une catégorie p - structurée, les conditions 
sont vérifiées en prenant 
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et 
en effet, i étant un monomorphisme, s *s est un produit fibre de (a, b) 
si, et seulement si, c'est un produit fibre de ( a , b ). 

2°) Supposons que p soit à noyaux et que les conditions de la pro
position soient remplies. Il existe un noyau canonique i de (s, a) dans 
p, et p( i ) est l'injection canonique de dans C. Comme i est une p -
injection (proposition 3-1) et que p(a) — p(i).( C *Q, a, C), il existe un 
et un seul a € H . s vérifiant 

et 
De même il existe £> e H . s tel que i . 6 = b et p ( b ) — ( C * B, C ) , 
Le produit fibre de (a, b) étant aussi un produit fibre de ( , b q) , il en 
résulte que ( C •, s ) est une catégorie p - structurée. 

3°) a-Supposons vérifiées les conditions 1 et 2' de l'énoncé. Il 
existe un produit fibre naturalisé canonique (( a, v), ( b, v')) dans p et 
5 * s = a V b admet C** C'= (C, a, CJ M ( C, J3, C ) pour image par p . 
Comme p est fidèle, a.s-a-b.a, car CL( x) -/3( a( x )) pour tout 
x e C. Par suite il existe un unique j a € s * s .H ..s vérifiant 

et 
L'application P(ja) de C dans C'*C# associe (x, a( x)) à x. De même 
les égalités a . b - b — b . s assurent l'existence d'un unique /y 6 s * s . H , s 
tel que 

et 
et Pdy) associe (p(x), x) k x 6C; remarquons que ja et sont des 
p-injections d'après la proposition 1-1, car ils ont des inverses à gauche. 

b-Supposons de plus que p soit à produits fibres finis et que 
la condition V soit remplie. Montrons qu'il existe une p- injection i telle 
que p(i) = (Ci , C^J. Une démonstration analogue à la fin de la partie 2 
prouvera alors que ( C ', s) est une catégorie p-structurée. Voyons d'abord 
qu'il existe une p - injection de source s , de but s, telle que p(s) soit 
la diagonale D de C' X C* . Avec les notations de la partie a, il existe 
un produit fibre naturalisé canonique ((j ,w),(/, , u>')) dans p. Si s est 
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la source de w, l'ensemble p( s) est formé des couples (x,y) eC X C 
tels que (x, a(x)) = (J3(y), y), i.e. tels que x = fi(x) et a(x)-y , 
ou encore tels que x — y 6 C \ Autrement dit, pfi" j = D. Les applications 
pfw.) et p(w') de D dans C associant eà(e,e)eD,on trouve w - w\ 

car p est fidèle. Il en résulte que w est un noyau de (ja,jb) dans p et 
que (prop. 3-1) w est une p -inj ection. L'application f:(e,e)~*e de D 
sur étant une bijection, il existe un unique inversible h de H * de sour
ce s tel que p( h ) ~ f. Le composé i-w.h'1 est une /? -injection et 

Ceci achève la démonstration. 

DEFINITION. On appelle joncteur p-structuré un triplet ((C *, s) ,h, ( C s )) 
vérifiant les conditions suivantes : 

1°) ( C ', s ) et ( C ', s ) sont des catégories p -structurées . 
2°) h 6 s. H. s et p( h) définit un foncteur de C • vers C\ dési

gné par ( C ', h_, C • J. 
Nous noterons l'ensemble des foncteurs p - structurés. On 

voit que 5 ( p ) est une catégorie pour la loi de composition 

si, et seulement si, 
Cette catégorie admet pour classe d'objets l'ensemble Jr (p)q des caté
gories p - structurées. 

On définit des foncteurs pH et per de 3(p ) vers H* et vers la 
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catégorie J des foncteurs en associant a 
(( C •, s), h, (C ' ,s )) respectivement h et 
(C ', h_, C • ). On note p le foncteur p .p̂  
de 5" ( p ) vers 5H. On a aussi = pg:. /?g-, 
où pg: est le foncteur d'oubli de 3" vers 
ÎR. 

1 PROPOSITION 4. p est un joncteur d'homomorphismes saturé. 
A. ̂  étant évidemment fidèle et p étant fidèle, p est fidèle-

Soient f C •, s J une catégorie p-structurée et / une bijection de C sur 
C. Il existe par hypothèse un unique & 6 H ̂ . s tel que p{h)—f> Posons 
s' = /3f h ) et notons C' • la catégorie image de C * par /. 

1°) Montrons que ( C ', s' ) est une catégorie p-structurée. En 
effet, reprenons pour (C', s) les notations de la définition d'une catégorie 
p - structurée. 

a-Si 5 = a( i ) et si /' est la bijection de C* sur C * restric-
O 1 ' o o 

tion de /, il existe h9 €Hy . 50 tel que p(h') — f. Soit s'o - /3(h'). 
On trouve 

où a' et /3 ' sont les surjections source et but de C*. 

b- Puisque h' est inversible et que b ' . a — a' .h et h'. b — 

~ b' .h, le couple ((a* .h, v), ( b'.h, v' )) est un produit fibre naturalisé 
dans p, ainsi que car b est inversible. Par 
suite, il existe un produit fibre naturalisé canonique. 
L'unique inversible h*9 tel que 
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et 
admet pour image par p l'application de C • * C • vers C ' * C • restriction 
de /*/. Il en résulte que, si k9 =h.k.h*'~l, l'application p(k') est la 
loi de composition de C'-. Donc (C-, s9) €<5(p) . 

2°)/ définit l'isomorphisme canonique de C* sur C9 ', de sorte 
que h = (( C ', s9 ) , h , ( C ', s)) est un foncteur p -structuré, qui est un 
inversible de CS ( p ) . Si et 

alors C et 
d'où 

Ainsi p est un foncteur d'homomorphismes saturé. V 
Si ( C ', s) est une catégorie p-structurée et / une bijection de C 

sur C , l'unique catégorie p-structurée ( C9 •, s9 ) associée à ( C ', s ) et 
à / par la preuve précédente est appelée catégorie p - structurée image de 
(C-, s) par /. 
PROPOSITION 5- Soient ( C ', s ) une catégorie p-structurée et C9 ' une 
sous-catégorie de C '. Si l'une des conditions suivantes est vérifiée, C9 
définit une p - sous-structure ( C9 ', sr ) de ( C ', s ) . 

1 - p est un foncteur à produits fibres finis et C9 définit une p-
sous-structure s9 de s. 

2- p est un joncteur à noyaux et C9 • * C' * définit une p -sous-
sir uc lure "s* de s * 5 = a V b• 

A. 1°) Nous reprenons les notations de la proposition 3 et nous 
désignons par a ' , /3 * et K% les surjections source, but et loi de compo
sition de C9 ' ; ce sont des restrictions de celles a, /3 et K de C'. 

a - Supposons la condition 1 vérifiée et soit / la p-injection cano
nique de source s*, de but s . Comme 

1 

2 

il existe un p-sous-morphisme a* de a relativement à vérifiant 
p ( a* ) — ( C , a9, C ) . De même il existe un p- sous-morphisme b' de b 
relativement à ( j, j ), et p(b') = ( C*, /3* , C ) . Soient (( a, v ), ( b, v' )) et 
(( a', w ), ( b', w' )) les produits fibres naturalisés canoniques dans p (qui 
existent par hypothèse) • D'après la proposition 5-1, l'unique /' tel que 
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et 

est une p-injection. L'application p(j') étant l'injection canonique de 
C'* C ' dans C * * C ', on a 

de sorte qu'il existe un p-sous-morphisme k9 de & relativement à (/,/'.) 
vérifiant p(k')=(C', K', C ' * C * ). Donc f O \ s') est une catégo
rie p -structurée. 

b-Supposons la condition 2 remplie, et soit /' la p -injection cano
nique de source s', de but s* s. Il existe un noyau canonique n de 
( v9. j9, a.v.j9) dans p, à savoir la p- injection canonique de but s', de 
source s'a, où p( s'a) est l'ensemble des couples (x, a( x)), x 6 C9. Le 
foncteur d'homomorphismes p étant saturé, il existe g €H* .s' tel que 
p(g) soit la bijection (x, a(x))-+x de p(s'a) sur C'; posons s' ~ 
f3(g). Le composé j'.n.g'̂  est une p-injection j9 appliquée par p sur 
une restriction de l'application ya : x -> (x, a(x)) de C dans C'* C* , 
D'après la partie 3a de la proposition 3, il existe une p-injection / € 
s * s .H . s vérifiant p( j ) = y . Puisque 

il existe une unique p - injection / € s . H . s9 telle que 
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et 
On voit comme dans la partie a qu'il existe des p-sous-morphismes a' et 
b9 de a et b relativement à (j,j) et k9 de k relativement à (],]') 
vérifiant : 

Enfin le corollaire 3 de la proposition 5-1 entraîne qu'il existe un produit 
fibre naturalisé canonique (( a9, w ), ( b9, w9 )) dans p et que 

et 
Ainsi ( C9 •, s9 ) est une catégorie p-structurée. 

2°) Nous venons de voir, dans les deux cas précédents, que / = 
= (( C', s),j,( C9 •, s9)) est un foncteur p-structuré. Montrons que / est 
une -injection. En effet, supposons 

et 
Puisque y est une p-injection et que 

il existe un unique h9 e s9. H ,~s vérifiant p(h') = k et j .h9 = h. L'appli
cation p(h) définissant un foncteur de C* vers C* prenant ses valeurs 
dans C', l'application p(h9) définit un foncteur de C' vers C'4. Donc 
(( C9 •, s9 ), h9, ( C ', s)) est l'unique élément h9 de 5 ( p ) tel que f.h9=b 
et p(h9) = k , de sorte que (C9 • ,s9) est une p-sous-structure de (C \s). V 
REMARQUE. Soient (C',s) une*catégorie p-structurée et ( C *, s' ) une 
de ses p-sous-structures. Comme ( C,t , C ) définit un foncteur de C • vers 
C*, la catégorie C" est une sous-catégorie de C*\ mais s' peut ne pas 
être une p-sous-structure de s. Cependant s'il existe une p-sous-structure 
s" de s définie par C , on a s* — s t car ( C •, s") est alors l'unique p-
sous-structure de ( C ', s ) définie par C , si p est à produits fibres finis-
DEFINITION. On appelle sous-catégorie p-structurée de (C',s) ̂ ^(p)Q 
une p-sous-structure ( C •, s' ) de (C*,s) telle que s' soit une p-sous-
structure de s. On appelle p -monomorphisme strict une p"-injection / telle 
que pu( j) soit un p - monomorphisme. 
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Pour que / = (( C ', s ), j, ( C ', s )) 6 J(p ) soit un p - monomorphisme 
strict, il faut et il suffit que p(j) soit une injection et que la catégorie 
p-structurée ( C •, s') image de ( C ',~s ) par la bijection de C sur C 
restriction de p(j) soit une sous-catégorie p-structurée de (C*,s) (i.e. 
que s' soit une p -sous-structure de 5 J. 
PROPOSITION 6. Soient (C 9, s ) une catégorie p-structurée et C* • une 
sous-catégorie de C*. Alors C définit une sous-catégorie p-structurée de 
(C',s) si, et seulement si, C, C'o* et C " * C • définissent respective
ment des p -sous-structures de s, de s et de s * s. 1 

A. Reprenons les notations de la définition d'une catégorie p -
structurée et soit (( â , v), ( b , v1)) le produit fibre naturalisé canonique 
dans p. Nous notons a/, /3 ' et K' respectivement les surjections source, 
but et loi de composition de O •. 

1°) Soit ( C •, s' ) une sous-catégorie p-structurée de (Cm,s) . 
Comme C'*C C\ la p-sous-structure s' de s', et a fortiori de s, défi-

o o c o 
nie par C'* est une p-sous-structure de 5 .Si a' et b' sont les p-sous-

o 1 o o o c 
morphismes de aQ et bQ structurant a' et /3', le produit fibre canonique 
s' * s' = a' V b' est une p-sous-structure de s * s = a V b (proposition 5-1 ) • 

2° ) Inversement, supposons qu'il existe des p-sous-structures s'̂  
de s s' de 5 et de 5 * s définies par C'Q', par C et par C'**C'*; 
soient / es .H.s' , j Es, H. s' et /' £s*smH-.s' les p-injections 
canoniques. Puisque a', /3' et /< ' sont des restrictions de A, ¡3 et K, 
on voit comme dans la proposition 5 qu'il existe des p-sous-morphismes a'Q 
et b'o de #o et £>o relativement à (j0,j), i' de z relativement à (j,jQ), 
k', w et w' de k, v, v' relativement à tels que les morphismes 
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o' o' l' et structurent respectivement a', p , { G , t , C / • ; et 
et que (( a'Q, w ), ( b' , w' )) soit un produit fibre naturalisé canonique dans 
p. Par suite ( C •, s' ) est une sous-catégorie p-structurée de (C',s), 
et 

Soit & - (( C • ,~s ), b, ( C *, s )) un foncteur p - structuré. Si sq et 5 
sont les p-sous-structures de s et de 5 définies par et par et z et 
i les p-injections canoniques correspondantes, il existe un p-sous-mor-
phisme h de h relativement à car p(h) définit un foncteur de 
C • vers C • de sorte que p(h ) ( C^) C C^ . Par ailleurs, si ((a, v), (b,vr)) 
et (( "a, w), ( b t wr )) sont les produits fibres naturalisés intervenant dans 
la définition de C C •, 5 ) et de f C \ T), l'égalité a .h ,v — b .h .v' entraîne 
qu'il existe un unique h *h € H tel que 

et 
ainsi h * h admet pour source s ̂  s - a V b, pour but s ̂  s — a M b et 
p( h * h ) est l'application 

de dans 
Comme h q et h * & sont déterminés de façon unique, les applications 
h h et h ̂> h * h de *5 ( p ) dans f/ définissent des foncteurs p° et p" 
de 3(p) vers H •. 

PROPOSITION 7. Supposons que F soit un foncteur d'une catégorie K* 
vers 3 ( p ) et que les foncteurs F' = p H . F et F" ~ p" .F admettent des 
limites projectives dans p. Alors si F° — p°. F admet une limite projec-
tive dans p (resp. si p est à produits fibres finis ou à noyaux), F admet 
une limite projective (C*, s) dans p, où C " et s sont respectivement les 
limites projectives canoniques de P<̂ .F et de F'. 1+ 
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A. Soit e une unité de K*. Posons 

Soient et 
les morphismes structurant les applications source a , but 

et loi de composition /< de C' et l'injection canonique ( C ,t ,C' ). Il 
existe des produits fibres naturalisés dans p, et 

est aussi un produit fibre naturalisé dans p,où a 
et i Si et v* sont les applications 

de K • dans H associant à e respectivement <2 , b„ , & . z , i; et f 
montrons que les triplets A B 
= ( F' ,k, F" ), J = (Fr,i,F°), V=(F',v,F") et V' - ( F', v', F" ) 
sont des transformations naturelles. En effet, si d€e\ K. e, on obtient les 

égalités 

car p est fidèle et p( Fr ( d)) définit un foncteur de vers C^,. De plus 
((AQ, V),(BQ, V )) est un produit fibre naturalisé dans 31 (H ', K ')m 
([2], chapitre I) et (( p AQ, p V ) ,( p BQ, p V )) un produit fibre naturalisé 
dans 31 (%, K-)m. De même ((A, V ),( B, V )), où A = J HJAo et B = 
— J LTJ B est un produit fibre naturalisé dans 31 (p). 1 
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2°) Soient Tr = ( F', t', s ) et T" = ( F", t" , s') des limites pro
jectives naturalisées canoniques dans p. Si M3=1 est la sous-catégorie 
pleine de 31 ( H •, K • ) 1=1=1 ayant pour seules unités F' et F", il existe un 
inique foncteur L de M3-1 vers H • qui soit un foncteur limite projective 
partiel sur H* associé aux éjecteurs ( T9, s) et(T",sf). Posons: 

a = L(A ), b — L( B ), q - L( Q), w = L(V), W = L(V') 
et soit z le foncteur injection canonique de vers 11 ( H 4, K 4 j1̂ . 
Comme L est un foncteur coadjoint partiel du foncteur canonique c de H • 
vers 31 ( H •, K * ̂  , si fi est une limite projective naturalisée dans iW1=1=1 
et si zfi est une limite projective naturalisée, alors Lfi est une limite 
projective naturalisée, dans H' ([Al], corollaire, proposition 8-5-1, ou 
[ 2 ] , théorème de commutativité des limites projectives). En particulier, 
((A, V ), ( B, V )) étant un produit fibre naturalisé, ((a, w), ( b, w')) est 
un produit fibre naturalisé dans H 4 . Etant donné que ((p A , p V ), (p B, p V')) 
est un produit fibre naturalisé dans 31 (Jd , K ' ) m et que pT et p T' sont 
des limites projectives naturalisées dans % , on voit par un raisonnement 
analogue que (( p ( a ), p ( w )), ( p ( b ), p ( w' ))) est aussi un produit fibre 
naturalisé dans % . Il s'ensuit qu'il existe un produit fibre naturalisé cano
nique (( a, v ), ( b, v' )) dans p et un unique g 6 H^ tel que v — w . g et 
vr - w1 . g ; soit k - q . g. Puisque p T' = ( p . F, p V, C ) et pT" sont les 
limites projectives naturalisées canoniques dans % , les applications p( a) 
et p(b) associent à (%e )e K , e C respectivement ( cce(xe )) K . et . ° . e e o ( p (x )) u . , tandis que p ( g ) et p( k ) associent respectivement 

et à 
Ceci montre que a, b et k structurent les applications source ( C, a, C ), 
but ( C, ¡3, C ) et loi de composition K de la catégorie C4 limite projec
tive canonique du foncteur per. F. 

a-Si p est à produits fibres finis ou à noyaux, ce qui précède 
montre que (C*, s) vérifie les conditions de la proposition 3» de sorte que 
cette proposition affirme que ( C •, s ) est une catégorie p-structurée. 

b-Supposons que F° admette une limite projective dans p et soit 
T = ( F°, t, s ) la limite projective naturalisée canonique dans p ; l'en-
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semble P ( S Q ) étant la limite projective canonique de p.F°, on trouve 
p(s ) ~ C*. Les uniques morphismes <z , b„ et i vérifiant 

et 

sont appliqués par p respectivement sur ( C^, a., C ), sur (C^>p,C) et 
sur ( C,t , C^ ), et (( aQ, v), ( bQ, v' )) est un produit fibre naturalisé dans 
p. Donc ( C •, s ) est une catégorie p-structurée. 

3°) Montrons que u — ( C ", s ) est une limite projective de F dans p. 
a-Si e est une unité de K •, on a t'(e)ese,H.s et p( t' ( e )) 

définit un foncteur de C* vers C^; par suite 

De plus F si <i car est fidèle et 

Ainsi Y - ( F, y, û) est une transformation naturelle, où y est l'applica
tion e ̂  y( e ) de K • dans 37 p ), et p UY - T1. 

b-Supposons que Y' = ( F, y', û' ) soit une transformation naturelle, 
où u' - ( G %, S ) ( p ) Q . Comme p^ Y' est une transformation naturelle 
de S vers F', il existe un unique h es. H .S vérifiant T'h = p Y', et 
p ( h ) définit l'unique foncteur de G* vers C* tel que (p^Y)p(h)-
— p^Y'. On en déduit que ( u, h, u' ) est l'unique foncteur p-structuré 
tel que Y h - Y'. Ceci prouve que Y est une limite projective naturalisée 
dans p. V 

1 

COROLLAIRE. Si p est un joncteur à K • -limites projective s (resp. à K-
produits, resp. à produits fibres finis, resp. à noyaux), il en est de même 
pour p. 
PROPOSITION 8. Soient F un foncteur de K* vers $ ( p ) et Fr -pH.F, 
pn — p» pt Dans les deux cas suivants, F admet une limite projective 
canonique ( C ', s ) dans p 

1°) p est à produits fibres finis et F' admet une limite projective 
dans p ; 

2°) p est à noyaux et F" admet une limite projective dans p. 
Dans chacun de ces cas, C • est la catégorie limite projective de per . F et 
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5 la limite projective canonique de F' dans p 
1 A. D'après la proposition 7, il suffit de prouver que F" dans le 

premier cas, F' dans le second, admettent des limites projectives dans p. 
Reprenons les notations de la partie 1 de la preuve de la proposition 7. 

1°) Supposons que p soit à produits fibres finis et que T'=(F',t',s ) 
soit la limite projective naturalisée canonique dans p; notons encore a et 
b les éléments de s. H ,s tels que 

et 
Dans p, il existe un produit fibre naturalisé canonique (( a, v ), ( b, v ' )). 
Le foncteur \ 1 , 2 !-produit fibre canonique sur H • étant compatible avec 
les limites projectives, a M b est une limite projective de FK (théorème 
de commutativité des limites projectives). 

2°) Supposons que p soit à noyaux. Pour tout e 6 , il existe 
(preuve de la proposition 3, partie 3) une /;-injection jea de source s , 
de but s *se telle que p ( je a) ( x ) = ( x, a( x )) si x e C e . Pour tout 
d e e' . K . e , on a F" ( d ) ,i' „ = i „t„ . F' ( d ) , car p est fidèle et 6(F(d)) 
définit un foncteur de vers C ^ , . Ainsi / ̂  = ( F " , / a, F' ) est une trans
formation naturelle, où Ja( e ) — j'e a si e 6 K ^ . Supposons que F" admette 
une limite projective dans p. En notant C* la catégorie limite projective 
de fi cj # p, il existe une limite projective naturalisée 8 ~ (p . F", m , C •* C ' ) 
telle que 

pour tout 
Le foncteur d'homomorphismes p étant saturé, il existe une limite projec
tive naturalisée T" ~ ( F", t" , s') dans p telle que p T" = 9 . Soit a 
l'unique élément de s'. H. s' vérifiant T" cT— J U3 V UJ T"; alors p(â~) 
est l'application 

de dans 
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Comme (p(â),p(s')) admet pour noyau l'application ya x -> (x, a(x))) 
de C dans C'*C" et que p est un foncteur d'homomorphismes saturé à 
noyaux, il existe un noyau / de (a", s' ) dans p tel que P(ja) = yay et 
j est une p-injection (proposition 3-1). La source C de P(ja) étant une 
limite projective de p . F', il résulte de la proposition 5-1 que la source 5 
de j est une limite projective de F'. V 
COROLLAIRE 1. Soit ç = (( C j, si))i K une famille de catégories p-
structurées; si p est à produits fibres finis et s'il existe un produit de 
( s()i e % (resp. si p est à noyaux et s'il existe un produit de ( si * si){ e 
dans p, alors <f admet un produit ( H C', s ) dans p tel que s soit le i eK 1 produit canonique de (s .). „ dans p. 

COROLLAIRE 2. Soit p un foncteur à produits fibres finis (resp. à noyaux); 
si h et h* sont deux foncteurs p-structurés ayant même source, même but 
tels que ( p^( h ), p^( h' )) ait un noyau n dans p, il existe un noyau n de 
( h , h9 ) dans p, et n est un p - monomorphisme strict. 

A. D'après la proposition 8 (resp. proposition 7 ), il existe un noyau 
n de (h, h') dans p tel que pH(n)-n. Comme n est un p-monomor
phisme, n est un p -monomorphisme strict. V 
3 . Catégories structurées quasi-quotients. 
HYPOTHESES. Nous supposons que 'U et 'U sont deux univers tels que 
Il C 11 et nous désignons par 5lî et jft les catégories des applications 
associées, par m1 l'ensemble des injections canoniques (E,t,E') d'une 
partie E' de E SU dans E. Soit 11 l'ensemble des éléments de 11 équi-
potents à un élément de U , et 3lï la sous-catégorie pleine de 3lî ayant pour 
objets les éléments de 11. Rappelons (prop. 3-15 [3]) que K est un uni
vers. Nous nous donnons un foncteur d'homomorphismes saturé P=(7HxPtH') 
de H* vers m , et nous notons H " et H* les sous-catégories pleines de 
//• telles que H = £ (M) et H = JP (M). Soit X un ensemble de P-
monomorphismes et Xe l'ensemble des j eX tels que P(j) €%L . 

Comme P est un foncteur d'homomorphismes, si s est une P-sous-
structure de S €HQ, il existe une unique P-injection / 6 S .H .s telle que 
P(j) €mL ; on l'appellera P -injection canonique de s vers S. 
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DEFINITION. Soit S une unité de H'. On appelle ( X, P )-sous-structure 
de S une P-sous-structure s* de S telle que la P-injection canonique de 
5 vers S appartienne à X. Si E est une partie de P( S), on dit que -s est 
la ( X , P ) -sous-structure de S engendrée par E si s est une ( X, P j-sous-
structure de S , si E C P ( s) et si P ( s~) C P ( s1 ) pour toute ( X, P J -sous-
structure s' de S telle que EC P(s' ). 

Ainsi 5 est la ( X, P J-sous-structure de S engendrée par E C P (S) 
si, et seulement si, c'est la plus petite ( X, P )-sous-structure s de S telle 
que EcP(s), l'ordre sur l'ensemble des ( X, P )-sous-structures de S 
étant : 

s < s' si, et seulement si, 
S'il existe une ( X, P )-sous-structure s de S engendrée par E, celle-ci 
est déterminée d'une façon unique. Si de plus 5 est une ( X', P )-sous-
structure de S, où X' C X, c'est aussi une ( X', P )-sous-structure de S 
engendrée par E. 
PROPOSITION l . Soient S e H *q et E C P ( S ) . Une ( X, P )-sous-structure 
s de S est engendrée par E si, et seulement si, la P -injection canonique 
j de s vers S est un (Xe ,P ) -sous-morphisme de S engendré par (P (S),c ,E) 
[Al] . 1 

A . Soit A l'ensemble des / £ S . Xe tels que E C P ( s ) et 

où s ~ a(j); en associant s à /, on définit une bijection a' de A sur 
l'ensemble A' des ( X, P )-sous-structures s de S telles que EcP(s). 
Si / et j' sont les P-injections canoniques de s e A' vers S et de s' e A' 
vers S , on a P(s)QP(sf) si, et seulement si, il existe heH tel que 
/= j'.h (et alors P(h)=(P( s9 ),i3P( s))). Donc j eA est un (XL,P )-
sous-morphisme de S engendré par ( P ( S), t , E) si, et seulement si, a(j ) 
est une ( X, P j-sous-structure de S engendrée par E . V 

DEFINITION. Supposons X ,H^ C X. On dit que P est (M , X .H *Q )-engen
drant s'il vérifie la condition : 

2 ( 1 ) Pour tout S e H • et toute partie E de P ( S ) telle que E e U , 
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il existe une ( X .H^, P j-sous-structure de S engendrée par E. 
P est dénombrablement (JH, X .Ĥ )-engendrant s'il est X .//̂ -engen
drant et si de plus, N notant l'ensemble des entiers + 0, on a : 

(2) Si SeH* et si (s.)-M est une suite de ( X .//*, P ) -sous-
structures de S telles que P ( s .) c P ( s • ) eu pour tout entier i, alors 
il existe une (X, P )-sous-structure s de S vérifiant P (s ) - U P (s .). 
PROPOSITION 2 . Supposons X.H^CX, S € H f = (P( S), f, E )€M 
et E ell. // existe un ( X . H P ) -sous-morphisme de S engendré par f si, 
et seulement si, il existe une ( X. H • P ) -sous-structure de S engendrée 
par E' = f(E). 

A. Soient A l'ensemble des 
j € Xe . H • tels que 1 

et B l'ensemble des / e X . H ' tels 
1 o 

qu'il existe k vérifiant P(j)»k = f. 
Si j e A et s = a(j), l'ensemble 
P (s ) appartient à 11, de sorte qu'il 
existe une bijection g de P(s) sur 
un F ell. Le foncteur d'homomor
phismes P étant saturé, il existe 
un et un seul g 6 ,s tel que P ( g ) = g. Par définition de H et de H, on a g € H • .H * , d'où 

De plus, si /' désigne l'application de E sur E' restriction de /, on 
trouve 

c'est-à-dire j eB. Inversement, si /' e B, il existe un g" e H ' ,a(jr) 
tel que P ( g") soit la bijection restriction de P( j') à a( P ( /' )) et posant 
g' = g"~l et j' = f\g't on trouve /' € A, car P (/' )•=( P ( S ), t, E" ), où 
E" - P(fî(g")). Enfin il existe h € H tel que •/' .h = / si, et seulement si, 
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y mh' — j, où h' — g'.h.g"1. Il en résulte que la P-injection canonique 
/ de 5 vers S est un ( X1 . H', P )-sous-morphisme de S engendré par 
(P(S),L,E') (i.e., d'après la proposition 1, que s est une (X .H ̂, P )-
sous-structure de S engendrée par E' ) si, et seulement si, / est un 
( X . H P j - sous-morphisme de S engendré par /. V 

COROLLAIRE. Si X.H^ QX, alors P est ( m, X , H ^ )-engendrant si, et 
seulement si, pour tout S £ H *q et toute application (P(S),f,E), où 
E £ Il, il existe un ( X .H •, P ) -sous-morphisme de S engendré par f. 
DEFINITION. Supposons que X soit l'ensemble des P-monomorphismes; 
une ( X, P J-sous-structure de S engendrée par E est appelée une P-sous-
structure de S engendrée par E ; si P est (resp. est dénombrablement) 
( 511 , X . )-engendrant, on dit que P est (resp. est dénombrablement) s--
engendrant pour % . 

1 
PROPOSITION 3. P est /--engendrant pour j|I si, et seulement si, il véri
fie la condition Pour toute unité S de H^ et toute partie E de P ( S ) 
appartenant à TJ, il existe une P -sous-structure s de S engendrée par E 
telle que P ( s ) 6 U . 

Notons X l'ensemble de tous les P-monomorphismes. 
lo) Si la condition est vérifiée et si S £ H • E C P ( S) et E £ il, 

la P -sous-structure s de S engendrée par E est a fortiori une ( X .H ̂,P ) -
sous-structure de S engendrée par E. Donc P est r- - engendrant pour DU. 

2 
2°) Supposons que P soit /--engendrant pour m, que S £ H^ et que 

E £ Il soit une partie de P ( S ). Il existe une ( X . , P )-sous-structure s' 
de S engendrée par E, et P ( s' ) appartient à 11. Montrons que s' est une 
P-sous-structure de S engendrée par E. En effet, soit s" une P-sous-
structure de S telle que P( s" ) contienne E. 
L'ensemble E' - P (s' ) n P ( s" ) appartient 
à l'univers 1 1 , de sorte qu'il existe une 
(X .HQ, P j-sous-structure s de s" engendrée 
par Er. Comme s est une P - sous - structure 
de S telle que 

et 
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elle admet s' pour P-sous-structure. Il s'ensuit que s' est une P-sous-
structure de s", ce qui achève la preuve. V 

COROLLAIRE. Si P est /- -engendrant pour M , si s^ est une P-sous-
structure de S 6H^ pour tout i e] et si E = ^ P ( s : ) 6 11, alors E 
définit une P-sous-structure de S. 

1 

A. D'après la proposition, E engendre une P-sous-structure 5 de 
S telle que E Q P ( S ) e 11. Puisque s. est une P-sous-structure de S et 
que E est contenu dans P f s ^ ) , s est une P-sous-structure de s^ pour 
tout i e ], d'où P ( s ) C f"1 P ( s.) = E. Au total P ( s ) = E. V 

PROPOSITION 4. Supposons que P soit /--engendrant pour m; soient 
(C*, s) une catégorie P-structurée et K* une sous-catégorie de C*. Si K 
appartient à 11 et si K '* K ' définit une P -sous-structure "s de s * s, alors 
K définit une sous-catégorie P-structurée de (C •, s). 2 

A . Reprenons les notations de la partie 3 de la démonstration de la 
proposition 3-2, en y remplaçant p par P ; en particulier soit ja la P -
injection de s vers s*s telle que P(j ) (x) = (x, a(x)). Le foncteur 
d'homomorphismes P étant saturé, il existe p e H ' - s tel que le but s 

x ° a y *• a 
de ga soit une P -sous-structure de s * s appliquée par P sur l'ensemble 
C %a des couples ( x, a( x )), où x € C, et que P( ga) soit la bijection res
triction de P f 7' ) à C. L'ensemble 

des couples ( x , a( x )), où x € K, appartenante U , il définit une P-sous-
structure s'a de s * s d'après le corollaire de la proposition 3- Notons s' 
le but de l'unique élément g'a de H^ .s'a tel que P(g'a) (x, a(x)) = x 
pour tout x e K. On trouve K = P(s' ) et s' est une P -sous-structure de s, 
car s'a est une P-sous-structure de sa. Toujours d'après le corollaire de 
la proposition 3 , comme K • = C • n K = P ( O n Pfs'J e II, P ensemble 

307 



28 EHRESMANN 

définit une P-sous-structure s'Q de s, et S'Q est a fortiori une P-sous-
structure de SQ. Il résulte alors de la proposition 6-2 que (K',s') est 
une sous-catégorie P -structurée de ( C ', s ). V 

1 

COROLLAIRE. Supposons que P soit r- -engendrant pour % et que (C*,s) 
soit une catégorie P-structurée. Si ( C r, s ̂) est une sous-catégorie P-
structurée de ( C*, s ) pour tout i 6 J et si K = H C • appartient à U, 
alors K définit une sous-catégorie P-structurée de ( C*, s). 

A. D'après le corollaire de la proposition 3, K définit une P-sous-
structure s' de s; de même K**K*= 1̂ 0 * 0 définit une P-sous-- 1 e J 1 1 structure 5 de s* s, étant donné que K • * K • appartient à il et que 
Cz?*Cz* définit une P-sous-structure ŝ  * ŝ  de s * s pour tout ̂ /(pro
position 6-2). Par suite la proposition 4 entraîne que (K'.s') est une 
sous-catégorie P -structurée de ( C ', s ). V 
PROPOSITION 5. Soient J la catégorie des foncteurs associée à U et 
Pg: son foncteur d'oubli vers %. Alors P g: est dénombrablement ,— 
engendrant pour JH. 2 

Z.*. Soit C* une catégorie telle que C appartienne à U . 
1<>) Soient E une partie de C et K * la sous-catégorie de C* en

gendrée par E . Pour montrer que P g: est ̂--engendrant pour Jfl, il suffit 
de prouver que, si E £ Il, alors K e U . Or posons A = E KJ a(E) U f3(E), 
où a et /3 sont les surjections source et but de C*; soit L l'ensemble 
des chemins de C' de la forme (xn,...,x1), où xi e A si l<^i<_n. 
K est l'image de L par l'application ; 

de L dans C. 
U étant un univers, E e II entraîne a( E ) E 11 et J3( E ) E U, d'où A E M . 
Il s'ensuit (proposition 3" 15 [3]) que l'ensemble produit A", pour tout 
entier n, appartient à 11, et par suite la réunion A' - U An appartient à 
U , l'ensemble N des entiers appartenant à tout univers. Comme L est une 
partie de A', on obtient L E U, et a fortiori K -k'(L ) € Il. 

.2°) Si ( \ eN est une su*te ̂ e sous-catégories de C* telle que 
C C„ , 1 pour tout entier /2, alors C = U r définit évidemment une 

sous-catégorie Cr • de C • . 

308 



CATEGORIES DE FONCTEURS STRUCTURES 29 

Désignons par J(P) la catégorie des foncteurs P-structurés, par 
P son foncteur d'oubli vers m et par X l'ensemble des P-monomorphismes 
stricts (voir § 2 ). 
PROPOSITION 6 . Si P est dénombrablement /--engendrant pour m, P est 
dénombrablement (%, X (p) )-engendrant. 1 

A. Comme P est un foncteur d'homomorphismes saturé, il en est 
de même pour P (proposition 4-2). De plus X.JfPJ^cX, car tout 
foncteur P-structuré inversible dans 3 ( P ) appartient à X et X définit 
une sous-catégorie de 3" ( P ). Soit (C*,s) une catégorie P-structurée. 
Notons 3Yp) l'ensemble des catégories P-structurées (C',s) où Ce Vi. 

1°) Montrons que, si E est une partie de C appartenant à 1 1 , il 
existe une sous-catégorie P-structurée (K',sr) de (C',s) telle que 
E C K e 11 et que K C C' pour toute sous-catégorie P -structurée ( C s") 
de ( C •, s ) vérifiant E C C' e 1 1 . En effet, soit (( a, w ), (/3, w')) le pro
duit fibre naturalisé canonique dans Jtl de (a,/3). Pour toute partie A de 
C •* C ' = CL V /3 , nous poserons 

2 

si A appartient à 1 1 , il en est de même pour z( A). 
a-Soit C ̂  la sous-catégorie de C' engendrée par E. D'après la 

proposition 5 , C 1 appartient à U ; par suite C^C^ell, et il existe (pro
position 3 ) une P-sous-structure de s*s engendrée par C**C* telle 
que P ( s' ) £ U . Si x e C la relation 

entrame x c' est-à-dire 
b-Soit n un entier, n > 1, et supposons définies deux suites 

(^i\<n et fsPz<w ayant pour premiers termes C 1 et respectivement 
et telles que, si 1 < i < n, les conditions suivantes soient vérifiées : 

et C; est la 
sous-catégorie de C* engendrée par Z. 

(2) et est la P-sous-structure de s*s en
gendrée par 
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Notons C%n la sous-catégorie de C* engendrée par Zw-1 - z( P(sn^))-
Si (x', x) €P(s'_.), on a a(x* ) = fi( x), 

d'où 
Puisque P ( s' «) appartient à U, l'ensemble Z„ , y appartient aussi, 
ainsi que Cn (proposition 5). Il en résulte que * C'n engendre une P-
sous-structure s'n de s * .s telle que P ( s'n) eVi. Enfin x £C^ a pour 
conséquence : 

où 

de sorte que C C Z . 
c- Par récurrence on construit de cette façon des suites (C.)^ ^ 

et (s'i)i€fl vérifiant les conditions ( 1 ) et (2) pour tout entier z + 0. 
En particulier 

et 
pour tout i 6N. D'après la proposition 5 , K = U C- définit une sous-
catégorie K ' de C*. Etant donné que K appartient à l'univers U, que 

et que P est dénombrablement /--engendrant pour 311, l'ensemble K '* K ' 
définit une P-sous-structure 5 de s* s. La proposition 4 affirme que K 
définit aussi une P - sous-structure ( K* ,s') de ( C ', s ). 

2°) Avec les mêmes hypothèses, supposons que ( C ' ,s") soit une 
sous-catégorie P-structurée de (C',s) telle que E C C et C € U . 
Comme C 1 est contenu dans C, on a C ̂  * C ' C C '* C ', et la P -sous-
structure s'j de s * s engendrée par C^*C^ est une P-sous-structure de 
la P-sous-structure s"*s" de s * s définie par C **C ". Soit /2 un entier, 
w > 2, et supposons prouvées les inclusions 

et F • pour tout i < n. 
C • étant une sous-catégorie de C ', on trouve 

par suite C , qui définit la sous-catégorie de C* engendrée par Z est 
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contenu dans C , et C'n * C*n C C •*Cde sorte que la P-sous-structure 
s'n de .s #s engendrée par Ĉ '* est une P-sous-structure de s"* s". Par 
récurrence ceci prouve que 

et 
pour tout entier n > 1. Il en résulte K = U C C C. Donc (K*, s' ) est 
une (X . i" ( p ) , P ) -sous-structure de ( C s ) engendrée par E. 

3°) Soit (( G^, sn))n € une suite de sous-catégories P-structurées 
de (C',s) telle que G C G„ . - 6 11 pour tout entier n. L'ensemble G 
réunion de ( Gn)n €^ appartient à l'univers V et définit une sous-catégorie 
G' de C* (proposition 5 ). Puisque (G^^G^)nç^ est une suite croissante 
de parties de C** C' telles que G^ * G^ appartienne à 11 et définisse une 
P-sous-structure sn*sn de s*s et que G ' * G ' = -U G^ * G^, il existe 
une P-sous-structure 5 de s * s vérifiant P(s) ~ G** G*, car le foncteur 
P est dénombrablement /--engendrant pour % . D'après la proposition 4, 
il s'ensuit que G définit une sous-catégorie P-structurée de (C',s), 
c'est-à-dire une ( X . 3 ( p )Q, P )-s ou s-structure de (C',s). Ceci montre 
que P est dénombrablement ()H,X.3fpJ )-engendrant. V 
PROPOSITION 7. Supposons que U 6 il, que P soit un foncteur à noyaux 
et à V-produits, dénombrablement r--engendrant pour % et que P fi E 0 6 II 
pour tout E € Vi. Si (C',s) est une catégorie p-structurée et r une rela
tion d'équivalence sur C, il existe une p-structure quasi-quotient de 
(C',s) par r. De plus 3" ( p ) est une catégorie à K '-limites inductives 
pour toute catégorie K • e 3 . 1 

A. La proposition sera prouvée si on montre que sont vérifiées les 
conditions des théorèmes généraux d'existence de structures quasi-quotients 
(corollaire 1, proposition 3-2 [4]) et de limites inductives (proposition 
4-3 [4]). 2 

l°)3(p) appartient à 'II. En effet, si on a: 

d'où car 11 est un univers. Il s'ensuit 
donc 
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2°) Le foncteur p étant fidèle, l'application 

où h_ est le graphe de p( h ), est une bijection de j(p ) sur une partie de 
3 " ( / ? ) 0 x 11 x 5"(p)Q . Par suite ?(p) est équipotent à un élément de 11 . 
Le foncteur P étant à / -produits pour tout / £ Il (corollaire 2, proposition 
7 - 2 ), il est aussi à /-produits, pour toute partie / de ?(p). 

3°) P est -engendrant, où X est l'ensemble des P~ 
monomorphismes stricts, en vertu de la proposition 6 . De plus p est à 
noyaux et tout noyau n dans p appartient à X (corollaire, proposition 
7-2); il s'ensuit X.nCX, car X définit une sous-catégorie de P ). V 
4. Transformations naturelles structurées. 
HYPOTHESE. Dans ce paragraphe, p désigne un foncteur d'homomor
phismes saturé ( %, p, H ' ). 
DEFINITION. On appelle transformation naturelle p-structurée un triplet 
T — (h9, t, h), où h et h' sont deux foncteurs p -structurés de même source 
(C', s'), de même but (C', s) et où t £ s . H . S'q est tel que ( p^(h') , 
p (t), pçf(h)) soit une transformation naturelle, dite sous-jacente à T. 

Si (C',s) et (C', s') sont deux catégories p-structurées, nous 
noterons 31 ((C', s), (C', s9)) l'ensemble des transformations naturelles 
p-structurées (h*, t, h) telles que h ait (C', s9) pour source, (C',s) 
pour but. 
PROPOSITION 1. Soient (C',s) et (C', s9) deux catégories p-struc
turées. L'application V associant à T € 31 ((C•, s), (C9 *, s9)) la trans
formation naturelle sous-jacente est une bijection de 31 ((C', s), (C9', s9)) 
sur un ensemble M définissant une sous-catégorie M ̂  de la catégorie 
longitudinale 31 (C ', C9' j00 des transformations naturelles entre foncteurs 
de C9' vers C'. 

A. Le foncteur p étant fidèle, v est une bijection de M9 — 
= 31 ((C•, s), (C9•, s9)) sur une partie M de 31 (C', C9'). Prouvons que 
M définit une sous-catégorie de 31 (C', C*") 1X1. En effet, supposons 
T = (h9, t,h) £ M9, où 
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et 
Notons ( F9, 6, F) la transformation naturelle V ( T) 6 M et i9 la p-injec
tion canonique de s'o vers s*, où p(s'o)=C^'. Le triplet (h,h.if,h) 
est une transformation naturelle p-structurée a33 T, et v( a1X1 T ) — 
= ( F, F , F) 6 M est la source de v(T) dans 31 ( C \ C9 ' )m . De même 

et v( /3mT) eM est le but de v(T) dans 31 ( C •, C • J 33 . Soit de plus 

et 
Le composé ©" = v ( Tf ) CD v f T ) est défini dans ït ( C ', Cf ' J 1X1 si, et 
seulement si, F 1 - F*, c'est-à-dire si, et seulement si, h ̂  — h9 ; supposons 
qu'il en soit ainsi. Alors 

où 
pour tout x e C9O*. Si a et b structurent les applications source et but de 
C', on obtient a. t9 = b . t, car p est fidèle et 

pour tout 
Si (( a, v), ( b, v9 )) est le produit fibre naturalisé canonique de ( a, b ) 
dans p, il existe un et un seul g es * s ,H . s9 tel que 

et 
et p( g) associe ( d9(x), 6(x )) à x 6 C9Q'. Il s'ensuit que le composé 

= k. g, où k structure la loi de composition de C', admet O*9 pour 
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image par p . Donc 
et 

de sorte que M définit une sous-catégorie de 
DEFINITION. Avec les notations de la proposition 1, la catégorie image 
de M 133 par la bijection inverse de V est notée 31 (( C *, s ), ( C9 ', s'))m 
et appelée catégorie longitudinale des trans formations naturelles p -struc
turées. 

Sa loi de composition est donc définie par : 

si, et seulement si 
où t*' est Punique élément de s . H . s' tel que 

pour tout 
Soit C * une catégorie, de loi de composition K . Nous notons 

C') la catégorie double des quatuors de C* (voir [6]). L'en
semble • C * des quatuors de C' est un produit fibre (non canonique) de 
(/<,/<) dans %, si C 6 TJ, le produit fibre naturalisé correspondant étant 
((/<,),(/<,/x*)), où ¡1 et \J} associent respectivement (y*, x ) et (x', y) 
à (y', x*, x, y) 6 DC *. Si (C', s) est une catégorie p -structurée et s'il 
existe un produit fibre dans p de (k,k), où k €s.H.s*s structure K, 
il existe aussi un unique produit fibre naturalisé ((k, m), (k, m')) dans p 
tel que ¡1 = p(m) et fi% = p (m'). Dans ce cas, nous désignerons par \Js 
le produit fibre de (k, k) source de m . 

Soit C ' une autre catégorie. Si © = ( F', 9, F) est une transfor
mation naturelle entre foncteurs de C ' vers C', l'application 

où 
définit un foncteur $0 de C * vers la catégorie latérale LJC'; l'appli
cation 0 -> O @ définit un isomorphisme de la catégorie 31 (C ' , C9 ')E=C sur 
la catégorie 5"( B C *, C9 ' )m des foncteurs de C ' vers B C ' considérée 
dans le théorème 7 , II [6 ] . 
PROPOSITION 2. Soient (C',s) et ( C9 ', s9 ) deux catégories p-struc
turées et supposons qu9il existe un produit fibre Ds de (k,k) structurant 
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• C*. // existe une bijection z de '31 (( C *, s ), ( C ', s')) sur l'ensemble 
^(Dsfs') des f SQs.H.s' tels que p(f) définisse un foncteur de C" 
vers B C ' . 1 

A. Reprenons les notations de la proposition 3-2 relativement 
à ( C •, s). 

1° Supposons T où 
et 

Notons 0 la ̂transformation naturelle (F', 6, F) sous-jacente à T et O 
le foncteur de C • vers Bc* associé à 0. Puisque 

et 
pour tout x € C et que p est fidèle, on trouve 

et 
où a , b , a' et b' structurent les applications source et but de C ' et 

o o o o r r 
de C *. Il existe des éléments /' et /" de s* s, H. s' tels que 

car (( ao> v), ( bQ, v')) est un produit fibre naturalisé dans p. Les appli
cations p(k.f') et p(k.f) associant respectivement à x e C les 
composés 

et 

et 

qui sont égaux, on a p(k.f') = p ( k . f ), d'où k . f = &./". Si (( k , m), 
( k, m' )) est le produit fibre naturalisé dans p définissant Us, il existe 
un unique / € Qs . H . s' tel que 
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l'application p(f) associe ( F9(x), 9(/3(x)), 9(a(x)), F(x)) à x € C, 
c'est-à-dire définit lefoncteur Donc / (Us, s9); posons / = z(T). 

2° Inversement, supposons / s3(Dst s9) et soient <ï> le foncteur 
de C • vers B C • défini par p( f) et (F*, 9, F) la transformation naturelle 
correspondante. Les applications p(v.m.f) et p(v'.m'.f) définissant 
respectivement les foncteurs F' et F, les triplets 

et 
sont des foncteurs p-structurés. Enfin U-p(t'), où t* — v .m9, f . z', 
i' étant la p -injection canonique de s' vers s9. Ainsi T9 — ( h9, t', h ) est 
une transformation naturelle p-structurée, et / = z( T9 ). Ceci prouve que 
l'application z : T -» z ( T) est la bijection cherchée. V 

1 DEFINITION. On appelle catégorie double p-structurée un triplet (K K°, s ), 
où ( K', K° ) est une catégorie double et où ( K' , s) et ( K°, s ) sont des 
catégories p-structurées. 

PR.OPOSITION 3. Soit ( C',s) une catégorie p-structurée. Si p est un 
foncteur à produits fibres finis, il existe une catégorie double p-structurée 
C CE C *, B C *, • s J, où Us est un produit fibre de ( k , k ) . 2 

A . Nous reprenons les notations de la proposition 3-2 relativement 
à (C', s). Le foncteur d'homomorphismes saturé p étant à produits fibres 
finis, il existe un produit fibre naturalisé (( k, m ), (k , m' )) dans p tel que 
p(m) et p(m9 ) soient respectivement les applications 

et 
de OC ' dans C. Posons fjs = a(m ). 

1°) Comme, par définition, on a 'k . ja - s — k . , il existe un 
unique d € Us .H . s tel que 

et 
Le composé a = dtv' .m' est appliqué par p sur l'application source 

de EEC*. De même b = d.v.m est appliqué par p sur l'application but 
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Notons (( a, v), ( b, v')) le produit fibre naturalisé canonique de (a, b) 
dans p, et soit s * 5 la source de "v. 

2°) On trouve a . v', m .v — b , v* .m . v', car p est fidèle et ces 
deux éléments de s . H . s * s sont appliqués par p sur l'application 

II existe donc f€s*s.H.s*s tel que 
et 

p{f) est l'application associant ( x*9, x ) à q. De même, comme a .v .m' .v — 
= b . v . m'. v', il existe /' €s*s.H.s*s vérifiant 

et 
et pif*) associe (x"' , xr ) à q. Puisque a(yn ) = /3(x*. x) et a(xm . x') = 
= J3(y), on obtient a. v .m . 17 = b . k , f et a . k. /' = b . v ', m*, v', de sorte 
qu'il existe des éléments g et g' de s * s . H , s~* s* tels que 

Les applications p(g) et p(g' ) associent respectivement à q les couples 
(y", x" . x ) et (x'" .x', y). L'égalité 

pour tout q 6CEC**LX]C* entraîne k . g — k . g'. Il en résulte qu'il existe 
un et un seul k eDs.f/.s* 5" tel que 
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et 
L' application p ( k ) associant ( y" , x'" . x' , x" . x, y ) à q , c'est la 
loi de composition de Q J C * . 

3°) Ainsi (LUC . • 5 ) vérifie les conditions de la proposition 3-2, 
et, p étant à produits fibres finis, c'est une catégorie p-structurée. Par 
ailleurs de l'égalité k. m — k.m', on déduit qu'il existe un et un seul élé
ment c de •s.f/.ds vérifiant 

et 
L'application p(c) étant sous-jacente à 1*isomorphisme canonique de 
FTC ' sur Q C , qui associe ( x1, y', y, x) à ( y', xf, x, y ), l'élément c 
est son propre inverse dans H'. Donc ( Q C n s j est une catégorie p-struc
turée, à savoir l'image de ( Q J C ' , Ds) par p( c). Au total ( Œ ] C \0C\rjs J 
est une catégorie double p-structurée, notée [J( C' , s) . V 

COROLLAIRE. Supposons que p soit à produits fibres finis et soient deux 
catégories p-structurées (C',s) et (C', s'). Il existe un isomorphisme 
de 3l((C', s) , ( C , s') J 1=1=1 sur une catégorie ayant pour ensemble sousja-
cent l'ensemble A des foncteurs p-structurés de ( C', s') vers fQC, QsJ. 

étant une catégorie p-structurée, l'application 

définit une bijection z' de A sur l'ensemble £(\3s, s* ) considéré dans 
la proposition 2 dont nous reprenons les notations. La catégorie cherchée 
est donc l'image de 31 ((C' , s), (C', s')) 00 par la bijection z'~\ z . V 

REMARQUE. En fait la première partie de la preuve de la proposition 3 mon
tre qu'il existe a et b structurant les applications source et but de m C 
dès qu'il existe un produit fibre de ( k , k ) dans p ; dans ce cas d, qui admet 
v'. m' pour inverse à gauche, est une p-injection; la classe des unités de 
m C ' définit alors une p-sous-structure SQ de [Js, à savoir le but de l'uni
que inversible d' de source 5 tel que p( d') soit la bijection y ~*y ̂  de C 
sur ( HJC' ) Les parties 2 et 3 de cette preuve montrent que, si de plus 
il existe un produit fibre de ( a, b) dans p , on a une catégorie double p* 
structurée (\JJC\ ̂ C',ns), où Us est le produit fibre de ( k, k ) dans p 
défini plus haut. 
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PROPOSITION 4. L'ensemble des transformations naturelles p-structurées 
est muni d'une structure de 2-catégorie (3l(pj^^f p )*) telle que 3l( p )ÜD 
soit la catégorie somme des catégories longitudinales 

et que t application y associant a la transformation naturelle p -structurée 
T la transformation naturelle sous-jacente définisse un foncteur double de 
(3l( p ) A=3, 3l( p )̂ ) vers la 2-catégorie des transformations naturelles asso
ciée à l'univers 11, laquelle est notée ( 31^,31^). 1+ 

A. y définit un foncteur fidèle de 3l( p )LU vers K00 . Soit T une 
transformation naturelle p-structurée ( h', t,b), où 

Si g est un foncteur p-structuré (( C, s), g , ( C ' , s')), le triplet (g . b', 
g. t ,g . h ) est une transformation naturelle p-structurée, appliquée par y 
sur p*f(g)y(T); nous la noterons gT. Si / est un foncteur p-structuré 
( ( C , s ), f, ( G ', s ) ) et si fo est le p -sous-morphisme de / de source SQ J 
de but sQl le triplet ( h'. f, t. fQ , h . f ) est une transformation naturelle p -
structurée appliquée par y sur y(T)ptf( f); désignons-la par T f. Consi
dérons sur 3l(p) la loi de composition partielle: 

ssi g . b est défini, où 7 

y définit un homomorphisme de 3l(p )* vers 31 puisque ( 3l[J-i, 31 f ) est 
une 2-catégorie et que p est fidèle, ( 3l(p )nn, 3l( p ) est aussi une 2-ca
tégorie, dite 2-catégorie des transformations naturelles p-structurées. V 

Nous allons montrer que, sous certaines conditions, les catégories 
longitudinales des transformations naturelles p-structurées sont canoni-
quement structurées. 
HYPOTHESE. Dans la fin de ce paragraphe, nous supposons donné un fonc
teur d'homomorphismes saturé p', de H*' vers 3lï, à produits fibres finis 
et à noyaux. Nous désignons par ( H' , D ) une catégorie p'-dominée, de ca
tégorie sous-jacente H ' , telle que, pour toute unité s' de H ' , le foncteur 
D(,,s') de H' vers H'' associant D(b,s') à h soit compatible avec les 

2 
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1+ 
produits fibres finis. Rappelons (voir |_5 J ) que, si ( K' , s) est une caté
gorie p-structurée, il existe alors une catégorie p'-structurée (( J. H. s'Jf, 
D( s, s')), notée D(( K' , s), s' ) , dont la loi de composition est: 

où 
ssi cet élément est défini pour tout x epf ( s ). 
PROPOSITION 5. Soient ( C , s') une catégorie p-structurée et (K , 
K° , s ) une catégorie double p-structurée. Il existe une sous-catégorie 
p'-structurée D((K' ,K° ,S),(C ' ,s')) de D(( K' , s ), s' ) définie par V ensem
ble A des éléments f de H tels que ( ( K° , "s), f,( C ' , s' ) ) soit un élé
ment de 3(p). 

A. Notons a, b et k (resp. a', b' et k' ) les éléments de H struc
turant les applications source, but et loi de composition de K° (resp. de 
C ) relativement à s (resp. à s') . 

1°) Le couple ( D ( a, s'), D ( s, a') ) admet un noyau canonique n 
dans p' , dont la source u est appliquée par p' sur l'ensemble U des 
/ es". H . s' tels que: 

Il existe aussi un noyau canonique n' dans p' de ( D ( b, s' ), D( s, b' )), 
et p' applique la source u* de n' sur l'ensemble U' des / €s. H. s' tels 
que b. f - f. b'. Comme p' est un foncteur d'homomorphismes saturé à pro
duits fibres finis, il existe un produit fibre naturalisé (non canonique) 
( ( n, n ), ( n', n')) dans p' tel que n.n soit la p' - injection canonique de 
ÏÏ vers D(s, s' ), où ~û est la pf-sous-structure de D(s~,s' ) définie par 
l'intersection de U et de {]' . Autrement dit p'( u) est l'ensemble {]" des 
f es. H. s' tels que p( f) définisse un homomorphisme entre les graphes 
sous-jacents à Cf* et à K° . 

2°) Soient ((a, v), (b, v')) et ((af, w), (b', w')) les produits 
fibres canoniques dans p . Par hypothèse 

est un produit fibre naturalisé dans p'. Posons 
et 
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En utilisant le fait que D est un foncteur de H' Xff* vers H ' , on obtient 

et, de même 

Puisque a'.w — b'.w' et n . n — n'. n', il s'ensuit 

de sorte qu'il existe un et un seul r€H'.u tel que 

et 
p'(r) associe à l'élément / de U " l'unique / */ tel que 

et 
La source S du noyau canonique dans p' du couple ( D ( s, k' ). n . n , 
D( k , s' *s' ) . r) est telle que p' ( S ) soit l'ensemble des feU" tels que 
/.£'=£.(/*/). Il en résulte p'( S) = A. 

4°) Soit J~( K° , C ' ) la catégorie des foncteurs de C ' vers K° 
associée à la catégorie double ( K' , K° ) par le théorème 7-II [6] . La 
bijection restriction de p' à A définissant un isomorphisme de la sous-
classe multiplicative A 0 de ( J. H . s' ) # sur î ( K ° , C ' ) , en fait A * est 
une sous-catégorie de ( "s. H. s' )*\ comme S est une p'-sou s- structure de 
D C~s, s'), il s'ensuit, d'après la proposition 5-2, que (A*, S) est une 
sous-catégorie structurée de D ( ( K ' , s ), s' ). V 

Notons p' le foncteur d'oubli canonique de la catégorie ̂ f(p') vers 
Jtl et p'° le foncteur (non fidèle) de 5(p' ) vers DR associant p'(f ) -
(C',1L,C''J à((C ,s),f,(C'\s')), oùf = p'(f). 
PROPOSITION 6 . Si p est à produits fibres finis, il existe une catégorie 
p'° -dominée ( 3" (p ), E ) telle que E(( C' , s), ( C*' , s' ) ) soit isomorphe 
à la catégorie p* -structurée D(d(C , s), ( C ' , s' )) associée à la catégo
rie double des quatuors de ( C' , s). 

1 
Considérons deux foncteurs p-structurés 

et 
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1°) Soit g*g l'élément de s*s.H.s*s appliqué par p sur une 
restriction de p ( g )X p( g ). Si k et k sont les éléments de H structurant 
les lois de composition de C* et G' respectivement, on a k. g*g- g. k, 
de sorte qu'il existe un unique élément l de H tel que 

et 
où ((k, m) , (k, m')) et ((k, m), (k, m')) sont les produits fibres natu
ralisés dans p définissant Qs et Ds. L'application p(I) définissant un 
foncteur double entre les catégories de quatuors de C' et de G' , 

et 
sont des foncteurs p-structurés. Posons f~D(l,g'). Si le composé h' %h 
est défini dans la catégorie B # sous-jacente à B~D(( m C ' . s ), s ' ). 
alors p' ( f)(h' mh )-l .(h* mh ) . g' associe à x e G' l'élément 

où l'on écrit t( x') au lieu de p(t)(x'), si t e H et x' e p(a(t)) . Il en 
résulte que / est sous-jâcent à un foncteur p-structuré f de B vers B' — 

2°) Soient A et A' les ensembles sous-jacents aux sous-catégories 
p-structurées 

et 
de B et B' respectivement. Si h appartient à A, alors p'( f)( h)-l .h .g' 
définit un foncteur p-structuré de ( Gf',sf) vers ( 0G Lis ), c'est-à-dire 
appartient à A' .Par suite il existe un p' -sous-morphisme D (g, g' ) de f 
de source A , de but A'. L'application ( g,g' ) "*D(g, g' ) définit un fonc
teur D' de 3(p)x3(p)* vers <5(p'). 

3°) Soit z_1 la bijection z' 1. z' définissant l'isomorphisme cano
nique (corollaire, proposition 3 ) de A # sur la catégorie 3l( ( C ' , s) , 
( Cr , s')) 1=1=1 dont on identifie les unités à des foncteurs p-structurés. Cette 
bijection définit un isomorphisme Z de A sur la catégorie p'-structurée 
E(( C' , s),( C , s' )) image de A par z l. Soit Z' T isomorphisme, défini 
de manière analogue, de A' sur E((G' ,s ),( G' , s')). L'application 

322 



CATEGORIES DE FONCTEURS STRUCTURES 43 

1 

(g'g') ~*z'-D(g>g')' Z~ 1 définit un foncteur E de $(p ) X<3r(p)* vers 
Jfp'J équivalente D' et p'° . E est le foncteur homomorphismes de ̂ (p), 
c'est-à-dire ($(p),E) est une catégorie p'° -dominée. V 
PROPOSITION 7 . Si p est à produits fibres finis, il existe une catégorie 
p'-dominée ($(p),E') telle que E1 ((C ' , s ), ( C ' , s' )) soit isomorphe à 
une p'-sous-structure de D( s, s' ) et il existe une transformation naturelle 
( E'. ( HJ X CD), r™, E' ), où CD est le foncteur g-»QDg de 3(p) vers 
5(p) et où P ' ( T W ( ( C , S),(C'\S' ))) associe CD g à g. 

A. Soient e =( C' , s ) et e' = ( C , s' ) deux catégories p -structu
rées; nous poserons m e - ( m C ' . s ). 

lo) Si g-(e,g,e') est un foncteur p-structuré, un foncteur p-
structuré CD g —( \J2e, Dg, CDe'J lui a été associé au début de la preuve 
de la proposition 6. Comme le foncteur sous-jacent à CE g est CD F, si 
F est le foncteur sous-jacent à g, l'application g-*CDg définit un fonc
teur CD de ( p ) vers lui-même. 

2°) Si C° est la catégorie discrète sur C, le couple ( C° , s) est 
une catégorie p-structurée, et è~(C°,C' ,s) est une catégorie double 
p-structurée. La catégorie p'-structurée D( è, e' ) que lui associe la pro
position 5 est de la forme ( A° , S), où A° est la catégorie discrète sur 
l'ensemble des h tels que ( e, h, e' ) soit un foncteur p-structuré et où S 
est une p'-sous-structure de D( s, s' ); notons / la p'-injection canonique 
de S vers D( s, s' ). Soit ( A'° , S') la catégorie p'-structurée construite 
de même à partir de CD e et de CD*?', et la p'-injection canonique de 
S' vers D (Os , C! s'j . Montrons qu'il existe un élément t( e, e') de H' , 
de source S , de but S*, tel que p' (t( e, e' )) associe Dg à g e A . Notons 
a, b, k et a', b', k' les éléments de H qui structurent respectivement 
les applications sources, buts et lois de composition de C* et de Cf*. 
Soient ((a, v), (b, v')) et ((a', w), (b', w')) les produits fibres dans p 
naturalisés canoniques, ((k, m), (k, m')) et ((k', n ), ( k', n')) les pro
duits fibres naturalisés définissant D-s et Hs'. Etant donné que l'on ob
tient D (a, s') . j = D (s, a'). j, les applications sous-jacentes aux deux 
membres associant respectivement a. g et g. a' à g e A, et que de même 
D (b, s') . j — D (s, b') . j , une démonstration analogue à celle de la propo-
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sition 5, partie 2, prouve qu'il existe un élément r de H' tel que 

et 
p'(r) associe g*g à g. L'égalité k. ( g*g ) = g. k' pour tout g entraîne: 

d'où 

et, de manière analogue, 

Il s'ensuit 

car 

Le foncteur D ( . , O s' ) étant compatible avec les produits fibres finis il 
existe un unique r' tel que 

et 
et p' ( r' ) associe à g 6 A l'élément Dg£ A' défini par 

et 
Puisque p'(r' )( A) est contenu dans A', il existe un unique élément r" 
de S'. H'. S tel que /'. r" — r', où /' est la p' -injection canonique de S' 
vers D ( Gs , • s' ). Nous poserons S - D" ( e, e' ) et r" - t( e , e' ) . 

3°) Si de plus h = (e,h,(C\ s)) et h' = ((C, s' ), h', e' ) sont 
des foncteurs p - structurés et si D"(e, ef) - S", l'image de l'application 
p' (D(h, h')) : g ~* h. g. h' est contenue dans p' ( S") , de sorte qu'il existe 
un p' -sous-morphisme D"(h, h') de D(h, h') de source S et de but S". 
L'application (h, h') -+D" (h, h') définit un foncteur de 3 (p) X̂ 1 (p)* 
vers H'' , que nous désignerons par D" . On a 

les applications sous-jacentes aux deux membres associant respectivement 
Uh.Ug.nh' et U(h.g.h') à g€Ay lesquels sont égaux. Donc T -
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( D"( njx Œl), t, D") est une transformation naturelle. 
4°) p' étant un foncteur d'homomorphismes saturé, il existe une 

équivalence T = ( E', y, D" ) telle que p'(y(e,e')) associe ( e , h, e') 
à h . Le couple p), E' ) est une catégorie p'-dominée et la transfor
mation̂  naturelle cherchée est U( LXJX fX)){JJ T LTir"1. V 
COROLLAIRE. La proposition 7 est aussi vraie si Von remplace partout 
UB par B , 

A. La preuve est analogue à la précédente, l'application p'( r' ) de 
la partie 2 ci-dessus appliquant aussi A dans l'ensemble des éléments de 
H sous-jacents à un foncteur p-structuré de B e ' = ( B c ' # > UJS') vers B e • V 
PROPOSITION 8 . Si p est à produits fibres finis et si ( H' , D ) est une ca
tégorie p'-dominée, où p' est à produits finis, (p ), E' ) et (%( p ), E ) 
sont des catégories fortement p'-dominée et p'°- dominée respectivement. 1+ 

A. Dire que (H' ,D) est fortement p'-dominée signifie que, si s, 
s' et ̂  sont trois unités de H ' , il existe un élément k( s, s' r s ) de H' 
de source D ( s, s* ) X D( sr, s) et de but D ( s, s) appliqué par p' sur une 
restriction de la loi de composition de H ' . Soient 

et 
trois catégories p -structurées. 

1°) Pour montrer que f 3"f p), E' ) est fortement p'-dominée, il suf
fit, vu la construction de E' à partir du foncteur D" donnée dans la propo
sition 7, de prouver qu'il existe un élément k'( e, e', ë) de 

vers 
appliqué par p' sur une restriction de la loi de composition de H ' . L'ima
ge p'(k(s,s',s))(p'(s)) étant contenue dans p'(s" j et s et s" étant res
pectivement des p'-sous-structures de D ( s , s' ) X D( s', s) et de D ( s, s~ ) , 
il existe un p'-sous-morphisme k'( e, ef, e ) de k(s,s',s) vérifiant les 
conditions voulues. 

3°) Montrons qu'il existe un élément h de 3"f p'J de source LXL1, 
où L - E( e, e' ), L' = E(er,e), debut L"—E(e,ë), appliqué par p' 
sur une restriction c de la loi de composition de la catégorie 31 (p) * (propo-

325 



46 EHRESMANN 

sition 4) à 31 ( e, e1 ) X 31 ( e', e); cet élément étant appliqué par p'° sur 
une restriction de la loi de composition de 3 ( p ), il s'.ensuivra que ( 3 ( p), 
E) est fortement p'° -dominée. En effet L , L' et L" sont isomorphes à 

notons 
et 

les isomorphismes canoniques. L'application c'= z*̂  .c.(z^XzJ^) asso
cie à (f,f) l'élément ( B( 6™. f ). {)•( f • tf,nD. f), où à'1313 est P élément 
de s'.H.Ds' tel que p ( a,CD)( y, y x, x ) = x et 6 E=D l'élément de 
de s . H . Qs tel que p ( b^) ( y', , x̂  , x' ) - y' (ceux-ci existent d'après 
la proposition 3). H nous suffit de prouver qu'il existe un foncteur p'-struc
turé h' = ( A " , b', A X A') tel que p' ( h' ) = c' ; l'élément h voulu sera alors 
Z". h' . ( Z XZ' r1. Or S étant la p' -sous-structure de D(ns,s') définie 
par l'ensemble des éléments de H sous-jacents à un foncteur p-structuré 
de e' vers EU, elle est identique à DH(^e,ef); de même 

et 
Soit t( e, e' ) l'élément considéré dans la proposition 7, de source Sy de 
but D"(]^e,Qe9). Les triplets a' = ( e', a,rn, B*' ) et b - ( e, b*33, B<? ) 
étant des foncteurs p-structurés, il existe des éléments S X D" ( a', e ) et 
( t( e', e). D"(b, e'))X S' de source S X S', de but SXDn( e'.'ê) et 

respectivement. Posons 

g et g' sont des éléments de H' de source S X S' ,de but .D"( n e >e)> et 
les applications p'(g) et p''(g') associent à ( f, f ) respectivement 
• ( b^. f ). f et /'. atŒ1. (; ces derniers éléments étant composables dans 
A"*'et le foncteur p' étant fidèle, il s'ensuit a*, g - b*. g', où a9 et b* 
sont les éléments de H' structurant les applications source et but deA"#. 
Par suite il existe un unique élément g" de H' tel que 

et 
où ff a9, v*), ( b9, v'*)) est le produit fibre naturalisé canonique dans p'. 
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Si k9 est l'élément de H' structurant la loi de composition de l'élé
ment h' = k9. g" est tel que p'(h') = c'. Comme ( 3l(p3l(p) • ) est 
une 2-catégorie, c définit un foncteur de 3l( e, e' )öf3X 3l( e', ë)0*3 vers 
3l( e, ë J™; a fortiori c' définit un foncteur de A#XA'f vers A"*. Donc 
( A" , h', AXA' ) est un foncteur p'-structuré h*. V 

Supposons maintenant que p-pf et que ( C ' , s') est une catégo
rie p-structurée, notée e', telle que le produit sXs' dans p soit défini 
pour toute unité s de H ' . Il existe alors un foncteur X ; /'-* fX s' produit 
canonique par s', de H' vers H '. D'après le corollaire de la proposition 
7-2, il existe également un foncteur X' de 5"( p ) vers 3 Y p ) , produit ca
nonique par e*. 
PROPOSITION 9 . Supposons que D(.,s') soit un joncteur coadjoint de 
X, le X-éjecteur associé à une unité s de H étant de la forme ( j( s), 
D(s,s')), où p(j(s)) est l'application d'évaluation ( f, x ) ~» p ( f)( x); 
alors le foncteur X' admet E ( . , ( C ' , s') ) pour coadjoint. 1 

Soient e — (C',s) une catégorie p-structurée, 

nous notons Z-(L,zvA) l'isomorphisme canonique de A sur L et u — 
(B,u,A) la p-injection canonique de A vers B = D(( QjC* , Us), s') . 
Enfin (( k , m ), (k , m' ) ) est le produit fibre naturalisé définissant Os. 

1°) Si X" désigne le foncteur F ^ F X C ' de ï vers J, on sait 
(voir par exemple [2] ou [7]) qu'il existe un X"-éjecteur (J,3l(C, 
C' )no) tel que / soit le foncteur de 31 ( C , C ') m X C ' vers C ' asso
ciant à ( T, x ) l'élément T'( x) - F' ( x). t( o), si T = (F', t, F) et si x 
est un élément de C de source o. Par ailleurs l'injection v (proposition 
1) associant à une transformation naturelle p-structurée la transformation 
naturelle sous-jacente définit un foncteur N de 3l( e, e')Œ2 vers 3l( C' , 
C'jm. Si l'on pose 

l'application p( j' ) est sous-jacente au foncteur / . ( N X C ' ) t de sorte 
que /' = (e , j', X' ( L ) ) est un foncteur p -structuré. 
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2°) Montrons que (L, j') est un X'-éjecteur. En effet, supposons 
que / = (e, f, X'(ê)) , où ê = (G s) , soit un foncteur p-structuré, et soit 
F le foncteur de G'xC' ' vers C' sous-jacent. Il existe des catégories p-struc
turées (HO G ' , • S J et (Œ)(G' X C'), D(sX s')) ; soient k, k* et k " 
les éléments de H structurant les lois de composition de G , de C' et 
de G'XC' relativement à s, à s' et à sXs' ; comme k" est un produit 
de (k, k'), d'après le théorème de commutativité des produits et produits 
fibres, le produit fibre •(sXs') de (k", k") est un produit de (• s, Os'). 
Il existe donc un g e •(s X s'). H . (• 5 X Ds') inversible tel que p( g) 
associe 

à 
D'après la preuve de la proposition 3, il existe aussi des éléments d et 
d' de H vérifiant les conditions: 

et si 
et si 

Enfin il existe •/ e • s . H . Dfs X s') tel que p(Uf) soit T application dé
finissant le foncteur 0F. Posons /' = •/. g. (dX d'); puisque /' appar-
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tient à Ds . H. X( s), il existe un unique h € D( Ds, s' ). H. s tel que /' = 
j(Us).(hXs' ). Cette relation entraîne 

où 
si xeG et x'eC. Autrement dit p(h(x)) est l'application 

où f(£)=p(f)(£) et où cx est l'application de C dans EG' constante 
sur %6, \> et i>' les sources de x et x', v et v' leurs buts. Etant donné 
que p ( d') et c x définissent des foncteurs de C ' vers B ^ ' ' et vers B G ' 
respectivement, que p(g) définit un isomorphisme de B ^ ' x B c ' sur 
gfG'xC'J et p(Df) le foncteur 0 F , le triplet (\̂ e, h(x), e') est un 
foncteur p -structuré, c' est-à-dire h ( x ) appartient à A pour tout élément 
x de G ; par suite, S étant la p - sous-structure de D( Cs, s') définie par 
A , il existe un unique élément h' de S. H. s tel que u.h'-h. Posant 
l ~ z v h', on voit que l'application v.p(l) est sous-jacente à l'unique 
foncteur F' de G' vers ïi( C\ G' ' tel que J . ( F' X C ' ) = F. Il s'en
suit que p(l) définit un foncteur de G* vers la catégorie 31 ( e, e' ï0*3 
sous-jacente à L; a fortiori / — (L, l, e) est un foncteur p-structuré. Si 
À. est le foncteur p cz( I ) sous-jacent à / , on trouve 

d'où, p J étant fidèle, j'. X' ( l) - f . Enfin si /' = ( L , V, ~e) est un fonc
teur p-structuré tel que /'. X'( V ) — f, le foncteur A.' sous-jacent à /' vé
rifie / . ( N XC" ). ( k' X C' ' ) = F, ce qui implique N. V = F' = N. K donc 
/V= A' et / = /'. Ceci prouve que f L , /' ) est un X' -éjecteur; nous le note-
ron s V ( e ) . 

3°) Soit Y le foncteur coadjoint de X' construit à partir des éjec
teur s V(e). Soient q = (ê,q,e), où e-(C' ,s), un foncteur p -struc -
turé, V ( ë ) - ( L', j7' ), J" =(ët j", X'( L')), Z' = ( L',z[, A') l'isomor-
phisme canonique sur L' de A' = D ( • ë, e' ) et û~' = ( B', u', A' ) la p-in
jection canonique de A' vers B' - D( HJë, s'). Si ((k ,m ), (k ,m') ) est 
le produit fibre naturalisé définissant Qs et si Oq est l'élément de H 
de source • s , de but • s , as socié à on a k. m. [Jq — q.k .m. Comme 
D (. , s' ) est le foncteur coadjoint de X associé aux X-éjecteurs de la for-
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me (D( s, s' ), j(s)), l'élément D(Uq,s') vérifie 

D'après la preuve de la proposition 6, il existe un p-sous-morphisme q" 
de D( • q, s' ) relativement à ( u', u) et l'on a E ( q, e' ) ~ q' -( L', q',L), 
où q' - z\ . q". z" 1. Il s'ensuit 

Par conséquent qf est l'unique foncteur p-structuré tel que /". X'( q' ) ~ 
q. /', ce qui signifie que q' - Y( q) . V 
COROLLAIRE. Avec les hypothèses de la proposition 9 et si C" est dis
crète, D( e, s' ) est une X* - structure colibre associée à e, pour toute ca
tégorie p-structurée e. 1 

A. Soit e - (C' ,s) une catégorie p-structurée. Reprenons les no
tations de la preuve précédente et posons c - D(k . m, s'). u. Comme C 
est discrète, l'application / ~>k . m . f définit un isomorphisme de A # sur 
(s.H.s')*. De plus, si d est P inverse à droite de k. m tel que p(d) 
soit l'application x _» (proposition 3 ), p ( D ( d, s' ))( s .H. s' ) est con
tenu dans A et, u étant une p-injection, il existe un d' tel que u. d* -
D ( d, s' ). Ce d' est l'inverse de c dans H ' . Donc c est sous-jacent à 
un isomorphisme c de A sur L' = D ( e, s' ). Il en résulte que le couple 
(L'ij'.Z.c1) est aussi un X'-éjecteur. V 

Rappelons [8] qu'on appelle catégorie cartésienne fermée une ca
tégorie H ' à produits finis telle que, pour toute unité s' de H ' , un fonc
teur produit par s' ait un coadjoint; ce dernier est alors compatible avec 
les produits fibres finis. 
PROPOSITION 10.. Si H est une catégorie cartésienne fermée dont un élé
ment final O est un générateur et si p est un foncteur d'homomorphismes 
saturé à noyaux équivalent au foncteur 7] de H' vers % associé au gé
nérateur O, alors 5"(p ) est une catégorie cartésienne fermée. 

Puisque T) est à produits, p est aussi à produits fibres finis. 
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D'après [8] H' est une catégorie monoîdale fermée et on peut choisir 
pour toute unité s' un foncteur coadjoint D(. , s') du foncteur produit ca
nonique par s' dans p de sorte que D( . , s') soit le foncteur partiel as
socié à une catégorie p -dominée (H' ,D) vérifiant les conditions de la 
proposition 9. H s'ensuit que 3(p) est une catégorie cartésienne fermée. V 
REMARQUE. D'après la preuve précédente, les hypothèses de la propo
sition 10 équivalent à dire que ( II' , p ) est un couple fermé au sens de 
[9] (mais ( 3(p) , p ) n'en est pas un, car l'application sous-jacente à 
un X'-éjecteur n'est pas l'application d'évaluation). Par suite cette pro
position entraîne par exemple que la catégorie des foncteurs quasi-topo-
logiques [5] (resp. ordonnés) est une catégorie cartésienne fermée . 
Par contre ses hypothèses ne sont pas remplies si H" est la catégorie 
des foncteurs. Nous montrerons cependant dans un prochain article que 
la catégorie des foncteurs doubles est une catégorie cartésienne fermée. 
Plus généralement nous montrerons que la catégorie des foncteurs struc
turés [ 5 ] associée à une catégorie monoîdale fermée est fermée. 
5 . Groupoi'des structurés. 

Soit p un foncteur d'homomorphismes saturé de H' vers % , 
DEFINITION. On appelle groupoïde p -structuré une catégorie p -structu
rée e — ( C , s ) vérifiant la condition suivante: C ' est un groupofde, 
et il existe un élément / de s. H. s, dit morphisme d'inversion de e, 
tel que p( I) soit l'application d'inversion % - » 1 . 

Comme p( I) est une bijection qui est son propre inverse, et comme 
p est fidèle, / est son propre inverse dans H ' . 

Nous désignerons par p ) la sous-catégorie pleine de CJ( p ) ayant 
pour objets les groupoides p - structurés, par q le foncteur de § ( p j vers 
Jli restriction de p. 
P RO POSITION 1 . q est un foncteur d'homomorphismes saturé. 

A . Comme p est un foncteur d'homomorphismes saturé ( proposi
tion 4-2), il suffit de montrer que la catégorie p-structurée e' image d'un 
groupoîde p - structuré e — ( C' , s) par une bijection / est un groupoide 

1 

Ci 

3+ 
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p -structuré. Orson morphisme d'inversion est h.l.h ' , où I est le mor-
phisme d'inversion de e et h l'inversible de H. s tel que p(h)-f. V 
DEFINITION. Si e est un groupoide p-structuré, on appelle sous-groupoide 
p- structuré de e une sous-catégorie p-structurée e' de e telle que e* 
soit un groupoicle p -structuré. 

§( p ) étant une sous-catégorie pleine de p ) , un sous-groupoîde p-
structuré de e est a fortiori une q- sous-structure de e . 
PROPOSITION 2. Si e - ( C ,s) est un groupoide p-structuré et e1 -
( C ' , s') une sous-catégorie p -structurée de e telle que C' soit un 
groupoi'de, alors e' est un sous-groupoide p - structuré de e. 

A. Soit / le morphisme d'inversion de e. Puisque l'application 
d'inversion de C ' est une restriction de p( I) et que s' est une p-sous-
structure de s , il existe un p-sous-morphisme /' de / tel que p(I') soit 
l'application d'inversion de C ' . Donc e' est un groupofde p-structuré. V 
COROLLAIRE. Si e-(C',s) est un groupoide p - structuré, si C est un 
sous-groupoide de C tel que C , C'̂  et C''*C définissent des p-
sous- structures de s, de s et de s*s respectivement, alors C définit 
un sous-groupoide p -structuré de e. 

Notons / le foncteur injection canonique de §f p) vers p ). 
PROPOSITION 3. Soit G un foncteur de K' vers Q( p ) ; posons l.G = 
F. Si F admet une limite projective e, celle-ci est aussi une limite pro
jective de G. 

A. §( p ) étant une sous-catégorie pleine de *3~ ( p), il nous suffit 
de montrer que e — ( C' , s ) est un groupoide p-structuré. Pour toute unité 
u de K' , soit I(u) le morphisme d'inversion de F( u) — ( C su). Le 
triplet / — ( F, l, F ) est une transformation naturelle; en effet, si / est 
un élément de K . u de but W , on a F( /'). I( u) = l( u' ). F( f') , les appli
cations sous-jacentes aux deux membres étant identiques, car p(F(f)) 
définit un foncteur de C'u vers C'ut . Si T - ( . F, t, s ) est la limite 
projective naturalisée canonique, il existe un unique Ies.H.s tel que 
TI = /DDT et que p( 1 ) soit l'application d'inversion de C*. Donc e 
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est un groupoîde p-structuré. V 
COROLLAIRE. Si p est à K' - limites projectives, q est à K' - limites 
projectives. 

Ceci résulte des propositions 3 et 7-2 . 
PROPOSITION 4. Avec les hypotheses du paragraphe 3 et si P est dé-
nombrablernent s--engendrant pour 3lï, le joncteur Q de §(PJ vers % 
est dénombrablement (%, X'. §( p ) )- engendrant, où X' est V ensemble 
des P- monomorphismes stricts appartenant à 

A, La preuve est analogue à celle de la proposition 6-3, en y 
remplaçant partout les catégories p-structurées par des groupoîdes p-
structurés, et en prenant pour C : le sous-groupofde de C* engendré 
par Zt_x. V 
COROLLAIRE. Supposons les conditions de la proposition 7-3 vérifiées. 
Alors q est un joncteur à structures quasi-quotients, §f p ) est une ca
tégorie à K'- limites inductives, si K appartient à TJ; enfin 3r(p)est 
est une catégorie à §f p )-projections. 

A. J ( p ) appartenant à ti (preuve de la proposition 7-3), Q( P ) y 
appartient aussi. Par suite, comme dans la proposition 7-3, on peut appli
quer les théorèmes généraux d'existence de structures quasi-quotients, 
de limites inductives et de structures libres de [4 ] . V 
DEFINITION. On appelle groupoîde double p-structuré un triplet ( K' , 
K° , s ), où ( K' , K0 ) est un groupoîde double et où ( K ' , s ) et ( K° , s) 
sont des groupofdes p -structurés. 
PROPOSITION 5 . Si e - ( C' , s) est un groupoîde p-structuré, la caté
gorie double p - structurée [Je (proposition 3-4) est un groupoîde double 
p-structuré, si p est à produits fibres finis. 

A. ( CGC' , B c ' ) est un groupoîde double. L'application d'inver
sion de UJ C ' associe à u - ( y', x', x, y ) le quatuor ( y, x'"1, x"1, y' ) . 
Reprenons les notations de la preuve de la proposition 3-4, partie 1, et 
notons / le morphisme d'inversion de e. Comme 

b . I. v'. m — a. v'. m = a. k . m — a. k . m' = a . v'. m', 
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il existe un unique h tel que 
et 

et p( h) associe (y, x~x) à u. Il existe aussi un unique h' tel que 
et 

car 
a .{. v. m1 — b . v. m' — b.k.m' — b .k .m — b. v. m . 

Les applications sous-jacentes à k.h et à k. h' associant à u respec
tivement y.*"1 et x'~\ y', elles sont identiques. Il s'ensuit k. h - k. h'. 
Donc il existe un unique / tel que 

et 
et p( I) est l'application d'inversion de Q~C* . Ceci montre que LT]e est 
"in groupofde p-structuré. Il en est de même pour sa catégorie p-struc
turée image (je. V 
PROPOSITION 6 . Si e est un groupofde p-structuré et e' une catégorie 
p-structurée, la catégorie 3l( e, e' ) ^ est un groupoide. 

A. Soit T - ( h', t, h ) un élément de Ti( e, e' ). Si / dénote le mor-
phisme d'inversion de e , alors T' - ( h , I. t, h' ) est une transformation 
naturelle p-structurée; T' est l'inverse de T dans 3l( e, e'les 
transformations naturelles sous-jacentes à T et à T' étant inverses l'une 
de l'autre dans ïl™. V 
COROLLAIRE. La sous-catégorie pleine de 31 ( p ) f ayant pour objets les 
groupoïdes p - structurés définit une sous-catégorie double de la catégo
rie double ( 3l(p)n3 , 3ï(p)*). 
HYPOTHESE. Nous supposons maintenant remplie l'Hypothèse du §4. 
PROPOSITION 7. Si è - ( K' , K° , s ) est un groupoide double p-structu* 
ré et e' — ( C ' , sr ) une catégorie p-structurée, D(è, e* ) est un groupoide 
p' -structuré. 

A. D(( K' , s ), s') est un groupoide p'-structuré, son morphisme 
d'inversion étant D ( l, s'), où / est le morphisme d'inversion de ( K ' , s ). 
Puisque D(è,e') est une sous-catégorie p'-structurée ( A%, S ) de 
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D(( K', s), s') et que A* est un groupoide isomorphe au groupoide (pro
position 6) K°, s), e' ) , la proposition 3 affirme que D( è, e' ) est un 
groupoide p-structuré. V 

1 

COROLLAIRE. Supposons p à produits fibres finis; il existe une caté
gorie q'° -dominée ( §( p ), G ) , où G est une restriction de E et q'° la 
restriction de p'° à Si (H' ,D) est fortement p'-dominée, alors 
(Q(P )> G) est fortement q,Q-dominée, si p* est à produits finis. 

A. Soient e et e' des groupoîdes p-structurés. Puisque E( e, ef ) -
-D(\Je , e') et que He est un groupofde p-structuré (proposition 5), 
E( e, e' ) est un groupoide p'- structuré. Il existe donc un foncteur G de 
§TpJxg(pj* vers §(p') restriction de E . Le corollaire résulte des 
propositions 6-4 et8-4,§(p'J étant une sous-catégorie pleine delà 
catégorie ( p'). V 
PROPOSITION 8. Soit e* un groupoide p-structuré. Si les conditions de 
la proposition 9 -4 sont vérifiées, le foncteur de §( p ) vers §( p ) pro
duit canonique par e' admet G(. , e') pour coadjoint. 

A. Ceci résulte de la proposition 9-4, car G(. , eT ) est la restric
tion de E ( . , e ' ) à la sous-catégorie pleine §( p ) de î ( p ). V 
COROLLAIRE. Si les hypothèses de la proposition 10-4 sont vérifiées, 
§( p ) est une catégorie cartésienne fermée. 
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C O M M E N T S ON PART M M 
by Andrée CHARLES EHRESMANN 

INTRODUCTION 
The general comments aim to point out necessary corrections, mo

tivations, more intuitive or stronger statements, connections between the 
papers and other literature, subsequent developments and possible prolong
ations. 

The following Synopsis contains a motivated summary of the reprint
ed papers and may be used as a «guide » for the reading of the papers and 
of the main Comments. 

The style and terminology of the papers evolved from the first one 
( 1963) to the last one (1969); they were intended to be as rigourous as 
possible even if heavy. 

The essential difference with common notations comes from the way 
morphisms are written : If C is a category, the set of morphisms from e to 
e' is denoted by e'. C. e or Homfe\ e), with the right object e at the 
right (and not Homf e , e') as is usual). This notation (we dropped with 
regrets in our last papers because it confused outsiders) is perfectly co
herent when diagrams are drawn from right to left 

so that the composite g./ is in the same order as on the figure. 
Similarly, a map (or functor, ... ) h : E -* E' is denoted by the triple 

(Er, h , E ) (with its domain E at the right), where h is its graph or the 
onto map x[*h(x). If F and F' are functors, a natural transformation 
T: F^> F' is represented by (F\ T,F). 

Other characteristic notations are the following ones : 
Categories are thought of as «classes* equipped with a composi-
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tion ; so they are named by their morphisms instead of their objects : the 
category )H of maps, J of functors, ... (and not Set, Cat, ... ). 

- A category is often denoted by C , where C is the class of its mor
phisms and «.» the symbol of its composition; C0' is the class of its ob
jects (often identified with their identities and called «units»). The dom
ain and codomain are suggestively called source and target (a morphism 
being looked at as an arrow), and denoted by a and /3 . 

- In the category % of maps (or of sets), the canonical limits are: 
the cartesian product, the equalizer (called kernel) of two parallel mor
phisms as a subset of their source, the pullback as a subset of a product. 

In the Comments, we try to avoid ambiguous notations, and general
ly standard terminology (e.g. Mac Lane's [74] ) is adopted. 

English language is used, except for the terms in French to be re
placed in the original papers : I hope this may make Charles' papers ac
cessible to a wider audience. 

CONVENTIONS. 
The symbol Y.X preceding a comment means that it is the X com

ment on page Y . The number X is to be found in the outer margin of page 
Y , beside the line or just after the paragraph which the comment is about. 
Sometimes X is followed by the symbol : 

1 warning of real flaws or omissions, 
+ indicating more substantial addenda. 

For instance, 55.2+ points out the second comment on page 55, which is 
not just a brief remark. 

Numbers between / / refer to the Liste des Publications de Char
les Ehresmann at the beginning of the Volume, numbers between square 
brackets to the final Bibliography. 

Read ... instead of is abbreviated into R. ... i.o. . 
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GENERAL COMMENTS 

ON /57/: CATEGORIES DOUBLES ET CATEGORIES STRUCTUREES. 

This Note is developed in /63/ where more comments are given. 

1.1. E. quadruplets i.o. quatuors . 
1.2. B . k . h i.o. k , h . 
1.3. /3 is too small and too high. 
1.4. P. C Q i.o. C Q . 

1.5. F. i.o. C . 
1.6. This definition does not agree with the usual one /73, 122/ in which 

a left ideal J (or sieve ) of C is a sub-class of C such that J .C C J, 
2.1. For the definition of species of structures and hypermorphisms cat

egories ( introduced in /47/ ), cf. /63/, I, 2-3 and Comment 25.2. 
2.2. P. une sous-catégorie de la i.o. la (cf. /63/, Théorème 6-II ). 
3.1 1 This proposition is not correct: the class of double functors is not 

closed by the source and target maps. 
3.2. P. C* i.o. C . 
3.3. For the definition of a hornomorphisms category, cf. page 28. 
3.4. P. C i.o. C . 
3.5+ Conditions 2 and 3 are not strict enough; they are modified in / 63 / 

(and in subsequent papers), where sf is required to be a sub-struc
ture of the product sXs on K (and this led to the formal definition of 
sub-structures in /63/, refined in /69, 66/). Both notions coincide 
if there exists a sub-structure on K , i.e. if there exists a pullback 
of (a»j3) in K . Cf. Comment 55-2, where motivations are also given. 

ON /58/: CATEGORIE DOUBLE DES QUINTETTES, APPLICATIONS 
COVARIANTES. 

This Note is developed in /64/ to which we refer for comments. 

5.1. R. sous-2-categorie i.o. sous-categorie . 
6.1. The symbol x is confusing (it also denotes the product, cf. lines -2 
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and -3); in /64/ it is replaced by • , and in more recent papers • and 
x are denoted m and B , and called the horizontal and vertical com
positions, following Gray [40] . 

6.2II The last sentence is erroneous ; indeed : 
- the class of objects of Q-(H) is not inc luded in Q'(S) , 
- the restriction of ~q to Q'(§) is not a hypermorphisms functor, be
cause there may exist a quintet (i.e. a square of the 2-category Jlat ) 

with F in S and image of a morphism of Q"(S) which only lifts into 

in S , with different targets for G and . 
This result is corrected in /64/, Corollary of Theorem 3-

6.3. F. amV i.o. 
6.4. A naturalized functor of C is an endofunctor equipped with a natural 

transformation 0 : / = > F. They are introduced in /52/ in view of 
axiomatizing Bourbaki's scale of sets and «structure» [12]. 

7.111 If p is not faithful, this map may not be defined, since the equality 
pF(f) = pF(f) may not imply p'$'F(f) = p'Q'F(f). 

8.1 + r is formed by the pairs (f,h) where /: e -> e' in £ and h is in 
F(e) . Now •(rQ,a1r) is a double category whose 1-morphisms for 
the two compositions are included in F . It follows that F is a double 
category, the compositions being defined by: 

and h lh exists in F(eJ. 
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ON /61/: STRUCTURES QUOTIENT ET CATEGORIES QUOTIENT. 

This Note is developed in /66/ to which we refer for comments. 
10.1. This notion is more general than in /63/. 
10.211 For some of the following examples it is necessary that 3HQ be also 

closed by quotients and by countable coproducts ( cf. Comment 155.1). 
10.311 The explicit characterization is good, but not the definition: Z must 

be the unique functor 
such that 

and a K ̂-projection (usually called a reflection in H ̂  ) is a ({ z \ , Z)-
surjection; cf. /66/ page 152, where the correct definition is given. 

10.4. R. isomorphe i.o. équivalente . 
10.5. R. un isomorphisme i.o. une équivalence . 
11.1. (G'vy,G') i.o. ( G j_, y , G') . 
12.1. K. isomorphe i.o. équivalente . 
1 2.2. Cf. /66, 100/ . 

ON /82/ : QUASI-SURJECTIONS ET STRUCTURES QUASI-QUOTIENT. 

13.1. R. B i.o. 3 . 
15.1. R . ft ;ona C 5( i.o. Ml ; on a p T" C X . 
15.2. R. i.o. $'(P) . 
15.3. This definition is introduced because there is no good characteriza

tion of a structured sub-category of (C , s) whose object of morphisms 
is not a sub-structure of 5 . 

16.1. For other results on quotient topological categories, cf. /667 92/. 

ON /83/ : QUASI-CATEGORIES STRUCTUREES. 

This Note summarizes Sections 7- 8 of /100/ where more comments 
are given. 
18.1. It would be sufficient that p creates pullbacks. 
18-2. R- /„ fl i.o. in h • 
19.1. R. pfi i.o. p«T» . 
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19.2. In other terms, h( e ) is a free object generated by e with respect to 
the forgetful functor $'(p ) -* §(p ) . 

20.1. R. r(C) and L[C] i.o. r(C) and L[C] . 
20.2. K'(p) is defined in / 82/ , Section 4. 
2 0.3. is formed by the functors mapping everything on identities. 
20.4. R. i.o. p . 
20.5. For the definition, cf. / 100/, Comment 277.5 • 
20.6. A proper sub-category is defined in /55, 122/ ; cf. also /66/ Com

ment 163.3 . 
20.7. This is done in /89, 90, 95, 96/ . 
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ON /63/ : CATEGORIES STRUCTUREES. 

21.1. This notion of sub-structure is simplified in subsequent papers /61, 
66, 69/ , where it is freed from any order on £ . 

2 1.2. Structured categories are, in a more modern language, internal cat
egories in a concrete category K , such that the «internal» source, tar
get and composition be applied on those of a usual category by the con
crete functor p ; H -> S-ei (cf. Comment 55.2). 

22.1. A faithful set-valued functor is right solving iff it creates canonical 
equalizers ( cf. Comment 221.2 ). 

2 2.2. This second part has not been developed, but only sketched in four 
Notes /89, 90, 95,96/ . 

22.3. R. e 1 i.o. e T . 
2 2.4. This identification must be considered as an abbreviation, not as a 

formal operation (cf. /100/, Comment 211.1). 
2 3.111 «c*est-dire» is not correct: if fz exists, then affJ-Pgfz) ; but 

the converse is not true. For instance, if is the groupoid of isomor
phisms of C , the assertion is valid only if the acting category is C 
itself. Hence the notion : 

Strong species of structures : It is a species of structures in which 
the acting subcategory contains each / whose source is in it; equival-
ently, the composite fz exists iff a(f) = PQ(Z ). 

Strong species of structures are characterized by the axioms 1, 2, 3, 
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4a (but not 4b) for an acting category (cf. Remark 2, page 25). The 
corresponding functor p ; S -* C from the hypermorphisms category sat
isfies the condition ( somewhat stronger than condition (E) page 24): 

is a pullback; in a more up to date language, this means that p is a 
discrete opfibration. Conversely, each discrete opfibration determines 
a strong species of structures. 

24.1+ The set'theoretical assumptions are not explicit (cf. also /66/ Com
ment 155.1 and /100/ Comment 211.2). Charles was very conscious of 
the problem. For instance he suggested such foundational questions as 
a subject of thesis to Houdebine [55], pointing out Quine's theory of 
types [87] which he thought in agreement with his ideas on type func
tors / 52/. Later on he was much interested by Lawvere's categorybas
ed theory [64] . 

In fact, Charles* conception on this subject evolved from 1957 to 
1967: in /47/ he wanted to speak about «the category S of all sets » 
whence the (not too formal) distinction between classes and sets, as 
in Bernays Godel theory [10]. In / 55/ and in this 1963 paper, logical 
problems are avoided thanks to the use of a «class TUQ of classes »; 
Charles thought of MIQ as a «large enough » variable set (and the word 
class is used to indicate no particular set theory is adopted), on which 
conditions are added when necessary (for instance, №Q is closed by 
products and subsets in Part II). In /66, 100/, MIQ must be closed by 
quotients and by countable coproducts. From /109/ on, 511Q becomes a 
universe. 

Notice that the letter M was really chosen to stress the variability 
of the class (in Geometry, a variable point is often denoted by M ...); 
but we thought of two other interpretations of this letter: «Mengen» in 
German, «maps» in English, and this last one is well suited since our 
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later texts are written in Fnglish and we liked to name a category by 
its morphisms instead of its objects. 

25.1+ Motivations for (internal ) actions : 
Charles first met (topological or differentiable ) actions of categories 

(more precisely, of groupoids ) in his theory of fibre bundles : In /28/ 
in 1950, he shows that, if E is a fibre bundle, the groupoid S of iso
morphisms from fibre to fibre, equipped with its canonical topology, acts 
(continuously) on the total space of E , and the associated to E fibre 
bundles are those spaces on which S acts . So /50/ the category of fi
bre bundles is equivalent to the category of actions of «locally trivial 
groupoids» which are some concrete internal groupoids in the category 
of topological spaces. The category of principal fibre bundles is equi
valent to the category of locally trivial groupoids. 

Almost simultaneously /39/, he came upon «local species of struc
tures» (i.e. internal species of structures in the category of local clas
ses), in his attempt to unify the treatment of structures defined by a 
« gluing together » process. 

In 1957, these examples led him to introduce acting categories and 
species of structures /47/. He choosed this last term by reference to 
Bourbaki's species of structures, whose «transport by isomorphism of 
structures» is so axiomatized ; indeed, at that time, Charles was most 
preoccupied by «good» definitions of structures. 

In /47/, he proves the equivalence between the notions: species 
of structures, hypermorphisms functors and set-valued functors satis
fying the condition (A) (page 25). He also gives the enlargement the
orem for species of structures (cf. Comment 29.2) which is equivalent 
to the Kan extension Theorem [58] (published the year after) for set-va
lued functors, except that the problem is looked at « upside-down », the 
set-valued functor being replaced by its associated hypermorphisms 
functor (and this led to more general extension of functors theorems 
/77, 122/ ). He uses this enlargement theorem as the first step in his 
construction of the important «complète enlargement* of a local species 
of structures, the structures of which are defined by atlases ; the second 
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25.1 ...step consists in a generalization of the associated sheaf Theorem to 
presheaves over a local class, thanks to an original method (extended 
in /110/ to local functors). Locally homogeneous spaces, differentiable 
or analytic or foliated manifolds, fibre bundles,... are obtained in par
ticular cases. 

In / 55/ Charles says explicitly that the category of species of struc
tures with covariant maps is: 
-equivalent to the category of functors satisfying the condition (E) 
with squares of functors as morphisms, 
- isomorph to the category of pairs defining a species of structures, 
a morphism : (C,F)-> (C ' , F' ) being defined by 

where cj> : F -> F'^6 is a natural transformation, 
- equivalent to the category of pairs ((?,F), where F is a set-valued 
functor with domain a sub-category of £ . 

These equivalences restrict (Remarks 1, 2 page 25 and Comment 23-
1 ) to equivalences between the categories of strong species of struc
tures, of discrete op-fibrations and of set-valued functors. 

Topological, differentiable, local species of structures are instances 
of structured (or «concrete internal») species of structures which are 
defined in /59, 60/ by «lifting* the action along the forgetful functor 
of a concrete category; enlargement theorems for them are given in / 89, 
90, 95, 96/. In fact, sketches in the sense of /106/ are easily drawn 
the set models of which are species of structures and discrete op-fibra
tions /117/ ; the models in a category H are internal species of struc
tures and internal discrete op-fibrations (also called internal diagrams 
or internal presheaves, cf. Johnstone [56] ). Thanks to the equivalences 
indicated above, this provides an «internalization* of the «external» no
tion of set-valued functor, by looking at it «upside-down», Charles a 1-
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ready stressed this fact in his lectures in the early sixties. Probably 
this did inspire Benabou, who was one of the first categorists to apply 
it (in his definition of internal distributors [7] ). The development 
of topos theory led other categorists to adopt (or re-discover) this point 
of view some ten years later ( cf. Mac Lane's analysis of Johnstone's 
book [75] ). 

25.2. The set-valued functor associated to (£\/3,a^(e)) is the partial 
Horn functor Horn (e, ~ ) : £ -> cW . 

26.1. Considering £ ' , Bénabou gives the following criterion : F : £ -> S«i 
is representable iff £ C ^£ ' has a left adjoint [ 5 ] . 

26.2+ Enriched species of structures : 
Analysis problems prompted us to introduce y-dominated species of 

structure s (in [28] ). 
If £ is a category and if the species of structures defined by the 

Horn functor is dominated by (y then £ is called a y-dominated 
category /77/ . A refinement of this notion, the strongly y-domination 
of /104, 109/, is equivalent to the notion of a K-category (cf. Filen-
berg- K elly [31] ) when K is a cartesian concrete category. 

A fine study of dominated categories is due to Foltz [331 • 
More generally, let V be a monoidal category. A \-species of struc

tures may be defined by the following data : a V-category C , for each 
object e of C an object F( e) of V , for each pair (e \ e ) of objects 
of C a morphism k*e > e : C(e \ e) Q Ff e J -» F( e 9) satisfying the 

Identity and associativity axioms : The diagrams, where I is the unit 
of $ 7 , k_ the identity and associativity morphisms of C , 
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commute. 
Suppose that V is a cartesian category with commuting coproducts 

and that I is connected (in Penon's sense [83] ). In /120/, Appendix, 
we have proved that the category of V-categories (with small enough 
classes of objects) is equivalent to the category of internal categories 
whose object of objects is a coproduct of copies of I. Similarly: 
PROPOSITION A. T h e category of V-species o f structures is equival
ent to the category of pseudo-discrete internal species o f structures in 
V (pseudo-discrete meaning that the object of structures is coproduct 
of the fibres ). 

Now let (C,F) be a species of structures dominated by (V,y), 
where y = Hom( I, -) . If y admits a left adjoint preserving products, 
there exists a free V-category C generated by C , and the F f e)*s det
ermine a «free» V-species of structures over C . Hence : 
PROPOSITION B. Th e category of species of structures dominated by 
( V ,y ) is equivalent to the category of free V-species of structures over 
a free V-category. 

So, in this case, the notion of internal species of structures englobes 
the notions of enriched and dominated species of structures. 

26.3+ Species of morphisms are called «category of categories* in [28] . 
They are studied in /70, 77, 122/, as well as the opfibrations with a 
cleavage associated to them ( by adapting the construction of the cross-
product of a group A and a A-module ), with a view to applications in 
a non-abelian cohomology. 

General fibrations were introduced by Grothendieck [43] and studied 
by Gray in [38]. Their present theory has been developed looking at 
a fibration as a family of categories (Lawvere [65], Benabou- Celey-
rette [8?19] Pare-Schumacher [82] who call them indexed categories). 

27.1. To have this equivalence, condition a must be interpreted independent-
lv from the choice of J . 

29.i. R. i.o. /;;, . 
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29.2+ Enlargement Theorems: 
( C , p , K , S ) is a homomorphisms category iff p : K-> (2 is a faith

ful (condition 3) functor (condition 1) whose restriction S-»p(S) is 
(condition 2) a discrete op-fibration. 

H is saturated over £ if p is a faithful amnestic functor which cre
ates isomorphisms ; a functor is called amnestic if an isomorphism map
ped on an identity is an identity, i.e. if its restriction to the isomor
phisms is well-faithful in the sense of/77, 122/. 

If K is a homomorphisms category with S the groupoid of all the iso
morphisms of H , then it is equivalent to a saturated one. Indeed more 
generally : 

Let p : K -> he any functor. There exists a smallest creating iso
morphisms functor q: R-> £ extending p , and M is equivalent to K . 

q is called the (maximal) enlargement of p . It is constructed as 
follows : Let £ be the category formed by the quadruples f k, f\ f\ h ) 
with h in K , / and /' isomorphisms of C and k. f - f'.p(h) in C , 
the composition being defined by: 

iff and 

(This sub-category of the comma category C j p is used in / 100/ Sec
tion 1). Then K is the strict quotient of £ by the equivalence : 

for any isomorphisms g, g' of ft such that g'" • &. g exists. 
q maps (k, f, f,h ) on k . The embedding : 

identifies ft with a sub-category of ft equivalent to 
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q is faithful or amnestic whenever p is, whence the enlargement the
orems for species of structures over groupoids and for homomorphisms 
categories already obtained in /47/. In fact, p may be replaced by q 
when categorical (i.e. preserved by isomorphisms) properties are con
sidered ; the constructions are made in , then transported by isomor
phism in K . 

The above construction is generalized in /77, 122/ to get extension 
theorems for functors. It is «internalized* in /89, 90, 95, 96/ giving 
an «internal version* of Kan extension Theorem (Comment 25-1 )• 

29.3. If (?H,p,H,S) is a homomorphisms category, where S is the group-
oid of all isomorphisms of K , then K is also called a concrete category 
and D.-JU3K a concrete functor (and we'll often use these terms). In 
fact, some authors define a concrete functor as any set-valued amnestic 
faithful functor (without any «transport of structures* property); most 
of the following results remain valid in this case. 

30.1. F. p L i.o. p . 
In several instances , the restriction of a functor is so denoted by 

the same letter than the functor; when the source and target are clearly 
indicated, this does not lead to any confusion, and we shall not al
ways mention it. 

31.1+ Up to page 41, the text remains valid without modifications if the 
hypothesis C is inductive is replaced by : £ is a sub-inductive cat
egory (cf. /69/ ), since all the pseudoproducts used here still exist. 
This remark is important: some results will be applied to the category 
5" of categories, which is sub-inductive for the order «a sub-category 
of», but not inductive (two sub-categories of a category admit a meet, 
while two categories may not admit a larger common sub-category). 

32.1. Sub-structures (in the definition of which S is unuseful) were intro
duced for obtaining a good definition of structured categories. Most of 
the following propositions were devised for use in Part II. 

This definition seems to depend upon the order on C . In fact, Prop
osition 4 suggested a more general notion of a (C',p )-injection /69, 
66/ , freed from any order on . The p-injections defined here are exact-
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ly the (C' ,p )-injections, where 
in 

Almost all the results of this Part generalize to this setting; cf. /66/ 
and /69/ where both notions are compared. 

34.1. R. g',S') i.o. g', S) . 
35.1. Charles never published part IV, but the results he intended to put 

in it are scattered in several papers; e.g. ordered categories over an 
ordered category are considered in /75/. 

35.211 This is not correct: (K,«) is a sub-inductive category, but not an 
inductive category. Indeed, a family of objects bounded by s and by 
s* may have two different joins in the sets of elements lesser than s 
and lesser than 5 

36.111 This inequality (as well as several following ones) lies on the as
sertion : h' < h implies h 1 < h"1 , which has to be proved. 

Indeed, suppose h* < h , where h: E -> E and h': e -> e . There ex
ists a pseudoproduct h" * e — h" \ (E e ): e -» E ; since 

and 
we have (h" e J. h* - e E . It follows that 

and, composing with h , we find: 
37.1. A quartet of C is (less poetically) called a (commutative) square, 

and the «longitudinale et laterale» compositions are more geometrical
ly called the horizontal and vertical compositions (following Gray). 

The category ffiC is also called the category of arrows of C , by the 
name of its objects, and denoted by FlC . 

37.2. This is easy to prove ( cf. / 122/ , Chapter II). 
41.1. R. g' = (s',g',S<) i.o. (s',g',S<). 
41.2. This definition, given for C inductive, is also valid as soon as two 
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parallel morphisms (i.e. with the same source and target) have a meet 
in C ; for instance such is the case when C is the category of catego
ries (though this condition may not be satisfied in some sub-inductive 
categories). 

In usual cases (in particular if C is the category of sets), pfs) is 
an equalizer ol(p(h),p(h9)) ; then, p being faithful, 5 is a p-kernel 
of fh,h'J iff it is an equalizer of (h,h') in H (cf. /109/, Proposi
tion 3*1); so axiom (R) means that p creates equalizers defined by 
meets (cf. /100/, Comment 221.2). This justifies the name p-kernel 
(an equalizer is also called difference kernel or even a kernel). 

42.1. This notion is considered in /53/. .-A strict inductive map is defin
ed in Part II, Section 6, page 77. 

43.1. Since p is strict, we have immediately s = a (h nhf). 
44.1. It suffices that two parallel morphisms admit a meet (this remark al

lows to apply the result when C is the category ? ). 
44.21 We have to suppose that either C is completely right regular or pQ 

from Hn to £ n preserves joins* 
Indeed, let ĥ : s • -> s? be morphisms in K such that h- < h ; there 

exist joins s - Us- and s'= Us', in (M ,« ) ; the above hypothesis 
implies that, if k is the pseudoproduct pfs f)(pfhjpf s )) , there exists 
a commutative square in C : 

hence h has a sub-morphism A': s -» s ' , and h' = U A.. 
44.31 This assertion is not correct: J satisfies the condition c, but 

(3"n ,<* ) is not an inductive class. J„ (written erroneously 3" ) is not 
right solving. 

49.1. It is useful to notice that h \ s is unique. Indeed, its target is the 
unique s' such that s'<p(h) and p( s') = p(p (h)\p ( s )) (because 
p is strict), and its source s and image p(h)\p( s) are given. 
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49.21 The proof is not complete ; it remains to show that g is lesser than 
any / in pfh^.pfs). Indeed, the relation 

and 
means that /Og is in p(h) .p(s). Since /ng<g, the given proof 
implies /ng = g , whence 

and 
Finally g -p(h)\p(s ). 

49.3. K. p(h) i.o. 
50.11 The proof has to be completed as follows : p ( h \ s*) e p ( h') .p(s') 

implies p(h'\ s'j< p(h \ s *). Conversely, 
implies 

hence p( h \ s J - p(h \ s J . From the unicity of h \ s (cf. Comment 
49-1) we deduce A | s ' = h'\ s', since both have the same image by p 
and the same source s* . 

50.21 The proof is not complete: to conclude that p (s' J = p ( j )\ p ( s* ) , 
we have to prove that p( s')< f for each / in p( j )^• p ( sf). Indeed, 
the relations 

and 
imply ( proof page 50) p ( s ') ~ fHp (s ') , whence p( s 1 ) < /. 

50.3+ Weakening of the hypotheses : 
The results of this Part I may be strengthened by replacing the hy

potheses C is inductive or H is inductive by: 
- In Proposition 11 : C is sub-inductive and 
(*)£> Two parallel morphisms admit a meet in C ; 

- In Theorem 3, Corollary 3, Propositions 13 and 14: (*)(̂  and (*)}( ; 
- In Propositions 13 and 12 and their corollaries: C and H are sub-
inductive ; 

Finally, in Theorem 4, (C ,< ) is (9,,8" )-structured could be 
replaced by: (£,<) is (̂  J1^ J"^ )-structured, where $*- is the categ
ory of sub-inductive maps, i% , 3W its intersections with Q * , 0 " / 69/ • 
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51.1. This factorization of F: A B is A 1+F$(B) ^ B , where 

is a pullback. 
51.2. R. PI'S-; i.o. p(S) . 
52.i. R. rA.g^.A'.g-1; i.o. rg'1.*,?'1.*'; . 
5 2.2. 3" is only a sub-inductive category; however the preceding results 

may still be applied to it (cf. Comments 31-1 and 50.3). 
52.3. Add 17 after Proposition . 
53.1. A kernel ( or equalizer ) k:e-*e* of fh,h'J is always a p-injection 

since p is faithful; it is a p-kernel if p(k) is an equalizer in £ of 
p(h)9 pfhr) ( cf. Comment 41.2 ). 

54.1. Definition 1 means that p creates canonical products; Propositions 
1,2,4 are well-known properties of products ; Proposition 3 is a parti
cular commutation between initial lifts (since products and p-injec-
tions are initial lifts, cf. /66/ Comment 146.1 ). 

55.1. R. i.o. 

55.2+ Structured categories and internal categories : 
First remark that the notion given here is stricter than the one de

fined in / 57/, and it motivated the introduction of sub-structures. 
Let (C*,s) be a H-structured category (more exactly called a p-

structured category later on ). Then s' is a sub-structure of sXs map
ped by p on the pullback of (a, /3) , so that (cf. Proposition 2-1 in 
/ 109/ ) we have the pullback in K : 

It follows that (C ,s) determines an internal category in K (in the 
usual sense) with 5 as its object of morphisms and sQ as its object of 
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55.2 ... 

objects; indeed, since £ is a category and p is faithful, the identity 
and associativity axioms are satisfied. Conversely, let 

be an internal category in K ; then it «is» a p-structured category iff 
its image by p is a usual category, i.e. iff p(k) is the composition of 
a category on p(S) with p(a) and p (b) as its source and target; 
such an internal category is called a concrete internal category. 

Hence the category of p-structured categories may be identified with 
the category of concrete internal categories in K ; if p creates cano
nical pullbacks, it is equivalent / 104/ to the category of all internal 
categories in H . 

Charles was motivated to introduce structured categories by the nu
merous examples (cf. Sections 5-6 ) he had already met: topological 
and differentiable categories or groupoids in / 28, 50/ in relation with 
Differential Geometry, ordered and local categories at the base of local 
structures theory /47, 53, 55/ ; double categories such as the double 
category of quartets /55/ and the 2-category of natural transformations 
/52/. General theorems on structured categories are given here and in 
/66, 100/ ; they are strengthened in/109/ where the 2-category of struc
tured categories is studied, as well as its enrichments. Completion the
orems for structured categories may be found in / 102/ . 

In 1966 (cf. /104, 93/ ), Charles considered non-concrete internal 
categories, which he named generalized structured categories. He de
fines them as the models of the sketch of categories o~Qat, which is 
the full sub-category of the opposite of the simplicial category A with 
objects 0,1,2,3: 
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55.2 ... equipped with the cones 

to be transformed into pullbacks. In /113, 115/ the results of /109/on 
concrete internal categories are adapted to the general case. In fact, 
this theory led Charles to the notion of sketched structures developed 
from / 106/ on. 

Benabou used internal categories in the late sixties (unpublished) 
and certainly helped to propagate them. Several Theses and papers writ
ten near us are wholly or partially devoted to structured or internal cat
egories, e.g. Bourn [13], Conduche [22], Kempf [60], Langbaum [63], 
Lellahi [69] , Vaugelade [97] (without mentioning those on examples). 

However internal categories, so universally used to-day, seem to be 
really of interest to other schools only in the seventies (Gray [39] , 
Diaconescu [26], ...). Though Grothendieck mentions the simplicial 
object associated to a category in [42], he prefers to work with the as
sociated fibration (called a category object ) for avoiding pullbacks. 

57.1. E. pt i.o. p . (Such omissions are no more indicated.) 
For internal categories in a category admitting pullbacks, the corres

ponding result is : Any isomorphism from the object of morphisms of an 
internal category extends into an isomorphism of internal categories. 

58.1+ Topological categories are formally introduced in /50/, along with 
the more refined locally trivial categories (cf. Comment 25-1); in par
ticular conditions are given there which ensure the groupoid of all iso
morphisms to be open. Their general theory is developed in / 92/; micro-
transitive categories (the map f \* (/3 (f)9 a(f)) is open) are charac
terized and equipped with a quasi-uniform structure (generalizing the 
uniformities of a topological group); prolongations of topological and 
qua si-topological categories are also considered. 

Germs of topological categories and species of structures are studied 
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in [29] and in Bednarz [3], with a view to applications in control 
theory. 

58.2, R. i.o. & (this is a survival of the notation in /47, 53/ )• 
59.1. R. er: i.o. e v -
59.2+ Differentiable categories are formally defined in /50/, where the 

groupoid of all isomorphisms is proved to be open. 
In a series of short (alas! ) papers, Charles outlined modern foun

dations for Differential Geometry, based on differentiable categories 
and, in particular, on the differentiable category of jets and on its ac
tions /46, 78, 101, 103, 105, 116/. Prolongations of manifolds and of 
differentiable actions, higher order connexions and their curvature and 
torsion, geometrical objects, Lie derivatives (cf. also the theory of 
Lie for differentiable groupoids done by Pradines [85] ) are easily 
described in this elegant setting. 

It is not possible to mention here all the papers written on this sub
ject (cf. Volume 1-2 of these «Ceuvres»). 

Recently, Synthetic Differential Geometry has thrown a new light 
on Charles' conceptions, since they are well-suited for generalizations 
to topoi (cf. Kock [61], where jets become «maps»). For instance, the 
requirement on the source and target of a differentiable category to be 
submersions finds its justification: it means that the category «is» an 
internal category in the Dubuc's topos [27]. 

Notice that a and /3 were asked to be submersions for ensuring the 
existence of their pullback (and examples proved this condition to be 
meaningful). Ngo Van Que gave a more general definition [80] , which 
amounts to replacing the category of differentiable maps by its pull-
back completion over S-ei ; I mention it here, since one of the motiva
tions for / 107/ came from thinking over his definition. 

60.1+ A S'-structured category is also called a strictly monoidal category: 
the main example is the simplicial category, equipped with the ordinal 
sum. The monoidal categories (Mac Lane [71], Eilenberg-Mac Lane 
[32] ) or multiplicative categories (Benabou [4 ] ) are obtained by a 
«laxification» process: More precisely, they correspond to lax functors 
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from the sketch of monoids 

357 

considered as a discrete 2-category toward the 2-category of categories 
(cf. /117/). Similar «laxifications » lead from 2-categories tobicateg-
ories and from double categories to non-associative double categories 
(Benabou [6 ], Chamaillard [20], Moreau [78] ). 

60.2. [G] is the category of G-spaces. 
60.3. R. i.o. C . 
6 1.1. R. homéomorphisme i.o. automorphisme . 
6 1.2. R. j£y i.o. j^Y (twice). 
62.1. R. i.o. el0 . 
62.2. R. )* i.o. ). . 
62.3. 2-categories are those double categories (L ,C ) for which ob

jects of are also objects of C , so that CQO = " They are al
ternatively defined as categories enriched in the cartesian category of 
categories (by the general result of /120/, -Appendix). The main ex
ample is the 2-category of natural transformations /52/, from which 
all double categories may be constructed ( cf. /64/, Comment 105.1 )• 

64.1. R. K* i.o. K' . 
65.1. This category is already considered in /55/, Appendix. Here again, 

it is more intuitive to speak of the horizontal and vertical compositions. 
66.1. In agreement with the theory of quotients /66/, «catégorie quotient» 

should be replaced by «catégorie quotient strict» . 
Quotient double categories are constructed in /66/ Corollary Theorem 

21-11, and more general qua si-quotient double categories are describ
ed in /100/, Section 8. 

6 7.1. R. isomorphisme i.o. équivalence . 
68.1+ Lax transformations : 

This remark is very important. Indeed, it leads to a comprehensive 
study of lax transformations (in the sense of Kelly-Street [59], called 
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pseudo-transformations by Gray L40J and catadeses by Bourn L14J ) ̂  
which are found in this way when is the double category of 
squares of a 2-category ( cf. /64/, Comment 105-1). 

Thanks to this approach (generalized to multiple categories, as an
nounced in /117/ Remark 3, page 399), we have obtained existence 
theorems for general lax limits in /119, 121/. These theorems are so 
proved by a short structural proof, which encompasses Bourn, Gray and 
Street's results on 2-functors [14, 40, 92]. 

Notice that Charles had already suggested this idea to S. Legrand 
who began to develop it [67], but she lacked this meaningful example 
to motivate her. 

6 8.2. More strikingly, is an rc-fold category iff is 
a double category for any i < / < n . 

Multiple categories are studied in /119, 120, 121/ where in parti
cular a monoidal closed structure is constructed on the category of all 
multiple categories; then it is used to describe the closure functor on 
the cartesian category of rc-fold categories £-<̂n , and several monoidal 
closed structures on Cot- • 

70.1. R. g V i.o. g\f . 
i i l-

70.2. A2...AP is an (n-p Mold endofunctor of (C 1 )• . 
70.3. R. ^ Id i.o. = Id . 
70.4. R. / V L o -
70.5+ To construct by induction, one has to use the isomorphism 

where 'a , '/3 : ffl (A , A )-> A are the source and target functors ; this 
isomorphism is well defined for any category A . 

A simpler construction of the rc-fold category is done page 95. 
Cf. also the definition of the functor 

Square for n < m , 
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in / 120/ : the rc-fold category Square is the same as ex
cept that the first and last compositions are interchanged. 

71.1. Cf. Comment 68.1. - We have proved 
- in /119/ that J (Cn,Cp j defines the internal Horn on the cat

egory of all multiple categories, 
- in /120/ that the closure functor of the cartesian category 

associates to C,„ , C the rc-fold category J ( • „ , (Ï ) , where • 
is the 2n -fold category obtained from Square? (cf. Comment 70.5) 
by the interchange of compositions 

7 1.2. They are also structured groupoids in the category of groupoids. 
Double groupoids are studied by Brown - Spencer [16] with a view to 

applications in homotopy theory ; e.g. they prove the category of crossed 
modules is equivalent to a sub-category of the category of double 
groupoids. 

7 2.1. A homomorphism between posets is just a monotone map. 
73.1. This condition is essential in most applications; however it implies 

that there does not exist ordered categories which are monoids ; in par
ticular ordered groups in the usual sense are not ordered categories in 
this sense. 

Ordered categories and more specially inductive and local groupoids 
are studied in a long series of papers, summarized in the «Guide» / 86/ . 
More special problems are considered in the Theses of Joubert [57] , 
c>. Legran d [68], Leblond [66] ( cf. «Ceuvres» Part II). 

74.1. This means that a morphism lesser than an identity is an identity 
and that a morphism lesser than a composite g./ is of the form gr»f 
with g'<g, f'<f. 

74.2. More precisely, if (C ,<) is a functorially ordered groupoid and if 
e<a(f), there exists exactly one g<f with a(g)—e. Indeed, as 
a(f) ~ /" 1# / > there exist 

and such that e = g', g, 
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whence a(g) = e . Now g is unique : if / < / and a ({ ) = e , we have 
£• /'" 1 < /• /" 1 = fi ( f)> so tnat ë  f'"1 IS â so an identity, and g = 

75.1. We need the stronger result indicated in Comment 74.2. 
75.2. Read ... hf z 9 c\z 19)  hf z 'n z n) , où 2 'n2 " désigne . 
75.3. A weakly subinductive susbet A is closed for finite meets and ar

bitrary joins of families bounded in A 
78.1. R. C,< i.o. C\< . 
80.1. R. /,,S;)</_ i.o. ]iA)<f
80.2. R. £ , i.o. , . 
80.3. R. (£' ,< ) i.o. (C ,< ) . 
81.11 Omit this Proposition 26 bis ( in which (C ,<) is to be read (C ,<)). 

Indeed, it is not correct, since ( even if C = ÎR ): 

81.21 The proof is too short: If (£' ,< ) is an inductive groupoid, it's still 
necessary to prove that (Ij) and (I2 ) are satisfied. Indeed, with the 
notations of (I}), page 76, there exists a morphism g < / with source 
a(f*)na(fn) ; since a(g)<a({9) and /' = faff9), it follows g < /' ; 
also g< /", whence g< f'nf" . But 

implies 
So g ~ f *n f * , and (1^) is satisfied. For (I2 ), we prove similarly that 
u/̂  is the unique morphism lesser than /, with source Uaff^). 

82.1. R. 1 i.o. 2 . 
82.2. Let us prove that, if (£ ,< ) is functorially ordered, then is 

closed by induction. Indeed, let g be an isomorphism and g9 < g ; since 
since afg')<a(g), there exists (Comment 74.2) an isomorphism / 
such that f<g and a(f)a(g9). Then g'./"1 is an identity, be
cause it is lesser than the identity g. g"1; hence g* — f* 

82.3. So p : H » № is a concrete functor creating canonical finite products 
and equalizers. 

83.1. R. les propositions 5 et 27 i.o. la proposition 5 • 
84.1. R. H f i.o. K ( this is true, since 4 implies (s, j, s)e V and K * 
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contains T ). 
84.2. The last two 5 are upside-down. 
84.3. R. xfl), i.o. xa ). . 
84.4. The two 5 are upside-down. 
84.5. R. 5 i.o. Fy . 
86.1. R. (R)r i.o. (R). . 
86.2. R. pfs). i.o. pfs), . 
86.3. R. un isomorphisme i.o. une équivalence . 

•Let I be the non-faithful functor mapping 
F : on its restriction 

to the objects ; this functor admits a left adjoint which maps 5 onto 
the discrete structured category (£' ,s ) . 

87.1. s* is the p-kernel of a xâ, ¡3 xfi : s Xl -> s Xs . 
87.2. R. sXs i.o. sXs . 
88.1. R. K'JS' i.o. K ' , ? . 
89.1. R. sous-inductive faible i.o. sous-inductive . 
9 0.1. This « indiscrète» structured groupoid is a cofree object generated by 

5 with respect to the functor (cf. Comment 86.3). 
91.1. R. un isomorphisme i.o. une equivalence . 
92.1. This theorem is also valid if p only creates pullbacks ( cf. /109/)-

It implies that the 2-category of structured categories is representable 
(in Gray's sense [39] ), and this result still holds for internal catego
ries in a category admitting pullbacks (/115/? [39] )• 

92.2. by definition. 
93.1. R. i.o. We have 

93.2. R. V/QXt,soXs„ i.o. 
- Pointwise, we have : 
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93.3. In the case K ( ( H 1 , K ' ) , K ) , the proof is more complex because the 
undiscrete structured groupoid on s (used in the proof of Theorem 15) 
is not K ( ( K 1 , K ' ) , K )-structured. This remark also applies to Theo
rem 17. 

94.1. F. Ds i.o. Us . 
95.1. The last /' is upside-down. 
96.1. «Pointwise» we get: 

97.1. «Pointwise», these maps are: 

97.2If This theorem should read: 
appartient a i (resp. à il 

en est de meme pour ( et j (resp. et aussi pour 

But s ) may not be 3 (-structured when 
is (counter-examples exist). 

The proof is not evident: Suppose that (£ ,5) is H ( H 1 , H M )-struc
tured. To prove the assertion relative to (DJC , Ds), the idea is to 
lift the following composite in K w ( by a process similar to the one used 
in the preceding proof) : 
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(we have omitted the canonical isomorphisms between products). 
If (£',s)is K((H\H'),Restructured, a similar proof only lift

ing the sources in R'cR" , shows that (BC ,•«) and (• £ >3s) 
are K((H',Kl),Kn)-structured. 

ON /64/: CATEGORIES STRUCTUREES III: QUINTETTES ET APPLICA
TIONS COVARIANTES. 

9 9.1. This paper lacks an introduction saying that it is devoted to the stu
dy of an important double category (in fact, the «universal» double cat
egory, cf. Comment 105-1), which englobes both the 2-category of nat
ural transformations and the categories of covariant maps between « do
minated species of structures». An analogous double category is defin
ed from concrete internal categories. 

100.1. R. isomorphe i.o. équivalente . 
101.1. A quintet is also called a ( down-)square of the 2-category of cat

egories (defined here after), and drawn 

102.1. It would be more intuitive to call this composition the horizontal 
one, and to denote it by ŒÎ . 

103.1. This composition is more geometrically called the vertical one, and 
symbolized by B . 

1 04.1. The following diagram visualizes the proof of these equalities : 

105.1+ Characterization of double categories : 
Natural transformations and their compositions have been considered 

very early ( Eilenberg-Mac Lane [32]). In [37], Godement gave his 
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105-1 ... five rules of calculus to compose functors and natural transforma
tions. However it seems that Charles was the first to consider the «per-
mutability axiom » between the two compositions (in / 52/ ), which en-
globes Godement's rules and proves that H is a 2-category (usually 
denoted by Cat ); this result was propagated by Benabou (cf. Mac Lane 
[72]). 

Now, let K be any 2-category, whose second composition is denoted 
by o . Propositions 1, 2, 3, 4 and Theorem 1 are easily adapted replac
ing Cat by K . Indeed, Proposition 1 means that the category of 1-mor
phisms is right and left acting on the class of 2-cells. Theorem 1 says 
that the quintets of K , usually called (down-)squares of K and drawn as 

where *P :$!o F^F'o^ is a 2-cell form a double category Q (K ) t for 
the horizontal and vertical compositions 

defined as for Q ( Cat ) = ( Q 7 ? J, Q* (CJ ) (the proof is similar); it 
admits K as its greatest sub-2-category. 

The double category Q(K) seems to have been introduced by Bena
bou and Gabriel-Zisman [35] . Its completeness properties are studied 
in /117/. It is a double sub-category of the larger double categories 
of squares (containing also up-squares) considered by Palmquist [81] 
in his study of adjoint squares. 

Spencer [91] has characterized the double categories of the form 
Q(K) as the double categories D with identical two categories of 1-
morphisms DQ , equipped with a double functor • DQ -> D (called a 
connection [16] ) whose composite with the double frame functor is an 
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105.1... identity. In this way, he gets: 
PROPOSITION A [91]. The category 2-£aJt of 2-categories is equival
ent to the category of double categories with connections (the mor
phisms preserving the connections ). 

In /120/ we have given a complete characterization of double cat
egories, namely: 
PROPOSITION B /120/. The functor Q: 2-£*Jt̂  CaJt2 admits a left ad
joint Q1 and for each double category C, the liberty morphism defines 
an isomorphism from C onto a double sub-category of the double categ
ory of squares Q(Q'(C)). 

A . The 2-category Q'(C) has the same vertices S than C ; the 1-
morphisms from S to S* are strings of 1-morphisms for each composi
tion alternately and the 2-cells are classes of strings of blocks of C 

linked by their opposite vertices. V 
This characterization of double categories has the immediate con

sequence (pointed out to me by Guitart) : 
PROPOSITION C. The 2-category of categories is a universal 2-category 
while its double category of squares ( == the double category of quin~ 
tets ) is a universal double category. 

(Here «universal» is taken in the same sense than in a «universal 
covering. ) 

A . If K = ( K , Jv° ) is a 2-category, the canonical 2-embedding from 
K to Cat maps : 
- the vertex S on the sub-category So K of K formed by the 2-cells 
with target S in Jv° , the 1-morphism F : S-> S' on the functor 
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- the 2-cell V : F => F' on the natural transformation 
where *P(G) = G for each 1-morphism G : S -> S. 

This embedding extends into a double embedding Q (K) -> Q(Cat). 
If C is a double category and K = Qf(C) it follows that the composite 
C Q ( K ) C__̂ Q ( C at) is an isomorphism from C onto a double sub
category of Q(Cat). 

1 05.2. This category is defined by the pullback : 

105.3. R. où est la restriction de u- i.o. 

106.1. V has not been written, but induced categories and induced struc
tured categories are characterized in /66/ , Sections 1-4 and II-4. 

106.2. More generally, the category of internal categories in a category 
admitting pullbacks admits pullbacks. 

1 08.11 Replace (• <£A )n by the double sub-category of • £A formed by the 
squares ( F \ C C , F ) where F, F': C\ 

109.1. ( J ) is the s am e thing as JI . 
111.1. R. isomorphe i.o. équivalente . 
112.1. R. pfF^10 i.o. F? . 
112.2. R. un isomorphisme i.o. une équivalence . 

«is» a sub-2-category of ( called the 2~category of 
structured categories ; it is studied in /109/. 

112.3. We recall (cf. /63/, 1-2) that the symbol ((2,77,S) represents the 
hypermorphisms functor associated to 77 . 

The category of covariant maps is already defined in / 47/. Charles 
thought this notion very important, because it gives a precise meaning 
to the notions of covariants and invariants in Differential Geometry. 
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1 12.4. This is the first instance where a «change of universe» occurs so 
that % Q be an element of 5HQ (though it .is not necessary that 5KQ and 
?RQ be universes ). 

113.1. F. isomorphe i.o. équivalente . 
114.1. F. un isomorphisme i.o. une équivalence . 
114.2. F. isomorphe i.o. équivalente . 
114.3+ If K is a category, the category of quintets 

is called the diagram category of K . Guitart [44] has shown how this 
category plays the role of a «power-c ate gory» vz. the category of cat
egories. Moreover, in Guitart-Van den Bril [45], it is proved that it is 
the category of 1-morphisms of the «universal» lax-cocompletion of K . 

1 14.4. The definition of Cf1 (y , J\ ) is not clear enough ; the idea was to take 
all the covariant maps with respect to (y ,K ) between species of struc
tures dominated by any sub-category of K . However, the dominating 
sub-categories should then intervene in the morphisms, while the data 
((f) , T ) do not precise them. In fact, it is easier to interprete S'(y , K ) 
as being the category formed by the pairs (<f> , T ), where 

and T is a quintet (*) 
(Comment 114-3 ) with $ a restriction of cf> . 

115.1. K is the join category of a * , {iH , which Charles has often used 
to reduce adjoint functors to reflections. This method has complicated 
several statements about free objects: cf. /66/ and /100/ for instan
ces of this situation (as well as the fifth Chapter of / 122/ ). 

119.1. R. un isomorphisme i.o. une équivalence . 

ON /65/ t CATEGORIES STRUCTUREES QUOTIENT. 

This Note takes back the main results of /66/, Part II, with some
what stronger hypotheses to render the statements more striking. For other 
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comments, cf. /66/. 
121.1. This paper is /66/ . 
121.2. R. fXf(G'*G') i.o. f(G'*Gm). 
121.3. The references are /63, 69, 66/ . 
121.411 This condition is not sufficient; the same has to be asked for /3 . 

However, since p creates concrete equalizers, it is better to replace 
this condition 2 by : 

2' There exist ( s 9, ya , s ) e K and ( s , s ) e K 
(then s is the p-kernel of ( s', ( s9, ya K(G' ), s9 ) ) ). 

122.1. In the definition of a strongly structured homomorphism, the condi
tion may also be replaced by (s , 3>, s) e M . 

12 2.2. E. homomorphismes i.o. foncteurs . 
123.11 Replace all the line by : 

saturé pour rXr et rXr fermée ou r ouverte (resp. supposons rXr fer
mée et s séparée ). Si s X s / p Xp est ho - . 

124.1. Add tels que x'< y' . 

ON /69/ : SOUS-STRUCTURES ET CATEGORIES ORDONNEES. 
125.1. This notion of injection is improved in /66/ . 
125.2. Ordered categories and their specializations, and pseudoproducts 

are studied e.g. in /75/. The pseudoproduct was introduced in /53/f°r 
inductive groupoids (which are characterized by its properties). 

For a general theory of ordered categories, cf. the «Guide» /86/, 
and these «Oeuvres», Part II. 

125.3. R. g i.o. q « 
126.1. The fact that Cf is a sub-category of C is only used in Proposition 

1. The other results remain valid for any sub-class of £ . 
127.1. R. (p( i.o. p(( . 
129.1. R. m G' i.o. . G' . 
129.2. R. k i.o. k . 
131.1. R. injective i.o. biunivoque . 
132.1. R. h 9 ) , i.o. h 9 ) . 
132.2. R. £' i.o. £' . 
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133.1. R. f < f i.o. f'<f . 
133.2. Erase the last s . 

This notion, which generalizes the notion of an inductive category 
over another of /53/, is more precisely considered in /75/ • 

133.3. R. h i.o. h . 
135.1+ The motivation for this paper came from the desire of simplifying 

and strengthening the results of /63/ Part I. This section proves that 
this aim is achieved. 

In fact, we have the following relations with the statements of /63 / 
(obtained when K is a homomorphisms category over £ and the ordered 
category ( C ,< ) is inductive): Theorem 1 of /63/ gives rise to Pro
positions 1, 4, 9; Proposition 7 to Propositions 2, 3, 5, 5f ; Theorem 2 
to Theorems 1 and 1' ; Propositions 12 and 13 of/63/ to: Propositions 
6, 7 and Corollary page 137, Proposition 11 and Corollary page 141. 

135.2. They are (more happily) called sub-preinductive in / 100/ . 
138.1. R. (p(h )p(a(h') ) ) i.o. p(h)p(a(h')) ( the pseudoproduct may 

not be associative ). 
1 38.2. They are called sub-inductive in / 100/ . 
139.1. R. Ml i.o. 1 . 
140.1. R. k' i.o. ki . 
140.2. R. K,( i.o. K( . 
141.1. R. A'< i.o. h'*i n . 

ON /66/ : STRUCTURES QUOTIENT. 

144.1. R. S i.o. H . 
This condition means that p creates isomorphisms. 

1 46.1 + p-injections and initial lifts : 
The fact that K1 is a category (and not any sub-class) is only used 

in Proposition 1. Later on ( K, p )-injections are called p-injections. 
p-injections are the same as cartesian morphisms (Giraud [36] ) and 

as (singleton) initial lifts, while p-surjections are called cocartesian 
morphisms or final lifts. 
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n: H ̂  K is said to be K'-spreading /100, 107/ if each p-morphism 
k''; e -> p (s ) in K' lifts into a p-injection k': S-> s . Theorems of «uni-
versal» extension of a functor into a spreading functor with the same 
target are given in /107/. If K' is formed by all the isomorphisms /C* 
spreading means creating isomorphisms, and we find anew the enlarge
ment Theorem ( cf. /63/ , Comment 29.2 ). 

More generally, an initial lift for a p-source consisting of a family 
of p-morphisms ki; e -> p (s{ ) is a family of morphisms ki: s -> s{ such 
that pfk.) = Â- and through which factors uniquely every family of mor
phisms h-: s ' -> ŝ- whose images by p factor through the Â- T s ; for ins
tance, if the ki ' s are the projections of a product, so are the k i ' s. 

A functor p for which every p-source admits an initial lift is called 
an initial"structure functor ( or a topological functor if smallness con
ditions are added; anyway, we prefer keeping this name for internal 
functors in the category of topological spaces ). The dualization The
orem then ensures that p is also a final-structure functor. Such functors 
have been extensively studied, as well as the «completions » of a func
tor into an initial-structure functor, e.g. by Antoine [2 1 , Adamek-Herr-
lich-Strecker [l], Brummer [17], Chartrelle [21] , Herrlich [47,48] , 
Hoffmann [52] , Porst [84] , Roberts [88] , Wischnewsky [98], Wyler 
[ 101] . For generalizations, cf. / 100/ , Comment 212.3. 

148.1. R. h\ i.o. h\ . 
149.1. More briefly: Proposition 1 implies that /' is a p-surjection, whence 

a (K ', p J-surjection since p (j*) a K' . 
1 49.2. This proposition is a technical result which is essential for the proof 

of the important Theorem 14, page 196. 
150.1+ It is interesting to see the evolution of ideas from / 63/ to /69/ 

and to this paper, though the three papers were written during the first 
semester of 1963: in /63 / p -injections are only defined when p is a 
homomorphisms functor equipped with an inductive order on its target; 
in /69/? the notion is freed from these conditions, but slightly too lax 
if p is not faithful. Here, the «definitive » notion is obtained. 
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Propositions 1, 2, 3, 7 and Theorems 1, 2 are the refined dual ver
sions of Propositions 1, 2, 3, 4, 6 and 7 of /69/. 

150.2. Cf. /64/, Section 2. 
151.1. B. J i.o. / . 
152.1+ Reflections and adjoint functors ; 

A C'-projection is usually called a reflection into C'. This notion 
was discovered by chance while seeking significant examples of surjec-
tions. As we did not know Kan's adjoint functors when this paper was 
written, Charles often reduced adjoints to reflections relative to an ad
equate join category (cf. /64/, Comment 115.1); but the statements 
are less striking ( cf. e.g. Proposition 15). 

Later on, we mainly considered adjoint functors «pointwise» as de
fining free objects, rather than «globally». In fact, Charles had some 
difficulty for visualizing Kan's definition, and he always spent a long 
time preparing lectures in which he gave it. 

Reflections were also defined in 1963 by Sonner [90] who calls them 
universal solutions. 

152.2. B. j i.o. j . 
152.3. E. li i.o. h . 
153.1+ Complete local groupoids: 

We recall some terminology of /55/ used in Theorems 3, 4, 5» 
A prelocal groupoid ( S , < ) is a functorially ordered groupoid (/ 63/ 

II-6 ) whose order is a distributive meet-lattice with a smallest element. 
A complete sub-class of S is a set A of morphisms closed by induc
tion {a e A, s<a=^>seA) and by joins, and to which the restric
tions of the source a and target /3 preserve finite meets. 

A local groupoid is a prelocal groupoid in which each bounded sub
set admits a join. A complete (resp. relatively complete) local group
oid is a local groupoid in which there exists a join for every complete 
sub-class (resp. every complete sub-class A such that a( A) and 
fi(A) are bounded). 

Theorems 3, 4, 5 give the universal characterizations of the com-
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pletion, of the relative completion and of the «localization» of a pre-
local groupoid constructed in older papers /47, 53, 55/ . 

Such completion theorems are also valid for sub-inductive groupoids 
/68/ and they are adapted in /76/ to some ordered categories thanks 
to the notion of an atlas of a category (and its generalizations). 

155.1+ ( Re )Set-theoretical assumptions (cf. Comments 24.1 and 211.2): 
Replace the first half of the line by : 
toutes ses sous-classes et ses classes quotients, avec une famille 

denombrable de classes sa somme, avec deux classes... 
Indeed, in many parts of this paper, the hypothesis that MQ is clos

ed by subsets and finite products is not sufficient, since cosets are 
freely used and, at least in Propositions 15 and 16, countable copro-
ducts are necessary (the category of paths of a graph [ G] is a subset 
of the coproduct of the Gn 's). 

In later papers, MQ is supposed to be a (non-transitive) universe. 
But this is a stronger assumption ; for instance, if U is a universe, 
MQ could be formed by all the sets in U with a cardinal lesser than or 
equal to a given infinite cardinal. 

155.2. R. M/pM i.o. M/p . 
155.3. This terminology differs from /122/, where a (Ms, p) - surjection 

is called a p-epimorphism and a (M*, p J-injection a p-monomorphism. 
156.1. R. M/pM i.o. M/p . 
156.2. R. P2,p2 im°' Pl'P2 ' 
156.3. R. Pi i.o. p. . 
157.1. The proof is not complete: s < sr comes from s ~ s^< s£ ̂  s*. 
157.2. T is the category of topological spaces ( cf. Example 1 ). 
158.1. R. Mj C M i.o. M C M . 
159.1. Many authors (e.g. Berge [9]) say hypergraph instead of graph, 

the term graph meaning that there exists at most one arrow from a ver
tex to another one. 

160.1. This proposition means that L[G] (constructed in /52/ and by 
Grothendieck [4l] ) is a free object generated by [ G] with respect to 
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the forgetful functor F -» G . The category L is just used to replace 
an adjoint by a reflection (cf. Comment 152.1 ). 

161.1. R. ^2 * *n fact> ̂  is the unit of the adjunction between 
PGF and the restriction of L to G . 

161.2. R. Ĉ . i.o. Ĉ- . This proposition means that each category is a 
quotient of a free category. 

161.3. R. 24 i.o. 23 • 
161.4If If p does not identify identities, the same is true for p . Indeed, 

the functor [p>a] : L[ G] -> [ G]Q x[ G]Q is compatible with p , hence 
with p , so that it factors through the canonical functor p from L[G] to 
L[G]/p ; it follows that p(e) = pfe'J implies 

[p,a](e) = [p9a](e')9 i.e. e = e'. 
162.1. In other terms r[£] is a free object generated by [G]> with res

pect to the forgetful functor F g -> G , where Fg is the category of group-
oids. The free groupoid r[£] is constructed in [46] ; in this paper 
(prepared under Charles' direction in Paris in 1959), M. Hasse essen
tially proves that a sub-groupoid of a free groupoid is a free groupoid. 

162.2. A perfect category is also called balanced (Mitchell [77] ). 
163.1. R. (twice) R( C')C C" i.o. C n / ? R C ) . 
163.2. R. R(C') entre catégories vérifiant (P ) i.o. . 
163.3+ R. isomorphe i.o. équivalente . 

- Categories of fractions: 
Proposition 17 and its corollary are generalized as follows: Let S 

be a sub-category of a category C containing the identities. Then there 
exists a universal solution C/ S to the problem of rendering invertible 
the elements of S , namely a quotient category of the free category on 
the graph obtained by adding to [C] an arrow s': e'-> e for every non-
invertible s: e-» er in 5. 

We still say that S satisfies condition (P ) ( or, in the term inology 
of /122/, is a proper sub-category of C ) if, for each 5 in S and h 
in C with the same target, there exists a square with sf in S (and 
h * in 5 if h in 5 ) : 
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163,3 ... 

In this case, C/S is explicitly constructed as in the proof of Corollary 
Proposition 17 (with R( C ) replaced by S ) if elements of S are regular 
morphisms; otherwise C/S is obtained by the same construction applied 
to the quotient category of C by the equivalence : 

h ~ hr iff sr. h . s - s*. h'. s for some s , s' in S . 
This result is already given (with a somewhat more restrictive uni

versal property) in the seemingly unknown Appendix of / 55/ (written 
in I960), where Charles introduced condition (P) by analogy with the 
Ore conditions for embedding a semi-group into a group; cf. also / 122/ 
Theorem 14-III and Corollary, Theorem 4-V. 

Condition (P) means approximately that S admits a calculus of right 
fractions in the (now standard) Gabriel-Zisman's terminology [35], 
where morphisms of C/S are described as classes of spans (f'*h>f ) , 
instead of triads (f ', /, h ) . The corollary then translates into : 

R( C) admits a right calculus of fractions iff the balanced category 
reflection of C is formed by the fractions: h*. /"̂ , h' e C, f e R(C). 

Categories of fractions were also defined by Hoehnke [50] in 1963» 
under a little stronger assumption on S. 

163.4. aff) is a right identity for / iiif.a(f) is defined and g. a (f) - g 
whenever this composite exists. 

164.1+ Neocategories and precategories: 
A multiplicative graph is called a neocategory in more recent papers 

(and we'll use this term here). Neocategories were introduced both for 
the study of quotient categories (cf. Section IV) and for applications 
to optimization problems where «germs of categories» occur. Later on, 
they provided a good setting for defining sketches / 106/ . 

Neocategories satisfying the «weak associativity axiom »: 
(WA) if two composites formed with the same terms but different par
entheses are defined, they are equal, 
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are called precategories by Bedecker-Mesrch [25], who use them to 
study quotient categories. 
Neocategories satisfying the «strong associativity axiom »: 

(SA) If one of the composites h.(g.f) or (h.g).f exists the other 
exists and both are equal, 
are also called precategories by Coppey [23] ; he develops an interest
ing study of precategories, characterizes well-ordered precategories 
and applies his results to describe direct decompositions of the mon
oid N of integers and of N xN . 

164.2. F. f[G'] i.o. f[Gl . 
164.3. F. G Q i.o. GQ . 
164.4. In other terms: v is a reflector from N' to F and v is the unit of 

the corresponding adjunction. v(G*) is also constructed in [25], when 
G is a precategory. 

165.1. A bicompatible equivalence could be called a congruence. 
167.1. Proposition 22 and this Remark led to the definition of quasi-quo-

tients in / 100/ , to formalize the universal property of i/{ C /p) . 
167.2. F. isomorphe i.o. equivalente . 
168.1. F. = C et que C " i.o. = C " et que C . 
170.1+ Quotient categories : 

Explicit constructions of strict quotient categories, e.g. of the quo
tient category of a category by a sub-category, are done in / 9 1 / (taken 
back in / 122/ chapter HI) and in the Appendix of / 102/ . 

Though quotient categories by non-identifying-objects equivalences 
are commonly used, few authors are interested in the general case : 
-The universal property of v (C/ p) is given by Dedecker-Mersch in 
[25?76] when C/p is a precategory, and when p only identifies ob
jects by Higgins [49] who solves the «word problem » for i/( C/p) . 
- Pumpkin [86] says that (Gfpf* is a quotient category as soon as 
the canonical map defines a functor C -> ( C/p)1; however Example 
2, page 169» proves that ( C/p)1 may not satisfy the universal property 
of a quotient; Piimplun gives a list of sufficient conditions (e.g. the 
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hypotheses of Proposition 25) to obtain it. 
- Quotient groupoids are studied by Hoehnke [5l] while Higgins cons
tructs the quotient groupoid by a normal sub-groupoid [49] . 

173-1. F. G\ i.o. G'j . 
173.2. This corollary means that K^fGjfKj) is a pullback of (K^.K^) • 
174.1. F. G i.o. G . 
175.1. F. K} ), . ) i.o. Kj ) ) 9 . ) . 
176.1. F. un isomorphisme i.o. une equivalence . 
178.1. The proof is too heavy: S is a product of fs9s) in H , since 

cf) xcf) : s X s -* S is an isomorphism ; hence it is also the canonical pro
duct of the isomorphic (~s 9s" ) . 

179.1. R. G\ i.o. Gt . 
182.1. F. N i.o. N . 
182.2+ Multiplicative classes as sketched structures: 

The theorems of this section are reminiscent of results on sketched 
structures (cf. /106/ ). However, structured multiplicative classes are 
not exactly «concrete internal multiplicative classes*. 

Indeed, the sketch of multiplicative classes is either 

with the cones 

and 

or 

with 

the categories of models of these two sketches in the category of sets 
are both equivalent to the category of multiplicative classes. A usual 
multiplicative class is obtained if the model maps n, if on the cano-
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nical product projections and i on an insertion, resp. if the model maps 
n', 7Tf on restrictions of the canonical product projections. 

The models of ajnc in a category H are called internal multiplica* 
tive classes in H . If H is a concrete category with forgetful functor p, 
the «concrete» models of cr̂ c (i.e. those mapped by p on a usual 
multiplicative class) correspond to the p-structured multiplicative 
classes (G'9s,s') satisfying: 
( *) (SfPjtfS'JeH and ( s, p 2t, s') e H , where p j , p2 denote the 
projections of the product GxG. 
In fact, this is the adequate definition for many problems. The strongly 
p-structured multiplicative classes correspond to the concrete models 
of omc in H which map i on a p-injection. 

Now, Theorem 2 is the analogue of the «transport by isomorphisms » 
property for sketched structures, Theorem 3 gives existence of products, 
Theorems 4 and 5 study sub-structures and quotients, Theorem 6 asserts 
the existence of pullbacks (and in fact of all finite projective limits) 
when H is finitely complete. 

The hypotheses are more complicated than for internal categories, 
because the object sr of composable pairs (image of 2r) is not cons
tructed by limits from the object 5 of morphisms (image of 1 ). 

184.1. G(p) admits products even if H is not saturated over M. 
184.2. R. sous-graphe (resp. graphe quotient ) de G' i.o. graphe . 
186.1+ Internal graphs: 

The category of graphs is equivalent to the category of set models 
of the sketch aQ T : 

(3c = 0 = at 

(without cones); the usual graphs correspond to the models mapping 
t on an insertion. The models of <jQr in a category H are called in' 
ternal graphs in H . 

p-structured graphs are the «concrete internal graphs», i.e. those 
mapped by p on a usual graph. G(p) is equivalent to the category of 
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186.1,.. internal graphs in H . So transport by isomorphisms (Theorem 7 and 
Corollary 1, Proposition 10), existence of products (Proposition 7 and 
Corollary 2, Proposition 10), of sub-structure s (Proposition 8 and The
orem 8), of quotients (Proposition 9) and, if H is complete, of limits 
(Corollary, Theorem 8) result from the general theory of sketched struc
tures /106/. Proposition 10 means that, if p creates canonical equal
izers, p-structured graphs are also the concrete models of the sketch 

Indeed, such a model extends into a model of QQ , mapping 0 on the 
equalizer of (a * , /3 1 ) . 

The end of the section is devoted to the study of some peculiar mod
els ; the results are highly technical (and somewhat bothering, though 
useful in some applications). 

187.1. The two categories admit products even if the first hypothesis is 
not satisfied. 

187.2. R. S Q X S 0 i.o. S Q X S Q . 
189.1. ([ G/p], s/p ) might not be a quotient for the forgetful functor from 

G(p,H') since only homomorphisms <f>: ([ G], s )-* ([ G9], s') with 
(j) : s -> s' in H ' factor through it. 

191.1+ // p creates canonical equalizers ( — is right solving instead of sa-
rated), then (G ,s,s9) is a p-structured graph it it satisfies condi
tion 1 and condition 

and 
and so exist, since they are p-kernels of 

and 
the morphisms of condition 2' have restrictions 

and 
with inverses and 

This remark is necessary for the proof of Theorem 10. 
192.1. R. G' i.o. G9 . 
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193.1. It is sufficient that p creates canonical pullbacks (cf. /109/). 
193.2. For the definition of the enlargement, cf. /63/, Comment 29-2. 
193.3. R. G ) i.o. G- . 
194.1. R. G ' i.o. G ' . 
195.11 In the «strong» case, it is necessary to assume that sXs exists. 
195.2. R. CG\~S') i.o. ( G ' T T ) . 
196.1+ This theorem is one of the main results of this paper, and it motiv

ated the introduction of structured neocategories ( and of the essentially 
technical structured classes and graphs). Indeed, seeking conditions 
for the existence of quotient structured categories revealed that the 
important thing is to have a quotient of the object of composable pairs 
(not a quotient s of the object of morphisms); but this quotient may 
not be a sub-structure of sXs , even for structured categories. Hence 
the structured neocategories. 

1 96.2. R . p * p i.o. p * p . 
196.3. Replace the line by: 

Les conditions 1,3,4 de la Proposition 18 sont remplies. Le couple . 
196.4. R. s/p,~sT i.o. ~s/p, s9 . 

It is still necessary to define ~SQ ( for condition 2 of Proposition 18 
to be fulfilled); it is isomorphic to SQ (it exists since H is saturated). 

197.1+ Neocategories as sketched structures: 
There are several sketches the set-models of which are neocateg

ories, as Proposition 18 suggests. So Theorems 10 to 14 may be de
duced from general results on transport by isomorphism, existence of 
products, sub-structures and quotients. 

The sketch °~NEO constructed by A. Burroni [18] is obtained by 
by gluing together the sketches am c and G Q T (Comments 182.2 and 
186.1 ) and adding the ̂identity axiom ». Another sketch is cr̂ eo : 
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197.1 ... with the cone 

and relations for defining ya and ŷg as factors and for expressing the 
identity axiom. Its models in a category H will be called internal neo-
categories in H. 

If H is a saturated concrete category, the concrete internal neo-
categories in H (i.e. the models of 0/yeo in H mapped by the con
crete functor p on a usual neocategory) are those p-structured neocat-
egories (G ,s,s') satisfying the condition ( *) of Comment 182.2. If 
p creates canonical products, ( *) is equivalent to: 

(**) (sXs,i,s')e H . 
Ail the results of this section remain valid if this condition is added 
to the definition ( as it is in /100/ ). 

Strongly p-structured neocategories are the concrete models of cr/yeo 
in H which map i : 2*'-> 2 on a p-injection. 

Another way to «add structures on neocategories» is to equip each 
set of morphisms between two objects of a structure, i.e. to define en
riched neocategories (by analogy with enriched categories) in a mon-
oidal category. For their study, cf. Cury's Thesis [24]. 

197.2. R. ( H ' , H ' ) i.o. ( H ' , H " ) . 
197.3. R. ( H ' , H ' ) i.o. ( H , H ' ) . 
197.4. p is right solving may be replaced by H is saturated over M . 
201.1. R. ^0*RC-;0 i.o. ir$(G'0) . 
202.1. The condition is necessary, since e • ef with e and ef identities 

implies (e, e) x~p (e,e'), whence e = e' if C**(T is saturated 
for p xp . 

203.11 Replace all the line by : 
saturé par p Xp et p Xp fermée ou p ouverte (resp. supposons pXp 
fermée et la topo- . 

These conditions are to insure that s'/p* p is the topology induced 
by 5 X s/p Xp . 
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204.1. R. pxp i.o. p . 
204.21 R. resp. Si p x p est fermée ou p ouverte et si i.o. resp. si . 

Indeed, if p is open, p xp is also open, and the topology induced 
by 5 X s/p Xp on the saturated sub-set C *C" is s '/p *p ; if pXp is 
closed, s'/p*p = s X s/p Xp when C *C is either saturated or closed 
(for instance if 5 is Hausdorff ). 

204.3. Qj (cf. /69/ ) is formed by the monotone maps such that 
and imply 

204.4. R. a i.o. a . 
204.5. R. g i.o. g . 
207.1. p0 is the identity. 
207.2+ Quotient ordered categories are also considered by S. Legrand in 

[68]. She obtains a criterion for the existence of quotient 0-structured 
categories, ordered categories and sub-preinductive categories, using 
quotients of a free category of paths equipped with an adequate order. 
These results are generalized in / 100/ , Section 5. 

In [57], Chapter I, Joubert gives conditions on an equivalence p on 
C which ensure that an ordered category (€',<) admits a ( strict) quo
tient ordered category equipped with the quotient order of < by p . 
These conditions are then adapted to the case of sub-preinductive, sub-
inductive and inductive categories. He uses these results to solve the 
problem of extensions of ordered functors (cf. also S. Legrand [68] 
and /90, 95, 96/ ). 

207.3. The references 1 and 2 are respectively /69/ and /63/ . 

ON /67/ : TEILSTRUKTUREN UND FAKTORSTRUKTUREN. 

This Note is a brief summary of /63, 66/ . 

ON /100/ : STRUCTURES QUASI-QUOTIENT, 

210.1. R. monoi'de i.o. demi-groupe . 
210*2. R. demi-groupe i.o. monoi'de . 
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210.3. R. monoi'des i.o. demi-groupes . 
210.4. R. dénombrables régulières i.o. dénombrables . 
211.111 This strict identification of an object with its identity leads to lo

gical problems. Indeed, a map f: M -> M* is also a set (namely, the un
ique element A of \ M'} x\ graphj\ x{ M\ ), so that in a formula A may 
be interpreted either as an object or as a map. However, practically 
there is no confusion, and this identification is an abbreviating (abuse 
of ) notations. 

211.2+ (Re)Set'theoretical assumptions: 
Cf. also /63/ Comment 24.1 and / 6 6 / Comment 155.1. 
In /66/ it is sufficient that ÎÏÏQ be closed by subsets, finite pro

ducts, quotients and countable coproducts. In this paper some exist
ence theorems where concrete functors are used require that JKQ be 
closed by power-sets and coproducts indexed by sets in 5WQ . Whence the 
definition of a (non-transitive) universe used here. When Charles in
troduced this notion, we did not know the Grothendieck universes, the 
transitivity of which does not intervene in the involved constructions. 
In fact, it is important not to add this transitivity, since JHQ (used in 
the sequel) is a universe, but is not transitive even if 5HQ and 5KQ are. 

Though the term class is used, the underlying set theory is Zermelo-
Fraenkel's (this is explicit in later papers) and universes are «large» 
sets. The necessity of taking « larger and larger » universes for exist
ence theorems led to add the «axiom of universes » : 

Fvery set belongs to a universe. 
This axiom is equivalent to the (seemingly stronger) Grothendieck's 
axiom : 

Every set belongs to a transitive universe. 
(The equivalence is proved in the last Chapter of [30] .) 

Most often (as Mac Lane has pointed out [73] ) just two universes 
^0e^0 are used; elements of 3KQ are the «small sets» and elements 
of 31ÏQ are the «large sets». In this case, it is also possible to adopt 
Gôdel-Bernays theory with elements of !)HQ as sets, elements of 
as classes. 
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In Zermelo- Fraenkel theory « every set has elements*. This some
what bothered Charles, who would have prefered a set theory with atoms 
(for instance, he thought a point in a plane has «no elements»). But 
he put aside the'question for he was more interested in solving con
crete » problems than logical ones. Anyway his optimistic (perhaps ha
zardous ) philosophy was that foundational problems could always be 
solved afterwards, without risking the validity of the «working mathe
matician's results. 

212.1. Some other notations of / 122/ are used here : R^(K) is the set of 
epimorphisms and R^(K) the set of monomorphisms of the category 
K ; if K9 is a sub-class of K, then 

imply 
The preorder < is defined by /< /' if f factors through / ' : a mini

mum for this preorder is called a K-minimum. 
If p ; H -» K is a functor, (K9,p ) is the set of (K\ p ̂-injections. A 

p-surjection / such that p(j) is an epimorphism is called a p-epi-
morphism. If p: H -> Jfi is a concrete functor and if s9 is a p-sub-struc
ture of s (denoted by s'r s instead of 5'*\p 5 ) the canonical p-
injection is written s*—\S9 . 

212.2. B(K,p) is the comma category p|/o?̂  . 
212.3+ Quasi-surjections and semi-final lifts: 

j: s-> sr is a (Kr, p , H V*c[iiasi-surjection if : 
1° s9 is in H 1 y and there exists f e K9 and k such that p( j) = k. / . 
2° For every /': s-* sn with sn e H9 and p( j') - k9. f , there exists 
exactly one g: s ' s 99 such that /' = g. / and p( g), k - k9. 
More intuitively, it is a universal solution for the problem of finding a / 
from s to H 9 such that p( j) factors through /. 

p-quasi-surjections (with H — H9 and K = K9 ) have been considered 
later on by several authors : Wyler calls them proclusion pairs Ll02]; 
there are the singleton case of semi-final lifts of p-cocones (cf. Com
ment 233.3, where the definition is recalled). 

A functor p : H -> K admitting quasi-quotients (i.e. such that each 
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212.3 ... p-morphism k : p(S) -» e determines a p-quasi-surjection of source 
S ) is called a proclusion functor (Wyler [102]) or a semi-cofibration 
(Tholen [94] ). If p admits semi-final lifts for each small p-cocone, 
it is a small semi-topological functor (Hoffmann [53] ). 

A semitopological functor is a functor admitting semifinal lifts for 
all (discrete) p-cocones (Trnkova [96] , Tholen [94], Wischnewsky 
[99] ). Then p creates colimits, since the semifinal lift of a colimit-
cone is a colimit cone. 

Tholen and Wischnewsky [95] have proved that semi-topological 
functors are the full reflective restrictions of initial-structure functors 
(cf. Comment 146.1 ). If K is cocomplete and H co-well-powered, p 
is semi-topological iff H is cocomplete and p is a faithful right adjoint. 

Many other classes of functors have been introduced, for instance 
the q-functors defined by Guitart - Van den Bril [45] in view of studying 
generalized Kan extensions, Wischnewsky1 s topologically algebraic 
structure functors [99] (which are the full coreflective restrictions of 
semi-topological functors ), topologically-algebraic structure functors 
(Hong [54], Bôrger-Tholen [11]) intermediate between initial-struc
ture functors and semi-topological functors, ... 
These classes of functors are englobed in the versatile notion of a 

structure functor sequence (Wischnewsky [l00]) for which there exist 
duality theorems unifying the known duality theorems for initial-struc
ture functors (they are the same as final-structure functors), semi-topo
logical functors,... 

217.1+ Quasi-quo tient structures : 
j is defined up to an isomorphism of its target. 
More intuitively, an object s' of H' is a (Hp^-quasi-quotient of 

s by r if there exists a morphism j: s -» sf which is universal among 
the morphisms from s to H9 compatible with r. An example shows the 
difference between quasi-quotients and quotients : if G is a group and 
r any equivalence on G , then there exists a quasi-quotient group of G 
by r namely the quotient group of G by the congruence generated by r. 
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In a preliminary draft of this paper, only quasi-quotient structures 
were defined, with a view to applications to the study of (quasi-quo
tient categories and internal categories. But Charles was not satisfied 
by this notion, and he dissected it until he got the quasi-surjections 
with respect to any (non-concrete ) functor p . 

218.1. The category N(G) reflection of a neocategory G is constructed 
in /66/, page 164, where (N,v) is denoted by (v,v). Quotient cat
egories and neocategories are also considered in / 66 / . 

2 20.1. 0 is the category of categories pointed by a sub-category contain
ing the identities. If C is a category and G a sub-category containing 
the identities, the quotient category C/G is the category such that 
(h: C-* C/G, GC+C) is a (py,/j >sh ort exact sequence ; this means 
that h maps G on identities and that any functor k: C -* K mapping G 
on identities factors through h (since is the ideal formed by the 
identity-valued functors ). 

2 20.2. Quotient categories by a sub-category are considered in /73/ (for 
the case of a sub-groupoid ) and /74, 80, 91/ where fine constructions 
are given. They were defined to study a category-valued cohomology 
adapted from the abelian cohomology (cf. «Oeuvres» III-2). 

2 20.3. If h, hf are parallel morphisms of H , a (W, p )-kernel of fh,h') 
is ap-injection / such that h. j — h*. j and p( j ) is the insertion from : 
{ x | h(x) = h'(x) \ . (The definition reminded in the proof of Propo
sition 1 is too complicated.) 

2 21.1. / is a (H, X, H' j-kernel of (h, h') iff / is an equalizer in H which 
is contained in X and with its source in //. 

221.2+ Equalizers, quasi-injections and p-kernels : 
Let p; H -> K be a functor. Suppose h, h': s -> s' and /; s -> s are 

morphisms of H and / is an equalizer of (p(h), p(hf)) in K. 
PROPOSITION. // / is a p-quasi-injection defined by f, then j is an 
equalizer of (h ,hr) iff h.j = h'.j. 

(But an equalizer may not be a quasi-injection. ) 
From this proposition, it follows: 
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- If p is faithful : / is a p-quasi-injection defined by / iff / is an 
equalizer of (h , h*) \ if p(j) - /, then / is a p-injection iff / is an 
equalizer of fh,hfJ. 
-If p is faithful and K = Ml : / is a (%L, p )-kernel of (h,hf) iff / is 
an equalizer of (h,h'J, iff / is a p-injection and p(j) — f ; so p is 
right solving iff it creates canonical equalizers. 
-If K = % and p creates canonical equalizers which are p-injections 
then p is faithful. 

221.3+ A sub-object / of s generated by kn in Freydrs sense [34] is a 
(X, //J-sub-morphism of s generated by kn iff j is in X ; hence this 
definition «relativizes » Freyd's. 

In his Thesis [70], Leroux proves that, if p admits a left adjoint 
and if H admits images, then each P-morphism kn: e -> P(S) generates 
a (P i , H/-sub-morphism of S. 

More technical existence theorems for generated sub-morphisms are 
given in / 102 / . 

222.1 1 The diagrams should read: 

(1) 

Compare generated sub-morphisms with the co-notion of a p-quasi-injec-
tion, visualized by : 

(three arrows reversed vz. (1 )). 
222.2. If M is void, then 0 is a (P , H)-sub*structure of s generated by 

0 iff 0 is the smallest sub-structure of s in H , in the case, for ins
tance when H admits an initial object 0 which is the unique element 
of the fibre of H on j3 (this is the condition imposed by Herrlich on 
topological functors [47] ). 

222.3. The proof of this assertion is similar to the proof of Proposition 2. 
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222.4+ The poset of sub-structures: 
Denote by s ̂  the class of P-sub-structures sf of s such that s' 

is in H . Condition 1 means that P(s ̂  ) is cofinal in the power-set 
of P(s) . Condition 2 means that the poset ŝ j (with the order r- ) 
admits meets preserved by P for every family A such that n P ( A ) £ (3 ; 
it is automatically satisfied e.g. when P creates fibred products in
dexed by a set the cardinal of which is lesser than the cardinal of 
P( ŝ i ) (then nA = fibred product of A over s , cf. / 102/ , page 21 ). 

Suppose 511 = % and P is sub-generating for Ml. Then s ̂  admits 
joins for every non-void family, and a «negation » may be defined by : 

~] s ' is the sub-structure generated by P ( s )\P ( s ') ; 
It satisfies s'u"l sf - s , but generally "~| "1 s' / s' - What are the pro
perties of this negation ? 

223.1. Intuitively, P is sub-generating for Ml iff « small» non-void subsets 
of P ( s ) generate « small » sub-structures of s . 

224.1. A sub-spreading functor is a functor P: H -> J(l such that P (s'Jj ) is 
the power-set of P( s). It is an initial-structure functor iff P creates 
products. 

227.1 + On existence Theorems for free objects: 
Proposition 4 is a categorical formulation of Samuel - Bourbaki ' s 

Universal Solution Theorem [89]. It was suggested to us by S. Le~ 
grand's method for constructing the ordered category reflection of an 
ordered graph [68] . It was refined for proving the existence of quasi-
quotient structured categories, whence the highly technical hypotheses 
of Propositions 5, 6, 7; for instance, X is introduced because in this 
application it is easier to consider only structured sub-categories of 
(C, s ) whose object of morphisms is a sub-structure of 5 . In / 102, 
108/ , these propositions are adapted to give existence theorems for 
free objects and adjoint functors. 

To compare these results with Freydf s [34], it is better first to eli
minate the technicities which conceal the very simple idea : Let C be 
a category and H a full sub-category (in Propositions 5, 6, 7, C does 
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227.1... not appear explicitly; it is the sub-category of H formed by H, e , 
the morphisms e -> H ). We want to construct a reflection in H of the ob
ject e of C . 

An auxiliary category H containing C is introduced (H maybe 
thought as the same category than C , but «relative to a larger univer
se^ for usual concrete categories, the meaning is clear). The family 
IQ of all «possible reflectors » gi : e -> , e H , is too large for the 
's to have a product in C , but it is supposed there exists such a pro

duct in the larger category H ; let g: e-> S be the factor of the g. *s. 
Then the reflection of e is a sub-object s of S , which is appropriately 
generated by g and « small enough » to lie in H . In Proposition 5, s is 
obtained as an image of g ; in Propositions 6, 7, it is a g-sub-structure 
of S generated by the image of q(g) , where g is a given functor with 
source H . As in many applications, Proposition 7 makes use of the 
category H , which is the same category as // relative to a larger uni
verse. 
This idea is the «outside - inside » of Freyd's, which can be schemed 

as follows: Let A be a solution-set which is supposed to admit a pro
duct S* in H ̂ preserved by the insertion H C^C ; let g: e -> S' be the 
factor of the morphisms into A . Then the reflection s of e is the sub-
object of S* generated by g ; thanks to the definition of a solution-set, 
every morphism e -> H (and not only those morphisms into A ) factors 
through s . If A is thought of as «the same category as H relative to 
a smaller universe», it plays the same role than H in Propositions 5-
6, 7, while C plays the role of H. 

In the applications, the main point is : 
- in Propositions 5? 6, 7 to prove that the generated sub-object s of 
S is «small enough » to lie in H ; 
- in Freyd's theorems, to construct a solution-set. 
In fact, the same techniques are used in both cases. 

227.2. Condition 3 says that each commutative square with k' in Kf and 
k* in K* has a «diagonal» g. 
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In the category of sets, g exists iff k9 is onto. 
In fact, this condition is not necessary in Theorem 1 (cf. Comment 

233.3). 
228.1. R. H i.o. H . 
228.2. S is in A! because the sub-category X is closed by products and 

it contains each object s9 of H (indeed, s9 is the target of a(X,H)-
kernel of (s 9, s9 ) ). 

Theorem 1 may be seen as a « co-dualization theorem », since generat
ed sub-morphisms are codual to quasi-surjections (cf. Comment 222.1 ). 
It would be interesting to compare it with the general Wischnewsky's 
dualization theorem [100]. 

228.3+ More technical existence theorems for quasi-surjections are proved 
in /102, 108/. 

An other kind of existence theorem for quasi-surjections is given by 
Leroux 1.70] ; If P : H -» K admits a left adjoint Q, and H admits push" 
outs, then a regular epimorphism f: P( s ) -» e determines a P-quasi-
surjection j: s -* s obtained by the following pushout (where rj s is 
the co-unit of the adjunction ) : 

229.1. In other terms, P creates canonical products. 
229.2. R. Théorème 2 i.o. théorème 1 . 
231.1. R. r(i9) i.o. r(i) ( on the upper diagram ). 
232.1. This results from the proof of Theorem 3, thanks to the pushout: 

232.2. p n C r . and p faithful may be replaced by r faithful . 
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232.3. Erase the initial 2 . 
232.4. / may be a filtered category in the wider sense of [74] . 
232.5. Cf. /102, 108/ and Comment 233-3. 
233.1+ Quasi-surjections and co-equalizers : 

Let p : H -> K be a functor. The dual of Comment 221.2 gives : 
PROPOSITION A. Let h, h9 : s9'-> s and c: s-> s be morphisms of H 
and f:p(s)-* e be a co-equalizer of p(h), pfhf) in K. When c is 
a p-quasi-surjection determined by f, it is a co-equalizer of h, h9 in H 
iff c . h = c . h9. 
COROLLARY. If p is faithful, K admits co-equalizers and each co-
equalizer k: p( s )-* e determines a p-qua si-surjection with source s, 
then H admits co-equalizers. 

In particular, if p ; H -» 31Ï is a faithful functor and if /; s'->sXs is 
such that p(s') is an equivalence r on p(s) , then s is a p-quasi-
quotient of s by r iff s is the target of a co-equalizer of 

(take the canonical map p ( s) -> p ( s )/r for / ). 
The following proposition, which replaces quasi-quotients by co-

equalizers, is useful for adapting constructions by quasi-quotients of 
the concrete case to internal sketched structures, such as the construc
tion of the free category on a graph, or of the fibration generated by a 
functor, ... (cf. Thesis of Kempf [60] ). 
PROPOSITION B. Suppose p : H -» K is a faithful functor which admits 
equalizers ; let f: p(s ) e be an effective epimorphism and j : s'-* sXs 
a (p L ,H )-sub-morphism generated by the equalizer n of f»p( n) and 
f.pfn'), where TT , n 9: s X s -> s are the projections. Then there exists 
a p-quasi-surjection g : s -» s determined by f iff g is a co-equalizer 
Of 7T. j, 7Tf.j. 

A Let h: s'-> s" be a morphism of H. 
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It suffices to prove that pfh) factors through / iff h.n.j — h.n'.j. 
1° If h . n . / = h . 77 /, then p(h).p(77).n-p(h).p(77t).n. As / 
is an effective epimorphism, we have the pullback 

and 

is a coequalizer diagram. Hence pfh) factors through /. 
2° Conversely, let n 9 be the equalizer of f h. n , h . n 9 ). If p(h) fac
tors through /, we have p ( h ). pfn ). n = pf h ). p (n9). n9 so that n 
factors through the equalizer p (n ') of (p (h . 77 ), p (h . 77 ')). The faith
fulness of p implies ra' is a p-injection, so the ( p̂ ~, H sub-morphism 
/ of s X s generated by n factors through rc' ; so h .77 . j - h .rrT. j. V 
COROLLARY. Let p : H Jfl be a faithful functor creating canonical 
equaliz ers. If r is an equivalence on pfs) and if j: s '-> sXs is a 
fp'y, H)-sub-morphism generated by the graph of r, then s is a p-
quasi-quo tient of s by r iff s is the target of a co-equaliz er o f : 

(Take for / the canonical map pfs)-->p(s)/r, which is an ef
fective epimorphism. ) 

233.2. Cf. / 102/ and Comment 227.1. 
233.3+ Existence theorems for semi-final lifts ; 

The theorems of this section 2 may be generalized to obtain semi
final lifts of cocones. 

Let P : H -* K be a functor and H a full sub-category of /7 . A P-
cocone (D ,y ) is the data of a functor D: A ̂  H and of a cocone 
y ; Po D => u ; a cocone y : D => s is called a (p, H)-sem i-final lift 
of (D 9y ) if it is a universal solution to the problem: find a cocone 
with base D and vertex in H , mapped by p on a cocone with a factor
ization through y (a more precise definition is given below). 

If A is a singleton, we have the (P, H ̂-quasi-surjections ; if // 
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233.3 ... =// , we have the usual semi-final lifts (cf. [93] ). 
THEOREM A. Suppose P satisfies the hypotheses of Theorem 1 page 
227. Let(D:A^H,y) be a P-cocone. if A0 is equipotent to a sub
set of H, if D takes its values in H and y in Kf, then (D, y ) ad
mits a (P , H)-semi-final lift. 

A. We first give a formal definition of a semi-final lift, similar to 
the definition of quasi-surjections. The P-cocones indexed by A are 
the objects of the comma-category L : 

Let q : L -> K be the functor mapping {j],k):(D,y)-^(D\yt) on 
y\. We identify H with the sub-category of L whose objects are the 
«constant» P-cocones, so that P becomes a restriction of q . Then a 
(P, H J-sem i-final lift of (D, y ) is a reflection of (D,y) in H . 
The proof of Theorem 1 shows that q satisfies the conditions of the 
Proposition 6, whence the result. V 
We are going to give a direct proof of this theorem, which mimicks 

Proposition 6. This leads to a slight modification of the hypotheses 
( and to a new proof of Theorem 1 ). 
THEOREM B. Suppose that P preserves (H,X9HJ-kernels and satis
fies the conditions of Theorem 7, except that the preliminary condi
tions 7, 2, 3 are replaced by : 
Kn is a class of monomorphisms of K containing P(X.H0 ) and 

such that each element of P(H ,HQ ) admits a (K", K, K)-image. 
Let ( D : A -> H, y ) be a P-cocone, where D takes its values in H . 
// A0 is equipotent to a sub-set of H, then (D,yJ admits a (P,H) 
semi-final lift. 
A . Let / be the class of pairs (/•, ̂  ) such that 8-: D => s. is 

a cocone with vertex in H and f- a morphism of K with f̂ y — P8^. 
Since Af} C—•// and H .H.H C H , the class / is equipotent to a sub
set of H ; by hypothesis, there exists a product S of (s-)i£ j in H and 
P(S) is a product of the P(st )ys. The factors 
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233.3 ... 

where a e 
define a cocone 8 : D S , and the factor / = L fi J : u -> PfSJ satisfies 
fy = P8 . Let be the (Kn,K,K)-image of f=k\k, and /; 5 S 
the (X,H ̂-sub-morphism generated by k" ; there exists A:' such that 
P f j). k9 = k " . Since / is a p -injection and 

kr. k .y( a ) lifts into a unique morphism y ( a): D( a) -> s . This defines 
a cocone y : D => s such that P y = ( k'. k )y . We s ay that y is the 
f P, //̂ -semi-final lift of (D,y ). 

Indeed, for each i we have 8.=(pr-.j)y and fi — P ( pr̂  • j ). k'. k , 
where pr- : S -» s- are the projections of the product. It remains to see 
the factorization of 8 ̂  is unique. Suppose h, h9 : s -» si are such that 

and 
they have a (H, X, Ĥ -kernel n : s 9 ~* s ; P ( n ) is an equalizer of P (h ), 
P ( h9) . As P ( h ) and P ( hf) have the same composite with k9. k 1 this 
morphism factors through P(n ) . It follows that / = /Vj).k?.k factors 
through /V/• n ̂  ; by hypothesis, P(j.n) is in AY * and & " is an image 
of / in Kn y so that k 99 factors through P (j • re ) . As j is ( X, H j-gene
rated by & * and /. n e X , there exists g: s -» s' such that (/. n.). g = /; 
this implies re . g is an identity, hence re invertible and re = re '. V 
CO ROLL AR Y 1 (Existence of colimits ), With the hypotheses of The
orem B and if K admits colimits indexed by A, so does II. 
COROLLARY 2. Let 511 0 and 5H0 be universes such that J&0 e 5fl0. Let 
P : H -» 511 6e a faithful functor creating canonical limits and p ; // -> 5IÏ 
its restriction to II = P1 ("M.) e 5110 . // P is sub-generating for Ml, £reere; 

- eacre p-cocone indexed by a category A whose set of morphisms 
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233.3 ... is in УИ0 admits a psemifinal lift; 
 H admits colimits indexed by A. 

(The faithfulness of P is to ensure that an equalizer is a Pinjection ). 
This corollary proves the Note page 232. In more intuitive terms, a 

concrete functor is a small semitopological functor ([93], cf. Comment 
212.3) as soon as it is the restriction to the universe Jli0 of small sets 
of a subgenerating functor creating limits relative to the universe Ж 0 
of large sets. 

Theorem 3 may also be adapted for semifinal lifts, and be enriched 
of a reciprocal, as follows : 
THEOREM C. Let p : H » К be a faithful functor and ( D: А » H, у ) a 
pcocone. Suppose К admits pushouts and there exist a coproduct S of 
( D( a) )ae д in H, а сорю duct e of ( p D( a ) )а€д in К. Then (D, у ) 
admits a psemifinal lift y: D => s iff there exists a pquasisurjection 
j: S > s determined by I ( defined below). 

A . We denote by va : D( a) > S and va : p D(a ) e, a e A0 , the co
projections into the coproducts. The (y(a))rs and the P(va),s have 
factors к and kf through the coproduct e , hence a pushout in К ; 

(*) 

1° There is a onetoone correspondance between the class C of 
pairs (8, d ) where 8 : D => s' is a cocone and p8 = dy , and the class 
B of pairs (h , f) where h : S » s ' is a //morphism and p (h) — f, I. 

Indeed, to (S,d), we associate (h9f)7 where ^ is the factor of 
the 8(a)'s through the coproduct S and / the factor of (p(h), d) 
through the pushout (* ); this last factor exists thanks to the equalities: 

for any a in A0 , which imply p(h). k* = d. k. 
Conversely, the pair (h,f) in B is associated to (8,/. Zf), where 

8(a) — h.va for each a ; this defines a cocone ô: D => s* because 
p is faithful and p8 is the cocone (/. Z'jy ? due to the relations : 
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233.3 ... p(Sfa)) = p(h).p(va) = f. l.k'. va = j.l>.k.va = l.V.y(a). 
2° If (8, d) and (8r,d9) are in C , a morphism g: s"-> s9 satis

fies 8 = gd9 and d = p(g).d9 iff for the corresponding pairs (h,f) 
and ( h', f9) , we have A = g*h* and / "= p ( g ). f'. 

Indeed, 8 = g89 implies h = g.h1 (unicity of the factor through 
the coproduct) and f - p ( g ) • f , since 

and the factor through the pushout is unique. The converse is evident. 
3° It follows that (y 9 c ) is «universal in C » ( i. e. y is a p-semi

final lift of y ) iff the corresponding (j, {) is «universal in B » (i.e. 
/' is a p-quasi-surjection determined by I ) • V 
COROLLARY I. Let p : H -» K be a faithful functor admitting quasi-
quotients. If K admits pushouts and coproducts indexed by A0 and if 
H admits coproducts indexed by A0 , then every p-cocone indexed by 
A admits a p-semi-final lift, 
COROLLARY 2 (Criterion for semi-topologicity ). Let p : H -» K be a 
faithful functor where K is cocomplete. Then p is a ( small ) semi-top
ological functor iff p admits quasi-quo tient s and H (small) copro ducts. 
COROLLARY 3 ( Converse of Theorem 3). Let p: H -> K be a faithful 
functor, where K admits pushouts. Let D: A -> H be a functor such that 
there exist a coproduct S of D(a), a e A0 in H, a coproduct e of 
pD(a), a e A0 in K, and colimit-cones y : D => s and y : p D e. 
Then the factor j: S-> s of the y (a)9s through S is a p-quasi-surjec
tion. (Indeed y is a p-semi-final lift of ( D, y ) . ) 

234.1. In /63, 66/ they are called //-structured categories. 
234.2. This condition is added for any homomorphism to be a functor, so 

that SYP) is full in Jl(p ) ; this is needed page 246-
235.1 H A p-injection may not be a P-injection when it is not an equalizer; 

hence °̂ (p) may not be a full sub-category of VL(P) in the two ca
ses = H or JI' (in which the set of composable pairs is not defined 
as a limit). So, in all the sequel of this paper, for both these cases, we 
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add the hypothesis ; 
(I) P is a functor such that p^ C P^ 

(it is satisfied if P is a weakly sub-spreading functor). 
235.211 The assertions 1-a for U = Tl' and 1-d are not proved in /66/ (where 

only the assertions 2 are proved as well as the fact that s ' r- s' on 
C * C determines a -̂sub-structure of e ). Their proof ( cf. /102/, 
Proposition 1-1, Appendix, where some of the results of this paper are 
refined) lies on the construction of a sub-structure s ' of sr on C * C 
as the limit of the diagram : 

236.1. B. 3 i.o. 13 • 
236.2. E. 10 i.o. 8 . 
237.1. For the definition of the (maximal) enlargement, cf. Comment 29"2. 
237.21 The proof is too brief in the case 0 1 = 31 or 71' , where the only cri

terion for the existence of sub-structures is condition 2 page 235- How
ever, by hypothesis the full sub-category O f p J of H f p J must be in
cluded in J{(p ) , so that the object of composable pairs s ' of (C , s) 
is a sub-structure of sX s . and similarly sV- SXs. It follows s ' r— s' 
since C * C C C *C . Hence Condition 2, page 235» implies that 
( C , s J is a -sub-structure of ( C , s). 

238.1. For the (non evident) proof of ufpje M0 , cf. /109/ , page 311. 
238.2. If Mfp) = Jlfp; or Jl(p) and Q(p)cJl'(p), then O f p) is not a 

full sub-category of W(p). However Theorem 1 extends in this case ; 
this is clear on the sketched construction of the quasi-quotient of e 
( second part of the proof ) ; indeed, S is both a product in U (P ) and 

A A 
lj(P ) y and ê is a P'y- and a Pg-sub-structure of e ( Proposition 3). 

241.1. R. M( L) désigne le demi-groupe i.o. M ( L ) désigne le monoïde . 
Notice that all the results are valid either if U(C) is the free mon

oid U Cn or the free semi-group u. Cn generated by C , except The-
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orem 4.6 and its corollaries, where M(C) has to be a semi-group (cf. 
Comment 263-6 ). 

243.1. R. M(C)' i.o. M(C' ) . 
243.2. R. p i.o. P . 
244.1. R. [C]** [CV i.o. C * C . 
245.1. R. 30-Irfc-j i-o. /rrc.; • 
245.2. R. ^o-^rC.; i.o. Ir^c-) • 
245.3. These theorems assert the existence of the free groupoid on a graph 

and of the categories of fractions; cf. Propositions 16, 17 /66/. 
245.4. R. 5 i.o. S' . 
246.1. Add formée des homomorphismes de MfC) vers un objet de S' 

compatibles avec r̂ f C ) . 
246.2. R. La preuve du Corollaire 3 i-o. Le corollaire . 
246.31 R. S'-compatible i.o. compatible . 

This correction is important: the quotient semi-group Q of M ( C )' 
by the compatible relation generated by r̂ f C ) may have idempotents 
which are not identities, so that SfC j is a quotient of Q. For ins
tance, if C is the monoid with a unique non-identity morphism / and 
/ is idempotent, then Q - C while S(C ) is reduced to its identity. 
However if C is a groupoid, Q is a group and SfC J — Q. 

246.4+ Higgins [49] gives explicit constructions of SfC) when C is a 
groupoid. For instance, SfC ) may be defined as the set of the sequen
ces gn-~gj where g ^ C is not an identity and, for i<n, the com
posite gi*gi-i is not defined in C. The composition is obtained by 
juxtaposition followed by reduction to such a sequence: identities are 
erased and composites computed whenever possible. In this case, Jou-
bert [57] gives still another construction of Sf C). 

246.5. Replace by s'=z9(s'). 
247.1+ Functors with a maximal section are sub-spreading: 

To say z is a maximal section of q : H -» K means that z is a right 
adjoint of q and the co-unit of the adjunction is the identity. It follows 
that z , and therefore z ' = z p , preserve products ; this is a shorter 
proof of the first statement of Proposition 1 ; the second one may be de-
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247.1 ... duced from the more general 
PROPOSITION. Let q: H -> K be a functor and z a right adjoint of q 
such that the co-unit a( u ): q z ( u ) -» u be monic for each object u of 
K. Then z(k) is a q-injection for each k in K. 

To prove the universal property of z(k) , let g: s -» z (u*) be such that 
qf g) = qz (k ). /. Since a(u ). f : q( s ) u there exists a unique 

f: s -> z(u ) satisfying a(u ). q ( f ') = a(u ). f ; 
it follows q ( f ') ~ f , because a( u ) is monic. z ( k). f and g are mor
phisms s-^z(u') such that 

where p(h) is an identity. Hence TT : s -> s is a p-injection whose im
age pf n ) is the insertion k. 

This corollary proves that in Proposition 2, Theorem 3 and ils corol
lary, the hypothesis p est /—étalant must be erased, since it is al
ways verified ( cf. also / 102/ , Appendix ). 

247.2. It is clearer to define z^ directly (and not z'̂  ) as follows : it maps 

so they are equal, z (u ) being cofree. Hence z (k ) is a q -injection. V 
COROLLARY. If p ; H -> Jfi is a functor creating canonical pullbacks 
and admitting a maximal section z, then p is sub-spreading. 

A. Let s be an object of H and M a non-void sub-set of pf s). If 
k: M -> pfs) is the insertion, z (k) is a p-injection (by the proposi
tion) and we have the canonical pullback 

if or onto 
otherwise. 
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onto 
Since z preserves products and maps anything on a pinjection z^( С ) 
is an object of T i f p J . If e is an object of H f p ) on С the identity 
of С defines a morphism e > z"\\ ( С ). 

248.1. Erase the first sentence (satisfied thanks to Comment 247Л ). 
248.2. R. Kfp) i.o. К Y p J • 

Add: Nous supposons p^ С Plorsque U ou С est ?ï ou îïr. 
249.1. This condition means that P preserves the colimit of an increasing 

sequence of Psubstructures of s , since this colimit always exists 
(cf. Corollary 2, Theorem 32). 

249.2+ Рог С = К ' or Я ' £/ге term countably may be omitted. 
Indeed (cf. /102/, Proposition 3"2, Appendix), with the notation 

of the proof, page 249, let us prove that С ̂  = P ( s ̂ ) is already closed 
by the source and target maps, so that the construction ends at the first 
step and ( С p s ̂ ) is the substructure of ( С , s) generated by M . As 
P creates pullbacks, there exists a pullback 

where 

since ŝ r- s, we also have o* i— s i . Now P (cr ) contains the s ubneo
category M ̂  of C which generates s j , and this implies s cr. Hen
ce Si = ff and P (s i) is closed by a . Similarly it is closed by /3 . V 

252.1. R. M(i)(M(C)) i.o. M(j)(C) . 
252.2. P is also considered in /69, 66/ . Notice that the description 

of Pp5~sub structure s implies that the supplementary hypothesis (I) 
introduced in Comment 2351 is satisfied and the results are valid

253.1. This terminology is odd, since fsubinductive is stricter than 
finductive. We recall that the relative join x ' u x " is the join of x \ 
x " in the poset formed by the elements lesser than x . 

253.2. A quasiinductive map preserves arbitrary relative joins. 
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255.1. This is a particular case of the assertion of Comment 249.2. 
255.2. Add et A C K . 
255.3. Quotient ordered categories (with more or less conditions) are con

structed in /66/, in Joubert [57] and in S. Legrand [68] . 
In /102/ f-inductive categories are generalized into £-induc

tive categories, where Ç is any ordinal. Thanks to the notion of a £-
sub-generating functor, Theorem 4 and its corollary are still proved 
to be valid in this case. 

256.1. More intuitively, a ( O f p ), p^ )-qua si-quotient of ( C, s ) by r 
may be constructed : 
- as a quasi-quotient of the O f p )-reflection of the p-structured 
graph f[C'],s), 
- as a quasi-quotient by a non-identifying identities equivalence of 
the O f p ) -reflection of the structured graph quasi-quotient by r of 
ac]9s). 

256.2. R. i.o. 
258.1. R. (twice ) C i.o. C 
260.1. More intuitively, a structured groupoid quasi-quotient of ( C , s ) 

by r may be constructed as a quasi-quotient of the free structured 
groupoid on a symmetric of the underlying structured graph. 

261.1. R. monoi'des i.o. demi-groupes . 
261.2. R. demi-groupes i.o. monoi'des . 
261.3+ ̂ m(p ) is the category of p-structured semi-groups. Its objects 

are the pairs of a semi-group C and an object s of H over C such 
that the composition K lifts into a morphism s X s s . The objects 
of 6'f p J are those p-structured semi-groups such that C* is a mon
oid without idempotents other than the identity 1 and that the cons
tant map on 7 lifts into a morphism s -» s. 

is a •projection iff s — fi(j) is 
a structure on L (without any condition) and every morphism from 
s ~a(j) to a p-structured semi-group factors uniquely through / ; 
such a projector is constructed in Theorem 4. Then f C* ,s) is ap-
structured semi-group iff it is a free object generated by s with res-
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pect to the forgetful functor îï (p ) -> H ( as it is in Corollary 1, The
orem 4). Notice that the projection constructed in Theorem 4 is on 
M(p(s)). More generally, there exists a projection (M',S9) ois 
as soon as there exists a coproduct S' of the s^'sona set M equip
ped with a bijection f : M ( p ( s ) )-* M . Indeed, / lifts into an iso
morphism S -> 5' in the enlargement p of p (cf. Comment 29-2), and 
(M(p(s))\S) is a projection vz. p. Now (M'9S9) is deduced from 
(M(p(s))\ S J by the isomorphism /. So Theorem 4, and its Corollary, 
extend to this case. 

263.1. R. où K i = s admet un facteur i.o. admet une somme . "We have 

263.2. This corollary says (in a complicated way) that ( M ( C /, S ) is 
the free p-structured semi-group generated by s . Its hypothesis is 
satisfied if the partial functor S X- ; H -» H preserves countable co-
products, e.g. if H is cartesian closed. 

263.3. R. demi-groupe i.o. monoi'de . 
263.4. R. dénombrables commutant aux produits, la détermination des 

monoid es structurés quasi-quotients d'un graphe . 
263.5. R. demi-groupes i.o. monoi'de s . 
263.6.+ Free structured monoids : 

A p-structured monoid is a p-structured category on a monoid. Let 
M ( C ) be the free monoid generated by C obtained by adding to 
M ( C ) the «void» word as an identity. It may be equipped with the 
coproduct S of the sn, n>0, where s° is a terminal object a of 
H such that p( a) — { fi \ . The proofs of Theorem 4 and its corollary 
still fit in this case, provided there exists a morphism K Q : a -> s map
ping 0 on 1 whenever (G 9s) is a p-structured monoid. Hence: 
PROPOSITION. Suppose H « contains the constants » and let s be 
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263.6 ... an object of H on C such that there exists a coproduct S of 
the s , n > 0 on M (C). Then : 

1° Every morphism from s into a p-structured monoid (resp. into 
an object of S'(p ) ) factors uniquely through ( M( C ) , S ). 

2o If Sx S is a coproduct of snXsn\ n, nr> 0, then (M(C ), S ) is 
the free p-structured monoid (resp. the free object of &'(p) ) gen
erated by s . 

The hypothesis is satisfied if p is a sub-spreading functor. How
ever, this condition is strong enough and it is better to avoid it by 
considering the free semi-group i.o. the free monoid. 

264.1. Quasi-categories are «catégories without the identity axiom »: 
f.a(f) = f = p(f):f. 

264.2. More briefly: L ( [ C ] ) is the free quasi-category on [C] , with 
respect to the forgetful functor 3"'-» § . 

The consideration of L [ C] has motivated the introduction of the 
notion of a quasi-category. Indeed, L [ C ] is more easily structured 
than the category of paths (cp. Proposition 6, Examples page 274). 

266.1+ Internal quasi-categories : 
The category of quasi-categories is equivalent to the category of 

set-models of the sketch ô c similar to the sketch of categories (cf. 
Comment /63/, 55-2) except that K ya and «y^ are not required 
to be identities. The models of ô c in any admitting-pullbacks cat
egory H are called internal quasi-categories in H . Results on int
ernal categories are easily adapted to quasi-categories. 

Let p : H -> yd be a concrete functor creating canonical pullbacks. 
The p-structured quasi-categories are the concrete internal quasi-
categories in H , i. e. those internal quasi-categories which are map
ped by p on a usual quasi-category. This definition is a bit more 
general than Definition 3 which requires that there exists a product 
5 X s , where 5 is the object of morphisms : however both definitions 
agree when p creates finite canonical products ( as here ). 

If p creates isomorphisms, the category of p-structured quasi-
categories is equivalent to the category of internal quasi-categories. 
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268.1. R. 1 i.o. 2 . 
268.2. It must be noticed that p ( h ) only defines a homomorphism from 

the graph C to the graph underlying D , but it may not be compatible 
with the compositions of C and D * ; indeed, /'. a ( f ) — f in C* , 
while p (f' ).p ( a ( f ) ) may be different from p ( f ) in D ' . The « graph » 
notation would be clearer. 

268.3. R. 2 i.o. 1 . 
268.4. R. Î Y P ) i.o. O f p ; . 

By definition, e is an object of K ' Y p ) (without any condition) 
such that each homomorphism from e (considered as a structured 
graph) to the graph underlying a p-structured quasi-category (D, s' ) 
factors uniquely into a morphism e-*(D,s'). Then e is a p-struc
tured quasi-category iff ê is a free object generated by the graph e 
with respect to the forgetful functor S " Y p J - * § f p J - For the cons
truction of e , cf. Theorem 4 and Proposition 6. 

This theorem means that the structured category (resp. groupoid) 
quasi-quotient of an object of K n ( p ) may be constructed as a quasi-
quotient of the free structured quasi-category on its underlying,graph. 

270.1. R. où K j - 7s admet un facteur i.o. admet une somme . 

270.21 In Theorem 4, L(e) is constructed when there exists acoproduct 
$ of 5*" , n e N , on L [ C] . If H is not saturated over % , to say 

. that p admits countable coproducts only implies that this family has 
a coproduct sr on a set L equipped with a bijection g: L[C] -» L . 
However s exists in the enlargement p of p (cf. Comment /63/., 29-
2) and f L ([ C] ), s ) has the same universal property vz. p . It fol
lows that its image ( L , s') by g is a (? Y P ̂  (p )y £ Y P ) ̂-proj
ection of e .Denoting it yet by L ( e ) , the end of this section is valid. 

270.3. L (e) is then the free structured quasi-category generated by e. 
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Though the proof is given when L ( e ) is on L [ C] , it extends to the 
general case as in Comment 270.2. 

271.1. R. Corollary 2 i.o. corollary. 
271.2. Add, after an alinéa: 

les e e W(p Jo tels que le morphisme K : s ' -» s structurant la loi 
de composition soit dans H ", si 11 = Ti ou îï . 
Hence fi^pj^^fp) and (p ) = H2(p ). 

272.1. R. 3• -6 i.o. 4--6 and omit 4\-l . 
(This theorem proves how a statement may become un-readable 

when concision is sought at any price ! ) 
272.2. R. 5-7 i.o. 5 . 
272.3. R. 14, Corollaire 2, i.o. 15 . 
272.4. R. Py i.o. p . 

Condition ( ) ( called ( E ) in / 63/ 1-2) is the transport by iso
morphism property ». 

272.5. Py well-faithful means p amnestic. 
273.1. R. 3-2 i.o. 3-3 . 
273.2. Replace all the line by : 

et on a I.L f7<^ ~ ̂  (jy) ; ainsi p^f F J est une surjection ; 
274.1. R. Corollaire 1 i.o. corollaire . 
274.2. R. 3X i.o. 3\ . 
274.3. R. 1, 2 et 3 . i.o. 3 et 4 . 
275.1. The objects of S^f p ) are only monoids of 6 ' equipped with the 

trivial order. 
In [57] ? Joubert also constructs a reflection of an ordered group-

oid into a group and uses it to obtain a locally simple foliation with 
a given transversal holonomy pseudogroup. 

275.2. R. 3x-7 (resp. 3x-6) i.o. 3 x - 6. 
275.3. R. 7 i.o. 6 . 
275.4. Erase 2 . 
276.1 + Multiple category reflection of a multiple neocategory : 

The method used here also leads to the n-fold category ( or group-
0 l °n 

oid reflection of an rc-fold neocategory e ( C , ... , C ) (this 
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means : ( C 1, C I ) is a double neocategory for i < j < n ). For each 
k <C n , we define a category structured by an (n~ I ) -fold neocategory 
ek = (C°kk,...,C°" , Cl1 C^-1 ) with (£ ,i<k categories by : 

e0 - e and ê  + j is the category (resp. groupoid ) structured by 
an (n-1 )-fold neocategory reflection of (C°k+ Ĉ n , ,...,C^;. 
Then ê - eR . 

S. Legrand [68] has given a more intricate construction of the 
multiple category reflection of a multiple neocategory. 

276.2. R. Corollaire 1 i.o. corollaire . 
276.3. R. 1 i.o. 2 . 
276.4. R. 6 i.o. 7 . 
277.111 ê is really on [C]' , but we have to prove it. Indeed, this does 

not result from Corollary 2, Proposition 1-6, since Pŷ f does not pre
serve pushouts. An example is the cokernel pair of the insertion from 

to 
it is reduced to the identity of B while the cokernel of the underlying 
map is the insertion of B into 

However, we have : 
PROPOSITION A. p preserves the pushout of the insertions from A' 
to B' and C when A is stable into B' and C . 
A . Their pushout in the category of sets is D = BII C/r where 

r is the equivalence : 
(a, i ) ~ (a, /) for a in A , i, j = 0 or 1. 

Since A is stable into B' and C\ this equivalence is bicompatible on 
the coproduct neocategory B IIC* , so that there exists a quotient 
neocategory D' of this coproduct by r . Hence the pushout: 

PROPOSITION B. If e =([C],C ) is a p • structured graph, then 
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[CJo is stable in C and the Pŷ t"symmetric e of e is on the sym
metric [C] of [C]. 

If y and x are vertices of [ C] and if ylx exists, we have: 

because the source map a of [C] defines a neofunctor C -* C", 
so y 1 x is also a vertex. It follows that the pushout C of the inser
tions of [C]0 into C and into the opposite graph of [C] lifts into 
a pushout Cl in Jl'. So f[ C ] , C" ) is the p ^ -symmetric of e. 

277.2. R. e' i.o. e . 
277.3. R. ê i.o. ê' . 
277.4. R. 1 i.o. 3 • 
277.5. (k, h) is a ( J (p J, p^-short exact séquence, or else, ê is a 

J 

f / (p), Pçr J-quotient structure of e by e i iff A : e -, -» e is a p^-mo-
nomorphism, h : e e is a p̂ -epimorphism and h is universal among 
the p-structured functors g ; e -> e ' such that g * h is in J (p ). 

278.1. R. c* i.o. A Y C * ; . 
278.2. Cf. also /102/ . 
278.3+ Existence theorems for colimits of structured categories may be 

deduced from the preceding results : With the hypotheses of Corollary, 
Theorem 1, CJ (p ) admits « small » colimits. If p admits a maximal 
section, the forgetful functor C5(p ) -> 3" preserves these colimits. 

Moreover, the construction of colimits as quasi-quotients of co-
products and the different constructions of quasi-quotient structured 
categories given in Sections 4-7 lead to explicit descriptions of co-
limits in 5 Y P ) > and if p creates isomorphisms, in the equivalent 
category of internal categories in H. 

ON /112/ : CATEGORIES DE FONCTEURS STRUCTURES. 
This Note is a brief summary of /109/, 
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ON /109/ : CATEGORIES DE FONCTEURS STRUCTURES. 
282.1. Cf. /63/ Comment 55.2. 
283.1. Cf. /66/» where this notion is introduced and the properties recal

led here are proved. 
283.2. Py well-faithful means that p is amnestic. 
283.3. The last sentence is not useful since p is faithful. 
283.4. The usual terminology is T: s'=> F is a cone, or a limit-cone. 
284.1. This comes from the fact that g: s 9 -> S satisfies h . m . g = hf. m9. g 

iff p(g) factors through the factor w of (v,v'). 
284.2. The faithfulness of p implies h.j = h'. /. 
285.1. This isomorphism is the «diagonal embedding». 
285.2. Jl(p) is used page 319 with another sense. In our more recent 

papers, we adopted the standard exponential notation p^ : -> . 
Notice that in H ̂  the source C and the target H are ordered in the 
way we find more natural, but is opposite to the order commonly used 
to denote Horn functors. 

288.1. Cf. /66/ Section 3-1 and /63/ Comment 29.2. 
289.1. This very convenient hypothesis is not too restrictive: if p is 

a concrete functor which does not create isomorphisms, it may be re
placed by its enlargement (cf. /63/ Comment 29-2 ) and the construc
tions done in the enlargement are transported back into p by isomor
phisms, since the sources of p and of its enlargement are equivalent. 

290.1. This last assertion proves that this definition coincides with the 
definition given in /63, 100/, when p creates canonical products 
(as it is assumed in these papers). 

290.2. Cf. also Theorem 11-11/63/. 
293.1. When p creates finite products, this is Theorem 11-11 /63/ (the 

proof is similar ). 
294.1. When p creates finite products, the first assertion is proved in 

Theorem 14-11/63/, and the second in Theorem 13-II / 66/ . 
294.2. R. le corollaire 3 de la i.o. la . 
297.1. The difference with Proposition 5 is that hypotheses on p are re

placed by stronger hypotheses on C9. This proposition comes from 
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a general existence theorem for sub-sketched structures /106/. 
298.1+ The functors p° , pH and p" are the evaluation functors (called 

foncteurs d'omission by Lair [62] ) corresponding to the objects 0 , 
1, 2 of the sketch of categories (cf. Comment 55.2), if a p-structured 
category is identified to an internal category in H . Hence this pro
position comes from a general existence theorem for limits of sketched 
structures (cf. /106/ and [62]); only some of its particular cases 
are proved in /63, 66, 100/ (with stronger hypotheses). 

The first part of the proof consists in deducing from F : K -> 5 / p )f 
an internal category in the functor category H (« drawn » on the dia
gram at the right). More generally, we have Cat(H)K^ Cat (HK) 9 
where CatfH) is the category of internal categories in H~ (which is 
equivalent to S'Yp ) since p creates isomorphisms / 104/ ). 

299.1. This last assertion uses the fact that / is monic is since it 
K 

is a pointwise monic (it is a p -injection by Proposition 5-1 ). 
301.1. R. p (h) de i.o. de . 
302.1. This proposition refines the preceding one; the analogous result 

for internal categories follows from the fact that the sketch of cat
egories is generated by pullbacks from 1 and by equalizers from 2. 

304.1. Cf. also /100/ Section 2, where this notion is introduced. 
304.2. Add E 0 . (It is called sub-generating functor for (J(l,X,H), 

in/100/.) 
305.1. Add = S et . 

This proof is similar to the proof of Proposition 2-2 / 100/ . 
306.1. R. E £ $ i.o. E. 

This proposition is Corollary Proposition 2-2 / 100/ • 
306.2. R. E f- 0 i.o. E . 
307.1. R. si 0 f- E i.o. si E . 
307.2. This proposition has the same conclusion as the Proposition 5*2, 

but P creates equalizers is replaced by P is sub-generating. 
308.1. R. si 0 K i.o. si K . 
308.2. This is Proposition 3-2 / 100/. 
309.1. The ( non-countability ) assertion of this proposition is proved in 
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409 

Theorem 1-5 /100/, but with the stronger hypothesis that P creates 
finite limits ; the existence of pullbacks then renders the construction 
much simpler. 

309.2. R. E f- 0 i.o. E . 
311.1. The first assertion is corollary, Theorem 1-5 /100/ ; the second 

one may be deduced from it (cf. /100/ Comment 278.3). recall the 
fine constructions of quasi-quotient structured categories in /100/. 

311.2. Cf. /100/, Theorem 2-2 and Corollary 2, Theorem 3-2 where these 
theorems are first given. 

315.1. "When p creates finite limits, structured natural transformations 
are defined in /64/, Section 2, as structured functors to a structured 
category of quartets ; the equivalence between these notions is given 
in Propositions 7, 8 / 64/, which are similar to Propositions 1, 2 (cf. 
also Corollary Proposition 3 page 318). However, if p does not create 
pullbacks, (B C , • s ) may not be a structured category, so that the 
definition adopted here is more general. 

316.1. A double p-structured category is just a p-structured category. 
316.2. "When p creates finite limits, this proposition reduces to Theorem 

15-II /63/ ; in this case the proof is simpler since (B C" , CDs.) ap
pears as a sub-category of the product structured category of (C, s p 
with the indiscrete structured category on s . 

319.1+ When p creates finite limits, 7l(p )m is constructed in /64/, Sec
tion 2 (and denoted by ft([#]) ); in this paper, the double category 
of squares of the 2-category Tlfp ) (called structured quintets ) is def
ined, but oddly enough, its sub-2-category is not mentioned explicitly. 

If p creates pullbacks, Corollary Proposition 3 means that Tif p ) 
is a representable 2-category (in Gray's sense [39]) a representation 
of e being • e . Wore generally, if H is a category admitting pull-
backs, the 2-category of internal categories in H is representable (cf. 
/113, 115/ and Gray [39] ). 

319.2. (W ,D) is a p'-dominated category /77/ iff D: HxH°P -* H is a 
functor whose composite with p' is the Horn functor of H (to be read 
from right to left: Homf e e ) - \ h: e -> e 9 } ). 
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320.1+ This p '-structured category of morphisms from s9 to (K', s ) is the 
p'-structured category isomorphic to the internal category in H' 

image of the internal category K in H 

corresponding to f K' , s ) by the preserving-pullbacks functor Df-, s' ). 
Its object of morphisms is D(~s, s9 ) and its composition the composite 

where g is the isomorphism from the canonical pullback. 
If Hf is the category of sets and D the Horn functor of H , we just 

obtain the fibre over sf of the Grothendieck category object [42] (or 
indexed category in Par e-Schumacher [82] ) associated to K . 

321.1. E(e,e9) is the p'-structured category of structured functors from 
er ~ ( C , s 9) to e . More generally, the p' -structured category defined 
in Proposition 5 is the p'-structured category of lax transformations 
from e 9 to the structured category of J-morphisms of (K ,K°, s ). 

323.1. In other terms, E9(e,e') is the Hr-object of structured functors 
from e9 to e , and the map g |-> Q] g lifts into a morphism 

325.1+ Enriched categories of structured categories : 
If g is a set-valued functor from a cartesian category L , a strong

ly dominated category (K,F) corresponds exactly to an L-category 
(category enriched in L , in Eilenberg - Kelly* s sense [31]) F with 
K0 as its class of objects and F(e,e*) as object of morphisms bet
ween e, e9 iff the identity and associativity axioms are satisfied. If 
q is faithful, they always are. (Cf. Comment 26.2.) 

It follows that Proposition 8 means that the category 3" f p ) of struc
tured categories is both underlying : 
- the H'-category E' of p-structured functors, 
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- the J ( p*)-category E of p-structured natural transformations ; in
deed, though p'° is not faithful, the identity and associativity axioms 
for E are deduced from the construction of the multiplications k' of 
E ( Proof, Part 3 ) as restrictions of the composition of a 2-category 
and from the fact that p' is faithful. 

327.1. In other terms, if e and e are structured categories, there is a nat
ural one-to-one correspondence : 

330.1. If e and e are structured categories and if s* is an object of H 
identified with a discrete structured category, there is a natural one-
to-one correspondence : 

331.1 ̂1 To prove that the conditions of Proposition 9 are satisfied, it is 
still necessary to say that the coliberty morphism 

is applied by p on the evaluation map. 
Proposition 10 may be applied for instance to topological cartesian 

closed categories ( cf. Herr lich [48] and Nel [79] ); these categories 
are characterized e.g. as those topological categories in Herrlich's 
sense (cf. Comment 146.1), for which the partial product functors 
- xo , for each object a, preserve colimits. 

331.2. The result also applies to the category of Kelley categories, i.e. 
the internal categories in the cartesian closed category of Kelley 
spaces. This case is considered explicitly by Brown-Nickolas [ 13], 
who use the construction of the closure functor for computing colimits 
of Kelley categories, groupoids and groups, and studying free products 
of k-groups. 

331.3+ Monoidal closed categories of internal categories. 
The conditions of Proposition 10 are very restrictive, for example 

they are not satisfied by the category of categories. But in fact, they 
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are considerably weakened in /115/, where we prove that: 
If V is a symmetric monoidal closed category with « enough » limits, 

the category of internal categories in V is a symmetric monoidal clos
ed category. 

This result is deduced (Proposition 26-11 /115/ ) from a general 
statement about sketched structures (using the monoidal closed struc
ture constructed by Day on categories of functors toward V ; cf. also 
Foltz-Lair's construction which uses costructures). 

If the partial tensor product functors of V preserve pullbacks (e.g. 
if V is cartesian closed), this theorem is alternately proved by a more 
constructive method (Proposition 29_H /115/ ) suggested by the one 
given in Proposition 9 (except that ends are used to simplify). 

In other papers, we have defined explicit monoidal closed struc
tures on categories of internal categories : 
- on the category of topological ringoids in /118/, 
- on the category of all multiple categories in /119/, 
- on the category of rc-fold categories (/120, 121/, cf. Comment 71.1 ). 

334.1. This is an evidence, not a Corollary of Proposition 6. 
335.1. R. 5-4) 3YK°, C'*J i.o. 6) JL((K°,s), e'). 
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SYNOPSIS 

In the fifties, Charles had encountered many examples of categories 
whose class of morphisms is equipped with some structure compatible with 
the source , target and composition maps : Topological categories and dif-
ferentiable categories in fibre bundles theory and Differential Geometry; 
local groupoids in his local structures theory for axiomatizing the «gluing 
together » process; double categories (e.g. the 2-category of natural trans
formations and the double categories of squares ) in his reflections over 
the definition of a structure. To unify these examples, in 1963 he defined 
the structured categories (or «concrete» internal categories with respect 
to a faithful set-valued functor) and their actions, and later on internal cat
egories and internal presheaves (cf. Comments 25.1 and 55-2). 

For this, he needed a good notion of « sub-structures », since the 
structure (or object) of objects must be a sub-structure of the structure of 
morphisms S and the structure of composable pairs a sub-structure of S X S . 
So he undertook the study of p-injections. The dual notion of a quotient 
structure (and its generalization, the quasi-quotients ) also proved its ef
ficiency to « internalize » set-constructions. But quasi-quotients may not be 
easily constructed, so existence theorems were devised. 

These ideas are developed in the reprinted papers 
/63, 64, 69, 66, 100, 109/ 

which are summarized in the Notes 
/57, 58, 61, 65, 67, 82, 83, 112/. 

We are going to point out the main topics of the papers and of some further 
comments. 

1. SPECIES OF STRUCTURES AND HOMOMORPHISMS CATEGORIES. 
These notions are not the subject of the present volume (cf. Parts 

II and III-2). However, they are an important tool since most of the results 
are about a set-valued homomorphisms functor ( or a concrete functor, cf. 
Comment 29.3). The enlargement theorem (cf. Comment 29.2) replaces 
a (homomorphisms) functor by a (saturated or) creating-isomorphisms one. 

Covariant maps between dominated (or enriched, cf. Comment 26.2) 
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species of structures are triangles of functors commuting up to a natural 
transformation ; they form sub-categories of the category of quintets (/64/ ) , 
which were initially obtained for « symmetrizing » this situation. 

2. SUB-STRUCTURES AND QUOTIENT STRUCTURES. 
In /63/, p-sub-structures are defined when p is a concrete functor 

and its codomain is equipped with an inductive order. The notion is freed 
from these conditions in /69/, where ordered categories are also studied 
for pointing out the weak properties of the order really needed in / 63 / . But 
the «good» notion of a p-injection, for any functor p , is given only in / 66/ ; 
later on, it has been generalized into initial lifts of cones (cf. Comment 
146.1). Generated sub-structures, considered in /100/, single out the sub-
spreading functors (of a «topological type») and the sub-generating func
tors (of an « algebraic type»). 

The p-surjections and quotient structures, defined by dualization, 
are studied in /66/, where many examples are given : Reflections of a cat
egory into a sub-category are obtained when the codomain of p is the cat
egory 2 : several constructions made in older papers are proved to be re
flections, such as the various completions of a prelocal groupoid (cf. Com
ment 153.1); the categories of fractions (Comment 163.3 and /55/); the 
free category and the free groupoid on a graph, ... Neocategories and their 
quotients are introduced for a close study of quotient categories (cf. Com
ment 170.1). 

3. QUASI-QUOTIENTS AND EXISTENCE THEOREMS. 
Though quotient categories are scarce, the results of /«66/ prove 

that the category reflection of the quotient neocategory has a «good» univ
ersal property. Its formulation led to the quasi-surjections and quasi-quo
tients, which are defined in /100/. Comments 221.2, 212.3, 233.1, 233-3 
compare quasi-injections and equalizers on one hand, quasi-surjections, 
coequalizers and semi-final lifts of cocones on the other hand. 

In many cases, existence theorems palliate the lack of explicit cons
tructions for quasi-quotients. Charles's approach is the «outside-inside» 
of Freyd's ( cf. Comment 227.1 ); to get a reflection in a sub-category H 
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he uses a large auxiliary category, the «same category as /7, relative to 
a larger universe » (for set-theoretical assumptions, cf. Comments 24.1, 
155.1, 211.2). Existence theorems for quasi-quotients and colimits are given 
in /100/, for semi-final lifts of cocones in the (original ) long Comment 
233.3. These theorems pointed out the interest of studying special classes 
of functors ( cf. / 94 / ) ; such a study has been undertaken in the last years 
especially by German categorists ( cf. Comments 146.1 and 212.3). 

4. THE GENERAL THEORY OF STRUCTURED CATEGORIES. 
Let p be a concrete functor; p-struetured categories are defined 

in /63/, and algebraic properties of the category of structured categories 
are established : transport by isomorphism, existence of limits, description 
of sub-structures, ... These results are proved in / 63/ when p creates can
onical limits, and improved (with more elaborate proofs) in /109/ where 
p only creates isomorphisms (which is not restrictive). 

/66/ originated in the desire of studying quotient structured cat
egories of (C,S). If r is an equivalence on C and if there exists quo
tients of C and S by r , these data may not define a structured category. 
But if the object S9 of composable pairs admits a quotient S 9 by the equi
valence r' induced by rXr, then (C/r,S9) is a structured neocategory. 
This weaker notion is introduced in /66/ as well as the auxiliary tools: 
structured multiplicative classes and graphs. The results of /63/ are ex
tended to them; in fact they come from general theorems on sketched (or 
internal) structures (cf. Comments 55.2, 182.2, 186.1, 197.1). 

In / 100 / , existence theorems are given for quasi-quotient struc- • 
tured categories, neocategories, ... (whence for colimits), when p is count-
ably sub-generating or a fortiori sub-spreading. Moreover, the constructions 
of a category or a group from generators and relations are mimicked to get 
quasi-quotient structured categories or groupoids, monoids or groups, as 
quasi-quotients of free structured quasi-categories (= categories without 
the identity axiom, introduced because of a lack of good structurations on 
free categories) and semi-groups (cf. Comments 266.1 and 263.6). 

Structured natural transformations are defined in /64, 109/, lead
ing to the study of the 2-category of structured categories, which is re-
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presentable (by squares categories) if the source H of p admits pullbacks, 
and to the double category of its squares, the structured quintets /64/. 
They help to define enrichments of the category *5(p) of p-structured cat
egories from enrichments of H . In particular (/109/) if'// is a cartesian 
closed category with a generator, 5YP) is cartesian closed. Notice these 
results have been much refined in /115/, cf. Comment 331-3. 

5. EXAMPLES OF STRUCTURED CATEGORIES. 
Several papers not reprinted in this volume are wholly devoted to 

such examples (cf. Parts I and II). Here topological, differentiable and 
monoidal strict categories are just mentioned (cf. Comments 58.1, 59-2,60. 
1). More attention is given to ordered categories (with more or less con
ditions ) and to their quasi-quotients and quotients /63, 69, 66, 100/ . 

Double and multiple categories are thoroughly studied in /63/ ; 
they give an appropriate setting for the theory of lax transformations as 
we have shown in recent papers /117, 119, 120, 121/ (cf. Comments 68.1, 
68.2, 71.1). The main example is the 2-category of categories and thedou-
ble category of its squares (the quintets), considered in /64/ with some 
applications. In fact, this double category is a «universal double category» 
( cf. /121/ and Comment 105-1), in the sense that any double category is 
isomorphic to a double sub-category of this double category. 

SUGGESTED READING. 
The terminology of the older papers is a little obsolete ; the first 

part of /63/ is much improved in /66 A and the second part of /66/ 
is highly technical, except the important Theorem 14 and its applications. 
/ 100/ is one of the most interesting and actual papers once its concision 
and abstraction are overcome. / 109/ is more accessible. As a guide : 

Part I of /66/ on sub-structures and quotients. Sections 1 and 2 
/100/ on quasi-quotients and existence theorems. 

Examples of structured categories, e. g. double and ordered categ
ories in /63, 64, 69/. Then /109/ which is the final state of the theory 
of structured categories, before non-concrete internal categories / 104, 
.../ and, for their (quasi-)quotients, Sections 4/66/ and 4-8 /100/ . 
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